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RECURSIF RAPIDE: LE FSU RLS
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Nous présentons un nouvel algorithme des moindres carrés
récursif rapide. Cet algorithme présente un intérét certain
pour 'adaptation de filtres tres longs comme ceux utilisés
dans les problémes d’annulation d’écho acoustique. L’idée
de départ est d’utiliser ’algorithme RLS avec une mise a
jour “sous-échantillonnée” du filtre. Dans cet algorithme (le
SU RLS) le gain de Kalman et la variable de vraisemblance
sont des matrices qui ont des rangs de déplacement faibles.
Ces quantités sont alors représentées et mises & jour par le
biais de leurs générateurs, sous forme de sommes de produits
de matrices de Toeplitz triangulaires et le produit de 'une
de ces quantités avec un vecteur peut alors étre calculé en
utilisant la transformée de Fourier rapide.

1 INTRODUCTION

Pour adapter un filtre RIF sous forme transverse (FTF)
[1], [2] ou en treillis (FLA/FQR) [3], les algorithmes récur-
sifs rapides des moindres carrés exploitent la propriété dite
de “shift invariance” inhérente au probleme du filtrage
adaptatif. Avec ces algorithmes adaptatifs, la complexité
passe de O(N?) pour le RLS & O(N) par échantillon (N
est la longueur du filtre RIF). Pour réduire davantage la
complexité de ces algorithmes, il faut réduire la fréquence
d’adaptation du filtre. La mise a jour du filtre est alors dite
sous-échantillonnée avec un rapport de sous-échantillonnage
donné L. Deux stratégies apparaissent: La premiére con-
siste & faire un traitement par blocs en résolvant les équa-
tions normales a chaque L échantillons, c’est 1’algorithme
BRLS (Block RLS) [4]. La deuxiéme alternative consiste a
utiliser la méme stratégie que le RLS en calculant le nou-
veau filtre et d’autres quantités auxiliaires & partir des don-
nées disponibles L échantillons auparavant. Cette démarche
ameéne a ’algorithme SU RLS (Subsampled Updating RLS).
Dans ce qui suit, nous nous intéresserons plus particuliéere-
ment & une version rapide du SU RLS (FSU RLS) en util-
isant la notion de structure de déplacement ainsi que la tech-
nique de convolution rapide par utilisation de la transfor-
mée de Fourier rapide (FFT). En fait, la stratégie du BRLS
g’avére plus intéressante pour les grandes valeurs de L (com-
parables & N) alors que le FSU RLS est plus intéressant pour
des valeurs intermédiaires.

We derive a new fast algorithm for Recursive Least-
Squares (RLS) adaptive filtering. This algorithm is espe-
cially suited for adapting very long filters such as in the
acoustic echo cancellation problem. The starting point is to
introduce subsampled updating (SU) in the RLS algorithm.
In the SU RLS algorithm, the Kalman gain and the likeli-
hood variable are matrices. Due to the shift invariance of
the adaptive FIR filtering problem, these matrices exhibit
a low displacement rank. This leads to a representation of
these quantities in terms of sums of products of triangular
Toeplitz matrices. Finally, the product of these Toeplitz ma-
trices with a vector can be computed efficiently by using the
Fast Fourier Transform (FFT).

2 L’ALGORITHME SU RLS

Afin de fixer les notations, nous commencons par rappeler
I’algorithme des moindres carrés récursif (RLS).
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Figure 1: Systéme de filtrage RIF adaptatif.

entrée z(k)

2.1 L’algorithme RLS

Le filtre transverse adaptatif Wy ; forme une combinaison
linéaire des N échantillons consécutifs du signal d’entrée
{x(i—=n),n =0,..., N=1} pour approximer |’opposé du sig-
nal désiré d(¢). Le signal d’erreur résultant est donné par
(voir Fig. 1)

en(ilk) = d(i)+ Wi Xn(i) = d(5) + Z Wit e(i-n)
(1)


https://core.ac.uk/display/59173543?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

ot Xy()) = [ef(i)a®(i=1)- 2" (i=N+1)]" est le
vecteur de régression et H 1’opérateur de transposition et
conjugaison complexe. Dans D'algorithme RLS, les N coef-

ficients du filtre Wy = [WJ{,k - WJJ\\;k] sont adaptés de
maniére a minimiser récursivement le critere des moindres
carrés sulvant

En(k) = %i]g{zkk‘illd(i)JrWNXN(i)Ilz} (2)

i=1

oll A € (0,1] est le facteur d’oubli exponentiel.
La minimisation de ce critére donne

Wk = _PJJ\L{kRJ_V,lk (3)

ou .
D NN () XN ()

. 3}%N,k_1+XN<k>Xﬁ<k>
Py = > Mxn(i)d? (i)

i=1
= /\PN,k—l + XN(]C)dH(k)

Ryp =

(4)

sont respectivement la matrice d’autocorrélation et le
vecteur d’intercorrélation estimés.

En remplacant les récurrences pour Ry et Py (4) dans
(3) et en utilisant le lemme d’inversion matriciel pour RJ_\,}k,
on obtient ’algorithme des moindres carrés récursif:

Cnp = —XN(WATRY, (5)
TR (k) = 1= CnaXn(k) (6)
Ry ARG L = Cfn (B)Cn g (7)
(k) = en(klk=1) = d(k)+ Wnip-1Xn(k) (8)
en(k) = en(klk) = €§’v(kZ’VN(/€) (9)
Wi = Wag-1+en(k)Cn (10)

ol ey (k) et en(k) sont les signaux d’erreurs & priori et a
postériori. Ces erreurs sont reliées par la variable de vraisem-
blance yn (k) (9) et Cv i est le gain de Kalman.

2.2 L’algorithme SU RLS

Il est possible d’obtenir un algorithme équivalent au RLS
en mettant a jour le filtre, non pas a chaque échantillon du
signal d’entrée mais a chaque L échantillons. Dans ce qui
suit, nous supposerons pour des raisons de commodité que

L est une puissance de 2 et que M = % est un entier.
Posons
d? (k—L+1) e (k—L+1)
drr = : XL e = : , (1)
d* (k) ™ (k)
X (k—L+1)
XNk = : =[ere-erp—nt1]. (12)
XN (k)

La matrice des données Xy 1 est construite de maniere &
ce qu’elle ait une structure de Toeplitz.
On peut alors réécrire (4) sous la forme

Ry

MRy -+ XN L AL XN Lk

(13)
Pni = MPyi_r+ X]{rIyLykALdL,k
avec Ay = diag {/\N_l, Ce A 1}.
En remplacant dans (3) Py et Ry par leurs expressions
données en (13), on obtient I’algorithme SU RLS

QNJC = _XN,L,k/\_LRJ_\f}k_L (14)

) = AL = Xl (15)

RJ_V,lk = /\_LRJ_V,lk—L - Qﬁ,klN(k)éN,k(lfs)

e = dogpt XN,L,kWJl\L{k—L (17)
TN K enpy = éyp, (18)
Wnr = WNgp-1+ GﬁyLkaN,k (19)

. p « . ..
ou €y j est le vecteur des erreurs a priori:

B (k—L+1]k—L)
EZJ)V,L,k = : (20)
B (k|k—1L)

et en 1, est le vecteur des erreurs & postériori:

e (k—L+1]k)
: (21)

EN, Lk — :
en (kk)

Cet algorithme est équivalent au RLS quand L = 1. 1l
présente la méme complexité par échantillon. Le gain de
Kalman Cy ; ainsi que la variable de vraisemblance ZN(]C)
sont des matrices respectivement I x N et L x L.

2.3 Equivalence des algorithmes RLS et SU
RLS

Les erreurs de filtrage du SU RLS ne sont pas des erreurs de
prédiction & un pas mais a plusieurs pas. Ceci est du au fait
que le filtre Wi, est adapté & chaque L échantillons. Il est
cependant possible de calculer les erreurs a priori du RLS a
partir de ceux du SU RLS.

Soit g’;\,yk le vecteur des erreurs & priori du RLS entre les
instants k—L+1 et k

H(k—L+1|k—L)

EZJ)V,k = (22)

A (k|k-1)
et soit Dy 1 1 la matrice diagonale suivante:
D1 = diag { A" tyn (k—L+1), ..., yn(k)} (23)
alors, on peut montrer que
GZJ)Vi,klN(k)EZJ)V,L,k = Egv,gDN,L,kﬁgv,w (24)

Considérons la décomposition UDL de ZN(]C)

In(k) = Unk Dk UﬁLyk (25)



Un,r,r est triangulaire supérieure avec une diagonale unité
et la matrice diagonale Dy 1 i est celle définie dans (23).
En remplacant (25) dans (24), on obtient
H
UN,L,kEZJ)V,L,k = EZJ)V,k' (26)
Cette relation permet de calculer les erreurs a priori €y, de
I'algorithme RLS & partir des erreurs & priori ef ; , du SU
RLS. De la méme facon, on montre que le gain de Kalman
du SU RLS est lié a celui du RLS par la relation
CNE—L+1
H o~ -1 .
UN,L,kQN,k = A7 : : (27)
Ok
En particulier, soit ux r 1 la derniére colonne de Un,r 1.

Alors (27) donne
uﬁ,L,k QN,k = éN,k . (28)

3 STRUCTURES DE DEPLACE-
MENT POUR LE SU RLS

La structure de déplacement d’une matrice R est:

5
= ZuZ ol (29)
i=1

ol 8, le rang de R— A Z R Z" est appelé le rang de déplace-
ment et Z est la matrice de déplacement inférieure (1 sur
la premiére diagonale supérieure et 0 ailleurs). La résolu-
tion de cette équation de Lyapunov donne la représentation
suivante de R:

R = V! u; vl Llu) AL (v)  (30)
(3ur) - ya

ol A = diag{l, A, /\2,...} et L(u) est une matrice de
Toeplitz triangulaire inférieure avec w comme premiére
colonne. Cette représentation sera utilisée pour Cy . et
L—Vl(k) afin de réduire la complexité du SU RLS.

ViR = R—AZRZHY

3.1 Structure de déplacement du gain de
Kalman

Soient Anj et By les filtres de prédiction respectivement
direct et rétrograde et an(k) et Sy (k) les variances des er-
reurs de prédiction correspondantes (voir [1]) et soient e, ; |

et 7 ; . les vecteurs des erreurs de prédiction respective-
L,
ment avant et arriere

Xn41,2k ANpor (31)
XN41,Lk BJFVI,k_L . (32)

La structure de déplacement du gain de Kalman est
Vi [QN,k 0] =~ oy (h=L)Ani-r
+ri AT BN (k=L) B -

— (N, e — up,) A N (k—1) [0 éN,k—L] (33)

P
€N,Lk

P _
NLE —

avec "
IN,Lk = XN+1,L,k [0 CN,k—L] (34)

up1=[100---01"  (Lx1) . (35)

3.2 Structure de déplacement de la variable
de vraisemblance

La structure de déplacement de L—Vl(k) est donnée par

Vary (k)= VAL + A5V, (XN,L,kRJ_\f}k_LXJ{TI,L,k) :
(36)
Elle est égale a

Vary (k) =

(k L)eNLk
LﬁN (k— L)TNLk

P
6N,L,k’\

P
_TN,L k

+ (v, — ur, 1) A E T N (k=L) (v ook — UL,1)H .
(37)
Le gain de Kalman ainsi que la variable de vraisemblance ont
des rangs de déplacement égaux a 3. Ces matrices ont une
structure proche de celle de Toeplitz et peuvent étre rem-
placées par leurs représentations comme dans (30). Pour

la mise a jour de QN,k et L—Vl(k) (14), (15), il suffit main-
tenant de mettre & jour les filtres Anj, By et [0 éN k],

et de calculer eN L ) rN Lk et nn,z,% & partir de leurs défini-
tions (31), (32) et (34), en utilisant les données disponibles
a l'instant k. L’apparition dans ces nouvelles représenta-
tions de matrices de Toeplitz va permettre en plus de réduire
la complexité des calculs. En effet, le produit du gain de
Kalman par le vecteur d’erreurs & postériori pourra étre cal-
culé a l’aide de la technique de convolution rapide Overlap-
save (utilisation de la transformée de Fourier rapide [5]). De
plus, 'inversion de la variable de vraisemblance ainsi que sa
décomposition UDL pourra éetre faite avec ’algorithme de
Schur généralisé.

4 L’ALGORITHME FSU RLS

L’équation (19) peut étre mise sous la forme
War 0] = [Wxr—r 01+ €N i [QN,k 0] : (38)

Si on remplace [QN,k O] par sa représentation en fonction

de ses générateurs via (33) et (30), (38) prendra la forme
suivante

3
[(Wae—r 01+ el pp > diTi AL GE ny

i=1

(39)
ou d;, ’TLZ"L et gi,NH sont respectivement des scalaires, des
matrices de Toeplitz L x L triangulaires inférieures et des
matrices de Toeplitz L x (N + 1) triangulaires supérieures.
Le dernier terme de (39) peut alors étre calculé de la maniére
suivante:
Pour: = 1,2,3:

Wy 0] =

o multiplier d; par ey 1 pour obtenir pii = eﬁL p i

o utiliser la méthode Overlap-save pour calculer le produit
2 _ 1 r]'z
Pri=PrL:‘L -
e multiplier p% , avec la matrice diagonale Ar. Ce qui

donne un vecteur 1 x L : p3 . =p? Ap.



e utiliser la méthode Overlap-save pour calculer le produit
p4L,z' = pgiglLyNH en % portions de taille L.

et appliquer la
3

Finalement, sommer les trois vecteurs p} ;
:

transformée de Fourier inverse a la somme Zp%,i .

i=1
Le gain de Kalman RLS sera mis & jour en utilisant (28)
et la représentation de QN,k en fonction de ses générateurs.
Les filtres de prédiction seront mis a jour de la méme facon
que le filtre Wy 1. Une légere complication se présente néan-
moins pour la réactualisation du filtre de prédiction direct.
Les détails peuvent étre trouvés dans [6].
L’algorithme FSU RLS résultant est donné dans la table
ci-dessous.

| Algorithme FSU RIS |

P . H

evrr=doe+ Xnpr,op Wre-r 0]
_ H

NLk = XN41,L,k BN,k—L

o "

IN,Lk = XN+1,L,k [0 CN,k—L]

[ eN(k L+1) ] [ XN+1LkANﬁ L+1 ]
NL ) XN+1(k+1)ANk L1

el (k—L+1)
— Lk en(k—L+1)

P _
N,Lk — P
NLk+1),

L—1
L_Vl(k)zv,\l{eNL pAEay! (k= L)eNLk
_TNL pAT BN (k— L)TNLk
+ (v ok — ur1) A E Ty (k—L) (o e — UL,1)H}
Y (k) = Lok GNLok LﬁyLyk
L%uny px =up
L_Vl(k) ENLk = EZJ)V,L,k
Vo (k) Py L = r?VL k
T (B) enrpr = e 1 gy
[CNk 0] V,\ {_eNL KA r _1(k L)Aﬁk L
‘H”NL KA BN (k—L)BY N,k—L
Nk —up DA I N (k—L) [0 CN,k_L]}
By = Byr—1 + TﬁyLyk QNJC 0]
By (k) = X By (k—L) + TNLETN Lk
[CNk 0] = uﬁLk [CNk 0
TN (k)
ANk41 = AN k241 + €N L p41 [CNk 0] Nt1

(GNLk)p

ey (k+1) = eNi,kH“N,L,k

en(k+1) = ey (k+1)yn (k)

Ang = An g1 — en(k+1) [0 éNk]

an(k+1) = May(k—L+1) + eﬁ,L,k+1ezj)\7,L,k+1
an(k) = A1 (aN(k+1) - eN(k+1)e§’VH(k+1))
Wi 0] = [Wni-r 0]+ €1, [QN,k 0]

5 Conclusions

La complexité du FSU RLS est (’)(8%%£2 + 34% +
5.5L) opérations par échantillon ot F'FT(im) représente le
nombre d’opérations nécessaire pour réaliser une FFT d’une
séquence de longueur m. Ceci est particuliérement intéres-
sant pour les filtres de grande taille. Par exemple lorsque
(N, L) = (4095, 256), (8191, 256) et avec une FFT split radix
(FFT(2m) = mlog2(2m) multiplications réelles pour des
signaux réels) la complexité est respectivement 0.8 N et 0.6 N
par échantillon, complexité & comparer avec celle du LMS
(2N) et celle du FTF qui est 7N et qui est actuellement
l’algorithme des moindres carrés le plus rapide. Le prix
a4 payer est cependant, l'introduction d’un retard de O(L)
échantillons dans le traitement.

Les simulations ont montré que l'algorithme est conforme
a la théorie. Cependant, celui-ci présente des problémes
d’instabilité numérique dus a la propagation des erreurs
d’arrondi. Un moyen simple de le stabiliser consisterait a
rafraichir les générateurs a intervalles réguliers en utilisant
par exemple le BRLS [4]. La stabilisation du FSU RLS est
néanmoins envisageable et constitue 1’objet des recherches a
venir.
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