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RESUMO

A mecanica quantica (MQ) é conhecida por ser nao deterministica, uma vez que nao
permite previsées, com precisdo infinita, para todas as quantidades fisicas relevantes
em tempos iguais e posteriores a preparacao. No entanto, podemos mostrar que, sem
assumir conceitos suplementares acerca do tempo, a MQ falha em fornecer previsées
probabilisticas para alguns experimentos emblematicos, como o experimento da dupla-
fenda. Por outro lado, a mecanica bohmiana (MB), que € equipada com trajetdrias,
restaura o determinismo e pode fornecer previsées probabilisticas acerca do tempo.
Isso implica que a MB é capaz de descrever a estatistica de experimentos para os quais
a MQ nao é capaz de fazé-lo. Como consequéncia, pode-se argumentar que MQ e MB
nao sao apenas duas interpretacdes diferentes do mesmo formalismo, mas constituem
duas teorias diferentes, com diferentes poderes preditivos. O confronto desses modelos
com experimentos, nos permite, entdo, avaliar se a natureza é compativel com o
determinismo bohmiano. Neste trabalho, formalizaremos essas ideias € as ilustraremos
em trés estudos de caso: (i) experimento da dupla-fenda, (ii) particula livre e (iii)
particula em queda livre. Introduziremos uma prescricao para construir distribuicdes
de probabilidade para um sistema fisico qualquer, que por hipétese € determinista,
aplicando tais prescricdes para a MB e derivando a distribuicdo atemporal de cliques
na tela de detecgcao para os sistemas mencionados. Acreditamos que a validade
do determinismo das trajetérias bohmianas na MQ pode ser testada, em principio,
confrontando-se essas distribuicoes com experimentos exequiveis com a tecnologia
atual. Para fins de comparacgéao tedrica com o formalismo suplementado com trajetérias
deterministicas, suplementaremos a MQ com hipéteses ad hoc (MQS), como trajetérias
(semi)classicas e o operador tempo. Nesse contexto, esse trabalho permitira diferenciar
as previsdes da MQS e MB, além de introduzir novas prescricoes para se obter tais
previsdes, fornecendo a possibilidade de avaliar a nogéo de determinismo em sistemas
fisicos estatisticos.

Palavras-chaves: Mecéanica quéantica, mecanica Bohmiana, determinismo, tempo de
VOO.



ABSTRACT

Quantum mechanics (QM) is non-deterministic in the sense that its formalism does not
allow one to predict, with full certainty, the value of all relevant physical quantities at equal
or subsequent times to the system preparation. In fact, it can be shown that, without
supplementary assumptions for the arrival time, QM fails to provide even probabilistic
predictions to some emblematic settings, like the double-slit experiment. On the other
hand, equipped with trajectories, Bohmian mechanics (BM) restores determinism and
can, along with natural assumptions, raise a probability distribution for the arrival time.
As a consequence, BM can provide predictions that QM cannot. This implies that these
are not only different interpretations of the same formalism but different theories. In
this work, we formalize the above statements and illustrate them in three case studies,
namely, (i) double-slit experiment, (ii) free particle and (iii) free fall under a uniform
gravitational field. We start by introducing a prescription that allows one to build an
arrival-time probability distribution for trajectory-equipped theories. We then apply this
prescription to BM and derive a timeless probability of clicks in a detection screen for
the aforementioned experiments. Hopefully, these results can be confronted with actual
experiments thus assessing the validity of Bohm’s deterministic trajectories. Finally,
for the sake of comparison, we supplement QM with some ad hoc concepts (SQM),
like (semi)classical trajectories and a time operator, and then use our prescription
to build a corresponding arrival-time probability distribution. In this context, this work
will allow differentiating the predictions of SQM and BM, as well as introducing new
prescriptions to obtain such predictions, providing the possibility of evaluating the notion
of determinism in statistical physical systems.

Key-words: Quantum mechanics, Bohmian mechanics, determinism.
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1 INTRODUCAO

O determinismo local é uma visao de mundo amplamente discutida ao longo da
histéria humana, que afirma que todos os eventos sdo completamente determinados
por causas anteriores. Essa perspectiva filoséfica tem suas raizes no periodo pré-
socratico, quando os pensadores da antiguidade exploravam a natureza do universo
e do ser humano em busca de respostas fundamentais. Nesse contexto, emergiu um
dualismo! entre o acaso e o destino, que se tornou um ponto central nas discussdes
acerca do determinismo. Os fil6sofos pré-socraticos, como Tales de Mileto, Heraclito
e Parménides, contribuiram para essa discussao, apresentando concepc¢oes diversas
e muitas vezes antagbnicas sobre o tema. Enquanto alguns defendiam a ideia de
um mundo regido pelo acaso, em que os eventos ocorriam de maneira aleatéria e
imprevisivel, outros sustentavam a existéncia de um destino inexoravel, onde tudo
estava predestinado a ocorrer de uma maneira especifica e predeterminada.

Além de ser uma questdo metafisica, o determinismo € uma suposicéo fun-
damental na mecanica classica (MC), onde é possivel determinar o estado de um
sistema em qualquer instante posterior, dadas as condi¢ées iniciais adequadas. Em [1],
Pierre-Simon Laplace disserta acerca do determinismo na MC, na passagem:

"Podemos considerar o estado atual do universo como o efeito de seu
passado e a causa de seu futuro. Uma inteligéncia que, em um instante
determinado, pudesse conhecer todas as forcas que péem em movimento
a natureza, e todas as posicoes de todos os objetos dos quais a natureza
€ composta, se esta inteligéncia fosse ampla o suficiente para submeter
esses dados a analise, ela englobaria em uma Unica férmula os movimentos
dos maiores corpos do universo e dos menores atomos; para tal inteligén-
cia nada seria incerto e o proprio futuro, assim como o passado, estaria
evidentes a seus olhos."

A tal inteligéncia mencionada por Laplace € conhecida atualmente como "demo-
nio de Laplace", onde deménio deve ser entendido no sentido original grego da palavra,
uma divindade ou daemon [2]. Segundo Laplace, tal inteligéncia deve ter as seguintes
propriedades para dizer que o sistema é determinista:

(i) Onisciéncia instantédnea: conhece completamente o estado do universo em um
instante de tempo.

' Dualismo é um conceito filoséfico que postula a existéncia de dois principios fundamentais, opostos e
independentes na realidade.
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(i) Erudicao nomoldgica: sabe com exatidao todas as leis do universo.
(iii) Super computacao: é capaz de realizar calculos em um intervalo infinitesimal.

(iv) Nao distarbio: uma medigao realizada em um sistema ndo afeta as leis fundamen-
tais do universo nem altera o estado do sistema em si. Em outras palavras, o ato
de medir o sistema nao deve perturba-lo de nenhuma forma.

A nocao de estado adotada por Laplace esta associada a um conjunto de
variaveis que descreve o sistema. Dessa forma, se os valores dessas variaveis fossem
conhecidos para um determinado instante, o estado do sistema estaria completamente
determinado. Por exemplo, para um sistema classico, se a posicao e 0 momento forem
conhecidos em um dado instante de tempo, o estado do sistema estara completamente
determinado.

Diversos experimentos questionavam os fundamentos da MC, resultando em
uma profunda reconsideracao de suas premissas. Entre essas experiéncias pioneiras,
0 experimento da dupla-fenda com uma unica particula [3, 4] ganhou destaque notavel.
Nessa experiéncia, a luz ou particulas elementares eram direcionadas a uma placa
equipada com duas fendas estreitas, o que gerava um padrao de interferéncia obser-
vado em uma tela de projecao localizada além da placa. A descoberta surpreendente
foi que, mesmo quando fotons ou particulas eram emitidos individualmente, ao longo
do tempo, um padrao de interferéncia ondulatéria se formava na tela de projecao. Esse
fendbmeno de interferéncia, caracterizado pela combinagéo e anulagao de ondas em
certas regides, desafiou as concepcoes classicas de que a luz e as particulas seguiam
trajetorias previamente definidas. Em vez disso, o experimento revelou que a natureza
exibia propriedades ondulatérias e que a presenca de um observador ou a realiza-
¢ao de medicdes interferiam na maneira como as particulas se comportavam. Essa
descoberta fundamental abriu caminho para o compreensao da mecéanica quantica
(MQ), uma teoria que incorpora aspectos aleatoérios irredutiveis, como expresso no
principio de incerteza de Heisenberg [5], e questionou os principios deterministas e a
causalidade da fisica classica, langando luz sobre a presenca de elementos aleatérios
e probabilisticos na descricdo do mundo fisico.

Com o desenvolvimento da MQ e suas interpretacdes, a questdo do determi-
nismo foi novamente debatida. A interpretacao de Copenhague [6, 7] prevé que as
propriedades dos objetos quanticos nao tém valores definidos até que sejam medidas,
sendo as previsdes probabilisticas e consequentemente nao deterministicas, mesmo
que o estado quantico inicial seja totalmente determinado. Essa interpretacéo foi dura-
mente criticada, mesmo que suas previsdes fossem compativeis com os experimentos.
O artigo escrito por A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen (EPR) [8], argumentou que
a teoria quantica ndo é completa, sugerindo que deveriam existir variaveis dinamicas
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ocultas que restaurariam o comportamento deterministico do sistema. Essa nogéo de
determinismo implica, de certa forma, na nocéo de realismo. Admite-se o realismo em
cendrios nos quais é possivel prever, com precisao infinita, o valor de uma variavel fisica
sem produzir qualquer disturbio no sistema, antes mesmo de medi-la. Em particular, o
trabalho de EPR adotou a nocao de realismo local, que sustenta que a realidade das
quantidades fisicas esta definida e ndo pode ser alterada instantaneamente por uma
acao a distancia. Atualmente, ha varios trabalhos que exploram a nogao de realismo
e suas consequéncias na MQ [9—-15]. Alguns autores consideram os termos deter-
minismo e realismo como sindnimos, argumentando que se as propriedades fisicas
estiverem bem definidas em todos os instantes, o sistema é deterministico e, conse-
quentemente, realista. Isso implica que as propriedades fisicas do sistema existem
independentemente e antes da interven¢ao de um observador.

Posteriormente, em 1952, David Bohm apresentou o que seria o primeiro
modelo de variaveis ocultas, conhecido como mecanica bohmiana (MB), em seus traba-
lhos [16, 17]. Ele postula que as posicoes das particulas sdo as suas variaveis ocultas,
e define o conjunto de trajetérias que o sistema deve respeitar. Vale ressaltar que esta
dindmica é governada também por um potencial adicional, escolhido adequadamente
para que exista concordancia entre MB e MQ. As trajetorias bohmianas ndo podem
ser especificadas completamente devido as condicées de contorno ocultas. A teoria
de Bohm recupera o determinismo, ao mesmo tempo em que mantém as previsoes
probabilisticas consistentes com a MQ. No entanto, é importante destacar que as
trajetorias bohmianas sao caracterizadas por uma nao-localidade inerente, devido a
natureza da funcao de onda, que nessa interpretacdo € um campo fisico real. Nesse
formalismo, as condicdes iniciais das trajetérias bohmianas sao interpretadas como
variaveis ocultas, que sdo nao-locais devido a sua relagcao com a funcao de onda no
instante inicial. Em particular, essa abordagem possibilita fazer previsdes sobre o tempo
de voo [18], que representa o intervalo de tempo necessario para que uma particula se
desloque da posicao inicial até a posicao final, um tépico delicado para a MQ. Embora
haja grandes diferencas de interpretacdo entre a MQ e a MB, acredita-se que essas
teorias apresentam previsdes equivalentes, como apontado em [19]. Nesse sentido,
nao poderiamos afirmar, a priori, se uma interpretacao descreve melhor a natureza em
comparag¢ao com a outra, ou ainda se os sistemas quanticos sdo deterministicos.

A MB propde uma concepc¢ao de determinismo distinta da definicdo de Laplace,
apresentada no inicio deste capitulo. Embora mantenha as hip6teses de erudicéao
nomoldgica e onisciéncia instantanea, a MB relaxa a suposi¢cdo de que o estado
inicial do sistema € completamente conhecido. Em outras palavras, conhecemos o
estado inicial do sistema com uma alguma incerteza, permitindo-nos prever como
essa incerteza evoluira, desde que tenhamos conhecimento das leis fisicas que o
regem. Desse modo, se o sistema for hipoteticamente determinista, mas tiver uma
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incerteza nas condicdes iniciais, o estado do sistema evoluira em uma unica direcéo,
que nao pode ser acessada devido a incerteza inicial. As previsdes que poderiamos
fazer sobre o sistema seriam, portanto, probabilisticas, limitadas pela incerteza inicial e
regidas pelas leis fisicas do sistema. Essa formulag&o alternativa do determinismo &
nomeada como determinismo bohmiano e, neste trabalho, adotamos essa definicdo de
determinismo.

Em [20], John Bell demonstrou que, ao tentarmos preencher as lacunas con-
ceituais da MQ, apresentadas por EPR, seria necessario recorrer a varidveis ocultas
nao-locais, semelhantes a abordagem adotada na MB. Em esséncia, o teorema de
Bell estabelece de forma conclusiva a impossibilidade de reproduzir com precisao as
previsdes da MQ utilizando-se apenas variaveis ocultas locais, o que foi verificado por
meio de varios experimentos livres de brecha [21-26]. Esse resultado notavel de Bell
€ amplamente reconhecido por meio de suas desigualdades, essas desigualdades
em especifico foram nomeadas em sua homenagem como as desigualdades de Bell.
Quando uma desigualdade de Bell é violada, isso acarreta na violagdo de uma ou mais
das hipoteses fundamentais de Bell, como a existéncia de variaveis ocultas realistas
e localidade. Isso, por sua vez, pode implica na inexisténcia de super-determinismo.
Nesse contexto, o super-determinismo refere-se a hipétese de que todos os eventos do
universo sao inexoravelmente determinados desde 0 momento em que o instante inicial
foi estabelecido, o que nega a existéncia de livre-arbitrio e aleatoriedade genuina. A
diferenca fundamental entre a no¢ao de determinismo, definida no inicio deste capitulo,
e 0 super-determinismo é que o primeiro ainda permite a ideia de que diferentes es-
colhas poderiam levar a diferentes resultados, enquanto o segundo afirma que cada
evento € inevitavel e ndo poderia ter ocorrido de outra maneira.

Atualmente, a questao da relacédo entre a MQ e o determinismo permanece
como um problema em aberto, suscitando uma ampla gama de interpretacdes dentro
da MQ. Duas das interpretagdes mais proeminentes sao a interpretagdo de Copenha-
gue e a interpretagdo bohmiana, com a primeira sendo ndo determinista e a segunda
sendo determinista. Apesar dessa diferenca em relacdo ao determinismo, € importante
destacar que, em termos de previsdes experimentais, ambas as interpretacdes sao in-
distinguiveis, o0 que adiciona complexidade ao debate sobre a natureza do determinismo
dentro do contexto quantico.

Outro problema em aberto que sera abordado neste trabalho, refere-se a
questao do tempo na MQ. Enquanto na teoria da relatividade de Einstein [27], o espaco
e 0 tempo sao tratados de forma equivalente, na MQ nao ha tal equivaléncia. Em outras
palavras, o espaco € quantizado, sendo um operador no formalismo que carrega consigo
incertezas fundamentais. Por outro lado, o tempo n&o é quantizado; € considerado um
parametro e, portanto, ndo carrega incertezas fundamentais. Sendo assim, do ponto



14

de vista da MQ, nédo faz sentido fazer previsdes sobre o tempo, uma vez que este é
um parametro. Diante desse contexto, diversos estudos surgiram para investigar esse
problema, sendo que muitos deles propuseram abordagens que complementam a MQ
com conceitos ad hoc sobre o tempo. Neste trabalho, nos referiremos a essas teorias
como mecanica quantica suplementada (MQS).

Na referéncia [28], Pauli apresenta uma ideia que descarta a possibilidade de
representar o tempo como um operador na MQ, conhecida atualmente como teorema
de Pauli. Kijowski utilizou aproximacdes semiclassicas para obter previsées temporais
de um sistema fisico especifico [29]. Ambos os formalismos serao descritos no capitulo
2. Outra tentativa de abordar o problema do tempo na MQ é o mecanismo de Page-
Wooters [30], no qual o tempo é considerado uma coordenada inacessivel e sua
passagem € entendida como uma consequéncia das correlagdes entre os subsistemas
do estado global. Além disso, o formalismo proposto por Dias e Parisio [31] trata o
tempo de forma equivalente ao espaco, resultando em uma equacao de Schrédinger
para o tempo. Exitem outras abordagens para tratar o problema do tempo na MQ, sendo
exemplos [32, 33]. Essas diferentes abordagens representam esfor¢os para elucidar a
questao do tempo na MQ; algumas delas serao exploradas ao longo deste trabalho.

Ha inimeras discussoes fisicas e filosoficas relacionadas a MQ, porém, um
fato é incontestavel: o formalismo da MQ nunca falhou em descrever a distribuicao de
cligues nos detectores em experimentos. Esse sucesso pode levar alguns a acredi-
tar que a MQ possui respostas objetivas (ainda que nao interpretativas) para todos
os fenbmenos observaveis. Neste trabalho, demonstraremos que a MQ, sem hipéte-
ses adicionais, ndo consegue prever aspectos temporais da estatistica de sistemas
simples. Por outro lado, como a MB recupera, de certa forma, a nocao de determi-
nismo através de suas trajetorias, permitindo previsées envolvendo tempo. Além da
MB, apresentaremos uma teoria geral que pode ser aplicada a diferentes trajetorias,
independentemente de o sistema fisico ser quantico ou classico. Isso nos permite
fornecer previsdes estatisticas para sistemas limitados por incertezas subjetivas, mas
regidos por trajetorias deterministicas. Essa teoria permitird evoluir a distribuicdo de
probabilidade inicial e obter a distribuicao para o tempo de voo. A partir do momento
em que estejam compreendidos os elementos fundamentais para realizar previsées
acerca do tempo, passaremos a comparar abordagens diferentes usando sistemas
particulares. Testaremos o formalismo envolvendo a MB, uma descricao analoga a
classica, e uma aproximagao semiclassica envolvendo trajetorias complexas. Além
disso, estes resultados também serdo confrontados com aqueles obtidos por meio
da MQS. O obijetivo final € demonstrar que teorias baseadas em trajetérias sdo ca-
pazes de fornecer previsdes temporais que fogem do escopo da MQ, abrindo assim
novas possibilidades para a compreensao da natureza no limite quantico. Além disso,
demonstraremos que a previsdo da MB para a distribuicao de tempo de voo é valida
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apenas para sistemas fisicos especificos, enquanto a formulagdo que construiremos
tem aplicacdo mais geral.

Esta dissertacao esta estrutura como segue.

No Capitulo 2, apresentamos a formulagdo da MQ por meio da interpretacao de
Copenhague, descrevendo seus postulados e prescricdes matematicas. Em seguida,
introduzimos a interpretacédo bohmiana, seus postulados e formulacées matematicas.
Encerramos o capitulo explorando um trabalho sobre MQS, de modo que se possa
descrever previsdes relacionadas com o tempo.

No Capitulo 3, apresentamos a teoria equipada com trajetérias (TET), que
descreve sistemas deterministicos, garantidos por suas trajetorias, com incerteza nas
condigdes iniciais. Analisamos dois casos particulares: o primeiro, analogo a MB, em
que a equacao de movimento é uma equacao diferencial de primeira ordem. Nesse
caso, trajetorias sdo determinadas apenas através da sua posicao inicial, ja que seus
momentos estao codificados em uma fung¢ao auxiliar. Apenas a posi¢éo inicial tem
incerteza associada. O segundo, analogo ao caso classico, em que, por hipétese,
a equacao de movimento que descreve o sistema € uma equacao diferencial de
segunda ordem, sendo, portanto, necessarias duas condi¢des iniciais com incertezas
independentes associadas. Demonstramos que a formulacdo pode ser estendida
para qualquer quantidade fisica mapeada pela trajetéria, permitindo a obtencéao de
sua distribuicdo de probabilidade. Além disso, apresentamos dois outros modelos
vinculados a MQ para obter distribuicées de probabilidade de tempos de voo.

No Capitulo 4, conduzimos trés estudos de caso: (i) experimento da dupla-
fenda, (ii) particula livre e (iii) particula em queda livre. Em cada exemplo, utilizamos as
formulagbes e aproximagdes tedricas relevantes apresentadas nos capitulos anteriores
para descrever e compreender os sistemas em estudo. Para cada caso, analisamos
como a TET é capaz de prever o comportamento do sistema, comparando os resultados
com as previsbes da MQS. Ao fazer isso, podemos avaliar a eficacia da TET em
sistemas em que a MQ é limitada.

Por fim, no Capitulo 5, concluimos e revisitamos os principais topicos abordados
no trabalho.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos as ideias que sdo fundamentais para a com-
preensdo de nosso trabalho. Abordaremos 0s seguintes assuntos: nocdes basicas
da teoria de probabilidade, postulados da mecanica quantica, mecanica bohmiana e
operador tempo. Para uma organizacao légica do capitulo, seguiremos a ordem em
que os temas foram listados acima.

2.1 NOGOES BASICAS DA TEORIA DE PROBABILIDADE

Nesta secao, revisaremos algumas nocdes basicas da teoria de probabilidade
gue sao fundamentais para a abordagem da MQ e da MC utilizada nesse trabalho, além
da teoria geral equipada com trajetorias que serda introduzida posteriormente. Para uma
discussao mais aprofundada sobre os conceitos da teoria de probabilidade, consulte a
referéncia [34].

Experimento Aleatdrio. Um experimento aleatério € um processo ou evento
cujo resultado ndo pode ser determinado com certeza, pois esta sujeito a incerteza ou
variabilidade inerente. Em outras palavras, € um experimento no qual o resultado pode
variar entre diferentes tentativas, mesmo que as condicdes iniciais sejam idénticas.

Espaco Amostral. E o conjunto de todos os possiveis resultados de um expe-
rimento. Ele representa todas as opcdes Unicas e distintas que podem ser observadas
ou obtidas. Por exemplo, ao lancar um dado justo de seis faces, o espagco amostral é
{1,2,3,4,5,6}.

Variavel Aleatéria. Uma variavel aleatéria € uma fungao que associa valores
numéricos aos resultados de um experimento aleatério. Em outras palavras, é uma
funcdo que mapeia o espaco amostral £ do experimento aleatério em um conjunto de
valores numéricos. Se o conjunto de valores que a variavel aleatéria pode assumir €
enumeravel, entao ela é denominada variavel aleatéria discreta. Caso contrario, se o
conjunto é continuo, entdo a variavel € denominada variavel aleatéria continua. Por
exemplo, no langcamento de um dado de seis lados, o espaco amostral € representado
pelas faces do dado, que sdo enumeradas de 1 a 6. A variavel aleatéria associada
ao resultado do langamento é o valor na face voltada para cima, e como os valores
possiveis sdo contaveis, temos uma variavel aleatéria discreta.

Funcao densidade de probabilidade. Uma funcao densidade de probabili-
dade p(x) deve satisfazer as seguintes propriedades:

(i) p(x) >0, p: R—>RVx€R;
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(i) [, o(x) dx =1.

A fungdo p(x) representa a distribuicdo de probabilidade de uma variavel
aleatéria continua X que, em principio, pode assumir qualquer valor real. Para um
intervalo finito [x1, x,], a probabilidade’ de X assumir valores nessa regido é dada por

X2

p(x; <X <xp) = / o(x)dx. (2.1)

X1

Se o intervalo for infinitesimal, ou seja, x € [x, x + dx|, a probabilidade de X
assumir um valor nesta regido é dada por p(x) dx e sera representada simplesmente
por dp(x). Ou seja,

dp(x) = p(x) dx. (2.2)

Note que dp(x) é infinitesimal, ja que a funcdo densidade de probabilidade é continua,
por hipétese. Consequentemente, a probabilidade de X assumir precisamente o valor
x é igual a zero.

Probabilidade Conjunta e Condicional. Sejam duas variaveis aleatérias
continuas X e Y, pertencentes ao mesmo espaco amostral 2. A probabilidade conjunta
p(x,y) dos valores de X e Y estarem nos intervalos infinitesimais [x, x + dx] e [y, y + dy],
simultaneamente, é definida por

p(x,y) =p(xNy) =p(xly) p(y), (2.3)

onde p(x Ny) expressa a probabilidade da interse¢éo dos eventos ocorrerem. A fungéo
p(x|y) é a probabilidade de X estar no intervalo [x, x + dx], condicionada ao fato de
que Y esté no intervalo [y, y + dy].

E conveniente expressar a definicdo apresentada pela equacéo (2.3) em termos
de distribuicées de probabilidade:

dp(x,y) = p(x,y) dx dy = p(x|y) dx p(y) dy

ou
p(xy) = p(xly) p(y)- (2.4)

As distribuicdes de probabilidade conjunta p(x,y) e condicional o(x|y) devem
satisfazer as seguintes propriedades:

(i) p(x,y) > 0e p(x|ly) > 0 para quaisquer valores x e y;

1 Por questdo de conveniéncia e clareza, ao longo do restante do trabalho nao explicitaremos a regido
a qual a probabilidade estéa se referindo, considerando que tal informacao ¢é inferida pelo contexto.
Nesse sentido, utilizaremos a notagao simplificada p(x) para nos referirmos a probabilidade.
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(i) [Sodx [Tody p(x,y)=1e [ dx p(xly) = 1.

Note que as duas distribuicdes de probabilidade que aparecem nas equacdes
acima ndo sdo equivalentes. Toda distribuicdo de probabilidade sera representada por
©, de modo que a distingdo entre uma distribuigao conjunta, condicional, ou marginal
(descrita abaixo) € feita pelos parametros de entrada explicitos e pela forma estrutural
em .

Probabilidade Marginal. Considere novamente duas variaveis aleatérias con-
tinuas X e Y pertencentes ao mesmo espago amostral X. A probabilidade marginal de
X, definida como dp(x), é obtida a partir da distribuicao de probabilidade de X isolada,
desprezando-se qualquer informacao sobre Y. Para obté-la, integramos a probabilidade
conjunta p(x,y) em relagéo a y:

dp(x)

U_O; p(x,y) dy} dx

= |7 oty ot ay]

— 00

onde a segunda igualdade é obtida a partir da definicao da distribuicdo conjunta (2.4).
Comparando-a com a equacao (2.2), podemos escrever a distribuicao de probabilidade
marginal de X como

(0]

o(x) = [ plxly) oly) dy. @5)

Note que p(x) representa a distribuicdo de probabilidade de X ignorando-se a
informacéao sobre a variavel Y. Além disso, as propriedades da probabilidade marginal
podem ser obtidas a partir das propriedades da probabilidade conjunta e concordam
com as condi¢des apresentadas no inicio desta secao para a distribuicdo de uma unica
varidvel aleatéria: p(x) > 0e [*_dx p(x) = 1.

Os conceitos da teoria de probabilidade estabelecidos anteriormente desempe-
nham um papel fundamental em nossas discussdes subsequentes. Em particular, esses
conceitos serdo essenciais na proxima sec¢éo, na qual exploraremos os postulados da
MQ.

2.2 POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

Nesta secdo, vamos apresentar os postulados fundamentais da MQ, que
constituem uma estrutura matematica e conceitual essencial para a compreensao dos
sistemas fisicos de natureza quéntica. Os postulados basicos conectam o mundo fisico
com o formalismo matematico da MQ e foram obtidos por meio de um longo processo
de tentativa e erro, tornando, por vezes, dificil identificar suas motivagoes.
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De acordo com [35], uma teoria que tem como objetivo descrever um sistema
fisico deve ser capaz de responder as seguintes questdes fundamentais:

(i) Como descrever e preparar o estado de um sistema fisico em um tempo ty?

(i) Como descrever e prever o estado de um sistema em um tempo t > £,?

Analisaremos como os postulados da MQ respondem a essas questdes, dando
énfase a questao (ii) dada a sua relevancia para o nosso trabalho. Apresentaremos
os postulados de forma geral e abrangente, para depois mostrarmos como eles se
reduzem a forma mais comum encontrada nos livros-texto [28, 36, 37].

Postulado 1. O estado de um sistema no instante ty € completamente de-
terminado pelo operador densidade p. Esse operador deve satisfazer as seguintes
propriedades:

(i) Hermiticidade: p = p;
(i) Trago unitario: Trp = 1;

(i) Positividade: (y|p |¢) > 0 para todo |p) € £, em que £ é o espago de Hilbert.

A forma mais geral do operador densidade é descrita como uma soma convexa
de estados completamente conhecidos, denominados estados puros |¢;) (|, que
satisfazem todas as propriedades mencionadas anteriormente. Essa representagao é
expressa pela equagao:

p=Y1_pjlw) (wjl, (2.6)
1
onde p; s&0 0s pesos estatisticos associados aos estados puros [¢;) (¥;|.

Postulado 2 (variavel discreta). Toda grandeza fisica mensuravel A é descrita
por um operador hermitiano A atuante em £. Os resultados possiveis para uma medi¢ao
de A sdo os autovalores de A.

O operador A, que, neste caso, também é chamado de observavel A, admite
uma decomposigao espectral, isto &, um estado qualquer |¢) € £ pode ser decomposto
nos autovetores de A. A decomposicao espectral de A é dada por

A= 2 [anZ (I¢h) (9 I)] , 2.7)

1
onde o primeiro somatério varre todos os possiveis autovalor a,,, com degenerescéncia
gn € autovetor |<p,i1> (i indexa cada degenerescéncia). Associamos um projetor ortogonal

a cada autovalor a,;:
&n

Pa, = Y (190) (@3] (2.8)

i=1
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que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Idempoténcia: PX =P, ;
(i) Ortogonalidade: P,, P,,, = 6nm P,

(iiiy Completeza: )", 75an =1, onde 1 é o operador identidade em &.

Postulado 2 (Variavel continua). Toda grandeza fisica mensuravel 3 é descrita
por um operador hermitiano B atuante em £. Os resultados possiveis de uma medicéo
de B s&o os autovalores b € R do operador B, sendo B |b) = b |b).

Além disso, o operador B admite uma decomposi¢éo espectral, ou seja, é
possivel decompor um estado qualquer |¢) € £ nos autovetores do observavel B. A
decomposicéo espectral de B é dada por:

B :/ db b |b) (b|. (2.9)
Podemos associar um projetor ortogonal a cada autovalor b € [by, by]:

N by
Pioyiy = /b db [b)(b]. (2.10)
1
Esse projetor ortogonal devem satisfazer as seguintes propriedades:

(i) dempoténcia: P, = Py, p,);
(i) Ortogonalidade: ﬁ[blsz] ﬁ[bi,bﬂ = ﬁ[b1,bz]ﬂ[bi,b§];

(i) Completeza: P|_q, ) = 1.

Postulado 3 (variavel discreta). Apés medir uma grandeza fisica A, descrita
por um operador hermitiano A atuando no espaco de Hilbert £, e obter o resultado
a,, 0 estado do sistema descrito pelo operador densidade p colapsa para o estado p,,
dado por

_ 75an p\ﬁan

= . , 2.11
Tr (Pa”ﬁ) ( )

pﬂn
onde 75% € o projetor associado ao autovalor a,, definido pela equacgao (2.8). O deno-
minador na equagao acima é necessario para que a matriz densidade resultante seja
normalizada.

Postulado 3 (Variavel continua). Ap6s medir uma grandeza fisica B, descrita
por um operador hermitiano B atuando no espaco de Hilbert £, e obter o resultado b, o



21

estado do sistema descrito pelo operador densidade ¢ colapsa para o estado p, dado
por
Py b Py

—_—, 212
Tr (d’Pb ﬁ) ( )

Op =
onde P, é o projetor associado ao autovalor b, definido pela equacéo (2.10) quando
by — b e by — b+ ébno limite 6b — 0.

Postulado 4. A evolugé@o temporal do operador densidade p é governada pela
equacao de Liouville-von Neumann

.
i =5 = [A(1),5], (2.13)

onde H ¢ o operador hamiltoniano do sistema e o comutador [H(t),p] = H(t) p —
0 H(t). Se o estado é puro, p = |¢(t)) (y(t)|, a equagéo de Liouville-von Neumann se
reduz a equacao de Schrédinger

ih = Illﬂ( )) =H(t) [(t)). (2.14)

Em contraste com o colapso provocado pela medicao (postulado 3), a evolugéo
temporal de um estado isolado é continua, suave e reversivel.

Postulado 5 (variavel discreta). Se a,, é um autovalor de um observavel A, a
probabilidade condicional p(a,|t) de se obter a,, em uma medi¢ao da grandeza fisica
A em um estado §(t), que evoluiu até o instante de tempo ¢, é dada por

p(anlt) = Tr[Pa, p(t)] (2.15)
e o valor esperado, usando a equacéo (2.7), € dado por
(A)(t) = Tr[Ap(1)]
| o 0]
= ;an Tr [Pa, (1))
= ;anp(an|t). (2.16)

Se o estado é puro, p(t) = [¥(t)) (¥(t)],
se a forma mais conhecida da regra de Born:

(2.8), chegando-

p(anlt) = 2| (Pnlp(t) (2.17)

em que g, é o grau de degenerescéncia do autovalor a, e {|¢})} comi= {1,...,¢,}
€ uma base para espaco de Hilbert do autovalor correspondente.



22

Postulado 5 (variavel continua). A probabilidade condicional p(b|t) de medir
B no intervalo finito [by, by] para um estado p(t), que evoluiu até o instante de tempo ¢,
€ dada por

POIE) = Tr | Py, 1y (1), (2.18)

onde ﬁ[bl,bz] € o projetor ortogonal definido pela equacéo (2.10). Se o estado é puro,
isto &, p(t) = |¢(t)) (y(t)], utiliza-se a equagdo (2.10) e encontra-se

by
p(vlt) = [ b y(b )P, 219)

1

onde (b, t) = (b|y(t)). Ao compararmos as equagoes (2.2) e (2.19), concluimos que
a distribuicao de probabilidade, condicionada ao instante de tempo ¢, é definida por

o(blt) = (b, t)[*. (2.20)

E importante salientar que interpretamos as probabilidades e distribuicdes de
probabilidade que decorrem do postulado 5 como condicionadas a um tempo ¢ no qual
o0 sistema evoluiu, isso difere da interpretagéo convencional presente em livros-texto de
MQ. Esse ponto sera relevante em discussodes futuras.

Existe ainda um sexto postulado que se refere a propriedade de indistinguibili-
dade de particulas idénticas. Esse postulado sustenta que particulas que compartilham
0s mesmos estados quanticos séo intrinsecamente indistinguiveis. Isso significa que
nao é possivel atribuir identidades distintas a essas particulas idénticas, pois elas nao
possuem caracteristicas individuais que as diferenciem quando ocupam 0s mesmos
estados quanticos.

Na presente secao, expusemos o0s postulados da MQ, que adota uma interpre-
tacao nao determinista, onde o estado do sistema sé é definido quando medido. No
entanto, na préxima secao, iremos explorar a MB, uma abordagem que reinterpreta a
MQ, resgatando o determinismo da teoria por meio da introducao de dois postulados
adicionais.

2.3 MECANICA BOHMIANA

Embora a MQ seja consistente com os testes experimentais, houve criticas
com relacao a sua natureza probabilistica. Segundo EPR [8], a descricdo do estado
fisico do sistema nesta teoria estaria incompleta e deveriam haver variaveis ocultas
determinando o verdadeiro comportamento do sistema. Nesse sentido, o carater proba-
bilistico da MQ se explicaria pela impossibilidade de acessar tais variaveis. A primeira
proposta de um modelo de varidveis ocultas, buscando contribuir com as ideias de EPR,
foi apresentada por David Bohm [16, 17], e € conhecida atualmente como mecanica
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bohmiana. Tal construgdo recupera a dinamica baseada em trajetérias, fornecendo
uma descricao analoga a MC, mas mantendo as previsdes probabilisticas consistentes
com a MQ. Nesta secao, apresentaremos primeiramente os fundamentos da MB e, em
seguida, alguns exemplos.

Reinterpretacao da equacao de Schroédinger. A equacao de Schrédinger, na
representacao de posicao, descreve a evolugao temporal da fungéo de onda y(x, t) de
uma particula sujeita a um potencial classico V(x, t). Ela pode ser escrita como

2
ih opp(x,t) = (—;—mvz + V(x,t)) P(x,t). (2.21)

E possivel reescrever a fungéo de onda y(x, t) na forma polar, ¢ (x, t) = ,/p ¢’/", onde
p=|p(xt)]*> e S = S(x,t) sdo fungbes reais. Substituindo a representagéo polar da
funcao de onda na equacao de Schrédinger e separando o resultado em partes real e
imaginaria, obtemos

dp+ V- (%) =0, (2.22)
2 2 vZ
a5+ S, Vix,t) — 1= VIR, (2.23)

2m

2m\/ﬁ

Com base nessas equacoes, a MB identifica trajetérias no cenario quantico,
com uma analogia as trajetérias que surgem no formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ).
A formulacédo HJ € apresentada no apéndice A.3, e as equacdes de HJ sédo definidas
pelas equacdes (A.29) e (A.30), que sao repetidas abaixo para uma unica variavel
canénica? (j = 1):

ds

H(q,94s,t) + Pl 0, (2.24)
o _ 19
= m = mogq’

onde s = s(g,I1,t),IT = 0 e 7t = 9,s. Aideia é reinterpretar as equagdes (2.22) e (2.23)
utilizando a intuicao do formalismo de HJ. A equacéo (2.23) pode ser identificada como
a equacao de HJ quéntica, na qual o termo adiciona —% VZT\p/p, que nao é previsto
no modelo classico, sera posteriormente interpretado como o potencial quantico. No
limite em que a constante 7 tende a zero, a equagao (2.23) adquire a mesma forma
matematica que a equacédo de HJ classica, dada pela equacdo (2.24). E importante
destacar que, embora as equagoes (2.24) e (2.23) tenham a mesma forma matematica,
elas apresentam diferencas conceituais. Observamos algumas similaridades entre S e

2

No apéndice A.3, apresentamos o desenvolvimento do formalismo de HJ, onde empregamos as
variaveis {q, 7t} para representar as variaveis canonicamente conjugadas e {Q, I} como as variaveis
candnicas resultantes de uma transformagéo candnica.
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s, no entanto, sem fazer um postulado especifico em relagéo a S, ambos permanecem
conceitualmente distintos. A fungéo s representa a solu¢ao do gerador das trajetérias
classicas, enquanto a funcao S € apenas uma fase da funcao de onda, nesse contexto.

A equacéo (2.22) é reconhecida como a equacao de continuidade, na qual %
é interpretada como a densidade de corrente de probabilidade. Logo, % corresponde
ao campo de velocidades que conduz a evolugéo dos elementos de probabilidade. Esta
identificacdo € importante porque vincula posicao da particula em um dado instante de
tempo, a sua velocidade no mesmo instante. A partir dessa analogia com o formalismo
de HJ, Bohm postulou [16]:

Postulado 1. A dindmica de uma particula em uma realizacao especifica de
um ensemble experimental € determinada por uma trajetéria continua, obtida através
da integracéao de

x=ov(xt) = w (2.25)

A particula se move, a partir de ¥ (x, ty), sob a influéncia da fungéo de onda que é
solucao da equacéao de Schrédinger.

Vamos realizar a seguinte manipulacao utilizando a funcao de onda:

In[¢(x, t)] = %ln [o(x,1)] + %S(x,t).

A partir disso, podemos escrever:
S(x,t) = hIm (Iny). (2.26)

Para maior conveniéncia, reescrevemos o campo de velocidades em termos da funcéo
de onda, fazendo uso da equagéao (2.26):

v(x,t) = % Im <%) (2.27)

A partir desse postulado, podemos interpretar a equacéao (2.23) como a equa-
cao de HJ quantica, na qual a fase global S é o gerador das trajetérias bohmianas. No
entanto, como ja apontado anteriormente, essa equacéo apresenta um termo extra,
nao previsto classicamente, que é identificado como o potencial quantico:

2 vZ
Q(x,t) = _2h_m T\f, (2.28)

originado do, agora campo fisico, ¢(x, t). E importante lembrar que o formalismo de HJ
e o formalismo newtoniano sao equivalentes. No contexto da MB, essa equivaléncia
surge a partir da analogia com o formalismo de HJ, o qual também apresenta uma
versao "quantica" da equacao de HJ. Assim, é possivel expressar a dinamica da MB



25

utilizando o formalismo newtoniano, ao adicionar o potencial quantico Q a segunda lei
de Newton:

d%x
a2
A fung&o de onda y € promovida a um campo fisico real, em que o seu valor define a
forca "quantica" que a particula naquele ponto estara sujeita.

F(x,t) =m——5 = =V [Q(x,t) + V(x,t)]. (2.29)

Devido a presencga do campo de velocidades, a equacéao diferencial que des-
creve o sistema tende a exibir menor linearidade em comparagdo com seu correspon-
dente classico. Portanto, ndo é absurdo esperar que as trajetérias bohmianas sejam
mais instaveis (cadticas) em relacédo as trajetorias classicas. Note que, dada a con-
dicdo inicial® x(ty), é possivel, a0 menos numericamente, resolver a equagéo (2.25),
determinando o estado do sistema em qualquer instante t. Diante disso, para adequar
este determinismo a natureza probabilistica da MQ, Bohm considerou que a posigcao
inicial é determinada por uma variavel oculta, postulando o seguinte:

Postulado 2 (Hipétese de equilibrio quantico). A posicéo inicial x(ty) é
inacessivel e distribui-se conforme [y (x, to)|?.

Dessa forma, toda a incerteza na MB é oriunda da posicao inicial, uma vez
que a teoria é deterministica, e as variaveis conectadas a posicao inicial pela trajetéria
propagam tal incerteza. Em [19], é mostrado o principio da equivariancia, que, ao
assumir a regra de Born para o instante inicial, garante, por conta da conservacao de
probabilidade (equacéo (2.22)), que essa valera para qualquer tempo ¢t. Tal propriedade
é relevante, uma vez que justifica a equivaléncia entre as previsdes probabilisticas
da MQ e MB. E importante ressaltar que a estatistica oriunda da MB é um reflexo da
ignorancia subjetiva do observador acerca das condi¢des iniciais do sistema, sendo
uma necessidade pratica da teoria. Por outro lado, acredita-se que a estatistica oriunda
da MQ é uma propriedade intrinseca da natureza.

Uma consequéncia interessante da MB € que as trajetdrias nunca se cruzam
no espaco de posicao e tempo, devido a serem originadas de equacdes diferenciais de
primeira ordem. Isso é analogo ao caso das trajetorias classicas, que nunca se cruzam
no espaco de fase por serem derivadas de equacgdes diferenciais de segunda ordem.
Essa afirmacao pode ser provada por contradicdo. Suponha que temos duas trajetorias
bohmianas com condig6es iniciais diferentes, {xg1, x02}, que se cruzam em um ponto
X e instante T. Para que ocorra o cruzamento, as velocidades das trajetérias devem
ser diferentes no ponto de cruzamento. No entanto, na teoria bohmiana, a velocidade
da trajetoria € definida pelo campo de velocidades, que € Unico em cada ponto do
espago-tempo. Portanto, as velocidades em (X, T) para ambas as trajetorias devem

3 A velocidade inicial esta vinculada & posigéo inicial pelo campo de velocidades v(ty) = w.
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ser iguais. Isso € uma contradi¢do, e assim concluimos que trajetorias bohmianas com
diferentes condic¢des iniciais nunca se cruzam.

A partir desse ponto do texto, iremos restringir o problema a uma unica di-
mensao. Nesta secao, vimos que a MB recupera o determinismo na MQ, ja que as
trajetérias sao definidas pela posicao xo. Como consequéncia, o intervalo de tempo
t que a particula leva para percorrer a distancia entre xg e X, denominado tempo de
voo, manifestara uma incerteza associada a x, diferentemente da interpretacédo de
Copenhague, na qual o tempo é apenas um parametro. Uma questao que pode surgir
é: qual é a distribuicdo de probabilidade dos tempos de voo na MB? Na referencia [18],
€ apresentada uma proposta para obter tal distribuicdo de probabilidade. De maneira
geral, um sistema, por hipétese, é descrito por uma trajetéria x = ¢(xo, t), que conecta
um ponto inicial xo a um ponto final x em um tempo ¢. A distribuicdo de probabilidade
©(f) para uma propriedade fisica f, que é funcdo da condicéo inicial f = F(x), &
descrita pela seguinte equagéao

o(f) = [ dxo p(x0) & (f — E(x0)), (2:30)

onde p(xp) é a distribuicdo de probabilidade para a posigao inicial. A formulagdo acima
€ estabelecida com base na probabilidade marginal, conforme definida pela equagéo
(2.5). No caso a fungéo do tempo de chegada bohmiano* T (X, x(), em que a posicéo
final X é fixada, a distribuicdo de probabilidade do tempo de voo pode ser expressa
utilizando a equacgéo (2.30) da seguinte forma:

p(TIX) = [ dxo plxo) & (T(X,x0) ~1). (2.31)

E necessario usar a propriedade da fungéo delta de Dirac [38], que é dada por

N X — Xp
5(g(x)) = Y 2E—xn)

n) 2.32
L o e, (2:32)

em que g(x,) =0comn =1,2,...,N. Aplicando a propriedade da fungéo delta de
Dirac (2.32) em ¢ (¢(xo, T) — X), em que ¢(xo, T) representa a trajetéria bohmiana que
descreve o sistema, chega-se em

_ 0(T(x0,X)—t)
5 (¢p(xo, T) = X) = \atgb(xozi)‘t:T(xo,X).

Isolando a fungéo delta de Dirac referente ao tempo e definindo o0 campo de velocidades
91p(xo,t) = v(¢p(xo,t),t), obtém-se

(2.33)

6 (T(xo, X) —t) = [o(¢(x0,T),T)|[ 6 (¢(x0, T) — X)
= [o(X,T)[ 6 (¢(x0, T) = X).

4 Consideramos que essa fungéo T(X, xy) é biunivoca, ou seja, para um dado par (X, x;), obtemos
apenas um unico tempo de voo. Essa propriedade tera implicagdes em discussoes futuras.
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Substituindo a equagéo acima na equagéao (2.31), obtemos

o(T1X) = [o(X, T)| [ dxo p(x0) & (9(x0,T) = X),

onde usando a equacéo (2.30) identificamos a integral na equagédo acima como sendo
a distribuigdo de probabilidade® o (X|T), com F(xg) = ¢(xo, T):

p(XIT) = [ dxo p(x0) 8 (9(x0, T) = X).

A densidade de corrente de probabilidade é definida por J(X, T) = v(X, T) p(X|T).
Assim, impondo-se normalizagdo, obtém-se
[0(X, T)|p(T|X) J(X,T)|

omL(T|X) = = at [o(X, ) p(X]D = a0 (2.34)

Observe que essa formulacao esta restrita a trajetérias bohmianas que passam
apenas uma vez pela coordenada X. Isso ocorre devido a imposigao de que T(xp, X)
seja uma funcéo biunivoca no formalismo, garantindo a existéncia de um unico tempo
de voo possivel para cada par (X, xg). No entanto, é possivel estender essa formulagao
para descrever casos mais gerais, exigindo que, ao inverter a trajetoria, sejam encontra-
das n fungdes T;(X, xo). Tal generalizagé&o precisa ser incluida ao aplicar a propriedade
(2.32). Neste trabalho, ndo abordaremos essa extensao especifica para o trabalho
de Muga-Leavens. No proximo capitulo, apresentaremos uma teoria geral capaz de
descrever 0s casos em que a trajetdéria bohmiana atravessa a mesma coordenada
X em instantes de tempo diferentes, mais de uma vez. Para obtermos uma melhor
compreensao da MB, vamos aplica-la a dois exemplos: o caso da particula livre e 0
caso da particula em queda livre.

2.3.1 Particula livre em estado gaussiano

Suponha uma particula livre (V = 0) de massa m, em uma dimensao, inicial-
mente preparada em um estado gaussiano dado por

HPRY. :
P(x,0) = ;Mexp —M exp iﬁo x|, (2.35)
<2 2 40 0 h
7T0'x,0> X,

onde o, é a disperséo inicial da gaussiana, Xy & a posi¢do média inicial, e pp € o
momento médio inicial. Para evoluir a funcdo de onda, seguiremos a referéncia [35].
Lembrando que a transformada de Fourier F converte uma funcao de onda na repre-

5 Outra maneira de obter essa distribuicao é através de transformagdes de variaveis (x — t), em que o
termo |v(X, T)| surge do determinante da matriz jacobiana associada a transformagao.
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sentacao de posicao para representagéo de momento, obtemos

¢(p,0) = F{y(x,0)} / dx ) exp (—i %)]
_ _<2mi i exp [_(P4;£P§)_] exp {—%(p—ﬁg) xo}, (2.36)
p.0 '

em que 0,0 = 20 é a dispersao inicial do momento. O hamiltoniano € dado por:

P2

H=
om’

portanto, o operador de evolucéo temporal é definido como U; = exp (—th/h). Ao
evoluirmos a funcéo de onda na representacdo de momento, lembrando que P lp) =
p |p), obtemos:

o(p,t) = (plU|y)
i H2
= (lew (~531) 19
2

i
= exp (_Ezp_m ) ¢(p,0).

Para retornar ao espaco de posi¢ao, podemos aplicar a transformada de Fourier inversa,
dada por:

P(x,t) = \/zlﬁ _O:odp [exp (—%;—zt) @(p,0) exp (i %)}

1 (x — %o — Bop)? ] iS(x0)/h
- exp (ISt /h (2.37)
(27‘((7 /4 [ 4ax/t

sendo que as expressdes para a dispersdao do pacote gaussiano no instante t e a
funcao S sdo dadas, respectivamente, por

2
th
Ot = leo\l 1+ ( 5 > , (2.38)
ZmUx,O

nt po\’ Po
S(x,t) = —— (x—xg— 2t i | x — %o — "t
(x ) 8m(7§/ (73%0 (x X0 m ) + Po (x X0 m ) +
2
Po, M it
+ 2mt 2arc‘can [2771(7,%0 : (2.39)

A equacao (2.37) esté expressa na forma polar, de modo que

Po
X —Xo— ot
exp [ ( e ’ ] (2.40)

p(x, t) =
277(7;%1
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representa a densidade de probabilidade da particula estar em x no instante ¢, e a
fase S(x,t) € o gerador de trajetérias bohmianas. As trajetérias bohmianas sao obtidas
resolvendo

) t h2t j p
x=v(xt) = 162) = x—fo—@t P (2.41)
m 4m202 02, m m
o que leva a
x(x0,8) = %o + Pt P (2 — 5p), (2.42)
m O-X,O

em que xo € a posicéo inicial da trajetoria, distribuida segundo | (xo,0)|?, € 0 momento
inicial da trajetoria pode ser calculado com py = axS(x,t)\x:xO’tzo. Se a posigéo
inicial for igual a posicao média do pacote gaussiano inicial (xo = xp), a trajetéria
bohmiana sera a trajetéria classica seguida pelo centro do pacote gaussiano. Para
obter a distribuicdo de probabilidade de tempo de voo f para a MB, restringindo essa
observacado a uma posigao final x, utilizamos as equagdes (2.34) e (2.41). Assim,
encontra-se a distribuicao de probabilidade

Po

_plxt) Jo(x, )| 1 |po, t x—Xo— 5t 2
T
onde
2mo? o0
= e N:/ dt p(x, 1) |o(x,1)]. (2.44)
0

A equagéo (2.43) é consistente com o comportamento esperado da distribuicao
de tempos de voo. Observa-se que, nas proximidades de x = X,, € esperado que
um tempo de voo infinito corresponda a uma probabilidade nula, conforme t — co. A
distribuigdo pap(t|x) tende a zero devido a |y(%, t)|> — 0 quando t — co. Da mesma
forma, espera-se que a distribuicdo se anule nas proximidades de X > X, quando
t — 0, novamente devido a distribuicdo de probabilidade em x que se anula nesse caso.
Na figura 1, tracamos a distribuicdo de probabilidade do tempo de voo para a particula
livre, conforme a equagéo (2.43). Para cada curva, variamos a posi¢ao de chegada da
particula, representada por x.

2.3.2 Particula em queda livre preparada em um estado gaussiano

O caso anterior pode ser facilmente estendido para tratarmos de uma particula
em um campo gravitacional uniforme V = —mgY, em que m é a massa da particula e g
a aceleracao da gravidade. Para diferenciar tais problemas, aqui faremos a substituicao
x — y. Assim, a particula é preparada em um estado gaussiano dado por

1 — 7y)? i
Pyt =0) = ————qzxp [_ (y4 i%) ] oF [ﬁﬁo y} (2.45)
2 o
<2m7y,0> v0
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FIGURA 1 - Distribuicao de probabilidade de tempo de voo para a particula livre, obtida por
meio da equagéao (2.43). Utilizamos os seguintes conjuntos de variaveis: {oyo =
2, %o = —15, po = 1,m = 0.5}. Todas as quantidades fisicas estdo em unidades
arbitrarias. Variamos a posigao de chegada para cada curva: {-5,0,5,10,15}.

O hamiltoniano para o sistema em questao pode ser expresso como
p2

H=— Y.
2m+mg

Para evoluir a funcéo de onda, empregaremos 0 método da representacao de interacéao,
introduzindo a definicio W = mgY. Assim, realizaremos a transformagéo

pr(t)) = ™ (1)) (2.46)

onde |¢(t)) representa a solugcdo da equacao de Schrédinger. Aplicaremos essa
transformacao a equacéao de Schrddinger, obtendo

indy |y (t)) = iho, (eiw”h |lIJ(t)>>
= WV (1)) + i ™Y, p(t))

)
= W™ (1)) 4+ eV (1))
)

A

- - P2 N\
— _Weth/hw)(t >+61Wt/h (%—i—W)e th/hw)I(t»

1 iWe/npo —iwt/n

- P t
o€ e ly1(t))
L iW,elt/np2

= — ¢ P t
2me |1‘P1( )> 4

em que [W, | € um superoperador, ou seja, um operador que atua em outro operador,
e sua regra de atuacéo é definida por [IW, ] A = [W, A]. Para obter mais detalhes sobre
os calculos mencionados acima, recomenda-se consultar o trabalho [39]. A regra para
uma poténcia de tal superoperador pode ser expressa como:

A~

(A, o]"B = [A,o]" LA, e]B = [A,e]"2[A,[AB]] = [A[A,...[4B]. (2.47)
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Dessa forma, podemos reescrever a exponencial como:

W, o2 (it "
n! h

A

W W,LL WL P (it
B nz_o n! <h>
P

AW.e]t/1 p2

—2mgtP + m*g*t*1
. 2
P2 — mgﬂl) .

I
VRS

Lembre-se que a cadeia de comutadores tera um tamanho de n, conforme ilustrado na
equacao (2.47). Portanto

) P? — motl 2
ihoy |1(t)) = (P2 mgt)” 5 $11) [wi(t)), (2.48)
m
A (Pz—mgt]l)z ~ .
onde H; = ~—~. Podemos resolver a equagao (2.48) diretamente e obter a

solug&o na representacgéo original utilizando [ (t)) = e~ Wt/M |y (1))
[ it A
W) = exp | [ B 19(0)

[ im?H iD?t igt?P
= exp|— 6gh }exp {—%1 exp{ 8 ]MJ( ). (2.49)

zmg 243 ]

corresponde apenas a uma fase global e pode ser igno-

O fator exp [

rada. Por outro lado, a exponencial unitaria exp [@} é conhecida como o termo de
deslocamento, pois desloca a fungéo de onda y(y,0) em —gt?/2. A exponencial unitaria
exp [ ;fn;l} € o operador responsavel pela dindmica da dispersao do pacote. Vale res-
saltar que ambas as operagdes comutam entre si. Assim, retornando a representagao

original, obtemos:

(1) = eV |y (1))
— exp [_imgt?

D2 2
S | exp [t op [ w0, @50

onde a exponencial exp [ } é responsavel pelo deslocamento no momento médio.
Finalmente, encontramos a fungao de onda na representacédo de posigéo:
imgtY

iP? igt?
Pt = (ylp(0) = vlexp [— S | exp [ exp [0 190
im hto?
— o |5 exp [%] exp [gta]ww )

1 = 9)%| iswosm
= exp |- s/ 251
(2?7 e"p[ o | @

zmgtY
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onde

2
=N 1+< th )
Yt y,0

2m(7§,0

€ a largura do pacote no tempo ¢,

Pot_ gt>

Yt =Yo+ >

é a posi¢ao média da particula e S(y, t) € o gerador de trajetérias bohmianas dado por

S(y, t) = L(—_)Z—l—(_ —mgt) ( )+ ﬁ%t—ﬁarctan it (2.52)
Y, Sma2o?, Yy =7 Po—mgt) Yy —=y)+ 5 =5 2mog, |

Para encontrar a familia de trajetérias bohmianas, é necessario resolver a
equagao

. ayS(y,t) n’t Po
V= T T ol Y=g+ —8t, (2.53)
y9y,0
encontrando
2 o,
yo ) =go+ B2 — 8-+ T (o — g0, (2.54)
7y,0

onde y, é a condigdo inicial. Obtemos a distribui¢éo de probabilidade de tempo de voo
para a MB, utilizamos as equacdes (2.34) e (2.53). Assim, a distribuicdo de probabili-
dade condicional é dada por

Iy, DI _ oy, 1) [o(y,1)]

pmp(tly) = N N
1t (y=9) | Po
N7y m S| PP (2:55)

onde T é dado pela equagéo (2.44) e

N = / dt p(y, 1) [o(y, 1) (2.56)

Observe que, quando ¢ = 0, a equagdo (2.55) se reduz ao resultado da particula livre
(2.43). Na figura 2, tragcamos a distribuicdo de probabilidade do tempo de voo para
a particula em queda livre, conforme a equacao (2.55). Para cada curva, variamos a
posicdo de chegada da particula, representada por y.

No préximo capitulo, discutiremos o problema da particula em queda livre em
duas dimensdes. No grau de liberdade x, a particula estara livre, enquanto que, no grau
de liberdade vy, ela estara imersa em um campo gravitacional. Como esse problema
é separavel (ou seja, H = Hy + Hy), se considerarmos um estado inicial separavel
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FIGURA 2 - Distribuicdo de probabilidade de tempo de voo para a particula em queda li-
vre, obtida por meio da equacao (2.55). Utilizamos os seguintes conjuntos de
variaveis: {o,0 = 2, 7o = 10, pp = 0,m = 1}. Todas as quantidades fisicas
estdo em unidades arbitrarias. Variamos a posicao de chegada para cada curva:
{5,0,—5,—-10, —15}.

(¥(x,y,0) = Px(x,0) ¢, (y,0)), as trajetérias bohmianas poderéo ser calculadas inde-
pendentemente para cada grau de liberdade. Ambos os casos ja foram resolvidos,
portanto, a descricdo bohmiana para o problema da queda livre em duas dimensodes é
orientada pelas trajetérias

_ Py,0 gtz Oyt _
,t) = —t == 4 — —
y(o,t) = o+ >+ > (o — ¥o)
D (0
x(xo, t) = Xo+ px,Ot + il (xo - fo)
m O-X,O

onde as condigdes iniciais séo dadas por {yo, xo} € {Py,0, Px0} representam os momen-
tos iniciais médios.

Nesta secéo, nos aprofundamos no formalismo da MB e em como essa interpre-
tacao resgata o determinismo na MQ. Demonstramos que, por meio dessa abordagem,
€ possivel obter a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo sem a necessidade
de introduzir conceitos ad hoc. Na préxima sec¢ao, iremos explorar a ideia de como
suplementar a MQ com conceitos relacionados ao tempo, a fim de obter as distribuicbes
de tempo de voo.

2.4 OPERADOR TEMPO

2.4.1 Teorema de Pauli

No livro-texto [28], Wolfgang Pauli apresenta o famoso estudo que exclui a
possibilidade de construgcao de um operador auto-adjunto canonicamente conjugado
com o operador hamiltoniano de um sistema limitado inferiormente, ou seja, que possui
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um estado fundamental. Nesta secéo, apresentamos o argumento conhecido como
teorema de Pauli. A demonstragao que seguiremos estd baseada no trabalho [40].

Teorema de Pauli: Considere um sistema fisico no qual é possivel construir
um operador autoadjunto T € £(H), sendo £(#H) o conjunto de todos os operadores
lineares que atuam no espaco de Hilbert . Esse operador deve satisfazer a relacao
canbnica de comutagdao com o operador hamiltoniano:

(A, T] =inl. (2.57)

Entao, o hamiltoniano H € £(#) deve ser um operador ilimitado, o que significa que
seus autovalores abrangem todo o eixo real.

Prova: Para provar o teorema, vamos supor que exista um operador auto-
adjunto T que satisfaca a relacdo de comutacéo (2.57). Podemos definir o operador
de translagao I, = e~7T/" que desloca o autoestado de energia por um valor v € R.
Para demonstrar tal propriedade, primeiro provamos a relagdo de comutacgao:

. atl, .~ .
AU, = LA, T
A0 = (AT
= ~U,. (2.58)

H(Uy|E)) = ([HU,)]+U,H) |E)

|E)). (2.59)

Se 7 € R, entdo a equacgao (2.59) implica diretamente que o hamiltoniano é ilimitado,
ou seja, o conjunto de autovalores do hamiltoniano é todo eixo real. Dessa forma,
demonstramos o teorema de Pauli. B

Como consequéncia, se o sistema for limitado inferiormente® (superiormente),
ou seja, se 0s autovalores de energia tém um valor minimo (maximo) Ey, para o qual
todos os outros autovalores E > Ej (E < Ep), entdo uma ou ambas das suposicoes
iniciais feitas sobre o operador T devem ser falsas. Essas suposicdes s&o: satisfazer
a relacdo canénica de comutacdo com o operador hamiltoniano H e ser autoadjunto.
Caso a segunda seja falsa, o operador tempo nao sera um observavel no formalismo
da MQ. Nesse contexto, ndo seria possivel construir um operador tempo que seja
simultaneamente autoadjunto e canonicamente conjugado ao hamiltoniano.

6 Essa hipétese é bastante natural, uma vez que sistemas fisicos reais geralmente possuem um estado
fundamental.
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No préximo segmento, abordaremos a constru¢cao do operador tempo para
a particula livre, o qual, embora nao seja auto-adjunto, € canonicamente conjugado
ao hamiltoniano, respeitando o teorema de Pauli. Para obtermos as distribuigcdes de
probabilidade, complementaremos a MQ com alguns conceitos adicionais.

2.4.2 Distribuicao de Kijowski

Nesta secdo, iremos derivar a distribuicdo de tempo de chegada para uma
particula livre, conhecida como distribuicdo de Kijowski. No entanto, diferentemente da
derivagao original proposta por J. Kijowski [29], ndo faremos aproximacdes baseadas
em distribuicdes de probabilidade de tempo de chegada para ensembles classicos.
Comecamos considerando uma particula livre de massa m com o hamiltoniano dado
por

. D2
H=_—.
2m

Para definir o operador tempo, buscaremos inspiracéo na descricao classica
do sistema. Seja, portanto, o sistema classico analogo, com velocidade constante
v = p/m e condigao inicial x(t = 0) = xg. O tempo de chegada em x = 0 é dado por

X0 Xom -1
20 _ - . 2.60
- ) m xop (2.60)
E importante destacar que o tempo de chegada pode ser negativo, indicando que a
particula passou pela origem em um instante anterior ao estabelecido como ¢ = 0. E
natural quantizar o tempo classico de chegada usando a regra de simetrizagcéo para a
equacéo (2.60)

r=-2 (prl + pflx) . (2.61)

O operador tempo descrito acima € conhecido como o operador tempo de
Aharonov-Bohm, proposto no artigo [41]. Note que o operador tempo de Aharonov-
Bohm é canonicamente conjugado ao hamiltoniano da particula livre H = %:

A1 = ([P xe] ¢ [ 0%))
= 1 (PRP PP 4 P2PTIK - PTIRPP)
= 1 (P([B.R) +XP) P~ — RP 4 PR — P~ ([X,P] + PX) P)
= 1 (P (M4 KP) P - KP4 PR~ P! (ih + PR) P
=~ (~ifl 4 PR~ KP4 PR — in - KP)
- L& 0] +2im
4
— inl. (2.62)
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Portanto, para satisfazer o teorema de Pauli, esse operador ndo pode ser auto-adjunto”.
Para determinar a distribuicao de probabilidade associada ao tempo de chegada é
necessario construir uma medida valorada por operador positivo (MVOP) em R do
operador tempo. Para isso, é conveniente definir os autoestados do operador tempo T
como |t), de modo que

Tty =t|t),

com t € R. Utilizando a equacéao (2.61) na representacdo de momento, e considerando
que X = ih%, podemos obter a expresséo para a quantidade (p| T |¢):

(b Tle) = 5 (bl (K21 +P7'R) Jg)
_ _imh (d Te(p)] 1do(p)
2 (dp{ P}JFP dp)
__imh (lde(p) ¢(p) , 1de(p)
B Z(PdP p2+Pdr))
_imh (@(p) 2de(p)
- (s )

em que (p|p) = ¢(p) é a amplitude de probabilidade de encontrarmos a particula com
momento p. Definindo-se ;(p) = (p|t), escreve-se

(p| Tty = tailp),

‘2 dp dp
- (a[))
_ imh (ét(p)_zdét(p)>l

2 \p> p dp

a qual produz

% = [i+ﬂ] Ce(p)-

Observa-se que a equagédo diverge em p = 0, portanto, podemos considerar
duas familias de fungbes (:(p) possivelmente distintas para p > 0 e p < 0. Para
diferenciar as duas familias, utiliza-se o subindice A = +1, com A = +1 para p > 0,
e A = —1 para p < 0. Dessa forma, escrevem as solugdes (p|t) da equagao anterior
como

Ci(pA) = \/;TW G(Ap)\/m P2 — (p|t, MY, (2.64)

7 O operador tempo de Aharonov-Bohm & hermitiano, porém n&o é auto-adjunto. Para mais detalhes,
consulte o trabalho [42, 43].
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em que 6(Ap) é a funcéo degrau definida por

1, se Ap>0
O(Ap) = (2.65)
0, se Ap<O0.

foi incluida para conveniéncia futura. Note que as autofun-

1
A constante T
coes (:(p, A) ndo pertencem ao conjunto das fungdes de quadrado integravel definidas

sobre algum intervalo (L?(R)), ja que elas n&o sdo normalizaveis. No entanto, assim
como ocorre no caso de ondas planas (autofungdes de momento na representacao
de posicéo) que ndo sao normalizadas, trataremos de forma analoga os autovetores
t, A). Entretanto, ha uma diferenga nessa analogia: enquanto a base {|x)} e a base
{|p)} s@o ortogonais, 0 mesmo n&o ocorre para os autoestados do tempo de voo T.
Verifica-se a ortogonalidade dos estados |t,A), para A # A’/

LAIEN) = [dp (tAlp) (plE,A)
B 27Tm/ po p) |ple A= /2m (2.66)

Porém, se A = A/, a expressao para o produto interno (t, A|t, A) vale:
(tLAIE,A) = [dp (tAIp) (pIE,N)

1 2y
- - ip*(t'—t)/2m
bnn/dpﬂpﬂpw

_ 1 « ip?(t'—t)/2m
= —27Tm/0 dppe .

Resolvendo a integral, obtém-se

i

m. (2.67)

(1A A) = 5 60— 1) +
Para obter mais detalhes sobre os calculos mencionados anteriormente, € recomen-
dado consultar o trabalho [42]. O resultado mostra que o autoestado |, A) ndo forma
um conjunto ortogonal em . No entanto, isso ndo é surpreendente, pois o operador T
nao é auto-adjunto e, portanto, ndo podemos esperar que seus autoestados sejam or-
togonais para diferentes autovalores t. A seguir, apresenta-se a relacao de completeza
do estado |, A), a partir da expressao

o 1 o 2
Y[ it Al = 5 [ any/Iply/Ip18(ap)e(ap)et 1) /2m. (2.68)
A —00 A —00
Lembrando-se da forma integral da fung¢ao delta de Dirac

S(u—u') =5 /dtelt” u') (2.69)
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escreve-se

R it(p?—p?)/2m _ 1 p_2 _ p_,z
2mit /_oo dt e om 0 2m  2m ) (2.70)

Utilizando-se a propriedade da funcao delta de Dirac dada pela equacéo (2.32), chega-
se a

L oo it(p?—p?)/2m  _ ) , m
2m7r/_oodte = 6(p—1p')+6(p+1p')] p,

= o Ble=w)+e(p+ D]

il

=

A partir da equacéao (2.68) e de

O(Ap)O(AP ) [6(p—1p') +o(p+IP' )] =0 (p—P),

temos

;/_O;dt ('l A) (L Alp) = ZﬁMG (Ap)B(Ap") / dt eit(r*—p?)/2m
= vl g0 !
= d(p—r).

Utilizando-se a identidade (p’|p) = é(p — p’), identifica-se que

Z/m dt |t A) (8, A] = 1. (2.71)
3 /o

Apresentaremos o MVOP do operador tempo para a particula livre. Para cada
intervalo At = (t1,t,), define-se o operador T(At) como a soma sobre todos os
possiveis estados da particula livre em um intervalo de tempo At entre t; e t,, dado por

T(At) = Z/tz dt |t,A) (t,Al. (2.72)
A Jh

A medida que os limites t; — —o0 e t; — oo sdao tomados, recuperamos a identidade
T — 1. Vale lembrar que estamos trabalhando com um sistema fisico especifico: uma
particula livre preparada no estado |¢), que sera detectada em x = 0. De acordo com
o formalismo do MVOP, a probabilidade de que a particula chegue ao detector em um
instante tempo entre t; e t, é dada por

p(Atlx =0) = (w]T(At)llN:Z/tfzdt (|t A) (£, Alp),
- /t dt D it A) 2 (2.73)
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Para uma discussao mais detalhada sobre o formalismo do MVOP, recomenda-
se a leitura de [44]. Identifica-se a distribuicdo de probabilidade de Kijowski como

k(t|x =0) Z| (|t A) (2.74)

sendo esta distribuicdo mais conhecida na representagdo de momento

P) / 1| LHit(pP—p'?) /2m
k(tlx=0) Z/dp /dp an ¢ (P)e(p) \/Ipp'le (2.75)

onde ¢(p) representa a funcdo de onda inicial na representagdo de momento. Por
conveniéncia, nos exemplos abordados neste trabalho, utilizaremos a equagéo (2.74),
pois a quantidade (y|t, A) pode ser calculada de maneira trivial.

Vale ressaltar que essa distribuicdo de probabilidade admite tempos negativos.
Conforme discutido em [45], a interpretacao fisica para t < 0 é que o sistema é
preparado em um instante fixo 7, e nesse caso apenas valores de tempo t > 7 sé&o
registrados pelo detector. Porém, se o sistema for preparado em um passado longinquo,
de tal forma que T — —oo, e evoluir até o tempo ¢t = 0 sem nenhuma perturbacao,
existe a possibilidade de prevermos tempos negativos. Portanto, tempos negativos
sao inclusos nas previsdes devido a preparacao do estado, embora nos experimentos
apenas medidas de tempo de chegada positivas sejam registradas. Lembrando que tal
formalismo limita-se apenas ao caso da particula livre.

Encerramos o capitulo de conceitos preliminares, e € crucial destacar a im-
portancia de todos os conceitos apresentados para as discussdes subsequentes. Em
especial, o formalismo de Kijowski, abordado nesta secdo, desempenhara um papel
fundamental ao compararmos os resultados das formulacdes que serdo propostas no
proximo capitulo. A aplicagdo desse formalismo nos permitira realizar uma analise
criteriosa do novo formalismo proposto, avaliando sua consisténcia e coeréncia em
relacdo aos resultados estabelecidos pelo formalismo de Kijowski.
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3 TEORIA EQUIPADA COM TRAJETORIAS

Neste capitulo, exploraremos uma abordagem de um sistema fisico em que as
condicdes iniciais sdo indeterminadas, porém assumiremos determinismo bohmiano
no sistema. Para isso, examinaremos dois casos particulares: o primeiro, analogo a
MB, em que a equacao que descreve a posicao em funcédo do tempo € uma equacao
diferencial de primeira ordem; o segundo, analogo ao caso classico, em que esta
equacao € uma equacao diferencial de segunda ordem. Além disso, apresentaremos
duas abordagens operacionais da MQ para obter a distribuicdo de probabilidade de
tempo de voo. Entretanto, antes de construir tais formulacdes, argumentaremos que a
auséncia de uma distribuicdo de tempo de voo na MQ torna essa interpretacéo incapaz
de prever as saidas de certos experimentos.

Na maioria dos experimentos fisicos, com algumas excecdes, 0 Unico grau
de liberdade ao qual temos acesso é a posi¢ao da particula. Por exemplo, no famoso
experimento de Stern-Gerlach, medimos a posicao do a&tomo para inferir o valor de seu
spin, explorando a correlagdo entre os dois graus de liberdade.

Se estamos interessados em medir a posicdo de uma particula em um deter-
minado experimento, os dados que coletaremos estardo condicionados a posicéao do
detector de particulas. Por exemplo, considere um sistema genérico que tenha dois
graus de liberdade espaciais {x,y}, e que estejamos interessados em medir a posi¢cdo
y da particula. Para ilustrar este cenario, propomos um experimento hipotético cujo
diagrama é apresentado na figura 3. A particula é preparada no estado ¢(x,y,t =0) e
posteriormente tem sua coordenada y medida pelo conjunto de detectores posicionados
em x = xy, em um instante de tempo qualquer. Ao repetir o experimento diversas vezes,
é possivel obter a distribui¢do de probabilidade associada a posi¢édo y. No entanto, essa
distribuicao esta condicionada a posi¢ao do grupo de detectores. Ou seja, se alterarmos
a posigao do conjunto de detectores, a distribuigéo de probabilidade em y também sera
alterada. A curva rosa na figura 3 ilustra uma hipotética distribuicdo de probabilidade
oe(y|xf) (o subindice E indica que a distribuigdo é oriunda do experimento). Neste
cenario, ndo ha qualquer registro do instante de tempo no qual a particula foi detectada.
As curvas apresentadas na figura sdo meramente ilustrativas e nao representam dados
reais.

Vimos em sec¢Oes anteriores que a previsao da MQ € dada pela equacao (2.19)
(postulado 5). Entretanto, essa previsao é condicionada ao tempo de voo da particula.
Na figura 3, representamos essa distribuicao, para um tempo t fixo, pela curva azul,
enfatizando que, rigorosamente, ndo é possivel comparar a previsdo da MQ com o
experimento de maneira direta, conforme discutiremos a seguir.
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detectores

Yy, x5, 1)

Y(x,y, t = 0)?
[

XOE(yle)

FIGURA 3 — Diagrama do sistema fisico genérico. As curvas sdo meramente ilustrativas e
nao representam dados reais. A curva em azul ilustra uma possivel distribuicao
de probabilidade inicial e a previsao teérica da MQ para um valor de tempo ¢
selecionado. A curva em rosa é uma ilustracdo dos dados coletados em um
experimento em que o tempo ndo é monitorado. Neste diagrama, o estado inicial
de uma particula, representada por ¢(x,y,t = 0), evolui livremente até atingir um
conjunto de detectores localizados em x = x;.

Nesse contexto experimental, ndo é possivel fazer pos-sele¢cao no tempo, isto
€, considerar na estatistica apenas as particulas que voaram precisamente durante um
intervalo t, devido a restricoes experimentais. Em decorréncia disso, torna-se apropriado,
sempre que possivel, manipular a previsao teérica pr(x,y|t) (0 subindice T indica
que a distribuicao é oriunda da teoria) para encontrar a distribuicdo de probabilidade
atemporal pr(y|xs), para ser comparada com pg (y|xs).

Considere a distribuigdo de probabilidade pr(x,y|t) = |¥(x,vy,t)|?, obtida por
meio da reinterpretacdo da regra de Born, como discutido na se¢édo 2.2. Usando a
definicdo de probabilidade conjunta (2.4), podemos obter a distribuicdo condicional
or(y|x, t) da posicao y dada a posi¢éo x e o tempo ¢, com

or(x, 1)
e
or(x, 1)
[ dy pr(x,ylt)
(. )2
Tay [9(x,,OF 5.1)

A distribuigdo conjunta o (y, t|x¢) pode ser obtida a partir da definicao de probabilidade

or(ylx,t)
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conjunta (2.4)
o1y, tlxr) = pr(ylxs,t) pr(t[xs). (3.2)

Obtemos a previsao teorica pr(y|xf) marginalizando a distribuigao pr(y, t|xf)
ao longo do tempo ¢,

orlylxy) = [ at or(ytixy)
= [atorlylxy,t) or(tlx)

_ /dt (x5, y,1)]?
[dy [p(xs,y,t

A expressao acima evidencia que, para compararmos a previsao tedrica com
o resultado experimental, € necessario ter a distribuicdo de probabilidade do tempo
de voo pr(t|xs). No entanto, a MQ € incapaz de fornecer tais distribuigdes, a menos
que seja suplementada com suposicdes nao declaradas em sua estrutura axiomatica
padrdo, como operadores de tempo ou trajetorias bohmianas. A seguir, apresentaremos
dois exemplos concretos de sistemas fisicos cujos resultados estatisticos ndo podem
ser previstos pela MQ.

detectores

X

fonte de particulas

—— W@, HP
<

@E(fo)
W(x,y, t = 0)?

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEn

Xf
FIGURA 4 — Diagrama do experimento da dupla-fenda. As fun¢des na figura sdo meramente
ilustrativas e ndo representam dados reais. As curvas em azul mostram uma
possivel distribuicdo de probabilidade inicial e a previsao teérica da MQ para
um dado t. A curva rosa ilustra a distribuicdo de probabilidade esperada obtida
experimentalmente, ignorando o instante de tempo na qual a medida é realizada.
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Experimento da dupla-fenda. Na figura 4, apresentamos uma representagéao
do experimento da dupla-fenda (graficos meramente ilustrativos). Apo6s sair da fonte, a
particula é descrita pela fungdo de onda ¥(x, y, t), sendo que o tempo t = 0 é definido
como o instante imediatamente apds a interacdo com o anteparo contendo a dupla
fenda. Por hipétese, temos ¥ (x,y,t = 0) = ¢, (y,t = 0) x(x,t = 0). Devido ao fato de
o sistema ser separavel, isto é, H = H, + H,, a funcdo de onda para qualquer instante
t permanecera separavel: Y(x,y,t) = ¢, (y,t) Px(x, t), ja que ndo ha interagéo entre
as partes. Este sistema possui semelhancas com o caso geral que discutimos no inicio
da secao, exceto pelo fato de ser separavel, logo, a previsao tedrica para o experimento
serd analoga a previsao do sistema geral dada pela equagéo (3.3). Portanto, podemos
escrever a distribuicdo de probabilidade para a posi¢éo y, condicionada a posi¢éo dos
detectores x, como

orlaley) = [t o L)
! [y [¥Gep,y, DR VT

|’7by y,t) ‘2 |1/Jx(xfr )|2
— At t
J e B Ty T ST
= [atlgy(y, )P pr(tlxy). (3.4

No experimento da dupla-fenda, a medicéo é feita ao longo de um anteparo
paralelo ao eixo y. E importante ressaltar que essa medida est4 condicionada a
coordenada x; do aparato de detecgao, uma vez que o padrao de interferéncia (franjas)
depende da distancia entre a dupla fenda e o anteparo. Assim, a distribuicao de
probabilidade construida a partir dos dados experimentais deve ser condicionada a
posicao do anteparo (ou conjunto de detectores), ou seja, pE(y|xf). No entanto, a
MQ nao fornece previsao tedrica para comparagao com os resultados experimentais,
uma vez que nao é capaz de descrever a distribuicdo de tempo de voo pr(t[xf) e
consequentemente, or(y|xs).

Particula em queda livre. Na figura 5, € apresentada uma representacao
esquematica do sistema de uma particula em queda livre. Novamente, os elementos
graficos da figura ndo representam dados reais, e sdo usados apenas para fins ilustrati-
vos. Por convencao, a posicao x € medida sob a condicdo de que os detectores estdo em
y = 0. Como ja mostramos em se¢des anteriores, o hamiltoniano do sistema é separavel
e, se o estado inicial também o for, ou seja, ¥ (x,y,t = 0) = ¢x(x,t = 0) Py (y,t = 0),
entdo para qualquer instante de tempo a funcado de onda também sera separavel:
Y(x,y,t) = ¢x(x,t) Py (y, t). Este sistema possui semelhangas com o caso geral que
discutimos no inicio da secéao, exceto pelo fato de ser separavel. Portanto, a previ-
sao teodrica da distribuicao de probabilidade atemporal pr(x|y = 0) € equivalente a
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p(x, y, t = 0)?

<mm OQ

[y, y =0,1)]?

Pe(xly = 0)

detectores

FIGURA 5 — llustracao da particula em queda livre. As fungdes nesta figura sdo meramente
ilustrativas e ndo representam dados reais. A curva em azul mostra uma possivel
previsao tedrica da MQ, enquanto a curva rosa ilustra os dados experimentais
esperados. Ja o circulo azul representa a distribuicdo de probabilidade inicial que
€ uma gaussiana vista do plano (x,y).

equacao (3.3),

P ¥ (x,y =0,1) _
or(xly =0) = /dtfdx ¥y —o.np oty =0)
o (x, B)2 [y (v = 0,8) 2
dt tly =0
S s = 0,07 [ax g 70 =0)
= [t lgulx )P or(tly = 0). (3.5)

Note que, nesse experimento, medimos a posicdo x sob a condi¢cao de que
os detectores estdo em y = 0. Portanto, é importante considerar essa restrigdo na
construcéo da distribuicao de probabilidade, ou seja, a distribuicao de probabilidade
que se constrdi a partir dos dados experimentais deve ser condicionada a posicao dos
detectores pr(x|y = 0). Novamente, a MQ nao é capaz de descrever a distribuicao
de tempo de voo pr(t|ly = 0), o que limita sua capacidade de confrontar as previsdes
tedricas com os resultados experimentais. E importante ressaltar que, em nenhum
momento durante o experimento, é feita uma medicéo direta do tempo da particula,
sendo que a unica informacéao obtida pelo experimentador € a medida da posicédo da
particula.
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3.1 HIPOTESES E FORMULACAO

Motivados pelo fato de que a MQ é incapaz de descrever distribuicdes de tempo
de voo, nesta secao formalizaremos uma teoria equipada com trajetérias, que pretende
preencher essa lacuna, a partir da descricao de um sistema probabilistico geral sob a
hipétese de determinismo Bohmiano. Ou seja, supde-se que existem trajetérias que
descrevem as variaveis do sistema, mas que nao sdo necessariamente acessiveis,
devido a eventual impossibilidade das condi¢des iniciais serem precisamente conheci-
das. Demonstraremos que a distribuigdo de tempo de voo emerge naturalmente desta
teoria.

3.1.1 Trajetéria com um campo de velocidades associado

Nesse caso, as trajetdrias sdo definidas pelas variaveis {g,qo,t}, onde g é
a posigéo final, g0 é a posicéo inicial e t o tempo. Note que n&o € necessario impor
uma condicao adicional sobre a momento (velocidade) inicial para que o sistema seja
completamente descrito, uma vez que assumimos que tal quantidade, em qualquer
instante de tempo ¢, é definida pelas variaveis {g,t}: p = p(q,t). Isso significa que a
equacdo que descreve a trajetoria do sistema g(t) deve ser uma equacéo diferencial de
primeira ordem, precisando apenas de uma condi¢do de contorno, semelhante ao que
ocorre na MB. Abordaremos o caso em que uma trajetéria atravessa repetidamente a
posicao Q em tempos diferentes. Consideraremos que ao inverter a trajetéria, obtemos
n fungbes t; = ¢;(Q,q0). Com base nessa observagéo, faremos as seguintes hipoteses:

» Hipoétese do determinismo bohmiano: supomos que, se o sistema for deter-
ministico, existe uma trajetoria g = ¢(qo, t) que conecta um ponto inicial 4o a um
ponto g. Durante o intervalo de tempo [0, t,], a particula atravessa a coordenada
Q n vezes, resultando em um conjunto de tempos {ti,1,,...,t,} Nos quais a
avaliagao da trajetdria nos fornece Q = ¢(qo, t;) para t; € {t1,ta, ..., t,}. Com
base nisso, definimos os seguintes vinculos:

Q= ¢(q0/ tj)/ qo = A(Q/ t]) e {t] = &](Q/ qO)}

Em outras palavras, ao possuirmos informagdes sobre duas das trés variaveis, a
terceira sera determinada por uma das equagdes acima. No caso do tempo de voo,
nao obteremos o valor exato, mas sim seus possiveis valores. Consequentemente,
€ natural construirmos as distribuigcdes de probabilidade a partir dessa ideia de
vinculo que emerge da trajetoria:

©(qlqo,t) = 6(q — ¢(qo, 1)), (3.6)
0(t1Qq0) = + 3 5(t — (Q,0)) 37)

j=1
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Ambas as distribuigcdes de probabilidade satisfazem as seguintes propriedades:
©(qlgo,t) =0, p(t1Q,q0) = 0, [ dq p(qlqo,t) =1 e [~ dt p(t|Q,q0) = 1.

* Hipdtese de independéncia de preparacao: o sistema é preparado de forma
que a distribui¢do de probabilidade inicial € independente das variaveis futuras g
et > 0.0u seja,

©(q0lq.t) = ©(q0) = po(qo)- (3.8)

Com base nas hipéteses mencionadas anteriormente, na definicao de probabi-
lidade marginal dada pela equacao (2.5), juntamente com a propriedade (2.32) da delta
de Dirac, deduzimos a seguinte expressao para a distribuicao de probabilidade ©(g|t):

p(qlt) = /dqo ©(q]90,t) ©(qot)

= [ g0 5(a = ¢(q0.1)) polq0)-
Aqui, definimos g(g0) = g — ¢(q0,t), obtendo

p(qlt) = /dqofS (90)) po(q0)
_ d qO - (q/ ))
/ 7 ‘8670‘7 aqo4’ q0, >’q0:A(q,t) polto)

DT R o

Vamos demonstrar que a distribuicdo de probabilidade ¢(g|t) satisfaz as
propriedades de distribuicbes de probabilidade: p(g|t) > 0, para todo g € R, e
% 0(q|t) dg = 1. A distribuicdo de probabilidade inicial po(qo), por definicéo, ja
satisfaz ambas as propriedades. Além disso, o denominador |d,,¢(q0, )| na equagéo
(3.9) é sempre maior que zero devido a fungdo de valor absoluto. Portanto, a primeira
propriedade é satisfeita. Para demonstrar a segunda propriedade, iniciamos com a
normalizagdo de po(qo):

/Oo dqo po(qo0) = 1

Fazendo a mudanca de variavel' g0 = A(g,t), com o tempo ¢ fixo, temos
dgo = [94A(q,t)|, dg, resultando em:

Seja o teorema da mudanga de variavel: [],dx, = |detJ (y»)| 1,4y, em que J(y,) é a matriz
jacobiana associada a transformagao. Como estamos trabalhando em uma dimenséo, o determinante
da matriz jacobiana se reduz a derivada 9, A(q, t).

1
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Podemos utilizar a relagéo |0,A(q,t)|, = |a,,04>(q0,t)|;1, lembrando que gp = A(g,t),
obtendo

/m dg —L0oA —/dqgo qlt) = (3.10)

19409 (q0, 1) q =A(qt)

Observamos que o tempo ¢ esta fixo em p(g|t), 0 que é coerente com a constru¢éo que
realizamos. Assim, demonstramos que a distribuicdo de probabilidade p(g|t) satisfaz
as propriedades requeridas para uma distribuicao de probabilidade.

Analogamente, construiremos a distribuigdo de probabilidade p(#Q), utilizando
a definicdo de probabilidade marginal dada pela equacao (2.5), juntamente com a
propriedade (2.32) da fung¢ao delta de Dirac, obtemos a seguinte expressao:

o(t1Q) = [ dgo p(t1Q,00) p(0]Q)
= Ly [ st~ 050 plao)
j=1

_ 1y p(A(Q 1)) 3.11
njg }a%ﬂj( q . ( )

0) qOIA(Qrt)

Observe que teremos uma distribuicdo de probabilidade que é a soma de
todas as distribuicbes de probabilidades associadas aos tempos ¢;. Semelhante ao
caso da distribuicdo de probabilidade p(g|t), mostraremos que a distribuicéo de pro-
babilidade p(t|Q) satisfaz as seguintes propriedades: o(t/Q) > 0, paratodo f € R, e
2, 9(t|Q) dt = 1. Utilizaremos os mesmos argumentos: a distribuicio de probabili-
dade inicial py(q0), por defini¢ao, ja satisfaz ambas as propriedades, e o denominador
]aqoﬁj(Q, q0)| > 0 na equagao (3.11). Portanto, a primeira propriedade é satisfeita. Para
demonstrar a segunda propriedade, partimos da normalizagéo de po(go):

/_Oo dqo po(q0) =1

Fazendo a mudanga de varidvel go = A(g, t), com a posi¢ao final Q fixa, temos
dqgo = [0:A(Q, )| dt, encontramos

/Ooodt |atA(Q,t)|Q pO(A(Q,t)) _

Podemos utilizar a relagdo [0:A(Q,t)|q = |aq019j(Q,qo)};, lembrando que g =
A(Q,t), para obter

/ dt (Q D)y (3.12)

fo 17 =A(Q))
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Integrando a equacao (3.11) e utilizando a equagéo acima obtemos
t
Jarstiar = L far oS
fo QO:A(Q/t)

_ 521:1' (3.13)

Observamos que a posicao final esta fixa em Q, sendo coerente com a constru-
cao que realizamos. Assim, demonstramos que a distribuicdo de probabilidade satisfaz
as propriedades requeridas.

Por conveniéncia, vamos associar as distribuicdo de probabilidade dos tempos
de voo e posig¢éo. Partindo da distribuicdo de probabilidade ¢(g|qgo,t) e utilizando a
propriedade (2.32) da funcao delta de Dirac, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

p(Qlgo,t) = 0(Q—¢t(q0))

no 5 (t—9;(Q,90))
; t¢ Xo, )|t 8:(Q.0)
" 8;(Q,90))
= 3.14
Z ) 814
onde introduzimos v;(Q,q0) = |0 tqb(xo, )] 8:(Q0) = 0- Agora, vamos construir a
distribuicdo de probabilidade p(Q|t) u tlllzando a equacgao (3.14):
p(Qlt) = / Ao o Qmo,t> o(qolt)
Q,
- Z | dao Q(q ) g
d (q0 — A(Q/ 1))
= d
- 1/ " 9:(Q 90) o9 (4:0)| g, — a0 Pl
oy p(A(Q.1)) 515

=1 9j(Q,90) 99,84, 90) |, a0y

Em geral, v;(Q,4q0) # vi(Q,q0) para j # i. No entanto, no caso especifico em que
0;(Q,q0) = v;(Q,90) = v(Q, t), obtemos

X i EA;O?”” - v(0.1 p(h)
j=1 179077\~

qo=A(Q/t)
(aQn) 1
Z |aq019 q1q0) T (O n (Qrt) @(Q“)
olt]q) = AP (3.16)

Especificamente, no contexto da MB, identificamos v;(Q, q0) como o campo de velocida-
des. No caso em que ha simetria, ou seja, v;(Q,q0) = v;(Q,q0) = v(Q, t) para 0 campo
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de velocidades, ou seja, todas as n vezes que a particula passa pela coordenada Q, o
médulo do campo de velocidades € 0 mesmo. Isso nos leva a obter a seguinte relacao:

_ @ 1)l

pmL(t|Q) = — =, (3.17)

onde J(Q,t) = v(Q, t)p(Q|t) é a densidade de corrente de probabilidade. E importante
destacar que esse resultado € especifico para o caso em que ha simetria no campo
de velocidades. No caso geral, descrito pela equacéao (3.15), temos uma formulacéo
mais abrangente do que o resultado da MB, dado pela equacdo (2.34). E valido
ressaltar que esse resultado especifico se aplica a trajetérias bohmianas, em uma
dimenséao, que nédo passam pela mesma coordenada Q em diferentes tempos, ou
seja, a inversdo da trajetoria bohmiana t = 9(Q, o) define uma funcdo univoca. No
capitulo 4, apresentaremos um caso em que a trajetéria bohmiana passa pela mesma
coordenada Q em dois tempos distintos. Nesse caso, mostraremos que a densidade
de corrente de probabilidade |J(Q, t)| ndo pode ser interpretada como uma distribuicédo
de probabilidade, uma vez que né&o satisfaz a propriedade de normalizagdo. Portanto,
€ necessario utilizar a formulagao dada pela equacéao (3.11). No caso especifico em
que a inversao da trajetéria t = 9(Q, qo) define uma fungéo univoca, a distribuicéo de
tempos de voo é reduzida a

o QD) 3.18
p(HQ) |aq019(Q/q0)|q0:A(Q/t) .

e a distribuicdo de probabilidade ©(Q|t)

p(A(Q1))
U(Q/ QO) ’a%ﬁjw/ qo)}qo:A(Q,f)
p(tQ)
v(Q,90)
onde v(Q,q0) = |9tp(x0,t)|i—s(0,q,)- E NO caso em que a trajetdria € a bohmiana,
obtemos

P(Qlt)

(3.19)

era(t|Q) = wra(Qlt) [9:9(q0,t) |- (0 (3.20)
= p(Qt) [v(Qt)] = ](Q1)]. (3.21)

O formalismo da TET aplicado para a trajetéria bohmiana que passa uma Unica vez pela
coordenada Q recupera o resultado da MB, dado pela equagéo (2.34), mas é importante
destacar que a TET é uma ferramenta poderosa que permite obter as distribuicoes
de probabilidade ©(q|t) e p(t|g) para qualquer trajetéria, ndo se limitando apenas a
distribuicdo oriunda da MB. Podemos estender essas ideias para uma quantidade fisica
qualquer. Por simplicidade, vamos realizar essa construgao considerando uma trajetoria
cuja inversa é uma funcgao univoca. No entanto, essa formulacao pode ser estendida
para qualquer trajetoria invertivel.
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Formulacdo para uma quantidade fisica qualquer. E possivel estender a
formulacao apresentada para qualquer quantidade fisica que possa ser mapeada pelas
variaveis {q,qo,t}, como F = F(q,qo,t). A partir da hipétese de determinismo, se
conhecermos duas variaveis, o valor F fica determinado, ja que temos os vinculos

q9=¢qo,t), q0=A~A(qt) e t=1(q4q0)

Nesse caso, considerando F(g,qo,t), com g = ¢(qo,t), temos a distribuicéo de probabi-
lidade de f associada a F é dada por:

©(flgo,t) =6 (f — F(¢(q0,t),90,t)) - (3.22)

Considerando agora t = 9(q, qo), temos

o(fla,q0) =6 (f — F(q,90,9(4,90))) - (3.23)

A equagao (3.22) deve ser lida como a distribuicdo de probabilidade de se obter
f, condicionada aos valores de gy e t, e a equagdo (3.23) deve ser lida como a
distribuicdo de probabilidade de se obter f, condicionada aos valores de qp € g. A
hipétese de independéncia de preparacao ainda € valida, ou seja, a preparacao do
estado independe do valor futuro de f, g e t > 0. Portanto,

o(q0lf,9) = 9(q0) =p(90) e  pqolf.t) = ©(q0) = p(q0)- (3.24)

A partir da definicdo de probabilidade marginal (2.5), obtemos

o(fl) = [ dao 9(Fla,40) lola)

_ /dqo 8 (f = F(q,90,9(q,90))) po(4o)-

Utilizando a propriedade da delta de Dirac (2.32), com g(q0) = f — F(4,90,9(4,90)),
e definindo a funcéo p,(q, f), obtida pela inverséo qo = wu,4(q, f) na equagéo f —
F(q,90,9(q,90)) = 0, podemos escrever

o(flg) = /d% 6 (f —F(q,90,9(q,90))) po(q0)

(g0 — pq(4, f))
/ ‘aqu(q; 510119(51/ qO))‘qO:yq(q,f)

_ po(p(q,f)) -
’a%F(q/ qo, 19(% QO)) ’%ZW(q,f) ' ( . )
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De forma analoga, para obtermos a distribuicéo p(f|t), temos

o(fI) = [ dgop(f,q0lt) = [ dao o(flgo,t) p(dolt

= /dqo 6 (f = F(¢(q0,t),90,t)) po(q0)
(

— /d% il
|aqOF(¢ qo,t), QOzt)lqO:y,(t,f)

(
po(pe(t, f)) -
‘aqOF((P(QOI t)/ qo, t)‘qozﬂt(f,f), ( . )

p0(q0)

onde a funcéo u.(t, f) € obtida a partir da equagao f — F(¢(qo, t),q0,t) = 0, manipulando-
a para que qo = p(t, f).

Podemos generalizar a ideia para uma quantidade fisica que depende das
variaveis

{(h; q2,---,49n, tl > 0/ t2 > tl/ R tn > tnfl/ ‘70}/

ou seja, esta depende de n coordenadas espaciais q; associadas a n instantes de tempo
t;. A partir da hipotese de determinismo, os vinculos serao expressos por q; = ¢(qo, t;)
comj=1,2,...,n, em que uma particula evolui de uma posigéo inicial qo até uma
posi¢ao g;, no instante t;. Nesse caso, a distribuicao de probabilidade condicionada,
considerando-se a nova quantidade F(¢(qo, t1), $(q0,t2), ..., $(qo,tn), t1, t2, - -, tn, q0),
é dada por

o(flti,ta, - tu,q0) = 0 (f — F(¢(qo,t1), - - -, ¢(qo, tn), t1, - -+, tn,q0)) -

Se for possivel inverter a trajetéria de tal forma que ¢; seja expresso como ¢; =
8(qj, q0) para qualquer j, podemos obter o vinculo F(q1, - . .,qn, %(q91,90), - - -, 9(qn,90),q0)-
Dessa forma, a distribui¢ao de probabilidade condicional de f, dados {q1,42,-..,4x, 90},
é definida como

p(flqlquI' . 'anlq0) - 5(f - F(fh/- . -,Qn/l%lh;%)/- . -119(1711;‘]0);‘]0)) .

A hipétese de independéncia de preparacao mantém-se valida, o que implica
que a distribuicdo de probabilidade de gy pode ser expressa como

©(qolf,91,92,---,qx) = p(q0) €  p(qolf, ti,t2, .., tn) = p(q0)-

Admitimos que seja possivel obter as fungdes inversas qo = 14(f,q1,92,-- -, qn)
e qo = ut(f, t1, b, ..., tn), @ partir de

f - F(‘h/ e /‘In/ 19(‘71/ QO); e /19((111; QO)/ %) =0
f - F(‘P(QO/ t]_)/ oo /(P(q()/ tTl)/ tl/ LR 4 t?’l/ QO) = O/
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respectivamente. Novamente, utilizamos a definicao de probabilidade marginal (2.5) e
a propriedade da delta de Dirac (2.32) para encontrar a distribuigdo de probabilidade
condicional de f dado {q1,92,...,4x}. Assim, temos

/dqo o(f, q0lq1,92,- - -, qn)
= /dqo ©(f191,92,---,qn,90) ©(q0l91,92, - - -, qn)

= /dqo S(f—F(@1,---,92,9(q1,90), - - -, 9(9n,90),90)) po(qo)
_ /dqo 5(q0 — Hq(f, 91,92, - --,q1)) Po(q0)
’aQQF(qll ey Qn, 7-9(%, QO), ceey 7-9(1111/ QO)/ QO) ’%leq(f,qlf---,ﬂin)
po(pq(f, 91,92, -+, qn))

- (3.27)
|aq0F(Q1/ <o qny 19(1]1; qO)l R 19(‘771/ QO); QO) |q02ﬂq(f/qlr-~-117n)

o(flgr, 92, -+, qn)

Analogamente, para a distribuicao ©(f|t1,t2, ..., tn),

o(fltts) = [ dgo o(frqoltr,- - ta)
- /dQO p(f|q0’t1’t2""’t”) p(q0|t1/t2/---/tn)

= /dqo S(f — F(¢(qo,t1),-- -, ¢(q0,tn), t1, - -+ tn,q0)) po(q0)

/dqo 6(q0 — me(f b1, -+, tn)) Po(q0)
|BE]0P((P(qOI tl)/ e /(P(q0/ t?’l)/ tl/ R tn/ qO) ‘qO:Vt(f/tlr-wtn)
S,
‘BQQF((P(LIO/ tl)/ <o /47(5]0/ tn)/ £, tn, qO) |q0:ﬂt(f/t1/m,tn)

Uma aplicacao direta da equacgéao (3.27) é obter a distribuicao de probabilidade
do intervalo de tempo At = t, — t; que uma particula leva para se deslocar de x; até
x3. O vinculo, em termos de t, = &(xp, x9) € t; = ¥(x1, x9) € expresso por

At =ty — 11 = ¥(xp,x0) — ¥(x1, x0) = Fa(x1,X2,90)- (3.29)

Ao invertermos o vinculo F, de forma que g9 = px(At, x1, x2), @ equagéo (3.27) pode
ser aplicada diretamente, resultando em

00 (x (At x1, %))
At|xy, x2) =
p(At]x1, x2) 1040 F2 (1, %2, 40) |

. (3.30)
qo=Hx(At,x1,X7)

A equacéo (3.30) pode ser util para obter a distribuicdo de probabilidade para o
tempo de tunelamento de uma particula, dado que a barreira comeca em x; e termina
em xj.
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3.1.2 Trajetéria no espago de fase

Considere um sistema que envolve uma trajetoria no espago de fase g =
¢(q0,po,t) € p = @(q0, po,t), com as respectivas condi¢des iniciais gq(t = 0) = gp €
p(t = 0) = po. Um ponto importante é que a incerteza de g, pode ser independente
da incerteza de py, 0 que significa que temos duas variaveis incertas independentes.
A distribuicdo de probabilidade inicial € dada por p(qo, polt = 0) = po(qo, po). Por
conveniéncia, vamos assumir que ao inverter a trajetéria no espago de fase para
t = 8,(q,90, po) ou t = 9,(p,q0, po), obtemos uma fungéo univoca. Isso significa que,
dado um conjunto de valores {g, 4o, po} ou {p, g0, o}, obtemos apenas um valor de
t. Em outras palavras, a trajetéria no espago de fase passa pelo ponto (g, p) apenas
uma vez. E possivel estender a teoria de forma a incluir casos mais gerais, mas que
nao sera explorada neste trabalho. Para formalizar a teoria, introduzimos as seguintes
hipéteses:

» Hipotese do determinismo bohmiano: se um sistema for deterministico, entdo
ha uma trajetéria no espaco de fase g = ¢(qo, po, t) € p = @(qo, po, t) que conecta
um ponto inicial {go, po} ao ponto final {g, p}. A coordenada g € uma funcédo das
variaveis {qo, po, t}, 0 que significa que se tivermos informagdes sobre essas trés
variaveis é possivel encontrar g a partir dessa relacdo. De modo geral, quando
temos informagdes sobre essas trés das cinco variaveis, conseguimos determinar
o valor da quarta e da quinta variavel por meio da trajetéria no espaco de fase.
Nesse contexto, surge a ideia de um vinculo devido a trajetoria. Dessa forma,
€ viavel isolar as variaveis na trajetoria para obter as seguintes relacoes para a
trajetéria em coordenadas g:

q=¢(q0,po,t), Po=64(q,90,t), qo=2Ng(q, po,t) € t=734(q 90 po)

Analogamente para p:

p=@(qo,po,t), qo=¢p(p.po,t), po=ANp(p.q0.t) € t=73(p q0 po)

Observe que os pares (8,(p,qo0,Po), 94(4,90, o)), (Aq(q,po,t), Gp(p,post)) €
(c4(9,90,t), Ap(p,q0,t)) S@0 compostos de fungdes distintas. Assim, conhecendo
trés das variaveis {q, g0, p, po, t },» podemos determinar as outras duas pelas traje-
torias. A partir dessas relacdes, podemos construir as seguintes distribuicdes de
probabilidade condicional, utilizando a ideia de vinculo,

©(q,plq0, po,t) = 5(q — ¢(q0, po, t)) 6(p — @(q0, po, t)), (3.31)
©(p, tlq,q0,p0) = d(p — @(qo, po, t)) 6(t — 84(q,q0, po)), (3.32)
©(q,tlp, 90, o) = 6(q — ¢(q0, po, ) 6(t — 9p(p, 90, Po))- (3.33)
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 Hipétese de independéncia de preparacao: o sistema é preparado de tal forma
que a distribuicdo de probabilidade inicial conjunta é independente de variaveis
futuras {g, p, t}, ou seja,

©(q0, polg, p,t) = ©(90, Po) = po(qo, Po)- (3.34)

Com base nas hip6teses mencionadas acima e na definicao de probabilidade
marginal definida pela equacéo (2.5), juntamente com a propriedade (2.32) da delta de
Dirac, construimos a seguinte expressao

o plt) = [ dpodao 9(d,plo, po,t) 9(ao, polt)

= /dpo /dqo 6(q — ¢(q0, po, 1)) 6(p — @(q0, po, t)) po(qo, po)-

Aqui, definimos ¢1(q0) = q — ¢(qo, po,t). E importante destacar que, inicial-
mente, resolveremos a integral em relagéo a go, considerando py como um parametro
constante neste contexto. Obtemos

(90 — Aq(q, po, t)) 6(p — @(q0, Po, t)) po(qo, Po)
o(q,plt) = /dpo/dq 4 N
q081 qo)}fio:/\q(q/r’o/t)

o /d pO(AEI(qIPOI ) PO) 5(;7 w(Aq(q/POIt)/PO,t))
199099070 D)l g0

Agora, iremos resolver a integral em py. Definindo g>(po) = p — @(Aq(q, po, t), po, t),
obtemos

(q.plt) = / Po P0(Aq(q, po. t), po) 0(p = Ap(Aq(q, Po 1), Po))
‘afio()b qo, po, t |qo Ng(q,p0.t) |aP0AP Aq(q, po.t), po)‘POZXt(q,P,t)

_ po(Aq(q, Xt 1), xt) ,  (3.35)

‘a%(:b(qOrXff )|q0 =Ng(q,x1t) ‘aPOAP Aq(q, post), po)‘POZXt(q/P/t)

onde po = x:(q, p,t) é encontrado isolando-se po na equagéo p — A, (Ay(q, po, t), po, t) =
0. Basta marginalizar o momento p para obter

oalt) = [ dp o(a.pl1) (3.36)

Analogamente, podemos obter a expressao para p(p, t|q), definimos g1(qo) =
— 94(4, 90, po):
p(p,tla) = /dpo /dqo (P, 14, g0, po) ©(qo, polq)

= /dpo /dqo 5(p — @(qo, po, 1)) 6(t — 94(q, 90, po)) po(qo, po)

_ /d Po(Aq(4,Po,t), po) 6(p — @(Ag(q, Post), Po 1))
7o 13409 (a,90, Po)], _ |
qo=4q q0=2q(q,p0,t)




55

Agora, iremos resolver a integral em py, definindo g>(po) = p — @(Ag(q, po, t), po, t):

eo(Nq(q,xq(q,0,t),t), Xq(q, P, 1))

, (3.37)
‘aﬂiol9 quO/Xq)lqo A(le t) apow(AQ(q/poft)’po't)|p0:)(q(q,p,t)

o(p,tlq) =

onde pg = x4(q,p,t) € encontrado isolando-se po em p — @(A4(q, po,t), po,t) = O.
Basta marginalizar p para obtermos a distribuicdo

o(tlg) = [ dp o(p.to). (3.38)

Ja para a distribuicdo de probabilidade ¢(q,t|p), definindo g1(po) = t —
p(p, g0, po):

oatlp) = [dao [ dpo o(atlp.g0,po) 9(q0. polp)

/d% /dpo 5(q — ¢(qo, po, t)) 6(t — 0p(p, 90, P0)) po(q0, Po)

/ ddo eo(90, Ap(p,q0,t)) (9 — ¢(q0, Ap(p,qo.t), 1))
998y (240, P) - Ap(p.got)

Agora, resolveremos a integral em gy, definindo g2(q0) = 9 — ¢(q0, Ap(p, g0, t), t):

po(Xp(q, P, t), Ap(p, xp(q,p,t), 1))
0000 p’XP’pO)‘pO Ap(paxpit) |aqo4’ 90, Ap(psqo.t) ¢ )‘5]0:?(;7(‘147/1')

p(q,tlp) = . (3.39)
onde qo = xp(q, p,t) € encontrado isolando-se pg em q — ¢(qo, Ap(p, qo,t),t) = 0. Para
obtermos a distribuicdo p(t|p) basta marginalizar g:

oltlp) = [ g (g tlp). (3.40)

Neste secdo, desenvolvemos o formalismo que chamaremos de TET, que
descreve um sistema fisico genérico sob a hipétese de determinismo bohmiano. Na
préoxima sec¢ao, iremos abordar a construcao de aproximagcoes da MQ para realizar
uma comparac¢ao com a TET. Essas aproximacdes nos permitirdao explorar diferentes
aspectos e perspectivas da MQ, a fim de avaliar a validade e o desempenho da TET
em relacéo a elas.

3.2 ABORDAGENS OPERACIONAIS NA MQ

Nesta secéao, apresentaremos duas propostas de abordagens operacionais na
MQ que permitem obter a distribuicdo de probabilidade dos tempos de voo ou previsdes
probabilisticas atemporais, sem a necessidade de recorrer a postulados adicionais ou
hip6teses ad hoc sobre o tempo. Essas abordagens operacionais serao aplicadas ao
caso especifico da particula em queda livre.
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3.2.1 Tempo médio de voo

Suponha um sistema fisico com dois graus de liberdade de posicéo {x,y}, para
o qual nos interessa medir a coordenada x da particula. As equacdes de movimento
de Heisenberg para os operadores de posigcdo e momento? associado a coordenada y
{Y, P} s&o expressas por

d 1 n A oY
EYH =7 [YH;H} + <§>H,

d . 1 A . oP
_PH:'_[PH'H“(a) |
H

Resolvendo essas equacdes, obtemos a dindmica do operador posigao Yy (t).
Suponha agora que estejamos interessados em um experimento em que a particula
seja detectada em uma coordenada final y¢. Conhecendo o estado inicial do sistema,
definimos <YH(tf)> = yy e isolamos o tempo, encontrando o tempo médio de voo .
No entanto, em uma evolugao livre (Que n&o considera a agao do aparato de detecgao),
sempre teremos uma incerteza AY > 0, o que impede de garantir o resultado y
com certeza. Seria necessario, entao, supor um modelo no qual a medi¢cao ocorre
abruptamente, com a particula sendo "engolida" por um detector de largura AY ~ 0.
Dessa forma, garantimos que a particula seja detectada em ¢, sem nenhuma incerteza.
Admitindo esse modelo, podemos aproximar a distribui¢éo de probabilidade p(x|yy),
como

o(xlyr) = [p(x, tr(yp)) > (3.41)

Particula em queda livre. Aplicaremos as ideias descritas anteriormente ao
sistema bidimensional de uma particula em queda livre, mostrado na figura 5, cuja
funcdo de onda inicial € dada pela equagéo (2.45). Utilizando a equagédo de movimento
de Heigenberg para os operadores posicdo e momento, em que o hamiltoniano vale

Hy, = Z’; +mgYy e % =0, a solucdo é dada por
~ ~ pH(O) th
- 8 4
u(t) = Yu(0) + - > L (3.42)
Py (t) = Py (0) — mgt 1. (3.43)

Considerando que (Py(0)) = 0e (Yg(0)) = 7o, temos

~ _ gt2
(Yu(t)) =90 — - (3.44)
2 Nesse caso, 0 momento associado & coordenada y sera representado pelo operador Py, sendo

implicita a sua associa¢gdo com a coordenada y. Optamos por adotar essa convengéo para evitar
sobrecarregar a notagao.
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Impondo (Y3(tf)) =y e isolando ¢, obtemos

2(%0 — yy)
E(ys) = + Tf' (3.45)
A solucao negativa é descartada por nao ter sentido fisico. Para determinar a distribui-
cao de probabilidade p(x|yf), utiliza-se a equacgao (3.41) e o estado inicial dado pela

equacao (2.45), de modo que

p(xlyp) ~ [9(xtr(ys)) (3.46)

onde a fungéo de onda em x é dada pela equagéo (2.37).

3.2.2 Abordagem geométrica

Novamente, consideremos um sistema bidimensional, preparado como pacotes
gaussianos separaveis com dispersoes iniciais iguais em x e y, isto €, 0,9 = 0,0 = 0p.
Esses pacotes sdo inicialmente centrados na posicao (X, 7o) € possuem momento
médio inicial nulo. Evoluindo os pacotes, a dispersdo® em x e y é

2
2m0’0

2
o(t) = oy 1—|—( it ) , (3.47)

como mostrado na secao 2.3.

Na figura 6, representamos a funcéo de onda do sistema por uma "circulo
de probabilidade", que consiste em definir uma circunferéncia e aproximar o pacote
gaussiano em duas dimensdes por um valor diferente de zero dentro desta curva,
ignorando o que estiver fora. A aproximagao a ser feita consiste em considerar que a
distribuigéo de probabilidade de tempo de voo é uniforme, ou seja, todos os instantes
de tempo em que a "circulo de probabilidade" intercepta a linha de detecgéo (x,yy)
sao igualmente provaveis. Entao, a distribuicao de probabilidade do tempo de voo pode
ser aproximada por

iy = { v SIS (3.48)
0, se t>tout <t
onde t; é o primeiro instante de tempo que a "circulo de probabilidade" toca a linha de
deteccao®, interceptando-a, definido por

- O'(tl)
yr=9(h) + =5, (3.49)

3 Aqui, para representar a dispersdo em ambas as diregbes x e y simultaneamente, utilizaremos a
notacéo ¢ (t) sem subindice, uma vez que essa grandeza ¢ igual em qualquer instante . Em outras
palavras, o(t) denota a dispersao espacial da distribuicao de probabilidade da particula em ambas
as direcdes, sem distinguir entre x e y.

4 A primeira vez que a "circulo de probabilidade" toca a linha de detecgéo é representada pela "circulo
de probabilidade" vermelha na figura 6.
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|¢(X,y,t=())|2 @) ......... J(7(0)
.............. )

lW(x,y,t =) g

< 0Qy

Y=Yy

lP(x,y, t = t,)|? (k)

FIGURA 6 — Representagao de um sistema fisico preparado como pacotes gaussianos separa-
veis em x e y. A figura representa o sistema como uma "circulo de probabilidade”,
que consiste em aproximar o pacote gaussiano em duas dimensdes por uma
circunferéncia, ignorando o valor da fungao de onda fora desta regiao. O eixo
x representa a linha de deteccao. A "circulo de probabilidade" é mostrada em
roxo para t = 0, em vermelho para o instante t;, em que a "circulo de probabili-
dade" intercepta a linha de deteccao pela primeira vez, e em verde para a Ultima
interceptacao em t,.

em que (t) é a trajetéria do centro do pacote gaussiano. O instante t,, em que ocorre
a ultima interceptagao®, é dado por

s O'(tz)
yr=9(k) === (3.50)

Ao resolver as equacgdes (3.49) e (3.50) para t; e t,, respectivamente, obtemos
a distribuicdo de probabilidade dos tempos de voo. Utilizando a definicao de proba-
bilidade conjunta dada pela equagéo (2.4) e a distribuicdo de probabilidade o (t|y )
definida pela equacgéo (3.48), podemos relacionar a distribuicdo de probabilidade condi-
cional p(x[y, t) com a distribuicao de probabilidade marginal p(x|t). Devido ao sistema
ser separavel, temos que p(x|yy, t) = p(x|t). Portanto, podemos calcular a distribuicéo
de probabilidade (x|ys) como:

olxly) = [ dt olxlyst) oltlys)

ta
_ /tdtp(x|t). (3.51)

th —t1 Jy

5 A dltima vez que a "circulo de probabilidade" toca a linha de detecgao é representada pela "circulo de
probabilidade" verde na figura 6.
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No entanto, é importante notar que essa abordagem é satisfatoria apenas
para estados gaussianos. Ao aproximarmos a funcao de onda por uma "circulo de
probabilidade", consideramos que a particula esta localizada nessa regidao, de modo
que a probabilidade de encontrarmos a particula fora dessa regido € irrelevante. A
abordagem geomeétrica é satisfatéria quando a funcéo de onda tem uma distribuicéo
de probabilidade bem definida e limitada na regido da circunferéncia, como no caso
do estado gaussiano. No entanto, para casos mais gerais, as fun¢gées de onda nao
necessariamente estarao localizada dentro da regido delimitada pela "circulo de proba-
bilidade", tornando a abordagem geométrica inadequada e outras técnicas devem ser
utilizadas.

Nesta secao, a ultima do capitulo 3, exploramos diferentes abordagens ope-
racionais da MQ que seréo utilizadas para realizar comparac¢dées com a TET. Essas
abordagens sao fundamentais para uma andlise comparativa abrangente. No préximo
capitulo, iremos aplicar todas as formulag6es apresentadas neste trabalho, examinando
cuidadosamente suas implicagdes. Com base nessa avaliagdo comparativa, poderemos
obter informacdes valiosas sobre a validade e o0 desempenho das abordagens teéricas
estudadas, contribuindo para um maior entendimento sobre a validade do determinismo
na MQ.
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4 ESTUDOS DE CASO

Neste capitulo, apresentamos a aplicacao das formulagdes e abordagens ope-
racionais expostas no capitulo 3 em trés estudos de caso: na secéo 4.1, exploramos o
experimento da dupla fenda; na secao 4.2, apresentamos a analise da particula livre; e
na secao 4.3, analisamos a particula em queda livre. Em cada uma das sec¢oes, utiliza-
remos as abordagens/modelos pertinentes para descrever e compreender os sistemas
em estudo. Lembramos que a TET foi construida para uma trajetéria genérica. Portanto,
utilizaremos trés trajetérias provenientes de formalismos amplamente estabelecidos: a
trajetdria classica, semiclassica e bohmiana. Essas trajetérias representam abordagens
distintas e nos permitirdo explorar diferentes perspectivas sobre o0 comportamento dos
sistemas em analise. Os resultados obtidos por meio destas trés aplicagdes da TET
serdo confrontados com aqueles fornecidos pelo formalismo de Kijowski, assim como
outras abordagens ja apresentadas.

4.1 EXPERIMENTO DA DUPLA-FENDA

O experimento da dupla-fenda é comumente associado com o problema da
dualidade onda-particula [35, 36], em que as franjas de interferéncia observadas sao
explicadas pela superposicao das funcoées de onda da particula que passaram pelas
duas fendas. No entanto, outro aspecto fundamental a ser considerado é o tempo: em
uma realizagao do experimento, a particula é descrita pela funcao de onda ¥(x, y, t).
No capitulo 3, mostramos que a previsao tedrica, que pode ser comparada com 0s
dados experimentais, deve ser dada pela equacéo (3.3). E importante lembrar que
nessa previsao aparece a distribuigdo de probabilidade de tempo de voo pr(tx = xf),
que a MQ sem hipé6teses adicionais acerca do tempo nao é capaz de prever.

Nesse cenario, vamos nos colocar no papel do realizador do experimento. O
experimento da dupla-fenda é realizado com uma unica particula de cada vez. Portanto,
a cada rodada do experimento, uma particula sera gerada, que ira interagir com as
fendas e sera detectada em x = xy. Apds realizar varias rodadas, obtém-se os dados
necessarios para se construir a distribuicéo de probabilidade atemporal pr(y|x = x).
Ao buscarmos suporte tedrico da MQ, nos deparamos com o problema enunciado
no paragrafo anterior, em que a MQ nao é capaz de obter tal distribuicdo devido a
incapacidade de prever a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo pr(t[x = xy).

Do ponto de vista experimental, é possivel fazer algumas aproximacdes em
relacao ao tempo de chegada. Podemos estimar uma janela de tempo At = t, — t1, na
qual a particula é detectada, de acordo com algum critério fisico definido pelo realizador
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do experimento. No entanto, é importante lembrar que o tempo de voo das particulas
no experimento geralmente ndo pode ser controlado pelo seu realizador, tornando
impossivel inferi-lo em determinada rodada do experimento. Portanto, ao considerar o
cenario experimental relacionado ao tempo, € comum assumir que a particula tenha
a mesma probabilidade de ser detectada em qualquer instante dentro do intervalo de
tempo At. Em outras palavras, podemos adotar que a distribuicao de probabilidade de
tempo de voo seja uniforme e expressa por
L, se te|t,t),

p(tlxs) =S 1 (4.1)
0, se t<t; e t>t.

A distribuicao uniforme proposta para o tempo de voo representa, na teoria
da informacao classica, a distribuigdo com maxima incerteza possivel sobre a saida
de tal variavel aleatéria. Esse modelo reflete uma intuicédo classica que temos acerca
de sistemas probabilisticos, na qual a auséncia de informacao leva a escolha da
distribuicdo uniforme como uma opc¢ao natural. Assim como no langamento de um dado
honesto, em que a probabilidade de saida de cada face é igual, no experimento da
dupla-fenda, aproximamos a distribuicdo de tempos de voo por uma fungcéao uniforme.
Como a MQ nao oferece ferramentas para prevermos a distribuicdo de probabilidade
de tempos de voo, a intuicdo que temos de problemas classicos (como o lancamento
de um dado) nos leva a supor que esta distribuicdo € uma aproximacao adequada.
Portanto, a distribui¢éo de probabilidade atemporal p(y|x = x¢) € dada por

1 t2
oyl =x) = - [atlgp(y P (42)

5]

Utilizaremos agora a TET para obter a distribui¢cao via trajetérias bohmianas
e compararemos com a equacao (4.2). Antes de tudo, € necessario obter a trajetéria
bohmiana em x. No capitulo 3, mencionamos que esse sistema é separavel, ou seja,
A=H,+ Hy e consideramos inicialmente as fun¢des de onda separaveis, em que a
funcdo de onda em y é uma superposi¢éo de gaussianas centradas nas fendas e, em
x, € uma onda plana normalizada no espacgo entre as fendas e o anteparo, dada por
L exp [% (Pox — E)t)], se 0<x<xf

Pe(x, 1) = Vf
0, se x<0 e X > Xg,

(4.3)

onde E € a energia do sistema. O gerador das trajetorias bohmianas € dado por
S(x,t) = pox — E, e o campo de velocidades é dado por
1dS _ po

J'C:’U(x't)zadx m

Integrando a equacgao acima, encontramos a trajetéria bohmina

x = ¢(xo,t) = xo + % , (4.4)
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que é equivalente & trajetdria classica. Observe que [i(x, £)[> = 1/xy, [0 ¢ (xo, )| = 1,
e |9rp(xo,t)| = |po/m|. Dessa forma, segundo as equagdes (2.20) e (3.20), podemos
obter a distribuicao de probabilidade via trajetérias bohmianas em x e em ¢:

1 se 0§x§xf,

©TB (x|t) = (45)
0, se x<0 e x> Xy,
e
pr8(tlxs) = ©r8(xf[t) [0:0(X0, )] 1o p(xp )
1ol mxg
e se 0t < 0

my

0, se t<0 e t>_—.
|Po

Observe que, devido a distribuicao de probabilidade ser igualmente provavel
no intervalo x € [0, x|, a distribui¢io de probabilidade dos tempos de voo também
€ igualmente provavel no intervalo de tempo t € [O, %} Isso é consistente com a
discussao realizada no inicio desta secao, com a diferenca de que, neste cenario tedrico,
a janela de tempo, que normalmente seria definida pelo realizador do experimento, é

WXf

determinada pelo formalismo. Note que Tl representa o tempo classico que a particula

levaria para ir de uma das fendas até o anteparo. Assim, a previsao da TET é dada por

o(ylxp) = 2oL [Ty 1y . (4.7)

MXf 0

, |P_oﬂ no modelo (4.2), obteremos
a mesma previsdo da TET, dada pela equagao (4.7). No entanto, é importante ressaltar
que, embora este modelo seja natural do ponto de vista experimental, ndo ha justificativa
tedrica rigorosa para ele na teoria quantica. O aspecto mais relevante desse exemplo €
demonstrar a limitacao da teoria quéntica em fazer previsées sobre o tempo, o que a
impede de confrontar diretamente suas previsdes com os resultados experimentais. Na
TET, tais previsées surgem de forma natural, sem a necessidade de introduzir hipéteses
adicionais na teoria. Consequentemente, a TET, fornece previsdes para o experimento
da dupla-fenda os quais a MQ nao é capaz de fazé-lo. Caso a funcao de onda em x
fosse diferente de uma onda plana, a distribuicdo de tempo de voo que obteriamos para
a trajetéria bohmiana via TET seria diferente da aproximagao dada pela equagéo (4.1).

Se escolhermos o intervalo de tempo t € [O =

Nesse contexto, seja um cenario tipico do experimento da dupla-fenda, em que
as funcao de onda é separavel, dada pela equacéao (4.3) em x e

o~ W02 /4050 ipyo(y+i0) /h + o~ =02 /40 —ipy0(y—10) /h

lpy(y/t =0) =

252 g2

%
T2 Pyo%y0 1/4
\/2 +2e M0 e m (2m0y0)Y
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em y. Agora, vamos obter a distribuigdo de probabilidade atemporal o (y|xs) utilizando
a TET para a trajetoria bohmiana e pelo modelo de tempo médio, apresentado na se¢ao
3.2.

TET. No inicio desta secdo, mostramos como obter a distribuicado atemporal
o1B(y|xs), conforme dado pela equagéo (4.7). Para obter essa distribuigéo, € ne-
cessario evoluir a fungdo de onda e resolver a integral correspondente. Para maior
conveniéncia, ambos os procedimentos serao realizados numericamente.

Modelo de tempo médio. Utilizando a equacao de movimento de Heisenberg

. . . A p2
para os operadores posi¢do e momento em x, em que o hamiltoniano vale Ay = 5 e
931 — 0, a solugéo ¢ dada por:
. . Py (0
Xy (t) = Xy (0) + H,,E )y (4.8)
Py (t) = Py (0). (4.9)
Considerando que (Py(0)) = pxo € (Xy(0)) = %o, temos
(Xu(t)) =%+ %t. (4.10)

Impondo (X (tf)) = x e isolando ¢, obtemos
m(xf — fo)
ﬁx,O
onde p,o # 0. Utilizando a equagéo (3.41) obtemos a distribuigdo de probabilidade

atemporal:

o (ylxr) = |y (v, tr(xp)) . (4.12)

Por conveniéncia, a evolugéo da fungao de onda v, sera realizada numerica-
mente. A figura 7 apresenta a distribuicdo atemporal para a TET utilizando a trajetéria
bohmiana (curva preta) e o modelo do tempo médio (curva vermelha).

Diferentemente da formulacao da TET, no modelo de tempo médio, observamos
que a medida que aumentamos a distancia entre as fendas e o anteparo, o padrao
de interferéncia desaparece das previsdes. Isso ocorre devido ao comportamento da
funcdo de onda: o método do tempo médio avalia o0 médulo ao quadrado da funcéo
de onda em um tempo médio, que depende da posi¢cao do anteparo em relacdo as

fendas'. Consequentemente, quanto mais distante o anteparo estiver das fendas, maior
]

E verdade que, nas férmulas, o tempo médio acaba dependendo matematicamente da posicao Xf
do anteparo. No entanto, dentro da perspectiva classica de tempo de voo, podemos considerar que
€ o ponto xy do anteparo que deve ser escolhido com base na nossa escolha para o tempo de
voo. Podemos simplificar o fenémeno para uma dimenséo, como ilustrado na figura 9. Ao escolher
um tempo em gue 0s pacotes se sobrepdem, podemos observar a interferéncia. Do ponto de vista
experimental, isso corresponde a realizar uma pds-selegao estatistica para o valor desejado de tempo.
Portanto, fundamentalmente falando, o tempo que atribuimos a densidade de probabilidade € uma
escolha do observador.
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(a) — ©Ta(YIXf)
0.6 — Pm(yIxr)

(b) — p1(YIXr)
0.3’ _ ptm(yle)

6 -4 -2 0 2 4 6

FIGURA 7 - Distribui¢ces de probabilidade atemporal p(y|xs) para o experimento da dupla-
fenda obtidas pelos métodos da TET utilizando a trajetéria bohmiana e pelo
modelo de tempo médio (tm). Os painéis (a) e (b) apresentam as distribuicoes
para dois conjuntos de variaveis: {c,0 = 1, o = 0, fxo = 1, pyo =2, m =
0.5, Xf = 1} e {Uy,O =1 9 =0, pro = 1, Pyo = 2, m = 05, Xp = 3},
respectivamente, a Unica diferenca sendo a distancia do sistema de detectores as
fendas. Todas as quantidades fisicas estdao em unidades arbitrarias.

sera o tempo médio. Se avaliarmos a funcéo de onda em y durante um tempo longo,
dependendo do sistema, veremos dois pacotes afastados, sem sobreposicao espacial
e, portanto, sem a formacao de um padrao de interferéncia acentuado (veja a figura
9 para uma ilustracao deste aspecto). Ao descrevermos a fung¢do de onda na diregéao
como uma onda plana, resulta na distribuicao de tempos de voo obtida através da
TET utilizando trajetérias bohmianas, que € uniforme (conforme a equacéao (4.6)) no
intervalo t € [O, %} . Isso, por sua vez, leva a distribuicdo de probabilidade atemporal
p(y|xf), dada pela equacéao (4.7), que € uma média uniforme sobre a funcao de onda
em y. Consequentemente, nas figuras 7 (a) e (b), observamos um comportamento de
interferéncia nas distribuigdes de probabilidade o (y|x). Esse comportamento decorre
da natureza da média, visto que nessa média estamos considerando todos o0s possiveis
tempos de voo dentro desse intervalo, em vez de um Unico tempo que poderia ou nao

gerar interferéncia, evidenciado pela distribuicéo de probabilidade o (y|xf).
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Outro ponto de discussao diz respeito a visibilidade das distribuicdes de proba-
bilidade, que representa uma medida da nitidez ou contraste do padrao de interferéncia.
A visibilidade € determinada pela diferenca entre a intensidade maxima e minima do
padrao de interferéncia, sendo alta quando os maximos e minimos sao bem distintos
e baixa quando estao préximos uns dos outros. Varios fatores, como a coeréncia do
feixe de particulas, a distancia entre as fendas e o comprimento de onda das particulas,
podem influenciar a visibilidade.

Ao observar as curvas da figura 7 (a), podemos notar que a visibilidade da dis-
tribuicao resultante da abordagem da TET (curva preta) € menor em comparagao com
0 modelo de tempo médio (curva vermelha). Esse fenémeno é analogo a descoeréncia,
que é o fendmeno de perda de coeréncia quantica devido a interacdo com graus de
liberdade incontrolaveis, geralmente associados ao ambiente externo. No contexto do
experimento da dupla-fenda, a descoeréncia pode se manifestar como uma reducéao
da visibilidade. Para mais informacdes sobre descoeréncia, recomenda-se consultar
as referéncias [46, 47]. No entanto, no caso em questao, a reducéo da visibilidade
pode ndo estar diretamente associada a descoeréncia, mas sim, como mostramos, as
contribuicdes dos varios tempos de voo. E crucial ressaltar que esse comportamento s6
€ observado para uma distancia xy que seja consistente com um padrao de interferén-
cia no modelo de tempo médio. Conforme Xy aumenta, notamos que a visibilidade da
distribuigao resultante da abordagem da TET aumenta em comparagdo com o modelo
de tempo médio, o que fica claro no painel (b).

Na secdo subsequente, procederemos a investigacdo do caso da particula em
movimento livre. Nessa andlise, empreenderemos uma comparacao entre o formalismo
da TET para as trajetérias classica, semiclassica e bohmiana, em contraste com o
formalismo de Kijowski. Além disso, demonstraremos que a formulacao bohmiana, para
a distribuicao dos tempos de voo, dada pela equacéo (2.34), ndo se revela coerente
com as propriedades inerentes a uma distribuicao de probabilidade, quando a trajetéria
bohmiana atravessa 0 mesmo ponto em dois instantes de tempo distintos.

4.2 PARTICULA LIVRE

Seja uma particula livre, de massa m, preparada em um estado gaussiano
descrito por

i

52
P(x,0) = ;Mexp (x = %) exp [hﬁo (x — XO)}, (4.13)

o 2
<27wx,0) X,
sendo X a posicdo média inicial, oy o a dispersao do pacote gaussiano e pp 0 momento

médio inicial. Na secdo 2.3, mostramos como evoluir tal sistema via MQ. Assim, a
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funcédo de onda em um instante de tempo ¢ é dada por

1 (x — X — @t)z
X, 1) = ————exp |— "
vt (2707 )1/ P [ 403,

onde a disperséo oy € dada por

2
th
Ox,t = Ox,0 1+ 5
2may
e afase S(x,t) resulta em

2 _ 2 _
S(x,t) = L (x—fo—%t) +ﬁo(x—fo—%t)+

2 2
Sm‘Tx,tUx,o

)
+ &t— Earc:‘can [2 it ]

eiS(x,t)/h

2
2m 2 mo

Iremos obter a distribuicdo de probabilidade do tempo de voo dada que a
particula esta em xy = 0, a partir da TET utilizando trajetdrias classicas, bohmianas e
semiclassicas (descritas no apéndice B). Utilizaremos as trajetérias classicas e semi-
classicas como um contexto de teste, ou seja, se essas trajetorias forem consistentes
com as previsdes da trajetéria bohmiana, do formalismo de Kijowski ou com os da-
dos experimentais, se tivermos acesso a eles, ndo podemos descarta-las. Como este
exemplo ndo envolve duas dimensdes, o0 objetivo é obter a distribuicao de probabili-
dade p(f|xs). A partir da formulag&o proposta por Kijowski (segéo 2.4.2), obteremos a
distribuicdo de probabilidade a partir do formalismo da MQS, que sera comparada com
aTET.

Distribuicao de Kijowski. A distribuicao de Kijowski é expressa pela equa-
cao (2.75). Para calcular essa distribuicdo, precisamos da funcdo de onda inicial na
representacao de momento, que foi obtida na secao 2.3

1/4
(p,0) = 203, ! ox _‘Ta%,o (p — o)’ ox _i( _ po)
eLp, - h P hz % A p Po 0]-
Podemos reescrever a distribuicdo de Kijowski (2.74) considerando 7z = 1 e utilizando a
equacéao (2.64). Assim obtemos

Wit A) = [dp (glp) (pleA)
- \/271TW / dp 0(Ap)y/Ipl €7/ ¢" (p,0),

0 que resulta em

p(tlx=0) = Y [(¢ltA)|?
A
2
/dpg()\p)‘ / |p|ei(p_ﬁo)f()e*ay%,o(pfﬁo)zeitpz/zm (414)

Ox,0
mi7ty/ 27T )L:ijl
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Porém, ndo € possivel prosseguir analiticamente a partir desse ponto, sendo necessario
resolver a integral numericamente.

Trajetdria classica. Uma maneira de avaliar a distribuicdo de tempos de voo
envolve a andlise sobre o sistema classico analogo, sem informacao sobre o campo de
velocidades. Em ultima instancia, estamos investigando se existem trajetérias classicas
deterministicas subjacentes a natureza. Nesse sentido, a trajetéria de uma particula
classica é dada por
Py (4.15)

X = plopot) =x0+L

p(t) = @(xo,po,t) = po,

onde x(t = 0) = xp e p(t = 0) = po. Utilizaremos a equacao (3.36) para encontrar a
distribuicdo classica g.(x|t) a partir de p(x, p|t) dada pela equacéo (3.35). Invertendo
as trajetérias, encontramos

xo = Ax(x,po,t) =x— % t,

Po = Ap(P/ X0, t) =P,

e as derivadas

ax0¢(x0; PO/ t) - 1/
apow(x()/ Po., t) = 1/

importantes para a definicdo do denominador da equacao (3.35). A funcao auxiliar
Xt, encontrada a partir do isolamento de po na equagéo p — A, (Ax(x, po,t), po,t) =0,
torna-se pyo = x:(x,p,t) = p. O estado classico inicial € compativel com a descri¢ao
quantica. Ou seja, é uma gaussiana separavel no espaco de fase po(x, p) = po(x)po(p),
com pg(x) = |¢(x,t = 0)]2, definida pela equagio (4.13). J& a distribuigao de probabili-
dade inicial de momento é dada por

po(p) = ;eXp [—(p_—ﬁo)z], (4.17)

2
271(75/0 205

sendo pp 0 momento medio inicial e 0,0 a dispersdo média inicial. Obteremos a
distribuicao para o espaco de fase utilizando a equacao (3.35)

pc(x,plt) = po(Ax(x, xt(x,p,t),t)) po(xt(x, p, 1))
(x_xo—%wZ] 1 exp[_(;ﬂ—ﬁo)zl.

1
———— exp | — 5 5
\/270%, [ 207, 20

p.0

2
27Wp,o
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O subindice em p.(t|x) indica que esta distribuicdo de probabilidade é calculada a
partir da descrigéo classica. Marginalizando-se sobre p, encontra-se

ocxlt) = [ dp oclx,plt)

(x—fo—%t)zll (4.18)

1
\/2m02, [ 203,

Ux,t — U.X,O 1 + . (41 9)
mU-X,O

Note que o calculo reproduz o formalismo Liouvilliano?, em que p.(x, p|t) des-
creve como uma distribuicdo de probabilidade classica evolui no tempo, bastando aplicar
0 mapa inverso da trajetéria na distribuicdo de probabilidade inicial. Se utilizarmos o
limite inferior para a relagao de incerteza de Heisenberg oy 0,0 > % e definirmos
a incerteza no momento em fungao da incerteza na posi¢ao, ou seja, 0,9 = %
obteremos

com

Po

m ”2] — (xR (4.20)

(x—fo—

pela]t) = ——— exp [
. o _
\ /271(7@ 2‘7%;

Ou seja, o resultado classico recupera o resultado quéantico, dado pela equacao (2.40).
Esse resultado é especifico para o sistema em questao, em que nao ha caracteristicas
quanticas como superposi¢ao de estados.

Para obter a distribuicdo p.(t|x = 0), utilizaremos a equagao (3.37). Antes
disso, porém, precisamos manipular (4.15) e (4.16) para obter

m
B (x, x0, po) = —O(x — X)
m

axoﬂx(x/ X0, pO) = -
Po

A fungao auxiliar x,, obtida isolando-se pg em p — @(Ax(x, po, t), po,t) = 0, torna-se
po = xx(x,p,t) = p. Observe que esta fungdo é independente da posigao inicial xo.
Portanto,

Po(Ax(x, xx(x, p, £), 1), Xx (%, P, 1))

pe(p tlx) =
0084 (%, xO’X")|xo:Ax(x,xx,t) Fpo@ (A, po’t)’po’t)|po:xx(x,nt)
_|P _P
= ‘m 00 (x mt, p). (4.21)

2 O formalismo Liouvilliano é descrito no apéndice A.
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Finalmente, para encontrar a distribuicdo condicional de tempo, basta margina-
lizarmos a distribuicéo p.(p, t|x) em p:

pcltl) = [ dp peptlx)

— %, — P )2 = \2
! Jav |]ew [—(x e ]exp [——(p fol ]
\/ 2o, \/ 2 7'[0'5/0 m 205 205

a integral sera resolvida numericamente.

Trajetoria bohmiana. Aqui faremos uma terceira abordagem sobre o mesmo
sistema fisico. De acordo com a teoria bohmiana, a trajetéria para a particula livre é
dada pela equacao (2.42), que é repetida abaixo:

Ox t

Ox,0

x(t) = d(x0, ) = %o + %t + T (o — x0).

A trajetoria bohmiana néo é tipica de uma particula livre, uma vez que hé aceleracao
proveniente do campo quantico, evidenciada pelo termo % (xo — %p) na trajetdria.
Note que, diferentemente da abordagem classica, nesta descricao as trajetérias sao
plenamente determinadas apenas pela posi¢éo inicial, uma vez que o momento inicial
esta embutido no gerador de trajetérias bohmianas S(x, t). Para calcular a distribuigao
de probabilidade prp(x|f) com a trajetéria bohmiana, primeiro precisamos inverter a

trajetoria
Xg = A(x,t) =X+ 9x0 (x — X — %t) . (4.22)

Calculamos também

2
th
axo¢(x0/t) = Tut 1+ ( ) .

0y 0 2mo?

Lembre-se que oy € oy S&0 positivos e ndo dependem de xj, portanto

Ox, t

|ax0¢(x0rt)|x0:¢7t(x) = To (4.23)

Usando a equagao (3.9), obtemos a distribuicdo de probabilidade prp(x|t)

po(A(x, 1))
|9x0@ (X0, £) |y = A (1)

(x—%0—501)2/202,

or5(x[t)

O-X,O e_

O t \/2mo2,

o~ (x=To=501)?/203,

= = lp(x, ), (4.24)

/9702
2mtoy
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com

(4.25)

Note que, ao utilizar a trajetéria bohmiana encontramos a mesma distribuicao
oriunda da MQ, definida pela equacao (2.40). Isso era esperado por conta do principio
da equivariancia. Finalmente para obter a distribuicdo de tempos de voo, utilizamos a
equacao (3.20). Para tal, calculamos

D t Xg— X
ep(xo, ) = % t 5 A— (4.26)
1+ (1)

T

e, a partir da equacao (4.22), obtemos

= = Po
Po ix—xo—%t

|at¢(x0/ t>|x0:A(x,t) - m T2 1+ (%)2

Assim, a distribuicao de probabilidade de tempo de voo é dada por

ore(t|x) = o(x|t) |9:p(x0,t) | mp(nr)
o t x—%o— Bt

2
m (2 9 (x, £)|". (4.27)

Note que esta distribuicao de probabilidade do tempo de voo obtida pela TET para
a trajetéria bohmiana é equivalente a distribuicao obtida pelo formalismo de Muga-
Leavens, exceto pela normalizacdo, como expresso na equacgao (2.43). No entanto,
para esse caso especifico, mostramos numericamente que a normalizacao é igual a 1,
0 que significa que os resultados sdo equivalentes.

Trajetoria semiclassica. Uma outra abordagem para descrever a distribuicao
de probabilidade dos tempos de voo envolve a utilizagdo de aproximagdes semiclassi-
cas, conforme apresentado no apéndice B e descrito no artigo [48]. Nesse trabalho, o
objetivo é propagar pacotes de onda no limite semiclassico. A grandeza em estudo é a
funcéo de onda dependente do tempo, dada por

g, t) = / dox; (x| Ulto, 1) |xi) (x;,0),

sendo que 1(x;,0) é determinada pela equagéo (4.13) e U(to, t) o operador evolugéo
temporal. Na abordagem utilizada, a distribuicdo de probabilidade € expressa em
termos de uma trajetoria classica especifica da descricédo classica equivalente. Para
encontra-la, é necessario calcular a agao classica S(x, xp, f). Vale ressaltar que essa
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funcdo néo é trivial, pois deve depender apenas das posi¢cées genéricas inicial x; e
final x,, além do tempo ¢t. A partir de S, podemos determinar o ponto inicial da trajetoria,
ou seja, sua posicao xp € momento py. Essa quantidade deve satisfazer a seguinte
condicao:

Po = _axOS(xf/ X0, t) = PO(xf/ X0, t)/
enquanto a posicao € dada por

xO_xOJriPO_ﬁO = 0.
b c
A equagao acima nos permite escrever xo = xo(xf,t). No entanto, no cenario atual,
observamos que o momento inicial da trajetéria ndo depende exclusivamente de xy e
t, diferentemente das trajetérias bohmianas. Isso implica que nao é possivel definir a
trajetéria apenas a partir de xg. No entanto, ao assumir que a relagao xy = xO(xf/ t)
entre os parametros (xo, xy, t) € reversivel, podemos encontrar x¢ = x(xo, t). Portanto,
o formalismo TET mais adequado seria aquele que envolve trajetérias com um campo
de velocidade associado (secao 3.1.1).

Adaptamos esse formalismo para o estudo do tempo de voo necessario para
uma particula, preparada de acordo com a equacgao (4.13), alcangcar uma determi-
nada posicao xy. Assumimos que, nesse problema, as trajetdrias descritas acima
sao responsaveis pelo determinismo discutido no capitulo 3. Para uma particula livre,
temos:

m (xf — x0)2

S(Xf,xo,' t) = Ef,

a partir da qual obtemos a posicdo e o momento inicial:

x + iwt (xo + i%ﬁo)

_ Po+imw(x — o)
po= 1+ 1wt (4.29)
onde
h
w = 5 (4.30)
ngx,o
A partir da equacao (4.28), podemos definir a trajetéria, isolando x:

x = ¢(xo,t) = x0 + (rZ_cOu — ifo) wt + ixqwt, (4.31)

de modo que

Iy, P(x0,t) =1+ iwt. (4.32)
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Usando a equacao (3.9), temos que a distribuicao de probabilidade semiclas-
sica é dada por

Po(A(x, )

sc(x[t) = :
N |00 (X0, )~ A 1)
1 [ (x— % — )2 1
= —— exp |- AT
\/2m02 | 207, (1+ (wt)?) | [T +iwt|
o oy
S S O C ekt L (4.33)
2 202
\/ 270 . L x,c
com
Oxe = 0x0 \/1+ (wt)?. (4.34)

Note que, se a equagao (4.30) for satisfeita, isso implica que s (x|t) =
l$(x,t)|>. Para obter a distribuicdo de tempo de voo s (t|x), utilizamos a seguinte

relacao:
a8(x,x0)\ " [IA(x, 1)
axo x N ot x

‘aﬂ(x, xo) | ! _ '81\(% bl (4.35)
0X0 | xy=A(xoh) ot

A partir dessas expressoes, a derivada da trajetéria inversa é escrita como

(75—20+i(x—f0)>a}
(1 + iwt)?

[0tA(x, t)| = |— (4.36)

e assim, obtemos a distribuigdo de tempo de voo g (t|x)

Po(A(x,t))
190 8(%, %0) 1y A (.1
= po(A(x, 1)) |0rA(x, )]
<£—2,+i(x—fo))w
(1+ iwt)?

osc(t|x)

po(A(x,t)). (4.37)

Vamos comparar quatro métodos para obter a distribuicao de tempos de voo: a
distribuicao de Kijowski, o método TET utilizando as trajetérias classica, bohmiana e
semiclassica, sendo que para o caso classico a incerteza do momento segue (em valor
numérico) o principio de incerteza de Heisenberg. Na figura 8, plotamos as distribuicbes
pr(tlx =0), pc(t|lx = 0), pra(t|]x = 0) e psc(t|x = 0) para dois conjuntos de varidveis.
E pertinente destacar que, nos dois painéis considerados, a velocidade do centro do
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pacote é idéntica, o que sugere que o centro da distribuicdo de tempos de voo deveria
ser igual. No entanto, essa expectativa ndo se confirma devido a disparidade das
massas entre as particulas representadas nos painéis (a) e (b). No caso especifico
abordado, a massa da particula no painel (a) € significativamente menor do que a
massa da particula no painel (b), resultando em uma dispersao espacial mais ampla
para o pacote gaussiano associado ao caso (a). Consequentemente, a probabilidade
espacial, em um instante de tempo qualquer, para o caso (b) é mais localizado em
relacdo ao caso (a), o que implica em um deslocamento do pico e uma maior dispersao
da distribuicao de tempos de voo no caso (a) com relagao ao (b).

As distribuicdes de Kijowski e bohmiana sao equivalentes em ambos 0s casos,
0 que era esperado devido ao principio da equivariancia. Além disso, para este exemplo
em particular, é possivel reproduzir o comportamento quantico utilizando tanto das

04 (a) oultx-0) |
- l@sc(tlx_o)
— p18(tIx-0)

o
N

T
|

0.3"

} — -
i Pu(tix-0)
i _ psc(tlx_o) ]
S | — pra(tx-0)
x02 |
S !
0.1 |
00:\ | | L : | L | |
2 4 6 8 10 12

FIGURA 8 - Distribuicao de probabilidade de tempo de voo para a particula livre, obtida pelos
métodos de Kijowski, TET utilizando as trajetorias classica, bohmiana e semi-
classica. Os painéis (a) e (b) apresentam as distribuicées para dois conjuntos de
variaveis: {oyo =2, %o = —15, po = 1,m = 0.5} e {ov0 = 2, o = —15, o =
20, m = 10}, respectivamente. Todas as quantidades fisicas estdo em unidades
arbitrarias. A linha vertical cinza representa o tempo de voo classico da parti-
cula, enquanto a linha laranja tracejada representa o tempo médio de todas as
distribuicdes. Verifica-se total concordancia entre os modelos.
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trajetérias classicas quanto semiclassicas. Entretanto, uma vez que o exemplo que
estamos estudando nao envolve nenhum elemento exclusivamente quantico, como

superposicao de estados, a TET utilizando a trajetéria classica se mostra um bom
modelo.

4.2.1 Superposicao de Estados

Uma situacdo mais interessante é quando o estado € preparado em uma
superposicao. Neste caso, ainda estamos considerando o cenério unidimensional,

permitindo-nos obter a distribuicdo de probabilidade do tempo de voo. O estado inicial
€ descrito como:

e—(x+920—xd)2/4(7%,0 eiﬁo(x—l—fo—xd)/h + o e—(x—fo—xd)2/40i0 e—iﬁo(x—fo—x‘i)/h

$(x,0) =

R

a2 420 Fxo e w41 (27T(7x,0)1/4

onde a constante a esta associada a medida em que a fungao de onda esté superposta,
variando de « = 1 para uma superposicao maxima, até « = 0, onde nao ha superposi-
cao. A constante x,; translada a funcéo de onda no espaco. Nesse caso, a fungéo de
onda € uma combinagéo de duas gaussianas que se propagam em direcées opostas. A
primeira contribuicdo na superposicao representa um pacote gaussiano se propagando

0.25¢ *
=a-t( 0 a(1.0 =<-1( 3.0

DH-t( 1.0 | d-t(55

o | M
0 : ‘ : ‘ : |- : ‘ ‘ ‘ : :
)30 )20 )10 0 10 20 )30 )20 )10 0 10 20

X X

FIGURA 9 — A distribuicdo de probabilidade da posicao em fungao do tempo para a particula

maximamente superposta (¢« = 1). Foram utilizadas as quantidades {o,o =

2, po =2, m=05,% = 12,x; = 1.5}. Todas as quantidades fisicas estdo em

unidades arbitrarias. A distribuicdo esta representada em tempos diferentes em

cada painel, sendo t = {0,1,3,5.5}, respectivamente.
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para a direita, enquanto a segunda contribuicao representa um pacote gaussiano se
propagando para a esquerda. Na figura 9, sdo apresentadas as distribuicdes de probabi-
lidade para « = 1 em diferentes instantes de tempo, evidenciando o comportamento de
interferéncia na distribuicao de probabilidade causada pela superposicao de estados.

E importante compreender a visdo bohmiana deste sistema. Na figura 10,
apresentamos um ensemble de trajetérias bohmianas para esse sistema. Cada curva
representa uma trajetéria bohmiana, em que as condi¢des iniciais foram selecionadas
de acordo com a distribuigdo de probabilidade inicial | (xo,0)|* e evoluidas numeri-
camente utilizando a respectiva trajetéria bohmiana. Na figura, sdo apresentadas 200
trajetérias. Cada painel apresenta um valor distinto de «, variandode « = 1a«a = 0.
No primeiro caso, temos a superposicao maxima dos pacotes gaussianos, enquanto
no segundo caso n&o ha superposicao entre os pacotes. Quando a estd em um valor
intermediario, ocorre superposicao, porém a amplitude de probabilidade do pacote a
direita de x; € menor. Os pacotes gaussianos presentes no sistema serdo nomeados
como pacote 1, centrado em —x; — ¥y € com momento médio py, e pacote 2, centrado
em —x, + Xp e com momento médio —py. Observe que, na figura 10, existem trajetorias
bohmianas que passam pelo ponto x = 0 em dois instantes de tempo distintos, o
que implica que a fungéo t = d(x, x9) ndo é univoca. Portanto, J(x,t) ndo deve ser
interpretado como a distribuicdo de tempos de voo. Segundo a TET, a equacéo (3.11)
define a distribuigao p(f|x).

- (a) a=1.0 i

(b) a=07 |

20

10

~20 -10 0
X X
FIGURA 10 — Ensemble com 200 trajetérias bohmianas para o sistema preparado como uma
superposicao de duas fungdes de onda gaussianas. Utilizamos as quantidades
{ov0 =2, po =2, m = 0.5,% = 12,x; = 1.5}, todas em unidades arbitrarias.
Cada painel representa um valor de « = {1,0.7,0.4,0}, respectivamente. As
curvas verticais pretas tracejadas representam a posicao dos centro do pacote
inicialmente e a posi¢cao x = x4, ja a curva vertical cinza a posi¢ao x = 0.

~20
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No painel (a) da figura 10, em que a = 1, a particula tem igual probabilidade
de estar no estado representado pelos pacotes 1 e 2. Nesse caso, devido a simetria do
problema, nenhuma trajetéria do ensemble cruza a posicao x;. O potencial quéntico
atua como uma barreira, em que a particula tem energia menor que a energia da
barreira, resultando na reflexdo da particula antes que ela alcance essa posicao.
No entanto, a figura 9(c) evidencia que ha probabilidade da particula estar em x;.
Dependendo das condigdes iniciais, a trajetdria bohmiana pode se aproximar de x;
tanto pela esquerda (pacote 1) quanto pela direita (pacote 2), preservando assim o
principio da equivaridncia.

A medida que « diminui, mais trajetérias do pacote 1 cruzam a posicéo x;.
Quando a« = 0, apenas trajetorias do pacote 1 existem e este € 0 caso discutido no
inicio desta secao. Na figura 11, apresentamos a distribuicdo de probabilidade de
tempo de voo, dado que a posigéao final é x = 0, utilizando trés métodos: o método
de Kijowski, método de Muga-Leavens, dada pela equacao (2.34) e uma simulacéo
numérica baseada na trajetéria bohmiana. A simulagcdo numérica realizada é analoga
ao método utilizado na figura 10, no qual foram selecionadas 6000 condi¢cdes iniciais de
acordo com a distribuigao de probabilidade inicial ¢ (xo,0)|? e evoluidas numericamente
utilizando as respectivas trajetorias bohmianas. Entretanto, a diferenca é que, a cada

(a) a| 1.0 Simulagéo (c)al 0.4 Simulagéo
I i — pm(tx 0) | — pwu(tx| 0)
I R A\ Pr(tx| 0)

\HV“-

Simulagéo (d) a] 0.0 Simulagéo
! — pm(tx 0) | — pwu(tx| 0)
AN Pk(tx| 0)

N
\.
\
N
\
\.
N,
\ L
A,
s,
\
N
.
N
= “hi L T ‘ ‘

o 1 2 3 4 5 0 1 2 3
t t

FIGURA 11 — Distribuicdo de probabilidade de tempos de voo para a posicao final da particula
em x = 0, no caso em que o estado € preparado como uma superposi¢cao de
gaussianas. As quantidades utilizadas séo {oyo = 2, po = 2, m = 0.5,%) =
12, x; = 1.5}, todas em unidades arbitrarias. Para obter as distribuigdbes men-
cionadas, foram empregados os formalismos de Kijowski (pk), formalismo de
Muga-Leavens (pa1) € uma simulagdo numérica (histograma em cinza). Cada
painel representa um valor de « = {1,0.9,0.3,0}, respectivamente.
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vez que a trajetdria atravessava a coordenada y = 0, o tempo de voo correspondente
era registrado. Assim, com o conjunto de tempos de voo, construimos um histograma
para a distribuicao de probabilidades associadas aos tempos de voo. Nesse caso, nao
utilizamos a trajetoria semiclassica, uma vez que essa aproximagao é construida para
tratar de sistemas em que a funcédo de onda inicial é representada por um pacote
gaussiano. E importante mencionar que, para esse sistema, o campo de velocidades
bohmiano ndo apresenta simetrias do tipo |v(x, t1)| = |v(x, t2)|. Portanto, para utilizar
a TET é necessario aplicar a forma geral, dada pela equacgao (3.11), para encontrar a
distribuicao de probabilidade dos tempos de voo. No entanto, a implementacao dessa
abordagem nao é trivial do ponto de vista matematico, uma vez que ndo possuimos
uma forma analitica para a trajetéria bohmiana nesse caso especifico. Até 0 momento,
ainda nao aplicamos a TET para a trajetéria bohmiana nesse contexto, mas sabemos
que ela ndo tera a forma da previsdo da MB, via o formalismo construido na secéo
2.3, em que a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo é a dada pela equacgao
(2.34). Além disso, tal formalismo nao foi construido para descrever esse problema,
0 que é evidenciado pela necessidade de impor a normalizagdo na distribuicdo de
probabilidade g (t|x = 0), lembrando que, se ndo impusermos a normalizagéo, a
funcdo que obtemos néao satisfaz as propriedades fundamentais de uma distribuicéo
de probabilidade. Nesse contexto, os resultados exibidos na figura 11 para a MB néao
sao adequados. Outro aspecto a ser considerado é o minimo presente na distribuicao
de probabilidade o, (t|x = 0). Esse minimo surge devido a densidade de corrente
de probabilidade, que é proporcional ao campo de velocidades. No caso especifico
das trajetérias bohmianas em que o ponto de retorno é exatamente na coordenada
x = 0, o campo de velocidades se torna nulo nesse ponto, resultando nesse minimo. Ao
analisar a figura 10, observamos que as trajetdrias com ponto de retorno exatamente
na coordenada x = 0 estdo associadas a condicdes iniciais préximas ao centro do
pacote 1 inicial. Em um ensemble de trajetérias, é de se esperar que exista um namero
consideravel de trajetérias com ponto de retorno em x = 0 com tempos de voo
correspondentes. Essa observacao é confirmada pela simulacado numérica, na qual
ndo ha a presenga desse minimo na distribuicdo de probabilidade. Esse resultado
indica que o formalismo desenvolvido na se¢do 2.3 ndo descreve adequadamente o
comportamento da distribuicao de probabilidade de tempos de voo para a trajetéria
bohmiana nesse sistema especifico.

Por outro lado, a distribuicao de Kijowski apresenta o mesmo comportamento
que a distribuicao obtida pela simulagdo numeérica, indicando que o principio de equi-
varidncia € satisfeito. Demonstramos que a TET é capaz de descrever essa classe
de cenario, porém, até o momento, a implementacao nesse contexto ainda nao foi
concluida. Nosso objetivo consiste em otimizar a implementacao da TET, fazendo uso
das trajetérias bohmianas, e comparar os resultados obtidos com a formulacdo de
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Kijowski e da simulagdo numérica.

Nesta secao, exploramos dois casos: a particula livre preparada em um estado
gaussiano e em uma superposi¢cado de gaussianas. No primeiro caso, 0 mais simples,
examinamos os formalismos de Kijowski e da TET para as trajetérias classica, semiclas-
sica e bohmiana. Observamos que eles concordam devido a simplicidade do sistema,
que nao possui caracteristicas quanticas significativas. No entanto, no segundo caso,
a formulacdo bohmiana da distribuicdo de probabilidade dos tempos de voo nao é
compativel com o sistema fisico em andlise. Portanto, a TET surge como a opg¢éo mais
apropriada para descrever cenarios nos quais a trajetéria bohmiana atravessa uma
coordenada varias vezes. Na proxima secao, investigaremos o caso da particula em
queda livre. Nessa andlise, compararemos o formalismo da TET para as trajetorias
classica, semiclassica e bohmiana com as abordagens operacionais propostas na se-
cao 3.2, destacando em que regime essas abordagens reproduzem o comportamento
da TET.

4.3 PARTICULA EM QUEDA LIVRE

Ao contrario do exemplo da particula livre, descrito na secao 4.2, o sistema
em questao é bidimensional, o que nos levara a obter uma distribuicado atemporal
p(x|y = 0). Considere uma particula imersa em um campo gravitacional uniforme,
preparada em um estado gaussiano com momento médio inicial nulo na coordenada v,
dado por

=\2
(27w§,0> y,0
e na coordenada x como
1 x — %)? 1
P(x,0) = 172 &XP [_%1 exp [Epo x}. (4.38)
(271(73%,()) x,0

Este sistema é analogo ao sistema descrito no final da subsegéo 2.3.2. J4 evoluimos
esse estado na sec¢do 2.3, repetindo o estado evoluido na coordenada y abaixo:

1 (v —7)? iS(y,t)/h
Y1) = g exp |~ | €U,
(27wy2,t)1/ 4 4(7y2,t
Vamos tratar primeiramente das teorias que geram distribuicao de probabilidade
de tempo de voo: TET para trajetéria classica, bohmiana e semiclassica. Em seguida,
iremos obter a distribuicdo de probabilidade atemporal para essas formulag¢des, bem
como para as abordagens operacionais da MQ descritas na secao 3.2.
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Trajetoria classica. Comecamos com a trajetéria mais simples, a classica,
definida por
t2
y(t) = ¢(yo po,) = yo+ L2t — £
p(t) = @(yo, po,t) = po — mgt.

A figura 12 ilustra o ensemble de 200 trajetérias classicas y(t). Cada curva da figura
representa uma trajetéria classica. Para construir esse conjunto de trajetérias, foi apli-
cado o mesmo método utilizado na figura 10, utilizando a respectiva trajetoria classica
que descreve o sistema. Observa-se que as trajetorias atravessam a coordenada y = 0
apenas uma vez, o que nos permite utilizar a formulagdo da TET para trajetérias em
espaco de fase, conforme descrito na secao 3.1.2. Observe que ha trajetérias com
momentos iniciais tanto positivos quanto negativos. Isso decorre do fato de que a
distribuicao de probabilidade inicial de momento é uma gaussiana com momento médio

-15 -10 -5 0
y
FIGURA 12 — Ensemble de 200 trajetérias classicas y(t) para a particula em queda livre. Os
painéis (a) e (b) apresentam as distribuicées para dois conjuntos de variaveis:
{O'y,() =2,% =10, pp =0, m = 0.03, g = 10} e {‘Ty,O =2, % =10, pp =
0, m =1, ¢ = 10}, respectivamente. Todas as quantidades fisicas estdo em
unidades arbitrarias.
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zero. Consequentemente, no ensemble de trajetérias, é possivel que a particula tenha
momentos positivos e negativos.

Para obter as distribuices de probabilidade, é necessario inverter as trajetérias.
Dessa forma, obtemos:

tZ

vo = Ay(y, po,t) =y — %t + g?, (4.39)
po = Ap(p,qo,t) = p+mgt, (4.40)
cujas derivadas sao dadas por
Iy (Yo, pot) =1, (4.41)
apow(yo, Po, t) =1 (442)
xt(y,p,t) =y +gt, (4.43)

onde yx: € encontrado isolando-se po na equagédo p — A, (Ay(y, po, t), po,t) = 0. Usando
a equacao (3.35), podemos obter a distribuicdo p.(y, p|t), lembrando que o estado
inicial sdo gaussianas separaveis po(vo, po) = po(yo)po(po) centradas em 7y e pp = 0
e com dispersao o, € 0y

oc(y plt) = pold—t(y, xt(y,p.t))) po (xt(y, p,t))

_ p gt2 2 >
(r-m-Ft-%)| 1 (P+mgt)]
= exp | — 5 exp |— 5 :
2moy, 20,9 V2705, 2070

Marginalizando a distribuicdo de probabilidade ¢.(y, p|t) sobre a variavel p, encontra-
mos

ocylt) = [dp ocly,plt)

—in— Py _ g_tz 2 2
_ /dp 1 exp _(y U 2> 1 exp (p+mgt)
\/2mo? 207, 2702 207,
y,0 L p.0 P
_ 122
1 <]/ — Yo+ gT)
= 5 exp | — 257 (4.44)
A /2mry y
com
_opoyf14 (f0 Y’ (4.45)
Uy — Uylo + mo’ylo . .

De maneira anéloga ao caso da particula livre, se considerarmos que a relagéo
entre as incertezas de posicao e momento no instante inicial é definida pela relacéo
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de incerteza de Heisenberg (0y0 00 = %) entdo a distribuicido classica coincide com
[y (y, t)|?. Para encontrar a distribuigio de probabilidade de tempo de voo, é necessario
primeiro inverter a trajetéria usando a equacao

9y (Y, Yo, po) = mg g\/ —28(y — o). (4.46)

A raiz que faz sentido fisicamente é a negativa, pois se y = yo 0 tempo de voo deve ser
t = 0. Em seguida, utilizando a equacao (3.37), obtemos

1
|9y %y (¥, Yo, pO)}]/OZAy(erO/t) = W gy (4.47)
m
e obtemos a fungao auxiliar
p = @(Ay(Y, o), po,t) = po — mgt
Xy(Y.p.t) = po = p +mgt, (4.48)

onde a fungéo x, € encontrada isolando-se pg na equagéo p — @(A4(q, po, t), po,t) = 0.
Enfim, obtemos

po(Ny (W, Xy (W, P, 1), 1), xy(y, 0, t))

pc(p,tly) =
19309y (¥ Yo, pO)‘yFAy(y,xy(y/p/t)) 19p0@(Ay (Y, po. ), po. ) ‘PO:Xy(y/P/f)
2
L — gt y—Jo— Gt+5% 2
_ 8 exp _( 2 5 exp |~ EEmE” |
2na§,02naplo 20y 2050
basta marginalizar p para obter a distribuicdo p(t|y):
pe(tly) = /dp pc(p,tly)
2
y—To— ht+ 5 2
= /d exp —( ) exp _—(p—i—nzigt) ],
1/271(72 271(7;% 0 2‘7y,0 205

sendo que a integral acima também sera resolvida numericamente. Vale ressaltar que
na sec¢ao 4.2 foi mostrado que se a relagao de incerteza entre momento e posicao for
igual a relacao de incerteza de Heisenberg, entdo para o grau de liberdade x, no qual
nao ha potencial, p.(x|t) = | (x,t)|?. Portanto

oelxly=0) = [ dt p(xlt) peltly)
= [atlp(x O peltly), (4.49)

onde a integracéo sera resolvida numericamente.
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Trajetoria bohmiana. Para a MB, a trajetoria é definida pela equacao (2.54),
repetida abaixo

(0 = 9o t) = 70— S + 2 (yy— ).
Ty,0

A figura 13 ilustra o0 ensemble de trajetorias bohmianas. Cada curva da figura representa
uma trajetéria bohmiana. Para construir esse conjunto de trajetérias, foi aplicado o
mesmo meétodo utilizado na figura 10, utilizando a respectiva trajetoria bohmiana que
descreve o sistema. Analogo ao que aconteceu com a trajetoria classica, as trajetérias
bohmianas atravessam a coordenada y = 0 apenas uma vez, o que nos permite utilizar
a formulacao associada a densidade de corrente de probabilidade, conforme expresso
na equacao (3.21), para obter a distribuicao de probabilidade do tempo de voo. Da
mesma forma que ocorre com a trajetéria classica, a distribuicao de probabilidade

15  -10 -5 0 5 10 15 20

FIGURA 13 — Ensemble de 200 trajetérias bohmianas para a particula em queda livre. Os
painéis (a) e (b) apresentam as distribuicées para dois conjuntos de variaveis:
{O’y,() = 2, ¥y = 10, Po = 0, m = 0.03, g = 10} e {Uy,O =2, ¥y = 10, Po =
0, m =1, g = 10}, respectivamente. Todas as quantidades fisicas estdo em
unidades arbitrarias.
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inicial dos momentos é por gaussiana com média zero®. Isso resultara na presenca
de particulas no ensemble que possuem tanto momentos iniciais positivos quanto
negativos.

Ao inverter a equacao bohmiana, obtemos

o, 2
vo=A(y,t) =790+ ;,0 (y — o+ %) . (4.50)
y

Para obter a distribuicdo prg(y|t), utilizamos a equagéo (3.9) e a derivada
dyP(vo, t), que pode ser expressa como

2
(o ot t
ayo‘P(yOrt) = LO =3 /1+ <_) .
Dessa forma, temos

Po(Ay, 1))
19509 (¥or D) yp—n
740 o~ W=To+8t2/2)* /207,

o, / 2
yt 271’0']/’0

gl )2] = [p(y. 1> (4.51)

1
————exp
\ /271(75} [ 2‘75,15

Analogamente ao estudo de caso da particula livre, a distribuicdo prgp(y|t) é
equivalente a previsao da MQ, evidenciando o principio da equivariancia. Para obter a
distribuicao de tempo de voo, necessitamos da derivada

pra(ylt) =

o
(Yo, t) = —gt+ 5 3/0—}/02
1+ (z)
2
£ y-do+%
pton s = |(72) e

Finalmente, utilizando a equacao (3.20), obtemos a distribuicdo de tempo de voo

VI
ore(tly) = (%) %—gt lw(y, )| (4.52)

Novamente, a distribuicdo de probabilidade que estamos obtendo é equivalente
aquela proveniente do formalismo de Muga-Leavens, expressa pela equacao (2.55),

3 E importante lembrar que a distribuicao de probabilidade inicial dos momentos esta relacionada com
a distribuicdo inicial de posicao, devido a transformagéo de representacdo da fungcao de onda que
ocorre por meio da transformada de Fourier.
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com a unica diferenca sendo a normalizagdo. No entanto, demonstramos numerica-
mente que a distribuicdo de probabilidade € normalizada.

Trajetdria semiclassica. Podemos facilmente estender o caso semiclassico
da particula livre para o caso da particula em queda livre, substituindo x por y + gt?/2
nas condi¢des iniciais (consulte o apéndice B para mais detalhes):

2 . - . —
y+ 5 it (§o+ iz po)

Yo = Ay, t) = T ot , (4.53)
- -
_ Pot lmw(]/.‘" 2 yO), (4.54)
1+ 1wt
onde
w— h
B 2m0§lo'

Analogamente ao método utilizado no estudo de caso da particula livre, aplica-
remos a TET com campo de velocidades associado. Para obter a trajetoria, isolamos a
posic¢do final na equagéo (4.53), lembrando que py = 0:
gt>
Yy =¢Wo t) = yo — 5 +iwt (yo = o), (4.55)
a derivada da trajet6ria em relacao a posicao inicial € dada por

dyoP (Yo, t) = 1 +iwt. (4.56)

Dessa forma, a distribuicao de probabilidade é dada por

@se(y’t) po(A(y,t))
‘ayo¢<y0/t)|yozl\(y,t)
S DN VT (. &l B
272, P 7202 (11 (wi)?) | T+ iwt]
ey
S . Y Zoj 7) (4.57)
2702, I Ty,

em que

0yc = 0y00/ 1+ (wt)?. (4.58)

Assim como no caso da particula livre, temos que w = h/ZmayZ/O, 0 que
implica que a distribuicéo de probabilidade semiclassica ps.(y|t) € igual a densidade
de probabilidade quantica |y (y,t)|>. A partir da equagao (4.35), temos que

oo(Ay,1))
19508 90}y
= po(Ay, 1)) [9eA(y, )], (4.59)

Osc(tly) =
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0.8 (a) ; Pc(tly-0)
06 E — Psc(tly-0)
5 i — p18(tly-0)
204; :
Y |
0.2/ |
(b) ©c(tly-0)
2.4¢
- K\)sc(tly_o)
S 1.8 — pTs(tly-0)
S
512
0.6
07‘ T T T 1
0 0.5 2. 2.5 3.

FIGURA 14 — Distribuicao de probabilidade de tempo de voo para a particula em queda li-
vre, obtida pelos métodos da TET utilizando a trajetéria classica, bohmiana
e semiclassica. Os painéis (a) e (b) apresentam as distribuicdes para dois
conjuntos de variaveis: {c,0 = 2, ¥ = 10, po = 0, m = 0.03, ¢ = 10} e
{oy0 =2, %0 =10, po =0, m =1, g = 10}, respectivamente. Todas as quanti-
dades fisicas estao em unidades arbitrarias. A linha vertical cinza representa o
tempo de voo classico da particula, enquanto a linha laranja tracejada representa
o tempo médio de todas as distribuigbes.

onde a derivada é calculada como

y—Ho)w +gt (4 —1i)
(1 +iwt)?

|0t Ay, t)| = 'z( (4.60)

Substituindo essa expressao na equacgao (4.59), obtemos a distribuicdo de
probabilidade para o tempo de voo

(v — Jo)w +gt (5 — i)
(1 + iwt)?

i (4.61)

©sc(tly) = po(A(y, t))

Vamos comparar trés métodos para obter a distribuicdo de tempos de voo:
o método TET utilizando trajetéria classica, bohmiana e semiclassica*. Na figura 14,

4 Lembrando que, para esse exemplo, ndo é possivel utilizar a formulagdo de Kijowski. Essa formulacdo
foi construida especificamente para o caso da particula livre e nao é aplicavel ao sistema em questao.
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plotamos as distribui¢des p.(t|y = 0), prp(t|ly = 0) e ps(t|ly = 0) para dois conjuntos
de variaveis. Da mesma forma que ocorreu com a particula livre, é possivel reproduzir
o comportamento da distribuicdo prg(t|y = 0) por meio das trajetérias classica e semi-
classica. Vale ressaltar que essa semelhanga € decorrente da simplicidade do sistema,
no qual ndo ha caracteristicas quanticas evidentes nas distribuicdes de probabilidade,
como interferéncia causada por superposicao de estados.

Por fim, obteremos a distribuicdo de probabilidade atemporal p(x|y = 0),
considerando que a funcédo de onda inicial na posicao x foi preparada como um
pacote gaussiano. Note que, para cada trajetoria utilizada, na se¢éo 4.2 calculamos a
distribuigdo e (x|t). Assim, basta resolver numericamente a integral

plxly = 0) = [ dt p(xlt) pitly =) (4.62)
2= PcX(y| 0-
0.05¢ — PscX(y| 0-
J 0.04¢ — prex(y| 0-

= co3 S N, PmX(y| 0-

2 0.02 Pmgx(y] O~

0.01

0.2 Pcx(y| 0-

— pT8X(Y| 0-

0 01 — Pec(y] O-
% o1 iy Pm=(y| 0-
@ PmgX(y| 0-

0.05¢

) 30 ) 20 ) 10 0 10 20 30
X

FIGURA 15 — Distribui¢cdes de probabilidade de atemporal p(x|y = 0) para a particula queda
livre, obtida pelos métodos da TET utilizando as trajetérias classica, bohmiana
e semiclassica, além dos modelos de tempo médio (tm) de voo e geométrica
(geo). Os painéis (a) e (b) apresentam as distribuicdes para dois conjuntos de
variaveis: {(Ty,() =2, ¥y = 10, pPo = 0, m = 0.03, g = 10} e {Uy,() =2, X =
10, pp = 0, m = 1, ¢ = 10}, respectivamente. Todas as quantidades fisicas
estdo em unidades arbitrarias.
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Lembrando que a presenga da distribuicdo p(x|t) na equagédo acima é de-
vido ao sistema ser separavel. E importante destacar que essa integracao pode ser
complicada, devido a presenca da distribuicdo p(t|y = 0), e por isso sera resolvida
numericamente. Além disso, vamos comparar a distribuicdo obtida com os métodos
operacionais propostos na sec¢ao 3.2. Na figura 15, apresentamos as distribuicoes de
probabilidade atemporal obtidas utilizando-se o formalismo TET com a trajetéria boh-
miana p7g(x|y = 0), a distribuicdo classica p.(x|y = 0) e a distribuicdo semiclassica
psc(x|ly = 0), bem como as distribuicdes puq(x|y = 0) e pu(x|y = 0), que foram
obtidas por meio das modelos geométrico e do tempo médio, respectivamente.

No painel (b) da figura 15, tanto os modelos geométrico e do tempo médio
quanto as distribuicbes oriundas da TET concordam, evidenciando que a precisao
de tais aproximagdes esta relacionada com a massa da particula, uma vez que no
painel (a) a massa da particula é pequena e as modelos discordam. Como mencio-
nado no estudo de caso da particula livre, sistemas que nao exibem comportamento
quéntico sdo bem descritos pela TET classica, que reproduz o comportamento obser-
vado pela TET bohmiana. Esse resultado valida a abordagem classica para sistemas
semelhantes. No entanto, em sistemas que exibem caracteristicas quanticas, como
superposicao, ndo é esperado que a TET para a trajetoria classica seja capaz de
descrever o sistema corretamente.

4.3.1 Caso nao Univoco

Vamos explorar um segundo caso para a particula em queda livre, no qual a
trajetéria y = ¢(yo, t) atravessa a coordenada y = 0 em dois instantes diferentes. Con-
forme discutido na secéo 3.1.1, de acordo com a TET, a distribuigcdo de probabilidade
de tempos de voo deve ser descrita pela equagéo (3.11). Na segéo 2.3, vimos que a MB
fornece uma prescricao para obter a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo a
partir do formalismo de Muga-Leavens, dada pela equagéo (2.34). No entanto, mencio-
namos que essa abordagem nao é capaz de descrever sistemas que nao sao univocos,
Ou seja, casos nos quais a trajetéria passa por um ponto em dois instantes diferentes.
Nesta subsecao, mostraremos que a TET descreve a distribuigcdo de probabilidade de
tempos de voo para tais trajetérias bohmianas. Compararemos essa distribuicdo com a
obtida pelo formalismo de Muga-Leavens e com uma distribuicao resultante de uma
simulacdo. Veremos que os resultados da TET e da simulagdo concordam, enquanto
os resultados obtidos pelo formalismo de Muga-Leavens discordam. Como estamos
analisando a distribuicao de probabilidade de tempos de voo, ndo sera necessario
considerar uma dimensao adicional, portanto, utilizaremos o caso unidimensional da
queda livre.

Considere uma particula imersa em um campo gravitacional uniforme e prepa-
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rada em um estado gaussiano, dado por

1 —7p)> i
) = e |- | 1]
0
(27‘[(7%0 v

Ja calculamos a trajetéria bohmiana para esse caso, que é definida pela equacao
(2.54), repetida abaixo:
= 2
_ - po, & 0y .
) = o+ L (yo—1o).
¢(yo t) = Fo+ ot — -+ T (Yo — %o)

Neste caso, escolheremos os parametros de tal maneira que a particula atra-
vesse a coordenada y = 0 em dois momentos distintos. Na figura 16, sdo apresentados
conjuntos de 100 trajetérias bohmianas. Para construir esse conjunto de trajetdrias,
foi aplicado o mesmo método utilizado na figura 10, utilizando a respectiva trajetéria
bohmiana que descreve o sistema. No painel (b), utilizamos uma massa maior para

| /_ =

-1b -10

FIGURA 16 — Ensemble de 100 trajetérias bohmianas para a particula em queda livre. Os
painéis (a) e (b) apresentam as distribuicées para dois conjuntos de variaveis:
{oyo =1, po =10, m = 0.5, g = 10} e {0y0 = 2, po = 40, m = 2, g = 10},
respectivamente. Todas as quantidades fisicas estdo em unidades arbitrarias.
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a particula em comparagdo com a usada na simulacao mostrada no painel (a). Ja
calculamos a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo para o formalismo de
Muga-Leavens neste caso, que é dada pela equacao (2.55), repetida abaixo:

1

o (tly) = ~ t (y—9) , Po

— =TT 4 = gt
O

9y, )%,

onde a funcdo de onda € dada pela equacgao (2.51). Por conveniéncia, a normalizagéo
N sera obtida numericamente.

Para a TET, € necessario inverter a trajetéria e encontrar {t; = ¢1(y, yo), t» =
%(y,y0)}. Ao escrever explicitamente o tempo na trajetéria, obtemos a equacéo:

P 2 £\ 2 )
¢(yo,t)=yo+%t—%+ 1+(;) (Yo — o),

onde

2mo>
T = hy’o. (4.63)

Isso resulta em uma equagao quartica para o tempo:

g(y—yo>+(%)2+M] PRIV I

T2 m

g2t4 _ Po8 s n
m

4
— \2 — \2
+ (y—790)"+ (yo—Ho)” = 0.

Observamos que na figura 16, a trajetéria cruza y = 0 em dois pontos, mas a
equacao acima nos da quatro raizes para t, portanto, teremos duas raizes nao fisicas.
Para encontrar as solugdes fisicas, utilizaremos o critério de que as solugdes devem
satisfazer

ti=0i(v,y0) 20, Vy,yo e t;i=79;(y,Alyt)),

onde t; = t deve ser satisfeito e yo = A(y,t). Em outras palavras, se utilizarmos
a inversdo da posicéo inicial yo = A(y,t), que é univoca, dados y e t podemos
encontrar yo. Se utilizarmos essa condi¢ao inicial na fungao 9; e obtivermos ¢; = t,
entdo tal solucéo € considerada fisica para um determinado instante de tempo t. Dessa
forma, encontramos as solucdes fisicas para cada intervalo de tempo. Para o caso
em questao, esses critérios sao suficiente para encontrar as solugdes. No entanto, em
casos mais complexos, podem ser necessarios critérios adicionais para determinar as
solugdes fisicas. Para maior conveniéncia, iremos realizar os célculos numericamente,
encontrando as trajetérias inversas, suas derivadas e implementando-as na equagéo
(3.11). Na figura 17, apresentamos a distribuicdo de probabilidade utilizando o método
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3.5 i Simulagcao
- — pTa(tly-0)
S ] — P (tly-0)
>
0.5 ‘\
15 Simulagdo — p1a(tly-0) ----- ©wmL(tly-0)
o 1
>
2 0.5
(b)
0-- | ‘ w ‘
0 1 2 3 4

t

FIGURA 17 — Distribuicao de probabilidade de tempo de voo para a particula em queda livre,
obtida pelos métodos da TET utilizando a trajetéria bohmiana, o método de
Muga-Leavens e pela simulagao das trajetérias bohmianas, apresentada pelo
histograma em cinza. Os painéis (a) e (b) apresentam as distribuicdes para dois
conjuntos de variaveis: {cy0 =1, fjo =9, m = 0.5, g = 10} e {0y0 = 2, fo =
36, m =2, g = 10}, respectivamente. Todas as quantidades fisicas estdo em
unidades arbitrarias.

de Muga-Leavens (curva tracejada preta) e a TET via trajetéria bohmiana (curva
vermelha).

Por fim, realizaremos uma simulacéo utilizando as trajetérias bohmianas para
obter a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo. Essa simulacéo € idéntica
aquela realizada na subsecao 4.2.1 para obter o histograma mostrado na figura 11,
com a diferenga de que foi utilizado um conjunto de 10000 trajetérias. Na figura 17,
apresentamos o histograma resultante dessa simulacao numérica, em cinza.

Na figura 17, comparamos os trés métodos para obter a distribuicdo de proba-
bilidade de tempo de voo: a TET utilizando a trajetéria bohmiana, o método de Muga-
Leavens e a simulagao das trajetérias bohmianas. Observamos que os resultados da
TET e da simulacdo concordam, enquanto os resultados obtidos pelo Muga-Leavens
discordam. Isso indica que o formalismo da TET descreve casos em que as trajetérias
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bohmianas ndo sdo univocas, enquanto o formalismo de Muga-Leavens ndo consegue
descrevé-los. Para esse caso, € possivel associar cada um dos picos, na distribuigao de
probabilidade obtida pela TET, a um cruzamento em y = 0. No painel (a), observamos
uma diferenca nas amplitudes dos picos, 0 que é uma manifestacao da equagéao (3.12),
indicando que cada contribuicdo de um determinado cruzamento para a distribuicao de
probabilidade deve ser normalizada. Portanto, quanto menor for a dispersao do cruza-
mento, maior sera a amplitude do pico, e o inverso também é verdadeiro: quanto maior
for a dispersao do cruzamento, menor sera a amplitude do pico. No painel (b), devido a
grande massa da particula, a velocidade de dispersao € pequena. Isso implica que as
amplitudes de ambas as contribuicées devem ser préximas. Outro ponto interessante é
que, a medida que a massa aumenta, o0 campo de velocidades se torna simétrico, ou
seja, |[v(y =0,t1)| = |v(y = 0, )|, 0 que explica a concordancia das teorias no painel

(b).

Nesta secdo, exploramos o caso da particula em queda livre, analisando-o
tanto pela perspectiva da TET quanto pelas abordagem geométricas e de tempo médio
propostas na secado 3.2. Concluimos que essas aproximagdes concordam com 0s
resultados da TET apenas para um regime em que a massa € grande.
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5 CONCLUSAO

O determinismo é um dos pilares que sustentam a MC, prescrevendo que é
possivel prever, sem nenhuma incerteza, o estado de um sistema em qualquer instante
futuro, desde que se conhecam as leis fisicas que o regem e suas condi¢oes iniciais.
Com o surgimento da MQ, emergiram interpretacdes que manifestavam o comporta-
mento ndo determinista do sistema, como a interpretacdo de Copenhague, que prevé
que as propriedades dos objetos quanticos nao tém valores definidos até que sejam
medidas, implicando em nao-determinismo. As previsdes oriundas da interpretacao de
Copenhague sao probabilisticas e compativeis com a maioria dos experimentos. No
entanto, outras interpretacdes surgiram, como a interpretacdo bohmiana, que recupera
o determinismo para sistemas quanticos, mas mantém as previsées probabilisticas e
compativeis com a MQ. Como ambas as previsdes sao equivalentes, ndo é possivel
decidir qual das interpretacoes é a correta. Apesar das previsdes estatisticas serem
idénticas, nao é possivel menosprezar o fato de que uma delas traz em seu substrato
trajetérias deterministicas. Este fato motiva a questao: é possivel que esses aspectos
deterministicos da MB impliquem alguma vantagem preditiva sobre a MQ? Em outras
palavras, poderiamos fazer previsdes para algum tipo de experimento para o qual a
MQ é silenciosa? Se sim, entdo a hip6tese do determinismo bohmiano poderia ser
confortada com resultados experimentais.

Motivados por esses questionamentos, realizamos um estudo comparativo das
interpretacoes de Copenhague e bohmiana em relacao as suas previsoes probabilisti-
cas, com o objetivo de distinguir essas interpretacdes e eventualmente promové-las
a diferentes teorias em vez de meras interpretagdes do formalismo quantico. A partir
desse estudo, foi possivel constatar que a interpretacao de Copenhague, sem hipéteses
adicionais sobre o tempo, ndo é capaz de fornecer previsdes para alguns experimentos
devido a sua incapacidade de prever distribuicées de probabilidade referentes ao tempo,
uma vez que tal quantidade é tratada como um parametro. No entanto, a interpretacéo
bohmiana é capaz de prever o comportamento das distribuicées temporais, fornecendo
previsdes para experimentos 0s quais a interpretacdo de Copenhague ndo € capaz de
descrever.

Nesse contexto, formulamos uma teoria equipada com trajetérias, que, sob a
hipétese de determinismo bohmiano, descreve sistema probabilistico, e emerge na-
turalmente da teoria as distribuicbes do tempo e de qualquer quantidade fisica que
possa ser mapeada pela trajetéria do sistema. A incerteza em qualquer quantidade é
oriunda da incerteza nas quantidades iniciais. A teoria foi formulada em dois contextos:
o primeiro, analogo a MB, onde ha apenas uma condi¢ao inicial com uma incerteza
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associada; e o segundo, analogo a MC, onde ha duas condig¢des iniciais com incertezas
independentes associadas a ambas. A TET é geral, no sentido de que, dada a distri-
buicdo de probabilidade inicial, qualquer trajetoria pode ser utilizada. Nos exemplos
mostrados, as distribuicées de probabilidade espaciais obtidas pela TET utilizando a
trajetoria bohmiana sao equivalentes as obtidas na MQ. Esse resultado é crucial para
validar nosso formalismo, pois funciona como uma autoavaliagdo. Caso contrario, ficaria
evidente que nosso formalismo é inadequado. Além disso, formulamos dois modelos
operacionais para a interpretacao de Copenhague que podem ser comparados com
resultados de experimentos realizaveis.

Com esses conceitos e ferramentas, estudamos trés casos:

» Experimento da dupla-fenda: O objetivo deste exemplo é mostrar o problema do
ponto de vista de um experimento bastante tradicional, a partir do qual obtém-se
a distribuigéo de probabilidade atemporal pr(y|x = x¢), em que x; é a posi¢ao
do conjunto de detectores (anteparo) em relacao as fendas. Mostramos que,
para comparar tais resultados experimentais com a previsao oriunda da MQ, é
necessario obter a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo, o que néo
é possivel sem suplementarmos a MQ com hipo6teses ad hoc acerca do tempo.
No entanto, do ponto de vista experimental, € possivel sugerir uma aproximacao
para a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo, de forma que se torne
possivel obter a distribuicao de probabilidade atemporal via MQ e confrontar o
resultado tedrico com os dados experimentais. Mostramos que, para um estado
inicial particular, a partir da TET para a trajetéria bohmiana, a distribuicdo de
probabilidade de tempos de voo é equivalente ao modelo experimental. O ponto
crucial deste exemplo é destacar a dificuldade em confrontar os resultados experi-
mentais com as previsdes teodricas da MQ quando levamos em conta o tempo de
voo do sistema, especialmente em um sistema fisico tdo emblematico quanto o
experimento da dupla-fenda. Obtivemos a distribuicdo de probabilidade atemporal
para a TET por meio das trajetérias bohmianas e pelo método operacional do
tempo médio. H4 uma redugéo na visibilidade da distribuicdo da TET em compara-
cao com a distribuicdo obtida pelo tempo médio. Nesse caso, a tal redugcéo pode
nao estar diretamente associada a descoeréncia, mas sim, com as contribuicdes
dos diferentes tempos de voo.

« Particula livre: Comegamos pelo caso mais simples, que envolve uma particula
livre preparada em um pacote gaussiano. Utilizamos a teoria de Kijowski para
calcular a distribuicdo de probabilidade de tempos de voo, tratando o tempo
como um operador na interpretacao de Copenhague. Em seguida, obtivemos a
distribuigdo de probabilidade via TET utilizando as trajetorias classica, semiclas-
sica e bohmiana. Notamos que todas as teorias utilizadas convergiram para as
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mesmas previsdes, o que pode ser explicado pelo fato de o sistema ser simples e
nao apresentar nenhuma caracteristica quantica, como superposi¢ao inicial de
estados.

Posteriormente, estendemos a analise para o caso em que o estado € preparado
em uma superposicao de estados gaussianos. Nesse caso, observamos que a
distribuicao de probabilidade de tempo de voo obtida pelo método de Kijowski
e a simulagcédo numérica discordam da distribuigdo obtida pela MB, enquanto as
primeiras concordam. No entanto, as previsdes da MB nao foram construidas para
descrever sistemas com trajetérias periddicas ou com pontos de retorno. Com
isso, a TET se torna op¢ao mais apropriada para descrever cenarios nos quais
a trajetéria bohmiana atravessa uma coordenada varias vezes. Pretendemos
concluir a implementacéo da TET para a trajetoria bohmiana nesse cenario, a fim
de obter a distribuicao de tempo de voo de acordo com tal trajetéria. Em seguida,
faremos uma comparacao com o formalismo de Kijowski e a simulacdo numérica,
buscando assim verificar se a MB e a MQS séo interpretacdes alternativas de
uma mesma teoria ou se sao teorias distintas. Esperamos que as distribuicbes
obtidas pelos formalismos de Kijowski e da TET, utilizando trajetérias bohmianas,
sejam equivalentes devido ao comportamento observado na simulagédo numérica
com trajetérias bohmianas. Acreditamos que o comportamento das distribuicdes
obtidas pela TET e pela simulacdo numérica deve convergir, indicando que o
principio da equivariancia deve ser satisfeito.

Particula em queda livre: Nesta andlise, estudamos um sistema de uma parti-
cula em queda livre, preparada em um estado gaussiano. Utilizamos trés métodos
para obter a distribuicdo de probabilidade de tempo de voo: TET via trajetérias
classica, semiclassica e bohmiana. Observamos que, para este sistema, tanto no
limite massa grande quanto no de massa pequena, os trés métodos convergiram.
No entanto, a distribuicdo de probabilidade ndo apresenta nenhuma caracteristica
guantica, como interferéncia devido a superposicao de estado. Assim, a TET clas-
sica e semiclassica foram capazes de replicar o comportamento da distribuicao
oriunda da trajetéria bohmiana.

Em seguida, calculamos a distribuicdo de probabilidade espacial atemporal, ou
seja, a distribuicdo de probabilidade de um segundo grau de liberdade de posicao
dado que a posicao do primeiro grau de liberdade (considerando o "chao" do
sistema em y = 0 e os detectores nesse ponto). A particula foi preparada como
um pacote gaussiano em x. Novamente, consideramos dois regimes, o de massa
grande e massa pequena, e observamos que em ambos o0s regimes a distribuicao
oriunda da TET via trajetoria classica, semiclassica e bohmiana concordam. No
entanto, as aproximacdes geométrica e de tempo médio concordam apenas para
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0 regime massa grande, evidenciando que, para o regime de particula com massa
pequena, tais aproximag¢des ndo concordam com o resultado da TET.

Exploramos, por fim, 0 caso em que a trajetéria bohmiana para a particula em
queda livre ndo € univoca. Demonstramos que a TET fornece previsdes para a
distribuicdo de probabilidade de tempos de voo que sdo consistentes com as
simulacbes baseadas na trajetéria bohmiana. Por outro lado, 0 método da MB, que
utiliza a densidade de corrente de probabilidade, produz resultados discrepantes.
Isso evidencia que o formalismo da TET é mais abrangente do que o da MB.
E interessante notar que, para o caso especifico em que a massa do sistema
€ grande, as teorias concordam. Esse resultado pode ser atribuido a natureza
simétrica do campo de velocidades & medida que a massa aumenta.

Apds examinarmos diferentes formulagdes da MQ e analisarmos a distribuicao
de tempo de voo em sistemas com e sem interferéncia quantica, concluimos que
as distribuicdes de probabilidade de tempos de voo obtidas pela TET via trajetérias
classica, semiclassica e bohmiana, juntamente com o método de Kijowski, concordam
em sistemas onde nao ha interferéncia quantica. No entanto, os método geométricas e
de tempo médio s6 sao validas para sistemas com massa grande.

Nosso objetivo futuro consiste em realizar a implementacéo da TET para a
trajetéria bohmiana de uma particula livre preparada em uma superposicao de gaussi-
anas, conforme discutido na subsecéo 4.2.1. A proposta € obter evidéncias teéricas
que indiquem a distincao entre a MB e a MQS, ambas buscando descrever a natureza
quantica. Caso as previsoes tedricas da MQS e da MB sejam discrepantes, abrir-se-a
espaco para futuros estudos em sistemas fisicos realizaveis experimentalmente, a fim
de verificar qual teoria efetivamente descreve o mundo quantico. Essa investigacao
aprofundada podera contribuir para responder a uma questao fundamental: os sistemas
quanticos sao afinal deterministicos?

Uma abordagem adicional promissora consiste em aplicar a TET para a de-
terminagéo do tempo de tunelamento, uma vez que existem resultados experimentais
bem estabelecidos para essa grandeza, assim como previsdes fornecidas pela MQ.
Tal investigacao proporcionaria uma forma indireta de avaliar se a MB ou a MQ séo
efetivas na descricdo dos sistemas quanticos.
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APENDICE A — MECANICA CLASSICA

Neste apéndice, exploraremos aspectos do formalismo da mecénica classica
(MC), que séo fundamentais para o entendimento do trabalho. Organizamos este apén-
dice da seguinte forma: na secao A.1, abordaremos as transformacdes de Legendre;
na secao A.2, trataremos do formalismo hamiltoniano; na se¢éo A.3, analisaremos o
formalismo de Hamilton-Jacobi; e, por fim, na secdo A.4, exploraremos o formalismo
Liouvilliano. Para uma analise mais aprofundada dos conceitos da MC, recomendamos
consultar as referéncias [49, 50]. Essas sec¢des fornecerao uma base soélida para o
estudo das formulagdes classicas utilizadas ao longo do trabalho.

A.1 TRANSFORMAGCAO DE LEGENDRE

Considere a fungéo f(x,y) com as variaveis independentes {x, y}. A diferencial
total de f é dada por

_9f of
df—adx—kady. (A1)

Agora, seja a funcéo g(x,y,u) = ux — f(x,y), onde u é uma variavel adicional.
A diferencial total de g é dada por

dg = xdu+4udx—df

= xdu—i—udx——fdx—gi; (A.2)

Suponha que u seja uma fungdo de {x, y} definida por

u(oy) = 2L (A3)

Substituindo a equagéo (A.3) na equacéao (A.2) obtemos

_ _ f _9f
dg = xdu+udx dx 3y dy,
_ f N f _9f
= xdu + dx B 3y dy,
= xdu— f (A.4)

Essa equagao mostra que ¢ é uma funcéo de u e y, ou seja, ¢ = g(u,y). Para
obter uma expressao explicita para g(u,y), precisamos primeiro inverter a equagao
dxf = u e obter x(u,y). Entdo, podemos reescrever a fungdo ¢ como

guy) = x(wy)u—f(x(u,y)y). (A.5)
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A equacao (A.5) define a transformacgéo de Legendre, que nos permite obter
uma fungéo g(u,y) para qualquer fungéo f(x,y), onde u = d,f. O ponto mais impor-
tante sobre essa transformacéo é que ela nao perde informacéo, ou seja, € inversivel,
podendo recuperar toda a informagéo da fungdo f usando a fungéo g.

A.2 FORMALISMO HAMILTONIANO

Considere a Lagrangiana L(q;,4;, t), onde g; representa a i-ésima coordenada
generalizada, 4; = d:q; € a derivada no tempo da i-ésima coordenada generalizada.
Defina o i-ésimo momento generalizado 7r; como

oL .
T = a—ql = ﬂi(q]', q], t) (A6)

Invertendo a equagé&o acima, temos ¢; = 4;(q;, 7tj, t). Podemos entéo definir a
hamiltoniana H(g;, 7t;, t) como a transformada de Legendre da Lagrangiana L, dada
por

[11/ 7Tl, Z T 4 — qn di, ) (A.7)

A partir da equacéo (A.7), podemos escrever a diferencial total de H da seguinte
forma:

dH = Zd(ﬂfi qi)—dL
i
. . oL JL .. OJL
- Z[n—idqz"f’% dﬂz] _Z{a_‘]z dql"i_a_qidqz"‘gdt}

i i

. oL oL
=) [ﬂi d‘]i""?idﬁi_a_qd%_ni d%'_gdt} ,

i 1

oL aL
_ s A — —— dg. A.
Por outro lado, a diferencial total de H deve ter a forma geral
oH oH oH
= —dgi + — A.
dH §i; {dqi dg; + i dri+ —- dt] (A.9)

Ao comparar as equacgoes (A.8) e (A.9), chegamos a 2n + 1 equagdes, sendo
n a dimenséo do espago g:

. 9H
oH
o _ 27 A.11
oL oH
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Essas equagdes, (A.10), (A.11) e (A.12), sdo conhecidas como as equagdes
de Hamilton. Podemos utilizar a notag@o de parénteses de Poisson para reescrever as
equacodes de Hamilton, dada por

ou dv  Jdu Jdv
u,vt = —_—— — . A.13
{ } Zl: 87'(1' E)q, 8q, 87'(,' ( )

Com essa notacéao, as equacdes de Hamilton podem ser escritas como

gi = {qi,H}, (A.14)
o= {7'[1',H} == {H, 7'[1'}, (A15)
ou ainda na notacéao
gi = —{H,e} g, (A.16)
1, = —{H, e} m. (A17)

De forma geral, temos que {H, ¢} u = {H, u}. Assim, podemos reescrever as equagoes
de Hamilton em termos de parénteses de Poisson, 0 que é conveniente em algumas
aplicagdes.

A.3 FORMALISMO DE HAMILTON-JACOBI

Considerando as equacoes de Hamilton dadas por (A.10) e (A.11), podemos
nos perguntar quais transformacdes das coordenadas canénicas {g;, 7r; } para um novo
conjunto de coordenadas {Q;,I1;} preservariam as equagdes de Hamilton. Em outras
palavras, buscamos definir as novas coordenadas como

Qi = Ql'(ql,...,qi,ﬂl,. . .,7'Cl',t),
Hl - Hl(qll . -15]1'/ 7-[1/' . '/pi/ t)/

de forma que as equacdes de Hamilton sejam preservadas, ou seja,

: oK

Qi - 8_1—[1"

: oK
= o

onde K(Q,I1, t) é a nova fungéo hamiltoniana. Tal transformagéo é chamada de trans-
formacéo canénica. As transformagdes de Legendre, mostradas na secéao A.1, séo
mais gerais que as transformagdes candnicas, no entanto as transformagdes canbdnicas
tém a vantagem de incluir a possibilidade de mesclar coordenadas g; € momentos 7;
na definicdo das novas variaveis, o que pode ser conveniente em certos casos.

Uma forma alternativa de obter as equacdes de Hamilton é através do principio
da a¢ao minima (ou principio de Hamilton). Esse principio afirma que a trajetoria das
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variaveis candnicas entre os instantes t; e tp, com g;(t;) e g;(t») fixos, sempre sera a
trajetéria que minimiza a acao s, definida como
t
slq] = t dt L(q,4,t). (A.18)
1

Matematicamente, o principio da acdo minima impde que a variacao da agao deve ser

zero, ou seja,
t
ds =90 (/ “dt L(q,q,t)> = 0.
fy

A partir da equacéao (A.7), podemos escrever a agcao como

bs = & </t2 dt [Z 7 d; + H(qi, 7, t))] =0, (A.19)
t -

onde dg;(t;) = dg;(t2) = 0. E possivel adicionar qualquer fungéo dh(g;, Q,t)/dt ao
integrando da equacéao (A.19), sem alterar as equagdes de Hamilton, pois
b2 dh
0 < t dt E) =0 (h(q:;,Q,t2) — h(q:,Q, t1)) =0, (A.20)
1
o que decorre de {g;(t1),q:(t2), Q} serem fixos. A fungéo & é conhecida como fungéo
geratriz.

Definiremos as novas variaveis candnicas {Q,I1} que satisfazem as novas
equacodes de Hamilton para K, impondo que a variacdo da acao seja nula:

) (/tz dt [ZHi Qi+K(Q,H,t)]> =0, (A.21)
t ;

com 6Q;(f) = 6Q;(tp) = 0. Para garantir que a equacao (A.21) seja satisfeita, a
maneira mais geral seria impor que

ZH Qz + K(Q,I1,¢t) [an qi + H(qi, i, )] - %tglt)/ (A.22)

onde usamos a liberdade da equacéo (A.19) para adicionar uma fungéo h na variagao,
sem alterar a equacao de Hamilton. Integrando a equacgéao (A.22) no tempo e aplicando
a variagdo em ambos os lados, e ainda impondo que dg(t;) = dq(t>) = 0, obtemos

(/dt [ZH O+ K(Q,TI, t)]) ah(qg—QQz”) 5Q; — ah(qg—QQll“) 501 (A.23)

Assim, se 6Q1 = Q> = 0, a equacao (A.21) sera satisfeita. Para simplificar
a notacdo, vamos fixar a constante de escala A = 1, uma vez que ela afeta ape-
nas a escala das coordenadas e momentos. Na equacéao (A.22), podemos escrever
explicitamente a derivada total de i como:

. oh oh . oh
ZHiQi—f—K(Q,H,t):Zﬂiqi—f—H(qi,T(f,t)—Z(a qi + aQQ)_’__'
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Para que o principio da agdo minima (A.21) seja satisfeito, as seguintes rela-
cbes devem ser validas:

oh
oh
oh

Portanto, a transformagédo canbnica é implicitamente definida pela fungéo
geratriz h(g, Q,t). No caso particular em que K = 0, a equagao de Hamilton (A.12)
é satisfeita se a fungao geratriz for a propria agcéo do sistema h(gq,Q,t) = s(q,Q, ),
que nesse contexto € conhecida como funcéao principal de Hamilton. As equacdes de
Hamilton para as novas variaveis ficam triviais

Q;=0 e I, =0, (A.27)

com o momento candnico definido como 7; = 9,5, € a equagéo (A.26) torna-se

H(q,04;s,t) + % =0. (A.28)
O estudo desta transformagédo canénica em especifico é conhecido como

formulacdo de Hamilton-Jacobi, e as equagdes de Hamilton-Jacobi sdo definidas por

0s
H(ql,...,qi,aqlsl...,aqis,t)+a :0, (A29)
, T 105

onde s = s(qy,...,4;,11,...,I1;t) € a fungdo principal de Hamilton ou gerador de
trajetérias.

A4 FORMALISMO LIOUVILLIANO
Considere o operador Liovilliano £ definido por
L=1{H,e}, (A.31)
a partir do qual podemos reescrever as equagdes de Hamilton como
gi = —Lqi, (A.32)

T = —L 7t (A33)

Uma propriedade interessante desse operador € que, para o caso especial em
que o hamiltoniano H nao depende explicitamente do tempo, o operador Liovilliano
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também n&o depende do tempo. Isso significa que a evolucao das trajetorias no espaco
de fase é governada por operadores lineares fixos ao longo do tempo. Portanto, as
solucdes para as equacgoes diferenciais (A.32) e (A.33) sao dadas por

q(t) = qb(q(O),t)—e “q(O), (A.34)
7(t) = @(n(0),t) =e Lt 7(0). (A.35)

Observe que, dadas as condigdes iniciais 4(0), p(0), é possivel evoluir a trajetéria no
espaco de fase utilizando o operador e~ £, que é analogo ao operador de evolucdo
temporal presente no formalismo quantico. Essas equacdes representam a evolucao
temporal das variaveis canonicas g e 7t a partir de suas condigdes iniciais, dadas res-
pectivamente por g(0) e 7(0). O operador exponencial e~** atua como um propagador
temporal que mapeia as variaveis iniciais para seus valores em qualquer instante ¢.

Com o formalismo Liovilliano, é possivel discutir a dinamica de sistemas classi-
cos probabilisticos. Ou seja, se ndo temos acesso as condi¢des iniciais exatas, mas a
uma distribuicao de probabilidade p(g(0), 7(0), t = 0), podemos encontrar a distribuicao
de probabilidade p(gq, 7T, t).

Primeiramente, consideremos que a distribuicao de probabilidade no espaco de
fase {q1, 11,92, 2, ..., qNn, TN } € incOmpressivel, ou seja, uma variagao da distribuicéo
de probabilidade p no tempo esta ligada a uma unica corrente de probabilidade J= Vp,
em que V = [d1, 711, 4o, 702, - - ., 4, 7tn], que define a equagéo de continuidade

00 +V-J=0. (A.36)
Substituindo a definicao de corrente de probabilidade, obtemos
atp+(Vp)~9+p<V~v> =

0 segundo termo pode ser reescrito como

- NTop . 9o .
(Vo)-V = Z{—pqﬁa—f;m}

= L9ai
Al ap aql ap 87'(1
3 {a_%' a " om ?] / (A.37)

e o terceiro termo pode ser reescrito como

/09) - o

0q;
N[ oH oH
- f Z {aqzaﬂz anzaqz} (A.38)

A equacao (A.36) pode ser reescrita:

ap aql dp Imi| _
00 +Z{ p Bnl | =0 (A.39)
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A equacdo (A.39) representa a derivada total de p, levando-nos a seguinte concluséo:

dp
< =0. (A.40)

Esse resultado é conhecido como o teorema de Liouville, que afirma que a distribuicao
de probabilidade p(g, 7r) é constante ao longo de qualquer trajetéria no espago de fase.
Além disso, o volume do espacgo de fase permanece constante. Se considerarmos um
volume infinitesimal dT'; = dm;dg; e evoluirmos um tempo 4t infinitesimal, podemos
calcular as variages infinitesimais dq; e drt; como

dq: = dg;+ aqiqi dq; ot, (A.41)
dﬂ’ll- = dm;+ aﬂif[i dr; ot. (A.42)

Assim, podemos obter o volume evoluido 4T’ em um instante infinitesimal
posterior, considerando apenas os termos lineares de 6t

dq; O
"' — dd dn = da: drt i Ut
al" = dgq;dm; = dq; dm; {1 + (aql + 8711) (St}
oH oH
= dqz d?’[i |:1 + (aqiaﬂ'i - aniaql) 5t} = dql dﬂ'i. (A43)

Esta ultima expressao ilustra que o volume do espaco de fase permanece
constante no tempo, o que € uma consequéncia importante do formalismo Liovilliano.
Esse resultado pode ser generalizado para volumes finitos. Reescrevendo a equacao
(A.39), obtemos

N T9p aql dp O
atp+2{ qi "o af] ’

N dp 0H 9dp oH
=L {a_ma_%_a_ﬂiza_m} e
dp = c p- (A.44)

A equacdo (A.44) nos da a dindmica da distribuicao de probabilidade p, se o
hamiltoniano ndao depende explicitamente do tempo. Em outras palavras, a evolugao
temporal da distribuicdo de probabilidade pode ser obtida por

(g, 7, t) = e p(qo, 0,0), (A.45)

onde g0 = q(0) e o = 7(0). Observe que na equacao (A.45), o operador e~ age sobre
as variaveis candnicas iniciais {g, 7t}. A partir das equagdes (A.34) e (A.35), podemos
obter:

qo(q,700,1) = Aqlg,70,t) = e q(t),
m0(qo, T, t) = Ax(qo, T, t) ="t m(t).
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Com base nessas equagdes, encontramos a trajetéria inversa {qo(q, 7o, t), 7wo(qo, 77, ) }
Assim, a evolucao de uma distribuicao de probabilidade para um sistema classico pode
ser expressa como:

p(q, 7, t) = p(Ag(q, 70, t), An(qo, 7T, 1), 0). (A.46)

Concluimos, portanto, que evoluir a distribuicdo de probabilidade inicial utilizando o
formalismo Liouvilliano é equivalente a avaliar a distribuicdo de probabilidade inicial na
trajetoria inversa {A,(q, 7o, t), Ax(qo, 7T, 1) }.
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APENDICE B — APROXIMACAO SEMICLASSICA

Neste apéndice, exploraremos o trabalho [48], no qual os autores realizam uma
aproximacao semiclassica utilizando o formalismo de propagadores de Feynman, com
0 objetivo de obter uma funcdo de onda semiclassica. Essa abordagem resulta em
uma trajetoria semiclassica emergente para a particula, que pertence ao espaco de
fase complexo. O propdsito deste apéndice é fornecer uma descricdo detalhada desse
formalismo, derivando as trajetérias semiclassicas para os sistemas fisicos que serao
analisados ao longo do trabalho.

Considerando a evolugao temporal do estado |¢(#y)) na representagdo de
posic¢ao, expressamos a fungéo de onda (xy, t) como

W(xp,t) = (e Ulto, ) [9(to)) = (x| Ulto, DL (t0))
= [ i gl Qlto, 1)) (il (1)

= /dxi (gl U(to, t) |xi) 9(xi, to),

sendo o propagador de Feynman (x| U(to, t) |x;) = (x¢|exp (—iH(t — to) /1) |x;). No
limite semiclassico, obtemos o propagador a partir da trajetéria classica que conecta
o ponto inicial x; ao ponto final x; no tempo ¢. Essa aproximagao € conhecida como
aproximacao de Van Vleck. Dessa forma, a funcéo de onda semiclassica lPsc(xf/ ) é
dada por

Yuclip,t) = [ (egl Ulto ) |xi)e 9 o), 8.1)
em que (x¢| U(to, t) |x;)s € 0 propagador de Van Vieck.
Consideramos um estado inicial ¢(¢y) que é um pacote gaussiano com posicao

média Xy, momento médio py e incerteza na posi¢cdo o,y = b/+/2 e momento 0p0 =
/200 com

h
b=4/— e c = Vhmw.
mw
Esses parametros definem a escala de comprimento e momento, respectivamente,
satisfazendo be = %i. E conveniente representar o estado inicial como o estado coerente

z) do oscilador harménico de massa m e frequéncia w, definido por
11,2 At
|z) = e 2 & o),

em que |0) é o estado fundamental do oscilador harménico, 4* é o operador criagao

definido como
+ 1 /X P
@ =—\-—1—],
V2 \b ¢
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e o rotulo z € um numero complexo dado por

B 1 Xo  .Po
T2 ( b ) |
A forma final da aproximagao semiclassica do pacote de funcao de onda é dada por

Pe(xp,z;t) = / dx; (xs| U(to, 1) |xi)e (xi]2). (B.2)

Antes de aplicar o método da fase estacionaria para integrar a equacao (B.2), é
importante estabelecer a relagéo entre os elementos da matriz tangente M e segundas
derivadas da agdo S(xy, x;; t)! para a trajetéria classica, que é definida por x(t) e
p(t), com as condigdes de contorno x(t = 0) = x; e x(t) = x. A matriz tangente €
responsavel por conectar um pequeno deslocamento da posi¢ao éxy e do momento
opy final a um deslocamento inicial x; e dp;, por meio de uma aproximagao linear. A
relacdo da matriz tangente com a acao é dada por

5Xf ox; ox: ]
b =M TI _ | Mxx Mxp Tl (B 3)
oy | T opi | T opi |’ '
- ~ Mpx  Mpp c
Sii _c 1 ]
M= Si b Sis
Tl b(s,— G, S0 S|
¢ \7if = 2ff Sy i

onde
9°S 9°S 92S

W= N T aaxy ST

A referéncia [51] oferece mais detalhes sobre a derivagéo da férmula acima.

O propagador de Feynman é definido como

7 Dlx()] exp (%S[xf, xi]>, (B.4)

i

(gl Ulto 1) x) = |

sendo possivel encontrar mais detalhes sobre a derivagdo dessa expressao na referén-
cia [36]. A acao S é definida como

S[xs, x] = /Ot dt L(x(8), x(1)),

na qual L é o lagrangiano ao longo do caminho x(¢) sujeito as condigdes de contorno
x(t = 0) = x; e x(t) = x¢. Ao aplicar o método da fase estacionaria para resolver a
integral na equacao (B.4), obtemos o propagador de Van Vleck

eiS/hfin/él

Uty t) |x;).,. = ———x.
<xf’ (0 )’x1>sc b\/m

' A acéo classica desempenha um papel fundamental no propagador de Van Vleck, sendo essencial
expressa-la como uma fungao da matriz tangente.
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Para os sistemas em que utilizaremos o formalismo de Van Vleck, ndo se
verifica problemas do elemento da matriz tangente m,, se anular. Contudo, em ca-
sos em que essa divergéncia ocorre, é necessario fazer a aproximacao para ordens
aproximativas maiores. O produto interno (x;|z) é dado por

= o [E52  f (5- 2)]

Assim, a equacéo (B.2) pode ser reescrita como

exp ®

Pse(xp,z;t) = /dxi A (B.5)

onde
i x x;—X%0)* .7
(ID(xf,xl-,-t) =z {S-I—ﬁo (xi_g)} _%_ZZ

e o pré-fator é dado por

Para resolver a integral na equagéao (B.5) vamos aplicar novamente a aproxi-
macao de fase estacionaria. Nessa abordagem, expandimos a funcao ¢ em torno do
ponto de sela, definido por 0®/dx; = 0. Assim, aproximamos a fungéo & por

L ., 19°® 8
O~ D+ a_xl-(xi — X))+ Ea_xg(xi - %)%,

onde as quantidades avaliadas no ponto de sela receberao o simbolo ~ (til) sobre a
letra que as representa. Calculando a derivada primeira de ®, obtemos

0P o i, _ ' (xi - fo)
a_xi 7 (Po — pi) Tz
Aqui, definimos

dS
pi(xf/xi/ t) - _a_xl (B6)

como o momento conjugado de inicial da trajetéria classica. A derivada segunda de ®
emrelacdo a x; €

?d iop; 1
P 2D = “hox (B.7)

O ponto de sela %; = xq(xy, t) € obtido a partir da equagéo

0P _x—% po—Po_,
oXx; b c

) (B.8)
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em que definimos
Po(xf; t) = Pi(xf, xo; t). (B.9)

Note que a equacéo (B.8) implica que xy pode ser um numero complexo, o que
faz com que a trajetéria também o seja. Ao realizar a integracao, obtemos

19°®
Pse(xf,z;t) = /t:lxZ exp [2 o 2( )2]

- b3/27r1/4,/27rmxp \/ 82 d

Utilizando a equacéao (B.7) e as definicdes das matrizes tangente, é possivel reescrever
a segunda derivada de ® como

. iS; 1 I Myy + 1My
R i L1 T Ty
Xi h b2 b2 Myp

Assim, podemos reescrever ysc(xs, z; ) COMO

N 1 X\  (x0—%o)
lpsc(xfrzrt) - b1/2ﬂ1/4\/mexp |:7”'ZS + hPO (xo ) ) oh2 :|/(B10)

sendo essa a forma final para a aproximacgao semiclassica da funcao de onda.

Utilizando o formalismo semiclassico apresentado, iremos calcular as trajetorias
semiclassicas a partir das condi¢des de contorno para os sistemas que serao estudados
neste trabalho.

Particula Livre. Considere uma particula livre preparada como um pacote
gaussiano definido por (2.35), com hamiltoniana dada por H = P?/2m. Nesse caso, a
acao classica é definida por

(xf —x;)?

; , (B.11)

m
S(xf,xi; t) = >

O parametro w é definido como
c h  h

w = —= =
mb  mb? 2m0§0'

e os elementos da matriz tangente sdo: myy = 1, myy, = wt, mpy = 0 € my, = 1. A
trajetéria é definida pela trajetéria classica

x(t) = A+ Bt,
onde A e B s&o constantes arbitrarias. Como x(0) = xp € x(T) = x¢, ent&o

xf—xo

A= e B =
X0 T

(B.12)
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A partir das condic¢des iniciais definidas pelas equacdes (B.8) e po(xf, z;t) =
pi(xf, x;;t) = 04,5, obtemos as seguintes relagoes

xo—fo+iP0—P0:O
b c
xf—xo

=m .
Po ;

Resolvendo o sistema de equacoes

X+ it (fo + iml—wﬁo>

xo(xf,z; t) = 1wt (B.13)
Por fim, de po(xf, z;t) = pi(xf, xo; t) = 94,5, obtemos
po +imw (xf — Xo
po(xf,z;t) = ( f ) (B.14)

1+ iwt
Entéo, a partir da equacéo (B.10), temos a fungé&o de onda semiclassica ¢, para a
particula livre.

Particula em queda livre. Considere uma particula em queda livre, cuja
preparacao inicial seja um pacote gaussiano definido por (2.45), com hamiltoniana
H = P?/2m + gmY. A ag&o classica para este sistema ¢ dada por

2
S(ypyat) = WISy Ly IS (B.15)
Novamente é conveniente definir o parametro w como
N N
mb — mb? m‘fyz,o

Os elementos da matriz tangente séo: m,, = 1, my, = wt, my, = 0e my, = 1.
A trajetdria semiclassica é definida por

2
y(t):A+Bt—g7t

onde A e B sdo constantes arbitrarias. Como y(0) = yo e y(T) = yy, entéo

_ Vi 8 (B.16)

A= e B
Yo T 2

A partir das condicdes iniciais definidas pelas equacoes (B.8) e po(yf, z;t) =
pi(y yist) = 0y,S, obtemos as seguintes relagbes
Yo—¥o . ;Po—Po_
b c

— Yo
=m0

mg
—=1.
2
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Resolvendo esse sistema de equacdes, obtemos a expressao para a condigéo inicial

2 . —_ . —
Y+ % + iwt (yo + z%p())

yo(ys, zit) = T i , (B.17)
e a expressdo para o momento inicial py é definida como
2
po + imaw(ys + 5 — 7o)
poys,zit) = ST 2 . (B.18)

1+ iwt

A partir da equacéo (B.10), obtemos a funcdo de onda semiclassica para a
particula em queda livre.
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