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RESUMO

Neste trabalho abordamos como implementar Caminhada Quântica por Modelo de Es-
palhamento (CQME) em dois tipos distintos de rede: hexagonal e na rede triangular
infinita. No caso da rede hexagonal, apresentamos tanto o formalismo para CQME’s no
espaço de posição, no qual abordamos redes infinitas e com condições de contorno, como
para CQME’s no espaço de momento. No caso da rede triangular infinita, apresentamos
apenas o formalismo para CQME’s no espaço de posição. Em um primeiro momento,
apresentamos os principais conceitos e o formalismo de uma Caminhada Aleatória Clás-
sica (CAC) e de seus análogos quânticos, a Caminhada Quântica por Modelo de Moeda
(CQMM) e a CQME, estes com tratamento unidimensional. Em seguida apresentamos o
formalismo geral para CQME’s em redes hexagonais infinitas, e, propomos uma parame-
trização AB para as matrizes de espalhamento desta rede. Nós também apresentamos os
principais resultados para CQME’s com matriz AB, isto é, distribuição de probabilidades
e o Deslocamento Quadrático Médio Radial (DQMR), obtido de maneira numérica e, por
um modelo apresentado. Dentro deste contexto, apresentamos então o formalismo e o
resultados obtidos para CQME’s imparciais em nanofitas quadradas, além de propor um
modelo que relaciona a distribuição de probabilidades nas bordas das nanofitas com o
tamanho da nanofita. Na sequência, apresentamos o formalismo genérico para CQME’s
no espaço de momento de redes hexagonais, e, em seguida, propomos um método para
obter os autovalores do sistema com dependência da parametrização das matrizes espa-
lhamento para os vértices não equivalentes da rede. Dentro deste contexto, apresentamos
os resultados para as bandas de energia, velocidade de Fermi e velocidade de grupo, todos
obtidos para CQME’s no espaço de momento com matrizes AB. Além disso, mostramos
que para regiões próximas aos pontos de alta simetria K e K’ na primeira Zona de Bril-
louin, os resultados obtidos via CQME convergem com os via Tight Binding First Nearest
Neighbors (TB-1NN). Ademais, utilizando a equação genérica de autovalores para CQME
no espaço de momento e, tomando uma parametrização geradora do SU(3) para as matri-
zes de espalhamento, nós apresentamos os resultados obtidos por meio de de um método
numérico computacional para as bandas π e π∗ de três materiais de Dirac 2D: grafeno,
germaneno e siliceno. Apresentamos também o formalismo para CQME’s na rede triangu-
lar infinita e, uma abordagem para analisar a simetria dessa rede utilizando permutação
de rótulos entre os estados topologicamente equivalentes. Além disso, apresentamos todas
as permutações possíveis e as simetrias presente entre elas. Por fim, nós apresentamos as
conclusões associadas aos tópicos de pesquisa deste trabalho.

Palavras-chave: Caminhada Quântica por Modelo de Espalhamento; Rede Hexagonal;
Bandas de Energia; Materiais de Dirac;



ABSTRACT

In this thesis we show how to implement Scattering Quantum Walk (SQW) in two types
of networks: honeycomb and infinite triangular network. In the case of the hexagonal
lattice, we present the SQW formalism in position space with and without boundary con-
ditions, as well as in momentum space. In the case of the triangular lattice, we present
the formalism for SQW in position space. First of all, we present the main concepts and
the formalism of a Classical Random Walk (CRW) and its quantum analogs, the Coined
Quantum Walk (CQW), and the SQW, all of which have a one-dimensional treatment.
We then present the formalism for SQW in the infinite honeycomb lattice in position
space, and we propose an AB parameterization for the scattering matrices of the system.
We also present several key quantities related to SQW using this type of matrix, including
probability distributions, radial mean square displacement, and over. We then extend our
analysis to SQW with boundary, i.e., the honeycomb square nanoribbons. Within this
context, we then present the formalism and the results obtained for unbiased SQW’s in
square nanoribbons, in addition to proposing a model that relates the probability distri-
bution at the edges of the nanoribbons with the size of the nanoribbon. Next, we present
the generic formalism for SQW’s in the momentum space of hexagonal lattices, and then
propose a method to obtain the eigenvalues of the system with dependence on the pa-
rameterization of the scattering matrices for the non-equivalent vertices of the lattice.
Within this context, we present results for the energy bands, Fermi velocity and group
velocity, all obtained for SQW’s in momentum space with AB matrices. Furthermore,
we show that for regions close to the high symmetry points K and K’ in the first Bril-
louin Zone, the results obtained via SQW’s converge with those via Tight Binding First
Nearest Neighbors (TB-1NN). Moreover, using the generic eigenvalues equation for SQW
in momentum space and taking a SU(3) generating parameterization for the scattering
matrices, we present the results obtained through a numerical computational method for
the π and π∗ bands of three 2D Dirac materials: graphene, germanene and silicene. We
also present the formalism for SQW’s on the infinite triangular lattice and, an approach
to analyze the symmetry of this lattice using label permutation between the topologically
equivalent states. Moreover, we present all possible permutations, and the symmetries
present among them. Finally, we present the conclusions associated with the research
topics of this thesis.

Key-words: Scattering Quantum Walks; Honeycomb Lattice; Energy Bands; Dirac Ma-
terials.
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

A Caminhada Aleatória Clássica (CAC), proposta inicialmente no começo do século XX

por Karl Pearson [1], é uma dinâmica de caráter aleatório com modelagem probabilística

[2], estudada e aplicada nas mais diferentes áreas do conhecimento ao longo dos anos

[3]. Além de ter uma contribuição direta para o Movimento Browniano [4–8], processos

estocásticos e difusivos [9–15], estudo de polímeros [16–21], também possui diversas apli-

cações fora do escopo da física. Há diversos trabalhos com CAC’s aplicadas em modelos

de mercado financeiro [22–25], em biologia [3, 26–28], em química [29–32], etc. Na seção

2.1 abordamos o formalismo utilizado para CAC’s discretas no tempo e nas posições e,

além disso, apresentamos as principais grandezas analisadas neste tipo de dinâmica.

A Caminhada Quântica (CQ) [33, 34], é um análogo quântico [35] da CAC, e pode

ser brevemente definida como a dinâmica, de uma ou mais partículas, se propagando por

uma rede condicionadas pelos fundamentos e conceitos da Mecânica Quântica (MQ) [36,

37]. Em sua formulação mais conhecida, a de moeda, um dos conceitos mais interes-

santes das CQ’s é o fato da direção de propagação da partícula, ao longo da rede, estar

diretamente relacionado com seu grau de liberdade interno: o estado de spin, no caso

de um elétron, ou a direção de polarização, no caso de um fóton, por exemplo. Como

as CQ’s ocorrem dentro do domínio da MQ, há conceitos como superposição de estados

e natureza ondulatória, que fornecem comportamentos totalmente diferentes das CAC’s:

dispersão quadraticamente superior do caminhante quântico em relação ao caminhante

clássico, distribuições de probabilidades que podem sofrer processos de interferência ao

longo da dinâmica entre outros, apresentados nos capítulos posteriores.

18
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Há duas principais classificações para CQ’s em relação a seus instantes de tempo:

caminhadas quânticas contínuas e caminhadas quânticas discretas. Apesar de seus ins-

tantes de tempo serem contínuos e discretos, respectivamente, suas posições são definidas

de maneira discreta [34, 38, 39]. Dentro de cada uma dessas classificações há outras ra-

mificações de tipo e modelos de caminhadas quânticas como, por exemplo, Caminhada

Quântica por Modelo de Moeda (CQMM) e Caminhada Quântica por Modelo de Es-

palhamento (CQME). Apesar de possuírem formalismos e motivações fenomenológicas

diferentes, são modelos unitariamente equivalentes [40, 41]. Portanto, podem ser formal-

mente mapeados um no outro em qualquer topologia de rede e para qualquer tipo de

moeda quântica ou matriz espalhamento. As CQMM’s e as CQME’s em uma dimensão

são apresentadas de maneira formal no segundo capítulo deste trabalho.

A grande maioria dos pesquisadores da área considera o trabalho de Y. Aharonov,

L. Davidovich e N. Zagury [42], publicado em 1993, como sendo o artigo seminal de

CQ’s. Apesar disso, esse conceito já havia sido abordado por outros autores como: K. R.

Parthasarathy que, no ano de 1988, publicou um trabalho propondo caminhadas quân-

ticas, e, inclusive, empregando pela primeira vez o nome quantum random walk em um

artigo [43]; R. P. Feynman ao propor a discretização do propagador de Dirac [44, 45]

e discutir sobre implementações quânticas em computadores [46]; S. Gudder ao propor

um tratamento discreto para dinâmicas quânticas [47]; D. A. Meyer em seu estudo sobre

autômatos celulares quânticos [48].

Desde seu advento, as CQ’s tem sido estudadas e aplicadas nas mais diferentes áreas

do conhecimento. Há muitos estudos no contexto de teoria de informação e suas aplicações

[49] como, por exemplo, em algorítimos de busca [50–57], em implementação de compu-

tação universal [58, 59], em computadores quânticos [60–62], em criptografia [63–66], em

protocolos de teletransporte [67–70], e uma vasta literatura no contexto de informação

quântica [39, 71–107].

Apesar de grande parte dos trabalhos se concentrarem em informação quântica e afins,

temos também trabalhos em biologia [108–110], em ciências sociais [111], em mercado de

ações [112] e várias outras áreas do conhecimento [38, 113]. Ao focarmos nas implementa-

ções das CQ’s em física, podemos citar diversos trabalhos nas mais diferentes linhas, como

astrofísica e física de partículas [114–118], em modelos (quânticos) simplificados baseados

em processos astronômicos [119, 120], em fundamentos da mecânica quântica [121], em
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física atômica e molecular [122], em diversas aplicações experimentais [98, 123–129], em

redes periódicas e grafos [40, 41, 130–150] e, de maneira mais específica, em redes trian-

gulares e/ou hexagonais [57, 151–154]. Há também aplicações tendo em vista a descrição

simplificada de materiais, valendo destacar em materiais bidimensionais, como o grafeno

[155–157].

A percepção de que aspectos topológicos podem ter grande influência em conceitos

chave de Física da Matéria Condensada aumentou consideravelmente a compreensão de

organização e arranjo da matéria [158–161]. Desta forma, propriedades topológicas são

capazes de explicar fenômenos como: transição de fase sem quebra de simetria [162,

163], gaps de banda finitos ao longo de caminhos adiabáticos no espaço de parâmetros

[164], coeficientes de transporte dependentes de invariantes topológicos [165] e cargas

fracionárias [164], para citar alguns exemplos. Todas essas características motivaram o

desenvolvimento de diferentes materiais com diferentes finalidades de aplicação [160, 162,

163, 166, 167].

Particularmente, materiais bidimensionais são sistemas em que as propriedades topo-

lógicas possuem um papel fundamental [162, 165, 168, 169] e, em particular, tais pro-

priedades (juntamente com os elementos de simetria dos sistemas) são fundamentais na

investigação de estruturas planas [170, 171].

Um dos materiais bidimensionais mais conhecidos e estudados da atualidade é o gra-

feno [172–176]. O grafeno é um cristal bidimensional estável, constituído por uma mo-

nocamada de átomos de carbono hibridizados sp − 2 arranjados de maneira regular por

estruturas hexagonais, chamadas de honeycomb ou favo de mel. Por longos anos, tinha-se

a ideia de que o grafeno seria termodinamicamente instável [177], portanto, seria muito

improvável conseguir sintetizá-lo em temperatura ambiente [178].

No fim do século XX, alguns pesquisadores já haviam trabalhado na busca de métodos

eficazes de síntese de grafeno [179], porém, sem muito sucesso. O resultado destes mé-

todos eram várias camadas de grafeno, em estrutura de bulk, bem distante da estrutura

monocamada desejada. Anos depois, em 2004, a área sofreu uma verdadeira revolução

com a publicação do trabalho de A. Geim e K. Novoselov [180] que desenvolveram e im-

plementaram um método experimental de baixo custo para síntese de grafeno. Apesar de

ainda não ser um método que, em um primeiro momento, permitisse sintetizar monoca-

madas de grafeno, o avanço foi excepcional comparado com outros métodos de síntese.
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Figura 1.1: Em (a) temos vários carbonos hibridizados sp − 2 ligados entre si formando uma folha de
grafeno. Já em (b) temos a ilustração entre as ligações envolvidas entre dois átomos não equivalentes (do
ponto de vista topológico) desta rede: uma ligação σ formada pela sobreposição dos respectivos orbitais
hibridizados sp − 2 e, uma ligação π, paralela entre os átomos e perpendicular em relação à folha de
grafeno. Adaptado da Ref.[190].

O impacto do trabalho foi tão estrondoso que, no ano de 2010, A. Geim e K. Novoselov

foram agraciados com o Prêmio Nobel de Física [181].

Como consequência da acurácia na síntese de grafeno, surgiram vários trabalhos explo-

rando as propriedades deste material, e as incríveis propriedades do grafeno começaram de

fato a ser estudadas. Ele possui diversas características que são consideradas ímpares para

um cristal estável em temperaturas finitas [182–186], como excelente condução térmica

e elétrica em temperatura ambiente, presença de Efeito Hall Quântico, alta resistência

mecânica, e, além disso, como mostrado recentemente, pode apresentar comportamento

supercondutor quando rotacionado sob outra camada de grafeno coincidente em um ân-

gulo de 1, 1◦, denominado de "ângulo mágico"[187–189].

A rede hexagonal, apesar de ser uma rede periódica (regular), não é uma rede de

Bravais [191], uma vez que possui dois vértices não equivalentes em sua célula unitária.

Desta forma, se faz necessário mapear a rede hexagonal em duas subredes triangulares

distintas: uma com vértices localizados em coordenadas discretas (j, kpar), e outra com

vértices localizados em coordenadas discretas (j, kimp), tal que [kpar]2 = 0 e [kimp]2 = 1,

onde [x]y é o resto da divisão de x/y. Cada vértice da rede hexagonal possui três primeiros

vizinhos e, portanto, possui número de ordenação l = 3. Se tomarmos uma folha de

grafeno como exemplo de rede hexagonal, temos que cada átomo de carbono hibridizado

sp − 2 se liga a outros três carbonos hibridizados sp − 2, por meio de três ligações σ

coplanares com diferença de 120◦ entre si, e uma ligação π, paralela entre os átomos e

perpendicular em relação à folha de grafeno [192], como ilustrado na Fig.1.1.

O fato dos elétrons em uma camada de grafeno se comportarem como férmions sem
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massa, descritos pelas equações relativísticas de Dirac, em certos pontos de alta simetria

da rede recíproca chamou a atenção de diversos pesquisadores. Nos últimos anos, cada vez

mais pesquisadores tem notado que o grafeno não é o único material bidimensional com

essa característica e, a partir disso, uma nova classe de materiais bidimensionais surgiu:

os materiais de Dirac [193]. Estes materiais possuem cones de Dirac, veja Fig.1.2, em

pontos da rede recíproca [191], isto é, não há gap entre a banda de valência e a banda de

condução destes materiais e, além disso, na região próxima a estes cones há uma relação

linear de dispersão de energia.

Dentro do contexto de materiais de Dirac com rede hexagonal planar, além do gra-

feno, podemos citar alguns materiais pertencentes à mesma família do carbono (na tabela

periódica), como o siliceno e o germaneno. Estes materiais, apesar de serem estáveis na

forma "arqueada"(buckled),possuem uma pequena deformação na direção êz, também são

alvo de investigação em sua forma planar [78, 194–198]. Deste modo, a investigação e

comparação de grandezas como bandas de energia e velocidade de Fermi de materiais

de Dirac com rede hexagonal, nos possibilita a investigação propriedades topológicas dos

mesmos.

Diversos métodos têm sido propostos, inclusive os chamados métodos ab initio, para

calcular as principais grandezas de Materiais de Dirac (e vários destes com grande custo

computacional). Entretanto, diversos trabalhos indicam que certas propriedades deste

tipo de material emergem de fatores como a geometria e os elementos de simetria da rede

[199–201]. É importante notar que, as ligações químicas são importantes para o estudo

destes materiais, entretanto, mostraremos nos Capítulo 4, que elas podem ser incorporadas

na descrição da rede hexagonal como um fator efetivo, emergente de interações entre

partículas e os vértices da rede.

Uma série de trabalhos [41, 152, 155–157] confirma que é possível utilizar CQ’s para

explorar materiais representados por redes regulares de diversas formas, entre elas, pela

análise das principais grandezas de CQ’s no espaço de posição. Nas CQME’s no espaço

de posição, podemos analisar a evolução dos estados ao longo do tempo, dado um es-

tado inicial do sistema, a estrutura topológica da rede e a(s) matriz(es) espalhamento.

Portanto, como estes aspectos que podem ser controlados, temos a liberdade de modelar

diversos tipos de materiais. A grande vantagem é que podemos estabelecer características

advindas puramente da topologia de cada rede e também as características advindas da
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Figura 1.2: Bandas de energia π e π∗ do grafeno calculadas via método Tight Binding. Em zoom, o cone
de Dirac presente em um ponto de alta simetria da rede recíproca. Adaptado da Ref.[203].

escolha da(s) matriz(es) espalhamento e de um dado estado inicial. Alguns dos principais

conceitos que podem ser explorados são as densidades de probabilidade, o deslocamento

quadrático médio, ambos diretamente relacionados com o comportamento de elétrons em

um dado material, possibilitando, por exemplo, investigações sobre localização de Ander-

son [96].

Um dos motivos que torna os materiais de Dirac com rede hexagonal planar tão inte-

ressantes para investigações via CQ’s é a dispersão balística dos elétrons nesses materiais

[172, 182] e, portanto, podemos considerar o elétron como um caminhante quântico se

propagando por uma rede hexagonal infinita [152, 202] ou restrita [155–157], conforme

as condições de contorno impostas na nossa dinâmica. Posteriormente abordaremos de

maneira formal como implementar CQME’s em uma rede hexagonal infinita, que pode

ser interpretada como uma folha de grafeno extremamente extensa nas direções êx e êy,

e, em redes hexagonais limitadas de maneira igual nas direções êx e êy, que pode ser

interpretadas como uma nanofita quadradas de grafeno. Ao implementar CQME’s nestas

nanofitas, é possível investigar grandezas como: Deslocamento Quadrático Médio (DQM)

radial e nas direções êx e êy, distribuição de probabilidade, relação entre distribuição de

probabilidade nas bordas em relação às dimensões da nanofita, relação entre distribuição

de probabilidade nas bordas em comparação ao tipo de borda (armchair ou zigzag) e

outras mais, auxiliando na investigação de caracterização de propriedades conhecidas e

desconhecidas desse material.

Por outro lado, o modelo de CQME’s no espaço de momento possibilita a investigação
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de outras grandezas físicas, como estruturas de bandas, por exemplo. Nosso método é

extremamente versátil, uma vez que é possível gerar estruturas de bandas parametriza-

das conforme a(s) matriz(es) espalhamento da rede, possibilitando uma exploração de

conceitos como gaps entres as bandas de condução e de valência, velocidade de Fermi e

afins.

Por fim, mas não menos importante, é necessário enfatizar o baixo custo computacional

necessário para a implementação de CQME’s, tal que muitas vezes computadores pessoais

já satisfazem as condições para implementação.

Esta monografia está organizada da seguinte maneira: no Capítulo 2, temos uma

discussão primordial sobre as principais diferenças entre sistemas descritos de maneira

determinística e os que são descritos de maneira probabilística. Na sequência, temos a

apresentação dos formalismos e das principais grandezas estudadas na Caminhada Aleató-

ria Clássica Unidimensional, Caminhada Quântica por Modelo de Moeda Unidimensional

e da Caminhada Quântica por Modelo de Espalhamento Unidimensional, todas essas com

instantes discretos de tempo. No Capítulo 3, por sua vez, apresentamos dois formalismos

para implementação de CQME’s em redes hexagonais: um para redes infinitas e outro

para nanofitas quadradas. Além disso, mostramos e discutimos os principais resultados

obtidos para CQME’s no espaço de posição para os dois formalismos apresentados. No

Capítulo 4, além de apresentar um formalismo para CQME’s no espaço de momento, pro-

pomos um método analítico de obtenção de estruturas de bandas e, um método numérico

computacional baseado na busca de matrizes que melhor representam as estruturas de

banda do grafeno, siliceno e do germaneno. Além disso, fazemos as devidas comparações

entre as grandezas físicas obtidas via CQME’s, métodos ab initio e pelo modelo Tight

Binding First Nearest Neighbour (TB-1NN). No Capítulo 5, apresentamos um formalismo

para implementação de CQME’s em redes triangulares infinitas e, os resultados obtidos

para diferentes formulações topológicas obtidas a partir da troca de rótulos de estados

topologicamente equivalentes. Por fim, no último capítulo desta monografia, fazemos as

considerações finais acerca dos resultados obtidos.



CAPÍTULO 2

AS CAMINHADAS QUÂNTICAS

Como mencionado no primeiro capítulo, as caminhadas quânticas vêm sendo estudadas e

aplicadas nas mais diferentes áreas e contextos. No presente trabalho, temos como prin-

cipal objetivo investigar se caminhadas quânticas (por modelo de espalhamento) podem

ajudar na compreensão e modelagem de materiais bidimensionais que apresentam redes

semelhantes às descritas aqui. Entretanto, antes de explorarmos nossas construções es-

pecíficas para tais sistemas, se faz necessário uma revisão sobre diferentes aspectos de

caminhas quânticas, focando na interpretação física, descrição probabilística, formulação

básica, etc. Isto é feito no que se segue.

2.1 Uma Discussão Básica

Primeiramente, antes de abordamos os modelos dinâmicos randômicos propostos neste

capítulo, o de Caminhada Aleatória Clássica e os de Caminhada Quântica, é necessária

uma breve discussão sobre duas visões distintas dentro da Física, a determinística e a

probabilística. Aqui não iremos nos ater aos pormenores de cada visão, mas sim nas

implicações lógicas de cada uma dela.

Ao longo dos anos, diversos filósofos e cientistas apresentaram sua visão de mundo

sobre a natureza e as diversas formas de representação e descrição desta. Como sabemos,

o método científico por si só estabelece uma série de critérios lógicos para a devida análise

de um objeto de estudo. Entretanto, discussões sobre a ontologia e sobre a epistemologia

de um dado objeto de estudo é primordial para traçar os objetivos de uma teoria, por

25
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exemplo. Dentro deste contexto e, dentro das ciências exatas, o conceito de causa sempre

foi alvo de investigações e permanece em pauta até hoje. Deve ser natural ao leitor pensar

que a mecânica newtoniana pode ser tomada como exemplo para este caso, uma vez que

esta estabeleceu os pilares de causa e efeito de grandezas físicas macroscópicas clássicas.

Vale notar que a mecânica analítica traçou o formalismo matemático da mecânica new-

toniana, permitindo, portanto, uma investigação ainda mais profunda e geral. Dentro

deste contexto, tanto D’Alembert como Lagrange discutiram em alguns de seus trabalhos

visões sobre a descrição e representação das grandezas físicas [204]. Neste contexto histó-

rico começa a surgir oficialmente a visão determinística ideal, isto é, a concepção na qual

tendo as condições iniciais de um dado sistema e, munido de um formalismo que relaciona

o comportamento de um conjunto de grandezas físicas ao longo de um certo período, é

possível fazer previsões futuras do sistema.

É importante fazermos uma reflexão que a visão/descrição determinística foi rapida-

mente absorvida para algumas áreas da Física. Porém, em outras esta visão determinística

não foi capaz de estabelecer uma relação entre eventos físicos e formalismo proposto e,

portanto, outro tipo de visão/descrição precisou ser utilizado. A mecânica quântica é uma

destas áreas na qual a descrição determinística falha, assim como a mecânica de muitos

corpos, mecânica estatística etc.

Dentro deste contexto, uma área que também não pode ser descrita pela visão determi-

nística é de dinâmica estocástica. Em dinâmica estocástica, o estado de um dado sistema

em um certo instante de tempo não pode ser determinado previamente e, seu formalismo

conta com variáveis aleatórias para a sua descrição. Um exemplo de dinâmica estocástica

é o lançar de dados, por exemplo. No caso de um dado imparcial de seis faces, isto é,

equiprovável para todas as faces, não há como determinar qual será o resultado obtido no

n-ésimo sorteio, por exemplo. Desta forma, em dinâmicas estocásticas a descrição ado-

tada é a probabilística. A descrição probabilística, diferente da determinística, propõem

uma descrição de cunho aleatório para os eventos. Desta forma, para o evento de lançar

um dado imparcial de seis faces, por exemplo, cada face possui uma probabilidade de 1/6

de ser sorteada e, para cada sorteio, as probabilidades serão as mesmas e independem

dos resultados obtidos em sorteios/evento anteriores. Portanto, neste caso, mesmo que

se tenha uma probabilidade associada a um evento, não é possível atribuir uma relação

causal entre o jogar de dados e um resultado específico.
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Aqui é importante notar que do ponto de vista epistemológico, a descrição proba-

bilística, ao ser encorporada em certas áreas da Física, traz uma visão que distingue

principalmente sobre a interpretação da medição de grandezas físicas em um dado sis-

tema. Além disso, esta descrição permite propor objetos de investigação antes negados

pela visão determinística. Duas grandes áreas da Física que se desenvolveram a partir

da descrição probabilística foram a mecânica estatística e a mecânica quântica. No caso

da mecânica quântica, é ainda mais nítido e emblemático, uma vez que após muitas dis-

cussões e investigações notou se que a descrição probabilística era fundamental para os

pilares das MQ [204], apesar de anos se passaram até que esta descrição de fato fosse

aceita pela academia. Vale notar que, apesar da interpretação probabilística ser desto-

ante da determinística, o que de fato garantiu credito à primeira foi o fato de corroborar

com os experimentos que deram origem a mecânica quântica (assim como os posteriores),

isto é, resultados que não podiam ser explicados pelas áreas vigentes da Física até então

puderam ser devidamente interpretados.

A seguir, antes de apresentarmos dois formalismos distintos (mas matematicamente

unitariamente equivalentes) para caminhadas quânticas, iremos apresentar um tipo de

dinâmica estocástica discreta, denominado de Caminhada Aleatória Clássica. O principal

objetivo é não só o de habituar o leitor a modelos com variáveis aleatórias e, natural-

mente, com a descrição probabilística, que será de entendimento primordial para os pró-

ximos capítulos, como também introduzir uma discussão sobre sistemas físicos que apesar

de estarem sob o regime da mecânica clássica, possuem uma descrição necessariamente

probabilística.

2.2 Caminhadas Aleatórias Clássicas

Nesta seção temos como objetivo apresentar o formalismo da Caminhada Aleatória Clás-

sica (CAC) e introduzir sistemas físicos que possuem descrição probabilística, como dis-

cutido previamente na seção anterior. Além disso, a discussão presente nesta seção se faz

necessária, uma vez que o primeiro modelo de caminhadas quânticas proposto parte de

uma analogia quântica ao modelo de Caminhada Aleatória Clássica.
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2.2.1 Formalismo e Principais Grandezas

A Caminhada Aleatória Clássica (CAC) [2, 205] é amplamente estudada e aplicada há

muitas décadas, como já mencionado no primeiro capítulo. A CAC foi discutida pela

primeira vez em junho de 1905 por Karl Pearson [1]. Para elucidar o problema proposto

por Pearson, pensemos na seguinte situação: um homem se encontra inicialmente parado,

em uma posição que chamaremos de origem, e, adota a dinâmica aleatória, tal que se a

moeda que está em sua mão for jogada para o alto e o resultado for cara, ele dá um passo

para sua direita. Caso o resultado seja coroa, ele dá um passo para sua esquerda. Após o

homem dar o passo ditado pelo resultado da moeda, iremos considerar que uma unidade

de tempo t se passou. Na Fig.2.1 temos o exemplo de uma CAC unidimensional discreta

no tempo e nas posições para t = 6, tal que o caminhante no instante de tempo t = 0

encontra-se na posição de origem, j = 0.

Figura 2.1: Exemplo de uma CAC discreta no tempo e nas posições para seis passos, ou instantes de
tempo. Em t = 0 o homem encontra-se na posição j = 0, origem da nossa coordenada de posições. De
acordo com os passos dados, notas-se que a sequência dos resultados obtidos pelo caminhante ao sortear
um lado da moeda foram: cara, coroa, coroa, coroa, cara e cara.

Podemos fazer várias perguntas referentes à elucidação do processo: o tamanho dos

passos dados pelo caminhante é fixo? E se a moeda utilizada for tendenciosa (viciada)?

É possível estipular qual é o local mais provável para o homem estar em uma dinâmica

após cem passos dados?

Neste trabalho, nosso foco será em caminhadas quânticas discretas no tempo e nas
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posições, desta forma convém impormos as mesmas condições para o análogo clássico.

Portanto, consideramos que o caminhante dá passos de comprimento fixo l, tal que l ∈ Z.

Consideramos ainda que o caminhante está inicialmente na origem, ponto representando

por j = 0 do nosso sistema de coordenada unidimensional. Neste contexto, para o primeiro

instante de tempo t da dinâmica ilustrada na Fig.2.1, o homem obteve o resultado cara

no sorteio da moeda e consequentemente se deslocou para a direita, rumo à posição j+1.

Já no instante t = 2, ele obteve coroa como resultado do sorteio de moeda, e, portanto,

se deslocou para a esquerda, rumo à origem j = 0. Nos instantes de tempo posteriores

notamos que o homem obteve como resultado do sorteio da moeda, respectivamente, os

lados: coroa, coroa, coroa, cara, e por fim cara.

Segundo as Refs.[2, 205], podemos definir que probabilidade do caminhante dar um

passo para direita será dada por p, e q = 1 − p para esquerda, tal que para uma moeda

justa (não tendeciosa) teremos que p = q = 1/2. Vale notar que, uma CAC unidimen-

sional é uma cadeia de Markov discreta [33, 120], ou seja, cada passo da caminhada é

probabilisticamente independente dos anteriores.

A probabilidade de encontrar o homem em uma posição j, após t instantes de tempo

desta dinâmica aleatória, pode ser calculada por uma distribuição binomial [2, 205]:

P (j, t) =
t!

(t+ j)/2!(t− j)/2!
p(t+j)/2(1− p)(t−j)/2. (2.1)

Um detalhe importante é que podemos inferir o caminho feito pelo homem ao longo

da dinâmica, sabendo sua posição final, e cada um dos resultados obtidos (cara ou coroa)

em cada instante de tempo t. Além disso, o número total de posições que um caminhante

pode ocupar em uma CAC unidimensional, jtot, é dependente da quantidade de passos

desta caminhada, de forma que jtot(t) = 2t+1. Portanto, para uma dinâmica com t = 100,

ao final da caminhada o homem pode estar em qualquer posição discreta entre j = −100

e j = +100.

Para uma caminhada com muitos passos, tal que t >> 1, iremos notar que a distri-

buição de probabilidade binomial se assemelhará a uma distribuição Gaussiana [2, 205].

De maneira mais rigorosa, temos que a transição entre essas distribuições pode ser ob-

tida através do Teorema Central do Limite [205, 206], ou através dos conceitos de função

de densidade de probabilidade [2, 205], tal que a probabilidade P (x, t) de encontrar o
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Figura 2.2: Probabilidade de encontrar o caminhante em uma posição j para três CAC’s com diferentes
durações: t = 50 (linha pontilhada), t = 100 (linha trastejada) e t = 200 (linha sólida). Escolhemos um
intervalo de {j,−30, 30} para salientar o perfil das curvas na região próximas ao valor médio, j = 0.

caminhante na posição x no instante de tempo t com passos de comprimento l é dada por

P (x, t) =
1√

8πtpql2
exp

(
−(x− (p− q)tl)2

8pqtl2

)
, (2.2)

tal que considerando as devidas integrações [202], chegamos nas principais grandezas a

serem analisadas em uma CAC: o valor médio (esperado) da posição do caminhante

〈x〉 = (p− q)tl, (2.3)

a relação de dispersão do caminhante pela rede

〈(Δx)〉 =
√

4tpql2, (2.4)

e o Deslocamento Quadrático Médio (DQM) dado por

Dx = 〈(Δx)2〉 = 4tpql2. (2.5)

Como estamos considerando passos discretos de tamanho fixo e unitários, ou seja,

l = 1, e uma moeda justa tal que p = q = 1/2, a probabilidade de encontrar o caminhante
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em uma posição x, após t instantes de tempo, pode ser escrita conforme a Eq.(2.2), como:

P (x, t) =
1√
2πt

exp

(
−x2
2t

)
. (2.6)

Portanto, a Eq.(2.4), associada à dispersão do caminhante, fica

〈(Δx)〉 = √
t, (2.7)

e a Eq.(2.5), associada ao DQM, pode ser escrita como

Dx = 〈(Δx)2〉 = t. (2.8)

Na Fig.2.2 temos a representação da Eq.(2.6) para três CAC’s com: t = 50, t = 100

e para t = 200. É nítido que quanto mais passos tem a caminhada, mas deslocalizada

fica a distribuição de probabilidade em torno da origem, o que faz sentido ao analisarmos

a Eq.(2.7) e a própria definição de 〈(Δx)〉 em uma curva gaussiana, ligada diretamente

a largura da curva à meia altura [207]. O fato da distribuição de probabilidades em

uma CAC (com moeda justa) para t >> 1 ser dada por uma curva gaussiana, é uma

característica do regime clássico. Outra característica desse regime é que o caminhante só

pode estar em uma posição a cada passo e, portanto, experimenta apenas um caminho por

vez ao longo de uma CAC. Por fim, neste regime não há qualquer tipo de interferência de

probabilidades ao longo da caminhada, que como veremos adiante, é um conceito presente

nas caminhadas quânticas.

2.3 Caminhadas Quânticas por Modelo de Moeda

Nesta seção, iremos explicar os principais conceitos envolvidos na Caminhada Quântica

por Modelo de Moeda (CQMM), assim como a apresentação de uma das notações utili-

zadas neste modelo. Como apresentado no capítulo anterior, este é um dos modelos de

implementação mais utilizados na literatura, em especial em informação quântica. Entre-

tanto, para discutir processos de transporte em redes, adotaremos nas seções subsequentes

a construção de espalhamento, que para nossos propósitos é mais apropriado.
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2.3.1 Estrutura Topológica da Rede Unidimensional

Figura 2.3: Ilustração de uma rede infinita unidimensional. Cada vértice da rede está ligado aos seus
primeiros vizinhos por arestas de tamanho a.

A rede unidimensional discreta, é uma rede infinita formada por vértices que estão

ligados aos seus primeiros vizinhos por uma aresta de tamanho a, como mostrado na

Fig.2.3. Cada vértice está associado a uma coordenada discreta j e está ligado aos vértices

vizinhos j + 1 e j − 1. A coordenada cartesiana, x(v), de um vértice j é dada por

xv = j a, (2.9)

tal que a sempre será o mesmo entre os vértices de uma rede regular unidimensional

discreta.

2.3.2 Estados de Base

Para uma Caminhada Quântica por Modelo de Moeda discreta e unidimensional, o ca-

minhante quântico pode ser interpretado como um elétron de spin 1/2 que se propaga

por uma rede unidimensional discreta de acordo com seu estado de spin [120, 208]. De

maneira formal, podemos definir que um estado da CQMM discreta pertence ao espaço

de Hilbert H, tal que

H = HC ⊗HP , (2.10)

onde HC é definido como espaço de moeda, e está associado ao grau de liberdade interno

do caminhante com base dada por {|0〉, |1〉}. No caso do caminhante quântico de spin

1/2, os estados que compõem esta base estão associados, respectivamente, aos estados de

spin up e spin down e, são representandos como

|0〉 =
⎛
⎝1

0

⎞
⎠ , |1〉 =

⎛
⎝0

1

⎞
⎠ , (2.11)
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de tal forma que estamos assumindo a representação mais comum, mas equivalente às

outras representações de sistemas de dois níveis, isto é, |0〉 ≡ |+〉 ≡ | ↑〉 e, |1〉 ≡ |−〉 ≡ | ↓〉.
Vale notar que, pelo princípio da superposição [36], se dois estados pertencem a um espaço

vetorial, então qualquer combinação linear entre esses estados também pertence a este

espaço [36, 37].

O HP é o espaço das posições e, é associado ao grau de liberdade externo (posição do

caminhante na rede) e sua base é dada por HP = {. . . , |j − 1〉, |j〉, |j + 1〉, . . . }, tal que

j ∈ Z. No contexto de física da matéria condensada [191], cada estado da base de HP está

associado à posição de um vértice em uma rede regular unidimensional com parâmetro de

rede a, como definido na subseção anterior.

2.3.3 Estado Inicial e Evolução Temporal

Um estado de uma CQMM no instante de tempo t, tal que t = nτ , sendo τ um tempo

característico e n ∈ N, pode ser descrito por

|Ψ(t)〉 =
+∞∑

j=−∞
|ΨC〉 ⊗ |j〉, (2.12)

tal que um estado geral de moeda |ΨC〉 é dado por

|ΨC〉 = a(j, t)|0〉 + b(j, t)|1〉, (2.13)

onde a(j, t) é a amplitude de probabilidade associada a um caminhante com estado de

spin up no instante de tempo t e, b(j, t) é a amplitude de probabilidade associada a um

caminhante com estado de spin down no mesmo instante de tempo.

Para haver conservação de probabilidade ao longo das CQ’s, necessariamente temos

que

+∞∑
j=−∞

|a(j, t)|2 + |b(j, t)|2 = 1. (2.14)

Dentro do contexto de informação e computação quântica, podemos definir um estado
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Figura 2.4: Representação de um estado genérico de moeda |ΨC(0)〉 na esfera de Bloch e dos principais
estados de moeda utilizados na literatura em t = 0. Os parâmetros α e β para cada ponto ilustrado na
imagem estão descritos na Tab.2.1.

de moeda inicial, t = 0, tal que

|ΨC〉 = a(j, 0)|0〉 + b(j, 0)|1〉,
= cos

(α
2

)
|0〉+ eiβsen

(α
2

)
|1〉, (2.15)

onde α ∈ [0, π] e β ∈ [0, 2π], como podemos visualizar na Fig. 2.4.

Nas áreas de informação quântica e computação quântica, é usual representar um

estado de moeda, também conhecido como estado de um bit quântico, na esfera de Bloch

[103, 209]. Na Fig.2.4 temos a representação de cinco estados de moeda diferentes, para t =

0, com diferentes valores de α e β. Ao escolhermos diferentes ângulos para α e β obtemos

pontos distintos da superfície da esfera de Bloch. Na Tab.2.1 temos a representação de seis

pontos da esfera de Bloch, com seus respectivos parâmetros α e β, utilizados amplamente

como estados iniciais de moeda em uma CQ [33, 139, 209]. Para simplificar a representação

de alguns estados de moeda, é comum utilizar uma notação [37, 209] associada à medida

de estados de spin 1/2 em diferentes direções tal que

|+ Ẑ〉 = |0〉, | − Ẑ〉 = |1〉, (2.16)
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ou ainda

|+ X̂〉 = |0〉+ |1〉√
2

, | − X̂〉 = |0〉 − |1〉√
2

,

|+ Ŷ 〉 = |0〉+ i|1〉√
2

, | − Ŷ 〉 = |0〉 − i|1〉√
2

. (2.17)

Por definição, temos que um estado do sistema no instante de tempo t é dado por

|Ψ(t)〉 = Û t|Ψ(0)〉 = Ûnτ |Ψ(0)〉, (2.18)

onde o operador unitário responsável pela evolução temporal da partícula na rede é dado

por

Û = Ŝ(Ĉ ⊗ Î), (2.19)

tal que Î é operador identidade da posição do caminhante, Ĉ é o chamado operador mo-

eda, responsável por colocar o estado da partícula em superposição e, consequentemente,

atribuir as características da dinâmica para o caminhante. Já Ŝ é o operador de transla-

ção condicional [33], responsável por transladar o caminhante quântico na rede conforme

o estado do grau de liberdade interno do mesmo.

α β cos (α/2) eiβsen(α/2) |ΨC(0)〉
0 0 1 0 |+ Ẑ〉
π 0 0 1 | − Ẑ〉
π/2 0 1/

√
2 1/

√
2 |+ X̂〉

π/2 π 1/
√
2 −1/

√
2 | − X̂〉

π/2 π/2 1/
√
2 i/

√
2 |+ Ŷ 〉

π/2 −π/2 1/
√
2 −i/√2 | − Ŷ 〉

Tabela 2.1: Os valores dos parâmetros α e β para os estados de moeda mais utilizados na literatura para
t = 0. Vale notar que os valores na coluna de cos(α/2) são as amplitudes de probabilidade associada ao
estado de spin up em um estado de moeda. Já os valores na coluna de eiβsen(α/2) são as amplitudes de
probabilidade associadas ao estado de spin down em um estado de moeda.

Para uma CQMM unidimensional temos que o operador moeda, Ĉ, pode ser represen-

tado por uma matriz pertencente ao SU(2) e age sob o estado de moeda do caminhante,

colocando-o numa nova superposição entre os estados de base. No caso do sistema de dois
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níveis de spin 1/2, é dado por:

Ĉ = c00|0〉〈0|+ c01|0〉〈1|+ c10|1〉〈0|+ c11|1〉〈1|, (2.20)

tal que na representação matricial é descrito por

Ĉ =

⎛
⎝c00 c01

c10 c11

⎞
⎠ =

⎛
⎝ √

q
√
1− qeiθ

√
1− qeiφ −√

qei(θ+φ)

⎞
⎠ , (2.21)

onde 0 ≤ q ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π e 0 ≤ φ ≤ 2π. O parâmetro q nos diz se o operador moeda é

balanceado (justo). Para q = 1/2, por exemplo, a ação do operador moeda em um estado

de moeda do caminhante gera uma superposição igualitária de amplitudes de spin up e

down, portanto, é considerada justa ou balanceada. Os parâmetros θ e φ são associados

a diferenças relativas de fase entre os estados de spin up e down. Dependendo do tipo de

enfoque a ser dado na CQ, pode ser utilizado mais de um tipo de moeda na caminhada,

inclusive vários tipos de moedas diferentes ao longo do tempo e/ou das posições da rede

[94, 97, 210].

Para ilustrar de maneira mais clara, tomemos o exemplo de duas moedas quânticas

amplamente utilizadas: a Hadamard, Ĥ, e Fourier, F̂ (ou Kempe). Ambas possuem q =

1/2, sendo consideradas moedas balanceadas, porém, enquanto para a moeda Hadamard

θ = φ = 0, isto é, não há diferença de fase relativa entre os estados de spin, por outro

lado, na moeda Fourier, F̂ , temos que θ = φ = π
2
. Elas são representadas matricialmente

como:

Ĥ =
1√
2

⎛
⎝1 1

1 −1

⎞
⎠ , F̂ =

1√
2

⎛
⎝1 i

i 1

⎞
⎠ , (2.22)

tal que a moeda Hadamard, também pode ser nomeada de Transformada Discreta de

Fourier (TDF) para N = 2. A moeda Fourier pode ser entendida como um divisor de

feixe em experimentos de ópticos [211], já que impõe uma diferença de fase de π/2 entre

estados relacionados à direção de propagação do feixe [208, 212].

O operador identidade, Î, é dado por

Î =
∑
j

|j〉〈j|, (2.23)
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e o operador de translação condicional, Ŝ, é responsável por fazer a translação do ca-

minhante ao longo da caminhada condicionado pelo seu estado interno. Formalmente é

escrito como:

Ŝ = |0〉〈0| ⊗
∑
j

|j + 1〉〈j|+ |1〉〈1| ⊗
∑
j

|j − 1〉〈j|, (2.24)

tal que, se o estado de moeda do caminhante é spin up na posição |j〉, então o caminhante

é transladado para à direita, para posição |j + 1〉. Por outro lado, se o estado de moeda

do caminhante é down, ele é transladado para à esquerda, para posição |j − 1〉.
Para exemplificar a evolução temporal de um estado de uma CQ, consideremos a ação

de Û em um estado inicial |Ψ(0)〉 tal que de acordo com a Eq.(2.18), temos que

|Ψ(1)〉 = Û |Ψ(0)〉 = Ŝ(Ĉ ⊗ Î)|Ψ(0)〉, (2.25)

tal que o estado inicial da CQ será dada pelo estado |ΨA
0 〉 definido como

|Ψ(0)〉 = |ΨA
0 〉 = |+ Ẑ〉 ⊗ |0〉, (2.26)

isto é, um estado de moeda de spin up no vértice j = 0, vide Eq.(2.16). Considerando

uma caminhada quântica com a mesma moeda quântica para todos os instantes de tempo,

e, que Ĉ = Ĥ, conforme as Eqs.(2.22), (2.23) e (2.25), teremos que

|Ψ(1)〉 = Ŝ(Ĥ ⊗ Î)|Ψ(0)〉

= Ŝ

⎡
⎣
⎛
⎝ 1√

2

⎛
⎝1 1

1 −1

⎞
⎠⊗

∑
j

|j〉〈j|
⎞
⎠ |ΨA

0 〉
⎤
⎦ ,

= Ŝ

⎡
⎣
⎛
⎝ 1√

2

⎛
⎝1 1

1 −1

⎞
⎠⊗ |0〉〈0|

⎞
⎠(

|+ Ẑ〉 ⊗ |0〉
)⎤
⎦ , (2.27)

e, como mencionado anteriormente, a ação do operador moeda, neste caso Ĉ = Ĥ, é

sempre sob o estado de moeda e, o operador Î sob o estado de posição. Além disso, uma

vez que o estado inicial só tem amplitudes de probabilidades em j = 0, neste este caso, o

operador Î, vide Eq.(2.23) se resume à |0〉〈0|. Considerando as Eqs.(2.11) e (2.16), temos



2.3. Caminhadas Quânticas por Modelo de Moeda 38

então

|Ψ(1)〉 = Ŝ

⎛
⎝ 1√

2

⎛
⎝1 1

1 −1

⎞
⎠
⎛
⎝1

0

⎞
⎠⊗ |0〉〈0|0〉

⎞
⎠ , (2.28)

que após as devidas operações nos leva a

|Ψ(1)〉 = Ŝ

⎛
⎝ 1√

2

⎛
⎝1

1

⎞
⎠⊗ |0〉

⎞
⎠ = Ŝ

( |0〉+ |1〉√
2

⊗ |0〉
)

= Ŝ
(
|+ X̂〉 ⊗ |0〉

)
, (2.29)

e, considerando a Eq.(2.28), podemos notar como a ação do operador Ĥ coloca o estado de

moeda inicial do caminhante, neste caso spin up, em um estado de superposição de estados

de spin up e spin down, vide Eqs.(2.16) e (2.17). Agora podemos aplicar o operador de

translação condicional, Ŝ, vide Eq.(2.24)

|Ψ(1)〉 =
[(

|0〉〈0| ⊗
∑
j

|j + 1〉〈j|+ |1〉〈1| ⊗
∑
j

|j − 1〉〈j|
)(

|+ X̂〉 ⊗ |0〉
)]

,

(2.30)

uma vez que |+ X̂〉 é dado pela Eq.(2.17) e, o estado inicial do sistema é definido apenas

em uma posição, logo

|Ψ(1)〉 =
1√
2

[(
|0〉〈0|0〉 ⊗ |1〉〈0|0〉+ |1〉〈1|0〉 ⊗ | − 1〉〈0|0〉

)
+

(
|0〉〈0|1〉 ⊗ |1〉〈0|0〉+ |1〉〈1|1〉 ⊗ | − 1〉〈0|0〉

)]
,

=
1√
2

(
|+ Ẑ〉 ⊗ |1〉 + | − Ẑ〉 ⊗ | − 1〉

)
, (2.31)

ou seja, para uma CQ Hadamard com estado inicial dado por |ΨA
0 〉, após um instante

de tempo, o estado do sistema será expresso pela superposição de um estado de spin

up na posição j = 1 e um estado de spin down em j = −1, ambos com amplitude de

probabilidade de 1/
√
2.

É importante fazermos uma breve discussão sobre a evolução unitária de um dado

estado de uma caminhada quântica. Acima, vimos que para CQMM a evolução unitária

de um dado estado de uma CQ está diretamente associada com o(s) operador(es) moeda(s)
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e com o estado do sistema. Por fins didáticos, escolhemos um sistema com estado inicial

definido apenas na posição j = 0 e sem superposição de estados de moedas. Entretanto,

é importante notar que o estado inicial de um CQ é de livre escolha, desde que obedeça

às relações de unitariedade e simetria do sistema. Além disso, conceitualmente, após as

exemplificações operacionais acima, é nítido como o caminhante quântico é completamente

diferente do caminhante clássico. Enquanto em uma CAC com moeda clássica justa o

caminhante é transladado para uma certa posição conforme o valor obtido no sorteio da

moeda, o caminhante quântico é transladado conforme o princípio de superposição, isto

é, possui amplitudes de probabilidades associados a ambos os vértices vizinhos após um

passo.

2.3.4 Probabilidades e Deslocamento Quadrático Médio

A probabilidade de encontrar o caminhante quântico em um vértice j, em um instante de

tempo t, é dado por

P (j, t) = 〈Ψ(t)||Ψ(t)〉 =
+∞∑

j=−∞
|a(j, t)|2 + |b(j, t)|2, (2.32)

isto é, a soma dos módulos ao quadrado das amplitudes de probabilidade dos estados de

spin up/down associadas a um vértice j, vide Eqs.(2.12) e (2.13). É importante notar que

o caminhante quântico, apesar de receber este nome em alusão ao caminhante clássico

abordado na seção anterior, possui uma natureza ondulatória. Desta forma, é possível

ter interferências construtivas e destrutivas das amplitudes de probabilidade ao longo de

uma CQ e, consequentemente, a probabilidade do caminhante ao longo da rede também

sofrerá mudanças [33].

O Deslocamento Quadrático Médio do caminhante quântico pela rede infinita unidi-

mensional discreta é dado por

Dx =
+∞∑

j=−∞
P (j, t)x2v(j)−

(
+∞∑

j=−∞
P (j, t)xv(j)

)2

, (2.33)

tal que xv é a função dada pela Eq.(2.9) e P (j, t) pela Eq.(2.32). Consequentemente, a
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dispersão, sx, é dada por

sx =
√
Dx. (2.34)

Nas Figs.2.5 e 2.6 temos o comportamento da densidade de probabilidade de uma

partícula em caminhadas quânticas Hadamard unidimensionais após cem instantes de

tempo. Consideramos três estados iniciais diferentes, associados aos polos e um ponto no

equador da esfera de Bloch: |ΨA
0 〉 = | + Ẑ〉 ⊗ |0〉, associado ao polo norte da esfera; o

estado |ΨB
0 〉 = | − Ẑ〉 ⊗ |0〉 associado ao polo sul da esfera; e o estado |ΨC

0 〉 = |+ Ŷ 〉 ⊗ |0〉
associado a um ponto no equador da esfera. Fica muito claro que para uma CQ Hadamard

unidimensional, se utilizarmos estados iniciais associados aos polos da esfera de Bloch,

teremos caminhadas tendenciosas para direita, para o caso do estado inicial |ΨA
0 〉, e, para

a esquerda quando o estado inicial é dado por |ΨB
0 〉. Em contrapartida, se nosso estado

inicial é dado por |ΨC
0 〉, teremos uma caminhada justa, não tendenciosa, como mostrado

na Fig.2.6.

0A 0B
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0)2

Figura 2.5: Densidade de probabilidade para duas caminhadas quânticas Hadamard com estados iniciais
diferentes: a linha preta representa uma CQ de cem passos com estado inicial |ΨA

0 〉, já a linha vermelha
representa uma CQ de cem passos com estado inicial |ΨB

0 〉.

É muito importante notar que, diferente das CAC’s, onde as distribuições de probabi-

lidade ao longo das posições é dada por uma curva Gaussiana, para caminhada quântica

com estado inicial não tendencioso a distribuição de probabilidades ao longo das posições

será dada por uma curva bimodal [33]. Este perfil de distribuições de probabilidade está
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Caminhada Quântica Caminhada Clássica
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Figura 2.6: Densidade de probabilidade para uma caminhada quântica Hadamard, com o estado inicial
não tendencioso |ΨC

0 〉, em comparação com a distribuição de probabilidade para uma caminhada clássica
discreta imparcial (p = q = 1/2) e com comprimento de passo constante l = 1 ao longo da CAC. Ambas
as caminhadas possuem cem passos.

diretamente relacionado com os fenômenos de interferência entre as amplitudes de proba-

bilidade ao longo da dinâmica. Temos, portanto, interferências destrutivas de amplitude

de probabilidade próximo à origem e, interferências construtivas em pontos próximos à

±t/√2 [84].

O deslocamento quadrático médio de uma CQ unidimensional é quadraticamente su-

perior ao DQM de caminhadas clássicas [33]. Enquanto na caminhada clássica temos que

Dx ∼ t, em uma caminhada quântica temos que Dx ∼ t2, como mostrado na Fig.2.7. Este

comportamento, conhecido como superdifusivo (no presente caso balístico), em determi-

nadas aplicações traz muitas vantagens em relação à caminhada clássica, uma delas é a

utilização de caminhadas quânticas para algorítimos de busca [50, 52, 55].

2.4 Caminhada Quântica por Modelo de Espalhamento

A Caminhada Quântica por Modelo de Espalhamento (CQME) difere da Caminhada

Quântica por Modelo de Moeda conceitualmente e também no formalismo. Apesar de

serem unitariamente equivalentes, ou seja, podem ser formalmente mapeados um no outro

em qualquer topologia de rede e para qualquer tipo de moeda [40, 41]. Nesta seção

iremos definir os principais aspectos das CQME’s em uma rede unidimensional discreta,
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Caminhada Quântica Caminhada Clássica
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Figura 2.7: Comparativo entre o deslocamento quadrático médio, Dx, em função do tempo para uma
caminhada quântica Hadamard unidimensional, com estado inicial |ΨC

0 〉, em comparação ao de uma CAC
discreta imparcial (p = q = 1/2) com comprimento de passo constante l = 1.

com mesma estrutura topológica da rede apresentada na seção anterior e, desta forma,

apresentar as principais diferenças entre os dois modelo.

2.4.1 Estados de Base

Primeiramente, consideremos uma rede unidimensional discreta infinita com estrutura

topológica tal que todos os vértices da rede estão associados a uma coordenada discreta j,

e cartesiana dada pela Eq.(2.9), onde os vértices estão ligados aos seus primeiros vizinhos

por arestas de tamanho a, como ilustrado na Fig.2.3.

A estrutura do espaço de Hilbert de uma Caminhada Quântica por Modelo de Espa-

lhamento é o mesmo de uma Caminhada Quântica por Modelo de Moeda, representada

pela Eq.(2.10). Desta forma, em uma CQME temos que um estado do caminhante quân-

tico é dado pelo produto tensorial entre a direção de propagação σ do caminhante e o

vértice destino j deste, isto é

|σ, j〉 = |σ〉 ⊗ |j〉, (2.35)

tal que σ = ±1 ≡ ±, pertencem ao espaço de representação de "direção de movimento"do
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caminhante, onde

|+〉 =
⎛
⎝1

0

⎞
⎠ , |−〉 =

⎛
⎝0

1

⎞
⎠ , (2.36)

e os estados de base de |j〉 dados por {..., |j − 1〉, |j〉, |j + 1〉, ...} tal que j ∈ Z, são

pertencentes ao espaço das posições. Aqui vale notar que, no formalismo de CQME’s,

os caminhantes quânticos se encontram nas arestas da rede e, portanto, |σ, j〉 representa

o estado de um caminhante indo em direção ao vértice j pela direção de propagação σ,

como representado na Fig.2.8.

Figura 2.8: Ilustração de alguns estados de base do sistema para uma CQME unidimensional discreta,
vide Eq.(2.35). Perceba que, em uma CQME, os caminhantes quânticos estão definidos nas arestas da
rede.

Os estados de base seguirão as seguintes relações de ortonormalidade e completeza,

dadas, respectivamente, por

〈σ, j|σ′, j′〉 = δjj′δσσ′ , 1̂ =
∑
j

∑
σ=±1

|σ, j〉〈σ, j|. (2.37)

2.4.2 Evolução Temporal e Matriz Espalhamento

A caminhada quântica de modelo de moeda faz uma analogia com a caminhada clássica em

seu operador de evolução temporal, como visto anteriormente. A caminhada quântica de

modelo de espalhamento, por outro lado, faz uma analogia com processos interferométricos

e de natureza descrita pela teoria quântica do espalhamento [131, 132]. Desta maneira,

o que na teoria de espalhamento quântico é tratado como alvo espalhador [37], para nós,

será um vértice arbitrário da rede e, neste caso, os vértices por si só se comportam como

agentes do processo de evolução temporal, como veremos a seguir.

Um estado de uma Caminhada Quântica por Modelo de Espalhamento em um instante
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de tempo t, tal que t = nτ com n ∈ N e τ é um tempo característico, é representada por

|ψt〉 =
∑
j

ψ+(j, t)|+, j〉 + ψ−(j, t)|−, j〉, (2.38)

onde ψ+(j, t) é a amplitude de probabilidade associada a um caminhante se propagando

pela direção + em direção ao vértice j no instante de tempo t e, ψ−(j, t) é a amplitude de

probabilidade associada a um caminhante se propagando pela direção − em direção ao

vértice j no mesmo instante de tempo. Note que ψ+(j, t) e a grandeza a(j, t) apresentada

na seção anterior, são equivalentes assim como ψ−(j, t) e b(j, t). Porém, vale notar que no

modelo apresentado nesta seção os caminhantes simbolicamente se encontram nas arestas

da rede, enquanto para CQMM’s se encontram nos vértices, como mostrado na Fig.2.8.

Podemos definir o estado |ψt〉 de uma Caminhada Quântica por Modelo de Espalha-

mento como

|ψt〉 = Û t|ψ0〉, (2.39)

isto é, considerando um certo estado inicial do sistema |ψ0〉, após n passos da caminhada

o sistema será descrito pelo estado |ψt〉. Desta forma, cada passo de uma Caminhada

Quântica por Modelo de Espalhamento é descrito através da ação operador Û sob um

dado estado do sistema.

Formalmente, temos que para uma CQME unidimensional discreta, a ação do operador

evolução temporal Û sob um estado de base |σ, j〉 é dado por

Û |σ, j〉 =
∑
σ′

Γ
(j)
σ′σ|σ′, f(σ′, j)〉,

= Γ
(j)
++|+, j + 1〉+ Γ

(j)
−+|−, j − 1〉+ Γ

(j)
−−|−, j − 1〉+ Γ

(j)
+−|+, j + 1〉,

(2.40)

onde f(σ′, j) é a chamada função topológica e está diretamente relacionada com a trans-

lação do caminhante quântico conforme o valor do estado de direção de propagação σ′.

É importante notar que, as funções topológicas são obtidas de maneira analítica através

da análise de uma dada estrutura de rede e seus respectivos estados de base de direção

de propagação. Desta forma, tanto para redes regulares como redes com "defeitos"ou
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vacâncias, a princípio, tendo conhecimento do número de ordenação dos vértices e das

estruturas das ligações entre eles, é possível descrever a translação de um caminhante

pela rede por meio das funções topológicas. No caso unidimensional, temos que os valores

que a função topológica pode assumir são dados por

f(σ′, j) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
j + 1, se σ′ = +,

j − 1, se σ′ = −.
(2.41)

Além disso, na Eq.(2.40) Γ
(j)
σ′σ é o coeficiente de espalhamento associado a um estado

no qual um caminhante proveniente da direção σ toma a direção σ′ após sofrer o processo

de espalhamento no vértice j. Devido a unitariedade relacionada a

Û †Û = 1̂, (2.42)

necessariamente, teremos que

∑
σ

Γ
(j)
σσ′Γ

∗(j)
σσ′′ =

∑
σ

Γ
∗(j)
σ′σ Γ

(j)
σ′′σ = δσ′σ′′ , (2.43)

tal que podemos representar todos os coeficientes de espalhamento associados a um vértice

j pela matriz espalhamento Γ̂(j)

Γ̂(j) =

⎛
⎝Γ

(j)
++ Γ

(j)
+−

Γ
(j)
−+ Γ

(j)
−−

⎞
⎠ =

⎛
⎝t(j)++ r

(j)
+−

r
(j)
−+ t

(j)
−−

⎞
⎠ , (2.44)

tal que da Eq.(2.40), se σ′ = σ será um coeficiente associados a um processo de transmissão

e, se σ′ = −σ será um coeficiente associado a um processo de reflexão. Portanto, podemos

reescrever a Eq.(2.40) tal que

Û |σ, j〉 = t(j)σσ |σ, j + σ〉+ r
(j)
−σσ| − σ, j − σ〉, (2.45)

lembrando que na subseção anterior definimos que σ = ±1 ≡ ±. Desta forma, temos

que e |t(j)σσ |2 é a probabilidade associada a um processo de transmissão de um caminhante

que incidiu no vértice j pela direção σ e, após o espalhamento foi transmitido na mesma

direção σ. Por outro lado, temos que |r(j)σ′σ|2 nos dá a probabilidade de um processo de
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reflexão no qual um caminhante incidente pela direção σ foi refletido e, portanto, σ′ = −σ.

Devido às condições de unitariedade da dinâmica, teremos que

∑
σ

|t(j)σσ |2 + |r(j)−σσ|2 = 1. (2.46)

Aqui cabe uma discussão sobre a principal diferença conceitual entre uma Caminhada

Quântica por Modelo de Espalhamento e uma Caminhada Quântica por Modelo de Moeda.

Para uma CQMM, modelo abordado na seção anterior, a evolução unitária do caminhante

quântico pela rede é proposta de maneira análoga a uma CAC, isto é, a translação do

caminhante quântico está diretamente atrelada ao seu estado de moeda e ao(s) opera-

dor(es) Ĉ utilizado(s) na caminhada. Além disso, em tal modelo os caminhantes possuem

posição definida no(s) vértice(s) da rede e, não há, em um primeiro momento pelo menos,

uma motivação fenomenológica em tal modelo. Por outro lado, em uma CQME nós temos

uma motivação fenomenológica de teoria quântica do espalhamento, trazendo, portanto,

outra interpretação para a evolução do caminhante na rede. Desta forma, a ação de Û

sob um estado de base do sistema está diretamente associada a um processo de espalha-

mento. Portanto, a própria ideia de associar probabilidades a um dado processo, seja de

reflexão ou transmissão, emerge naturalmente. Desta forma, acreditamos que ao adotar-

mos o formalismo de CQME’s neste trabalho, como veremos nos capítulos seguintes, nos

dá a motivação fenomenológica necessária para abordar tópicos como comportamento de

condutividade em nanomateriais, bandas de energia em redes bidimensionais, etc.

De maneira análoga ao operador Ĉ, a matriz espalhamento Γ̂(j), vide Eq.(2.44), pode

ser parametrizada de acordo com matriz geradora do SU(2) [33, 202], isto é,

Γ̂
(j)
(θ,φ,Φ) =

⎛
⎝ ei(φ+Φ) cos θ ei(Φ−φ) sin θ

e−i(Φ−φ) sin θ −e−i(φ+Φ) cos θ

⎞
⎠ , (2.47)

tal que −π ≥ φ,Φ ≥ π e 0 ≥ θ ≥ π/2. Tais parâmetros nos permitem controlar a

parcialidade dos processos de espalhamento, ex: CQME na qual as probabilidades de

transmissão (reflexão) são maiores que as probabilidades de reflexão (transmissão), e

ainda adicionarmos uma diferença de fase entre os estados transmitidos e refletidos. Além

disso, nos permite descrever com grande precisão numérica uma matriz espalhamento

conforme a especificidade do sistema a ser estudado. A matriz espalhamento tem um
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papel muito semelhante ao operador Ĉ na CQMM, sendo responsável por impor ao estado

incidente as caraterísticas do sistema e, além disso, é responsável por manter os estados

em superposição ao longo da caminhada de acordo com o espalhamento do caminhante a

cada instante de tempo.

Se considerarmos θ = π/4, φ = Φ = 0, na Eq.(2.47), teremos então que

Γ̂
(j)
(π
4
,0,0) =

⎛
⎝cos(π/4) sin(π/4)

sin(π/4) − cos(π/4)

⎞
⎠ =

1√
2

⎛
⎝1 1

1 −1

⎞
⎠ , (2.48)

ou seja, Γ̂(j)
(π/4,0,0) ≡ Ĥ, vide Eq.(2.22). Desta forma, conforme o formalismo de CQME’s,

iremos definir que

Γ̂
(j)
H =

⎛
⎝t(j)H++ r

(j)
H+−

r
(j)
H−+ t

(j)
H−−

⎞
⎠ =

1√
2

⎛
⎝1 1

1 −1

⎞
⎠ , (2.49)

tal que Γ̂(j)
H é matriz de espalhamento Hadamard com coeficientes de reflexão e transmissão

representados respectivamente por rH−σσ e tHσσ. Vale notar que a matriz espalhamento

Γ̂
(j)
H impõem uma imparcialidade entre os fenômenos de reflexão e transmissão na rede,

isto é, |rH−σσ|2 = |tHσσ|2 = 1/2, ou seja, o caminhante não possui nenhuma direção ou

natureza de processo preferencial ao ser espalhado pelo vértice j.

Uma vez que definimos operacionalmente e conceitualmente a ação de Û nos estados

de base de uma CQME unidimensional discreta, temos então que o estado do sistema em

instante de tempo t+ 1 é dado por

|ψt+1〉 = Û |ψt〉,
=

∑
j

ψ+(j, t)

(
t
(j)
++|+, j + 1)〉+ r

(j)
−+|−, j − 1〉

)
+

∑
j

ψ−(j, t)
(
t
(j)
−−|−, j − 1〉+ r

(j)
+−|+, j + 1〉

)
, (2.50)

de tal forma que, se olharmos atentamente para a amplitude de probabilidade ψ+(j, t),

veremos que é possível decompô-la em componentes tal que

ψ+(j, t) = t
(j−1)
++ ψ+(j − 1, t− 1) + r

(j−1)
+− ψ−(j − 1, t− 1), (2.51)



2.4. Caminhada Quântica por Modelo de Espalhamento 48

isto é, composta de um termo associado ao estado de transmissão (caso a partícula seja

proveniente de j − 1 em t− 1) e, de um termo associado à reflexão (caso a partícula seja

proveniente de j em t−1). De maneira semelhante temos que amplitude de probabilidade

ψ−(j, t) pode ser descrita como

ψ−(j, t) = t
(j+1)
−− ψ−(j + 1, t− 1) + r

(j+1)
−+ ψ+(j + 1, t− 1), (2.52)

isto é, composta de um termo associado ao estado de transmissão (caso a partícula seja

proveniente de j + 1 em t− 1) e, de um termo associado à reflexão (caso a partícula seja

proveniente de j em t− 1). De maneira mais sucinta, considerando que

ψ+(j, t) = 〈+, j|ψt〉, ψ−(j, t) = 〈−, j|ψt〉, (2.53)

então podemos sintetizar as Eqs. (2.51) e (2.52) como

ψσ(j, t) = t(j−σ)
σσ ψσ(j − σ, t− 1) + r

(j−σ)
σ−σ ψ−σ(j − σ, t− 1), (2.54)

sendo esta a relação de recorrência para as amplitudes de probabilidade de uma CQME

unidimensional.

2.4.3 Probabilidades e Deslocamento Quadrático Médio

A probabilidade de encontrar um caminhante quântico indo em direção ao vértice j, em

um instante de tempo t e, o Deslocamento Quadrático Médio do caminhante quântico

pela rede infinita unidimensional discreta, são dados, respectivamente, por

p(j, t) =
∑
σ

|〈σ, j|ψt〉|2 = |ψ+(j, t)|2 + |ψ−(j, t)|2, (2.55)

Dx =
+∞∑

j=−∞
p(j, t)x2v(j)−

(
+∞∑

j=−∞
p(j, t)xv(j)

)2

, (2.56)

tal que ambas as grandezas são equivalentes, respectivamente, à P (j, t) e sx para uma

CQMM, vide Eqs.(2.32) e (2.34), porém, as devidas ressalvas conceituais de cada modelo

devem ser mantidas.
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2.4.4 Um exemplo de CQME

Para exemplificar um passo de um CQME unidimensional discreta, consideremos um

estado inicial |ψ0〉 dado por

|ψ0〉 = 1√
2
|+, j〉 +

i√
2
|−, j〉, (2.57)

equivalente ao estado inicial |ΨC
0 〉 abordado na seção anterior. Além disso, iremos consi-

derar que

Γ̂(j) = Γ̂
(j)
H , (2.58)

isto é, todos os vértices da rede estão associados à mesma matriz de espalhamento Γ̂
(j)
H ,

vide Eq.(2.49).

Figura 2.9: Na imagem superior, t = 0, temos a representação dos dois estados incidentes no vértice j
por duas direções distinta, pelo lado direito, σ = + e, pelo lado esquerdo, σ = −, com amplitude de
probabilidade de 1/

√
2 e i/

√
2, respectivamente (vide Eq.(2.57)). Na imagem inferior, temos a ilustração

do sistema para t = 1 da CQME Hadamard, vide Eqs.(2.59), (2.61) e (2.64). Note que os colchetes em
cinza representam os resultados das multiplicações das amplitudes de espalhamento em t = 0 e o respectivo
coeficiente de espalhamento. Note também que, para t = 1, a probabilidade de um caminhante estar se
dirigindo rumo ao vértice j é nula, 1/2 para j + 1 e 1/2 para j − 1, vide Eq.(2.55).
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Diretamente da Eq.(2.39), teremos então que o estado do sistema de uma CQME

Hadamard, para t = 1, com estado inicial dado pela Eq.(2.57), será dado por

|ψ1〉 = Û |ψ0〉,

= ψ+(j, 0)

(
t
(j)
H++|+, j + 1〉+ r

(j)
H−+|−, j − 1〉

)
+

ψ−(j, 0)

(
t
(j)
H−−|−, j − 1〉+ r

(j)
H+−|+, j + 1〉

)
, (2.59)

como definido na Eq.(2.57), temos que

ψ+(j, 0) = 〈+, j|ψ0〉 = 1√
2
, ψ−(j, 0) = 〈−, j|ψ0〉 = i√

2
, (2.60)

e, portanto, a Eq.(2.59) pode ser descrita como

|ψ1〉 =
1√
2

(
t
(j)
H++|+, j + 1〉+ r

(j)
H−+|−, j − 1〉

)
+

i√
2

(
t
(j)
H−−|−, j − 1〉+ r

(j)
H+−|+, j + 1〉

)
. (2.61)

Substituindo os valores dos coeficientes de espalhamento dados pela Eq.(2.49) na

Eq.(2.61), temos então que

|ψ1〉 =
1√
2

(
1√
2
|+, j + 1〉 +

1√
2
|−, j − 1〉

)
+

i√
2

(
− 1√

2
|−, j − 1〉 +

1√
2
|+, j + 1〉

)
, (2.62)

logo,

|ψ1〉 = 1

2

(
|+, j + 1〉+ |−, j − 1〉

)
+
i

2

(
|+, j + 1〉 − |−, j − 1〉

)
, (2.63)

tal que ao analisar os termos, iremos identificar as interferências causadas pela soma e

subtração de amplitudes das probabilidades em ambas as componentes associadas ao grau
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de liberdade de direção σ. Por fim, temos então que

|ψ1〉 = (1 + i)

2
|+, j + 1〉 +

(1− i)

2
|−, j − 1〉, (2.64)

como ilustrado na Fig.2.9.

É necessário ter em mente que, independente do formalismo usado para CQ’s, os prin-

cipais fatores que determinam as características e propriedades de uma CQ são: as escolha

do estado inicial do caminhante quântico e, do operador moeda (CQMM) ou da matriz

espalhamento (CQME). Se quisermos simular um ou vários comportamentos específicos

de um sistema via CQ’s, é extremamente importante levar esses dois fatores em considera-

ção. Apesar de terem comportamentos que podem ser observados independentemente da

escolha dos estados iniciais, como, por exemplo, em [119, 120], a escolha da devida matriz

espalhamento (ou moeda quântica para CQMM) faz toda diferença na implementação de

uma CQ, como veremos no capítulo seguinte.



CAPÍTULO 3

CAMINHADAS QUÂNTICAS POR MODELO DE

ESPALHAMENTO NA REDE HEXAGONAL: ESPAÇO DE

POSIÇÃO

As CQME’s na rede hexagonal no espaço de posição e sua fundamentação, já foram

estudadas anteriormente em [152, 202], desta forma, neste capítulo iremos focar apenas

nos novos resultados.

Ao abordamos as dinâmicas CQME’s no espaço de posição, é importante ressaltar que

a escolha da matriz espalhamento para os vértices da rede, o estado inicial do sistema e

as condições de contorno da rede são de extrema importância para a análise das princi-

pais grandezas investigadas. Neste contexto, neste capítulo iremos explorar as principais

características das CQME’s em redes hexagonais infinitas e em redes hexagonais com

condição de contorno simétrica e dentro do limite nanométrico.

3.1 Formalismo e Principais Grandezas

3.1.1 Estrutura Topológica da Rede Hexagonal

A rede hexagonal, favo de mel ou honeycomb, é uma das onze redes arquimedianas, redes

nas quais um plano é completamente ladrilhado com polígonos regulares, e recebe este

nome devido à sua semelhança com o formato dos favos de mel. Ela é constituída de dois

tipos de vértices topologicamente distintos tal que cada vértice da rede é representado pelo

par ordenado de coordenadas discretas (j, k) e está ligado aos seus primeiros vizinhos por

52
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Figura 3.1: (a) A rede hexagonal (honeycomb). Aqui nós assumimos que os vértices com mesma estrutura
de ligação que o vértice (j, k) terão ambas as coordenadas pares. (b) A estrutura de referência utilizada
para rotular os estados de direção de propagação do caminhante. Os valores possíveis são σ = 1, 2 e 3.

uma ligação de tamanho a. Como mostrado nas Refs.[152, 191, 202], a posição de um

dado vértice da rede honeycomb na representação cartesiana é dada por:

xj =

√
3 j a

2
, yk =

(
3k

4
+

9− (−1)k

8

)
a. (3.1)

A estrutura da rede hexagonal está ilustrada na Fig. 3.1(a) e na Fig. 3.1(b) temos a

representação dos graus de liberdade do caminhante nas CQME’s.

3.1.2 Estados de Base

O espaço de Hilbert dos estados das CQME’s hexagonal é formalmente um produto entre

um espaço de liberdade interna Hc e, um espaço de posição Hp, isto é:

HCQ = Hc ⊗Hp. (3.2)

Os estados de base {|j, k〉} de Hp são contáveis e infinitos, como ilustrado na Fig.3.1(a).

Uma vez que cada vértice da rede possui grau de ordenação l = 3, os estados de base

{|σ〉} de Hc terão dimensão l e são expressos matricialmente por

|1〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , |2〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎝
0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , |3〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎝
0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (3.3)
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tal que cada estado de base acima está relacionado com uma direção σ de propagação da

partícula ao ser espalhada em um vértice (j, k) da rede, como ilustrado na Fig.3.1(b).

Nós iremos adotar a notação da supressão do símbolo de produto tensorial, ou seja,

um estado de uma CQME hexagonal será representado por

|σ, j, k〉 = |σ〉 ⊗ |j, k〉, (3.4)

tal que {|σ, j, k〉} são os estados de base do sistema. As relações de ortogonalidade e

completeza serão dadas, respectivamente, por

〈σ′, j′, k′|σ, j, k〉 = δσ′σδj′jδk′k, 1̂ =
3∑

σ=1

∑
(j,k)

|σ, j, k〉〈σ, j, k|. (3.5)

3.1.3 Operador Evolução Temporal e Matrizes Espalhamento

Um estado de uma CQME hexagonal em certo instante de tempo t, onde t = nτ (tal que

n ∈ N e τ é um tempo característico), pode ser representado por

|ψn〉 = Û t|ψ0〉 = Ûnτ |ψ0〉, (3.6)

tal que |ψ0〉 é o estado inicial do sistema e Û é o operador evolução unitária. O tempo

característico τ é um parâmetro livre que pode assumir diferentes valores, de acordo com

as condições da rede e do caminhante.

A ação do operador evolução temporal Û em um estado |σ, j, k〉 é descrita por

Û |σ, j, k〉 =
3∑

σ′=1

Γ
(j,k)
σ′σ |σ′,J (σ′, j, k),K(σ′, j, k)〉, (3.7)

representando, portanto, que dado um estado do sistema onde o caminhante se propaga

rumo ao vértice (j, k) pela direção σ, ao sofrer a ação do operador evolução unitária Û , irá

se propagar rumo ao vértice (J (σ′, j, k),K(σ′, j, k)) pela direção σ′. Desta forma, como

abordado no Capítulo 2, ação do operador evolução temporal Û está associada ao processo

de espalhamento, no modelo de CQME.

Formalmente, J (σ′, j, k) e K(σ′, j, k) são as funções topológicas das CQME’s e, para
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a rede hexagonal são descritas por

J (σ, j, k) = j + (σ − 2)(−1)k, K(σ, j, k) = k + (−1)k+σ. (3.8)

Aqui o leitor pode notar que, apesar da rede ter dois tipos de vértices não equivalentes,

as funções topológicas já englobam isto em sua composição, sem a necessidade de criar

funções distintas para cada tipo de vértice da rede. Vale ressaltar ainda que, as funções

topológicas são descritas e formuladas a partir da estrutura topológica de uma dada rede.

Portanto, para cada rede distinta teremos diferentes funções topológicas.

O símbolo Γ
(j,k)
σ′σ presente na Eq.(3.7) é o coeficiente de espalhamento associado a um

caminhante proveniente de σ tomar a direção σ′, após ter sofrido o processo de espalha-

mento no vértice (j, k). Devido à condição de unitariedade, Û †Û = 1̂, temos que

3∑
σ=1

Γ
(j,k)
σσ′ Γ

(j,k)∗
σσ′′ =

3∑
σ=1

Γ
(j,k)∗
σ′σ Γ

(j,k)
σ′′σ = δσ′σ′′ , (3.9)

tal que podemos representar todos os coeficientes de espalhamento associados a um vértice

(j, k) por uma matriz de espalhamento Γ̂(j,k)

Γ̂(j,k) =

⎛
⎜⎜⎜⎝
Γ
(j,k)
11 Γ

(j,k)
12 Γ

(j,k)
13

Γ
(j,k)
21 Γ

(j,k)
22 Γ

(j,k)
23

Γ
(j,k)
31 Γ

(j,k)
32 Γ

(j,k)
33

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝
r
(j,k)
11 t

(j,k)
12 t

(j,k)
13

t
(j,k)
21 r

(j,k)
22 t

(j,k)
23

t
(j,k)
31 t

(j,k)
32 r

(j,k)
33

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (3.10)

tal que no total temos nove coeficientes de espalhamento possíveis: três para processos

de reflexão, denotados acima por r(j,k)σ′σ , associados a processos em que o caminhante

é espalhado na mesma direção em que a incidiu em (j, k) e, portanto, σ′ = σ e, seis

coeficientes t(j,k)σ′σ , associados a processos em que o caminhante é espalhado em uma direção

diferente da incidente e, portanto, σ′ �= σ. É importante notar que, das Eqs.(3.7)-(3.10),

a devida escolha dos coeficientes de espalhamento, juntamente com o estado inicial do

sistema, são de extrema importância para determinar o comportamento de uma CQME.
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3.1.4 Probabilidades e Deslocamentos Quadráticos Médio

A probabilidade de encontrar um caminhante quântico em um vértice (j, k), em um ins-

tante de tempo t, é dada por:

p(j, k, t) =
3∑

σ=1

|〈σ, j, k|ψt〉|2 =
3∑

σ=1

|ψσ(j, k; t)|2, (3.11)

tal que

|ψt〉 =
∑
j

∑
k

3∑
σ=1

ψσ(j, k; t) |σ, j, k〉. (3.12)

As distribuições de probabilidade associadas à coordenada j e à coordenada k, px(j, t)

e py(k, t) são, respectivamente, descritas por

px(j, t) =
∑
k

p(j, k, t), py(k, t) =
∑
j

p(j, k, t). (3.13)

Além disso, podemos determinar o deslocamento quadrático médio (DQM) para as duas

direções cartesianas do sistema como

Dx =
∑
j

px(j, t) x
2
j −

(∑
j

px(j, t) xj

)2

, (3.14)

Dy =
∑
k

py(k, t) y
2
k −

(∑
k

py(k, t) yk

)2

, (3.15)

e ainda o deslocamento quadrático médio radial, Dr

Dr = Δr2 =
∑
j,k

p(j, k, t) r2(j,k) −
(∑

j,k

p(j, k, t) r(j,k)

)2

, (3.16)

tal que a coordenada radial r(j,k) é descrita por

r(j,k) =
√
x2j + y2k. (3.17)

Como as caminhadas quânticas geralmente apresentam um comportamento balístico
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[34, 38, 190], é esperado que o comportamento de Dr seja dado por

Dr = K t2 = K τ 2 n2, (3.18)

tal que, em um primeiro momento, podemos considerar K como um parâmetro que rela-

ciona Dr com certas características de uma rede. É importante pontuar que K pode estar

diretamente associado as matrizes de espalhamento definidas em uma rede, assim como

o estado inicial do caminhante e as condições de contorno, como veremos adiante neste

capítulo.

3.2 CQME’s com Matriz de Espalhamento AB

3.2.1 Matriz AB e seus parâmetros

Como mencionado anteriormente, a devida escolha do estado inicial e da(s) matriz(es) de

espalhamento é essencial dentro do estudo de CQME’s. Dentro do contexto de informação

quântica, por exemplo, há várias matrizes que podem ser estudadas e aplicadas dentro de

uma dinâmica de CQ’s, como a Grover(N), TDF(N), TDH(N) [202], cada uma com sua

particularidade.

A matriz AB, no contexto de CQME’s em redes hexagonais, foi inicialmente proposta

por B. F. Venancio na Ref.[202]. A principal diferença em relação à definição primordial,

é que neste trabalho nós introduzimos uma fase global γ na parametrização da matriz AB.

Desta forma, tomando as Eqs.(3.9)-(3.10) e buscando uma matriz com apenas dois valores

numéricos distintos para os coeficientes de espalhamento de um vértice (j, k), porém, com

uma diferença de fases entres coeficientes de reflexão e transmissão, temos então que

Γ̂
(j,k)
AB = eiγ

⎛
⎜⎜⎜⎝
aeiθ b b

b aeiθ b

b b aeiθ

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (3.19)

tal que (−π ≤ θ ≤ π) e γ é uma fase global, como dito anteriormente. Ao considerarmos

a Eq.(3.9) e as imposições acima em relação aos coeficientes de espalhamento, teremos o
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seguinte sistema de equações

⎧⎪⎨
⎪⎩
a2 + 2b2 = 1,

baeiθ + bae−iθ + b2 = 0,

(3.20)

onde considerando a identidade trigonométrica 2 cos (θ) = eiθ+e−iθ e resolvendo o sistema

de equações, iremos encontrar uma parametrização para os coeficientes de espalhamento

rA(θ) e tB(θ), descritos respectivamente por

rA(θ) = − exp[i θ]√
5 + 4 cos[2θ]

, tB(θ) =
2 cos[θ]√

5 + 4 cos[2θ]
. (3.21)

Desta forma, a Eq.(3.19) pode ser reescrita como

Γ̂
(j,k)
AB (θ, γ) = exp[iγ]

⎛
⎜⎜⎜⎝
rA(θ) tB(θ) tB(θ)

tB(θ) rA(θ) tB(θ)

tB(θ) tB(θ) rA(θ)

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (3.22)

Vale notar que a Eq.(3.22) é uma matriz geradora de um conjunto de matrizes {Γ̂AB(θ, γ)}.
Por comodidade de notação, sempre que denotarmos o termo "matriz AB", nós estamos

nos referindo à matriz geradora da Eq.(3.22) e, quando explicitarmos os valores de θ e

γ, estamos nos referindo a uma matriz específica pertencente a este conjunto. Daqui em

diante, toda vez que suprimimos o par de coordenadas associado à matriz de espalhamento,

implica que utilizaremos a mesma matriz espalhamento em todos os vértices (j, k) da rede,

por exemplo, Γ̂(j,k)
AB = Γ̂AB.

As curvas dos módulos ao quadrado dos coeficientes de espalhamento da matriz AB

em função de θ são mostradas na Fig.3.2. Perceba que, quando θ = ±π/2, temos que

|rA|2 = 1 e, portanto, para este caso o sistema terá apenas processos de reflexão. Por

outro lado, quando θ = 0,±π temos que o valor da probabilidade associada aos fenômenos

de transmissão terá seu valor máximo |tB(θ)|2 = 4/9 e o de reflexão assumirá o seu menor

valor, |rA(θ)|2 = 1/9. Quando θ = γ = 0, temos que Γ̂AB(0, 0) = Γ̂GRO(3), isto é,

conseguimos obter a matriz Grover tridimensional [52, 59, 213, 214].

A partir de agora, iremos explorar CQME’s com matrizes pertencentes ao conjunto
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rA(θ)
2

tB(θ)
2
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Figura 3.2: Os módulos ao quadrado dos coeficientes de reflexão e transmissão, para uma dada direção
incidente σ, da matriz Γ̂AB(θ, 0), veja Eq.(3.22), em função do parâmetro θ. Note que, para uma matriz
AB, a soma dos módulos ao quadrado dos coeficientes de reflexão e transmissão, para uma dada direção
incidente σ, é dada por |rA(θ)|2 + 2|tB(θ)|2, vide Eqs.(3.9) e (3.22).

Figura 3.3: Representação do estado inicial descrito pela Eq.(3.23). Em vermelho temos as coordenadas
discretas do vértice associado ao estado inicial (0, 0), e, de dois de seus primeiros vizinhos, com coorde-
nadas (−1,−1) e (1,−1).

{Γ̂AB(θ, γ)}. O estado inicial das dinâmicas é dado por

|ψ0〉 = 1√
3

3∑
σ=1

|σ, 0, 0〉, (3.23)

ou seja, um estado inicial dado pela superposição de três estados em direção ao vértice

(j = 0, k = 0) com a mesma amplitude de probabilidade, como representado na Fig.3.3
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3.2.2 Distribuições de Probabilidade e DQM Radial para CQME’s

com Matriz AB

Na Fig.3.4 temos as distribuições de probabilidades normalizadas para CQME’s de duzen-

tos passos, t = 200, considerando τ = 1, para seis valores distintos de θ na Eq.(3.22). Note

que à medida que θ → π/2, observamos cada vez mais fenômenos de localização próximo

à origem, um comportamento esperado devido aos possíveis valores de θ na Eq.(3.22),

e, portanto, |rA(θ)|2 → 0. Vale notar que as simetrias de rotação e inversão presente

nos padrões das distribuições de probabilidade são uma consequência direta da topologia

da rede, da escolha do estado inicial presente na Eq.(3.23) e, é claro, dos parâmetros da

Γ̂AB(θ, γ).

Figura 3.4: As distribuições de probabilidades normalizadas para |ψ200〉, com |ψ0〉 dado pela em Eq.(3.23),
para CQME’s com matriz espalhamento dado pela Eq.(3.22) com diferentes valores de θ e para γ = 0.
Para θ = 0 temos uma CQME com a maior distribuição de probabilidade radial, uma vez que nesta
condição temos o maior valor possível associado aos coeficientes de transmissão, vide Eq.(3.21). Por
outro lado, à medida que θ → π/2 temos que distribuição de probabilidades radial tende a zero, e o
caminhante tende a ficar localizado no vértice associado ao estado inicial, comportamento que vai de
acordo com a Eq.(3.21) e também é mostrado na Fig.3.2. Os padrões de distribuição de probabilidade
formados estão diretamente relacionados com a simetria de rede honeycomb, com o estado inicial utilizado
na dinâmica e claro com a matriz espalhamento da CQME.

O deslocamento quadrático médio radial, Dr, descrito pela Eq.(3.16), para CQME’s

com matrizes {ΓAB(θ, 0)} para diferentes valores de θ também foi foco de nossa investiga-

ção. Na Fig.3.5 temos o comportamento de Dr/a
2 versus n para seis CQME’s distintas,
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vale lembra que, como definido anteriormente, t = nτ , tal que n ∈ N. Nesta figura

podemos observar o comportamento balístico das CQ’s, isto é, Dr ∝ t2. Para θ = 0,

vide Eq.(3.21), ΓAB(0, 0) = ΓGRO(3), temos o caso da CQME’s que possui maior valor

de Dr/a
2, o que justifica o fato desta matriz ser utilizada em algoritmos de busca [54].

Por outro lado, assim como na Fig.3.6, podemos observar que, a medida que θ → π/2,

as CQME’s tendem a perder o comportamento balístico, uma vez que as CQME’s com

{ΓAB(θ → π/2, 0)} tendem a ser localizadas próximas ao vértice de origem.

= 0= 0.250
0.333
0.385
0.420
0.460

0 50 100 150 200
0
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800

n
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Figura 3.5: O deslocamento quadrático médio radial, Dr, veja Eq.(3.16), em função de n, tal que t = nτ ,
para CQME’s com matriz espalhamento dado pela Eq.(3.22) com diferente valores de θ e para γ = 0.
Para θ = 0 temos uma CQME com o maior valor de Dr, uma vez que nesta condição temos o maior valor
possível associado aos coeficientes de transmissão, vide Eq.(3.21). Por outro lado, a medida que θ → π/2,
isto é, a medida que o coeficiente de reflexão tende ao valor máximo, como mostrado na Fig.3.2 e pela
Eq.(3.21), temos que a CQME perde a característica balística do caminhante ao longo da rede e, Dr

tende à um comportamento linear. Neste caso, o caminhante quântico terá comportamento equivalente
à um caminhante clássico.

Na Fig.3.7 temos o comportamento de Dr/(at)
2 em função de θ para CQME’s com

diferentes t’s. É possível notar que mesmo para CQME’s com ordem de algumas dezenas

de passos, o comportamento quadrático em relação à variação de θ é obtido, corroborando

o ansatz proposto na Eq.(3.18). Com isto em mente, nós iremos propor um modelo para

a descrição de K(θ)

K(θ) =
a2

τ 2
|tB(θ)|2

∞∑
m=0

b2m cos2m[θ], (3.24)

tal que b2m são parâmetros ajustáveis. Ao truncarmos a Eq.(3.24) em m = 2, temos que

K(θ) =
a2

τ 2
|tB(θ)|2 (b0 cos[θ] + b2 cos2[θ] + b4 cos4[θ] + ... ), (3.25)

tal que para b0 = 3.42 × 10−2, b2 = 4.95 × 10−3 e b4 = 6.78 × 10−3 obtivemos a melhor
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modelagem em relação aos valores de Dr obtidos de maneira numérica, veja Eq.(3.16).
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n = 100
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n = 200
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Figura 3.6: Comportamento de Dr/a
2, veja Eq.(3.16), em função de θ para diferentes valores de n.

Perceba que à medida que θ → 0 e n >> 1 é possível observar o comportamento quadrático de Dr/a
2.

Por outro lado, a medida que θ → π/2 fica nítido que Dr/a
2 → 0 independente do valor de n.
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Figura 3.7: Comportamento de Dr/(a t)
2 em função de θ para diferentes valores de n. É possível notar

que à medida que n >> 1 as curvas tendem a um perfil semelhante.

Nas Figs.3.8 e 3.9 temos a comparação entre Dr/a
2 em relação a n e Dr/a

2 em com-

paração ao valor de θ, respectivamente. As curvas sólidas representam os valores obtidos

pela Eq.(3.18) considerando K(θ) proposto na Eq.(3.25) e, a curva pontilhada representa

os valores obtidos numericamente pelas CQME’s. De maneira geral, é possível notar uma

boa convergência entre as curvas, com exceção para os casos de CQME’s com poucos

passos, e/ou com θ → π/2.
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Figura 3.8: Comportamento de Dr/a
2 versus n, tal que t = nτ , para diferentes valores de θ, obtido através

da evolução dos estados do sistema (numérico) e, para Dr = K2 t2 onde K(θ) é dado pela Eq.(3.24) e
truncado em m = 2 (modelo). As curvas divergem apenas para quando θ → π/2.

Figura 3.9: Comportamento de Dr/a
2 em relação a θ para diferentes valores de n, tal que t = nτ ,

obtido através da evolução dos estados do sistema (numérico) e, para Dr = K2 t2 onde K(θ) é dado pela
Eq.(3.24) e truncado em m = 2 (modelo). As curvas divergem apenas quando n → 0, uma vez que para
pequenos valores de n o regime balístico ainda não foi atingido.
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3.3 CQME’s com Condições de Contorno: Nanofitas Quadradas

A rede hexagonal pode ser limitada de diversas formas possíveis conforme a escolha das

condições de contorno, como nanofitas, nanotubos e demais variações apresentadas na

vasta literatura [175, 192, 203, 215–217]. Nesta seção, temos como foco apresentar e

discutir como aplicar as devidas condições de contorno para realizar CQ’s em nanofitas

quadradas de grafeno.

3.3.1 Estrutura Topológica das Nanofitas Quadradas

Figura 3.10: Três exemplos de diferentes tipos de nanofitas: quadrada, retangular armchair e retangular
zigzag, respectivamente. A forma da nanofita está diretamente ligada a quantidade de anéis em cada
uma das direções êx e êy, representada por {nx ×ny}. Iremos focar nesta seção no caso em que nx = ny,
ou seja, nanofitas quadradas.

Dentro dos conceitos de nanofitas de redes hexagonais, com dimensão de 10nm-100nm

[192], escolhemos investigar nanofitas retangulares, estas definidas por dois números na-

turais, {nx × ny}, que definem o número de anéis na direção êx e êy, como mostrado na

Figura 3.10. Nossa investigação irá se ater a nanofitas que tenham o mesmo número de

anéis na direção êx e êy, ou seja,

nx = ny = n, (3.26)

de tal forma que devido à topologia da rede hexagonal, teremos necessariamente que

n = 4i+ 1, (3.27)

onde i ∈ N e, portanto, que não há como formar nanofitas quadradas com um número

arbitrário de anéis em cada direção êx e êy. As coordenadas que delimitam uma dada
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nanofita nas direções êx e êy são dadas respectivamente por:

jmax = −jmin = n (3.28)

e

kmax = −(kmin + 3) = n− 1, (3.29)

como ilustrado na Fig.3.11. Iremos classificar os vértices da rede conforme o número de

ordenação l, isto é, um vértice com coordenadas (j, k) será denotado por (j, k)lo , sendo

o = l, tal que

(j, k)l3 =

{
jmin < j < jmax e kmin < k < kmax; (3.30)

(j, k)l2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

j =

⎧⎪⎨
⎪⎩
jmax,

jmin,

e k;

jmin < j < jmax e k =

⎧⎪⎨
⎪⎩
kmax;

kmin.

(3.31)

A distinção proposta na Eq.(3.31) se faz necessária, uma vez que vértices com valores

de l distintos possuem propriedades intrínsecas a esta grandeza, impactando na definição

da matriz espalhamento, operador evolução temporal e também nas grandezas físicas.

Como consequência da Eq.(3.31), iremos adotar uma nova notação para os estados de

base do sistema levando em conta o número de ordenação de um dado vértice, isto é

|σ, j, k〉 ≡ |σ, (j, k)lo〉, (3.32)

tal que o ∈ {2, 3} e, o = l.

3.3.2 Evolução Temporal e Matriz Espalhamento

Como mencionado anteriormente e definido pela Eq.(3.31), é necessário distinguir os vér-

tices da rede conforme o número de ordenação. Para vértices que fazem duas ligações a
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Figura 3.11: Uma nanofita quadrada {5x5}. As bordas zigzag (vermelho) e armchair (verde) delimitam
a nanofita quadrada.

matriz de espalhamento será definida por

Γ(j,k)l2 =

⎛
⎝ ρ ξ

ξ ρ

⎞
⎠ , (3.33)

onde ρ e ξ representam, respectivamente, os coeficientes de amplitude de reflexão e de

transmissão.

Pela condição de unitariedade da matriz de espalhamento Γ(j,k)l2 , temos que

|ρ|2 + |ξ|2 = 1, ρξ∗ + ρ∗ξ = 0. (3.34)

Desta forma, a ação do operador evolução temporal Û em estado de base |σ, (j, k)l2〉
é dada por

Ûl2 |σ, (j, k)l2〉 = ρ|σ,Jσ(j, k)l2 ,Kσ(j, k)l2〉+
∑
σ′
ξ|σ′,Jσ′(j, k)l2 ,Kσ′(j, k)l2〉, (3.35)

tal que Jσ(j, k)l2 e Kσ(j, k)l2 são as funções topológicas dadas pela Eq.(3.8) e consoante

as definições das Eqs.(3.31) e (3.32). É importante notar que nos processos de reflexão

associados a Ûl2 , temos σ′ = σ, como descrito no primeiro termo da Eq.(3.35).
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A ação do operador evolução temporal Û em um estado de base |σ, (j, k)l3〉 é dada por

Ûl3 |σ, (j, k)l3〉 =
3∑

σ′=1

Γσ′σ|σ′,Jσ′(j, k)l3 ,Kσ′(j, k)l3〉, (3.36)

isto é, equivalente à ação de Û em um estado de base de uma rede hexagonal infinita, ver

Eq.(3.7).

De maneira geral, da seção anterior, sabemos que a evolução do sistema em um passo

de tempo é dada por

|ψt+1〉 = Û |ψt〉. (3.37)

É importante notar que Û deve agir tanto nos vértices com l = 2 como nos vértices com

l = 3. Desta forma, a Eq.(3.37) será dada por

|ψt+1〉 = Û

( ∑
(j,k)l3

∑
σ

ψσ((j, k)l3 , t)|σ, (j, k)l3〉

+
∑
(j,k)l2

∑
σ

ψσ((j, k)l2 , t)|σ, (j, k)l2〉
)
, (3.38)

e, portanto, das Eqs.(3.35) e (3.36), teremos que

|ψt+1〉 =
∑
(j,k)l3

∑
σ

ψσ((j, k)l3 , t)

(∑
σ′

Γσ′σ|σ′,Jσ′(j, k)l3 ,Kσ′(j, k)l3〉
)

+

∑
(j,k)l2

∑
σ

ψσ((j, k)l2 , t)

(
ρ|σ,Jσ(j, k)l2 ,Kσ(j, k)l2〉+

∑
σ′
ξ|σ′,Jσ′(j, k)l2 ,Kσ′(j, k)l2〉

)
, (3.39)

e como mencionado anteriormente, nos processos reflexivos associados aos vértices com

l = 2, teremos que σ′ = σ.

3.3.3 Probabilidades e Escala de Tempo

Como visto anteriormente, cada vértice de rede necessita ser classificado de acordo com

seu número de ordenação. Se olharmos atentamente para a Fig.3.11 e para a Eq.(3.31),
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iremos notar que os vértices com l = 2 estão necessariamente localizados nas bordas

da nanofita. Tendo isto em mente e, levando em conta a forma quadrada das nanofitas,

queremos investigar qual é a contribuição dos vértices (j, k)l2 em uma CQME. E em outras

palavras, investigaremos como as condições de contorno topológicas podem influenciar nas

principais grandezas físicas de uma CQME. Temos que a probabilidade de encontrar o

caminhante quântico se propagando rumo aos vértices de borda com l = 2 em um dado

tempos t será definida por

pb(t) = pbx + pby, (3.40)

tal que pbx e pby são, respectivamente, as probabilidades dos vértices de borda com l = 2

na direção êx e êy da rede, definidas por

pbx(t) =

jmax∑
j=jmin

(px(j, kmin, t) + px(j, kmax, t)), (3.41)

pby(t) =
kmax∑

k=kmin

(py(jmin, k, t) + py(jmax, k, t)). (3.42)

Para os vértices com l = 3, temos que as probabilidades serão as mesmas que as

definidas anteriormente para CQME’s em uma rede hexagonal infinita, ver Eqs.(3.11) e

(3.13).

Uma importante escala de tempo para CQME’s em nanofitas quadradas é o número

mínimo de passos necessários para que a partícula vá de um vértice localizado próximo à

origem até um vértice de borda com l = 2, ou seja,

tmin = τ(n− 1), (3.43)

tal que n é dado pela Eq.(3.27) e, τ é parâmetro de tempo característico. Portanto, se

t < tmin, para um estado inicial localizado no anel central da rede, ver Fig.3.11, o sistema

evolui de maneira análoga a uma rede honeycomb infinita e, consequentemente, é natural

que teremos que Dr ∼ t2. Por outro lado, quando t ≥ tmin a função de onda começa a

sofrer mudanças de acordo com as interações com as bordas, isto é, teremos interferências

construtivas e destrutivas que emergem diretamente da devida escolha do estado inicial

do sistema, da matriz espalhamento e claro, da topologia da rede hexagonal.
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3.3.4 CQME’s Imparciais em Nanofitas Quadradas: Resultados

Figura 3.12: Representação do estado inicial descrito pela Eq.(3.44), tal que O é o ponto de origem do
plano cartesiano. Em vermelho temos a indicação dos vértices associados ao estado inicial da Eq.(3.44)
com suas respectivas coordenadas discretas (j, k).

Para investigação das principais grandezas de CQME’s em nanofitas quadradas, ire-

mos considerar um estado inicial de superposição de estados espalhados pelos vértices do

primeiro anel (centrado na origem Cartesiana), dado por

|ψ0〉 = 1√
18

3∑
σ=1

(
|σ, 0, 0〉+ |σ, 1,−1〉+ |σ, 1,−2〉+ |σ, 0,−3〉+ |σ,−1,−2〉+ |σ,−1,−1〉

)
, (3.44)

como ilustrado na Fig.3.12. Além disso, para os vértices (j, k)l3 iremos considerar a seguinte

matriz espalhamento imparcial

Γ̂(j,k)l3 =
1√
3

⎛
⎜⎜⎜⎝
−eiπ/3 1 1

1 −eiπ/3 1

1 1 −eiπ/3

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (3.45)

e, portanto, |Γ(j,k)l3
σ′σ |2 = 1/3, para qualquer valor de σ e σ′. Para os vértices (j, k)l2 iremos tomar

a seguinte matriz de espalhamento imparcial

Γ̂(j,k)l2 =
1√
2

⎛
⎝ i 1

1 i

⎞
⎠ , (3.46)

tal que |ρ|2 = |ξ|2 = 1/2, isto é, uma matriz na qual há uma imparcialidade entre os processos

de reflexão e transmissão. Além disso, vale notar que além de matrizes imparciais, tanto Γ̂(j,k)l3

como Γ̂(j,k)l2 introduzem uma fase nos coeficientes de reflexão, ver Eqs.(3.10) e (3.33).
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As Figs.3.13 - 3.17 mostram as distribuições de probabilidade normalizadas para cinco na-

nofitas quadradas diferentes, com dimensões de {21 × 21}, {41 × 41}, {61 × 61}, {81 × 81} e

{101× 101}, respectivamente. Os gráficos das distribuições de probabilidades foram feitos para

múltiplos inteiros ou semi-inteiros de tmin, definido como a quantidade mínima de passos para a

partícula ser espalhada por um vértice (j, k)l2 , vide Eq.(3.43).
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Figura 3.13: Distribuições de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensões
{21× 21} em instantes de tempo múltiplos de tmin = 20. Da esquerda para a direita, de cima pra baixo,
distribuição de probabilidade para t = tmin

2 , t = tmin, t = 2tmin, t = 3tmin, t = 4tmin e t = 5tmin,
respectivamente.

Analisando as Figs.3.13 - 3.17 notamos um padrão entre as distribuições de probabilidade

e tempos múltiplos da escala de tempo tmin. De maneira geral, nas Figs.3.13-3.17, o primeiro

gráfico de cada uma das figuras (da esquerda para a direta, de cima para baixo) é da distribuição

de probabilidade para t = tmin
2 , o segundo gráfico para t = tmin, o terceiro gráfico para t = 2tmin,

o quarto gráfico para t = 3tmin, o quinto gráfico para t = 4tmin e o sexto gráfico para t = 5tmin.

Como discutido anteriormente, o sistema tem evolução semelhante a uma rede hexagonal

infinita para t < tmin, desta forma a probabilidade associada aos vértices de borda com l = 2,

isto é pb, é zero. A partir do instante de tempo t = tmin, o caminhante encontra as condições

de contorno da rede e, portanto, o valor de pb começa a receber valores diferentes de zero, como

mostrado na Fig.3.18 e na Tab.3.1.

Para instantes de tempo t ≥ tmin o sistema começa a sofrer inferências construtivas e destru-

tivas devido a escolha de Γ̂(j,k)l2 , Γ̂(j,k)l3 , do estado inicial do sistema e da simetria das condições

de contorno. Vale notar que, apesar das nanofitas serem quadradas em relação ao números de
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Figura 3.14: Distribuições de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensões
{41 × 41} em instantes de tempo múltiplos de tmin = 40. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,
distribuição de probabilidade para t = tmin

2 , t = tmin, t = 2tmin, t = 3tmin, t = 4tmin e t = 5tmin,
respectivamente.
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Figura 3.15: Distribuições de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensões
{61 × 61} em instantes de tempo múltiplos de tmin = 60. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,
distribuição de probabilidade para t = tmin

2 , t = tmin, t = 2tmin, t = 3tmin, t = 4tmin e t = 5tmin,
respectivamente.

anéis nas direções êx e êy, as funções cartesianas são diferentes para cada direção, vide Eq.(3.1).

Desta forma, podemos notar nas Figs.3.13 - 3.17 que no instante de tempo t = 3tmin as frentes
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Figura 3.16: Distribuições de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensões
{81 × 81} em instantes de tempo múltiplos de tmin = 80. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,
distribuição de probabilidade para t = tmin

2 , t = tmin, t = 2tmin, t = 3tmin, t = 4tmin e t = 5tmin,
respectivamente.

de onda de probabilidade refletidas pelas bordas na direção êy se encontram próximas à origem,

enquanto as frentes de onda de probabilidade refletidas pelas bordas na direção êx se encontram

próximas a j = ±(tmin/4).

Podemos notar que o maior valor de pb(max) é para redes menores, como mostrado na Fig.3.19.

Isto reflete a redução de proporção entre a quantidade de vértices de borda pela quantidade total

de vértices da rede: enquanto o número total de vértices da rede aumenta quadraticamente

(aumento superficial) com o aumento das dimensões da rede, o número de vértices de borda

aumenta de maneira linear (aumento perimétrico).

A quantidade total de vértices de uma nanofita quadrada pode ser obtida através da seguinte

relação

Qt = Qx . Qy, (3.47)

tal que Qx é a quantidade de vértices em uma linha j da nanofita quadrada, e Qy é a quantidade

de vértices em uma coluna k. Podemos reescrever a Eq.(3.47) como

Qt = (2jmax + 1).(kmax + 2), (3.48)

desde que consideremos que a origem de coordenadas (j, k) está localizada no ponto cartesiano
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Figura 3.17: Distribuições de probabilidade normalizadas para uma nanofita quadrada com dimensões
{101× 101} em instantes de tempo múltiplos de tmin = 100. Da esquerda pra direita, de cima pra baixo,
distribuição de probabilidade para t = tmin

2 , t = tmin, t = 2tmin, t = 3tmin, t = 4tmin e t = 5tmin,
respectivamente.
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Figura 3.18: Probabilidade de encontrar a partícula em um dos vértices da borda com l = 2, pb, em
relação a t (τ = 1). O painel mostra pb para instantes de tempo muito próximos ao valor de tmin para
cada uma das nanofitas.

O(j,k) = (xj(0), yv(0)), vide Eq.(3.1). Diretamente das Eqs.(3.28) e (3.29), por definição, que

kmax = jmax − 1 = n− 1, portanto, a Eq.(3.48) pode ser reescrita como

Qt = 2n2 + 3n+ 1, (3.49)
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tal que fica nítido como a quantidade total de pontos de uma nanofita quadrada aumenta de

maneira quadrática à medida que aumentamos as dimensões {nx × ny} da rede.

Considerando nanofitas quadradas descritas anteriormente, temos que a quantidade total de

vértices das bordas com l = 2 será dada por

Qb = Qzig +Qarm, (3.50)

tal que Qzig é a quantidade total de vértices com l = 2 das bordas zigzag, e Qarm é a quantidade

total de vértices com l = 2 das bordas armchair. Portanto, temos que

Qb = Qzig +Qarm = 2jmax + 2(kmax + 2), (3.51)

mas, como por definição kmax = jmax−1, via Eqs.(3.28)e (3.29), então o número total de vértices

das bordas com l = 2, Qb, será dado por

Qb = 4n+ 2, (3.52)

onde fica nítido como o valor de Qb aumenta de maneira linear à medida que aumentamos as

dimensões {nx × ny} da rede.

{nx × ny} tmin pb(tmin) tpb(max) pb(max)

{21× 21} 20 9.3× 10−6 38 0.189
{41× 41} 40 1.9× 10−9 70 0.121
{61× 61} 60 4.7× 10−13 102 0.085
{81× 81} 80 1.2× 10−16 134 0.060
{101× 101} 100 3.3× 10−20 169 0.047

Tabela 3.1: Cinco grandezas que possuem relação direta entre si: o tamanho da rede quadrada {nx×ny},
o tempo mínimo para a partícula atingir as condições de contorno espaciais da rede, a probabilidade de
encontrar a partícula em um dos vértices com l = 2, pb, para instante de tempo t = tmin, o instante de
tempo em que o sistema atinge pb(max), tpb(max) e, por fim, o valor de pb(max). É possível notar que,
quanto maior o tamanho da nanofita quadrada, menor será o valor de pb(tmin) e de pb(max), como nos
mostra a Fig.3.18. Os dados obtidos foram para τ = 1.

Ao estudarmos as propriedades topológicas das nanofitas quadradas de diferentes dimensões,

porém, dentro do limite nanométrico, verificamos via CQME’s que a probabilidade pb(max) é

proporcional à razão entre a quantidade de vértices das bordas, Qb, e entre a quantidade total

de vértice da rede, Qt, isto é

pb(max) = K
Qb

Qt
, (3.53)

de tal maneira que, para as nanofitas quadradas, o valor encontrado para K que melhor corres-

pondeu com os resultados obtidos via CQME foi de K = 1.32. Na Fig.3.19 temos a comparação
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Figura 3.19: Neste gráfico temos a comparação entre pb(max) calculado via CQME’s em nanofitas e via
modelo proposto, ver Eq.(3.53), com os devidos valores de Qb e Qt para cada rede de dimensão {nx×ny}.

entre a curva com valores de pb(max) pelo tamanho da rede {nx × ny}, obtidos numericamente

via CQME’s, e a curva gerada pelo modelo proposto na Eq.(3.53). Vemos a grande semelhança

entre ambas as curvas, porém, é importante pontuar que a constante de proporcionalidade K

depende de alguns fatores como: a escolha das matrizes Γ̂(j,k)l2 e Γ̂(j,k)l3 e o estado inicial do

sistema.

Figura 3.20: Neste gráfico podemos ver como o comportamento do deslocamento quadrático médio radial,
Dr, está diretamente associado com o tamanho da nanofita quadrada e, consequentemente, com as
interações da partícula (caminhante quântico) com os vértices de bordas. As linhas sólidas representam
Dr× t para nanofitas de dimensão {nx×ny}, e a linha trastejada para uma rede hexagonal sem condições
de contorno (rede infinita).
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O fato da partícula começar a ocupar estados de vértices de borda quebra o comportamento

quadrático de Dr, como dito anteriormente. Entretanto, nos primeiros instantes de interação da

partícula com os vértices de borda com l = 2, essa quebra de comportamentos não é perceptível.

Só conseguimos perceber essa ruptura de padrão a partir do instante de tempo t ≈ 5tmin
3 , com

τ = 1. A Fig.3.20 nos mostra o comportamento do deslocamento quadrático médio radial, Dr, à

medida que os sistemas com diferentes dimensões evoluem no tempo. Conseguimos ver o mesmo

comportamento oscilatório de Dr para todas as nanofitas abordadas neste trabalho. Além disso,

o valor de Dr, o qual a a amplitude diminui conforme a evolução temporal, está diretamente

ligado ao fato da nanofita ser uma rede confinada [139].

Ao tomarmos a normalização do Dr em relação ao tmin de cada nanofita, observamos que

as curvas da Fig.3.21 tendem a convergir para o mesmo valor à medida que o tamanho da rede

aumenta. Isto corrobora o fato de que as distribuições de probabilidade para diferentes tamanhos

de nanofitas têm padrões de acordo com a escala de tempo de tmin de cada rede. Além disso,

considerando que o comportamento oscilatório do Dr resulta da interação da partícula com as

bordas da rede, podemos pontuar que a dependência do valor de convergência com o tamanho

da rede pode ser interpretado como uma consequência direta da razão

R = Qb/Qt, (3.54)

e, consequentemente com o valor de pb para cada rede, mostrado na Fig.3.18.

Figura 3.21: Neste gráfico temos o valor normalizado de Dr em relação a tmin para nanofitas de diferentes
tamanhos. A medida que aumentamos as dimensões da nanofitas, as curvas tendem a convergir para
valores cada vez mais próximos.



3.3. CQME’s com Condições de Contorno: Nanofitas Quadradas 77

Figura 3.22: Neste gráfico vemos o comportamento oscilatório do deslocamento quadrático médio radial
decomposto em Dx e Dy, para um nanofita quadrada {81×81}, deixando claro como o caráter oscilatório
da DQM radial inicia primeiro na direção êy. É importante notar que, a simetria da rede, dada pela
Eq.(3.1), faz com que Dx tenha valores maiores ao longo da caminhada.

Figura 3.23: Neste gráfico podemos notar como os valores de probabilidade associadas aos vértices de
borda com l = 2 de uma nanofita com dimensões {81 × 81} atingem seu valor máximo primeiro nas
bordas zigzag do que nas bordas armchair, corroborando com os resultados da Fig.3.22.

Analizando as Figs.3.13 - 3.17 podemos notar que as ditribuições de probabilidade possuem

simetria de rotação em relação a eixos Sn, tal que

Sn =
360◦

n
, onde n ∈ {2, 3, 6, 12}, (3.55)
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para t < tmin. Isto é uma consequência direta da escolha da matriz espalhamento, do estado

inicial [152] e da estrutura topológica da rede hexagonal. Entretanto, quando a partícula atinge

os vértices de borda, essas simetrias deixam de existir. Além disso, podemos notar que, devido

aos padrões simétricos formados pelas distribuições de probabilidade, padrões estes relacionados

diretamente com xj e yk, a frente de onda (em sua amplitude máxima) atinge primeiro as bordas

zigzag, como mostrado na Fig. 3.23 em t = 240, para uma nanofita de {81× 81}. Uma vez que

isso ocorre, temos um impacto direto no DQM na direção êy, Dy, como mostrado na Fig.3.22

para uma rede {81×81}, onde é possível observar nitidamente como o comportamento oscilatório

de Dr inicia primeiro na direção êy, uma consequência da Eq.(3.1).

Considerando os resultados obtidos para este tipo de nanofitas, esperamos que tais resultados

possam embasar estudos futuros relacionando a tipos distintos de nanofitas de redes hexagonais,

como, por exemplo, nanofitas retangulares, nx �= ny, e/ou nanofitas irregulares, com defeitos

na rede e condições de contorno também irregulares. Além disso, vale notar que os resultados

obtidos foram para matrizes de espalhamento imparciais, tanto para vértices com l = 2 como

para l = 3. Desta forma, esperamos que os resultados apresentados nesta seção possam também

servir de base para investigações futuras associadas a CQME’s com diferentes tipos de matrizes

de espalhamento e focando, por exemplo, na comparação entre as grandezas aqui investigadas e

propriedades de transporte em materiais bidimensionais com rede hexagonal e diferentes tipos

de condição de contorno.



CAPÍTULO 4

CAMINHADAS QUÂNTICAS POR MODELO DE

ESPALHAMENTO NA REDE HEXAGONAL: ESPAÇO DE

MOMENTO

Neste capítulo, iremos apresentar o formalismo para CQME’s no espaço de momento e mostrar

dois métodos para construção de estrutura de bandas π e π∗ de materiais planares com rede

hexagonal: um analítico e centrado na matriz AB e, outro numérico e centrada em uma matriz

geradora do SU(3).

Nas seções anteriores nós abordamos as CQME’s com um formalismo centrado em grafos

quânticos [40]. A partir daqui, será necessário explorar outros conceitos e formalismos, em

especial os de Física da Matéria Condensada. Recomendamos fortemente ao leitor não habituado

uma leitura dos capítulos iniciais dos livros da área [191, 218, 219].

4.1 Formalismo e Principais Grandezas

4.1.1 Rede de Bravais e Rede Recíproca

A rede hexagonal é constituída por dois tipos diferentes de vértices, como falado anteriormente.

Portanto, para explorarmos as características periódicas de uma rede, é necessário definir a menor

unidade desta, denominada de célula unitária/primitiva. No caso da rede hexagonal, sempre

teremos dois vértices não equivalentes em sua célula unitária, e, uma das escolhas possíveis é a

célula de Wigner-Seitz, mostrada na Fig.4.1. Neste caso, podemos considerar que cada célula

unitária está centrada em um vértice (j, k) da rede hexagonal e, portanto, podemos recobrir todo

o plano da rede de Bravais equivalente apenas transladando a célula unitária de acordo com a

79
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Figura 4.1: Mapeando os vértices da rede hexagonal (vértices pretos) em uma rede triangular de Bravais
(pontos cinzas) pela Eq.(4.1). A área pontilhada é a célula de Wigner-Seitz [191], note que, há dois
vértices não equivalente dentro desta.

topologia da rede. O vetor gerador da rede de Bravais é dado por

�R(m1,m2) = m1�a1 +m2�a2, (4.1)

onde (m1,m2) são números inteiros e os vetores de base são

�a1 =
a

2

(√
3êx + 3êy

)
, �a2 =

a

2

(
−

√
3êx + 3êy

)
. (4.2)

Ao mapearmos a rede hexagonal em uma rede de Bravais triangular, podemos então aplicar

as demais definições advindas das redes de Bravais para a nossa rede. Uma delas é a definição da

rede recíproca [191], de extrema importância para a CQME’s no espaço de momento. Da mesma

maneira que a rede de Bravais é construída através do vetor �R(m1,m2), a rede recíproca é gerada

pelo vetor �G(m1,m2) dado por

�G(n1,n2) = n1
�b1 + n2

�b2, (4.3)

tal que (n1, n2) são número inteiros e os vetores de base �bi são dados por

�b1 =
2π

a

( 1√
3
êx +

1

3
êy

)
, �b2 =

2π

a

(
− 1√

3
êx +

1

3
êy

)
, (4.4)

e podem ser obtidos diretamente da relação

�bi · �aj = 2πδij , (4.5)

tal que i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}, δ é a função delta de Kronecker.
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Figura 4.2: A rede recíproca, com pontos gerados pela Eq.(4.3), associada à rede de Bravais mostrada
na Fig.4.1, perceba que ela também possui estrutura triangular. A área pontilhada é a primeira Zona de
Brillouin tal que Γ, K e M são seus pontos de alta simetria.

A célula unitária da rede recíproca é denominada de primeira Zona de Brillouin (ZB), e, para

o caso de um rede de Bravais triangular, a rede recíproca também é uma rede triangular. Na

Fig.4.2 temos a ilustração da rede recíproca gerada pela Eq.(4.4) juntamente com os principais

pontos de alta simetria da primeira zona de Brillouin, Γ, K e M com coordenadas (κx, κy) dadas

respectivamente por (0, 0),
(
− 2π

3
√
3a
, 2π3a

)
e
(
0, 2π3a

)
. Estes pontos de alta simetria são essenciais

para o estudo das relações de dispersão de energia de um material que apresenta este tipo de

rede recíproca, como veremos adiante.

4.1.2 Condições para CQME’s Invariantes sob Translação

Uma vez que definimos o vetor �R(m1,m2), podemos então definir a ação do operador translação

T̂
R(m1,m2)
em um estado de base de posição |�r〉

T̂
R(m1,m2)
|�r〉 = |�r + �R(m1,m2)〉, (4.6)

onde �R(m1,m2) é descrito pela Eq.(4.1).

Considerando um estado de base do sistema, |σ, j, k〉 ≡ |σ,�r(j,k)〉, descrito em função das

coordenadas Cartesianas,veja Eq.(3.1), tal que �r(j,k) = (xj , yk) e, portanto, a ação de T̂
R(m1,m2)

é dada por

T̂
R(m1,m2)
|σ,�r(j,k)〉 = |σ,�r(j,k) + �R(m1,m2)〉

= |σ, j +m1 −m2, k + 2(m1 +m2)〉. (4.7)

Para que as CQME’s estejam de acordo com a simetria da rede de Bravais, precisamos
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garantir que [
Û , T̂
R(m1,m2)

]
= Û T̂
R(m1,m2)

− T̂
R(m1,m2)
Û = 0, (4.8)

sendo Û o operador evolução temporal definido no capítulo anterior. Primeiramente, conside-

rando a Eq.(3.7), podemos escrever ação de Û no estados de base do espaço de posição {|σ, j, kη〉},
tal que kη ∈ {kpar, kimp}, como

Û =
∑
j,kη

∑
σ

∑
σ′

Γ
(j,kη)
σ′σ |σ′,J (σ′, j, kη),K(σ′, j, kη)〉〈σ, j, kη|, (4.9)

consequentemente, com objetivo de obter a relação presente na Eq.(4.8), tomamos que

T̂
R(m1,m2)
Û =

∑
j,kη

∑
σ

∑
σ′

Γ
(j,kη)
σ′σ |σ′,J (σ′, j, kη) +m1 −m2,K(σ′, j, kη) + 2 (m1 +m2)〉

×〈σ, j, kη|, (4.10)

Û T̂
R(m1,m2)
=

∑
j,kη

∑
σ

∑
σ′

Γ
(j,kη)
σ′σ |σ′,J (σ′, j, kη),K(σ′, j, kη)〉

×〈σ, j −m1 +m2, kη − 2(m1 +m2)|. (4.11)

Considerando uma mudança de coordenadas tal que

j′ = j −m1 +m2, k′η = kη − 2 (m1 +m2), (4.12)

e, que pela definição das funções topológicas podemos escrever que

J (σ, j +m1 −m2, kη + 2 (m1,m2)) = J (σ, j, kη) +m1 −m2

K(σ, j +m1 −m2, kη + 2 (m1,m2)) = K(σ, j, kη) + 2 (m1 +m2), (4.13)

considerando as Eqs.(4.10),(4.11), (4.12) e (4.13), temos que, para que a Eq.(4.8) seja satisfeita,

implica necessariamente que

Γ
(j,kη)
σ′σ = Γ

(j+m1−m2,kη+2(m1,m2))
σ′σ . (4.14)

A Eq.(4.14) nos diz que, para que as CQME’s sejam invariantes perante translações, necessari-

amente os vértices pertencentes a mesma subrede precisam ter a mesma matriz espalhamento,

isto é

Γ
(j,kpar)
σ′σ = Γ

(+)
σ′σ , Γ

(j,kimp)
σ′σ = Γ

(−)
σ′σ . (4.15)

Portanto, para simplificar a notação, denotaremos que um vértice genérico (j, k) terá a matriz
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espalhamento condizente com a paridade da sua coordenada k tal que

Γ̂
(j,k)
σ′σ = Γ̂

((−1)k)
σ′σ . (4.16)

Aqui vale notar que, de acordo como formalismo mais geral possível de CQME’s no espaço de

posição, em tese, cada vértice (j, k) da rede pode estar associado a uma matriz espalhamento

distinta. Entretanto, aqui notamos que neste tipo de rede as CQME’s não seriam invariantes

sob ação do vetor translação T̂
R(m1,m2)
, uma que a condição imposta na Eq.(4.14) jamais seria

satisfeita.

Uma vez que definimos a ação de T̂
R(m1,m2)
no espaço de posição, veja Eq.(4.6), podemos

agora definir sua ação no espaço de momento como

T̂
R(m1,m2)
= exp[i �̂K · �R(m1,m2)]

= exp

[
i
3

2

[(m1 −m2)√
3

K̂x + (m1 +m2) K̂y

]]
, (4.17)

tal que K̂w = P̂w/� é o operador momento na direção w, ou seja w = x, y. Iremos então

definir os estados de base {|σ, κx, κy〉} para CQME’s no espaço de momento, dada a constante

de normalização N , como

|σ, κx, κy〉 =
1

N
∑
j

∑
k

exp[i (κx xj + κy yk)] |σ, j, k〉

=
1

N
∑
j

∑
kpar

exp[i (κx xj + κy yk)] |σ, j, k〉

+
1

N
∑
j

∑
kimp

exp[i (κx xj + κy yk)] |σ, j, k〉

= |σ, κx, κy〉par + |σ, κx, κy〉imp, (4.18)

de tal maneira que a ação do operador momento em uma das direções em um estado de base

{|σ, κx, κy〉} é dada por

K̂x |σ, κx, κy〉 = κx |σ, κx, κy〉, K̂y |σ, κx, κy〉 = κy |σ, κx, κy〉, (4.19)

sendo κx e κy os respectivos autovalores para cada direção. Apesar de termos definidos, a priori,

os estados de bases no espaço de momento, vale notar que, como o operador T̂
R(m1,m2)
translada

um certo vértice para outro topologicamente equivalente, isto implica em uma degenerescência

nos autovalores κx e κy associados a |σ, κx, κy〉par e a |σ, κx, κy〉imp.
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4.1.3 Autovalores e Bandas de Energia: Definições e Formalismo

De maneira análoga a CQME’s no estado de posição, as CQME’s no estado de momento podem

ser uma ferramenta de investigação para sistemas quânticos. A relação de dispersão de energia

de um material, por exemplo, é uma das características que pode revelar se este material se trata

de um condutor, semicondutor ou isolante dada certas condições. Nesta subseção, nos iremos

apresentar um método analítico para obtenção de relações de dispersão de energia e estrutura

de bandas para materiais planares com rede hexagonal.

Uma maneira de obter as relações de dispersão de energia e estruturas de banda é calcular

os autovalores associados a ação do operador Û . Porém, uma vez que a célula unitária da rede

de Bravais associada à rede hexagonal possui dois vértices não equivalentes, como mostrado na

Fig.4.1, temos como condição para conservação de simetria da rede que a equação de autovalores

será descrita por

Ûef |u〉 = exp[−2iE/ε̃] |u〉, (4.20)

tal que E é o valor de energia para um dado autoestado |u〉, onde

ε̃ = �/τ, (4.21)

e, Ûef é operador evolução para dois passos de tempo, isto é

Ûef = Û2τ . (4.22)

Considerando as Eq.(3.7) e (4.16), temos portanto que a ação de Ûef em um estado de base

|σ, j, k〉 será dada por

Ûef |σ, j, k〉 =
∑
σ′

∑
σ′′

Γ
((−1)k)
σ′σ Γ

(−(−1)k)
σ′′σ′

|σ′′,J (σ′′,J (σ′, j, k),K(σ′, j, k)),K(σ′′,J (σ′, j, k),K(σ′, j, k))〉,
=

∑
σ′

∑
σ′′

Γ
((−1)k)
σ′σ Γ

(−(−1)k)
σ′′σ′

|σ′′, j + (−1)k (σ′ − σ′′), k + (−1)k, ((−1)σ
′ − (−1)σ

′′
)〉. (4.23)

Desta forma, uma vez definida a ação de Ûef podemos, portanto, definir a ação deste no estado
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de base |σ, κx, κy〉

Ûef |σ, κx, κy〉 =
1

N
∑
j

∑
k

∑
σ′′

∑
σ′

Γ
((−1)k)
σ′σ Γ

(−(−1)k)
σ′′σ′ exp[i (κx xj + κy yk)]

×|σ′′, j + (−1)k f(σ′′, σ′), k + (−1)k g(σ′′, σ′)〉, (4.24)

tal que f(σ′′, σ′) e g(σ′′, σ′) serão definidas como

f(σ′′, σ′) = (σ′ − σ′′), g(σ′′, σ′) = (−1)σ
′ − (−1)σ

′′
. (4.25)

A ação de Ûef em um estado de base do sistema associado ao vértice (j, k) evoluirá o caminhante

ao vértices (j′, k′) tal que

(j′, k′) ∈ {(j, k), (j ± 2, k), (j ± 1, k − 2), (j ± 1, k + 2)}, (4.26)

e, como uma condição direta, as coordenadas k e k′ terão a mesma paridade, já que a ação

de Ûef sempre leva a estados de base de vértices topologicamente equivalentes. Desta forma,

considerando as Eqs.(3.1) e (4.26) podemos definir que

x(j′−(−1)k′ f(σ′′,σ′)) = xj′ − (−1)k
′
√
3

2
f(σ′′, σ′)a,

y(k′−(−1)k′ g(σ′′,σ′)) = yk′ − (−1)k
′ 3

4
g(σ′′, σ′)a. (4.27)

Portanto, considerando a Eq.(4.27) e considerando a devida troca de coordenadas, onde

j′ = j + (−1)k f(σ′′, σ′), (4.28)

k′ = k + (−1)k g(σ′′, σ′), (4.29)

podemos, reescrever a Eq.(4.24) como

Ûef |σ, κx, κy〉 =
1

N
∑
j′

∑
k′

∑
σ′′

∑
σ′

Γ
(−(−1)k

′
)

σ′′σ′ Γ
((−1)k

′
)

σ′σ

× exp[−i (−1)k
′
a(

√
3

2
f(σ′′, σ′)κx +

3

4
g(σ′′, σ′)κy)]

× exp[i (κx xj′ + κy yk′)] |σ′′, j′, k′〉, (4.30)
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tal que considerando as Eqs.(4.15), (4.27) e (4.29), nos leva a

Ûef |σ, κx, κy〉 =
1

N
∑
σ′′

∑
σ′{∑

j′

∑
k′par

Γ
(−)
σ′′σ′Γ

(+)
σ′σ exp[−i a(

√
3

2
(σ′ − σ′′)κx +

3

4
((−1)σ

′ − (−1)σ
′′
)κy)]

+
∑
j′

∑
k′imp

Γ
(+)
σ′′σ′ Γ

(−)
σ′σ exp[+i a(

√
3

2
(σ′ − σ′′)κx +

3

4
((−1)σ

′ − (−1)σ
′′
)κy)]

}

× exp[i (κx xj′ + κy yk′)] |σ′′, j′, k′〉. (4.31)

Podemos então definir a ação de Ûef em um estado |σ, κx, κy〉 como

Ûef |σ, κx, κy〉 =
∑
σ′′

(F̂ Γ̂(−)F̂ † Γ̂(+))σ′′σ |σ′′, κx, κy〉par +
∑
σ′′

(F̂ † Γ̂(+)F̂ Γ̂(−))σ′′σ |σ′′, κx, κy〉imp, (4.32)

e que os elementos da matriz diagonal F̂ são dados por

Fσ′′ σ′ = exp

[
i a

(√
3

2
κx σ

′′ +
3

4
κy (−1)σ

′′
)]

δσ′′ σ′ , (4.33)

tal que δσ′′σ′ é a função delta de Kronecker.

Como dito anteriormente, tanto |σ, κx, κy〉 como |σ, κx, κy〉par e |σ, κx, κy〉imp, nenhum destes

é um autoestado de Ûef . Portanto, iremos definir a combinação linear

|u(κx, κy)〉 =
∑
σ

C(+)
σ |σ, κx, κy〉par +

∑
σ

C(−)
σ |σ, κx, κy〉imp, (4.34)

desta forma, temos que a equação de autovalores na nova base será dada por

Ûef |u(κx, κy)〉 = exp[−2iE/ε̃] |u(κx, κy)〉, (4.35)

onde considerando as Eqs.(4.32) e (4.34), temos necessariamente que

⎛
⎜⎜⎜⎝

F̂ Γ̂(−)F̂ † Γ̂(+) Ô

Ô F̂ † Γ̂(+)F̂ Γ̂(−)

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎝ C(+)

C(−)

⎞
⎠ = exp[−2iE/ε̃]

⎛
⎝ C(+)

C(−)

⎞
⎠ , (4.36)
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tal que Ô é uma matriz 3x3 nula e C(s) = (C
(s)
1 C

(s)
2 C

(s)
1 )T onde s = ±. A solução da Eq.(4.36)

implica que

0 = det
(
F̂ Γ̂(−)F̂ † Γ̂(+) − exp[−2iE/ε̃] 1̂

)
×det

(
F̂ † Γ̂(+)F̂ Γ̂(−) − exp[−2iE/ε̃] 1̂

)
, (4.37)

onde 1̂ é uma matriz identidade 3 × 3. Os dois determinantes da Eq.(4.37) levam a mesma

expressão e, portanto, a equação característica para CQME’s na rede hexagonal é dada por

det
(
F̂ Γ̂(−)F̂ † Γ̂(+) − exp[−2iE/ε̃] 1̂

)
= 0. (4.38)

Convido o leitor a refletir um momento sobre a Eq.(4.38). Podemos notar, por exemplo, que os

elementos da matriz diagonal F̂ dependem diretamente de κx e κy e, além disso, descrevem a

topologia da rede hexagonal. Desta forma, neste formalismo é possível notar como as estruturas

de bandas são constituídas de contribuições topológicas da rede, vide Eq.(4.33), e contribuições

relacionadas à interação entre as partículas e os vértices da rede desta, que no formalismo de

CQME’s estão diretamente associadas as escolhas das matrizes Γ̂(±).

Uma vez que há infinitas matrizes que possam ser tomadas como matrizes espalhamento para

o sistema, Γ̂(±) ∈ U(3), isto pode estar diretamente relacionado com a grande diversidade de

materiais de Dirac sendo explorados [165, 220, 221]. Vale notar que isso emerge naturalmente

de nosso modelo, já que cada conjuntos de Γ̂(±) pode ser interpretado como um material com

características específicas.

Além disso, a Eq.(4.38) generaliza resultados de estudos recentes que relacionam as estru-

turas topológicas associadas a materiais bidimensionais com a extensão dos grupos de simetria

SU(2) → SU(3) [222, 223].

Na próxima seção iremos apresentar um exemplo de como é possível encontrar estruturas de

bandas de maneira analítica, dada uma certa escolha de parametrização paras as matrizes Γ̂(±).

4.2 Bandas de Energia e Afins: Um exemplo exato para a Matriz

AB

Nesta seção nós iremos mostrar como aplicar o formalismo mostrado na seção anterior para

obtenção de estruturas de bandas. Em específico, iremos mostrar como obter as estruturas de

banda π e π∗ para toda a família de matrizes geradas pela matriz AB.
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4.2.1 Bandas de Energia

Figura 4.3: Estuturas de bandas, obtidas através da Eq.(4.41) para diferentes matrizes ΓAB(θ, π/2), ao
longo da primeira zona de Brillouin e em unidades de E ± /ε̃.

Primeiramente, devemos fazer algumas considerações para o exemplo em questão. Iremos

considerar que, para este caso, Γ̂(+) = Γ̂(−) = Γ̂AB, dada a Eq.(3.22). Isto implica que todos os
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vértices da rede terão a mesma matriz espalhamento, entretanto, vale notar que a não equivalência

topológica entre os vértices com diferentes paridades para coordenada k é mantida.

Considerando as Eqs.(3.21) e (3.22), teremos então que Eq.(4.38), para o caso das matrizes

AB, será dada por

0 =

( |tB(θ)|2
4

h(�κ)− cos2[E/ε̃+ γ]

)
× (sin[E/ε̃+ γ − θ] + 2 sin[E/ε̃+ γ + θ]) , (4.39)

tal que a função h(�κ) é dada por

h(�κ) = 3 + 4 cos

[√
3κxa

2

]
cos

[
3κya

2

]
+ 2 cos

[√
3κxa

]
, (4.40)

e tal que 0 ≤ h(�κ) ≤ 9 para qualquer valor de κx, κy. Uma vez que os argumentos da função

seno na Eq.(4.39) não dependem de (κx, κy), teremos uma solução com dependência em κ para

a Eq.(4.39) dada por

E±(�κ, θ, γ) = ε̃

(
arccos

[
∓|tB(θ)|

2

√
h(κx, κy)

]
− γ

)
. (4.41)

Podemos notar que a Eq.(4.41) possui três parâmetros livres γ, θ e ε̃, que a princípio são ajus-

táveis. Um deles, γ, é um parâmetro de fase global presente na Eq.(3.22) e que na Eq.(4.41) é

associado a um controle de gaps entre as bandas.

Figura 4.4: (a) Bandas de energia para diferentes valore de θ e γ = π/2 ao longo do caminho fechado
ΓKMΓ. (b) Relação de dispersão de energia próxima ao ponto de alta simetria K para diferentes valores
de θ e γ = π/2.

Nas Figs.4.3 e 4.5 temos representações em 3D e 2D, respectivamente, das estruturas de

banda obtidas para diferentes valores de θ na Eq.(4.41) e considerando γ = π/2 para a primeira

zona de Brillouin. Para o caso em que θ = 0, como mencionando no capítulo anterior, a matriz

Γ̂AB(0, γ) = Γ̂GRO(3) e, assume os mesmos coeficientes de espalhamento que o de uma matriz
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Grover, na qual |tB(0)|2 = 4/9 e é o máximo valor possível como mostrado na Fig.3.2. Ao

olharmos as Figs.4.3 e 4.4, veremos que as únicas estruturas de banda que não apresentam um

comportamento suave próximo ao ponto de alta simetria Γ, isto é, no ponto κx = κy = 0, é

justamente a associada a matriz Γ̂AB(0, π/2).

Na Fig.4.4(a) temos a representação das estruturas de bandas para diferentes matrizes Γ̂AB(θ, π/2)

no caminho ΓKMΓ ao longo da primeira zona de Brillouin. Aqui vale notar que as estruturas de

banda E+(�κ, θ, γ) e E−(�κ, θ, γ), sempre serão simétricas, dado os mesmos valores de θ e γ, vide

Eq.(4.41). A Fig.4.4(b) nos mostra a relação de dispersão de energia próxima ao ponto K, e fica

nítido a relação de dispersão linear nessa região. Além disso, temos que as bandas se tocam em

E/ε̃ = 0.

Figura 4.5: Plots de densidade de |E±/ε̃| para diferentes valores de θ e γ = π/2 na primeira zona de
Brillouin. Os pontos Γ, M , K são os denotados pontos de alta simetria.

Algo importante a ser analisado é o valor de E no ponto de alta simetria Γ para diferentes

matrizes AB. Nas Figs.4.5 e 4.6 é possível notar que o ponto como maior valor de E/ε̃, indepen-

dente do valor de θ e, considerando γ = π/2, sempre será em κx = κy, ou seja, no ponto de alta

simetria Γ. Portanto, considerando as Eqs.(4.40) e (4.41), teremos que

Emax(θ) = ε̃

(
π

2
− arccos

[
3

2
|tB(θ)|

])
, (4.42)

ou seja, dado uma certa matriz Γ̂AB(θ, π/2), a equação acima nos possibilita obter o valor

Emax(θ).
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Figura 4.6: Comportamento de Emax em relação ao parâmetro θ, vide Eq.(4.42).

4.2.2 Velocidades de Fermi e uma Relação entre CQME’s e TB-

1NN

Na seção anterior, apresentamos um método para obtenção de estruturas de banda para matrizes

AB. Como mencionado anteriormente, a relação de dispersão de energia próxima aos pontos de

alta simetria K e K ′ tem comportamento linear. Com o objetivo de explorar outras grandezas

próximas a esses pontos de alta simetria, primeiramente, iremos considerar um mudança de

coordenadas dada por

qx =

(
κx +

2π

3
√
3a

)
, qy =

(
κy − 2π

3a

)
, (4.43)

tal que �q = qxêx + qy êy. Perceba que a origem desse novo sistema de coordenada esta centrado

em K = (− 2π
3
√
3a
, 2π3a ), vide Fig.4.2. Além disso, iremos assumir que

φ
q = arctan[qy/qx]. (4.44)

Desta forma, considerando as Eqs.(4.43) e (4.44) e, assumindo que γ = π/2, a expansão da

Eq.(4.41) próximo à região do ponto de alta simetria K leva à seguinte relação de dispersão de

energia

E±(�q, θ, π/2) = ±3 ε̃ |tB(θ)|
4

(
a |�q|+cos [3φq]

4
(a |�q|)2+(6 |tB(θ)|2 − cos [6φq]− 7)

64
(a |�q|)3+. . .

)
,

(4.45)

tal que se considerarmos apenas o termo de primeira ordem, podemos definir a relação de dis-

persão de energia em função da velocidade de Fermi ṽF [203, 224]

E±(�q, θ, π/2) = ±ṽF (θ) |�p|, (4.46)
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tal que �p = ��q, e, ṽF é dado

ṽF (θ) =
3 a ε̃ |tB(θ)|

4 �
=

3 a |tB(θ)|
4 τ

. (4.47)

Podemos notar que a Eq.(4.47) corrobora com os resultados apresentados no Capítulo 3 sobre

um modelo para o deslocamento quadrático médio radial, denotado aqui Dr, para a matriz AB.

Portanto, de maneira análoga à Eq.(3.24), teremos que

K(θ) =
16

9
ṽ2F (θ)

∞∑
m=0

b2m cos2m[θ], (4.48)

ou seja, podemos afirmar que Dr é proporcional ao quadrado da velocidade de Fermi.

Outro conceito que podemos explorar é a velocidade de grupo. Considerando a Eq.(4.41) e,

tomando que

�v±(�κ, θ) =
1

�
∇
κE±(�κ, θ, γ), (4.49)

resultando, portanto, em

�v±(�κ, θ) = ±
(
�vx(�κ, θ) êx + �vy(�κ, θ) êy

)
, (4.50)

tal que as componentes da velocidade de grupo são dadas por

vx(�κ, θ) =
a ε̃

�

√
3 | cos[θ]|√

|5 + 4 cos [2θ]|h(�κ)− (cos[θ]h(�κ))2

(
2 cos

[√
3κxa

2

]
+ cos

[
3κya

2

])

× sin

[√
3κxa

2

]
, (4.51)

vy(�κ, θ) =
a ε̃

�

3 | cos[θ]|√
|5 + 4 cos [2θ]|h(�κ)− (cos [θ]h(�κ))2

sin

[
3κya

2

]
cos

[√
3κxa

2

]
. (4.52)

De maneira geral, a velocidade do grupo está diretamente relacionada com os coeficientes da

matriz de espalhamento. Se consideramos, por exemplo, a Eq.(4.50) tal que θ → π/2, conse-

quentemente, v±(�κ, θ) → 0 e, está completamente de acordo com o caso em que escolhemos uma

matriz Γ̂AB(θ → π/2, γ = π/2) na qual o estado inicial ficará confinado entre a região de seus

primeiros vizinhos. Vale notar também que, das Eqs.(4.47) e (4.49), o módulo da velocidade de

grupo nas regiões próximas aos pontos K e K ′ coincidem com a velocidade de Fermi.

Ao tomar a Eq.(4.41) próximo à região dos pontos de alta simetria K e K ′, a função h(κx, κy)

tende a zero. Portanto, se considerarmos a expansão em séries para a função arccos(x) teremos
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que

arccos(x) =
π

2
−

∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
x2n+1

2n+ 1
, (4.53)

e, considerando que

x = ε̃
|tB(θ)|

2

√
h(κx, κy), (4.54)

teremos que, em primeira ordem, a Eq.(4.41) será descrita por

E±(�κ, θ, γ) = ±ε
√
h(κx, κy), (4.55)

tal que ε é denominado parâmetro de hopping e será definido por

ε = ε̃ |tB(θ)|/2. (4.56)

Perceba que ao fazermos a devida expansão, obtemos diretamente uma equação análoga à do

modelo Tight Binding First Nearest Neighbour (TB-1NN) para o grafeno [203, 225]. Além disso,

diretamente da Eq.(4.56), podemos reescrever a Eq. (4.47) como

ṽF =
3 a ε

2�
, (4.57)

que é totalmente similar à relação entre ṽF e o parâmetro de hopping obtida via TB-1NN [203,

225].

Os resultados acima mostram como as CQME’s podem ser um poderoso formalismo para o

estudo de materiais. Vale notar que todos o resultados obtidos nessa seção estão diretamente

ligados a escolha da parametrização das matrizes espalhamento da rede. Portanto, é natural que

se propormos outras parametrizações distintas para as matrizes espalhamento do sistema, iremos

obter outras relações para dispersão de energia, velocidade de Fermi e afins.

4.3 CQME’s e Materiais de Dirac 2D

Na seção anterior mostramos como as CQME’s com uma dada parametrização das matrizes

espalhamento do sistema nos permite explorar grandezas usualmente estudadas em matéria con-

densada. Uma vez que todo o formalismo apresentado até o momento é para rede hexagonal,

é natural buscarmos alguns materiais que possam ser bons candidatos de investigação. Nesse

contexto, o grafeno [172, 182] é sem dúvidas o primeiro candidato, uma vez que ele possui uma

rede hexagonal planar e, como mostrado na seção anterior, obtivemos a relação de dispersão

de energia para este material de maneira análoga ao modelo TB-1NN. Além disso, há outros
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dois candidatos, siliceno e germaneno, materiais que também possuem redes hexagonais plana-

res. Apesar de não serem considerados estáveis na forma planar, há estudos que apontam suas

possíveis propriedades nesta forma [194–198, 226, 227].

4.3.1 Grafeno
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Figura 4.7: Comparação entre as estruturas de banda π e π∗ do grafeno obtidas via: TB-1NN com
εeff = εTB = 2.75 , ver Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; ab initio 2 [228]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41)
para seis valores distintos de θ e γ = π/2. As curvas ab initio foram digitalizadas das Refs.[195] e [228].

No final da seção anterior mencionamos que o modelo TB-1NN [203] é capaz de definir uma

equação para as banda de energia do grafeno, e, através do formalismo proposto no final da

última seção, vide Eqs.(4.55) e (4.56), conseguimos traçar uma equivalência entre o método de

CQME’s no estado momento para matriz AB e o modelo TB-1NN nas regiões próximas aos

pontos de alta simetria K e K ′.

No modelo TB-1NN o parâmetro de hopping tem um papel fundamental, de tal forma que

seu valor numérico pode ser estipulado de acordo com cada material [191], e está diretamente

associado ao parâmetro de rede a. No caso do grafeno, o parâmetro de hopping é estimado

como ε ≈ 2.7 eV [203, 216, 217, 229] e, as medidas experimentais transpostas ao modelo levam

à ε ≈ 3.0 eV [192, 203, 230–232].

Devido à relação definida na Eq.(4.56), para diferenciar os parâmetros de acordo com cada

modelo iremos reescreve-la por
ε̃ |tB(θ)|

2
= εeff , (4.58)
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Figura 4.8: Comparação entre as estruturas de banda π e π∗ do grafeno obtidas via: TB-1NN com
εeff = εTB = 3.0 , vide Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; ab initio 2 [228]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41)
para seis valores distintos de θ e γ = π/2. As curvas ab initio foram digitalizadas das Refs.[195] e [228].

tal que εeff é o parâmetro de hopping efetivo associado aos parâmetros ε̃ e θ do formalismo de

CQME’s. Para o grafeno, nós iremos definir que εeff pode assumir dois valores distintos, um

associado ao valor estimado pelo modelo TB-1NN, εTB = 2.75 eV, e outro associado ao valor

experimental para o mesmo modelo, εexp = 3.0 eV. Desta forma, na Tab.4.1 temos os valores

correspondentes de ε̃ e τ , vide Eq.(4.21), que satisfazem a Eq.(4.58) para os dois valores distintos

de εeff para o grafeno.

Atualmente, diversos pesquisadores investigam as propriedades dos grafeno e demais ma-

teriais de Dirac através de diversas abordagens diferentes [195, 203, 224, 228, 232–235]. Em

particular, para as estruturas de banda há métodos ab initio que englobam em seus protocolos

diversos parâmetros que permitem uma maior acurácia em relação à outros. Em particular, dois

destes métodos merecem uma atenção, um com a abordagem de Teoria do Funcional da Densi-

dade (TFD ) [195], que denotaremos daqui em diante como ab initio 1 e, outro que utilizada a

abordagem de bandas interpoladas de Wannier [228], que denotaremos daqui em diante como ab

initio 2.

Na Fig. 4.7 nós temos a comparação entre as estruturas de bandas π e π∗ do grafeno no

caminho ΓKMΓ obtidas por quatro abordagens distintas: TB-1NN com εeff = εTB = 2.75 eV,

ab initio 1, ab initio 2 e para CQME’s, vide Eq.(4.41), com a = 1.42 Å , γ = π/2 e seis valores

distintos de θ. É possível notar que, na região próxima ao ponto K a relação de dispersão de

energia é linear e, independentemente do valor de θ, as curvas TB-1NN e CQME’s são muito
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θ ε̃ (eV) para εTB (para εexp) τ (fs) para εTB (para εexp)
0 08.3 (09.0) 0.0798 (0.0731)

0.250 π 08.7 (09.5) 0.0756 (0.0694)
0.333 π 09.5 (10.4) 0.0690 (0.0633)
0.385 π 11.0 (12.0) 0.0598 (0.0548)
0.420 π 13.5 (14.7) 0.0487 (0.0446)
0.477 π 38.9 (25.4) 0.0283 (0.0259)

Tabela 4.1: Os valores dos parâmetros ε̃ e τ para valores distintos de θ na Eq.(4.58).

semelhantes. Por outro lado, nas proximidades do ponto de alta simetria Γ as relações de

dispersão de energia só se assemelham quando θ → π/2. Vale notar que as estruturas de banda

obtidas via TB-1NN e as obtidas através da Eq.(4.41) só coincidem quando θ ≈ π/2, como

mostrado na Fig.4.7 (f). Isto se deve ao fato que, quando |tB(θ ≈ π/2)| ≈ 0 e ao truncarmos

Eq.(4.53) em primeira ordem, a relação de dispersão de energia funciona bem para qualquer valor

de h(κx, κy).

Na Fig.4.8 nós temos a comparação entre as estruturas de bandas π e π∗ do grafeno no

caminho ΓKMΓ obtidas por quatro abordagens distintas: TB-1NN com εeff = εexp = 3.0, ab

initio 1, ab initio 2 e para CQME’s, vide Eq.(4.41), com a = 1.42 Å , γ = π/2 e seis valores

distintos de θ. Quantitativamente nós temos resultados semelhantes aos discutidos acima para

a Fig.4.7.

Considerando as estruturas de banda apresentadas nas Figs.4.7 e 4.8, é possível analisar que

as curvas obtidas pelos métodos ab initio 1 e ab initio 2 possuem uma pequena diferença entre

si. Porém, há uma grande diferença em relação às curvas obtidas pelos demais métodos,Tight

Binding First Nearest Neighbour e ab initio’s 1 e 2, nas regiões que distam do ponto K.

Considerando essa diferença entre as estruturas de banda geradas por ab initio 1 e ab initio

2 em relação ao modelo de CQME, vide Eq.(4.38), podemos fazer algumas reflexões. Uma delas

é que, na região próxima ao ponto K, as bandas apresentam o mesmo comportamento linear

e, sem dúvidas, esse comportamento está diretamente associado às principais características dos

materiais de Dirac e, portanto, mesmo com disparidades, a Eq.(4.41) captura esta propriedade.

Por outro lado, é importante notar o caráter extremamente genérico presente na Eq.(4.38), na

qual temos que infinitas matrizes podem ser tomadas como Γ̂(±). Além disso, cabe o questio-

namento que, considerarmos Γ̂(+) = Γ̂(−) pode não ter sido a escolha que leve a descrição do

grafeno. Porém, na seção seguinte essas reflexões serão exploradas.
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material a (Å) εeff v
(TB)
F v

(CQME)
F ε̃ τ(fs)

grafeno 1.42 2.75 8.73 8.74 9.5263 0.0703
germaneno 2.43 1.05 5.81 5.81 3.6373 0.181
siliceno 2.28 1.03 5.35 5.35 3.5680 0.185

Tabela 4.2: Lista de parâmetros importantes para os três materiais de Dirac 2D abordados nesta seção
[195, 198, 236–239]. Os valores de εeff e ε̃ estão em unidades de eV. Já os valores associados aos
parâmetros v

(TB)
F e v

(CQME)
F , vide Eq. (4.47), estão em unidades de 105 m/s. Por fim, os parâmetros

associados ao modelo CQME foram obtidos para Γ̂AB(π/3, π/2).

4.3.2 Germaneno e Siliceno
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Figura 4.9: Comparação entre as estruturas de banda π e π∗ do germaneno obtidas via: TB-1NN com
εeff = εTB = 1.05 , vide Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41) para seis valores
distintos de θ e γ = π/2. As curvas ab initio 1 foram digitalizadas da Ref.[195].

Diversos trabalhos [194–198, 226, 227, 240] tem mostrado que o siliceno e o germaneno em

suas formas planares possuem a mesma estrutura eletrônica que o grafeno e, também são clas-

sificados como materiais de Dirac 2D. Vale notar que, apesar das semelhanças já mencionadas,

estes possuem valores de parâmetros a e εeff distintos, como mostrado na Tab.4.2. Nesta sub-

seção iremos fazer uma análise análoga à apresentada na subseção anterior para o grafeno para

os materiais em questão.

Na Fig.4.9 nós temos a comparação entre as estruturas de bandas π e π∗ do germaneno no

caminho ΓKMΓ obtidas por três abordagens distintas: TB-1NN com εeff = εTB = 1.05, ab
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Figura 4.10: Comparação entre as estruturas de banda π e π∗ do siliceno obtidas via: TB-1NN com
εeff = εTB = 1.03, vide Eq.(4.55);ab initio 1 [195]; e via CQME’s tomando a Eq.(4.41) para seis valores
distintos de θ e γ = π/2. As curvas ab initio 1 foram digitalizadas das Ref.[195].

initio 1 e, para CQME’s, vide Eq.(4.41), com a = 2.43 Å γ = π/2 e seis valores distintos de θ.

Vale ressaltar que os valores de a para estes materiais estão relacionados a valores teóricos, já

que ambos os materiais não são estáveis na forma planar. Já na Fig.4.10, nós temos a mesma

comparação, porém, para o siliceno. Nesse caso εeff = εTB = 1.03 e a = 2.28 Å.

De maneira geral, as mesmas considerações feitas a respeito da comparação entre as estruturas

de banda obtidas pelos modelo TB-1NN e CQME’s para o grafeno, também se aplicam para estes

materiais. Entrentanto, é possível observar que há algumas diferenças. Podemos notar que as

bandas superiores (inferiores), geradas pelo modelo CQME, se assemelham mais às curvas do ab

initio 1 para menores (maiores) valores de θ. Este comportamento é nítido em ambas as bandas

do grafeno, enquanto que, para o germaneno e o siliceno, é notado apenas nas bandas inferiores.

Se notarmos, as Figs.4.9(a) e 4.10(a) são as que apresentam o valor máximo no ponto Γ dentre os

θ analisados, vide Eq.(4.42) e, mesmo assim, Emax possui uma diferença significante em relação

ao valor da energia no ponto Γ via ab initio 1. Por outro lado, é possível notar que, na região

KM , as bandas de energia para o siliceno e o germaneno obtidas via CQME se assemelham mais

as obtidas via ab initio 1 que para o grafeno.

Uma grandeza discutida na seção anterior e que pode ser explorada para o grafeno, germaneno

e siliceno é a velocidade de Fermi. Considerando que Γ̂AB(π/3, π/2) é uma matriz imparcial, isto

é, o caminhante não tem nenhuma direção σ de espalhamento privilegiada, esta matriz reproduz,

em tese, as condições análogas ao comportamento de um elétron livre em um material de Dirac



4.4. Bandas de Energia: a matriz geradora do SU(3) 99

com rede hexagonal planar. Desta forma, tomando os parâmetros a e εeff para cada material,

vide Tab.4.1, nos calculamos as v(CQME)
F , assumindo os valores θ = π/3 e γ = π/2 na Eq.(4.47).

Analisando a Tab.4.1 fica nítido que v(CQME)
F , calculado com θ = π/3 e γ = π/2 na Eq.(4.47),

e v
(TB)
F convergem de acordo com o esperado, uma vez que os modelos CQME’s e TB-1NN

possuem o mesmo comportamento linear próximo aos pontos de alta simetria K e K ′. Vemos,

portanto, uma grande congruência entre os valores numéricos obtidos via Eq.(4.47) e os resultados

presentes na literatura [195, 237–239].

4.4 Bandas de Energia: a matriz geradora do SU(3)

Como já destacado, os materiais 2D são considerados sistemas físicos em que as características

topológicas são fundamentais. Da mesma forma, a topologia é uma das características mais

relevantes dos modelos CQME, onde a dinâmica é totalmente estabelecido pelas matrizes de

espalhamento dependentes da conectividade local da rede, de tal forma que, a evolução temporal

é condicionada por uma estrutura global da rede. Esses aspectos estão claramente descritos, por

exemplo, na expressão geral para as bandas de energia dada pela Eq.(4.38). Portanto, se uma

fórmula “nua” como a Eq.(4.38) pudesse descrever com precisão as estruturas de bandas obtidas

por métodos mais rebuscados, isso constituiria uma forte evidência da influência das propriedades

topológicas nos materiais 2D [241]. Vale notar que a Eq. (4.38) possui uma estrutura na qual

é possível identificar as contribuições puramente topológicas, associadas à estrutura da rede em

questão e, as contribuições relacionadas às escolhas das matrizes Γ̂(±).

As simplificações tomadas anteriormente neste capítulo, isto é, Γ̂(±) = Γ̂ e que Γ̂ = Γ̂AB,

levam a resultados mais amplos que os obtidos pelo modelo TB-1NN. No entanto, como vimos,

a Eq.(4.41) não produz um bom ajuste geral para as bandas π e π∗ quando comparado com

cálculos precisos de ab initio, que muitas vezes utilizam métodos TFD juntamente com esquemas

de parametrização, onde os parâmetros pertinentes são estimados empiricamente. A questão é

que a matriz Γ̂AB é bastante simples, uma vez que possui apenas dois parâmetros, onde um deles

é uma fase global e, portanto, não é capaz de descrever adequadamente outros aspectos físicos,

como por exemplo, características de orbitais moleculares de materiais como o grafeno.

Entretanto, mostraremos a seguir que, de fato, a Eq.(4.38) é capaz de gerar resultados muito

bons para as bandas de energia, desde que Γ̂(±) sejam devidamente definidas. Desta forma, a

ideia aqui não é encontrar Γ̂(±) através de simulações moleculares, mas, apenas determinar as

matrizes Γ̂(±) que, ao serem colocadas na Eq.(4.38), levem a estruturas de banda E±(κx, κy)

semelhantes as obtidas por métodos mais rebuscados.

Do ponto de vista prático, primeiro precisamos escrever Γ̂(±) com uma quantidade suficiente
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de parâmetros que nos de a liberdade de necessária para encontrarmos as bandas de energia. Nós

escolhemos a mesma parametrização utilizada para gerar o SU(3), apresentada na Ref. [242], tal

que supondo a mesma fase global para ambas as matrizes, isto é, γ(+) = γ(−) = γ, e, portanto,

Γ̂(±) = exp[i γ] Ŝ(±), (4.59)

tal que as matrizes Ŝ ∈ SU(3) são descritas por

Ŝ =

⎛
⎜⎜⎜⎝
S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33

⎞
⎟⎟⎟⎠ , (4.60)

onde os coeficientes são dados por

S11 = cos[θ1] cos[θ2] exp[i φ1], S22 = cos[θ1] cos[θ3] exp[i φ2],

S33 = cos[θ2] cos[θ3] exp[−i (φ1 + φ2)]− sin[θ1] sin[θ2] sin[θ3] exp[i (−φ3 + φ4 + φ5)],

S21 = sin[θ2] sin[θ3] exp[−i (φ4 + φ5)]− sin[θ1] cos[θ2] cos[θ3] exp[i (φ1 + φ2 − φ3)],

S23 = − cos[θ2] sin[θ3] exp[−i(φ1 + φ5)]− sin[θ1] sin[θ2] cos[θ3] exp[i (φ2 − φ3 + φ4)],

S31 = − sin[θ1] cos[θ2] sin[θ3] exp[i (φ1 − φ3 + φ5)]− sin[θ2] cos[θ3] exp[−i (φ2 + φ4)],

S13 = cos[θ1] sin[θ2] exp[i φ4], S12 = sin[θ1] exp[i φ3], S32 = cos[θ1] sin[θ3] exp[i φ5],

(4.61)

tal que 0 ≤ θ1, θ2, θ3 ≤ π/2,e 0 ≤ φ1, φ2, φ3, φ4, φ5 ≤ 2π.

Na sequência, nós construímos um algoritmo que varia numericamente os parâmetros das

matrizes Γ̂(±), parametrizadas pela Eq.(4.61), tal que busque pelo conjunto de matrizes Γ̂(±) que

ao serem colocadas na Eq.(4.38) levem a uma dada relação de dispersão de energia que mais se

assemelha à banda obtida por meio de outros métodos mais rebuscados, como, por exemplo, o

ab initio 1. Neste caso, nós extraímos os dados diretamente do artigo relacionado ao método

ab initio 1 [195], mencionado anteriormente, em que as estruturas de bandas para o grafeno,

germaneno e siliceno são obtidas utilizado métodos de TFD.

O nosso método computacional de busca pelas matrizes Γ̂(±), levou, em seu estado otimizado,

um tempo médio de uma hora para cada material, e, para encontrar as matrizes Γ̂(+) e Γ̂(−) que

levam à estrutura de banda π e π∗ que mais se aproxima da obtida via ab initio, foram testados

523.100 pares de matrizes. Este desempenho é para a implementação do algoritmo em um

computador pessoal com processador i7-9750h e com 16 GB de memória RAM.
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Nas subseções a seguir iremos apresentar os resultados obtidos para o grafeno, germaneno

planar e siliceno planar.

4.4.1 Grafeno

ab initio 1

CQME (duas 's)

K M
-10
-5
0

5

10

15

E
±(eV)

Figura 4.11: Comparação entre as estruturas de banda π e π∗ para o grafeno obtidas através do algoritmo
de busca de matrizes Γ̂(±) e via ab initio 1 [195].

Em contraste com os resultados apresentados na seção anterior, na Fig.4.11 temos uma grande

semelhança entre as bandas de energia π e π∗ do grafeno obtidas com nosso algoritmo de busca

de matrizes Γ(±) e, as obtidas via ab initio 1. Se analisarmos atentamente, iremos notar que

para os caminhos ΓK e MΓ temos a maior equivalência entre as curvas ab initio e as obtidas

pelo método proposto nesta seção.

Abaixo temos as matrizes S(±) = S
(±)
graf e, os parâmetro γ = γgraf e e ε̃ = ε̃graf , vide

Eq.(4.59), que levam às bandas de energia π e π∗ do grafeno no caminho ΓKMΓ, mostradas na

Fig.4.11

Ŝ
(+)
graf =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−0.688114− 0.150771i −0.246765− 0.2626i −0.381596− 0.477807i

−0.180346 + 0.405402i −0.410796− 0.418278i 0.67699 + 0.0331718i

−0.546443 + 0.0910583i 0.317197 + 0.652552i 0.399643− 0.0834001i

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝ
(−)
graf =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−0.138184 + 0.00919204i −0.828744 + 0.438194i −0.315014 + 0.0525038i

0.867777 + 0.0560679i 0.0422888 + 0.0754977i −0.424689− 0.236579i

0.20242 + 0.428562i −0.124223− 0.313448i −0.0501766 + 0.811888i

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

(4.62)
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e tal que γgraf = −0.39870242089536767 e ε̃graf = −11.073477059111063.

4.4.2 Germaneno e Siliceno

Nas Figs.4.12 e 4.13 temos a comparação entre as bandas de energia π e π∗ do germaneno/siliceno

obtidas com nosso algoritmo de busca de matrizes Γ(±) e, as obtidas via ab initio 1. É nítido que,

para esses materiais, nosso método não encontrou um conjunto de parâmetros correspondentes ao

perfil da curva. Porém, algo muito importante de se pontuar é o fato que o siliceno e o germaneno

são estáveis na configuração arqueada [194, 195, 201, 240, 243] e, portanto, as estruturas de

banda obtidas via ab initio 1, no qual os autores apresentam resultados baseados em imposições

de estabilidade planar dado um conjunto de parâmetros, podem não ser diretamente comparáveis

com o nosso método, como no caso do grafeno que é um material estável na forma planar.

Há outros trabalhos [194, 243–247] que utilizam métodos distinto para o cálculo de bandas

deste materiais e, além da não estabilidade do siliceno e do germaneno na forma planar, outros

aspectos também são discutidos, como condições para abertura de gap entre as bandas e a

energia de Fermi associada aos cones de Dirac (no ponto de alta simetria K) de tais materiais.

Entretanto, devido à instabilidade destes sistemas na forma planar, temos que os conjuntos de

parâmetros escolhidos para métodos ab initio semelhantes são determinantes para as estruturas

de bandas encontradas, isto é, mesmo com métodos equivalentes é possível obter bandas com

notáveis diferenças entre si.

ab initio 1

CQME (duas 's)

K M

-2.5
0

2.5

5.0

7.5

E
±(eV)

Figura 4.12: Comparação entre as estruturas de banda π e π∗ para o germaneno obtidas através do
algoritmo de busca de matrizes Γ̂(±) e via ab initio 1 [195].

Abaixo temos as matrizes S(±), os parâmetro γ e ε̃, vide Eq.(4.59), que levam às bandas de

energia π e π∗ no caminho ΓKMΓ do germaneno e do siliceno, respctivamente, vide Figs.4.12 e
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4.13

Ŝ(+)
germ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−0.235401− 0.234025i 0.907655 + 0.00356565 i −0.149145 + 0.209104i

−0.50009− 0.644277i −0.137028− 0.0414458 i 0.317586− 0.46202i

0.473104 + 0.0284348i 0.269421− 0.288216i −0.218807− 0.756195i

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝ(−)
germ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−0.38446− 0.0755964i 0.12191− 0.652291i 0.112986 + 0.627188i

−0.316329 + 0.606195i −0.105728 + 0.454626i −0.352752 + 0.43608i

0.0840718− 0.609813i −0.359216 + 0.461254i 0.188915 + 0.493539i

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝ
(+)
sili =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−0.107015− 0.00798447i −0.0265558 + 0.869958i 0.269032− 0.398214i

−0.690817− 0.648893i −0.0470178 + 0.0331329i −0.306416 + 0.0671659i

−0.300254 + 0.0064432i 0.0124119− 0.488882i 0.460001− 0.677529i

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

Ŝ
(−)
sili =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−0.457887 + 0.324023i 0.538585 + 0.326047i −0.533475 + 0.0661224i

−0.35892 + 0.442505i −0.239453 + 0.39051i 0.611317 + 0.303022i

0.60042 + 0.0144789i −0.210423 + 0.591191i −0.309735 + 0.386738i

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

(4.63)

e tal que

γgerm = 0.309361885861335,

γsili = −0.3565029108304439,

ε̃germ = 4.371430728147026,

ε̃sili = −5.38457659978849. (4.64)

Considerando os resultados obtidos com nosso método numérico de busca de matrizes e,

comparando com os obtidos anteriormente na segunda seção deste capítulo, fica claro como

a devida escolha da parametrização das matrizes Γ̂(±) faz uma total diferença nos resultados

obtidos via Eq.(4.38). É nítido como a quantidade de parâmetros influência diretamente na

liberdade de descrição de sistemas físicos, neste caso especificamente os materiais de Dirac com

rede honeycomb planar. Na parametrização proposta neste capítulo, trabalhamos com um total

de dezoito parâmetros no algoritmo, oito associados a cada matriz Ŝ(±), um parâmetro livre e

uma fase global, em comparação aos os três parâmetros sugeridos no caso da matriz AB.

Por fim, acreditamos que é possível encontrar curvas que tenham semelhança ainda maior

dos que as apresentadas aqui nesta subseção. Em primeiro lugar, se conseguíssemos um acesso

direto aos resultados do ab initio 1 acreditamos que teríamos um erro ainda menor já que como
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Figura 4.13: Comparação entre as estruturas de banda π e π∗ para o siliceno obtidas através do algoritmo
de busca de matrizes Γ̂(±) e via ab initio 1 [195].

nosso algoritmo é baseado em uma rotina de busca/comparação. Outro ponto é que todos os

dados foram obtidos em um computador pessoal. Portanto, acreditamos que a implementação

do algoritmo em clusters computacionais permitiria uma grande incremento entre a taxa de

matrizes varridas por unidade de tempo computacional necessário em cada looping de busca e,

consequentemente, nos permitiria implementar uma busca com mais pontos associados a uma

dada curva relacionada a uma banda de energia obtida via ab initio.



CAPÍTULO 5

CAMINHADAS QUÂNTICAS POR MODELO DE

ESPALHAMENTO EM REDES TRIANGULARES

Neste capítulo iremos apresentar a construção do formalismo para CQME’s em redes triangulares

infinitas. Além disso, iremos apresentar resultados obtidos com o formalismo de teoria de grupos

e eixos de simetria aplicados na permutação de rótulos dos estados associados à direção de

propagação do caminhante quântico.

Desta forma, o objetivo aqui não é apresentar cálculos numéricos mostrando diferentes situa-

ções particulares, mas desenvolver a teoria geral de caminhadas quânticas em redes triangulares,

que matematicamente é mais complexa em relação ao caso das redes hexagonais. A ideia é que

os presentes resultados sejam úteis em futuras aplicações.

5.1 Caminhadas Quânticas por Modelo de Espalhamento em Rede

Triangular no Espaço de Posição

5.1.1 Estrutura Topológica da Rede Triangular e Estados de Base

A rede triangular é uma rede periódica com número de ordenação l = 6 e, portanto, cada vértice

da rede possui seis primeiros vizinhos. A célula unitária de uma rede triangular pode ser escolhida

de diferentes formas, desde que contenha apenas um vértice em sua região e a célula apresente

simetria [42].

A estrutura topológica da rede triangular, representada na Fig.5.1, é composta por vértices

associados a um par ordenado (j, k), onde j e k são números inteiros. Portanto, já deixando

claro o caráter discreto das posições dos vértices na redes e, consequentemente, da caminhada

105
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Figura 5.1: Representação de uma rede triangular. Todos os vértices da rede são representados pelas
coordenadas discretas j e k, formando o par ordenado (j, k). As coordenadas cartesianas dos vértices são
dadas pela Eq.(5.1).

quântica a ser implementada neste rede. Consideramos arestas de tamanho a nas coordenadas

(j, k), de tal forma que a representação de um vértice qualquer da rede no plano cartesiano pode

ser expressa através de

xj(j) =
ja

2
, yk(k) =

√
3ka

2
. (5.1)

Os estados de base do sistema podem ser descritos por um conjunto de kets {|m, j, k〉}. Estes

kets descrevem direção de propagação m de uma partícula em direção a um vértice (j, k) da rede.

Como para rede triangular o número de ordenação (l) é seis, consequentemente o espaço

HC associado as direções de propagação do caminhante, expresso por m, será hexadimensional.

Desta forma, os estados de bases {mc} podem ser expressos da seguinte forma

|1〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, | − 1〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |2〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

1

0

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, | − 2〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

1

0

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, |3〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

1

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, | − 3〉 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

0

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.2)

tal que cada estado de base acima está relacionado com uma direção m de propagação da partícula

ao ser espalhada em um vértice arbitrário (j, k) da rede, onde m ∈ {±1,±2,±3}.
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De maneira geral, ao representarmos um estado do sistema por |m, j, k〉, temos que

|m, j, k〉 = |mc〉 ⊗ |j, k〉, (5.3)

uma vez que

Hcq = HC ⊗Hp, (5.4)

onde HC é o espaço hexadimensional e complexo que contem os estados associados ao número

quântico m, que descreve as direções de propagação até os vértices vizinhos. Já Hp, infinito e

discreto, é o espaço das posições, contendo os estados associados às posições do nosso caminhante

quântico com os números quânticos (j, k).

Uma vez definido os estados de base do sistema, teremos que a relações de ortonormalidade

e completeza, são dadas, respectivamente, por

〈m, j, k|m′, j′, k′〉 = δmm′δjj′δkk′ , 1̂ =
∑
j

∑
k

∑
m

|m, j, k〉〈m, j, k|, (5.5)

onde m ∈ {±1,±2,±3}.

5.1.2 Operador Evolução Temporal e Matrizes Espalhamento

Um estado de uma CQME triangular em um certo instante de tempo t, onde t = nτ (tal que

n ∈ N e τ é um tempo característico), pode ser representado por

|ψt〉 = Û t|ψ0〉 = Ûnτ |ψ0〉, (5.6)

onde |ψ0〉 é o estado inicial do sistema e Û é o operador evolução unitária. O tempo característico

τ é um parâmetro livre que pode assumir diferentes valores conforme as condições da rede e do

caminhante.

A ação de Û em um estado |m, j, k〉 pode ser descrita por

Û |m, j, k〉 =
∑
m′

Γ
(j,k)
m′m|m′, f(m′, j, k), g(m′, j, k)〉, (5.7)

representando, portanto, que dado um estado do sistema onde o caminhante se propaga rumo ao

vértice (j, k) pela direção m, ao sofrer a ação do operador evolução unitária Û , irá se propagar

rumo ao vértice (f(m′, j, k), g(m′, j, k)) pela direção m′. Desta forma, como abordado nos Capí-
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tulos 2 e 3, a ação do operador evolução temporal Û está associada ao processo de espalhamento,

no modelo de CQME.

Formalmente, f(m′, j, k) e g(m′, j, k) são as funções topológicas das CQME’s para rede tri-

angular e são descritas por

f(m, j, k) = j + [m]2(−1)δ(m+1)+δ(m+3) + 2((−1)δ(m+2).δ(|m| − 2)), (5.8)

g(m, j, k) = k + [m]2(2− |m|)(−1)δ(m+1)+δ(m+3), (5.9)

onde m ∈ {±1,±2,±3}, tal que [m]2 é o resto da divisão m/2 e, δ é a função delta de Kronecker.

Considerando as Eqs.(5.8) e (5.9), as funções topológicas f(m, j, k) e g(m, j, k) podem assumir

os seguintes valores

f(m, j, k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

j + 1, se m = 1;

j − 1, se m = −1;

j + 2, se m = 2;

j − 2, se m = −2;

j + 1, se m = 3;

j − 1, se m = −3;

g(m, j, k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k + 1, se m = 1;

k − 1, se m = −1;

k, se m = 2;

k, se m = −2;

k − 1, se m = 3;

k + 1, se m = −3.

(5.10)

Como consequência da Eq.(5.7), a evolução temporal do sistema de um dado instante de

tempo t é dada por

Û |ψt〉 =
∑
j

∑
k

∑
m

ψm(j, k; t)

(∑
m′

Γ
(j,k)
m′m|m′, f(m′, j, k), g(m′, j, k)〉

)
, (5.11)

e denota, portanto, o estado |ψt+1〉 do sistema.

Na Eq.(5.7), Γ(j,k)
m′m são os denominados coeficientes de espalhamento, tal que |Γ(j,k)

m′m|2 nos dá a

probabilidade de uma partícula se propagando pela direção m ao vértice (j, k) ser espalhada para

o vértice adjacente (f(m′, j, k), g(m′, j, k)) pela direção m′. Devido à condição de unitariedade,

Û †Û = 1̂, temos que

3∑
m=−3∗

Γ
(j,k)
mm′ Γ

(j,k)∗
mm′′ =

3∑
m=−3∗

Γ
(j,k)∗
m′m Γ

(j,k)
m′′m = δm′m′′ , (5.12)

e que podemos representar todos os coeficientes de espalhamento associados a um vértice (j, k)
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por uma matriz de espalhamento Γ̂(j,k)

Γ̂(j,k) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Γ
(j,k)
1−1 Γ

(j,k)
1−2 Γ

(j,k)
1−3 Γ

(j,k)
11 Γ

(j,k)
12 Γ

(j,k)
13

Γ
(j,k)
2−1 Γ

(j,k)
2−2 Γ

(j,k)
2−3 Γ

(j,k)
21 Γ

(j,k)
22 Γ

(j,k)
23

Γ
(j,k)
3−1 Γ

(j,k)
3−2 Γ

(j,k)
3−3 Γ

(j,k)
31 Γ

(j,k)
32 Γ

(j,k)
33

Γ
(j,k)
−1−1 Γ

(j,k)
−1−2 Γ

(j,k)
−1−3 Γ

(j,k)
−11 Γ

(j,k)
−12 Γ

(j,k)
−13

Γ
(j,k)
−2−1 Γ

(j,k)
−2−2 Γ

(j,k)
−2−3 Γ

(j,k)
−21 Γ

(j,k)
−22 Γ

(j,k)
−23

Γ
(j,k)
−3−1 Γ

(j,k)
−3−2 Γ

(j,k)
−3−3 Γ

(j,k)
−31 Γ

(j,k)
−32 Γ

(j,k)
−33

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.13)

tal que a matriz Γ̂(j,k) descreve todo o processo físico que a partícula sofre ao ser espalhada em um

vértice (j, k). Temos ainda que, se m′ = −m, teremos os coeficientes de reflexão (localizados na

diagonal principal da matriz de espalhamento Γ̂(j,k)) e, portanto, |Γ(j,k)
−mm|2 nos dá a probabilidade

de a partícula ser refletida. Por outro lado, se m′ �= −m teremos os coeficientes de transmissão

(localizados fora da diagonal principal), onde |Γ(j,k)
m′m|2 nos dá a probabilidade da partícula ser

transmitida para direção m′ após ser espalhada pelo vértice (j, k).

Podemos tomar alguns exemplos de matrizes espalhamento para serem utilizadas em uma

CQME na rede triangular. Uma delas é a matriz Grover hexadimensional [202], dada por

Γ̂GRO(6)
=

1

3

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−2 1 1 1 1 1

1 −2 1 1 1 1

1 1 −2 1 1 1

1 1 1 −2 1 1

1 1 1 1 −2 1

1 1 1 1 1 −2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.14)

e possui valores de coeficientes de espalhamento diferentes para elementos da diagonal principal,

relacionados aos processos de transmissão e, para elementos fora da diagonal principal, relacio-

nados aos processos de reflexão. A matriz Grover é uma matriz muito utilizada para CQ’s que

implementam algoritmos de busca [34, 213, 248].

A Transformada Discreta de Fourier (TDF) hexadimensional [202], TDF(6), é uma matriz

imparcial, isto é, as probabilidades dos processos reflexivos e transmissivos são iguais. Ela pode
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ser representada como

Γ̂TDF(6)
=

1√
6

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 1 1

1 e−iπ/3 e−2iπ/3 −1 e−4iπ/3 e−5iπ/3

1 e−2iπ/3 e−4iπ/3 1 e−8iπ/3 e−10iπ/3

1 −1 1 −1 1 −1

1 e−4iπ/3 e−8iπ/3 1 e−16iπ/3 e−20iπ/3

1 e−5iπ/3 e−10iπ/3 −1 e−20iπ/3 e−25iπ/3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (5.15)

e ela é definida de tal forma que, considerando a notação da Eq.(5.13), os coeficientes Γm′m,

dado uma direção de incidência m ∈ {±2,±3}, possuem diferentes fases associadas para cada

direção m′ ∈ {±2,±3}.

5.1.3 Probabilidades e Operadores Cartesianos

A probabilidade de encontrar o caminhante quântico se propagando na rede triangular em direção

ao vértice (j, k), em um instante de tempo t, é dado por:

pv(j, k, t) =
∑
m

|〈m, j, k|ψt〉|2 =
∑
m

|ψm(j, k; t)|2, (5.16)

tal que podemos ainda determinar as distribuições probabilidades associadas à coordenada j e à

coordenada k, px(j, t) e py(j, t), respectivamente descritas por

px(j, t) =
∑
k

pv(j, k, t), py(k, t) =
∑
j

pv(j, k, t). (5.17)

Por fim, a probabilidade de encontrar o caminhante se propagando em direção ao vértice (j, k)

pela direção m é dada por:

pm(j, k, t) =
∑
j

∑
k

|〈m, j, k|ψt〉|2 =
∑
j,k

|ψm(j, k; t)|2. (5.18)

Uma vez que definimos as distribuições de probabilidades acima, podemos determinar o

deslocamento quadrático médio (DQM). O DQM, está associado aos operadores cartesianos e ao

operador radial R̂. Podemos descrever as ações em um dado estado de base da seguinte forma

X̂|m, j, k〉 = xj |m, j, k〉, Ŷ |m, j, k〉 = yk|m, j, k〉, (5.19)
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e

R̂|m, j, k〉 = r(j,k)|m, j, k〉 (5.20)

onde (xj , yk) são as coordenadas cartesianas dadas pela Eqs;(5.1) e r(j,k) é a coordenada radial

do vértice (j, k), definida por

r(j,k) =
√

x2j + y2k. (5.21)

Portanto, para os operadores X̂, Ŷ e R̂, o DQM é dado respectivamente por

Dx = 〈x2〉 − 〈x〉2 =
∑
j

px(j, t)xj
2 −

(∑
j

px(j, t)xj

)2

, (5.22)

Dy = 〈y2〉 − 〈y〉2 =
∑
k

py(k, t)y
2
j −

(∑
k

py(k, t)yk

)2

, (5.23)

Dr = 〈r2〉 − 〈r〉2 =
∑
j,k

pv(j, k, t)r
2
(j,k) −

(∑
j,k

pv(j, k, t)r(j,k)

)2

. (5.24)

5.2 Rótulos de Direção de Propagação e Elementos de Simetria

da Rede Triangular

A implementação de caminhadas quânticas em redes regulares bidimensionais podem ser uma

ótima maneira de investigar diversos aspectos de materiais bidimensionais, como mencionado no

capítulo anterior. Além disso, possibilitam uma investigação topológica de fenômenos quânticos

neste tipo de rede [152, 249]. Tendo esses dois pontos em vista, desenvolvemos um formalismo

para CQME’s que leva em consideração todas as permutações possíveis de rótulos dos estados

m relacionados à direção da propagação da partícula na rede triangular, desde que sejam rótulos

associados apenas a estados topologicamente equivalente, como veremos adiante.

Uma vez que os principais conceitos das CQME’s em redes triangulares foram apresentados na

seção anterior, agora podemos nos aprofundar em alguns conceitos presentes, porém, usualmente

pouco explorados no contexto de CQ’s.

A permutação de rótulos associados aos estados de base de direção de propagação do ca-

minhante na rede, m, já foi estuda e formulada para a rede hexagonal [152]. A partir daqui,

iremos desenvolver um formalismo que visa explorar características associadas à estrutura da rede

triangular e a relação dessas características com as principais grandezas estudadas em CQME’s.

Primeiramente, iremos considerar que

|m, j, k〉 = |Φ(j,k)
m , j, k〉, (5.25)
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Figura 5.2: Representação dos estados do caminhante quânticos em direção ao vértice (j, k) (cinza) e em
direção aos seus primeiros vizinhos (preto): (j + 1, k + 1), (j + 1, k − 1), (j − 1, k + 1) e (j − 1, k + 1).
De maneira genérica, Φ(j,k)

m representa um estado no qual o caminhante se propaga em direção ao vértice
(j, k) pela direção m.

tal que Φ
(j,k)
m é a função rótulo, e associa um dado rótulo genérico L, tal que L ∈ {α, β, ξ, γ, λ, μ},

à direção de propagação m do caminhante em direção ao vértice (j, k), como mostrado na Fig.5.2.

Considerando a Eq.(5.25), podemos definir a Eq.(5.7) tal que

Û |Φ(j,k)
m , j, k〉 =

∑
m′

Γ
Φ

(j,k)

m′ Φ
(j,k)
m

|Φ(j,k)
m′ , f(Φ

(j,k)
m′ , j, k), g(Φ

(j,k)
m′ , j, k)〉, (5.26)

onde a função rótulo Φ
(j,k)
m , para as devidas direções m, assumirá

Φ(j,k)
m =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

αi[j + 1]2 + α[j]2, se m = 1;

βi[j + 1]2 + β[j]2, se m = −1;

λi[j]2 + λ[j + 1]2, se m = 2;

μi[j]2 + μ[j + 1]2, se m = −2;

ξi[j + 1]2 + ξ[j]2, se m = 3;

γi[j + 1]2 + γ[j]2, se m = −3,

(5.27)

como mostrado na Fig.5.3.

5.2.1 Permutação entre quatro rótulos topologicamente equiva-

lentes

Visando explorar diferentes CQME’s triangulares, iremos propor permutações de rótulos associ-

ados aos estados de direção de propagação do caminhante. Em um primeiro momento, iremos
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Figura 5.3: Representação dos rótulos segundo a Eq.(5.27). Além disso, temos a representação dos eixos
de simetria S1, S2, S3, S−4, S+4, S6, vide Eq.(5.32), referências para as trocas de rótulos se acordo com os
elementos de simetria da rede triangular.

considerar permutações apenas entre os quatro rótulos topologicamente equivalentes αi, βi, ξi, γi,

tal que tais rótulos estão associados a estados onde o caminhante se propaga em direção a vértices

com coordenadas discretas j e k pares, vide Eq.(5.27).

Como temos o objetivo de investigar os elementos de simetria associados as devidas trocas de

rótulos na rede triangular, iremos utilizar o formalismo de teoria de grupos [250]. Formalmente,

um conjunto G é um grupo se satisfazer três axiomas:

(a) A multiplicação é associativa, isto é,

(xy)z = (z)yz, (5.28)

para quaisquer três elementos (não necessariamente distintos) de G.

(b) Há um elemento e de G, elemento identidade, tal que

xe = x = ex, (5.29)

para qualquer x ∈ G.

(c) Para cada elemento x de G há um elemento inverso x−1, tal que x−1 ∈ G, e satisfaz a

seguinte relação

x−1x = e = xx−1. (5.30)
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Considerando esses axiomas, queremos encontrar um grupo, Gtri, que contenha todos os

operadores não redundantes de permutação rótulos entre estados de direção de propagação topo-

logicamente equivalentes da rede triangular. Além disso, queremos que Gtri, contenha operadores

de permutação que agem apenas sob os rótulos αi, βi, γi e ξi. Escolhemos estes rótulos para serem

permutados devido à equivalência topológica entre eles, isto é, das Eqs.(5.1), (5.25) e (5.27), estes

rótulos estão associados às funções topológicas de mesmo módulo de deslocamento cartesiano do

caminhante em um instante de tempo. Desta forma, do ponto de vista de rótulos associados a

estados topologicamente equivalentes, os rótulos λi e μi só podem permutar entre si, e, portanto,

iremos considerar daqui em diante que λi = λ e μi = μ. Porém, para investigações posteriores,

vale notar que é possível adicionar a permutação entre λi e μi como um dos critérios.

Inspirado nos grupos diedrais e nos grupos de permutação [191], iremos associar as possíveis

permutações de rótulos com os elementos e operadores de simetria da rede triangular. Desta

forma, iremos definir, em um primeiro momento, os operadores primordiais de permutação de

rótulos

e, r, s1, s2, s3, s−4, s+4, s6, (5.31)

de tal forma que estes operadores de permutação (e elementos geradores de Gtri) são essenciais

para permutação de rótulos por elementos de simetria da rede triangular. Cada operador presente

na Eq.(5.31) está associado a pelo menos um eixo de simetria [250], Sn, tal que

Sn =
360◦

n
, (5.32)

onde n ∈ {1, 2, 3,±4, 6}, como ilustrado na Fig.5.3. Da Eq.(5.31), todos os operadores sn serão

operadores de reflexão em relação ao eixo Sn.

O operador r é o operador de permutação dos rótulos por rotação em π em relação ao

vértice referência ( vértice (j, k) no caso da ilustração da Fig.(5.3)). Além disso, o operador r é

equivalente a

r = s3s6 = s6s3, (5.33)

tal que no formalismo utilizado, s3s6 , por exemplo, representa a ação do operador s6 e na

sequência a ação do operador s3.

O elemento identidade, e, também pode ser obtido por

e = r2 = rs3s6 = rs6s3 = s3s6r = s6s3r = snsn, (5.34)
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Figura 5.4: (a) Representação da permutação pI . Este caso leva a construção de uma CQME na qual os
coeficientes de espalhamento dos processos transmissivos, dos quatro estados de direção de propagação
m = {−1,+1,−3,+3}, estão associados a estados de mesmo rótulo, como por exemplo, Γ(j,k)

αα = Γ
(j,k)
+1+1.

(b) Representação da permutação pr.Este caso leva a construção de uma CQME na qual os coeficientes de
espalhamento dos processos reflexivos, dos quatro estados de direção de propagação citados anteriormente,
estão associados a estados de mesmo rótulo, como por exemplo, Γ(j,k)

αα = Γ
(j,k)
+1−1.

onde n ∈ {1, 2, 3,±4, 6}.
É possível notar na Eq.(5.34) que, a ação ou uma dada sequência de ações de alguns ope-

radores de permutação podem equivaler a ação do operador identidade, e. Nós iremos definir

que, a ação do operador e está associada a permutação fundamental ou identidade, pI . Neste

caso, os rótulos αi, βi, γi e ξi assumem os mesmos rótulos dos estados de direção de propagação

em direção a vértices de coordenada j com paridade ímpar, como ilustrado na Fig.5.4(a). Para

denotar os rótulos que foram permutados, iremos adotar a seguinte notação

pI = (αiα)(βiβ)(γiγ)(ξiξ), (5.35)

tal que pI é permutação fundamental ou identidade e, está denotado que, nesta permutação αi

assume α, βi assume β, γi assume γ e ξi assume ξ, como ilustrado na Fig.5.4(a). A ação de

um mais operadores de permutação de rótulo, que serão definidos a seguir, sempre se baseia na

permutação identidade como ponto de partida.

Considerando os elementos geradores, os axiomas e as condições estabelecidas para as per-

mutações dos rótulos, nós conseguimos definir o grupo Gtri, grupo dos operadores de permutação

dos rótulos αi, βi, γi, ξi, como

Gtri = {e, r, s1, s2, s3, s−4, s+4, s6, rs1, rs2, rs−4, rs+4, s1s2, s+4s−4,

s1s−4, s−4s1, s1s+4, s+4s1, s2s3, s3s2, s2s6, s6s2, s1s2s3, s1s2s6}, (5.36)

possuindo vinte e quatro elementos, tal que cada elemento está diretamente associado à uma
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Figura 5.5: Representações de permutações em que teremos CQME’s na qual tanto os fenômenos de
transmissão como de reflexão possuem diferentes associações entre os rótulos, ver Tab.(5.1). (a) Repre-
sentação da permutação ps1s2 . (b) Representação da permutação ps2s6 .

permutação, como mostrado na Tab.(5.1).

Nas Figs.5.4 e 5.5 temos a ilustração de algumas das vinte e quatro permutações distintas

possíveis. Nestas figuras, por fins didáticos, para cada rótulo associado aos estados de direção de

propagação do caminhante atribuímos uma cor. Podemos notar, por exemplo, que a permutação

pI , ilustrada na Fig.5.4(a), nos leva a construção de uma CQME na qual os coeficientes de

espalhamento dos processos transmissivos (dos quatro estados de direção de propagação m =

{−1,+1,−3,+3}) estão associados a estados de mesmo rótulo, ex: Γ
(j,k)
αα = Γ

(j,k)
+1+1,Γ

(j,k)
ββ =

Γ
(j,k)
−1−1,Γ

(j,k)
γγ = Γ

(j,k)
−3−3 e Γ

(j,k)
ξξ = Γ

(j,k)
+3+3. Por outro lado, na Fig.5.4(b), temos a construção de

uma CQME na qual os coeficientes de espalhamento dos processos reflexivos (dos quatro estados

de direção de propagação m = {−1,+1,−3,+3}) estão associados a estados de mesmo rótulo,

ex: Γ
(j,k)
αα = Γ

(j,k)
+1−1,Γ

(j,k)
ββ = Γ

(j,k)
−1+1,Γ

(j,k)
γγ = Γ

(j,k)
+3−3 e Γ

(j,k)
ξξ = Γ

(j,k)
−3+3.

Na Fig.5.5 temos as representações das permutações ps1s2 e ps2s6 , respectivamente. Note

que, nestes casos, teremos CQME’s na qual tanto os fenômenos de transmissão como de reflexão

possuem diferentes associações. No caso de ps1s2 , por exemplo, temos que Γ(j,k)
αα = Γ

(j,k)
+1+3,Γ

(j,k)
ββ =

Γ
(j,k)
−1−3,Γ

(j,k)
γγ = Γ

(j,k)
−3−1 e Γ

(j,k)
ξξ = Γ

(j,k)
+3+1. Estamos elucidando apenas alguns dos coeficientes da

matriz de espalhamento, com objetivos didáticos. A construção das matrizes espalhamento para

cada uma das vinte e quatro permutações possíveis pode ser feita tomando as Eqs.(5.13),(5.25),

(5.27) e a Tab.(5.1).

Ao analisarmos a Tab.(5.1), é possível notar que, todas as permutações (não redundantes)

possíveis, podem ser associadas a diferentes CQME’s. É importante notar que, a paridade da

coordenada j do(s) vértice(s) destino é que determina se terá ou não permutação, ver Eq.(5.27).

Desta forma, estamos propondo CQME’s em que os rótulos e, consequentemente, os coeficientes

das matrizes de espalhamento são dependentes da paridade da coordenada j do vértice destino do
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Permutação Elemento de Gtri Equivalência(s) Rótulos Permutados
pI e r2, rs3s6, rs6s3, s3s6r, s6s3r, snsn (αi α) (βi β) (γi γ) (ξi ξ)
pr r s3s6, s6s3 (αi β) (βi α) (γi ξ) (ξi γ)
ps1 s1 s31 (αi α) (βi γ) (γi β) (ξi ξ)
ps2 s2 s32 (αi ξ) (βi β) (γi γ) (ξi α)
ps3 s3 s33, rs6, s6r (αi β) (βi α) (γi α) (ξi ξ)
ps−4

s−4 s3−4 (αi γ) (βi β) (γi α) (ξi ξ)
ps+4

s+4 s3+4 (αi α) (βi ξ) (γi γ) (ξi β)
ps6 s6 s36, rs3, s3r (αi α) (βi β) (γi ξ) (ξi γ)
prs1 rs1 s2r (αi γ) (βi α) (γi ξ) (ξi β)
prs2 rs2 s1r (αi β) (βi ξ) (γi α) (ξi γ)
prs−4

rs−4 s+4r (αi β) (βi γ) (γi ξ) (ξi α)
prs+4

rs+4 s−4r (αi ξ) (βi α) (γi β) (ξi γ)
ps1s2 s1s2 s2s1 (αi ξ) (βi γ) (γi β) (ξi α)
ps+4s−4

s+4s−4 s−4s+4 (αi γ) (βi ξ) (γi α) (ξi β)
ps1s−4

s1s−4 s−4s3, s3s1 (αi γ) (βi α) (γi β) (ξi ξ)
ps−4s1 s−4s1 s3s−4, s1s3 (αi β) (βi γ) (γi α) (ξi ξ)
ps1s+4

s1s+4 s+4s6, s6s1 (αi α) (βi γ) (γi ξ) (ξi β)
ps+4s1 s+4s1 s6s+4, s1s6 (αi α) (βi ξ) (γi β) (ξi γ)
ps2s3 s2s3 s+4s2, s3s+4 (αi ξ) (βi α) (γi γ) (ξi β)
ps3s2 s3s2 s2s+4, s+4s3 (αi β) (βi ξ) (γi γ) (ξi α)
ps2s6 s2s6 s−4s2, s6s−4 (αi γ) (βi β) (γi ξ) (ξi α)
ps6s2 s6s2 s2s−4, s−4s6 (αi ξ) (βi β) (γi α) (ξi γ)
ps1s2s3 s1s2s3 s2s1s3, s1s+4s2, s1s3s+4 (αi ξ) (βi γ) (γi α) (ξi β)
ps1s2s6 s1s2s6 s2s1s6, s1s−4s2, s1s6s−4 (αi γ) (βi ξ) (γi β) (ξi α)

Tabela 5.1: As vinte e quatro permutações possíveis, os operadores associados e as atribuições dos
rótulos para cada caso. Vale notar que, permutações equivalentes associadas ao elemento identidade,
ex: s2s2s1 = es1 = s1, foram omitidas. Afinal, ver Eq.(5.34), tais permutações podem ser simplificadas e
relacionadas diretamente com uma das vinte e quatro permutações apresentadas.

caminhante quântico. Note, portanto, que ao propormos as permutações baseadas em eixos de

simetria, não só propomos CQME’s com matrizes espalhamento com dependência espacial, como

também propomos CQME’s que carregam consigo diferentes simetrias de direções de propagação

para fenômenos de transmissão ou reflexão, por exemplo.

Desta forma, ao apresentarmos este formalismo, tivemos como objetivo fornecer uma nova

abordagem para CQME’s em rede triangulares. Além disso, esperemos que este formalismo possa

servir como base para futuras investigações de CQME’s em rede triangulares, tanto no espaço

de posição, como no espaço de momento. Por fim, acreditamos que este formalismo possa servir

como referência para CQME’s em outras estruturas de rede, ex: rede kagomé, rede maple-leaf,

etc.



CAPÍTULO 6

CONCLUSÃO

Neste trabalho abordamos como implementar Caminhada Quântica por Modelo de Espalhamento

(CQME) em dois tipos distintos de rede: hexagonal e na rede triangular infinita. No caso da rede

hexagonal, apresentamos os formalismo para CQME’s no espaço de posição com e sem condições

de contorno e, o formalismo de CQME’s no espaço de momento. Já no caso da rede triangular,

apresentamos o formalismo para CQME’s em redes triangulares infinitas no espaço de posição.

Em um primeiro momento, no Capítulo 1, apresentamos a revisão bibliográfica, o estado

da arte e organização desta monografia, traçando as motivações por trás das investigações dos

tópicos presentes neste trabalho.

No Capítulo 2 apresentamos o formalismo de uma Caminhada Aleatória Clássica (CAC) e de

seus análogos quânticos, a Caminhada Quântica por Modelo de Moeda (CQMM) e a CQME, to-

dos estes com tratamento unidimensional. Além disso, fizemos uma breve comparação conceitual

e dimensional entre as CAC’s e as CQ’s. Este capítulo teve objetivo didático e, não apresenta

resultados físicos inéditos.

No Capítulo 3, em um primeiro momento, apresentamos o formalismo para CQME’s na rede

hexagonal infinita honeycomb no espaço de posição e uma parametrização especificada, chamada

de AB, para as matrizes de espalhamento do sistema. Após definirmos a matriz AB, mostra-

mos os resultados obtidos relacionados as principais grandezas para CQME’s com este tipo de

matriz: distribuições de probabilidade, deslocamento quadrático médio radial numérico e o pro-

posto através de um modelo com dependência do parâmetro θ de uma dada matriz AB. Por

fim, mostramos o formalismo e os resultados para CQME’s em nanofitas quadradas, como por

exemplo: distribuição de probabilidade ao longo da rede e sua relação com múltiplos de tmin,

Deslocamento Quadrático Médio (DQM) radial e nas direções das bordas, relação da distribuição
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probabilidade em sítios de borda versus dimensão da rede etc. Vale notar que, os resultados de

probabilidade de borda obtidos vão de acordo com os resultados experimentais de nanofitas de

grafeno. Além disso, os resultados obtidos para matrizes de espalhamento imparciais e, tanto

nos sítios internos como nos sítios externos, e com estado inicial balanceado, levam ao mesmo

padrão de distribuição de probabilidade para diferentes tamanhos das nanofitas. No Capítulo

4, apresentamos o formalismo geral para CQME’s em redes hexagonais honeycomb no espaço

de momento e na sequência construímos um modelo para CQME’s no espaço de momento com

matrizes de espalhamento AB e mostramos os principais resultados obtidos: bandas de energia,

velocidade de Fermi e uma relação entre o modelo proposto e o modelo Tight Binding para pri-

meiros vizinhos, TB-1NN próximos aos pontos de alta simetria K e K’. Além disso, apresentamos

um método de parametrização das matrizes espalhamento através da matriz geradora do SU(3)

que, associada a um algoritmo numérico de busca permitiu-nos encontrar as bandas de energia

π e π∗ de três materiais de Dirac com rede hexagonal planar: grafeno, germaneno e siliceno.

Obtivemos um ótimo resultado para as estruturas de banda do grafeno, em comparação à um

método ab initio 1, corroborando o fato deste material sofrer grande influência das propriedades

topológicas da rede hexagonal. Para o siliceno e o germaneno, obtivemos bandas de energia com

comportamento diferente do método ab initio 1. Entretanto, a não estabilidade destes materiais

na forma planar precisa ser levada em consideração.

Na Capítulo 5, apresentamos o formalismo de CQME’s em redes triangulares infinitas e,

mostramos como é possível construir CQME’s distintas permutando os rótulos associados ao

estados de direção de propagação do caminhante na rede. Conseguimos definir um grupo, Gtri,

que contém todos os operadores de permutação dos rótulos αi, βi, γi e ξi. Além disso, conseguimos

associar cada elemento de Gtri a pelo menos um eixo de simetria Sn. Vale notar que, ao adotar um

formalismo que em que a permutação de rótulos depende da paridade da coordenada j do vértice

destino, estamos propondo CQME’s com dependência espacial. Por fim, acreditamos que o

formalismo apresentado neste capítulo é capaz de ser transposto para outras redes arquimedianas.

Além disso, nós acreditamos que nosso trabalho é capaz de corroborar com o fato de que as

CQME’s podem ser uma ferramenta muito poderosa para estudo de materiais. Ainda, espera-

mos que ele possa trazer importantes discussões sobre as características que emergem devido à

topologia de uma dada rede e as características que emergem devido à interações entres as partes

de um sistema, neste caso, partículas e os vértices espalhadores.

Encerramos esta conclusão apontando possíveis ramificações e aplicações que os resultados

nesta tese podem ter:

• Implementação de CQME’s em redes hexagonais planares com defeitos e CQME’s com
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parâmetros de rede distintos em uma mesma rede;

• Implementação de CQME’s em redes hexagonais com diferentes condições de contorno: na-

nofitas retangulares, nanotubos com bordas zigzag/armchair, e análogos do fulereno, por exem-

plo. Além disso, investigar matrizes de espalhamento e estados iniciais que estejam associados a

grandezas físicas presentes na literatura;

• Implementação de CQME’s em sistemas em que há empilhamento de monocamadas de

materiais de Dirac hexagonal planar, como por exemplo, bicamadas de grafeno AA e AB;

• Investigação de outras parametrizações para as matrizes de espalhamento Γ̂(±) associadas

à CQME’s na rede hexagonal e, consequentemente, investigar as grandezas físicas abordas neste

trabalho para cada parametrização distinta;

• Implementação de CQME’s em redes triangulares para diferentes matrizes de espalhamento,

assim como implementar CQME’s no espaço de momento para este tipo de rede;

• Investigação de uma parametrização das matrizes de espalhamento da rede triangular que

propicie uma implementação equivalente à do algoritmo de busca abordado no Capítulo 4, porém,

para materiais de Dirac com rede triangular planar.
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