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Resumen/Abstract

Resumen

El descubrimiento del sistema de Lorenz propicié el desarrollo de la teoria del caos.
En este trabajo se realiza un estudio general de las propiedades del sistema, partiendo
de las mas elementales antes de analizar su caracter cadtico. También se incluyen varias
aplicaciones del sistema en ambitos diferentes.

El documento comienza con una introduccién histérica del descubrimiento del siste-
ma por parte de E.N Lorenz. A continuacion, se define el sistema matematicamente y
se estudian las propiedades basicas como la disipacién y las referentes a los puntos de
equilibrio (tipos de equilibrio, estabilidad y las primeras bifurcaciones). Seguidamente se
describe el comportamiento cadtico del sistema exponiendo los conceptos de sensibilidad
a las condiciones iniciales, divergencia exponencial y exponentes de Lyapunov justificando
también la aperiodicidad de las trayectorias tal y como hizo Lorenz. Después, se analiza
la estructura fractal del atractor y su dimension de correlacién. Ademas, se realiza una
descripcion del sistema al variar uno de los parametros manteniendo los otros dos fijos
como hizo inicialmente Lorenz. Finalmente se muestra la presencia del sistema de Lorenz
en la modelizacion de una noria de agua, en sistemas laser y como aplicacién a sistemas de
comunicaciones. Por tltimo, se expresan las conclusiones de este trabajo y la bibliografia
usada en él.

Abstract

The discovery of the Lorenz system led to the development of chaos theory. This work
presents a general study of the properties of the system, starting from its most elementary
ones before analyzing its chaotic nature. It also includes several applications of the system
in different fields.

The document begins with a historical introduction to the discovery of the system
by E.N. Lorenz. Next, the system is defined and the basic properties as dissipativity and
those referring to equilibrium points (types of equilibrium, stability, and first bifurcations)
are studied. Then, it delves into chaotic behavior of the system, explaining the concepts of
sensitivity to initial conditions, exponential divergence, and Lyapunov exponents justif-
ying the aperiodicity of trajectories. Afterwards, it is analyzed the fractal structure of the
attractor and its correlation dimension. In addition, a description of the system is made
by varying one of the parameters while keeping the order two fixed as Lorenz. Finally, the
presence of the Lorenz system is shown in the modeling of a waterwheel, laser systems,
and as an application to communication systems. Finally, the conclusion of this work and
the bibliography used in this are exposed.

II1






Introduccion

El movimiento de los planetas alrededor del Sol, el flujo de los electrones en un circuito
eléctrico o el enfriamiento de un objeto incandescente expuesto a la intemperie no ocurren
al azar o de forma caprichosa sino que responden a leyes fisicas concretas. La ciencia se
dedica a descubrir estas leyes que rigen el universo.

Para representar estas leyes se emplean modelos, a menudo matematicos, que cuando
describen la evolucién de sistemas en el tiempo reciben el nombre de sistemas dinamicos.
La importancia de estos modelos radica en su capacidad para describir y predecir el
comportamiento de sistemas complejos en una amplia variedad de disciplinas. Los sistemas
dindmicos se expresan matematicamente mediante ecuaciones en diferencias (sistemas
discretos) o mediante ecuaciones diferenciales (sistemas continuos).

Para resolver sistemas como estos, se utilizan métodos
analiticos y/o métodos numéricos. Sin embargo, en la natura-
leza existen sistemas demasiado complejos, como los emplea-
dos en la prediccién del tiempo meteoroldgico, que resultan
imposibles de resolver analiticamente. Los métodos numéri-
cos, por su parte, permiten obtener cierta informacion acerca
del comportamiento de sus soluciones, pero no es facil anali-
zar por completo las soluciones ni saber si se han observado
asi todos los posibles comportamientos de las mismas. Por
eso se utilizan también los llamados métodos cualitativos, que
permiten analizar y caracterizar el sistema sin la necesidad
de obtener soluciones exactas o numéricas. En este contexto
se encontraba E. N. Lorenz (Figura [l|) cuando estudiaba el
sistema que hoy lleva su nombre.

Figura 1: Edward Norton

. : . . Lorenz (1917-2008).
Lorenz intentaba encontrar un sistema de ecuaciones di-

ferenciales que explicase parte del comportamiento imprede-

cible del clima. La mayoria de los modelos viables empleados por entonces involucraban
métodos lineales, sin embargo, el meteorélogo sospechaba de la existencia de algin factor
desconocido que limitaba la fiabilidad de estos.

El modelo que estudié estaba compuesto por un sistema de doce ecuaciones diferen-
ciales e incluia muchos parametros que él no sabia cémo ajustar. Pese a estas dificultades,
el uso de un ordenador le permitié experimentar con ellos. Durante una de sus pruebas,
el ordenador comenzé a producir resultados interesantes. Las soluciones que la maqui-
na imprimia eran cada vez mas largas y aparentemente aperiédicas. Ademads, compartian
muchas caracteristicas cualitativas con el clima real, como tendencias largas y persistentes
interrumpidas por cambios rapidos. Lorenz repitio los calculos para observar el resultado
con mayor detalle. Al volver de tomar un café observé que los resultados diferian consi-
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derablemente de los anteriores. La alteraciéon se produjo porque Lorenz habia redondeado
los datos a la hora de volver a introducirlos. La leve modificacion de los valores iniciales
provoco que la diferencia entre el primer y segundo resultado creciera progresivamente,
duplicandose cada dos dias de la simulacion. Sin todavia saberlo, habia experimentado la
conocida como dependencia sensible a las condiciones iniciales propia de los denominados
sistemas cadticos, y es por ello que Lorenz es considerado el fundador de la teoria del caos
moderna. Con el objetivo de comprobar que el comportamiento no era algo exclusivo de
este sistema, Lorenz intentd sin éxito reducir el tamano del sistema. Tuvo que esperar
hasta 1963 para lograrlo recurriendo a un nuevo modelo propuesto por Barry Saltzman
[33].

El modelo de Saltzman era una simplificacion a su vez de otro anterior consistente en un
sistema no lineal de siete ecuaciones diferenciales. El modelo describia el comportamiento
de un fluido en una celda bidimensional calentada por abajo y enfriada por la parte
superior. Saltzman calcul6 la solucion mediante series de Fourier dobles. Lorenz trunco
la serie a partir del tercer término para obtener un sistema mucho mas simple y facil
de analizar. Este nuevo sistema, extremadamente simplificado, es el llamado sistema de
Lorenz que se escribe como

.i‘:J(y—{L‘),
y=ux(r—=z)—y, (1)
z=uxy — bz,

siendo la variable x proporcional a la velocidad del fluido, de modo que si x < 0, el
fluido circula en sentido horario y si x > 0, en sentido antihorario. Las variables y y 2
representan la diferencia de temperatura en los ejes horizontal y vertical, respectivamente.
Ademas, las constantes involucradas son el nimero de Prandtl, o, el nimero de Rayleigh,
r, y b una constante sin nombre propio que depende de la escala del sistema. El niimero
de Rayleigh mide la disipacién del calor en el interior de un fluido de tal modo que, si se
encuentra por debajo de un valor critico, la transferencia de calor se produce principal-
mente por conduccién o por conveccion en otro caso. El nimero de Prandtl es un ntimero
adimensional empleado en dindamica de fluidos y que depende de las caracteristicas fisicas
del fluido siendo proporcional a la razén entre la viscosidad y la difusividad térmica del
mismo.

Lorenz inicialmente estudié numéricamente el comportamiento de las trayectorias
cuando o = 10,b = 8/3 y r = 28. En este sistema clédsico observé la dependencia sensible
a las condiciones iniciales ya que se dio cuenta de que trayectorias que comenzaban en
puntos cercanos podian permanecer proximas durante un tiempo pero luego terminaban
por diverger una de otra. En la figura [2| observamos este tipo de comportamiento a partir
del instante ¢ = 12. Ademads de esto, lo singular de este sistema resulté ser la existencia de
una estructura complicada denominada atractor extrano, que era desconocido hasta ese
momento. Las soluciones del sistema oscilaban irregularmente, nunca repitiendo el mis-
mo patron, pero siempre permanecian en una regién acotada del espacio fasico. Podemos
observarlo en la figura |3| en diferentes perspectivas, algunas de las cuales recuerdan a las
alas de una mariposa.

El sistema de Lorenz es hoy un modelo clasico para el estudio del comportamiento
cadtico. Es un modelo aparentemente sencillo que tiene una dindmica extremadamente
compleja, no solo para los valores con los que trabajé Lorenz sino también para un amplio
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Figura 2: Valores de la coordenada x(t) en el intervalo ¢ € (0, 30) para condiciones iniciales
en t = 0, (xo, Yo, 20) iguales a (10,10,10) (en azul) y (xo, Yo, 20) iguales a (9.999, 10, 10)
(en verde) cuando o = 10,b = 8/3,r = 28.

Figura 3: De izquierda a derecha, vistas frontal, perfil y de planta de la trayectoria solucion
del sistema de Lorenz para o = 10,7 = 28,b = 8/3 con condiciones iniciales (10, 10, 10).

rango de parametros. El sistema de Lorenz fue fundamental para el desarrollo de la teoria
del caos y ha dado pie al estudio de una amplia gama de sistemas cadticos en campos
tan diversos como la fisica, la biologia, la meteorologia y, naturalmente, también en la
matematica.

Su aparicion también dio alas a la busqueda y estudio de otros sistemas cadticos
inspirados en él, como los llamados sistemas tipo Lorenz o Chen o el sistema de Rossler
[4, 29].

La complejidad y la belleza matematica, ademaés de estética, del atractor de Lorenz,
y de otros atractores extranos, y la teoria del caos en general han cautivado a cientificos
y matematicos durante décadas. También han logrado atraer al publico profano, como
evidencia el éxito de la obra Chaos: Making a New Science [12] de James Gleick [26],34], 24].
Sus formas intrincadas y sus, a menudo, estructuras fractales encarnan la complejidad
inherente a los sistemas cadticos. El caos ha sido representado en la pintura y en la
fotografia, transmitiendo la magnificencia de la complejidad presente en el mundo natural.

En los siguientes capitulos se estudiaran las propiedades del sistema de Lorenz desde
una perspectiva cualitativa y numérica y se mostraran algunas aplicaciones del mismo.
Para ello se estructura la memoria en tres capitulos.
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En el primer capitulo se formula el sistema de Lorenz y se estudian las propiedades
cualitativas basicas del mismo. En el segundo capitulo se explora numéricamente el sistema
para distintos valores del pardmetro r una vez fijado los valores 0 = 10,b = 8/3 y
se descubren aspectos interesantes como el nacimiento de orbitas homoclinicas, el caos
transitorio, el caos propiamente dicho, la dependencia sensible a condiciones iniciales,
los atractores extranos, las ventanas de regularidad, etc. En el tercer capitulo se dan
brevemente algunos ejemplos de aplicacion del sistema de Lorenz en campos diversos de
la ciencia como sistemas mecédnicos, laseres y modelos para la comunicacién. Completa la
memoria unas conclusiones generales y la bibliografia consultada.

Ademas, se incluye un anexo que recoge el cédigo usado para realizar los calculos
numeéricos. A este respecto cabe decir que todos los retratos fasicos de esta memoria
han sido realizados con el programa SageMath [32], empleando un método Runge-Kutta
de orden cuatro para la obtencién de las trayectorias. El paso empleado en el método
numérico varia para cada figura buscando un compromiso entre precision y rendimiento
pero sin comprometer la fidelidad de las figuras. El resto de ilustraciones de la memoria,
salvo que se indique lo contrario, han sido realizadas haciendo uso de la herramienta de
generacion de imagenes vectoriales TikZ.
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Capitulo 1

El sistema de Lorenz

1.1. Formulacion del sistema

El sistema de Lorenz (1963) [2I] tiene su origen en una simplificacién de otro desa-
rrollado por Saltzman (1962) [33] utilizado para estudiar el fenémeno de conveccién en la
atmosfera terrestre. Este sistema, a su vez, se remonta a otro anterior de Rayleigh (1916)
[27].

Este ultimo autor estudié el movimiento de un fluido cuando la diferencia de tem-
peratura entre la parte inferior y superior es constante. Cuando todos los movimientos
del fluido son paralelos al plano xz y no hay variaciones en el eje y, el problema puede
describirse mediante el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

(1.1)

o , 2
SV = 8T 4 )V 4 gl
20 =20l 4 AT% 4 V20

ot o(z,z) H 6z

donde =1 (z, z) es la denominada funcién corriente, 6 es la desviacién de la temperatura
con respecto al estado de no conveccién y las constantes g, a, v, k' y H son respectivamente
la aceleracion de la gravedad, el coeficiente de expansion térmica, la viscosidad cinematica,
la conductividad térmica y la distancia entre los extremos superior e inferior del fluido.
Teniendo como referencia este sistema, Saltzman desarrollé ¢ y # como series de Fourier
dobles en x y z con coeficientes dependientes tinicamente de t, sustituyé estos desarro-
llos en el sistema de Rayleigh y finalmente truncé la expresiéon obtenida hasta derivar
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de tamano finito. Tomando
como referente el trabajo de Saltzman, Lorenz se propuso trabajar con un sistema més
simplificado. Consideré los modos mas dominantes de la conveccién del fluido y dio con
el sistema de tres ecuaciones diferenciales

=0y —x),
y=a(r—2z)—v, (1.2)
z=uxy — bz,

donde x,y, z son las variables relacionadas con el movimiento de conveccién y con la
diferencia de temperatura en los ejes horizontal y vertical respectivamente, y o,r y b son
constantes positivas. La primera de las constantes, o, es el denominado nimero de Prandtl,
constante adimensional proporcional a la razén entre la viscosidad y la difusividad térmica
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de un fluido. La segunda de las constantes, r, es el llamado niimero de Rayleigh o Reynolds,
que mide la disipacion del calor en el interior de un fluido de tal modo que, si se encuentra
por debajo de un valor critico, la transferencia de calor se produce principalmente por
conduccién mientras que en otro caso se produce por conveccion. La tercer constante b, que
no recibe un nombre especial, guarda relaciéon con la escala del sistema. A este sistema
se le denomina sistema de Lorenz y ha sido ampliamente estudiado. En particular, si
tomamos para las constantes los valores originales empleados inicialmente por Lorenz,
o =10,r = 28,b = 8/3, se obtiene el llamado sistema de Lorenz «cldsico», que se escribe

& =10(y — ),
y=x(28—2z2)—v, (1.3)

,é:xy—gz.

1.2. Propiedades basicas

A continuacién estudiaremos las propiedades mas importantes del sistema de Lorenz.
Antes de exponerlas, ndtese que se tiene garantizada la existencia y unicidad de solucion
para cualquier ¢y € R y cualquier (o, yo, 20) € R? ya que las funciones

f(ﬂ?,y,Z) = O-(y - {L‘),
g(l‘,y72) = .T(T’ - Z) - Y,
h(.ﬁlf,y, Z) =Y — bZ,

y sus respectivas derivadas parciales, son continuas en todo R3.

1.2.1. Simetria

Proposicion 1.2.1. El sistema de Lorenz es simétrico respecto al eje z.

Demostracion. Basta observar que si en las ecuaciones (|1.2)) intercambiamos los términos
T ey por —x y —y respectivamente, éstas no cambian. En consecuencia, si (z(t), y(t), z(t))
es solucion del sistema, entonces (—x(t), —y(t), z(t)) también lo es. O

1.2.2. Eje z invariante

Proposicion 1.2.2. El eje z es un conjunto invariante, es decir, todas las trayectorias
con valores iniciales contenidos en él permanecen en él. Ademds, tales trayectorias tienden
a O =(0,0,0) cuando t tiende a co.

Demostracion. Sobre el eje z, las ecuaciones del sistema de Lorenz se reducen a
T =0,
)
z = —bz.

Integrando cada una de ellas, obtenemos que = = ¢,y = ¢2, 2 = cse% con ¢y, ca, c3 € R.

Si se toman condiciones iniciales o = 0,y = 0, 29 € R, la solucién se escribe

xz =0, y =0, 2 = zge .
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Puesto que b > 0, z — 0 cuando t — oo. Por lo tanto, es claro que la solucién permanece
en el eje z y tiende al origen cuando ¢ — oo. O]

En la figura[l.I|quedan ilustradas estas primeras propiedades. En la parte superior de la
misma se observa la proyeccion en el plano xz de cuatro trayectorias, dos de ellas simétricas
(en colores azul y verde) y otras dos contenidas en el eje invariante z (en colores gris y
rojo). Aunque pudiéramos pensar que las trayectorias azul y verde se cortan a si mismas,
esto no es asi en el espacio xyz. En realidad, lo que vemos aqui es una proyecciéon de las
trayectorias en el plano xz por lo que cuando vemos que en la proyeccion la trayectoria
se corta a si misma, la otra coordenada toma valores diferentes, por lo que la trayectoria
real en el espacio xyz pasa «por encima» o «por debajo» de si misma. Como complemento
a esta figura, en la parte inferior se recoge la evolucién en el tiempo de cada una de las
tres coordenadas de las soluciones correspondiente a las trayectorias consideradas.

40 A

201

101

=20 -15 -10 =5 5 10 15 20

204
154

-5
~-109
-154
—204

Figura 1.1: Las trayectorias azul y verde son simétricas. Las trayectorias contenidas en el
eje Z (rojo y gris) tienden al origen.

1.2.3. Propiedad disipativa

En primer lugar, recordemos la definicién de sistema disipativo.

Definicién 1.2.1. Un sistema dindmico se dice disipativo si el volumen de cualquier
conjunto del espacio de fase se contrae con el transcurso del tiempo.

La siguiente proposicion da condiciones suficientes para poder garantizar la propiedad
de disipacion en sistemas 3D.

Proposicién 1.2.3. Dado el sistema tridimensional & = f(x) y V f la divergencia de f.
StV f <0, entonces el sistema es disipativo.

Demostracion. Consideramos una superficie S(t) cerrada arbitraria en el espacio fésico
y llamemos V(t) al volumen que encierra. Tomemos los puntos de la superficie como
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condiciones iniciales para el sistema y veamos como evolucionan en un tiempo infinitesimal
dt. La nueva superficie S(t + dt) encerrard un volumen V(¢ + dt).

Sea n el vector normal exterior a S. Entonces, como f es la velocidad instantanea de
cada punto, f -n resulta ser la componente normal exterior del vector velocidad. Asi, en
un tiempo dt, una porcién de area dA barrerd un volumen (f - n dt) dA. Es decir,

V(t+dt) = V(E)+ /(f 0 dt) dA, (1.4)

y por tanto, ( ) n
. V(t+dt)—V(t
V= o :/S(f-n)dA. (1.5)

Usando el teorema de la divergencia sobre la integral anterior, podemos concluir que

V= /(Vf) dv. (1.6)
1%
Por hipétesis, como Vf < 0, se tiene que V < 0, de donde se deduce que el sistema es
disipativo (ver figura . ]
S(t)

au

Figura 1.2: Evolucion de la superficie S en un tiempo dt.

Apoyéndonos en esta proposicion, podemos probar que el sistema de Lorenz es disi-
pativo.

Teorema 1.2.1. El sistema de Lorenz es un sistema disipativo. Ademds, el volumen
decrece de forma exponencial.

Demostracion. Por la proposicion basta ver que V f < 0. Calculamos V f:

Vf:(%[a(y—x)]—k%[x(r—z)—y]—l—%[my—bz] =—0c—-1-0

Puesto que o,b son constantes positivas, claramente Vf < 0, lo que garantiza que el
sistema de Lorenz es disipativo. Ademés, dado que la divergencia es constante, de (11.6)
se deduce que V = —(o0 4+ 1+ b)V y, por tanto,

V(t) = V(0)e (ot (1.7)
lo que indica que el volumen decrece exponencialmente rapido. O

La disipatividad condiciona fuertemente el comportamiento del sistema. Lo ponemos
de manifiesto con el siguiente corolario.
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Corolario 1.2.1. FEl sistema de Lorenz no tiene puntos de equilibrio repulsores ni orbitas
cerradas repulsoras.

Demostracion. Supongamos que existe un punto de equilibrio repulsor o una 6rbita cerra-
da repulsora. Si tomamos, una esfera pequena que contenga al punto o un tubo delgado
alrededor de la érbita cerrada, dado que el punto de equilibrio o la érbita cerrada son de
tipo repulsor, las trayectorias contenidas en la esfera o en el tubo se alejaran de ellos incre-
mentando asi su volumen. Esto contradice el hecho de que el sistema sea disipativo. Por
tanto, no puede haber puntos de equilibrio repulsores ni érbitas cerradas repulsoras. []

En consecuencia, los tipos de equilibrio que podemos encontrar en un sistema disipativo
son o sumideros o puntos de silla y las érbitas cerradas (si es que existen) serdn estables
o de tipo silla (hablaremos de ellas en el capitulo [2)).

1.2.4. Puntos de equilibrio

Uno de los primeros pasos a la hora de estudiar cualquier sistema dinamico es conocer
sus puntos de equilibrio. De la propiedad de disipacion sabemos que estos puntos van a
ser repulsores. Averigiiemos mas cosas sobre ellos.

Proposicién 1.2.4. Los puntos de equilibrio del sistema de Lorenz son
O = (0,0,0),
Oy = (Vbl(r — 1), V/b(r — 1),r 1),
C_ = (=/b(r —1),—/b(r —1),r —1).

Los dos ltimos puntos de equilibrio Cy existen si y solo st r > 1.

Demostracion. Para hallar los puntos de equilibrio basta resolver el sistema

U(y - .I') = 07

x(r—z)—y=0,

xy — bz =0.
De la primera ecuacion, obtenemos que y = z. Llevando esta expresion a la segunda
ecuacion, obtenemos que z(r — z — 1) = 0, y en consecuencia, o bien x = 0 o bien
r—z—1=0.Six=0, entonces y = 0 y entonces la tercera ecuacion implica que z = 0.
En consecuencia, el origen (0,0,0) es un punto de equilibrio. Si z # 0, entonces debe
cumplirse que z = r — 1. Llevando esta expresién a la tercera ecuacion, obtenemos que

y* = b(r — 1), que ofrece soluciones para y si y solo si 7 > 1. Para r = 1, obtenemos que
x =1y =z =0, que corresponde al origen y para r # 1 tenemos que

x=14/b(r—1),
y== b(?“—l),

z=r—1.

Por lo tanto, los puntos

Cy = (Vb(r—1),3/b(r —1),r — 1), (1.8)
C_=(—+b(r—1),—/b(r—1),r —1), (1.9)
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son puntos de equilibrio del sistema. Usaremos la notacién Cy para denotarlos, al igual
que hizo Lorenz. ]

Noétese que para r < 1 tenemos un solo equilibrio, el origen, mientras que para r > 1
aparecen dos equilibrios mas. Una vez conocidos los equilibrios del sistema, el siguiente
paso es estudiar el sistema lineal asociado a cada uno de ellos. Este sistema ofrece en un
gran numero de casos informacién interesante sobre el comportamiento de las trayectorias
del sistema no lineal en un entorno del equilibrio. A este respecto, es importante tener
en cuenta que de los sistemas lineales lo sabemos todo, incluso su resolucién explicita.
Recogemos a continuacién una definicién y un resultado sumamente importante [37].

Definicién 1.2.2. Decimos que un punto de equilibrio z* de & = f(z) es hiperbdlico si
todos los valores propios de la matriz jacobiana de f(x) evaluada en x*, Jf(z*), tienen
parte real distinta de 0.

Teorema 1.2.2 (de Hartman-Grobman). Sea x* un punto de equilibrio hiperbdlico. En-
tonces, existen entornos U de x* y V de 0 € R™ y un homeomorfismo h : U — V que
establece una conjugacion entre el campo f restringido a U y el campo L restringido a 'V,
siendo L(z) = J f(x*)x.

El teorema de Hartman-Grobman viene a indicar que el retrato fasico local cerca de
un punto de equilibrio hiperbdlico es topologicamente equivalente al retrato fasico del
correspondiente sistema linealizado. Asi, las trayectorias en el no lineal son localmente
deformaciones continuas de las del linealizado que conservan también el sentido de las
mismas. Intuitivamente, dos retratos fasicos son topologicamente equivalentes si uno es
una version distorsionada del otro.

Asi, si (2%,y*,2*) es un punto de equilibrio del sistema de Lorenz ([1.2), entonces el
sistema lineal asociado a dicho equilibrio viene dado por

U U
o | =Jf@"y ) v,
w w

donde w,v,w son las variables u = ¢ — 2", v = y — y*,w = z — z* y donde J f(z*,y*, 2%)
denota la matriz jacobiana asociada al sistema de Lorenz evaluada en el equilibrio. Es
trivial comprobar que

—0 o 0
Jflx*y, 2 =r—2¢ -1 —a*
y* x*  —b

Notese que mediante el cambio de variable u = * — 2*,v = y — y*,w = 2z — 2%, se ha
conseguido trasladar el equilibrio (z*, y*, z*) al origen del sistema lineal asociado, de modo
que lo que nos interesa es estudiar las propiedades que tiene el origen como equilibrio de
cada uno de los sistemas linealizados. Comenzaremos por el equilibrio O = (0,0, 0).

Proposicién 1.2.5. Localmente, el origen O = (0,0,0) es un nodo sumidero para valores
der € (0,1) y un punto de silla en el plano xy con cardcter sumidero en el eje z para
r>1.



1.2. Propiedades basicas 7

Demostracion. El sistema lineal asociado a (0,0,0) es

T -0 o 0 T
yl=1rr -1 0 Y
z 0 0 -b z

Notemos que la variable z puede desacoplarse del resto del sistema puesto que Z no
depende ni de x ni de y. Por lo tanto, el estudio de este sistema puede reducirse al estudio
del sistema bidimensional

T=—0r+o0o
{ _ Y (1.10)
j=rz—y
y de la EDO de primer orden 2z = —bz.
De la ecuacion z = —bz se deduce que en el eje z el origen se comporta como un

sumidero, es decir, que dada cualquier condicién inicial zy, la tnica solucién z(t) que
en un instante ¢ = t, pasa por zy verifica que lim z(t) = 0. Por otro lado, podemos
t—00

caracterizar [31] el tipo de equilibrio que es (0,0) en el sistema bidimensional lineal ((1.10))

mediante el cdlculo de la traza y el determinante de la matriz 7 _01 .
Es inmediato comprobar que la traza 4 = —o — 1 y el determinante 6 = o(1 — 7).

Sir > 1, entonces § < 0, por lo que se sabe que (0,0) es un punto de silla en el plano
xy. Si anadimos lo obtenido para la variable z, tenemos que (0,0,0) es un punto de silla
en el plano zy con caracter sumidero en el eje z. Si r < 1, entonces § > 0, y para su
caracterizacion se hace necesario calcular

P2 —46 = (—o —1)> —4o(1 —7r) = (¢ — 1)* + 4o,

que resulta ser estrictamente positiva, por lo que (0,0) es un nodo sumidero en el plano
xy. Puesto que ademés sabemos que z = 0 tiene caradcter sumidero en el eje z, se tiene
que (0,0,0) es un nodo sumidero en el espacio xyz.

Puesto que tanto los puntos de silla como los nodos son puntos hiperbdlicos, el teorema
de Hartman-Grobman nos asegura la conjugacién topoldgica de las trayectorias del sistema
lineal asociado con las del sistema no lineal en un entorno del equilibrio. Por tanto, en un
entorno de (0,0, 0) las trayectorias son las de un nodo sumidero en el espacio xyz cuando
r < 1y las de un punto de silla en el plano xy con caracter sumidero en el eje z cuando
r> 1. O

Notese que la caracterizacién anterior garantiza que en el caso r < 1, los valores propios
asociados a la parte lineal son negativos, mientras que en el caso r > 1, uno de ellos es
positivo y los otros dos son negativos. Por otro lado, para r = 1, se tiene que § = 0,
lo que indica que alguno de los valores propios es cero (de hecho es sencillo comprobar
que los otros dos valores propios son A = —b y A = —1 — ¢, ambos negativos). En este
ultimo caso no es de aplicaciéon el teorema de Hartman-Grobman y se necesitan otro tipo
de resultados.

1.2.5. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Una de las propiedades mas importantes cuando se estudian sistemas dindmicos es la
de la estabilidad de las soluciones, en particular la de las soluciones de equilibrio. Existen



8 Capitulo 1. Sistema de Lorenz

distintas acepciones del concepto de estabilidad aunque una de las mas comunes es la
conocida como estabilidad en el sentido de Lyapunov, que es la que seguiremos en esta
memoria.

Definicién 1.2.3. Dado © = f(x) y 2 = 0 un punto de equilibrio de este sistema,
decimos que x* es estable en el sentido de Lyapunov si para todo € > 0 y para todo
to € R existe d(e,ty) > 0 tal que si ||xo]| < § y x(t;to, z0) es la solucidén que verifica que
z(to) = xg, entonces ||z(t; o, x)|| < € para todo t > 1.

Definicién 1.2.4. Decimos que x* = 0 es inestable en el sentido de Lyapunov si no es
estable en el sentido de Lyapunov.

Definicién 1.2.5. Decimos que x* = 0 es asintoticamente estable en el sentido de Lya-
punov si es estable y ademds existe 0(fy) > 0 tal que si se toma ||zo|| < d(ty), entonces
tlim ||z(t; o, zo)|| = 0.

—00

La estabilidad de los equilibrios en los sistemas lineales esta perfectamente establecida
sin mas que examinar la parte real de los valores propios de la matriz que define el sistema
lineal. Lo recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3. Sea £ = Az un sistema lineal.

» Si Re(M\y) < 0,k =1,--- . n, entonces para cada xy € R™, existen C >0 y pu >0
tales que

|z < Cllzolle™ y  lim x(t) =0.

t—o00

(x* =0 es asintdticamente estable).

» Si Re(A,) <0,k=1,---,n, ylos valores propios tales que Re(\r) = 0 son distintos,
entonces x(t) estd acotada para t > 0. Existe C' > 0 tal que ||x(t)|| < C||zo|.

(x* =0 es estable pero no asintéticamente estable).

» Si existe un valor propio A\ tal que Re()\;) > 0, entonces para cada entorno de
x* = 0 existen condiciones iniciales para las que

Jim [J«(1) | = oc.

(x* =0 es inestable).

Existen resultados que permiten estudiar la estabilidad de los equilibrios en un sistema
no lineal basandonos en la estabilidad de los correspondientes equilibrios del sistema lineal
asociado. Los recogemos a continuacion.

Teorema 1.2.4 (de Poincaré-Lyapunov). Sea el sistema & = Az + g(x) y z* = 0 un
equilibrio del mismo, verificdindose que

» todos los valores propios de A, i, verifican que Re(\;) <0, y
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» [a funcion g(x) es continua en x y lipschitziana en x en un entorno de x* = 0.

Ademds, lim ls@Il — ¢,
[

Entonces, existen constantes positivas C| ty, 0, u tales que si ||xo|| < 0, entonces
lz(t)]] < Cllaolle™ "), > 1.
por lo que x* = 0 es asintoticamente estable.

Teorema 1.2.5. Sea el sistema & = Az + g(x) y * = 0 un equilibrio del mismo, veri-
ficandose que

s [a matriz A tiene al menos un valor propio con parte real positiva, y

» [a funcion g(x) es continua en x y lipschitziana en x en un entorno de x* = 0.
lg@Il _ .

Ademads, lim IE

ll||—0

Entonces x* = 0 es inestable.

Pese a la potencia de los teoremas y [1.2.5] nétese que los casos en los que
alguno de los valores propios tiene parte real nula (puntos no hiperbélicos) quedan sin ser
resueltos. Por otro lado, los resultados vistos anteriormente permiten un dibujo local del
retrato fasico que no tiene por qué coincidir con el dibujo global. Uno de los resultados
que puede utilizarse en estos casos es el conocido como método directo de Lyapunov cuya
demostracion puede verse en [13]. Lo recogemos a continuacion.

Teorema 1.2.6 (Método directo de Lyapunov). Sea x* un punto de equilibrio del sistema
= f(x) yseaV : A— R una funcion diferenciable definida en un conjunto abierto A
tal que x* pertenece a A. Si la funcion satisface las siguientes condiciones:

f V() =0,
» V(z)>0en A\ {z"},
= V<0enA\{z*},

entonces r* es un punto de equilibrio estable en el sentido de Lyapunov. Ademds, si V<0
en A\ {z*}, entonces x* es asintoticamente estable en el sentido de Lyapunov.
A la funcion V' se le denomina funcion de Lyapunov.

Con todos estos resultados podemos caracterizar la estabilidad del origen en el sistema
de Lorenz.

Teorema 1.2.7. El origen O es asintoticamente estable para r < 1 e inestable parar > 1.

Demostracion. Por la proposicion sabemos que el origen es un nodo sumidero para
r < 1 y un punto de silla en el plano xy con caracter repulsor en el eje z para r > 1. Por
tanto, la matriz del sistema lineal asociado al origen tiene tres valores propios negativos
cuando r < 1 y dos valores propios negativos y uno positivo para r > 1. Aplicando los
teoremas N se sigue que O es asintdticamente estable cuando r < 1 e inestable
para r > 1. O
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Con el resultado de Lyapunov puede comprobarse que la estabilidad asintética obser-

vada a nivel local para el origen en el caso r < 1 se mantiene también a nivel global.

Teorema 1.2.8. FEl origen O es globalmente asintoticamente estable para r < 1.

Demostracion. Para probarlo tomamos la funcion

1
Viz,y,z) = ;xg + 9% + 22

Es claro que V/(0,0,0) = 0y que V(x,y,2) > 0 para todo (r,y,2) # (0,0,0). Puede
comprobarse también que V' < 0. Veamos,

. 2
V= —zi+2yy+222 =2y —o)r+2y(re —y — xz) + 2z(xy — bz).
o

Simplificando esta expresién, obtenemos que

1.
§V =2 =y = b2 + (1 +71)zy.

Completando cuadrados, se tiene que

O R o

4
Notemos que si 1 — % > 0, se tiene probado que V < 0. Es sencillo comprobar que
para r > 0, 1 — % > 0 si y solo si r < 1. Por tanto, si » < 1, V es una funcién de

Lyapunov y por el teorema|l.2.6)se sigue la estabilidad del origen. Notemos que para que
V =0, necesariamente han de anularse los tres sumandos que se definen en V' por lo que
eso supondria que

1 1—1)?
T = ;—Ty, (1—%)y:0, z=0.

Si r < 1, la tnica posibilidad de que V =0 es para x = y = z = 0. Por tanto, si r < 1,
V < 0 para cualquier (z,7, z) # (0,0,0). En consecuencia, por el teorema el origen
es asintéticamente estable. Como no se ha impuesto ninguna restriccion sobre los valores
de x,y, z, dicha estabilidad es global, es decir, cualquier trayectoria del sistema converge
al origen cuando r < 1. O

En la figura [I.3] observamos c6mo unas cuantas trayectorias del sistema convergen al
origen. Gracias al teorema [1.2.8] sabemos que esto mismo ocurre para toda trayectoria,
con independencia de si tomamos cerca o lejos del origen la condicion inicial.

Una funcién de Lyapunov constituye una generalizacién de la funciéon energia de un
sistema de la Mecdnica Clasica. Uno de estos sistemas es estable si su energia, una funciéon
positiva, es continuamente decreciente hasta que el sistema alcanza el equilibrio. Con
este mismo sentido Lyapunov descubrié que podian usarse otras funciones para llegar
la misma conclusién. La funcion V' del teorema [1.2.8] permite definir un conjunto de
elipsoides concéntricos alrededor del origen, V(x,y,z) = C para C' constante. Decir que
V < 0, supone que cualquier trayectoria que incide sobre el conjunto de superficies va
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20

—(z=—13.55,y= —8.14, 2= — 23.77)

(2= —1.24,y=4.17, 2= — 21.49) -15
—(2=15.57,y= — 15.14, 2= 16.95)

(z= —19.36,y=21.77, 2= 10.29)
— (2= —2.78,y=20.83, 2= 6.71) -20

Figura 1.3: Para r < 1, el origen es un punto de equilibrio globalmente asintéticamente
estable. Para su representacién, se ha tomado o = 10, r = 28, b = % y las condiciones
iniciales que se marcan en la leyenda adjunta.

moviéndose conforme avanza hacia un elipsoide cada vez mas pequeno de esa familia.
Como V es definida positiva,

V(z,y,2) >0 Y (z,y,z) #(0,0,0),

V estd acotada inferiormente por 0 y, en consecuencia, debe ocurrir que la trayectoria
converja finalmente a (0,0, 0).

El método directo de Lyapunov también permite arrojar luz sobre el caso r = 1.
Recordemos que para este valor de r, (0,0,0) es el dnico equilibrio, y puesto que al
menos uno de los valores propios del sistema lineal asociado es igual a 0, este punto
es no hiperbdlico. Por tanto, ni el teorema de linealizacion de Poincaré-Lyapunov ni el
teorema de Hartman-Grobman pueden aplicarse en este caso. Ahora bien, siguiendo la
demostracion del caso r < 1, también puede deducirse que para r = 1 se tiene asegurada
la estabilidad global del equilibrio.

Una vez estudiada la estabilidad en el origen, estudiaremos ahora la estabilidad de
los otros dos puntos de equilibrio, C'y y C'_, que recordemos existen para r > 1. Antes,
enunciaremos un lema que nos facilitara dicho estudio.

Lema 1.2.1. Sea el polinomio p(A) = A3 + as\? + ay A + ag € R[\]. Entonces, p()\) tiene
raices imaginarias puras si y solo si ajas = ag y a; > 0.

Demostracion. Si p(\) tiene raices imaginarias puras, llamemos ai, (o # 0), a una de
ellas. Entonces,

—Oé3i — QQOKQ + CllOéi + ag = 0.

Igualando a 0 las partes real e imaginaria de la expresion anterior, obtenemos que
3 _
—a’ +aja =0,
—asa? 4+ ay = 0.
Puesto que « # 0, de la primera ecuacién deducimos que o? = a;, y en consecuencia,

a; > 0. Llevandolo a la segunda ecuacién, se tiene que asa; = ag, con lo que habriamos
probado una de las dos implicaciones.
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Para probar la otra, supongamos que a; > 0 y que ajas = ag. Entonces, p(—az) = 0,

asi que
p(N) = (A +a2)(N 4+ a1) = (A + az) (A + Vai) (A — aii),

por ser a; > 0. Por tanto, p(\) tiene raices puras imaginarias.

Teorema 1.2.9. Los puntos de equilibrio Cy son asintoticamente estables si

o(c+b+3)

l<r< =
=T c—b—-1

e inestables para r > ry.

Demostracion. La matriz del sistema lineal asociado a los puntos Cy y C_ es, respecti-
vamente,
—0 o 0

1 -1 F/o(r—1)
+4/b(r —1) £/b(r —1) —b
En ambos casos, sus valores propios son las raices del mismo polinomio caracteristico, que
denotaremos por P,(\) y que, tras varias simplificaciones, puede escribirse en la forma

BN =X+ (1 +b+0)N + (r+0)b\+ 20b(r — 1). (1.11)

Por el teorema fundamental del Algebra, puesto que los coeficientes del mismo son
reales, y R C C, tenemos que el polinomio escinde en C. Al ser de grado 3, verifica que
/\h'm P.(\) = —o0, y como 1 > 1, P,.(0) = 20b(r — 1) > 0, por lo que al menos una de las

——00

tres raices es real y negativa. Ademas, puesto que los coeficientes de P, son estrictamente
positivos, sabemos que no pueden existir raices positivas. Por lo tanto, P, tiene tres raices
negativas o una raiz negativa y dos complejas conjugadas. Aplicando los teoremas y
[1.2.5] se tiene que si las tres raices son negativas, queda asegurada la estabilidad asintética
mientras que si tenemos una raiz negativa y dos complejas conjugadas, debemos conocer
como es la parte real de las raices complejas para concluir la estabilidad asintética (parte
real negativa) o la inestabilidad (parte real positiva). Por tanto, queda por estudiar c6mo
es la parte real de las raices complejas (cuando éstas existan).

Las raices de un polinomio son funciones continuas de sus coeficientes, por lo tanto, las
dos raices complejas del polinomio P, (cuando existan) deberdn ser funciones continuas
de sus coeficientes y, en particular, la parte real de las mismas sera funciéon continua de
sus coeficientes. Esta funcién presenta un cambio de signo justo cuando las raices de P.
sean imaginarias puras. Estudiemos primero cuando P, tiene raices imaginarias puras.

El polinomio P,(\) adopta la forma del polinomio p(A) del lema sin mas que
considerar

as=1+b+o0, a; = (r +o)b, ag = 20b(r — 1).

Por el lema|1.2.1} P,()) tiene raices imaginarias puras si y solo si asa; = ag y a1 > 0. Es
claro que a; = (r + 0)b > 0. Veamos para qué valores de r se cumple que asa; = ag. Esta
expresion es equivalente a decir que

rb(c —b—1) =ob(oc + b+ 3).
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La igualdad anterior no puede satisfacerse cuando 1 + b — ¢ = 0. Por tanto, podemos
suponer que 1 +b— o # 0 y entonces
o(c+b+3)

o—b—1

Puesto que r» > 0, se debe asumir que ¢ > b+ 1. Veamos que este valor de r cumple que
r > 1. Como o > o — (1 4 b), se tiene que

oglc+b+3) o(c+b+3)

= > = b+3>1.
" c—b—1 o oot
Asi, tenemos valores propios imaginarios puros si y solo si
o(c+b+3)
= —= 1.12
c—b—1 ( )

Este valor de r juega un papel importante en la dinamica del sistema de Lorenz y recibe
una notaciéon especial, rg.

Puesto que la parte real de las raices complejas (cuando éstas existan) es una funcién
continua de sus coeficientes, a la vista de lo que acabamos de probar, esta claro que la
parte real de las raices complejas presenta un cambio de signo en r = rgy. En primer
lugar, estudiaremos el signo de la parte real de las raices complejas cuando r sea un valor
préximo a rg, es decir, de la forma r = rg + € con |¢] < 1. Para ello haremos uso del
criterio de Routh-Hurwitz.

Para un polinomio de la forma p(\) = A\® +asA? 4+ a1\ + ay, la tabla de Routh-Hurwitz
se escribe

NE 1 a 0

)\2 . as Qo 0

A by by O
D
siendo . . )
- 1 aq - 1 0 - a2 Qg
b —= —_— b —= —_— —= —_—
! as | as ap |’ 2 as | a2 0|’ “ by | b1 Do

El criterio de Routh-Hurwitz afirma que el nimero de raices de P,(\) con parte real
positiva coincide con el ntimero de cambios de signo de la primera columna de la tabla.
Para el polinomio ((1.11]), la tabla anterior se escribe

PR 1 b(r+o) 0
Mo 1+4+b+o 20b(r—1) 0
A by by 0
N cy
siendo

by — ~1 1 b(r + o) ‘
1+b+o0|1+b+0 20b(r—1) |’

by =0,

o= L Lbto 200(r —1) ‘
by | b 0
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Operando en las expresiones de b; y ¢; anteriores se obtiene que

by = ﬁ@ab(r -1 —(r+o)1+b+0)),

¢ =20b(r —1).

Notese que la primera columna de la tabla de Routh Hurwitz estd formada por los
valores

{17 1+ b+ g, blacl'}
Es claro que 1 + b+ o y ¢; son valores positivos. Determinemos ahora el signo de b;.
Puesto que 7 = ry + ¢ con |¢| < 1, podemos escribir
-1

:m(zab(m+s—1>—b(m+a+o—)(1+b+0)),

by

expresion equivalente a

!
1+4+b+4o

Sustituyendo la expresién de 7y de ((1.12) se tiene que

by (206(7«1, 1) —b(rg+0)1+b+0)+be(c—1— b)).

20b(rg — 1) = b(rg +0)(1+b+0) =0,

y por tanto

—1 be(1+b—o0) 20
- T A DL G A Py A . A
b L+b+a@d0 b» 1+bto &< 1+b+a>

Como o > b+ 1, 20 > 0+ b+ 1, y en consecuencia,

20

2 o,
1+b+o

lo que indica que b; y € son de signo contrario.

Por tanto, sir = rg+¢cy e > 0, entonces el signo de by es negativo, y si € < 0, entonces
el signo de by es positivo. En consecuencia, si r = rg + ¢ y € > 0, el nimero de cambios
de signo en la primera columna de la tabla de Routh-Hurwitz es dos y si € < 0, el nimero
de cambios es cero. Por Routh-Hurwitz, queda demostrado entonces que si r = rg + ¢
y € > 0, el polinomio tiene dos raices con parte real positiva, y si ¢ < 0, entonces el
polinomio tiene cero raices con parte real positiva. Puesto que P, no tiene raices reales
positivas, esto quiere decir que si 7 =7y +¢cy € > 0, las dos raices complejas conjugadas
tienen parte real positiva, y si € < 0, las dos raices complejas tienen parte real negativa.

Por la continuidad de las raices respecto de los parametros del sistema, lo probado en
un entorno de ry sigue siendo valido fuera de ese entorno, siempre y cuando tengamos
el mismo tipo de raices, es decir, mientras que tengamos raices complejas. Para acabar
de probar el resultado, veamos que para r > ry no es posible tener tres raices reales
negativas. Si suponemos que existe algin valor de r, llamémosle r* con r* > rg para el
cual P« tuviera todas las raices reales negativas, necesariamente habrian de existir valores
11,79, 73 € (rg,r*) con r; < ry < rs tales que en un entorno de r; tuviéramos dos raices
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imaginarias puras, en un entorno de 7y dos raices complejas con parte real negativa, y en
un entorno de rj3 tres raices reales negativas. Esto contraviene el hecho de que tinicamente
hayamos obtenido un valor de r para el cual tenemos dos raices imaginarias puras. Por lo
tanto, queda probado que si r > ry, tenemos dos raices complejas con parte real positiva.

Por lo tanto, si P, tiene raices complejas, éstas tendran parte real negativa si r < rg
y parte real positiva si r > rgy. En consecuencia, queda probada la estabilidad asintética
sir < rg y la inestabilidad si r > rg. ]

Resulta algo mas complicado determinar el o los valores de r para los cuales hay un
cambio en el caracter de las raices, esto es, cuando P, pasa de tener tres raices reales
negativas a una negativa y dos complejas conjugadas. Su determinacién pasa por estudiar
cuando, al variar los parametros del problema, de las tres raices negativas dos colapsan y
se convierten en una raiz doble. En ese caso P, podria factorizarse como

Pr(A) = (A= A)(A = M),

siendo A la raiz simple y A\ la raiz doble de P.. Nétese que A4 es raiz también de P, ya
que
P(N)=(\— /\d)()\ — A+ 2(\— )\5)).

Imponiendo la condicién de que \; sea punto critico y a la vez raiz de P,, después de
unas cuantas manipulaciones algebraicas, se encuentran relaciones entre los parametros
del sistema que garantizan la existencia de dicha raiz doble. No las reproducimos aqui por
su extension y complejidad y porque en realidad tampoco vamos a usarlas, salvo cuando
trabajemos en el capitulo [2 con los pardmetros o = 10 y b = 8/3. Para dichos valores, es
facil averiguar que cuando se toma r = ry &~ 1.345617 la raiz doble de P, es un minimo
local de P,. En consecuencia, sir < rq, se tienen tres raices reales negativas, sirg < r < rg
aparecen una raiz real negativa y dos complejas conjugadas con parte real negativa, si
r = ry se tiene una raiz real negativa y dos raices imaginarias puras y si r > rpy, se
obtiene una raiz real negativa y dos complejas conjugadas con parte real positiva.

Podemos resumir el estudio realizado en la tabla Obsérvese que para r = 1 tiene
lugar una bifurcacién de Pitchfork supercritica [31]. El origen, que es un equilibrio asintéti-
camente estable para valores r < 1, se convierte en inestable cuando r > 1, apareciendo
entonces dos equilibrios asintoticamente estables para 1 < r < rg.

0 Cyt
r<l1 asintéticamente estable A
l<r<ry inestable asintéticamente estable
r>ry inestable inestable

Tabla 1.1: Estabilidad de los puntos de equilibrio.

Ademas de esta bifurcacion, aparece otra para el valor r = ry. Sabemos que si r = rg,
P, ()\) tendra dos valores propios imaginarios puros y un tercer valor propio real negativo.
Se deduce por tanto que el origen es estable en el sistema lineal asociado pero de ahi no
puede deducirse la estabilidad de C'y y de C_ en el no lineal. A pesar de esto, en las
inmediaciones de r = ry observamos un cambio cualitativo importante. La pareja de
valores propios complejos conjugados cruza el eje imaginario puesto que para r < rg
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la parte real de las raices complejas es negativa y para r > ry es positiva. Este hecho
supone un cambio importante en la estabilidad de los equilibrios C1, pasando de ser estos
asintéticamente estables (r < ry) a inestables (r > 7). Se dice entonces que en r = 7y se
produce una bifurcacién de Hopf. Este tipo de bifurcaciones se presenta en dos variantes,
la supercritica y la suberitica [31]. Mas adelante, en el capitulo [2{ veremos que para el caso
particular de o = 10 y b = 8/3, esta bifurcacién de Hopf es de tipo subcritico.

Por lo tanto, cuando r < 1 o cuando 1 < r < rp, las trayectorias terminan conver-
giendo a alguno de los tres equilibrios. Sin embargo, cuando r > ry, las trayectorias son
repelidas por cualquiera de los tres equilibrios. Cabe entonces preguntarse cual sera el
destino de esas trayectorias. Puede demostrarse que dichas trayectorias no son repelidas
hacia infinito ya que estan acotadas. Para demostrarlo, consideraremos el siguiente lema
cuya demostracién puede encontrarse en [13].

Lema 1.2.2. Sea D C R™ un dominio compacto y simplemente conexo y V : R" — R
una funcién de clase C'. Supongamos que para cada k > 0, Vi = {x € R"; V(z) < k}
es un dominio acotado y simplemente conexo con Vi, C Vi si k < k'. Si existe un valor
k>0 tal que D C V,, y un 0 > 0 tal que V(yc) < —6 < 0 para todo x € R"\ D, entonces
para todo x existe t(x) > 0 tal que ¢(x,t) € Vi, para todo t > t(x).

2

Teorema 1.2.10. Eziste una esfera > + y* + (z —r — 0)? = K, para k suficientemente

grande, tal que toda trayectoria cae a su interior.

Demostracién. Sea V la funcién V(z,y,z) = 22 + y?> + (z — r — 0)%. Denotamos V, al
interior de la esfera determinada por la ecuacién V(z,y, z) = ¢ cuando ¢ > 0. Entonces,
V. C Vy sie< . Sicalculamos la derivada de V', tenemos que

o dv

que equivale a

1.
5V =woly—2) +ya(r—2) =y’ + (zy = b2)(z —r — o).
Simplificando esta expresién, obtenemos que
1.
§V =y’ — 2’0 —b(* — (r+0)2).

Completando cuadrados, llegamos a que

Lo, [ o 9 ( _r+0>2_ (r+0>2
QV— (y +z0+0bl 2 5 b 5 :

Ahora, denotamos D al interior del elipsoide determinado por la relacion

r+o\2 r+o\2
x20+y2+b(z— + ) :b< + )
2 2
Es claro que para una constante  suficientemente grande, D C V,; y ademads en la parte
exterior del elipsoide se verifica que V' < 0. Por aplicacion del lema se tiene que todas

las trayectorias que eventualmente entren en V., permanecerdn alli el resto del tiempo. [

Una vez vistos los resultados de este capitulo, si para r > rg las trayectorias son repe-
lidas por los equilibrios pero estan contenidas en alguna regién acotada, cabe preguntarse
qué hacen estas trayectorias. Lo descubriremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Explorando el espacio paramétrico

Como ya sabemos, el sistema de Lorenz presenta tres parametros: o,b y r. Los resul-
tados obtenidos en el capitulo [1| son validos para cualesquiera sean los valores de estos.
Resultaria muy interesante conocer toda la dindmica del problema en funcién del espa-
cio de pardmetros determinado por o, b y r. Sin embargo, este problema se torna muy
complicado, por lo que habitualmente lo que se hace es fijar dos de los parametros y
estudiar la dindmica en funcién del tercero. En este sentido, uno de los problemas que
mas atencion ha recibido en la literatura es el que fija los parametros o y b con o = 10
y b= %, considerando variable inicamente el tercer parametro, r. Como es de imaginar,
no es casualidad que los valores del sistema de Lorenz clésico sean precisamente o = 10 y
b= %. Asi que, siguiendo esta misma forma de proceder, en este capitulo vamos a estudiar
el devenir de las trayectorias del sistema dependiendo del parametro 7.

Si bien en el capitulo (1| los resultados expuestos han sido obtenidos mediante proce-
dimientos analiticos, en el presente capitulo se trabajara apoyandonos en los anteriores y
en herramientas numeéricas, todo con el fin de lograr una mejor comprension del sistema.

Comenzaremos por el caso mas sencillo, » < 1. El teorema nos asegura que el
origen es globalmente asintéticamente estable, por lo que todas las trayectorias del sistema
terminan convergiendo en el origen (ver figura [1.3). Mucho mds interesante y compleja
resulta la dindmica en el caso r > 1, por lo que en este nuevo capitulo nos dedicaremos
a explorarla. Para ello nos apoyaremos en los resultados cualitativos vistos en el capitulo
1, asi como en el trabajo numérico de Sparrow [30] y las referencias contenidas en él, que
iremos ilustrando. El c6digo correspondiente a las ilustraciones de esta parte se encuentra
en el Anexo.

Resumiremos lo que conocemos hasta ahora para r > 1. En primer lugar, los tres
equilibrios del sistema son

0 =(0,0,0), C’i:(i\/g(r—l),i\/g(r—l),r—o.

De los teoremas y sabemos que para estos valores de 7, el origen es un
equilibrio inestable y que la estabilidad de los otros dos equilibrios depende de si el valor
de r es menor, igual o mayor que un cierto valor al que hemos denotado por ry. Para
1 < r < ryg, C1 son equilibrios asintéticamente estables mientras que para r > rg, son
inestables. Para los valores 0 =10y b = %, tenemos que

_o(c+b+3)
- o—-b—1

~ 24.74.

17



18 Capitulo 2. Explorando el espacio paramétrico

Comenzaremos estudiando el caso que inicialmente traté Lorenz, es decir, r = 28.

2.1. El sistema de Lorenz clasico (r = 28)

En su estudio inicial, Lorenz considero el valor » = 28. Por los teoremas y
sabemos que los tres equilibrios

0 =(0,0,0), Cu= <:|:6\/2_), +£64/2),27 — 1) ~ (8.5,8.5,27)

son inestables ya que r = 28 > rg. Por otro lado, por el teorema/|1.2.10} se sabe que todas
las trayectorias del sistema no escapan a infinito puesto que permanecen encerradas en
una regiéon acotada.

Para tratar de entender qué estd pasando en este caso, observemos primero la figura
2.1} En ella se dibujan dos trayectorias diferentes cuando r = 28, la de la izquierda
corresponde a la trayectoria de condiciones iniciales (zg,yo,20) = (—1,0,0) y la de la
derecha a la trayectoria de condiciones iniciales (x¢, yo, 20) = (10, 10, 10).

z z

404

30

-15 -10 -5 5 10 15

Figura 2.1: Trayectorias en el sistema de Lorenz clasico, una con condiciones iniciales
(20, Yo, 20) = (—1,0,0) (en azul), y otra con (xg, yo, 2z0) = (10, 10,10) (en verde).

Observemos que ambas trayectorias, durante un cierto periodo de tiempo, se enrollan
alrededor de los puntos de equilibrio, C'y o C_, aparentemente de manera aleatoria. Cada
trayectoria parece caer en espiral hacia uno de estos dos puntos de equilibrio hasta que,
después de un nimero aparentemente aleatorio de vueltas, salta hacia el otro punto de
equilibrio para repetir el mismo comportamiento, es decir, enrollarse en torno a este
otro equilibrio para posteriormente, volver a pasar hacia el otro equilibrio, siguiendo asi
un ciclo de manera indefinida. Esto no resulta de la imprecision numérica o de que el
método numérico sea inapropiado. Las ecuaciones de Lorenz no son dificiles de integrar
numéricamente y mientras que los detalles de cada trayectoria dependen del algoritmo
informatico que la produzca, el comportamiento aparentemente aleatorio de la trayectoria
no. Lo que estamos contemplando aqui es lo que se conoce como naturaleza cadtica de las
trayectorias. Esta dinamica fascinante y aparentemente impredecible que observé Lorenz
para los valores clasicos fue el punto de partida de lo que més tarde se conocié como caos.

Nétese que en la figura [2.1) ambas trayectorias son repelidas no solo por el origen
sino también por los otros dos equilibrios. Si superponemos ambas trayectorias en un
mismo dibujo (ver ﬁgura, observamos que aunque ambas trayectorias sean diferentes,
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terminan por pintar en el espacio fasico un dibujo muy parecido. Las trayectorias parecen
converger a una cierta estructura que recuerda a las alas de una mariposa. Esta estructura
es conocida como atractor extrano de Lorenz.

T T T T T T T
=20 =15 -10 -5 5 10 15

Figura 2.2: Superposiciéon de dos trayectorias en el sistema de Lorenz clasico para condi-
ciones iniciales (2o, Yo, 20) = (—1,0,0) (en azul) y (o, Yo, 20) = (10,10, 10) (en verde).

Lorenz quiso descartar que esa estructura con forma de alas de mariposa no fuera en
realidad una trayectoria cerrada estable con un periodo muy grande, la cual quizas no
habia conseguido determinar porque no habia integrado en un intervalo suficientemente
largo o porque tal vez los métodos numéricos que usaba tenian limitaciones o bien la
propia aritmética del ordenador le estaba llevando a conclusiones erroneas. Lorenz no fue
capaz de probar que la trayectoria no era cerrada, aunque si dio un razonamiento que
apoyaba esa hipdtesis. Hubo que esperar a 1999 para que Wareick Tucker encontrara una
prueba rigurosa de la aperiodicidad de las trayectorias [35]. Exponemos a continuacién
la idea tan original que tuvo Lorenz porque, pese a que no constituye una prueba de la
aperiodicidad, fue la que le permitié seguir adelante con su investigacion.

2.1.1. La funcion de Lorenz

La idea de Lorenz [31] fue reducir la cuestién de la periodicidad de las trayectorias a
la de una funcién unidimensional. Lorenz reparé en que las trayectorias parecian saltar
de un lado de la estructura al otro una vez alcanzada cierta distancia respecto al centro
de la misma. Ademads, esta distancia parecia relacionarse con el nimero de vueltas que
realizaba una trayectoria antes de volver a saltar al otro lado. De este hecho dedujo que
debia existir algtin factor en la espiral de un lado que determinara el comportamiento en
la otra.

Para realizarlo, integré numéricamente las ecuaciones del sistema durante un largo
periodo de tiempo, midié los méximos relativos z, alcanzados por la trayectoria en el
eje z (ver figura . La idea de Lorenz pasaba por predecir z,,; a partir de z,. Para
ello, para cada z,, considerd z,i; y representd z,y1 frente a z, como en la figura 2.4
Obviamente, para un mismo z, podia haber mas de un z,.;, de modo que la grafica
de la figura no correspondia con la de una funcién. Sin embargo, al comprobar que el
dibujo trazado tenia un grosor pequeno, pensé que quizas podria considerar que todos
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45 Zn+1
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Figura 2.3: Grafica de la coordenada z para el sistema clasico de Lorenz.

esos puntos z,,1 se ajustaban a una curva de alguna funcién f de modo que z,.1 = f(z,).
Conseguia asi imaginarse una funciéon que asignaba a cada maximo relativo en el eje z el
siguiente maximo. Aunque no consiguié demostrar la existencia de esa funcién, trabajo
como si existiera. A f se le denomina funcién de Lorenz.

Zn+1
451

40

35 A

30 A

30 35 40 45 50

Figura 2.4: Mapa de Lorenz: Representacién de los puntos (z,, z,+1) en el sistema cldsico
de Lorenz obtenidos a partir de las condiciones iniciales (o, yo, 2z0) = (0, 10, 0), empleadas
originalmente por Lorenz [21I]. Se superpone también la recta y = x.

La relevancia de esta funcién radica en que satisface que
f()>1  Vz,

lo que implica que cualquier ciclo limite, si existiese, seria necesariamente inestable. Lo
vemos en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.1. Los ciclos limite del sistema de Lorenz son inestables para v = 28.
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Demostracion. Sea la funcién de Lorenz z,.1 = f(z,), que cumple que |f'(z)| > 1 para
todo z. A la vista de la representacion de la figura [2.4], esta claro que Unicamente posee
un punto fijo z* (corte de la funcién f(z) con la bisectriz del primer cuadrante). Este
punto fijo representa una orbita cerrada como la de la figura [2.5. Para mostrar que esta
orbita es inestable, basta considerar una trayectoria cercana a la misma, de manera que
entonces z, = z* +¢,, con &, pequeno. La siguiente perturbacion ¢,,1 ~ f'(z*)e,. Puesto
que |f'(z*)| > 1, tenemos que |e,+1| > |e,|, es decir, la desviacién crece en cada iteracion,
por lo que la orbita cerrada es inestable.

- Y

Figura 2.5: Esquema de la érbita cerrada relativa al punto fijo de f(z).

En realidad, puede demostrarse para toda orbita cerrada. Tomemos la sucesién {z,}
que corresponde con una trayectoria cerrada arbitraria. Dado que la trayectoria es cerrada,
existird un entero p > 1 tal que z,4, = z,. Consideremos ahora una trayectoria cercana
a la dérbita cerrada y sea €, el tamano de la perturbacién en el paso n-ésimo. Tras una
iteracion, la perturbacién sera

Ent1 = f/(zn)5n>

aproximandola linealmente. Nuevamente, tras la segunda sera

Ent2 = f/(zn+1)5n+l ~ f/(ZnJrl)f/(Zn)gna

y, reiterando el proceso, tendremos que

p—1
Ent+p = (H f/(zn-i-k)) En-
k=0

Puesto que | f'(z)| > 1 para todo z, todo factor del producto anterior verifica la desigualdad
| f'(zn+x)| > 1. Por lo tanto, |e,4p| > |en], lo que prueba la inestabilidad de la 6rbita. [

Aunque la prueba no es para nada rigurosa, esta aproximacién permitié a Lorenz intuir
que puesto que las trayectorias se alejaban de los equilibrios pero no podian ser atraidas
por ninguna érbita periddica estable y tampoco escaparse a infinito, debian ser atraidas
por esa estructura con forma de alas de mariposa. A estas trayectorias se les denomina
caodticas y al sistema que presenta este tipo de trayectorias se le denomina cadtico. A
continuaciéon veremos otros aspectos interesantes de este sistema.
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2.1.2. El atractor extrano de Lorenz

La estructura a la que convergen las trayectorias en el sistema de Lorenz se denomina
atractor extrano. Es un atractor porque todas las soluciones convergen a él. Recibe el
nombre de extrano porque es bastante diferente de los atractores simples como son, por
ejemplo, los nodos sumideros o los ciclos limite sumideros. Este término fue acunado por
Roelle y Takens (1971).

Las alas de mariposa parecen dos conjuntos diferentes que se intersecan, mas esto no es
posible en virtud del teorema de existencia y unicidad de las soluciones. Lorenz describié
este conjunto asi:

Las dos superficies parecen fusionarse y permanecer como superficies distintas. Si-
guiendo estas superficies a lo largo de un camino paralelo a una trayectoria y rodeando a
Cy, vemos que cada superficie es realmente un par de superficies, de tal forma que donde
parecen fusionarse, hay realmente cuatro superficies. Continuando este proceso para otro
circuito, vemos que realmente hay ocho superficies, etc., y finalmente concluimos que hay
un conjunto infinito de superficies, cada una extremadamente cercana a una u otra de las
dos superficies que se fusionan.

Existen estudios [25] que prueban que en realidad el atractor de este sistema esta
constituido por un numero infinito de superficies que se van entrelazando y enredando
entre si. A pesar de esto, las trayectorias de este sistema no se intersecan sino que se
mueven de una de las dos superficies a la otra. Este conjunto infinito de superficies de
volumen nulo pero de drea de superficie infinita tiene estructura fractal.

2.1.3. Dimension de correlacion

La descripcién intuitiva del atractor extrano como una marana de superficies entre-
lazadas y enredadas nos da una idea de su naturaleza fractal. Para comprender mejor
su complejidad podemos estimar su dimensién. Sabemos que la estructura no tiene vo-
lumen ya que el sistema de Lorenz es disipativo y que parece un amasijo de superficies.

Podriamos pensar entonces que la dimensién del atractor
es dos. Sin embargo, a diferencia de los objetos geométricos
tradicionales, como una esfera o un tridngulo, que tienen di-
mensiones enteras (2 en el caso del tridngulo, 3 en el de una
esfera tridimensional), los conjuntos fractales pueden tener
dimensiones fraccionarias o no enteras.

La dimensién de un fractal, también llamada dimension
fractal, es una generalizacién del concepto de dimension clasi-
co que describe la «rugosidad» o complejidad del conjunto.
Aunque existen distintas formas de estudiar la dimensiéon Figura 2.6: Tomamos un
fractal, para el atractor de Lorenz emplearemos la nociéon de punto z arbitrario y mira-
dimension de correlacién, propuesta por Grassberger y Pro- mos cudntos puntos entran
caccia [14] ya que es més facil de estimar mediante métodos en los sucesivos circulos.
numéricos que otras. Para estimarla, partimos de una trayec-
toria calculada para un tiempo ¢ largo. A continuacion, tomamos un punto z del atractor
y llamamos N, (¢) al nimero de puntos de la trayectoria contenidos en una bola de centro

z y radio € (ver figura [2.6)).
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Notese que, ademas de los puntos proximos al movimiento de la trayectoria, esta bola
también contendra puntos de la trayectoria pertenecientes a otras «visitas» de la trayec-
toria cerca del punto z. Asi N,(¢) representa la frecuencia con que la trayectoria «visita»
el entorno del punto x de radio €. Haciendo variar ¢, el nimero de puntos contenidos en
la nueva bola crecera de forma exponencial, en la forma

N, (g) o< g,

siendo d, la dimensién puntual o fractal local en x. Como d, depende gravemente del punto
x escogido podemos tomar multitud de puntos x; y promediar los valores N, (g). Puede
comprobarse empiricamente que este nuevo promedio C'(g) crecerd igualmente como

C(e) o e,

donde d es la denominada dimensién de correlacion que expresa la densidad de puntos del
atractor. Nétese que para estimar d basta con tomar la pendiente de la recta del grafico
de In(C(g)) sobre Ine.

El algoritmo que hemos empleado para estos calculos se detalla brevemente en el Anexo
y la representacion de los valores de ¢ frente a los valores de C(e) queda recogida en la

figura 2.7

€

10° 10!

Figura 2.7: Grafica del crecimiento de C'(g) sobre € en escala logaritmica.

Considerando unicamente los radios comprendidos entre la distancia minima entre
puntos y el diametro del atractor, podemos apreciar que los datos se adaptan bastante
bien a una recta. La pendiente de la misma es aproximadamente 2.05, valor que concuerda
con el dado en [14] para la dimensién del atractor, d ~ 2.05.

2.1.4. Dependencia sensible a condiciones iniciales

En el problema de Lorenz la dinamica presenta lo que se denomina dependencia sensi-
ble a las condiciones iniciales. Esto significa que si tomamos condiciones iniciales proximas
entre si, las correspondientes trayectorias permanecen proximas durante un periodo de
tiempo, para finalmente tomar caminos muy diferentes. Esta condicién hace a los siste-
mas como el de Lorenz tremendamente vulnerables ya que cualquier error en la medicion
de una condicién inicial puede suponer una prediccion totalmente distinta a la esperada.

Podemos comprobar esta condicién cuando observamos las trayectorias de la figura|2.8
y su correspondiente coordenada x(t). En efecto, las dos trayectorias parten de condiciones
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-104
-154

Figura 2.8: Arriba, trayectorias en el sistema de Lorenz clasico para dos condiciones
iniciales préximas, (xo,%o,20) = (10,10,10) en azul, y (zo,¥o0,20) = (9.999,10,10) en
verde. Debajo, sus correspondientes coordenadas x(t).

iniciales muy proximas y transcurren paralelamente hasta aproximadamente ¢ = 12, para
a partir de ese momento tomar rumbos diferentes y finalmente diverger totalmente una
de la otra.

Esta caracteristica es tipica de los sistemas cadticos como el de Lorenz. En este tipo de
sistemas, resulta de interés cuantificar la velocidad a la que se separan las dos trayectorias
de condiciones iniciales cercanas. Para ello, tomemos una trayectoria z(t) y otra préxima
z(t) + 0(t) cuya perturbacion inicial sea ||do||. Veamos cédmo crece §(t).

Numéricamente puede estimarse que

16~ [16o]le = n[6(t)[] ~ In [|&]] + At, (2.1)

donde X =~ 0.9. Por lo tanto, la perturbacién crece exponencialmente rapido, como puede
verse en la figura [2.9]

161

10!
101

1073 A
Figura 2.9: Crecimiento de la desviacion en
escala logaritmica para condiciones inicia-
les en (10,10, 10) tomando una perturba-
109 ] cién 6 = 10712(1,1,1). En este caso parece
que A =~ 0.9553 (ver el cédigo correspon-
diente al calculo del exponente en el Ane-
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A continuacién hacemos algunas aclaraciones sobre este crecimiento exponencial. Por
un lado, la velocidad de separacién no es constante, pues varia a lo largo de la trayectoria.
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Ademas, la divergencia no puede crecer eternamente, pues las trayectorias estan confinadas
en una esfera y, por tanto, la separacion entre ellas nunca podra ser mayor que el didmetro
de la misma.

La constante A\ es denominada exponente de Lyapunov. En realidad, existen n expo-
nentes de Lyapunov: uno por cada dimensién del sistema. Si tomamos una esfera infini-
tesimal de perturbaciones alrededor de unas condiciones iniciales, la esfera se deformara
convirtiéndose en un elipsoide. Si llamamos dx(t) a la longitud del k-ésimo eje principal
del elipsoide, tenemos que &(t) ~ 6,(0)e? con A\, el exponente de Lyapunov en la di-
reccion del k-ésimo eje. Para valores de ¢ muy proximos a 0, el didmetro del elipsoide
serd dominado por el mayor de los exponentes al que se le denota por A. Los exponentes
de Lyapunov difieren, aunque no demasiado, para cada orbita. Por lo tanto, es necesario
realizar varias estimaciones antes de obtener una estimacién del valor real. En el caso
del sistema de Lorenz, los exponentes de Lyapunov son A\; = 0.905 £ 0.005, A = 0 y
A3 = —14.57+0.01 [1].

El exponente de Lyapunov condiciona la capacidad de predicciéon. Un exponente po-
sitivo crea un limite para la fiabilidad de las predicciones. Supongamos, por ejemplo, que
queremos conocer cierta prediccién meteoroldgica. Para obtener el prondstico se debe co-
nocer el estado actual (condiciones iniciales del sistema) del tiempo: es decir, realizar una
medicién. Como toda medicién, llevard intrinseco un error, ||do||, entre el valor obtenido
y el verdadero ya que tenemos que tener en cuenta que el tiempo atmosférico depende de
multitud de factores y que el propio sistema de Lorenz es un modelo muy simplificado del
mismo. Asi, tras un tiempo ¢, el error crecerd a ||6(¢)|| ~ ||dg||e*. Si nuestra tolerancia es
a, la prediccion solo serd véalida para tiempos menores a

farar ~ O3 0 ).

A partir de este instante, la discrepancia es intolerable, como ilustramos en la figura [2.10]

t= 7jumbral

Figura 2.10: A partir de un instante t a1 la discrepancia es intolerable.

Supongamos que la tolerancia necesaria para saber si llovera es a = 10~ y que la me-
dicion realizada en las estaciones meteoroldgicas tiene un error no mayor a una constante
||0]| = 10710, Asi, el rango de prediccién aceptable vendra limitado por

1 6
tumbral & 3 In10° = 3 In 10,

que quiza no sea suficiente. Si mejoramos las estaciones meteoroldgicas, por ejemplo au-
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mentando la precisién a ||dp|| = 10722, el umbral crecerd hasta
tumbral ~ 7 In 10.

iSolo ha aumentado 16—8 = 3 veces el umbral tras mejorar la precision una billonésima vez!
Obsérvese que la dependencia logaritmica de ||dg|| complica cualquier mejora del umbral
de prediccion, de ahi que sean comprensibles las limitaciones del prondstico del tiempo a
largo plazo.

2.1.5. Definiendo el caos y los atractores extranos

Después de que de manera muy informal han surgido conceptos como el de sistema
caotico o atractor extrano cabe preguntarse si existe una definicion formal de los mismos.
Asi, por ejemplo, desde sus inicios, el término caos ha sufrido diferentes acepciones en
su definicién. Aunque no existe una definicién universalmente aceptada del concepto de
caos, algunos autores como Strogatz [31] afirman que podria definirse del siguiente modo:

Definicién 2.1.1. El caos es el comportamiento aperidédico a largo plazo experimentado
por un sistema determinista sensible a las condiciones iniciales.

= Se entiende por comportamiento a largo plazo al hecho de la existencia de trayec-
torias que no tienden a puntos fijos u dérbitas periddicas o cuasiperiddicas.

= Determinista porque puede predecirse a corto plazo. El caos no proviene de la alea-
toriedad o ruido de los parametros sino de la no linealidad del sistema.

= Sensible a las condiciones iniciales porque trayectorias que comienzan en puntos
proximos se separan exponencialmente rapido, es decir, tienen exponente de Lyapu-
nov positivo.

Otras definiciones mas modernas [7] exigen al sistema que sea topolégicamente tran-
sitivo. Veamos la definicion de este concepto:

Definicién 2.1.2. Un conjunto cerrado invariante A se dice topologicamente transitivo si
para cualesquiera dos conjuntos abiertos, U,V C A, existe un ¢t € R tal que la interseccion
de ¢(t,U) con V es no vacia.

Definicién 2.1.3. Se dice que A es cadtico si ¢(t, x) es sensible a las condiciones iniciales
en Ay ¢(t,x) es topoldgicamente transitivo en A.

Otros autores anaden una condicién extra en la definicion de caos: que las érbitas pe-
riddicas de ¢(t, x) sean densas en A. Sin embargo, la condicién de érbitas peridédicas densas
y de transitividad son suficientes para obtener sensibilidad a las condiciones iniciales [7].

Del mismo modo que el concepto de caos resulta dificil de definir, el concepto de
atractor extrano también. Asi, puede considerarse la siguiente definicién:

Definicién 2.1.4. Se dice que A es atractor si es un conjunto cerrado que verifica las
siguientes propiedades:

= Es invariante, es decir, toda trayectoria que comienza en ¢l permanece en él.
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» Existe un conjunto abierto U contenido en A tal que si x(0) € U, entonces la
distancia de x(t) a A tiende a cero cuando t tiende a infinito.

= Es minimal, en el sentido de que no existe ningin otro conjunto contenido en él que
verifique las dos condiciones anteriores.

Si, ademads, el atractor es sensible a las condiciones iniciales se dice que es un atractor
extrano.

El sistema de Lorenz ha servido de inspiracién para la busqueda de otros sistemas
caoticos. Por ejemplo, el sistema de Chen es una variante, propuesta por Guanrong Chen
y Tetsushi Ueta [4], 5] del sistema de Lorenz que se define como

& =aly — ),
y=(c—a)r—xz+ cy,

Z=uxy — bz,

con a, b, c constantes. En la figura [2.11| pueden visualizarse distintas vistas del atractor de
este sistema.

Figura 2.11: Vistas del atractor de Chen para valores (a,b,c) = (35, 3, 28).

Otro ejemplo famoso es el sistema de Rossler, propuesto por Otto Eberhard Rossler
[29] que se escribe

T =—Y—Z,
y=x+ay,
z=xz—bz+c,

con a, b, ¢ constantes y cuyo atractor puede observarse en la figura [2.12]
El cédigo utilizado para dibujar estas figuras se encuentra en el Anexo.

2.2. Zona precadtica (1 <r < rp)
Segtn el estudio cualitativo realizado en el capitulo 1, sabemos que cuando r < rg, el

origen es inestable y los equilibrios C'L son asintoticamente estables. Ademas del estudio
sobre la estabilidad de los equilibrios, resulta interesante conocer el tipo de punto de
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(b) (c)
Figura 2.12: Vistas del atractor de Réssler para valores (a, b, c) = (%1, 1,5).

equilibrio a nivel local, informacién determinada por la naturaleza de los valores propios
del sistema lineal asociado a cada uno de los equilibrios.

Puesto que para r > 1, el origen es un punto de silla en el plano zy con caracter
atractor en el eje z, sabemos que los valores propios del sistema lineal asociado al origen
son reales, dos de ellos negativos y un tercero positivo. El subespacio de vectores propios
asociado a los valores propios reales negativos, conocido como variedad local estable del
origen, es en este caso 2-dimensional, mientras que el subespacio de vectores propios
asociado al tnico valor propio real positivo, conocido como variedad local inestable del
origen, es 1-dimensional.

Para valores de r > 1 pero muy cercanos a 1, la variedad estable del origen divide el
espacio en dos mitades. Asi, las trayectorias que comienzan en una de las dos mitades
tienden al equilibrio mas cercano, C'y o C'_, mientras que las trayectorias que comienzan
en la propia variedad estable del origen lo hacen al origen (ver figura .

0.02 4

-0.4 -0.2 0.2 0.4

Figura 2.13: Atraccién a Cy de un par de trayectorias que comienzan en la variedad
inestable del origen en el sistema de Lorenz cuando r = 1.1 (ligeramente superior a 1).

La forma en la que las trayectorias convergen a los equilibrios Cy depende también
del tamano de 7. Asi, de la demostracién del teorema tenemos que para 1 <r <rg
pueden darse dos circunstancias diferentes. Por una parte, se tiene que para 1 < r < rg
(ro =~ 1.345617, ver discusion posterior a la demostracién del teorema , los tres
valores propios del sistema lineal asociado a los equilibrios Cy son negativos, por lo que
los equilibrios Cy son localmente nodos sumideros, tal y como se observa en la figura [2.13
para un par de trayectorias.

Por otra parte, para ro < r < rgy, mientras que uno de los valores propios sigue siendo
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negativo, los otros dos son complejos conjugados con parte real negativa, es decir, los
equilibrios Cy son localmente focos sumideros, y en consecuencia, comienzan a verse las
trayectorias en forma de espiral alrededor de estos equilibrios. En la figura [2.14] vemos un
ejemplo de trayectorias que convergen finalmente en espiral cerca de los equilibrios CY..

x
2=1.69,y= —7.90,z= —4.64
o= —12.00,y=20.02,z= — 11.65)
£=14.01,y= —21.92, 2= 14.40)
=5.15,y=18.54, 2= — 14.56)

Figura 2.14: Cinco trayectorias en el sistema de Lorenz cuando r =5 (rg < r < rp).

Conforme aumenta el valor de r, los equilibrios C1 estdn cada vez més alejados entre
si (recuérdese que las coordenadas x e y de los puntos C son directamente proporcionales
a v/r —1). El trabajo numérico de Sparrow [30] muestra que aproximadamente para el
valor r = r’ &~ 13.926, las trayectorias que comienzan en la variedad inestable del origen
cortan a la variedad estable del origen y forman dos 6rbitas homoclinicas que conectan el
origen consigo mismo (ver figura [2.15)).

-10 =5 5 10

Figura 2.15: Orbitas homoclinicas (en azul) junto a dos trayectorias convergentes a Cy
(en rojo y verde) cuando r = 1.

Para r > 1/, se tiene que de cada érbita homoclinica surge una Orbita periddica.
Este fenémeno es conocido como primera explosién homoclinica. En ella, el retrato fasico
cerca de C, es como el de la figura [2.16] En ella apreciamos al equilibrio C'; con un
comportamiento local asintéticamente estable. A su alrededor aparece la érbita periddica
o ciclo denominado «ciclo silla», un tipo de ciclo limite inestable que solo es posible en
espacios de tres o mas dimensiones. El ciclo tiene una variedad inestable 2-dimensional
(la dibujada en la figura y una variedad estable 2-dimensional (que no mostramos).
Mientras que las trayectorias que comienzan en puntos interiores al ciclo convergen al
equilibrio C', las trayectorias que comienzan fuera de dicho ciclo limite se alejan cada vez
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mas de él. El retrato fasico alrededor de C'_ seria similar, cambiando el punto C'; por el
C_.

N

variedad inestable
del ciclo silla

Figura 2.16: Retrato fasico alrededor de Cy para r’ <r < rg.

Teniendo en cuenta estos comportamientos locales, el panorama general puede verse
en la figura [2.17] Las trayectorias que comienzan en la variedad inestable del origen més
cercana a (' son rechazadas por el ciclo limite que rodea a C y se dirigen hacia C_,
hacia donde se acercan en espiral. De modo similar ocurre con el otro equilibrio, es decir,
las trayectorias que comienzan en la variedad inestable del origen méas cercana a C'_ son
rechazadas por el ciclo limite que rodea a C_ y se dirigen hacia C, en forma de espiral.

Figura 2.17: Ciclos limite en el sistema de Lorenz cuando 0 = 10,6 =8/3 y ' < r < rg.
Imagen extraida de la obra de Perko [25].

Sparrow comprueba numéricamente que el tamano de los ciclos limite disminuye con-
forme aumenta el valor de r (ver figura [2.18)).

Ademads de esto, Sparrow apunta también que si se toman valores de r proximos a 1/,
a medida que r aumenta, la convergencia a uno de los dos equilibrios es cada vez mas
lenta (ver figura [2.19).

También afirma que para valores de r cercanos a r’, las trayectorias se ralentizan cerca
del origen e invierten un montén de tiempo alli, lo que de alguna forma apoya el hecho
de que para r = r’ se tienen Orbitas homoclinicas, y por tanto, de periodo infinito.

En el trabajo de Sparrow se discute la aparicion de otras ramificaciones de las d6rbitas
homoclinicas anteriormente citadas. A este fenémeno lo denomina explosién de érbitas
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r = 14.5 r = 20.0 T =245

Figura 2.18: Disminucion del tamano de los ciclos si se toman tres valores distintos de r
con ' < r < ry. Imagen tomada del trabajo de Sparrow [30].

Figura 2.19: A la izquierda, trayectorias con la misma condicién inicial para diferentes
valores de r cercanos a 1’. A la derecha, dibujo de las trayectorias hasta el instante t = 2.1.

homoclinicas y su anélisis detallado supondria un trabajo considerablemente mayor que
el expuesto en un trabajo como este, por lo que tinicamente recogeremos aqui algunas de
sus principales conclusiones. Para valores de r > r’ y cercanos a 7', existe un conjunto
invariante extrano. Este conjunto consta de un nimero infinito pero numerable de ciclos
de tipo silla, un nimero infinito no numerable de érbitas aperiddicas, y un conjunto
infinito no numerable de trayectorias que convergen al origen. Un gran ntimero de orbitas
permanecen dentro de este conjunto invariante extrano, y finalmente convergen a uno de
los dos equilibrios C'., motivo por el cual en los experimentos numéricos no se aprecia
dicho conjunto. Se trata pues de un conjunto invariante repulsor, no atractor como en el
caso visto cuando r = 28. A este conjunto invariante extrano le llama conjunto invariante
extrano original, por aquello de ser el primero en aparecer para valores de r > 1. La
existencia de este conjunto invariante extrano determina ya la sensibilidad del sistema a
condiciones iniciales. Las trayectorias parecen deambular por un laberinto cerca de este
conjunto, pero finalmente consiguen escapar de él y tender hacia los equilibrios C'.. Este
conjunto invariante extrano sigue existiendo para valores de r > 1’ y es el candidato
a convertirse en atractor cuando los tres puntos de equilibrio sean inestables, es decir,
cuando r > rgy.

Para valores de r > 7/, la convergencia de las trayectorias hacia los equilibrios C'y no
siempre ocurre como en la figura[2.17 en la que la trayectoria no tarda nada en escapar de
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la atraccién de uno de los equilibrios para pasar a ser atraida por el otro. Hay ocasiones
en las que la convergencia ocurre como en la figura [2.20al En ella puede apreciarse que
las trayectorias rechazadas por el ciclo limite que rodea a uno de los dos equilibrios C'y
se dirigen hacia el otro en espiral, pasan cerca de la dérbita periddica de éste, que las
rechaza, y las obliga a volver hacia el primero y asi mas y mas veces antes de caer en uno
de los dos equilibrios. A este fenémeno se le conoce con el nombre de caos transitorio,
preturbulencias (Yorke and Yorke [36]) o caos metaestable (Kaplan y Yorke [19]). Aunque
las trayectorias finalmente convergen a uno de los dos equilibrios, durante una buena
parte de su recorrido tienen un comportamiento aparentemente aleatorio entre uno y
otro equilibrio. Estas trayectorias presentan ya sensibilidad a condiciones iniciales como
podemos observar en la figura
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Figura 2.20: Arriba, trayectorias para dos condiciones iniciales muy préximas,
(20, Y0, 20) = (15.5,11.6,21.6) (en azul), y (xo,yo,20) = (15.5,11.6001,21.6) (en verde)
cuando r = 22.4. Debajo, sus correspondientes coordenadas x(t).

A pesar de que para algunos valores de r se aprecie en algunas trayectorias caos
transitorio, eso no significa que ocurra en todas ellas. Por ejemplo, cuando se toman
condiciones iniciales cercanas al origen para r = 20 podemos ver que las trayectorias
rapidamente convergen a uno u otro equilibrio rdpidamente (ver figura [2.21]).

Kaplan y Yorke [19, 20] advirtieron otro hecho curioso. El tiempo que necesitan las
trayectorias para finalmente converger a uno de los dos equilibrios se incrementa conforme
r aumenta, hasta un determinado valor al que denotaron 74 con ry ~ 24.06, a partir
del cual comenzaba a disminuir. Los experimentos numéricos sugieren que el conjunto
invariante extrano es atractor para r > ry.

Noétese que la estabilidad del atractor extrano no depende de la ocurrencia de la
bifurcacién de Hopf en r = ry sino que esta ligada al valor » = r4. Por lo tanto, para
ra < r < rg se tienen tres atractores distintos, los equilibrios C1 y el atractor extrano,
mientras que para r > ry tan solo persiste el atractor extrano como atractor del sistema.
Esta situacién de atractor tinico parece que se mantiene hasta r ~ 31 [13] donde comienzan
a observarse también ciertas orbitas peridédicas estables para distintos valores de r. La
siguiente seccion esta dedicada a ello.
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Figura 2.21: Trayectoria con condiciones iniciales cercanas al origen para r = 20. Debajo,
su correspondiente coordenada x(t)

2.3. Entrando a la zona caética (r > rp)

Cuando r = rg, sabemos que los puntos Cy cambian de asintéticamente estables a
inestables, por lo que para este valor de r tiene lugar una bifurcacién de Hopf. La inestabi-
lidad del equilibrio en este tipo de bifurcacién puede perderse de dos formas diferentes, una
que se denomina supercritica y otra denominada subcritica. En sistemas 2-dimensionales
[31], la bifurcacién supercritica tiene lugar cuando el equilibrio asintéticamente estable
se rodea de un ciclo atractor que atrapa las érbitas que rodean al equilibrio (ver figura
, pasando éste a inestable. La bifurcacién subcritica tiene lugar cuando se parte de
un equilibrio asintéticamente estable rodeado por dos ciclos, uno mas interno que repele
a todas las trayectorias y otro mas externo que es atractor; el ciclo limite repulsor se
va haciendo cada vez mas pequeno hasta que en el valor de la bifurcacién colapsa con
el equilibrio al que rodea convirtiéndolo en inestable (ver figura . En este tipo de
bifurcacion subcritica, el ciclo limite atractor se mantiene.

<0
Figura 2.22: Retrato fasico antes y después de una bifurcaciéon supercritica en p = 0.
Figura extraida del libro de Strogatz [31].

>0

En el sistema de Lorenz, se ha constatado que para r’ < r < ry, existen ciclos limite
inestables que van reduciendo su amplitud conforme r aumenta, y que para r = rg
terminan colapsando en los puntos de equilibrio Cy que pasan a ser inestables. Por lo
tanto se tiene que el tipo de bifurcacién que ocurre en r = ry es una bifurcaciéon de Hopf
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<0 >0

Figura 2.23: Retrato fasico antes y después de una bifurcacién subcritica en p = 0. Figura
extraida del libro de Strogatz [31].

de tipo subcritica. La demostracién rigurosa de este hecho puede verse en [9].

Para r > rp, los tres equilibrios son inestables y puesto que las érbitas estan acotadas
por una esfera lo suficientemente grande (teorema, sabemos que éstas deben quedar
atrapadas en algtin otro tipo de estructura de volumen nulo (teorema . El conjunto
invariante observado para r > 1’ se torna a partir de r = ry atractor. Sus caracteristicas
son similares a las estudiadas en la seccién para r = 28. Si se ha estudiado en esa
seccion para r = 28 es debido a que ese fue el valor que Lorenz tomé para r cuando
descubrié el comportamiento cadtico.

Como colofén a este andlisis cualitativo realizado para » > 0, mostramos en la figura
un diagrama de bifurcacién parcial del sistema con los resultados que tenemos hasta
el momento.

x
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PN C,
I \ \ I
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\ -7
T
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1 \ N
\ \
| b~ _ _
\ ' /| “‘-~______
\\ ,/I,’/ C_

r=1 r'=13.926 T"=T"H

Figura 2.24: Diagrama de bifurcacion parcial

En la figura [2.24] observamos que para r < 1, el origen es un equilibrio globalmente
asintéticamente estable (linea continua asociada a O). En r = 1, el origen pierde su
estabilidad (comienzo de la linea discontinua asociada a O) en una bifurcaciéon de Pitchfork
supercritica, apareciendo un par de equilibrios simétricos C'; y C'_ que son asintoticamente
estables para r < ry (lineas continuas asociadas a C'y y C_) e inestables para r > ry
(lineas discontinuas asociadas a Cy y C_). Aproximadamente, para r = ' ~ 13.926,
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aparecen un par de dérbitas homoclinicas, de las cuales surgen un par de ciclos limite
inestables cuando r > 7’. Estos ciclos inestables van decreciendo hasta que colapsan en
los equilibrios C'y. cuando r = rg, provocando entonces una bifurcacién de Hopf subcritica.

2.4. Mas alla de r =28

Como hemos observado anteriormente, para r = 28 > rg, los tres equilibrios son
inestables y las érbitas tienen ya un comportamiento cadtico. Lo hemos visto para el
valor del sistema de Lorenz clasico pero, en realidad, el mismo tipo de orbitas aparecen
cuando se toman otros valores cercanos a r = 28. Cabe preguntarse entonces si este
comportamiento se observa también cuando r toma valores mas grandes.

Existen diversos estudios [10], 23], 22], 17, 16, 28] que han permitido localizar valores de
r en los que el comportamiento de las orbitas es diferente al cadtico. Existen, por ejemplo,
intervalos de r donde pueden localizarse érbitas peridédicas estables y en los cuales pueden
observarse nuevos fenémenos como las cascadas de duplicacién de periodos, los pares
de ciclos limite entrelazados, el caos intermitente, etc. Habitualmente se les denomina
ventanas puesto que a través de ellas se entra en zonas de regularidad que escapan del
caos. En esta seccion mostraremos algunos de estos exoticos comportamientos.

Antes de nada, describiremos las orbitas periédicas que apareceran a lo largo de esta
parte siguiendo la notacién empleada por Sparrow [30]. Puesto que los equilibrios C se
encuentran en las regiones x > 0 y = < 0 respectivamente, cada vez que la érbita gire
alrededor del equilibrio C'y apuntaremos una x y, cada vez que la érbita gire alrededor
del equilibrio C'_, anotaremos una y. De modo que, por ejemplo, una érbita periddica
que gire dos veces alrededor del equilibrio C'y y una vez alrededor del equilibrio C_ se
denotard como x%y. Naturalmente, a causa de la simetria del sistema de Lorenz, si existe
una oOrbita, también existira su orbita simétrica, que vendra denotada por la expresion
que resulta de sustituir en la expresion de la primera la letra x por la letra y. Asi, por
ejemplo, si tenemos una érbita de la forma 2%y, también existird su érbita simétrica, y3x,
que rodeara dos veces al equilibrio C'_ y una vez al equilibrio C'; .

2.4.1. Ventana de duplicacién de periodo en érbitas 2y e 3’z

El intervalo [99.524,100.795] fue estudiado por Franceschini [10]. Para los valores de
r € [99.98,100.795], existe una drbita periédica de la forma %y y, por simetria, otra de la
forma zy?. En la figura se han dibujado ambas érbitas periddicas cuando r = 100.

Todas las trayectorias calculadas numéricamente son atraidas por una u otra de estas
trayectorias, tal y como se observa en la figura [2.25b]

Para valores de r € (99.629,99.98) aparecen dos o6rbitas periédicas nuevas, una de
ellas de la forma z?yz?y, y la otra, su simétrica, de la forma y?zy?z. En la figura
se aprecian los dos bucles correspondientes a la drbita periédica y?zy?x para r = 99.63.
Diremos entonces que la érbita y?zy?x ha duplicado el periodo de la érbita y?z. Conforme
el valor de r aumenta en este intervalo, los dos bucles de esta nueva érbita cada vez estan
mas préximos entre si, de modo que llega un momento en que se fusionan y dan lugar a la
érbita periédica inicial, del tipo y%x o del tipo zy? de las que hemos hablado anteriormen-
te. Decimos entonces que para r = 99.98 tiene lugar una bifurcacién de doble periodo.
Ademés, mientras que para r > 99.98, la drbita periddica y?z atrae a las trayectorias del



36 Capitulo 2. Explorando el espacio paramétrico
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(a) Orbita periédica y2x (azul) y su simétri- e o2 ®
ca z2y (verde). A su izquierda, la coorde- (b) Ejemplo de convergencia hacia la 6rbita
nada z(t) de las orbitas. periédica y?z.

Figura 2.25: Orbita periddica y trayectorias para r = 100.

sistema, para r < 99.98 las repele, al mismo tiempo que la érbita de doble periodo y%xy*x
las atrae. Es decir, las trayectorias que son repelidas por la érbita inestable, son atraidas
por la érbita estable que duplica el periodo a la anterior. Esto mismo ocurre para la orbita
periédica 2%y y la correspondiente de doble periodo z?yx2y.

Para r € [99.547,99.629] aparece una érbita periédica de la forma z?yz’yr?yz®y, o
también denotada como (z?y)* y otra de la forma (y?z)* (ver figura [2.26b). El periodo
se duplica de nuevo, de modo que la siguiente bifurcacién ocurre para r = 99.629. Segiin
Franceschini, este proceso contintia repitiéndose conforme disminuye el valor de r, de modo
que se van obteniendo una coleccién infinita de bifurcaciones de duplicacién de periodo
hasta que, fuera del intervalo, las orbitas peridédicas desaparecen y resurge el caos. De
algin modo, este camino de duplicaciones de periodo recuerda a las duplicaciones de
periodo que se estudian en otro sistema caotico, esta vez discreto como es el modelo
logistico x,,+1 = kx,(1 — z,), para ciertos valores de k antes de entrar en la zona cadtica

137, 31].
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(a) Orbita periédica (y2z)? para r = 99.63. (b) Orbita periédica (y2z)* para r = 99.547.

Figura 2.26: Conforme r disminuye en el intervalo [99.524,100.795], las érbitas se duplican.
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2.4.2. Ventana de duplicacién de periodo en 6rbitas simétricas

En el intervalo (145, 166.07) aparece otra ventana de duplicacién del periodo estudiada
por Manneville y Pomeau [23]. Para valores r < 166.07, existen dos 6rbitas periédicas
simétricas de la forma z%y?, como la que se muestra en la figura , una de las cuales
atrae trayectorias del sistema mientras r > 154.4 y la otra las repele siempre.

100 4

40 T T T T T T T -z
—40 -30 -20 -10 10 20 30 40

Figura 2.27: Orbita periédica simétrica 2%y? para r = 160.

Para valores inmediatamente menores que 154.4, la 6rbita periddica simétrica atractora
deja de serlo, surgiendo dos nuevas 6rbitas periédicas de la forma z?y? asimétricas (ver
figura , que se mantienen atractoras mientras r > 148. Para valores r < 148 se
sucede una cascada de bifurcaciones de doble periodo similar a la descrita en la seccion
2.4.7], que termina para r = 145. En la figura se muestra por ejemplo la dérbita
periédica del tipo (z?y?)? que ha duplicado su periodo con respecto a la drbita del tipo
x2y2.
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~10 1ﬁ
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(a) Orbita periédica asimétrica del ti- (b) Orbita periédica asimétrica del ti-
po z%y? para r = 148.5. po (22y?)? para r = 147.5.

Figura 2.28: Duplicacién de la érbita x%y?.

2.4.3. Caos intermitente

En los extremos superiores de las ventanas de duplicacion de periodo aparece un
nuevo comportamiento extrano que fue estudiado por Manneville y Pomeau [22] y al que
denominaron «caos intermitente». Ellos investigaron el comportamiento de las trayectorias
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justo por encima de la ventana de duplicacién del periodo x?y?, para valores de r mayores
a 166.07.

Por encima de este valor, aunque la dérbita simétrica atractora z2y? ya no existe, las
trayectorias parecen moverse durante largos periodos de tiempo cerca de ella, o cerca de
donde podriamos esperar que estuviera la érbita si aun existiera. Después, se desvian
y se comportan cadticamente por un tiempo antes de volver al comportamiento casi
periddico o «laminar» previo. La figura [2.29] muestra una trayectoria tipica calculada
cuando r = 166.1. Para este valor de r, los intervalos de comportamiento cadtico son muy
cortos. La mayor parte del comportamiento es «laminar».
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Figura 2.29: Orbita periédica para r = 166.05 (en negro) y trayectoria para r = 166.1 (en
azul) que se mueve cerca del inexistente ciclo con breves interrupciones cadticas.

Conforme r aumenta, los periodos cadticos de comportamiento se alargan y los periodos
«laminares» se acortan, hasta que finalmente el movimiento parece ser completamente
caotico. La longitud media de los intervalos laminares parece variar de forma proporcio-
nal a \/7,1_7 con 1. ~ 166.07 [22].

Este mismo comportamiento de caos intermitente también se observa para r = 100.795,
extremo superior del intervalo correspondiente a la ventana de duplicacién del periodo de

6rbitas del tipo %y, zy? de la seccién 2.4.1]

2.4.4. La dltima ventana de duplicacion de periodo

El intervalo (214.364, 00) fue estudiado por Robbins [28] y Lorenz [21], entre otros.
Para valores de r > r,, = 313, Robbins y Sparrow [30], consiguieron demostrar que
existe una unica Orbita peridédica de tipo zy que es simétrica y atractora (ver figura
. Para valores de r < r,, esa drbita sigue existiendo pero deja de ser atractora.
En ese momento surgen dos érbitas periddicas de tipo xy asimétricas que son atractoras
mientras r > 224. Para valores de r < 224, éstas dejan de ser atractoras y surgen dos
nuevas 6rbitas periédicas de la forma (xy)?. Este proceso de duplicacién de periodo sigue
repitiéndose hasta aproximadamente el valor » = 214.364. Es por eso que en r ~ 214.364
se dice que aparece la ultima ventana de duplicacion de periodo.
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Figura 2.30: Trayectoria periddica zy para r = 313.

Aunque los resultados numéricos muestran la existencia de la 6rbita xy para cualquier
r > 313, la prueba formal de su existencia y unicidad fue dada por Robbins [28] y por
Sparrow empleando el método de ecuaciones promediadas [30].

Atn con todos los valores que se han revisado en esta seccion, es posible que existan
otros valores de pardmetros atin no estudiados que puedan dar lugar a fenémenos diferentes
a los aqui estudiados, o incluso que pueda haber otras estructuras extranas en alguna
region del espacio fasico que aun no han sido investigadas.






Capitulo 3

Aplicaciones del sistema de Lorenz

El sistema de Lorenz surgié como un modelo meteorolégico que describe el movimiento
de un fluido en ciertas condiciones. Sin embargo, el sistema de Lorenz también aparece
en otros contextos, como algunos modelos de laseres [15], fluidos barioclinicos [3] o en la
termoconveccién producida en un tubo circular [18]. En este capitulo revisaremos alguno
de estos modelos.

3.1. Un modelo mecanico para el sistema de Lorenz

En la década de los 70, Willem Malkus y Lou Howard crearon un sofisticado artilugio
mecéanico semejante a una noria de agua [31]. La versién més simple de este objeto es
una rueda fijada a un eje con vasos de papel suspendidos de su borde (ver ﬁgura que
se llenan de agua al pasar por la parte superior de la rueda. Los vasos poseen una base
permeable por la que se filtra el agua.

Figura 3.1: Representacion del comportamiento de una noria sencilla

Cuando se vierte agua lentamente, los vasos de papel no llegan a llenarse lo suficiente
como para vencer la friccion que ejerce el eje de la noria, por lo que la rueda permanece
inmovil. En cambio, si se vierte agua lo suficientemente rapido, el vaso superior se llena
lo suficiente como para que el peso del agua haga girar la rueda. Eventualmente, la rueda
alcanza un estado de rotacion constante en un sentido u otro que depende de las condi-
ciones iniciales (cantidad inicial de agua de cada recipiente y la inercia de la rueda). Si se

ICortesfa de mi hermana. Gracias, Ane.

41
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aumenta ain mas la velocidad con la que se vierte el agua, la rotacion se vuelve inestable
y la rueda comienza a girar cambiando de direccién erraticamente.

A continuacion estudiaremos mas detenidamente el comportamiento de la noria si-
guiendo el desarrollo de Strogatz [31]. Para ello fijaremos antes la notacién a emplear.

3.1.1. Notacion

En adelante, supondremos que los vasos de agua se distribuyen de forma continua
alrededor del perimetro de la noria. Llamaremos:

= ¢ al angulo de desplazamiento de la noria, como se ilustra en la figura (3.2

w(t) a la velocidad angular de la noria,

m(6,t) ala distribucién de la masa de agua alrededor de la noria, definida de forma
que la masa entre 0; y 0y es M(t) = 9912 m(6,t)do,

» Q(0) a la cantidad de agua que se vierte en la posicién 6,

r al radio de la noria,

K a la tasa de porosidad,
» v a la resistencia al movimiento (friccién),

s [ al momento de inercia de la noria.

Figura 3.2: Movimiento de la noria.

3.1.2. Conservacion de la masa

En el sector de la noria comprendido entre los angulos 6; y 6 la masa de agua en un
tiempo t viene dada por
02
M) = / m (0, £)db.
01
En un intervalo de tiempo At la rueda se movera haciendo que la cantidad de masa

m(6; )wAt abandone el sector y que la cantidad m(6;)wAt entre como se ilustra en la
figura [3.3]
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wAt
——

)

0, E{wAt

Figura 3.3: Evolucion de la noria.

La masa global de la noria también varia por la pérdida producida por las filtraciones
de modo que la masa en el sector cambia en la cantidad

_ ( " chw) At
01

que suponemos proporcional a la masa presente en el sector. Del mismo modo, se introduce
una cantidad de masa igual a ,
2
< / Qd9> At,
01
en el sector por la parte superior.
Por tanto, la variacién de la masa total en el sector es

/92@ — Km)df + m(6,)w — m(eg)w) At.

01

ante) = (

Dado que
%2 om

cuando At — 0, obtenemos la ecuacién diferencial

dM . om
- = — Km —w— )dé.
7 ) (Q m wae)dﬁ

Por definicién de M

02
M = [ D
o, Ot
por tanto
% Om dM 02 om
M(t) = —df = — = — Km —w—-|db.
W= & it~ J, <Q " “’ae)
Como la igualdad es cierta para cualesquiera 6; y 65 se tiene que
om om
00— Km —w—. 1
gt~ @ Rm gy (3:1)

La ecuacién en derivadas parciales (3.1]) es denominada ecuacién de continuidad. Pro-
cedamos ahora con w(t).
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3.1.3. Equilibrio del par

La rotacién de la rueda se rige por la segunda ley de Newton F' = ma en términos
del momento de fuerza y la variacion del momento angular. El momento de inercia de la
noria, I, depende del tiempo y puede probarse que tiende a estabilizarse (AI(t) — 0)

—00

[31]. Asi, tras un intervalo de tiempo de transicién, la ecuacién del movimiento vendra
dada por
Iw =T, + 1T,

con T, el momento de la fuerza amortiguadora y 7}, el momento de la fuerza gravitacional.
La amortiguacion es provocada por la resistencia que ejerce el eje de la noria al girar
y la resistencia a la aceleracién por parte del agua al entrar en la noria. Ambas fuerzas
provocan una amortiguacion proporcional a la velocidad angular w. Por tanto el momento
de fuerza amortiguadora vendra dado por T, = —vw con v > 0.
El momento de fuerza gravitacional se comporta como un péndulo (ver figura . En
un sector de la noria infinitesimal df la masa dM = md6f producird un momento de fuerza

dT, = (dM)grsend = mgrsend db, (3.2)

siendo g = ggsena con gy la constante gravitacional y « el angulo de inclinacién del

Figura 3.4: La gravedad empuja la noria en un punto como si de un péndulo se tratara.

plano sobre el que rota la noria respecto al suelo (en el caso de que el plano de rotacién
no fuese vertical), tal y como se ilustra en la figura [3.5

Noria

«

Figura 3.5: Angulo de inclinacién de la noria respecto al suelo.

Si integramos dTj a lo largo de toda la noria, obtenemos la expresiéon para el momento
de la fuerza gravitacional, que es

27
T, = gr/ m(6,t)send db,
0
lo que unido al momento de la fuerza amortiguadora T, = —rw, nos lleva a la expresion

2m
Iw = —vw+ gr/ m(6,t)send db. (3.3)
0
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3.1.4. Ecuaciones de amplitud

Las ecuaciones (3.1)) y (3.3]) describen completamente la evolucién del sistema. Para
simplificarlas podemos hacer uso del analisis de Fourier.

Como m(#,t) y Q(f) son periédicas en 6 podemos desarrollarlas como las series de
Fourier

m(6,t) = Z (an(t) sen(nb) + by (t) cos(nd)), (3.4)

n=0

Q) = _ gn cos(nb), (3.5)

suponiendo, para Q(6), que el agua cae de forma simétrica. Si sustituimos ambas expre-
siones en ([3.1]), obtenemos que

% Z (an(t) sen(nf) + b, (t) cos(nG))] = —w% [Z (an(t) sen(nf) + b, (t) cos(nG))

+ Z ¢n cos(nd)
n=0

- K Z (an(t) sen(nf) + by (t) cos(nd)).

n=0

Derivando y teniendo en cuenta la ortogonalidad de las funciones coseno y seno, podemos
igualar coeficientes y obtener el par de ecuaciones

{dn = nwb, — Ka,,

i (3.6)
bn = —nwa, — Kbn + qn,

para cadan > 0 (n € N).
Ahora sustituimos la expresion de m(6,t) (3.4)) en la ecuacién (3.3)), obteniéndose que

o0

I =—vw—+gr /027r (Z (an(t) sen(nf) + by (t) cos(nﬁ))) sen 0d6.

n=0

Por la ortogonalidad de la funcién seno, la expresién anterior se simplifica a
2
lw=—vw+ g'r’/ arsen’ df = —vw + Tgras,
0

y por tanto
W= (—vw+mgray)/1.

Como s6lo a; aparece en la ecuacién diferencial anterior, tenemos que aq, by, w forman el
sistema independiente
a1 = wby — Kay,
by = —wa; — Kby + qu, (3.7)
w=(—vw+mgray)/1,

que es equivalente al sistema de Lorenz, como probamos a continuacién.
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3.1.5. Equivalencia del modelo de la noria de agua a las ecua-
ciones de Lorenz

Para probar la equivalencia entre ambos sistemas basta realizar un cambio de variable.
Sea ty la variable temporal de la noria y ¢, la del sistema de Lorenz y sean ry y 7, las
constantes r de los sistemas de la noria y Lorenz, respectivamente. Efectuamos el cambio
de variable
w = ax, a, = By, by = vz + ¢, ty =&t

Como
o _ofon
Oty Oty Oty
podemos obtener las ecuaciones
_ v n Tgry N 1 dx v n ﬂngﬁ
Ww=—=w a a=—— = ——Qx
I 7 " cdiy 1 7
: 1 dy
ap = why — Kay = f;—— = ar(yz+¢) — KBy,
§din
. 1 dz
bl = —waq + q1 — Kbl —— ’}/Eﬁ = —amﬁy+q1 — K(’}/Z —+ ¢),
N

que igualamos a las respectivas ecuaciones de Lorenz, obteniendo

dx V€ Tgrné
—_— = ——2
dtN I To

d
y _ a€7x2+ agbga:—{Ky =r,xr—r2—1Y,

53-/ = U(y - .CIZ'),

diy B
d
é _ _O‘Tﬁ%y + %(ql — K¢) — €Kz = zy — bz.

Ahora, igualamos los coeficientes y despejamos. Como

_vE  mgrng _a;;ﬁﬁ _
—7_ To ﬁa rL = B ) b_gKa
con
—1:04—577 1:§K, 1:_a_ﬁ€> OZE(Ql_Kgb)v
B Y Y

de la segunda y tercera igualdad se obtiene que
Por tanto, si aplicamos lo anterior, llegamos a

v mgrnp aq L= o | — af b 1

TIK T alk "t T BKY T 3K’ T OK

g

Si continuamos con

Tqr Tqr
a= grnf = a/f = gN,
v
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tenemos que

, TIrngi 1= T9rNy 1 — _7T97”Nﬁ2
L vK? '’ vK wK
y asi,
VK )y = Tgry
lo que nos lleva a
r vK
o (B g VR g
vK TgrN
Finalmente, tomamos las constantes positivas
vK
= , a=K.
Tgrn
En resumen,
mgry K vK vK
W = gIN €, a; = Y, bl:_ Z+q1/K7
1 TgrN Tgrn
v TIrNgi
tr =tn/K o=— rL = b=1
L N/ ) [K7 L VK2 3 )
y por tanto el sistema de ecuaciones
T = 7=y — ),
y = x(% - Z) - Y
z=xy— %,
es equivalente al sistema
t=o(y—x),
y = fL’(T’ - Z) - Y,
z=xy— 2.

Por tanto, el sistema de la noria de agua es equivalente al sistema de Lorenz.

3.2. Ecuaciones de Maxwell-Bloch

Otro ejemplo de aparicion del sistema de Lorenz es en el modelo de un léser. Las
ecuaciones de Maxwell-Bloch

E=k(P—-E),
P =N (ED - P)7
D=v%(\+1-D—\EP),
describen la evolucion del campo eléctrico F, la polarizacion media P de los atomos y la

inversion poblacional D. La descripciéon de las constantes es la siguiente: x es la tasa de
decaimiento en la cavidad laser a causa de la transmision del haz, v; y 79 las tasas de
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decaimiento de la polarizacién atémica y de la inversion poblacional, respectivamente, e
I es un parametro de la energfa de bombeo [31].
Para ver que el modelo es equivalente al sistema de Lorenz basta hacer el cambio de
variable
E = ax, P = ay, D=r—z, tiaser = 0/K tLorenzs
" = k/o, 72 = kb/o, A=r—1,

con o = \/19(1—1) para simplificar la notacion.
—

En primer lugar notemos que

dE dE t]éser -0

dtLorenz tlziser tLorenz R
y, equivalentemente,
dP . dD .
P = -pPZ, D= - pZ.
dtLorenZ R dtLorenz KR
Por tanto, podemos expresar la primera ecuacién como
E' = k(P — E)z = o(ay — ax)
K
porque
E=ar = FE = a1
y entonces
¥=Fla=0(y—ux).
La segunda ecuacién la escribimos como
o KO
P'=y(ED = P)— = ——(ox(r — z) — ay) = a(z(r — z) —y),
K OK

y, usando que P’ = ay/, o equivalentemente que y' = P’/a, obtenemos que

/

y = (x(r—2)—y)

Por dltimo, expresamos la tercera ecuacion como

D' =pw\+1-D-\EP)Z =
K

b
:;@—(T—1+1—7“+z—(7“—1)0z2xy)g:
o K

=b(z — (r — 1)alxy).

Como a = ———— v aplicando que D’ = —2/, llegamos a la tltima expresién
\/b(r—1) ’

7= zy — bz.
En resumen, tenemos
t=o(y—x),
y=(z(r—z)—y)
z=uxy — bz,

que son las ecuaciones de Lorenz.
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Por tltimo, exponemos brevemente un ejemplo de aplicacion de las ecuaciones de
Lorenz a los sistemas de telecomunicaciones.

Los disenos y sistemas cadticos presentan un amplio potencial para aplicaciones en
comunicacion y procesamiento de senales. Las senales cadticas que se caracterizan por
ser de banda ancha, similares al ruido y dificiles de predecir pueden ser empleadas en
diferentes contextos para ocultar formas de onda que portan informacién [6].

Una aplicacién practica del comportamiento cadtico es la criptografia cadtica. Es po-
sible emplear un sistema cadtico para cifrar un mensaje mediante el enmascaramiento y
posterior eliminacion de senales cadticas.

En el enmascaramiento de seniales, se agrega una senal de enmascaramiento, valga la
redundancia, similar al ruido, como podrian ser los valores de una trayectoria del sistema
de Lorenz, a la senal que lleva la informacion en el transmisor. En el receptor, se resta
el enmascaramiento recuperando asi la senal original. Una descripcién mas detallada de
este concepto y de otras aplicaciones del caos a la telecomunicaciéon puede obtenerse en
el articulo de Cuomo [6].






Conclusiones

Desde que Lorenz descubriera en 1963 el sistema que lleva su nombre, éste se ha con-
vertido en una pieza clasica de la teoria del caos. El sistema de Lorenz es un ejemplo de
sistema determinista y aparentemente simple capaz de producir fenémenos extremada-
mente complejos.

Mediante un estudio cualitativo del sistema se han analizado algunas caracteristicas
del mismo, como son la simetria de sus soluciones, la invariancia del eje z, la propiedad
disipativa del sistema, sus puntos de equilibrio y el analisis de su estabilidad, asi como la
acotacién de sus trayectorias. Pese a la valiosa informacion obtenida mediante el estudio
cualitativo, ésta no es suficiente para describir todos los interesantes comportamientos que
se presentan en este sistema. El estudio numérico nos ha permitido descubrir fenémenos
muy interesantes como son el caos, el concepto de atractor extrano, la sensibilidad a
condiciones iniciales, la dimensién de correlacién asociada al atractor extrano, asi como
el papel de la divergencia exponencial en la dificultad de hacer predicciones a largo plazo.

Aunque tradicionalmente el sistema de Lorenz se asocia con el sistema de Lorenz
clésico, que toma por valores para los pardmetros ¢ = 10,0 = 8/3 y r = 28, también
hemos explorado el sistema para otros valores de los pardmetros, méas concretamente,
fijando o y b como en el sistema de Lorenz clasico, y variando el parametro r. Asi, hemos
visualizado qué fenémenos se producen en la zona precadtica, siendo los mas destacables
el nacimiento de orbitas homoclinicas que condicionan fuertemente la convergencia de
las trayectorias, la aparicion del conjunto invariante extrano que comienza repeliendo
trayectorias pero que finaliza atrayéndolas y también el denominado caos transitorio.
También hemos constatado que existen méas valores de r, ademas de r = 28, en el que se
observan fenémenos cadticos. Y no solo eso, sino que también hemos estudiado valores de
r > 28 donde el caos convive con ciertas zonas de regularidad, las denominadas ventanas,
entre las cuales hemos visto ventanas de duplicacién de periodo de diferentes tipos y el
denominado caos intermitente.

Ademas del estudio cualitativo y numérico, se ha ejemplificado como el sistema de
Lorenz ha sido objeto de numerosas investigaciones y aplicaciones en diversas disciplinas
cientificas y tecnoldgicas; no limitdndose iinicamente al campo matematico, de tal modo
que su cadtico comportamiento ha resultado de aplicacion en la modelizacién de fenémenos
fisicos, presentes por ejemplo, en la meteorologia, la éptica o las telecomunicaciones.

De modo transversal al desarrollo de este trabajo, he podido profundizar en el uso del
procesador de textos IXTEX y en la creacién de imagenes vectoriales con TikZ. Ademas,
la componente numérica e informatica del trabajo me ha proporcionado un mayor co-
nocimiento del programa SageMath y de la representacién de funciones y sistemas en el
ordenador.

Como conclusion final de esta memoria podemos decir que el sistema de Lorenz se ha
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ganado, por derecho propio, la posicién que ostenta como uno de los sistemas dindmicos
mas importantes y famosos dentro de las matemaéticas, dejando una huella indeleble en la
teoria del caos y en nuestra comprension de los sistemas dinamicos cadticos. El sistema
de Lorenz y el caos seguiran siendo objeto de estudio apasionante y fuente inagotable de
inspiracion dentro y fuera de las matematicas.
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Anexo A

Herramientas numeéricas

A.1. Cébdigo Python

Para la obtencién de los resultados numéricos presentes en el documento se ha em-
pleado el siguiente cédigo en SageMath [32].

El codigo principal se divide en dos clases: Trayectoria y Lorenz que representan una
solucion particular del sistema y el sistema de Lorenz para unos valores de o, r y b
concretos. Ambas clases hacen uso de varias funciones y métodos auxiliares que se detallan
en la seccién [A.1.3] Las llamadas a las clases y métodos que se emplean en la generacién
de cada imagen particular se detallan en la seccién [A.3]

A.1.1. Clase Trayectoria

La clase Trayectoria se utiliza para simplificar la manipulacién de trayectorias del
sistema de Lorenz obtenidas numéricamente. En especial, se utiliza para la elaboracion
de graficos.

= obtenerProyecciones: Este método se utiliza para obtener las proyecciones de la so-
lucién en diferentes planos. Toma como pardametros intervaloT (intervalo de valores
para el pardmetro t), lineas (booleano que indica si se deben trazar lineas o pun-
tos en las proyecciones) y color (color utilizado para representar las proyecciones).
Devuelve una lista de gréficas correspondientes a cada proyeccion.

» obtenerGrafico2d: Este método se encarga de obtener gréaficos en 2D de la solucién.
Recibe los mismos parametros que el método anterior. Devuelve una lista de graficas
en 2D correspondientes a cada coordenada.

» obtenerGrafico3d: Este método se utiliza para obtener un grafico en 3D de la so-
lucién. Toma como pardmetros intervaloT (intervalo de valores para el pardmetro
t), lineas (booleano que indica si se deben trazar lineas o puntos en el grifico),
color (color utilizado para representar el grafico), marco (booleano que indica si se
debe mostrar un marco en el grifico) y Size (tamano utilizado para los puntos en
el grafico). Devuelve el grafico en 3D correspondiente.

= El método obtenerFuncionLorenz devuelve la funcién de Lorenz de la trayectoria.

o7
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s El método estimarDimensionCorrelacion devuelve una estimacién de la dimension

de correlacion junto a una grafica con la distribuciéon media de puntos en bolas segiin
su radio. Como parametros recibe el nimero de puntos que promediar, el tiempo
inicial que considerar (para eliminar el periodo de transicién hacia el atractor) , el
intervalo de radios sobre el que realizar la estimacién, el radio maximo a considerar
y el tamano de la diferencia entre radios consecutivos.

Cadigo

1 #representa un conjunto de puntos solucién e incluye diversas formas de

rpresentarlos.

class Trayectoria:

def init__(self, solucion):

self.solucion = solucion

# Método para obtener las proyecciones de la solucién
def obtenerProyecciones(self, intervaloT, lineas, color,leyenda):

# Se crea una lista vacia para almacenar las proyecciones

proyecciones = []

# Se define el método a utilizar para la representacién

metodo = line if lineas else points

# Se obtienen los puntos a partir del intervalo especificado

puntos = intervaloPuntosT(self.solucion,intervaloT)

# Se calculan las proyecciones y se almacenan en la lista

proyecciones.append ([[j, k] for i, j, k, 1 in puntos]) #
Proyeccién XY

proyecciones.append ([[k, 1] for i, j, k, 1 in puntos]) #
Proyeccién YZ

proyecciones.append ([[j, 1] for i, j, k, 1 in puntos]) #
Proyeccién XZ

# Se crean las etiquetas de los ejes en cada proyeccién

etiquetas_ejes = [["x", "y"I1, ["y", "z"1, ["x", "z"]]

graficas = []

# Se itera sobre cada proyeccidén para crear la grafica
correspondiente

for n in range(3):

graficas.append (metodo (proyecciones[n], axes_labels=["$%c$"

% etiquetas_ejes[n][0], "$%c$" % etiquetas_ejes[n][1]], color=color,
legend_label=leyenda))

return graficas

# Método para obtener graficos en 2D de la solucién
def obtenerGrafico2d(self, intervaloT, lineas, color,leyenda):

# Se define el método a utilizar para la representacién

metodo = line if lineas else points

# Se obtiene una lista de puntos de la solucidén en el intervalo
dado

puntos = intervaloPuntosT(self.solucion,intervaloT)
# Se obtienen las coordenadas X, Y y Z de los puntos
coordenadas = ["x", "y", "z"

graficas = []

# Se crea una grafica en 2D para cada coordenada utilizando el m
étodo correspondiente
# y se agrega a la lista de graficas
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for n in range(3):
if color is None:
color = sorted(colors) [(5*xn+10) % 147]
graficas.append (metodo (
[[i[0],i[n+1]] for i in puntos],
color=color,
axes_labels=["$t$", "$%c$" % coordemnadas[n]],
legend_label=1leyenda
)
return graficas
def obtenerGrafico3d(self, intervaloT, lineas, color, marco, Size
=40) :
# Compruebo qué operacién emplear
if lineas:
operacion = line3d
else:
operacion = point3d
# Obtengo el intervalo de puntos especificado
puntos = listaPuntos(intervaloPuntosT(self.solucion,intervaloT))

# Creo y devuelvo la grafica
return operacion(puntos, color=color, size=Size, frame=marco)

# Devuelve una lista de puntos de las coordenadas z y una lista de
puntos de la funcidén de Lorenz
def obtenerFuncionlLorenz (self,intervaloT,color):

solucion= intervaloPuntosT (self.solucion,intervaloT)

n = len(solucion)

lista_z = []

for i in range(mn):

lista_z.append(solucion[i][3]) # Me quedo con las

coordenadas z

maximos = maximosLocales(lista_z)
funcion_lorenz = []
len_max = len(maximos)

for i in range(len_max-1):
funcion_lorenz.append ([maximos[i], maximos[i+1]])
return [funcion_lorenz, points(funcion_lorenz,color=color,
axes_labels=["$z_n$","$z_{n+13$"1)]

def estimarDimensionCorrelacion(self ,numPtos=100,tInicial=0,
intervaloEstimacion=None,radioMaximo=20,paso=0.01,intervaloGrafico=
None) :

nnn

tInicial es el valor de t a partir del que se tienen en cuanta
los puntos de la trayectoria.

Sirve para excluir el periodo de transicién inicial.

intervaloEstimacion representa el intervalo de valores de las
distancias que se emplearan en la estimcacién.

SIrve para filtrar los casos extremos.

radioMaximo es la distancia maxima que se tendrd en cuenta.
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#elimino pardmetro t

solucion=intervaloPuntosT (self.solucion,[tInicial ,0])

if(intervaloEstimacion is None): intervaloEstimacion=[0,len(
solucion)]

puntosEnSolucion=len(solucion)

#inicializacidén promedios distancia

#calculo el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar el
radio maximo

iteracionesRadio=floor (radioMaximo/paso)

puntoRadio=[0 for n in range(iteracionesRadio+1)]

puntoRadio [0]=0

#Calculo los promedios de puntos en cada bola
for n in range(l,numPtos+1):
#tomo un punto aleatoriamente
ptoActual=solucion[floor (random () %puntosEnSolucion)]
"""tomo las distancias al centro y para cada distancia
compruebo en qué anillo estd y afiado uno al correspondiente
for pto in solucion:
anillo=floor (obtenerDistancia(ptoActual ,pto)/paso)
if (anillo<iteracionesRadio):
puntoRadio[anillo]+=1

#Relizo la estimacidén y creo el grafico
estimacion=RegresionlLineal ()
#caso O
puntoRadio [0]=[0, puntoRadio [0]/numPtos]
radio=0
#Cada elemento se converte en (radio,puntosEnBola)
for n in range(l,len(puntoRadio)):
#avanzo el radio
radio+=paso
#También promedio los valores. Debo deshacer la "media
anterior"
puntoRadio[n]=[radio, (puntoRadio[n-1][1]*numPtos+puntoRadio [
n])/numPtos]
#paso a escala logaritmoca para la regresidn
ptoLog=[log(puntoRadio[n][0]),log(puntoRadio[n][1])]
#filtro los extremos para realizar la estimacién
if (puntoRadio[n][0] >intervaloEstimacion [0] and puntoRadiol[n
J[0]<intervaloEstimacion [1]
and puntoRadio[n][1]1>1): estimacion.insertarPunto(ptoLog)

#calculo la regresidénm y la grafico

estimacion=estimacion.obtenerCoeficientes ()

return [points([puntoRadio[n#*10] for n in range(len(puntoRadio)
//10)] ,ymin=1, ymax=puntoRadio [-2][1] ,scale="1loglog’,axes_labels=["$\
epsilon$","$C$"] ,xmin=intervaloGrafico [0] ,xmax=intervaloGrafico [1])

+plot(x~(estimacion[0]) *e~estimacion[1],x,

intervaloEstimacion[0],intervaloEstimacion[1],color="black"),
estimacion]
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A.1.2. Clase Lorenz

La clase Lorenz se encarga de realizar calculos numéricos y gréaficos a partir de las
ecuaciones diferenciales que definen el modelo.

El método limpiar vacia el conjunto de trayectorias calculadas. Si se proporciona
un valor n, elimina la enésima trayectoria de la lista.

El método calcularTrayectoria calcula una trayectoria solucion del sistema, utilizan-
do un método Runge-Kutta de orden cuatro y la agrega a la lista de trayectorias.
Recibe tres pardametros opcionales: valorinicial, que representa la condicién inicial
de la trayectoria, tf, que es el tiempo final de integracion, y paso, que es el tamano
del paso de integracion.

El método proyecciones obtiene las proyecciones de una trayectoria en diferentes
planos junto con los puntos de equilibrio. Recibe la posicién de la trayectoria a
mostrar, intervaloT que especifica el intervalo de integracién a mostrar, lineas que
indica si se deben trazar lineas entre los puntos, y color que establece el color de la
trayectoria.

El método grafico2d muestra un grafico para cada variable de la solucién sobre el
tiempo de integracion. Recibe los mismos parametros que el método anterior.

El método grafico3d muestra el grafico 3D de una trayectoria en el espacio tridi-
mensional. Recibe los mismos parametros que los dos métodos anteriores, ademas
de marco que indica si se debe mostrar un marco de referencia y Size que establece
el tamano de los puntos.

El método calcularPuntosFEquilibrios calcula los puntos de equilibrio del sistema de
Lorenz resolviendo el sistema de ecuaciones donde las derivadas son cero. Recibe dos
parametros opcionales: precision, que establece la precision decimal para redondear
los valores de los puntos de equilibrio, y ezacto, que indica si los valores deben ser
exactos o redondeados.

El método funcionLorenz devuelve la funcion de Lorenz correspondiente a la tra-
yectoria en el indice especificado por indice. Se puede especificar un intervalo de
tiempo intervaloT para limitar la funcién, y también se puede proporcionar un
color opcional para la representacién grafica de la funcion.

El método calcularPuntosEquilibrios calcula los exponentes de Lyapunov a partir
de una trayectoria dada.

Cadigo

class Lorenz:

def __init__(self, a=10, b=28, c=8/3):
# Declaraciones de variables
var(’x y z t’) # Variables del modelo
self .trayectorias = [] # Inicializa una lista vacia de

trayectorias



49

62

Anexo

self.variables = (x, y, z) # Lista de variables
# Asigna los parametros del sistema

self.a = a

self.b = b

self.c = c

# Define la funcidén del modelo

self .XYZ = (a*(y-x), x*x(b-z)-y, x*y-c*z) # Funcidén en paramé
tricas
self.texto = "Sistema de Lorenz\na=%a b=%a, c=%a" % (self.a,

self.b, self.c)

self.calcularPuntosEquilibrios() # Calcula los punto de
equilibrio

self .numeroTrayectorias=0

def limpiar(self, n=-1):

Vacia el conjunto de trayectorias.
nnn
if n < O:
self.trayectorias = []
else:
self.trayectorias.remove (n)
self .numeroTrayectorias=len(self.trayectorias)

def calcularTrayectoria(self,valorInicial=[0, 10, 10, 10], t£f=30,
paso=0.01):

nnn

Calcula una trayectoria y la agrega a la lista de trayectorias.

nnn

self .trayectorias.append(Trayectoria(desolve_system_rk4 ((self.
XYZ[0] ,self.XYZ[1],self.XYZ[2]),[x,y,2],

valorInicial ,ivar=t,end_points=tf,step=paso))

)

#self.trayectorias.append(Trayectoria(metodo(self.XYZ,
valorInicial, tf, paso, tol, tolMin, adaptativo)))

self .numeroTrayectorias+=1

def proyecciones(self, indice,intervaloT=[0,0], lineas=True,color=
None ,ptosEquilibrio=True,ptosEquilibriosSize=50, leyenda=None):
nnn
Muestra las proyecciones de una trayectoria junto con los puntos
de equilibrio.

nnn

N = len(self.puntosEquilibrio)

if (leyenda is None):
leyenda=["$(x=%.2f,y=%.2f ,2z=%.2f)$" %(n.solucion[0][1],n.
solucion[0][2] ,n.solucion[0] [3]) for n in self.trayectorias]

if (ptosEquilibrio):
ptos = []
for n in range(0, N): # Proyeccién de los puntos de
equilibrio
ptos.append ([[j, k] for j, k, 1 in self.puntosEquilibrio
1) # Proyeccién XY
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50 ptos.append ([[k, 1] for j, k, 1 in self.puntosEquilibrio
1) # Proyeccién YZ

51 ptos.append ([[j, 1] for j, k, 1 in self.puntosEquilibrio
1) # Proyeccién XZ

52 # Para cada proyeccién

53 grafos= [point ((ptos[n][i] for i in range(0, N)), color="
black", size=ptosEquilibriosSize) for n in range (3)]

54 else:

55 grafos=[Graphics () ,Graphics () ,Graphics ()]

57 colores=color

58 if (not type(indice) is list):

59 if (indice==-1):

60 indice=1list(range (self.numeroTrayectorias))

61 else:

62 indice=[indice]

63 for n in indice: # Afiade el resto de graficos

64 if color is None:

65 colores = sorted(colors) [(5*xn+10) % 147]

66 proyecciones=self.trayectorias[n].obtenerProyecciones(

intervaloT,lineas,color=colores,leyenda=leyendal[n])
67 for i in range(3): grafos[i]+=proyecciones[i]
68 return grafos

70 def grafico2d(self,indice,intervaloT=[0,0],lineas=True,color=None,
ptosEquilibrio=True,ptosEquilibriosSize=50,leyenda=None) :

72 Muestra el grafico 2D de una trayectoria.
nnn

75 if (leyenda is None):
76 leyenda=["$(x=%.2f,y=%.2f,2z=%.2f)$" %(n.solucion[0][1],n.
solucion[0][2] ,n.solucion[0] [3]) for n in self.trayectorias]

78 colores=color

79 if (not type(indice) is 1list):

80 if (indice==-1):

81 indice=1list (range (self.numeroTrayectorias))

82 else:

83 indice=[indice]

84 grafos = [Graphics(),Graphics(),Graphics ()]

85 for n in indice: # Afiade el resto de graficos

86 if color is None:

87 colores = sorted(colors) [(5*xn+10) % 147]

88 graficos = self.trayectorias[n].obtenerGrafico2d(intervaloT,
lineas,colores,leyenda=leyendal[n])

89 for i in range(3): grafos[i]l+=graficos[i]

90

91 #afido equilibrios

92 if (ptosEquilibrio):

93 for n in range(3):

94 equilibrios=Graphics ()

95 for i in self.puntosEquilibrio:

96 equilibrios+=plot (i[n],x,grafos[n].xmin(),grafos[n].
xmax () ,linestyle="--",color="black",thickness=0.5)

97 grafos[n]+=equilibrios
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return grafos

# Muestra por pantalla gradficos en 3D de todas las soluciones,
incluyendo los puntos de equilibrio.
def grafico3d(self,indice,intervaloT=[0,0],lineas=True ,marco=True,
Size=40,color=None,ptosEquilibrio=True,ptosEquilibriosSize=50):

colores=color

if (not type(indice) is 1list):

if (indice==-1):
indice=1list (range (self.numeroTrayectorias))

else:
indice=[indice]
grafos = None
for n in indice: # Afiade el resto de graficos

if color is None:
colores = sorted(colors) [(5*n+10) % 147]
grafos += self.trayectorias[n].obtenerGrafico3d(intervaloT,
lineas,colores ,marco,Size)

if (ptosEquilibrio): grafos += point3d(self.puntosEquilibrio,
color="black",size=ptosEquilibriosSize ,frame=marco) # Afiade los
equilibrios

return grafos

def calcularPuntosEquilibrios(self, precision=10, exacto=False):
# resuelve el sistema de ecuaciones para encontrar los puntos de
equilibrio

sol = solve([self.XYZ[n] == 0 for n in range (0, len(self.XYZ))],
X, ¥y, z)
self .puntosEquilibrio = []
for n in range(0, len(sol)): # para cada solucidn
pto = []
for i in range(0, 3): # para cada pardmetro (x, y, z)

valor = sol[n][i].rhs()
# si el valor es complejo, no lo agrega
if not valor.is_real():
continue
# si el valor no es complejo, lo agrega a la lista de
puntos de equilibrio
if not exacto:
pto.append(N(valor, digits=precision))
else:
pto.append(valor)
# si no hay al menos 3 valores en el punto, no lo agrega
if len(pto) < 3:
continue
self .puntosEquilibrio.append(pto)

def funcionLorenz(self, indice,intervaloT=[0,0],color="blue"):

nnn

Devuelve la funcién de Lorenz correspondiente a la trayectoria
en el indice ’indice’.

nnn

return self.trayectorias([indice].obtenerFuncionLorenz (intervaloT
=intervaloT,color=color)
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144
145 def calcularExponentesLyapunov (self,indice,intervaloT=[0,0],error
=-5):
nnn
147 Calcula los exponentes de Lyapunov a partir de una trayectoria
dada.
nnn
149 exponentes=[0,0,0,0]
150 graficos=[plot (0),plot (0),plot(0),plot(0)]

151 cte=50

152 #Afiado una perturbacién

153 perturbacion=self.trayectorias[indice].solucion [0]

154 perturbacion=1list (map(lambda x: x+10"error,perturbacion))
155 #La t la mantengo (t=0)

156 perturbacion [0]=0

157 #perturbacion[2]+=10"error#eliminar

158 #calculo la trayectoria perturbada

159 self.calcularTrayectoria(valorInicial=perturbacion,tf=self.

trayectorias[indice].solucion[-1][0])

160

161 #obtencidén de la estimacién

162 #calculo la diferencia entre ambas trayectorias

163 resultado=operacionPuntos (intervaloPuntosT (self.trayectorias [0].
solucion),

164 intervaloPuntosT (self.trayectorias[1].
solucion),

165 lambda x,y:abs(x-y))

166 #valores modulo

167 listaModulos=[[1i[0],obtenerModulo ([i[1],i[2],i[3]])] for i in
resultado]

168 estimaciones=[RegresionlLineal ([[n[0],log(n[1])] for n in

intervaloPuntosT(listaModulos ,intervaloT)]) .obtenerCoeficientes ()]

170 #tgraficos
171 graficos [0]=1line(listaModulos,scale=’semilogy’)+plot(
172 e" (x*estimaciones [0] [0]+estimaciones [0][1]) ,x,0,min(

listaModulos [-1][0],intervaloT[1]) ,color="black",axes_labels=["$t$", "
$11\deltall$"])

173 #para las componentes individuales

174 for i in range(1,4):

175 puntos=[[j[0],j[i]] for j in resultado]

176 estimaciones.append(RegresionLineal ([[n[0],log(n[1])] for n
in intervaloPuntosT (puntos,intervaloT)]).obtenerCoeficientes ())

177 graficos[i]l=1ine (puntos,scale=’semilogy’,axes_labels=["$t$",
"$|\deltall$"])+plot(

178 e " (x*estimaciones[i] [0]+estimaciones[i][1]) ,x,0,min(

listaModulos [-1][0],intervaloT[1]) ,color="black")

180 #eliminamos trayectoira auxiliar
181 self.limpiar (-1)
182 return [graficos,estimaciones]

A.1.3. Funciones auxiliares

Las siguientes funciones se utilizan en las clases anteriores de forma auxiliar.



66

Anexo

La funcién operacionPuntos toma dos listas a y b, y realiza una operacién (especifi-
cada por el pardmetro operacion) en cada elemento correspondiente de ambas listas.
El rango de elementos en las listas se puede controlar con los parametros ptolnicial
y ptoFinal. Retorna una lista con los resultados de la operacion aplicada a cada par
de elementos.

La funcion obtenerModulo calcula el médulo de una tupla, como la raiz cuadrada de
la suma de los cuadrados de sus componentes. El pardmetro inicio indica a partir
de qué indice se deben considerar los elementos de la tupla.

La funcién obtenerDistancia calcula la distancia entre dos puntos. Recibe dos puntos
en forma de listas y calcula la distancia euclidea entre ellos.

La funcién obtenerAleatorio genera un nimero aleatorio entre —a/2 y a/2, donde a
es el valor pasado como argumento.

La funcién listaPuntos convierte una lista de puntos en el formato (¢, x,y, z) en una
lista [z, vy, 2].

La funcién intervaloPuntosT toma una lista de puntos y devuelve una lista filtrada
que contiene solo los puntos cuyo valor de t esta dentro del intervalo especificado
por wntervaloT.

La clase RegresionLineal implementa una regresion lineal. El constructor inicializa
los atributos de la regresion lineal, y el método insertarPunto permite agregar puntos
a la regresion. El método obtenerCoeficientes calcula los coeficientes de la regresion
lineal y los devuelve como una lista. Permite realizar la regresion de forma progresiva
sin necesidad de disponer de todos los puntos de la regresion.

La funcién maximosLocales toma una lista de nimeros y encuentra los maximos
locales, es decir, los elementos que son mayores que sus vecinos inmediatos. Retorna
una lista con los valores de los maximos locales.

Cddigo

1 def operacionPuntos(a, b, operacion, ptoInicial=0, ptoFinal=DNone):

16

def

resultado = []
if ptoFimnal is None:
ptoFinal = min(len(a), len(b))
for i in range(ptoImnicial, ptoFinal):
aux=[a[i][0]]
for j in range(1,4):
aux .append (operacion(ali][j], b[il[j1))
resultado.append (aux)
return resultado

obtenerModulo (tupla,inicio=0):
nun

Calcula el médulo de una tupla como la raiz cuadrada de la suma de

los cuadrados de sus componentes.
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def

7 def

def

def

cuadrados = list(map(lambda x: x"2, tuplalinicio:]))
return N(sqrt(sum(cuadrados)))

obtenerDistancia(ptol,pto2):

lista=[]

for n in range(len(ptol)):
lista.append(ptol[n]-pto2[n])

return obtenerModulo(lista)

obtenerAleatorio(a):

nn

Retorna un numero aleatorio entre -a/2 y a/2.
nonn

return RR(random () *a-a/2)

listaPuntos(lista):
nmmnn

Convierte una lista de puntos en el formato (t,x,y,z) en una lista [

X,y,2z].

return ([[j,k,1] for i,j,k,l in listal)

intervaloPuntosT(lista,intervaloT=[0,0]):
if intervaloT[1]==0 : intervaloT[1]=len(lista)
listaNueva=/[]
for n in lista:
if (n[0]>intervaloT[0] and n[0]<intervaloT[1]):
listaNueva.append(n)
return listalNueva

class RegresionLineal:

def

def __init__(self ,puntos=[]):
self .numPuntos=1len (puntos)
self.sumaX=sum([n[0] for n in puntos])
self.sumaY=sum([n[1] for n in puntos])
self .sumaProducto=(sun([n[0]*n[1] for n in puntos]))
self .sumaCuadradosX=sum([n[0]"2 for n in puntos])
def insertarPunto (self,punto):
self .numPuntos+=1
self.sumaX+=punto [0]
self.sumaY+=punto [1]
self .sumaProducto+=punto [0] *punto [1]
self . sumaCuadradosX+=punto [0] "2
def obtenerCoeficientes(self):
#pendiente
a=(self .numPuntos*self.sumaProducto-self.sumaX*self.suma¥Y)/(self

.numPuntos*self.sumaCuadradosX-self.sumaX"~2)

#ordenada en origen
b=(self.sumaY-a*self.sumaX)/self.numPuntos
return [N(a),N(b)]

maximosLocales (1lst):

non

maximosLocales: toma una lista de nimeros y encuentra los méaximos
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locales, es decir, los elementos que son mayores
que sus vecinos inmediatos. Devuelve una lista con los valores de

los maximos locales.
mnn

n = len(lst)
maxima = []
for i in range(l, n-1):
if (1st[i] > 1st[i-1] and 1st[i] > 1st[i+1]):
maxima.append (1lst[i])
return maxima

A.2. Calculos numéricos

Dimensién de correlacion

Para cada punto en una trayectoria particular, el algoritmo calcula la distancia euclidea
entre ese punto y todos los demds puntos. A continuacién, se cuentan el nimero de puntos
a una distancia en los intervalos [r,, r, + 1] con 1,41 — r, = Ar siendo Ar el tamano del
paso establecido. Este proceso se repite con varios puntos al azar y se promedian los
resultados. Por tltimo, se realiza una regresion lineal en una escala logaritmica para
estimar la pendiente de la recta, que serd la estimacion de la dimension de correlacion.

El codigo del algoritmo se encuentra dentro del método estimarDimensionCorrelacion
de la clase Trayectoria.

Exponentes de Lyapunov

Este algoritmo, méas que estimar los exponentes de Lyapunov, pretende mostrar las
consecuencias de la divergencia exponencial. Para estimar con precisiéon los exponentes de
Lyapunov se requieren técnicas numéricas mas sofisticadas que pueden consultarse en [g].

El algoritmo primero calcula una trayectoria y una perturbacion de ésta. A partir de
ellas, calcula la distancia euclidea de cada punto de la trayectoria y su correspondien-
te punto en la versién perturbada. Finalmente, realiza una regresién lineal tomando el
tiempo de integracién t como variable explicativa y el logaritmo natural de la distancia
euclidea como variable de respuesta. La pendiente de la recta resultante representa una
aproximacién del exponente de Lyapunov y permite ilustrar el concepto de divergencia
exponencial.

El codigo del algoritmo se encuentra dentro del método calcularEzponentesLyapunov
de la clase Lorenz.

A.3. Graficos

Exponemos aqui el codigo usado para obtener las figuras de la memoria generadas con
SageMath. El cédigo aparece escrito segin aparecen las figuras (ver indice de figuras).

y Dependencia sensible de los valores iniciales

ll=Lorenz ()
1l.calcularTrayectoria (tf£=30)
1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,9.999,10,10],tf=30)
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num=0
grafos=11.grafico2d (-1)+11l.proyecciones (indice=-1)
for n in grafos:
n.legend(False)
n.save("dependenciaSensible"+str (num)+".pdf")
num+=1
junto=multi_graphics ([grafos[5],[grafos[0],(0.1, -0.22, 0.9, 0.3)11)
junto.save ("dependenciaSensibleJunto"+".pdf")

[3] Vistas del sistema de Lorenz

ll=Lorenz ()

1l.calcularTrayectoria ()

num=0

for n in 1l.proyecciones(indice=0):
n.legend(False)
n.save("lorenz"+str (num)+".pdf")
num+=1

Simetria de las trayectorias

ll=Lorenz ()

ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,1,1,1],tf=2)

1l.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,-1,-1,1],tf=2)

1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,0,0,10],paso=0.05,tf=2)

1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,0,0,-10],paso=0.05,tf=2)

num=0

grafos=11.grafico2d (indice=-1)+11.proyecciones (-1)

grafos=multi_graphics ([grafos[5],[grafos[0],(0, -0.2, 0.3, 0.3)],[grafos
[1],(0.4, -0.2, 0.3, 0.3)],[grafos[2],(0.8, -0.2, 0.3, 0.3)11)

grafos.save("simetria.pdf")

Comportamiento en r < 1

ll=Lorenz (b=0.5)

cte=50

num=0

for n in range(0,5):11.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,
obtenerAleatorio(cte) ,obtenerAleatorio(cte),obtenerAleatorio(cte)],tf
=2)

5 grafos=11.grafico2d(-1)

for n in grafos+ll.proyecciones(-1):
n.save("lorenzr05_"+str (num)+".pdf")
num+=1

2.1] Trayectorias para r = 28

ll=Lorenz (b=28)

cte=50

num=0
1ll.calcularTrayectoria(tf=50,paso=0.001,valorInicial=[0,-1,0,0])
1ll.calcularTrayectoria(tf=50,paso=0.001)

grafos=11.grafico2d (0)

for n in grafos+ll.proyecciones (0):
n.legend(False)
n.save("lorenzr28Azul_"+str (num)+".pdf")
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num+=1

num=0

grafos=11.grafico2d(1,color=sorted(colors) [(5+10) % 147])

for n in grafos+ll.proyecciones(1l,color=sorted(colors) [(5+10) % 147]):
n.legend(False)
n.save("lorenzr28Verde_"+str (num)+".pdf")
num+=1

Trayectorias del sistema de Lorenz clasico

ll=Lorenz (b=28)

cte=50

num=0
1ll.calcularTrayectoria(tf=50,paso=0.001,valorInicial=[0,-1,0,0])
1ll.calcularTrayectoria(tf=50,paso=0.001)

grafos=11.grafico2d (-1)

for n in grafos+ll.proyecciones(-1):
n.legend(False)
n.save("lorenzr28_"+str (num)+".pdf")
num+=1

Mapa de Lorenz

ll=Lorenz ()
1l.calcularTrayectoria(tf=60,paso=0.01,valorInicial=[0,0,10,0])
grafico=11.funcionLorenz (0) [1]+plot(x,x,27,45,color="black’)
grafico.save("funcionLorenz.pdf")

2.7l Estimacién de la dimensién de correlacién

ll=Lorenz ()

1ll.calcularTrayectoria(tf=500,paso=0.01,valorInicial=[0,0,10,0])

estimacion=11.trayectorias [0].estimarDimensionCorrelacion (numPtos=10,
tInicial=10,intervaloEstimacion=[10,150] ,radioMaximo=400, paso
=0.00001,intervaloGrafico=[0,500])

estimacion[0].save(’dorrelacionDimension.pdf’)

show(estimacion[1])

Divergencia exponencial

ll=Lorenz ()
11.calcularTrayectoria (tf=50)
graficos=11l.calcularExponentesLyapunov (0,[0,30],error=-12)
num=0
for n in graficos[0]:

n.save("errorlog_"+str (num)+".pdf")

num+=1

[2.17] Sistema de Chen

ll=Lorenz ()
a=3b
b=3
c=28

5 11.XYZ = (ax(y-x),(c-a)*x-x*xz+c*y,x*y-b*z) # Funcidén en paramétricas
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num=0
1l.calcularTrayectoria(tf=30,paso=0.001,valorInicial=[0,1,1,1])
grafos=11.proyecciones (0,ptosEquilibrio=False)
for n in grafos:

n.legend(False)

n.save("chen_"+str(num)+".pdf")

num+=1

[2.12] Sistema de Rossler

ll=Lorenz ()
a=1/4
b=1
c=5
11.XYZ = (-y-z,x+axy,b+z*(x-c)) # Funcidén en paramétricas
num=0
1ll.calcularTrayectoria(tf=200,paso=0.001,valorInicial=[0,1,1,1])
grafos=11.proyecciones (0, ptosEquilibrio=False)
for n in grafos:

n.legend (False)

n.save("rossler_"+str(num)+".pdf")

num+=1

2.13| Trayectorias para r = 1.1

ll=Lorenz(b=1.1)
nn=0
1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,0.3,0,0],tf=70,paso=0.01)
1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,-0.3,0,0],tf=70,paso=0.01)
grafos=11.grafico2d(-1,intervaloT=[0,0])
for n in grafos+ll.proyecciones(-1,intervaloT=[0,0]):
n.legend(False)
n.save("lorenzrl ,1_"+str(nn)+".pdf")
nn+=1

Trayectorias para r =5

ll=Lorenz (b=5)

cte=50

num=0

for n in range(0,5):11.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,
obtenerAleatorio(cte) ,obtenerAleatorio(cte),obtenerAleatorio(cte)],tf
=6)

grafos=11.grafico2d (-1)

for n in grafos+ll.proyecciones(-1):
n.save("lorenzr5_"+str (num)+".pdf")
num+=1

m Orbitas homoclinicas

ll=Lorenz (b=13.92655741)

nn=0

1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,10"(-16) ,10"(-16) ,10°(-16)],tf
=9.6,paso0=0.005)

1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,5,10,5],tf=9.6,paso=0.005)

ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,-5,-10,5],tf=9.6,paso=0.005)
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grafos=11.grafico2d (-1)

for n in grafos+ll.proyecciones (-1):
n.save("lorenzrrprima_"+str(nn)+".pdf")
nn+=1

2.19| Trayectorias para valores cercanos a r’

ll=Lorenz (b=13.92655741)

r=13.65

colores=[’blue’,’cyan’,’green’,’yellow’, ’brown’,’red’]

grafos=Graphics ()

for n in range(0,6):
Color = colores[n]
ll1=Lorenz (b=r)
1ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,0.2,0,0],tf=10,paso=0.01)
r+=0.1
leyenda="$r="+str (N(r,digits=4))+"$"
grafos+=11.proyecciones(-1,ptosEquilibrio=False,color=Color,leyenda
=[leyendal) [2]

grafos.save("lorenzrprimatransicion"+".pdf")

ll=Lorenz(b=13.92655741)
r=13.65
colores=[’blue’,’cyan’,’green’,’yellow’,’brown’,’red’]
grafos=Graphics ()
for n in range(0,6):
Color = colores[n]
ll1=Lorenz (b=r)
ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,0.2,0,0],tf=2.1,paso=0.01)
r+=0.1
leyenda="$r="+str (N(r,digits=4))+"$"
grafos+=11.proyecciones (-1,ptosEquilibrio=False,color=Color,leyenda
=[leyendal) [2]

grafos.xmin(-1.5)
grafos.save("lorenzrprimatransicionCorta"+".pdf")

Caos transitorio y dependencia sensible a las condiciones iniciales

ll=Lorenz (b=22.4)
num=0
ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,15.5,11.6,21.6],tf=130,paso=0.01)
grafos=11.grafico2d (0)
grafosl=11.proyecciones (0)
for n in grafos+grafosl:

n.legend(False)

n.save("lorenzr22_"+str (num)+".pdf")

num+=1
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.08, -0.24, 0.9, 0.3)11)
junto.save("lorenzr22.pdf")

ll=Lorenz (b=22.4)

num=0

1l.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,15.5,11.6,21.6],tf=130,paso=0.01)

ll.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,15.5,11.6001,21.6],tf=130, paso
=0.01)
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grafos=11.grafico2d (-1)

grafosl=11.proyecciones (-1)

for n in grafos+grafosl:
n.legend(False)
n.save("lorenzr22Sensibilidad_"+str (num)+".pdf")
num+=1

junto=multi_graphics ([grafos1[2],[grafos[0],(0.08, -0.24, 0.9, 0.3)11)

junto.save("lorenzr22Sensibilidad.pdf")

2.21| Trayectoria con condiciones iniciales cercanas al origen para r = 20

ll=Lorenz (b=20)

num=0
1l.calcularTrayectoria(valorInicial=[0,0.1,0,0],tf=30)
grafos=11.grafico2d (0)

5 grafosl1=11.proyecciones (0)

for n in grafos+grafosl:
n.legend (False)
n.save("lorenzr20_"+str (num)+".pdf")
num+=1

junto=multi_graphics ([grafos1[2],[grafos[0],(0.08, -0.24, 0.9, 0.3)11)

junto.save("lorenzr20.pdf")

Orbitas periédicas para r = 100

ll=Lorenz (b=100)
cte=50
num=0

1l.calcularTrayectoria (tf=20,paso=0.001)
1ll.calcularTrayectoria(tf=20,paso=0.001,valorInicial=[0,-10,-10,10])

grafos=11.grafico2d (-1, intervaloT=[10,0])
grafosl=11.proyecciones (-1, intervaloT=[10,0])
for n in grafos+grafosl:

n.save("lorenzrl100_"+str (num)+".pdf")

num+=1
grafos [0].legend (False)
junto=multi_graphics ([grafos1[2],[grafos([0],(0.1, 0.15, 0.3, 0.3)11)
junto.save_image ("lorenzr100.pdf")

2.25b| Convergencia hacia la érbita periédica y?z para r = 100
(Y

ll=Lorenz (b=100)
cte=50
num=0

1l.calcularTrayectoria (tf=20,paso=0.001)
1ll.calcularTrayectoria(tf=30,paso=0.001,valorInicial=[0,-50,-20,50])

grafos=11.grafico2d (0, intervaloT=[10,0])
grafosl=11.proyecciones (0, color="black’)
grafosl [2]+=11.proyecciones(l,color="blue’,intervaloT=[20,0]) [2]
for n in grafos+grafosl:

n.legend(False)
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n.save("lorenzr100conPeriodo_"+str (num)+".pdf")

num+=1
grafos [0].legend(False)
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.1, 0.15, 0.3, 0.3)11)
junto.save_image ("lorenzri0OconPeriodo.pdf")

Orbita periédica en r = 99.63

ll=Lorenz (b=99.63)
num=0

1ll.calcularTrayectoria(tf=30,paso=0.001)
grafos=11.grafico2d(0,intervaloT=[20,30])
grafosl=11.proyecciones (0, intervaloT=[20,0])
for n in grafos+grafosl:

n.legend(False)

n.save("lorenzr99 ,63_"+str (num)+".pdf")

num+=1
grafos [0].legend (False)
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.1, 0.15, 0.3, 0.3)11)
junto.save("lorenzr99 ,63.pdf")

Orbita periédica en r = 99.547

ll=Lorenz (b=99.547)
num=0

1l.calcularTrayectoria (tf=20,paso=0.001)
grafosl=11.proyecciones (0, intervaloT=[15,0])
grafos=11.grafico2d (0, intervaloT=[15,0])
for n in grafos+grafosl:

n.legend(False)

n.save("lorenzr99 ,547_"+str (num)+".pdf")

num+=1
grafos [0].legend (False)
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.67, 0.15, 0.3, 0.3)11)
junto.save("lorenzr99 ,547.pdf")

Orbita periédica en r = 160

ll=Lorenz (b=160)
num=0

1l.calcularTrayectoria (tf=20,paso=0.001)
grafos=11.grafico2d (0, intervaloT=[15,0])
grafosl=11.proyecciones (0, intervaloT=[15,0])
for n in grafos+grafosl:

n.legend(False)

n.save("lorenzrl60_"+str (num)+".pdf")

num+=1
grafos [0].legend (False)
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.1, 0.15, 0.3, 0.3)11)
junto.save("lorenzr160.pdf")

Orbita periodica en r = 148.5
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ll=Lorenz (b=148.5)
num=0

ll.calcularTrayectoria(paso=0.001,tf=20)
grafos=11.grafico2d (0,intervaloT=[10,0])
grafosl=11.proyecciones (0, intervaloT=[10,0])
for n in grafos+grafosl:

n.legend(False)

n.save("lorenzr148_"+str (num)+".pdf")

num+=1
grafos [0].legend (False)
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.65, 0.165, 0.3, 0.3)11)
junto.save("lorenzr148.pdf")

2.28b| Orbita periédica en r = 147.5

ll=Lorenz(b=147.5)
num=0

1ll.calcularTrayectoria(paso=0.001,tf=20)

5 grafos=11.grafico2d (0, intervaloT=[10,0])

grafosl=11.proyecciones (0, intervaloT=[10,0])
for n in grafos+grafosl:

n.save("lorenzrld7_"+str (num)+".pdf")

num+=1
grafos [0].legend (False)
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.65, 0.165, 0.3, 0.3)11)
junto.save("lorenzrl147.pdf")

Orbita peridodica en r = 166.1

ll=Lorenz (b=166.1)
num=0

1l.calcularTrayectoria(paso=0.001,tf=60)
grafos=11.grafico2d (0, intervaloT=[40,0])
grafosl=11.proyecciones (0, intervaloT=[15,0])
for n in grafos+grafosl:
n.legend(False)
n.save("lorenzri166_1_"+str (num)+".pdf")
num+=1
grafos [0].legend (False)
junto=multi_graphics ([grafosi1[2],[grafos([0],(0.1, -0.22, 0.9, 0.3)]11)
junto.save("lorenzri166_1.pdf")
proy=[grafos [0] ,grafos1[2]]

Orbita periodica en r = 313

ll=Lorenz (b=313)
num=0

1l.calcularTrayectoria(paso=0.001,tf=15)
grafos=11.grafico2d (0, intervaloT=[10,0])
grafosl=11.proyecciones (0, intervaloT=[10,0])
for n in grafos+grafosl:

n.legend(False)
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n.save("lorenzr313_"+str(num)+".pdf")

num+=1
junto=multi_graphics([grafos1[2],[grafos[0],(0.1,
junto.save("lorenzr313.pdf")

0.163,

0.3,
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0.3)11)



