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Resumen

En este trabajo profundizamos en el ambito del filtro de Kalman, una podero-
sa herramienta ampliamente usada para la estimacion de estados. Comenzamos
presentando el ruido blanco gaussiano como derivada del proceso de Wiener dentro
del marco de las funciones generalizadas. Después proporcionamos la base tedrica
de la integral de It6 y las ecuaciones diferenciales estocésticas.

Tras estos conceptos presentamos el filtro de Kalman en su forma discreta como
un estimador éptimo del estado de un sistema dindmico inexacto complementado
con mediciones ruidosas. Mas adelante presentamos el filtro de Kalman discreto
generalizado, que amplia la formulacion original para manejar sistemas con dinami-
ca no lineal. Exploramos ademas el filtro Kalman-Bucy, que es su versién continua,
y por ultimo su versién hibrida.

Como ejemplo de una aplicacién préctica tratamos el problema del seguimiento
de la actitud de un sélido en movimiento. Usamos para ello el filtro de Kalman
hibrido, empleamos cuaternios para la representacién eficaz de las rotaciones tridi-
mensionales y les dotamos de una estructura diferenciable mediante atlas.

Abstract

In this work we delve into the realm of the Kalman filter, a powerful tool widely
used for state estimation. We begin by unveiling the concept of white noise as the
derivative of the Wiener process, in the framework of generalized functions. Next,
we provide a foundation for the Ito6 integral and stochastic differential equations.

After these concepts, we introduce the Kalman filter in its discrete form as an
optimal estimator of the state of an innacurate dynamic system complemented by
noisy measurements. Later we present the generalized discrete Kalman filter, which
extends the original formulation to handle systems with non-linear dynamics. We
additionally explore the Kalman-Bucy filter, which is its continuous version, and
last its hybrid version.

As an example of a practical application, we deal with the problem of tracking
the attitude of a moving solid. For that, we use the hybrid Kalman filter, we em-
ploy quaternions as an effective representation of three-dimensional rotations and
provide them with a differentiable structure through atlases.
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Capitulo 1

Introduccion

1. Historia

A principios de los sesenta, la URSS llevaba la delantera a los EE.UU. en la
carrera espacial. En 1957 envi6 el primer satélite artificial y al primer ser vivo al
espacio, la perra Laika, y en 1961 al primer humano, Yuri Gagarin.

La NASA estaba trabajando en el problema de guiar naves espaciales y para
ello habia formado en 1958 el Space Task Group en el Centro de Investigaciéon Ames
(ARC) de Palo Alto, California. Queria enviar al primer humano a la Luna.

El problema era que en la época la capacidad de computacion era escasa. Las
simulaciones se realizaban en un IBM 704 en el lenguaje Fortran. El estimador
iterativo minimo-cuadratico que habian planteado inicialmente resultaba pesado, y
no encontraban alternativas con precision.

FiGURA 1. Rudolf E. Kélméan, Stanley F. Schmidt y Richard S.
Bucy, de izquierda a derecha.

Stanley F. Schmidt (1926-2015), que trabajaba en Ames, conocfa al ingeniero
hingaroestadounidense Rufolf E. Kalman (1930-2016) desde hacia anos. Por pura
casualidad, en otono de 1960 ambos se reunieron para charlar.

Kalman le present6 [1], un trabajo muy técnico que acababa de publicar, donde
presentaba el filtro de Kalman. Schmidt, que habia considerado emplear técnicas
de filtrado en el ARC, enseguida lo conect6 con su trabajo. De vuelta en Ames el
filtro result6 encajar. La colaboracion culmind con el filtro de Kalman extendido. El
ingeniero Richard S. Bucy (1935-2019) también contribuyé a su desarrollo tedrico.

Finalmente el filtro se integré en el Computador de Navegaciéon del Apolo
(AGC), instalado en la nave Apolo 11. A bordo de esta Neil Armstrong, Michael
Collins y Buzz Aldrin aterrizaron en la Luna en 1969.

Aunque en un principio se usara en ingenieria aeroespacial, la simplicidad del
filtro ha permitido su aplicaciéon en multitud de ambitos, incluso en la estimacién
del comportamiento de la COVID-19 (como muestra [2]). Sigue siendo un algo-
ritmo muy usado para conciliar predicciones tedricas y mediciones, gracias a que
es Optimo, requiere pocas operaciones y tiene propiedades recursivas favorables. A
continuaciéon exponemos una derivacion sencilla del filtro.

1



2 1. INTRODUCCION

F1curA 2. El Apolo 11 en su lanzamiento y en la Luna, y el AGC.

2. Presentacién sencilla

Consideramos un sistema dinamico lineal en tiempo discreto que en el instante
tr = to + kAt se encuentra en un estado xi, para cada etapa k € N. La prediccién
tedrica del modelo es:

Xk+1 = Fka, k Z 0.

En realidad, el estado estard oculto para nosotros. No podremos conocerlo, ni
aunque sea con error. Lo observable serd la medicion z;, que tomemos en cada etapa.
Esta dependera del estado, supondremos que de manera lineal:

zr = Hpxg, k>0.

El modelo simplifica la realidad. Siempre quedaran pequenas contribuciones de
distinta indole no consideradas que daran lugar a cierto error. Es mas fiel reflejar
esta inexactitud anadiendo la variable aleatoria wy:

(1) Xp41 = FrpXp + Wi, k>0.
Supondremos que su media es Wy, = 0.

Las mediciones se veran afectadas por fenémenos aleatorios y no seran exactas
sino orientativas. Para reflejar la imprecision se introduce la variable aleatoria vy:

(2) 7z = Hipxp + v, k>0.
Supondremos que su media es v = 0.

Por dltimo supondremos que todas las variables wy y v; son independientes
entre ellas y conocemos sus matrices de covarianzas; las cruzadas se anulan y

Cov(wy) = Qk, Cov(vg) =Ry, k>0.
En cada etapa nos interesan dos cosas. Por una parte, estimar el estado oculto
X con el estimador Xy, que nos dard una idea de cémo es. Por otra, calcular la
covarianza del error Py i, que mide su desviacién o incertidumbre.
Una vez tengamos Xy, ;jcomo calculamos Xy 1jx417 En una primera fase, si
nos atenemos a la dindmica, una prediccion razonable es
Xppilk = FrXpk-
Ahora bien, este valor debe ser actualizado para ser compatible con la nueva medi-
cion zyy1. Esta trae consigo una innovacion que definimos como
Zit1 = Ziy1 — HipXpp e
= Hpy1(Xpt1 — Xy 1jx) + V-
Usamos esta nueva informacién para actualizar X1z, eligiendo la estimacidn
Xit1fk+1 0 = X1k + Krt12Zp41
= (I = Kpp1 Her1)Xpp1ke + Kry12e01

para alguna matriz Kj 1 adecuada, a la que llamaremos ganancia de Kalman.



3. APLICACION 3

Si el estimador de x; cumple que E(Xy;) = E(xy), entonces la prediccion y la
estimacion de xj41 cumplen que E(Xpi1jx) = E(Xpq1jk+1) = E(Xp41). Usaremos
las covarianzas de su error y la covarianza de la innovacién:

P = E (x5 — i) (%6 — Xpr)7)
Priir = E (X641 — Xpgr ) Xir1 — Xerapp)”)
= ByPrn B + Q.
Skt1: = E (Zxs1Z44,)
= Hk+1Pk+1\kaT+1 + Rt
Pero, jqué matriz Kj41 debemos usar? Como nuestra intencién es incorporar
toda la informacién de zg11 en el estimador X 41,41, buscaremos la incorrelaciéon
entre Xg41 — Xpq1jk+1 Y Zit1'. Esto obliga a que
0= E((Xpt1 — (Rpp1p + Kis1Z511))Z 1 41)
= B((%k+1 = Ret1)k)Zhs1) — Kiy1Skr1
= E((%ks1 — K1) Keg1 — Kppn) D Hiy 1 — Kig1Skia
=PrnHi 1 — Kit1Skt1-

Si Sk41 es invertible, entonces podemos calcular Ky 41 a partir de Py )%, que
se calcula a partir de Py;,. Para calcular X1 )x41 en cada etapa solo necesitaremos
llevar cuenta de Xz y Pyi. Ahora, jcémo calculamos Py 15417 Notemos que

Xp1 = X1 o1 = Xkl — Kigaje + Kep1 (Heg1 (Xeg1 — Xpajk) + Vir1))
= (I = Kpy1Hp1) (Xpt1 — f(/chl\kz) — Kit1Vit1-
Despejando Rjpy11 = Sg+1 — Hk+1Pk+1|kaT+l, obtenemos
Pkt = B((Xkt1 — Rpgajos1) Kng1 — Keprprt) )
= (I = Kpp1 Hep ) Prgr (I — Kip1 Hi1) ™ + Kip1 R Ky
=Piiap — Kepr Hoo1Propape — PrpipHiy — K1 Sk Ky
=Py — Kir1 He1 Prgage
= (I =Ky 1Hp1)Pryaji-

Por tanto, para calcular Pj_x41 en cada etapa solo necesitaremos Py 1.

3. Aplicacién

En resumen, nuestra nueva mejor predicciéon se basa tan solo en la anterior
mejor estimacién, con la incertidumbre anadida del ruido:

X1k = FrXpfks
Piiik = PP FL + Qr.

Podemos adelantarnos a la mediciéon entrante preparando los célculos de la
nueva mejor estimacién que no dependen de ella:

T
Sk+1 = Hi1PriypHeyq + Rit1,
_ T —1
K1 =PrpipHe 1S4
L Alternativamente, podemos minimizar ||xj41 — f(k+1|k+1H2, haciendo que la derivada en

t =0 de [[xp41 — Xpq1pp — Kpp1 + tA)Zp11]|? se anule para toda matriz A. Exigiéndolo a
matrices elementales F;; con solo un 1 en la posicién (i, ) se llega a la misma condicién.



4 1. INTRODUCCION

Al llegar la medicién los finalizamos, dejando todo listo para la siguiente etapa:

Zit1 = Ze+1 — Hep1Xpq1)k;
X1kl = Xer1jk T Ker12r41,
Pryijerr = Pepap(l — Kip1 Hiq1)-
Esta es la esencia detrds de todas las versiones del filtro de Kalman (FK).
Ademis del filtro discreto que acabamos de derivar, estudiaremos el filtro:

1. Ezxtendido, para sistemas dindmicos no lineales.

2. Kalman-Bucy, su version en tiempo continuo.

3. Hibrido, con prediccién continua y medicién discreta.
Para maés variantes del filtro de Kalman, puede consultarse cualquiera de las refe-
rencias [3], [4] ¥ [5].

EJjEmMpPLO 1.1. Consideramos un sistema en una dimension que predecimos

constante y del que nos van llegando mediciones. En cada etapa k > 0,
Xp+1 = X + W,
Zi = X + V.

El sistema depende de la estimacion inicial (Xoo, Pojo), de @ (la varianza del
ruido wg en la prediccién) y de R (la varianza del ruido vy en la medicién), que
tomaremos constantes. Las ecuaciones de prediccién son

X1k = Xk|k>
Prin =Py + Qk,

Kiwr — Pk _ 1
bt Piiip+ Reyr 14 glbsr '
ke T QK

Kit1hr1 = X1 + Kir1 (21 — Xepapp)s
Priijes1 = Pryyp(l — Kipa).
Notemos que K11 € [0,1], y la ecuacién de estimacién nos dice que en cada etapa
tomamos X 1|x4+1 como un punto del segmento que une la prediccién tedrica Xy
y la medicién zg41. Depende de Ky41 a cudl se acerca mas.
Con la prediccién inicial (X¢)o, Pojo) = (1, 12) como punto de partida, vamos a
aplicar las primeras iteraciones del filtro de Kalman en tres casos:
1. Q = 12,R = 32. En este caso Q < R, es decir, nos fiamos mis de la
prediccién. Por tanto, la estimacion se toma maés proxima a la prediccion.
2. Q = 32,R = 3%2. En este caso Q = R, es decir, nos fiamos lo mismo de
la prediccién que de la medicién. Por tanto, la estimacién se toma en un
punto intermedio (no la mitad, por la propagacién de Py;).
3. Q = 52,R = 32. En este caso Q > R, es decir, nos fiamos més de la
medicién. Por tanto, la estimacion se toma més proxima a la medicion.

En el caso 1, X3 acaba con una varianza de 2.466; en el 2, con una de 5.562; en
el 3, con una de 7.025.

Aunque el filtro de Kalman se aplique en modelos n-dimensionales, la filosofia
siempre es la misma: tomar una media entre medicién y prediccion, ponderada por
cuanto mas nos fiamos de una que de otra.

4. Estructura del trabajo

Tras esta introduccién, el trabajo se divide en dos partes.
La primera, que comprende los siguientes dos capitulos, desarrolla la teoria
necesaria para las distintas versiones del filtro de Kalman. Estos contenidos incluyen
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F1cura 3. Casos 1, 2 y 3. Dindmica real en linea discontinua
azul, mediciones en rombo azul, predicciones en circulo negro y
estimaciones en tridngulo verde unidas por linea discontinua.

el ruido blanco, con el que termina el Capitulo 2, y las ecuaciones diferenciales
estocasticas, con las que termina el Capitulo 3, de gran interés matematico.

La segunda, que comprende los tltimos dos capitulos, trata integramente acer-
ca del filtro de Kalman. En el Capitulo 4 se exponen las versiones mencionadas del
filtro de Kalman, junto con resultados tedricos. En el Capitulo 5 se desarrolla com-
pletamente un ejemplo que aplica el filtro de Kalman para el control de la actitud,
que entre otros contextos precisamente se usa en navegacion.

5. Notacién

Hacemos uso de los siguientes conjuntos:
= Los ntmeros naturales N, cero incluido.
= Los reales R, y los reales no negativos RT, cero incluido.
= La recta real extendida R = RU {00} y R~ = R+ U {-+00}.
= El conjunto de n-tuplas de reales R™, para n € N\ {0}. Un vector X € R"
podré expresarse componente a componente como X = (X1,..., X™)T.

aplicaciones lineales del primero al segundo.
Los vectores son columnas. Las desigualdades entre vectores han de darse compo-
nente a componente. Las matrices pueden verse como vectores de longitud nm.

Por comodidad en las expresiones, definimos 0 - co = co.

El conjunto de matrices n x m en los reales M, ., (R), para n,m € N\ {0}.
Los complejos C, para los que las dos tltimas definiciones son andlogas.
= Dados dos espacios vectoriales V' y U, el conjunto L(V,U) de todas las

Dados m,n € N, definimos 9, ,, como 0 salvo si m = n; entonces, vale 1.
Dados s,t € R, definimos (s, t) como 0 salvo si s = ¢; entonces, vale t.
Dados dos conjuntos A C X, definimos la funcidn indicatriz del primero como

x(z) =

1 z€A
0 z¢ A’

zeX.






Capitulo 2

Probabilidad

1. Espacios medibles

1.1. Conceptos basicos. Primero repasamos los conceptos bédsicos de la
teorfa de la medida. Las demostraciones de esta seccién se encuentran en [6] y [7].
En esta seccién, ) es un conjunto arbitrario.

DEFINICION 2.1. Una familia &« C P(Q) es una o-dlgebra de 2 si cumple que:

1. bel.

2. Si S €U, entonces S¢ € U, con S¢:= 0N\ S.

3. Si Sk € U para cada k € N, entonces | J,, oy Sk € U.
Llamamos a sus elementos conjuntos medibles y al par (Q,U), espacio medible. Si
U queda clara por el contexto, identificaremos al espacio por 2. Una subfamilia de
U que sea o-algebra de () es una sub-o-dlgebra de U.

Como la interseccion arbitraria de o-algebras de 2 proporciona una o-algebra
de 2, queda justificada la siguiente definicién.

DEFINICION 2.2. La o-dlgebra generada por una familia A C P(Q) es
o(A):=( U S PQ) | ACU, U o-dlgebra},
es decir, la menor o-algebra de €2 que contiene a A.

EJEMPLO 2.1. Si 2 es un espacio topoldgico cuyos abiertos son 7, llamamos
o-dlgebra de Borel a Bg := o(7), y a sus elementos, borelianos. Sobre subconjuntos
de R™ por defecto consideramos la o-dlgebra de Borel con la topologia usuall.
Denotamos B,, := Bgn.

DEFINICION 2.3. Sea (Q,U) un espacio medible. Una funcién p: U — R es
una medida en (£2,U) si cumple que:

1. pu(0) =o0.
2. Si (Sk)ken es una familia de conjuntos de U disjuntos dos a dos, entonces

p(lJ Se) =D n(Sk).
k=1 k=1

Llamamos a la terna (Q,U, 1) espacio de medida. Si p queda clara por el contexto,
identificaremos al espacio por 2. El espacio o la medida p se denomina:
= o-finito si ) es la unién contable de conjuntos medibles de medida finita.
= Completo si para todo conjunto de medida nula, sus subconjuntos son me-
dibles. En tal caso, tendran medida nula.

En este capitulo, (Q,U, ) es un espacio de medida y (E, £) un espacio medible.
Si quedan claros por el contexto, no insistiremos en ellos.

DEFINICION 2.4. Una propiedad se cumple p-en-casi-todo-punto (p-c.t.p.) si se
cumple en todo €2 salvo en algin conjunto de medida y nula.

IEn la compactificacién R de R con la topologia usual, la topologia estd generada por los
intervalos de la forma [—o0,a) e (b, 0] con a,b € R.

7



8 2. PROBABILIDAD

EJjEmMPLO 2.2. En R™, establecemos la medida de un ortoedro como

n n

p([Tlax, ba)) = TT (o — an),

k=1 k=1

y la extendemos a la medida exterior p*: P(R™) — R" definida por

w*(S) = inf{z w(Cr) | S C U Ck, Cf, es ortoedro}, S CR™.
k=1 k=1
Definimos la o-dlgebra de Lebesgue como
L={SCR|u(A)=p"(ANS)+ p*(ANS°) para todo A C R"}.
Por el Teorema de Carathéodory, (R™, £, u*|z) es un espacio de medida completo.

Adem4s es o-finito. A la restriccién p*|. se le llama medida de Lebesgue para R™.

DEFINICION 2.5. Una aplicacién ¢: Q — E es U-medible si para todo R € €,
su preimagen ¢~ *(R) € U. En tal caso, la o-dlgebra inducida por ¢ en € es

us = (&) ={p (R|ReE} CU,
y la medida inducida por ¢ en & es p,(R) := p(p~'(R)) para todo R € €.
U¥ es la la menor o-algebra de 2 para la que ¢ es medible.
1.2. Integral de Lebesgue. La construiremos por pasos.

DEFINICION 2.6. Una funcién f: Q — R es medible simple si f = Z;nzl SEXS)
conm € N, s € Ry S, €U disjuntos dos a dos. Su integral de Lebesgue es

/ Fdui=S seu(S).
Q k=1

DEFINICION 2.7. Sea f: Q — R una funcién medible. Su integral de Lebesgue
es [, fdp := sup{ [, hdp | h medible simple,0 < h < f}.

DEFINICION 2.8. Sea f: Q — R una funcién medible, para la que usamos la

notacién f := méx{0, f} y f~ = max{0,—f}. Si [, fTduy [, [~ dp son ambos
infinitos, f no posee integral de Lebesgue. Si no, su integral de Lebesgue es

[ s [ rrau= [ i

DEFINICION 2.9. Una funcién f: Q — R es integrable Lebesgue si es medible y
|f] tiene integral de Lebesgue finita.

DEFINICION 2.10. Sea una funcién f: @ — R, donde f = (f,...,f™)T con
componentes medibles y con integral de Lebesgue. Su integral de Lebesgue es

/Qfdu = (/Qfldu,...,/gf"du)T.

La definicién es vélida para matrices.

DEFINICION 2.11. Dado S € U, una funcién f: S — R" es integrable sobre S
silo es fxg, su extensién que vale 0 en S°. En tal caso, su integral sobre S es

/S fu = /Q Fxsdp.

DEFINICION 2.12. Dados dos espacios de medida (Q1,U1, 1) y (Qa, Uz, p2), su
espacio producto es (1 x Qa, Uy @Us), con Uy QU = o(Uy xUs). En él, una medida
1 es una medida producto si cumple que

(St x S2) = p1(S1)p2(S2), S1 €Uy, Sy € Us.
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TEOREMA 2.1 (Medida producto). Dados dos espacios medibles, siempre existe
una medida producto. Si ambos son o-finitos, esta es unica.

TEOREMA 2.2 (Fubini-Tonelli). Sean (Q1,Ui, p1) y (Q2,Us, p2) dos espacios
o-finitos y u su medida producto. St f: Q1 X Qo — R es medible, entonces

[, o = [ (/Q aldu ) = [ 2 (f 1 e ldu ) die

Si ademds esta integral es finita, entonces

/ f($7y)du = / ( f(w7y)du2> dﬂl = / ( f(x’y)d/ﬂ) d,u2-
Q1 %02 Q4 Q2 Q2 931

La integral de Lebesgue generaliza a la de Riemann, pues toda funcién integra-
ble Riemann en R™ es integrable Lebesgue en R™ (con la medida de Lebesgue) y
las integrales coinciden. En estos casos, es comun usar la notacién de Riemann.

TEOREMA 2.3 (Cambio de variables). Sea U C R™ un abierto y p: U — R™ una
funcion inyectiva diferenciable con derivadas parciales continuas cuyo jacobiano Jp
no se anula. Si f: V — R es continua con dominio compacto V- C p(U), entonces

/ F(v)dv = / (f o 9)(w)] det(Jip)(w)|du.
e (U) U

1.3. Espacios LP. Asumimos familiaridad con los espacios métricos (dota-
dos de una métrica d), los espacios vectoriales normados (dotados de una norma
[| - 1) y prehilbert (dotados de un producto escalar (-,-)), y sus versiones completas
respecto del espacio métrico que inducen, los espacios de Banach y de Hilbert.

Sea p € [1,400). Dada una funcién f: Q — R, definimos

1/p
1]l = ( / prdu>

y LP(QL U, p) == {f: @ — R | f medible, ||f||, < oo}. Este es un espacio vectorial,
pero |||/, no es una norma sino una seminorma, ya que puede haber varias funciones
de norma nula. Concretamente, ||f||, = 0 siy solo si f =0 p-c.t.p.

Para convertirlo en espacio normado, se toma la identificacion métrica

f~g siysolosi f=g p-ct.p.,
que es una relacién de equivalencia. El espacio LP(Q,U, u) := LP/ ~ junto con la

aplicacién || - ||, bien definida por ||[f]||, = ||f||, es un espacio normado. Es més,
es un espacio de Banach. De todos, L? es el tnico de Hilbert, con el producto

(f.9) = / fodu, f.ge L.

Por el contexto quedara claro si hablamos de funciones f o de clases de equiva-
lencia de funciones [f]. A menudo identificaremos unas con otras.
. . ==n
Llamaremos L? al espacio de funciones f: 2 -+ R con componentes en LP.

1.4. Derivada de Radon-Nikodym. Este concepto se usa mas adelante.

DEFINICION 2.13. Dadas dos medidas g y v en (Q,U), v es absolutamente
continua respecto de p (v < p) si dado S € U, p(S) = 0 implica que v(S) = 0.

TEOREMA 2.4 (Radon-Nikodym). Sean p y v medidas o-finitas en (Q,U). Si
v < u, entonces existe una funcion medible f: Q — RT 4inica p-c.t.p. tal que

() u(S) = /S fdu, Scu.
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DEFINICION 2.14. Una funcién f que cumpla (3) se llama densidad o derivada
de Radon-Nikodym de v con respecto de u y se escribe
1=
Es una notacién muy sugerente, pues la derivada representa la tasa de cambio
de una medida respecto a otra.

TEOREMA 2.5. Sean pu y v medidas o-finitas en (Q,U) tales que dv/du existe.
Para cualquier funcién medible g: Q — R, cuando la integral esté definida,

-

TEOREMA 2.6 (Regla de la cadena). Sean )\ w y v medidas o-finitas definidas
n (Q,U). Sidv/dp y du/dX\ existen entonces dl//d/\ existe y
dv _ dvdp

O d/l Y A-c.t.p.

2. Espacios de probabilidad

2.1. Conceptos basicos. Ahora repasamos algunos conceptos basicos de
probabilidad. Las demostraciones de esta seccién se encuentran en [8].

DEFINICION 2.15. Una medida de probabilidad en un espacio medible (Q,U) es
una medida P: U — [0, 1] tal que P(2) = 1. Llamamos a la terna (2,U, P) espacio
de probabilidad, donde:

n ) es el espacio muestral, cuyos elementos son los resultados.

= U es el espacio de sucesos, cuyos elementos son los sucesos o eventos.

= Dado S € U, P(S) es su probabilidad.
En este contexto, una aplicacién medible X: Q — E es una variable aleatoria y su
probabilidad inducida Px : £ — [0, 1], su distribucion de probabilidad. La nocién de
P-c.t.p. es la de P-casi-seguro (P-c.s.).

Es comun que el espacio de salida €2 sea oculto y solo lo conozcamos a través
de una variable aleatoria X con datos observables en R™. Para ignorar €2, se trabaja
con la o-algebra inducida en {2 o directamente con la distribuciéon Px.

2.2. Funciones de distribucién conjunta. Con estas funciones nos desvin-
culamos completamente de ) para calcular probabilidades.

DEFINICION 2.16. Una funcién F': R — R es de distribucion si es creciente
(aunque no lo sea estrictamente), continua a derecha y cumple que

lim F(z) =0, wll)rfoo F(z) =

r—r—00
Una probabilidad @ en (R, Bg) tiene asociada la funcidn de distribucion
Fo(z) := Q((—o0,2]), z€R.
Una variable aleatoria X : {2 — R tiene asociada la funcion de distribucion
Fx(z)=PHwe Q| X(w) <z}), z€R,

que es la de su distribucién de probabilidad.

Reciprocamente, dada una funcién de distribuciéon F', existe una tnica medida
de probabilidad @ en (R, Br) tal que F' = Fg. También existe una variable aleatoria
X tal que F = F, tomando por ejemplo Q = (0, 1) y haciendo

X(w)=if{re Q| F(z) >w}, weQ,

pero esta no es unica porque podriamos haber tomado muchos otros §2. Asi, toda
funcién de distribucién esta asociada a alguna distribucion.
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DEFINICION 2.17. Dada una funcién F': R — R de distribucién, f: R — R* es
su funcion de densidad si es localmente? integrable y

F(x):/_w ft)dt, =xeR.

Si F esta asociada a una probabilidad o a una variable aleatoria, también decimos
que f es la funciéon de densidad de esa probabilidad o variable aleatoria.

f es la derivada F en el sentido usual y en el de Radon-Nikodym con respecto
de la medida de Lebesgue. No tiene por qué existir. Reciprocamente, toda funcién
f: R — RT localmente integrable tal que ffooo f(t)dt =1 es la funcién de densidad
de alguna distribucion.

DEFINICION 2.18. La variable aleatoria X: Q — R" tiene asociada la funcidn
de distribucion Fx: R™ — [0,1] dada por

Fx(x):=P{w e Q| X(w) <x}), xe€R"

DEFINICION 2.19. Dada una variable aleatoria X: Q — R”, fx: R"® — R™T es
su funcion de densidad si es integrable y

Z1 Tn

Fx(zl,...,xn):/ xi, e yn)dyn - -dyr, x1,...,2m €R.

— 00 — 00

Con esta, podemos calcular la probabilidad de los sucesos de interés mediante

P(XeB)= / IxWiye ooy Yn)dyn -+ dys.
B
DEFINICION 2.20. Las variables aleatorias X1, ... X,,: © — R" tienen asociada
la funcidn de distribucién conjunta Fx, .. x,,: (R™")™ — [0,1] dada por
FX1,...,X,,,L(X17 .. 7Xm) = P(X1 < X1y, Xy < Xm), X1y...,Xm € R™.

2.3. Esperanza, varianza, covarianza y correlaciéon. Estos operadores
nos ayudan a entender las variables aleatorias.

DEFINICION 2.21. Dada una variable aleatoria X: Q — R™, cuando exista, su:
1. Esperanza, valor medio o media es el vector

mx = E(X) := / XdP.
Q
2. Varianza es el escalar, donde || - || denota la norma euclidea en R™,
o% = Var(X) := / X — mx||*dP = E (||X — mx||?) .
Q

3. Desviacion estdndar es ox = 0§(.

La media es un valor que razonablemente podemos esperar de la variable, y la
varianza da una idea del grado de dispersién con respecto de la media.

Si la variable aleatoria X: 2 — R™ tiene funcién de densidad fx: R® — RT y
g: R™ — R es una funcién medible para la que tanto g como g(X) son integrables,
se cumple la ley del estadistico inconsciente:

B(o(X) = [ g

De este modo, podemos calcular
EX) = / xfx(x)dx, Var(X)= / l|lx — mx||? fx (x)dx.
n Rn

2 Localmente significa que lo es sobre compactos.
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DEFINICION 2.22. Dadas dos variables aleatorias X, Y : Q — R", su matriz de:

1. Covarianzas es, si existe, Cov(X,Y) = E ((X - E(X))(Y — E(Y))T).

Notemos que Cov(X,Y) = (Cov(X*,Y7))7,_, y Cov(X*,X*) = Var(XF).
Ademas Cov(X) = Cov(X, X).

) L Cov(X,,Y;
2. Correlaciones es, si existe, Cor(X,Y) := (%)%:1-
i ¥j ’

dicen incorreladas si esta es nula. Si no, existe correlacion entre ellas.

Las variables se

Cov(X) es semidefinida positiva y Cov(AX) = A Cov(X)AT para cualquier
matriz A € M,,(R). Mas tarde denotaremos Px vy = Cov(X,Y).

2.4. Probabilidad y esperanza condicionada e independencia. Pre-
sentamos definiciones muy generales de estos conceptos.

DEFINICION 2.23. Sea X: Q — R" una variable aleatoria integrable y V una
sub-o-algebra de . Una variable aleatoria Z: {2 — R es una esperanza de X con-
dicionada a V si cumple que:

1. Es V-medible.
2. Si S eV, entonces [ XdP = [4ZdP.

En tal caso, a Z se la denota por E(X|V).
TEOREMA 2.7. E(X|V) existe y es tnica c.s.

La idea es construir una estimacién de X que sea consistente con la informacion
que V proporciona a través de las integrales. Ampliamos la definicién.

DEFINICION 2.24. Sea X: Q — R”™ una variable aleatoria integrable. La espe-
ranza de X condicionada a:
» La variable aleatoria Y: Q — R™ es E(X|Y) := E(X|QY).
» El evento R € Q es E(X|R) := E(X|xr).

PROPOSICION 2.8. La esperanza condicionada cumple que:

Sia,b € R, entonces E(aX + bY|V) = aE(X|V) + bE(Y|V) c.s.

Si X <Y c.s. entonces E(X|V) < E(Y|V) c.s.

E(EX|V)) = E(X).

Si X es V-medible, entonces E(X|V) =X c.s.

SiY es V-medible e X es integrable, entonces E(YX|V) = YE(X|V).
Si W es una sub-o-dlgebra de V, entonces

EX|W) = B(EX|V)|W) = E(EXW)[V) c.s.

SO N

DEFINICION 2.25. Sea S € U y V una sub-c-algebra de U. La probabilidad de S
condicionada a V es P(S|V) := E(xs|V). Andlogamente se define su probabilidad
condicionada a variables aleatorias y a sucesos.

DEFINICION 2.26. Las sub-o-algebras (Uy)7_; de U son independientes si para
todo m € Ny S, € Uy,,..., Sk, €U, se tiene que P((/~, Sk.) = [1i~; P(Sk:)-
Andlogamente se definen variables aleatorias y sucesos independientes.

Si dos variables son independientes, entonces son incorreladas.

TEOREMA 2.9. Si X1,..., Xgrm: @ = R” son variables independientes, dadas
dos funciones f: (R")F - R y (R")™ — R cualesquiera, si

Y:f(Xl,...,Xk) Yy Z:g(Xk+1,...,Xk+m)
son variables aleatorias, entonces son independientes.

Esto ocurre porque las o-dlgebras generadas por Y y Z son menos finas.
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TEOREMA 2.10. Sean Xi,...,X,,: Q — R" wvariables aleatorias. Si tienen
funcidn de distribucion Fx,, . x, o de densidad fx,, . x,,, respectivamente:

1. Son independientes si y solo si para todo X1, ...,X;m € R™,
m
Fx,,ox,, (X1, X)) = H Fx, (xk)-
k=1
2. Son independientes si y solo si para todo X1,...,Xy, € R™,
m
£ (50 xm) = [ x50
k=1

TEOREMA 2.11. Sean Xi,...,X,,: @ — R" wvariables independientes. Si las
siguientes matrices de covarianzas existen, entonces

Cov (i Xk, i Xk> = i COV(Xk, Xk)
=1 k=1 k=1

2.5. Funcidn caracteristica. Esta construccién siempre existe y determina
completamente la distribucién de una variable aleatoria.

DEFINICION 2.27. Dada una una variable aleatoria X: Q — R", definimos su
funcion caracteristica como la funcién ¢x : R™ — C dada por

ox () == E(eX1) .= E (cos ((u, X))) + iF (sin (1, X))), ue R,
donde i = y/—1y {-,-) denota el producto escalar euclideo en R".
TEOREMA 2.12. Dadas las variables independientes X1, ..., X, @ — R”,
DXyt (W) = 0x, (W) - 0%, (0),  weR™

TEOREMA 2.13. Si las variables aleatorias X e Y cumplen que ¢x = ¢y,
entonces Fx = Fy y su distribucion coincide.

2.6. Ley de los grandes ntiimeros y teorema del limite central. Abre-
viaremos la expresién “independientes idénticamente distribuidas” como “i.i.d.”.

TEOREMA 2.14 (Ley de los grandes ntimeros). Sea (Xj)ren una sucesion de
variables reales i.1.d. Si su media m existe, entonces definiendo S, = 22:1 X,

P(lim Sn:m) =1
n—,oo N,
TEOREMA 2.15 (Teorema del limite central). Sea (Xj)ren una sucesién de

variables reales i.i.d. Si su media m y su varianza o2 existen, definiendo S, de la
misma forma, entonces para cualesquiera —oo < a < b < 0o se tiene que

S, —nm 1 b2
lim Pla< 22— < z—/e_Tda:.
n— o0 \/ﬁa \/ﬁ a
Aqui nos aparece por primera vez la distribucién gaussiana.

3. Distribucién gaussiana

3.1. Definicién. Una variable X: Q — R es normal o gaussiana no degenera-
da si para ciertos m,o € R con o # 0, su funciéon de densidad es

fz) =

1 (x —m)?
exp| ————].
V2mo? 202
Su media es m y su varianza, 0. Lo denotaremos por X ~ N'(m,o?).

Una variable X: Q — R" es normal o gaussiana no degenerada si para cierta
matriz C' simétrica definida positiva y m € R™, su funcién de densidad es
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1 1
f(x) = —-—exp(—=(x —m)"C7}(x — m)).
() = s (5 0= m) O e m)
Su media es m y su matriz de covarianzas, C. Lo denotaremos por X ~ A (m, C).
Las no degeneradas son mas dificiles de definir y no insistiremos en ellas.

3.2. Propiedades. Mencionaremos algunas de las més relevantes. Las de-
mostraciones de esta seccién se encuentran en [9].

TEOREMA 2.16. Si X ~ N (m, C), entonces dx (u) = ei{wm)—3VuTCu,
TEOREMA 2.17. i X ~ N (m,C), A € Myxn yb € R™, entonces
AX + b~ N(Am + b, ACAT).

TEOREMA 2.18. Si Xy ~ N (mg,Cr) yag € R para k € {1,2,...,m}, y ademds
las variables aleatorias son independientes, entonces

Zaka ~N(m,C), con m= Zakmk, C = ZaiCk.
k=1 k=1 k=1

4. Procesos estocasticos

4.1. Conceptos basicos. En este capitulo, T es un conjunto de parametros.
Asumiremos que T CR y 0 € T, y que al operar con ellos no nos salimos de T.

DEFINICION 2.28. Una familia F = (F;)ser de o-dlgebras de Q es una filtracidn
de U si cuando s < t, se tiene que Fs C F; CU.

DEFINICION 2.29. Un proceso estocdstico sobre (,U, P) con valores en (E, &)
es una familia (X(t))er de variables aleatorias de © a F, junto con una filtracién
F de U tal que X(t) es Fy-medible para cada ¢t € T.

Pueden definirse sin filtracién, tomando luego para cada t € T como F; a

u, = o((J{X71(E) | s <1}).

T puede ser discreto (N, Z, etc.) o continuo (R, R, [0,T] etc.), y al proceso
también se le aplicaran estos adjetivos. Respecto a la notacion:

1. Fijado t € T, X(¢t,-):  — E es la variable parametrizada por ¢. También
podemos denotarla por X(¢) o X;, aunque puede causar ambigiiedad.

2. Fijado w € Q, X(-,w): T — E es una realizacidn o trayectoria del proceso.

Fijados ambos, denotamos por X(t,w) al valor de X(¢) en w.

4. Con X(-) : T x Q — FE nos referiremos a todo el proceso. Escribiéndolo
como X(+) : Q@ — (T — E), podemos verlo como una funcién aleatoria, que
induce una distribucién en el conjunto de las trayectorias.

i

Denotaremos las sucesiones estocdsticas por (Xj)keT, en mindscula.

4.2. Tipos. Detallamos algunos tipos de procesos estocasticos segun las pro-
piedades de sus funciones de distribucién conjuntas.

DEFINICION 2.30. El proceso X(-) es gaussiano si para todo m € N\ {0} y
t1 <+ <ty €T, la distribucién de Fx(4,),...x(t,,) €S gaussiana.
DEFINICION 2.31. El proceso X(-) es:
= FEstrictamente estacionario si para todo m € N\ {0}, t1,...,¢t,m € Ty
T2>0,

FX(ty47), 0 X (tmtm) = FX(t1),00 X (tm) -
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= Débilmente estacionario si E(X(t)) y Var(X(t)) son constantes como fun-
ciones de t y para todo s,t € Ty 7 >0,

Cov(X(t+7),X(t)) = Cov(X(s + 7),X(s)).

DEFINICION 2.32. El proceso X(-) es de Markov si para todo m € N\ {0} y
ty <o <t €T se cumple la condicion de Markov:

P(X(t’rn)|X(t1)7 ) X(tm—l)) = P(X(tm)‘x(tm—l))'

DEFINICION 2.33. El proceso X(+) con valores en R™ tiene incrementos:

» Independientes si para todo m € N\ {0} y 1 < --- <, € T, los incre-
mentos (X(tg4+1) — X(t1,))7-,! son variables independientes.

= FEstacionariamente independientes si ademés de cumplir la condicién ante-
rior, para cualesquiera s <t € Ty 7 > 0, X(t + 7) — X(s + 7) tiene la
misma distribucién que X(t) — X(s).

PROPOSICION 2.19. La funcidn caracteristica de un proceso X(-) que tiene in-
crementos independientes es, para uy, ..., U, € R™,

Por tanto, la distribuciéon queda determinada sin ma&as que especificar las de
X(t) y X(t) — X(s) para cualesquiera s < t € T.

4.3. Proceso de Wiener. Esta relacionado con el ruido blanco que quere-
mos filtrar. Las demostraciones de esta seccién se encuentran en [10].

DEFINICION 2.34. Un proceso W () con valores en R parametrizado por RT es
un proceso de Wiener o movimiento browniano unidimensional si cumple que:

1. W(0)=0cs.
2. Tiene incrementos independientes.
3. W(t)—W(s) ~N(0,t — s) para todo 0 < s < t.
Como W (t) = W(t) — W(0) c.s., entonces W (t) ~ N(0,1).
TEOREMA 2.20. Sea W (-) un proceso de Wiener unidimensional. Para todo
meN\{0}, 0=1t¢ <...<twm y ((ar,br))i, tales que ai < by,
Plar <W(t1) <bi,...,am < W(tn) < by)

b1 b, n
:/ / (g(o;xlatl)l—[g(xk—l;zkatktk—l)) dl’m"’dl’l.
ay Am
1

k=2

_(z—y)?

donde g(y;x,t) = oz
TEOREMA 2.21. Para un proceso de Wiener unidimiensional W(-) y s,t > 0,
EW(t) =0, EW(@®)?) =t, EW(s)W(t)) = min(s,t).

DEFINICION 2.35. Un proceso W(:) con valores en R™ parametrizado por R
es un proceso de Wiener o movimiento browniano n-dimensional si:

1. Sus componentes son procesos de Wiener unidimensionales.
2. o(U{(Wk(#))"1(R™) | t > 0}) son independientes para k € {1,2,...,n}.

PROPOSICION 2.22. Cuando W (+) es un proceso de Wiener n-dimensional, para
k,le{l,2,...,n} se tiene que

E(WF(s)W'(t)) = min(s, )0k, s,t >0,
E((WFE(t) —WHs) (W) — W'(s)) = (t — 8)Sky, t>s>0.
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Asf pues, un proceso de Wiener W(-) es de Markov. Al estar compuesto por
variables gaussianas independientes, es gaussiano 'y W (t) ~ A (0,¢1).

4.4. Construcciéon del proceso de Weiner. Las demostraciones de es-
ta seccién se encuentran en [10, Sec. 3.3]. Supongamos que en cada instante una
particula se desplaza por una distancia de Az hacia arriba o abajo con la misma
probabilidad. Su posicién tras el paso n € N es

S(n) =Y X(k),
k=1

donde las variables X (k) son independientes y valen £Ax con igual probabilidad.
Ademds tomamos S(0) = 0.

2000 4000 6000 8000 10000 80
-20 ~100

FiGura 1. Varias realizaciones del paseo aleatorio.

En el espacio adecuado, S(-) es un proceso estocdstico discreto. Queremos una
variable S(t) continua. Tomaremos el limite de intervalos cada vez menores. Si
repartimos cada unidad de tiempo ¢ en n incrementos de At segundos,

t 2
= A (Az)=.

Como t = nAt, hacer tender At a 0 equivale a hacer tender n a infinito. Para que
la varianza tenga limite finito, tomaremos (Az)? = At. Por el teorema (2.15),

b 2 _ .
L/e%dxz lim P(agx(t)nogb>:h’mP<a§X(t)§b>,
var Ja & Vnaz e Vi

(Az)?=At

E(X(t)) =0, Var(X(t))

por lo que S(t) ~ N (0,t). Como S(n) tiene incrementos independientes, S(t) tam-
bién. La distribucién de S(t) — S(s) y S(t —s) — S(0) ~ N(0,¢ — s) coincide. Por
esto, en el limite el paseo aleatorio es un proceso de Wiener.

Seguiremos otra ruta para la construccién rigurosa del proceso de Wiener; el
método Lévy-Ciesielski.

DEFINICION 2.36. Si k € N, la k-ésima funcién de Haar es hy : [0,1] — R,
donde hg =1, h1 = x[o,1) = X2, Y SL k € [27,27T1] con n € N\ {0}, entonces

28 te (kg2 AR

nni 2’” n
hi(t) = —2%  te (A2 k=2isl) ¢ e [0, 1],
0 en otro caso

La k-ésima funcién de Schauder es s : [0,1] — R, donde
t

sk(t) :/ hi(s)ds, te0,1].
0

PROPOSICION 2.23. (ht)32, es una base ortonormada completa de L2([0,1]).
PROPOSICION 2.24. Si s, t € [0,1], entonces Y p- o sk (s)sk(t) = min(s,t).

Construiremos procesos “a la carta” con variables adecuadas como coeficientes.
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TEOREMA 2.25. Consideramos el proceso estocdstico parametrizado por [0, 1]
oo
W(t,w) = ZAk(w)sk(t), (t,w) €0,1] x Q,
k=0

donde (Ag)ken son variables independientes de tipo N'(0,1) definidas en (U, P).
Se cumple que:

1. W(-,w) converge uniformemente para casi todo w € €.

2. W(-) es un proceso de Wiener unidimensional en [0, 1].

3. W(-,w) es una trayectoria continua para casi todo w € €.

Asi, cuando sobre (Q,U, P) podemos definir:
» Infinitas variables independientes de tipo N(0, 1), podemos definir un pro-
ceso de Wiener unidimensional parametrizado por RT.
= 1 procesos de Wiener unidimensionales independientes, podemos definir un
proceso de Wiener n-dimensional usandolos como componentes.

4.5. Propiedades de los procesos de Wiener. Las demostraciones de
estas propiedades pueden consultarse en [10, Sec. 3.4].

DEFINICION 2.37. Una aplicacién f: [0,7] — R™ es Holder continua en el
punto t € [0,7] si existen K > 0y v € (0,1) tales que para todo s € [0, 7],

1F(8) = f(s)l < K|lt — s
f es Holder continua en [0,T] si lo es en todo ¢ € [0,T]. Para v = 1, esta condicién

se conoce como continuidad segun Lipschitz.

Aunque para casi todo w las trayectorias del movimiento browniano son conti-
nuas, distan mucho de ser derivables, como cabia esperar.

DEFINICION 2.38. Dada una aplicacién f : [a,b] — R, decimos que tiene varia-
cidn finita si el supremo tomado en m y las particiones (¢;,)7%' de [a,d] de

> 1 f(trrr) = ()]
k=0

es finito. En caso contrario, tiene variacion infinita.

TEOREMA 2.26. Si T > 0, para casi todo w, la trayectoria W (-,w):

1. Es Hélder continua en [0,T], para cualquier exponente v € (0, %)
2. No es Holder continua en [0,T], para ningin exponente y € (%, 1).
3. No es derivable en ningin t € [0,T].

4. Tiene variacion infinita en cada subintervalo de [0,T).

Esto dltimo es un serio problema ya que no vamos a poder integrar en el sentido
de Riemann-Stieltjes funciones respecto de estas trayectorias. El calculo diferencial
o integral con procesos que incorporen ruido queda, pues, limitado.

5. Ruido blanco gaussiano

5.1. Conceptos basicos. Esta seccién estd basada en [11], [12, Cap. 3] y
[13, Sec. 2.12]. Para un tratamiento mds técnico puede consultarse [14].
Empezamos por el caso discreto.

DEFINICION 2.39. Una sucesidn de ruido blanco x(-) es un proceso discreto con
valores en R™ para el que si s,t € T, entonces:
1. E(x(s)) =0.
2. Cov(x(s),x(t)) = d5+Q para cierta @) simétrica definida positiva.
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Si el proceso es gaussiano, es una sucesion de ruido blanco gaussiano.

En el caso gaussiano, ademés de incorreladas las variables son independientes,
y la sucesién queda determinada por @. Por el teorema 2.15, la suma de muchas
contribuciones pequenas de variables i.i.d. da lugar a este tipo de ruido.

El caso continuo es mas complicado. Supongamos que X”(-) es un proceso
gaussiano con valores en R parametrizado por p € R, y que ademaés es débilmente
estacionario tal que para t,s > 0,

E(Xp(t)) =0, COV(Xp(t+S),Xp(t)) — O.Qgefp\sh

con tal de hacerlo lo mas parecido al caso discreto.
Cuando p crece, el proceso parece acercarse a lo que deberiamos considerar un
proceso de ruido blanco gaussiano X (t), pero la correlacién se acerca a
Cov(X(t), X(s)) = o?5(t — s),

donde 0§ es la delta de Dirac, que vale +00 en 0 y en el resto de puntos se anula. El
problema es que J no es una funcién en el sentido que le hemos dado hasta ahora.

5.2. Acerca del adjetivo “blanco”. Esta interpretaciéon puede encontrar-
se en [15, p. 83]. La densidad espectral de potencia de XP(-), denotada f*, es la
transformada de Fourier de la funcién de correlacién. Asi,

fP(u) = / b e U Cov(XP(t + s), XP(t))ds

—oo
0

20,28/00 e_usi—psds_’_UZB/ 6—usi+psds
2 0 2 —0o0

1 1 o?
028 -+ s = .
2\ptui p—ui 1+ (u/p)?
Notamos que lim,_, = 02, luego en el limite todas las frecuencias contribuyen
lo mismo a la potencia espectral. De igual modo, al descomponer la luz blanca se
obtiene la misma contribucién de cada frecuencia o “color”.

5.3. Funciones generalizadas. Puede encontrarse una introduccién a la
teoria de distribuciones en [16, Cap. 6].

DEFINICION 2.40. Una funcién ¢ : R — R se dice funcidn test si es infinita-
mente diferenciable y su soporte es compacto.

DEFINICION 2.41. D(R™,R) es el espacio de funciones test sobre R™.
PROPOSICION 2.27. D(R"™,R) es un R-espacio vectorial.

DEFINICION 2.42. Una sucesién de funciones test (¢k)ren converge a una fun-
cion test ¢ si se cumple que:
1. Existe un conjunto acotado M C R™ que contiene a todos sus soportes.

2. Para todo mq,...,m, > 0 se tiene convergencia uniforme en
om omMn
lim —— - ——(p; — ) = 0.
i—oo Oz Oz (pi =)

DEFINICION 2.43. Un funcional® es una aplicacién F': ®(R",R) — R. Se dice
continuo si para toda sucesién de funciones test (¢x)ren convergente a @,

lm F(pr) = F(p).
k—oco
Una distribucion o funcion generalizada es un funcional lineal y continuo.

3También se puede introducir dotando a ®(R"™,R) de topologia y considerando su dual.
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R™ puede sustituirse por un subconjunto abierto o incluso su clausura sin mayor
modificacion, algo que haremos sin mencién explicita.
EJEMPLO 2.3. La funcidn generalizada § de Dirac concentrada en 0 es
0:9R"R) — R
= (p) = »(0).
El siguiente ejemplo justifica el uso extensivo de la palabra “distribucion”.

EJEMPLO 2.4. Si f: R™ — R es una funcién localmente integrable, entonces
Fr:pw— o(x) f(x)dx
Rn
es una funcién generalizada. Decimos que f representa a Fy y que Fy es regular.
Las distribuciones generalizan a las funciones. Presentan problemas como que

el producto no se les puede extender directamente, pero tienen muchas bondades.
La que ha motivado este apartado es que si f es una funcién diferenciable, entonces

0 9 0
Fojou;(5)(#) = /R gj(f)godx = /. f%j(so)dx =—Fy (ax]p) .

Por tanto, si F¢ es una funcién generalizada, le asociamos su derivada

0 0
—F:op— —Fr | —¢],
oz Y ! <3ﬂfj S0)
sin importarnos si f es derivable o siquiera continua. Igualmente podemos derivar
funcionales multilineales F': ®(R™,R)™ — R en este nuevo sentido.
DEFINICION 2.44. Una medida p en R™ es de Radon si es:
1. Localmente finita: todo punto posee un entorno abierto de medida finita.

2. Internamente regular: p(S) = sup{u(K) | K C S, K compacto}.

EJEMPLO 2.5. Para una medida p de Radon, la integral de Lebesgue
F:p— pdu
]Rn
es una distribucién. Si p tiene derivada de Radon-Nikodym f, entonces F), = F.

5.4. Procesos estocasticos generalizados. El ultimo paso para entender
el ruido blanco es parametrizar procesos estocdsticos por (R, R).

DEFINICION 2.45. Un proceso estocdstico generalizado unidimensional es una
aplicaciéon X: D(R,R) x @ — R que a cada funcién test ¢ asigna una variable
aleatoria X (¢): Q2 — R y cumple:

1. (Linealidad) Dados a,b € Ry ¢,¢ € D(R,R), se cumple que
X(ap + b)) =aX(p) +bX(¢) c.t.p.

2. (Continuidad) Si m € Ny ((¢1.5)ken)™; son m sucesiones de funciones
test tales que limg o0 011 = ¢y paral € {1,2,...,m} y g: R™ — R es una
funcién continua y acotada, entonces

klingo E(g(XSPl,k? ) timk)) = E(g(XSPU s ’X<Pm))’

EJEMPLO 2.6. Un proceso estocdstico X (-) parametrizado por Rt con trayec-
torias localmente integrables representa el proceso generalizado

X@@:WAAMX@MM@ﬁ,weQ
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DEFINICION 2.46. Sea X (-) un proceso estocdstico generalizado unidimensional.

Si para todo ¢ € D(R*,R) existe:

1. E(X(p)), entonces estd bien definido el funcional de media

my: DR R) — R
p = EX(p)
2. Var(X(p)), entonces estd bien definido el funcional de covarianza
Cx:DR"NR)?Z? — R
(0 0) = E(X(p) —m(p))(X () —m())).

Se suele exigir que sean continuos. El primero es lineal.

Dado un proceso estocdstico X (-), lo vemos como el proceso generalizado que
representa. Si cumple las condiciones para la existencia el cambio en el orden de
integracion, entonces la funcién E(X (t)) representa al funcional m:

mx() = BX(0) = £ [~ xet0e) = [~ Bx@ppto
Tgualmente, la funcién covarianza representa al funcional €:
Cx(p,9) = E(X(p) —mx(9)(X(¢) —mx (1))
= [ [ covtxion xonetotsyanas.

La ventaja de los procesos generalizados es que podemos derivarlos.

DEFINICION 2.47. La derivada del proceso estocéstico generalizado X (+) es el
proceso estocastico generalizado X'(+) := —X(%(-)).
TEOREMA 2.28. Sea X (-) un proceso estocdstico generalizado unidimensional.

1. Sim existe, entonces su derivada es

m () = —mx (¢') = —E(X(¢')) = E(X'(¢)) = mx (),

2. Si € existe, entonces su derivada es

(g, ¥) = Cx (¢, ¥") = E(X(¢") — mx (@)X (®') —mx(¢)))
= E((X'(¢) — mx: (@) (X' (1) = mx(¥))) = Cx (0, %)

5.5. Procesos estocasticos generalizados gaussianos. Esta seccion pue-
de consultarse en [12, Sec. 2.4].

DEFINICION 2.48. Un proceso estocdstico generalizado X(-) con funcionales
my y €x continuos es gaussiano si para cualesquiera funciones test ¢1,...,@m
linealmente independientes la variable aleatoria (X (¢1), - .., X (¢m))T es gaussiana.
Si es no degenerada, el proceso se dice no degenerado o propiamente gaussiano.

Un proceso estocéstico generalizado propiamente gaussiano queda determinado
por sus funcionales de media y de covarianza. En [12, Sec. 2.3] se demuestra la
existencia de este tipo de procesos para funcionales de media y covarianza prefijados.

TEOREMA 2.29. La derivada de un proceso estocdstico generalizado gaussiano
X es otro con funcionales de media y de covarianza w'y y € respectivamente.

TEOREMA 2.30. EI proceso generalizado de Wiener es gaussiano.
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5.6. El ruido blanco gaussiano como derivada del proceso de Wie-
ner. En esta seccién seguimos [11, Teorema 2.4].

En el contexto de procesos estocédsticos no generalizados, para calcular la deri-
vada del proceso de Wiener deberiamos considerar

W(t+h) — W(t)
h b)

cuya distribucién es N (0, %) Al hacer tender h a 0, el proceso limite w(-), que no
existe, deberia constar de variables aleatorias w(t) independientes de media nula y
varianza infinita.

Si lo consideramos como un proceso estocastico generalizado, entonces su fun-
cional de media es my = 0, y el de covarianza

Cwp,¥) = /OOO /000 min(t, s)e(t)(s)dtds.

Su derivada tendra funcional de media my» = 0 y de covarianza

Cwr(0.) = Chy (0, 8) = Cu (&, 3) / / min(t, s)¢' () (s)dids

:/OOO</Otsz//(s)ds> dt+/ (/ /(s ds>tso()d
- [ (/Otsz,w'(s)ds) pae+ [ wioe o= [ el

En el dltimo paso hemos desarrollado por partes la primera integral, cancelado
sumandos y cambiado el orden de integracién. Asi, observamos que el funcional de
covarianza de la derivada del proceso de Wiener es

o (,10) = /0 1)t = / / Vo(t, s)dtds.

En cuanto a W'(yp), observamos que

W) = W' ) = - | Wty (1)t

DEFINICION 2.49. Un proceso estocdstico generalizado gaussiano w(-) es un
proceso de ruido blanco gaussiano en R>¢ si cumple que:

1. m, =0.
¥) = [ e(t)p(t)dt

TEOREMA 2. 31 Si X () es un proceso estocastico generalizado gaussiano con
mx =0y Cx(p,¥) = [ [y min(t, s)p(t)i(s)dtds, entonces su derivada X'(-) es
Un Proceso genemhzado de ruido blanco gaussiano.

DEFINICION 2.50. Un proceso estocdstico generalizado X (-) tiene valores inde-
pendientes si cuando los soportes de ¢ y 9 tienen intersecciéon no trivial, entonces

Este concepto, tratado en [12, Sec. 4.1], generaliza el concepto de sucesién de
variables aleatorias independientes. El ruido blanco gaussiano es uno de estos pro-
cesos. Existen otros tipos de ruido blanco, como el de Poisson que es el modelo en
procesos de emisién de electrones en ciertos semiconductores como diodos, transis-
tores, etc. y se trata en [11, p. 56].
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5.7. El ruido blanco como limite de sucesiones de ruido. El ruido
blanco gaussiano continuo puede interpretarse como limite de sucesiones del ruido
blanco gaussiano visto en el caso discreto. Este ejemplo completa la justificacién al
inicio de la Seccién 5 y puede encontrarse en [15, Ejemplo 3.20].

Sea x¢(-) un proceso dependiente de un pardmetro ¢ > 0 de modo que

Xe(t) =Xp, te€ [ne, (n + 1)6)3

donde (x,,)nen €8 una sucesién de variables aleatorias independientes gaussianas
de media nula y para todo n,m € N, Cov(xy,Xm) = Qd, » para alguna matriz
simétrica definida positiva Q. Haremos tender € a cero tomando € = % para nimeros
naturales m crecientes.

Consideramos la variable aleatoria

1
y = / X< (t)dt,
0

que tiene media nula y cumple que

e (// v dt) // Tx“(1)) dt
irj= 1/(z 1)6/(3 e (x{x;) dsdt

je
Z / / traza(Q)d; jdsdt = etraza(Q).
ig=17 (i=1)e/(j—1)e

Representa un movimiento sometido a velocidades aleatorias en el intervalo de
tiempo [0, 1]. Cada vez usamos mds variables x(t) para describir su aleatoriedad.
En el limite no tiene sentido fisico que la varianza de y sea nula. Para evitarlo, se
puede sustituir @ por Q/e. En tal caso, cuando s # t,

Cov(x(s),x(t)) = Q/e
para e suficientemente pequeno. Si existe x(f) = lim._,o x(t), este deberfa tener
matriz de covarianzas Cov(x(t),x(s)) = Qd(t, s).
Concluimos que x¢ se aproxima a un ruido blanco gaussiano.



Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales estocasticas

1. Motivacién

En este capitulo seguimos [10, Cap. 4], [11, Cap. 3] y [17]. El filtro de Kalman-
Bucy trata con sistemas dindmicos continuos con ruido. Es por eso que en los
siguientes capitulos apareceran expresiones del tipo
(4) 2
donde w(-) es un proceso de ruido blanco gaussiano. En este capitulo nuestro obje-
tivo es dar sentido a expresiones como (4).

Para empezar, podemos dar una interpretacion en términos de diferencias. Co-
mo, por el teorema 2.31, w(-) es la derivada del proceso de Wiener W (), la ecuacién
en diferencias asociada es

Xit1 — Xi = f(te, Xi) Aty + g(tr, Xp) AW,

donde Xy = X (tg), Wi = W (tg), Aty =t — tp y AWy = Wiy — Wy Manten-
dremos esta notacién a lo largo del capitulo.
Sumando las ecuaciones anteriores para k € {0,1,...,m + 1}, obtenemos

= f(taX) +g(t,X)w(t),

Xoa1 = Xo+ Y f(tn, Xp) At + > glt, Xi) AW
k=0 k=0

Al hacer tender cada Aty a 0, la relaciéon podria interpretarse como

(5) X®=X®+Af@X®MWAg@X®MW®,

si el resultado tuviese sentido. Atin no disponemos de un significado para el dltimo
sumando; precisamente este el objetivo de la integral de Ito.

2. Integral de It6

2.1. Inconvenientes. En el cdlculo convencional, cuando tenemos dos fun-
ciones f,a: [0,7] — R adecuadas, podemos considerar la expresién

S(P, f,a) := Zf(ck)Aak
k=0

asociada a una particién P = {0 =ty < t; < ... < tyy1 = T} del intervalo [0, T,
donde se toman ¢y € [tg,tr41] arbitrarios. Para obtener su integral de Riemann-
Stieltjes

T
/fmmw
0

se toma el didmetro de la particién, diam(P) = max{ty41 — tx|lk =0,1,...,m}, y
se hace tender a 0. En el contexto de los procesos estocdasticos, algunas de las reglas
mas basicas del calculo cambian y la construccién no es tan sencilla; no basta con
cambiar « por W. El siguiente teorema plantea un primer problema; informalmente,
que dW ~ (dt)'/2.

23
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PROPOSICION 3.1 (Variacién cuadrdtica). Si P = {tog < t1 < ... < tmt1} €S
una particion de [0,T), entonces, cuando diam(P) — 0, converge en L2(Q) el limite

m
D (W(thr) = W(t)* = T.
k=0
DEMOSTRACION. Notemos que Yy = —2%_ ~ A(0,1) y como W tiene

. . . tk+17tk . .
incrementos independientes, por el teorema 2.9 los Y}, son independientes. Asi,

E(Z((AWk — ) ZE ((AWR)? — Aty,)? ZE (V2 - 1)%(At)?)

k=1 k=1
=E((Y? - 1)) > (Atp)? < E((Y? - 1)?) Tdiam(P) — 0
k=1
cuando diam(P) — 0, donde Y ~ N(0,1). O

Un problema més profundo es que dependiendo del punto ¢x € [tg,tx+1] a
elegir, la integral cambia. Esto da pie a varios tipos de integrales estocasticas. Aqui
solo se expondra la de Itd, pero también existe, por ejemplo, la de Stratonovich,
que ademads fue un precursor del filtro de Kalman.

2.2. Integral de It6 de un proceso unidimensional elemental. En esta
seccidn, sea X (-) un proceso estocastico n-dimensional en un espacio (Q,U, P).

DEFINICION 3.1. La historia de X(-) hasta el momento ¢ es la o-dlgebra
U, = o({XJ1(Br)ls < t}).

DEFINICION 3.2. El futuro de X(+) posterior al momento ¢ es la o-dlgebra
o({(Xs = X¢) 7! (Br)ls > t}).

DEFINICION 3.3. Una filtracién de X(-) es una filtracién F de U parametrizada
por RT tal que para todo ¢t > 0 cumple que:
1. F; contiene la historia de X(-) hasta el momento ¢.
2. F; es independiente del futuro de X(-) posterior al momento t.
DEFINICION 3.4. Sea F una filtracién de X(+). Un proceso estocdstico n-dimen-
sional Y (-) se dice:
1. Adaptado a F si Y (t) es Fy-medible para todo ¢ > 0.
2. Progresivamente medible si Y (-) es B, ® Fi-medible para todo t > 0.

DEFINICION 3.5. Dado p € [1,00), llamamos LP(]0,T7]) al espacio de procesos
progresivamente medibles tales que

E </O |X(t)pdt> <0

Emplearemos el caso donde p € {1,2}.

DEFINICION 3.6. Y (-) es un proceso estocdstico elemental o simple si cumple
que Y (-) € L2([0,T]) y para cierto m € N, particién P = {to < t1 < ... < ty41}
de [0,T] y variables acotadas Y7,...,Y,, en Q,

() ZYk W) X[te,trpn) () w € Q.
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Su integral de Ito es la variable aleatoria
T m
/ YW =Y Yi(W (terr) — W(ts)).
0 k=0

Para T = 0, definimos foo Ydw = 0.

Puede comprobarse que la eleccién de particién o variables aleatorias en (6) no
afecta a la integral y por tanto estd bien definida.

2.3. Integral de Itd6 de procesos unidimensionales no elementales.
Denotamos por E([0,T7]) al espacio vectorial de procesos elementales, que es subes-
pacio de L?([0,T]) dotado de la seminorma ||-|| dada por

IV|?=F </OT Y(t)%lt) , Y e L*([0,T)).

Podemos ver la integral de It6 como una aplicacién
E(0.7]) — L*9Q)
T
X = / XdWw.
0
Usando que W (+) tiene incrementos independientes puede probarse el siguiente
resultado, que dice que es una isometria (no necesariamente suprayectiva).

TEOREMA 3.2. Para cualquier proceso elemental Y (-),

E </OTY(t)2dt> =F (/OTYdW>2

Nos gustaria extender la integral a procesos que no sean elementales. Nos es
atil el siguiente teorema, que requiere cierta familiaridad con la topologia.

TEOREMA 3.3 (Teorema de extensién). Sea (M,d) un espacio pseudo-métrico
y (M',d") un espacio métrico completo. Si &: Mg — M’ es una aplicacion Lipschitz
continua desde un subconjunto My denso en M, entonces existe una extension con-
tinua 5: M — M’ de &. Si & es una isometria, entonces é también.

DEMOSTRACION. Si z € My, entonces £(z2) = é(z) Si z € My, existe alguna
sucesion (x,)nen en My que converge a z, luego es de Cauchy en M y también lo
es (£(xn))nen en M, pues € es Lipschitz continua. Por completitud, converge a un
limite que tomamos como £(z). Que é sea continua o isometria es inmediato.  [J

Afortunadamente, E([0,T]) es denso en L?([0,77]), por el siguiente teorema.
TEOREMA 3.4. cl(E([0,T])) = L%([0, T)).

Es un resultado fundamental cuya demostracién se encuentra en [17, Sec. 3.1].
Gracias a él, la integral de It6 queda definida para todo L2([0,7]). Si podemos
aproximar un proceso por procesos simples, entonces su integral de It6 existe. En
realidad, puede tomarse un espacio mayor (véase [17, Sec. 3.3] y [10, Sec. 4.2.4]).

DEFINICION 3.7. La integral indefinida de Ité6 de X € IL?([0,T]) es la aplicacién
0,7] — L*Q)

t
t — /XdW.
0
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3. Ecuaciones diferenciales estocasticas

3.1. El Lema de It6. Las demostraciones de esta seccién se encuentran en
[10, Sec. 4.3.4] y [11, Teorema 3.5]. Ahora que (5) tiene sentido, tratamos de hallar
soluciones en forma de procesos estocasticos.

DEFINICION 3.8. Sea X (-) un proceso estocastico real para el que existen pro-
cesos F € LY([0,T]) y G € L?([0,T]) de modo que si 0 < s <7 < T,
T T
X(r)=X(s) +/ th+/ GdW.
S S

En tal caso diremos que X(-) tiene en [0, 7] diferencial estocdstico
dX = Fdt + GdW.

En el célculo convencional, si z,y: [0,7] — R son funciones derivables y = es
solucion de la ecuacion diferencial

dx = fdt + gdw,
entonces, por la regla de la cadena, la funcién z = x o y es solucién de
dz = y'dx = v fdt + v gdw.

En el célculo estocéstico, si X (-) es solucién de una ecuacién diferencial, dada
una aplicacién 0(t, z), la ecuacién que soluciona 6(¢, X (t)) la da el lema de Ito.

TEOREMA 3.5 (Lema de Itd). Sea X (-) un proceso con diferencial estocdstico
dX = Fdt + GdW

en [0,T]. Dada una aplicacion 0: [0,T] x R — R continua en las variables (t,z) y
con derivadas parciales 0y, 0, y 0, continuas,

1 1
d(0(t, X)) = 0,dt + 0,dX + 5tﬁ)mcﬂdt = (at +6,F + 20mG2) dt + 0,GdW,

evaluando las derivadas parciales en (t, X (t)).
Cuando X, F' o GG son n-dimensionales, se tiene un resultado similar.
TEOREMA 3.6. Sea X(-) un proceso n-dimensional con diferencial estocdstico
dX* = Fkdt + G*aw, ke {1,2,...,n}

en [0, T]. Dada una aplicacién 6: [0,T] x R™ — R continua en las variables (t,x) y
con deriwadas parciales 0y, 0y, y 0y, 5, continuas para k,1 € {1,2,...,n},

n 1 n
d(O(t, X', ... X") =0t + > 0, dX* + 5 > Oy, 2 GFGldt.
k=1 k=1
Cuando W es n-dimensional la regla es similar, pero necesitamos notacién.

DEFINICION 3.9. Para p € [1,00), L?  (]0,T]) es el espacio de procesos es-

tocdsticos con valores en M« (R) cuyas componentes estén en LP([0,T]). Deno-
tamos L2([0, T1]) = L., (0, T]).

DEFINICION 3.10. SiG € L2,
cuya k-ésima componente es

T k m T
</ GdW) :Z/ GRlaw', ke{1,2,...,n}.
0 =1 70

([0,77), su integral de Ité es el vector aleatorio
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DEFINICION 3.11. Sea X(-) un proceso estocdstico n-dimensional para el que
existen F € LL([0,7])) y G € L2,,([0,7]) de modo que si 0 < s <r < T,

nxm
X(r):X(5)+/ th+/ GdW.

En tal caso diremos que X(-) tiene en [0,T] diferencial estocdstico
dX = Fdt + GdW.
La ecuacién escrita por componentes queda
dX* = Fkdt + i GHlaw', ke {1,2,...,n}.
1=1
Ahora ya podemos generalizar la regla de Ito.
TEOREMA 3.7. Sea X un proceso con diferencial estocdstico
dX = Fdt + GAW

en [0, T]. Dada una aplicacion 0: [0,T] x R™ — R™ continua en las variables (t,x)

y con derivadas parciales 0,0y, , 05, », continuas para k,l € {1,2,...,n},
n 1 n m
_ k kol A,
dO(t, X (t)) = Odt + ; OkdX" + 5 g_:l O 2, ; GG dt,

evaluando las derivadas parciales en (t, X (t)).

3.2. Existencia y unicidad de soluciones. La demostraciéon de esta sec-
cién estd en [10, Sec. 5.2.3]. En este capitulo W es un proceso de Wiener n-
dimensional.

TEOREMA 3.8. Sean b: [0,T] x R" — R” y B: [0,T] x R — Myxm(R)
aplicaciones continuas tales que si x,y € R™ y 0 < t < T, existe una constante
L € R" para la que se cumple que:

a) |[b(t,x) = b(t,y)[ < Llx —y| y [B(t,

b) |Ib(t,x)| < L1+ [Ix])) ¥ [B(t,x)]| <
Sea Xo una variable aleatoria en R™ tal que:

c) B([Xoll?) < oo.
d) Xy es independiente del futuro de W posterior al momento t = 0.

) =By < Llx -yl
1+ ([x]]).

—~

En tal caso, existe un proceso X € L2([0,T)) tinico c.s. con diferencial estocdstico
dX =b(t, X)dt + B(t, X)dW
en [0,T] tal que X(0) = X,.

3.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas lineales. En esta seccién se
siguen [18, Sec. 4.4] y [10, Sec. 5.4].

DEFINICION 3.12. La ecuacién diferencial estocéstica
dX = b(t,X)dt + B(t, X)dW
es lineal si b(t,x) = c(t) + D(t)x y B(t,x) = E(¢) + F(t)x, con

c: [0,7] =+ R™, D:[0,7] = Myxn(R)
E: [0,7] = Mpxm(R), F:[0,T] = L(R™, Mypxm(R)).
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Desarrollando la ecuacién y anadiendo una condicion inicial, obtenemos

{dXU):(dﬂ+JXQXU»M+{E@)+F@DQOM“&

@ X (0) = Xo.

Podemos reescribirla con el convenio de Einstein para sumatorios,
dX(t) = (c(t) + D)X (t))dt + (E'(t) + F ()X (t))dW?,

donde ahora E'(t) € R es la I-ésima columna de E(t), F'(£)X(t) es la I-ésima
columna de F()X(t), y W' es la [-ésima componente del proceso de Wiener m-
dimensional. Bajo las condiciones del teorema 3.8 se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 3.9. La solucién X de (7) puede expresarse como

X(t) = o(t) <X0 + /Ot o) (c(s) ~ F'(s)E/(s) ) ds + El(s)dWl) ,
donde ®(t) € Mpxn(R) es solucion de
{dcp = D(t)®dt + F' (t)®dW',
®(0)=1.
Si F =0y D = D son constantes, entonces ®(t) = ePt.
COROLARIO 3.10. La solucion X de (7) para F =0 y D = D constante es

¢
X(t) = eP'X, +/ ePt=s) (c(s)ds + EldWl) .
0

TEOREMA 3.11. La solucidn X de (7) para F = 0 satisface que:
1. La esperanza dada por m(t) := E(X(t)) es
t
m(t) = D(t) (E(XO) —|—/ @(s)_lc(s)ds) ,
0
y es solucion de

4 () = D(t)m + c(t),
m(0) = E(Xj).

2. La matriz de covarianzas dada por L(s,t) = Cov(X(s),X(¢)) es
min(t,s)
L(s, t) = ®(s) (COV(XOaXO) +/O ‘I)(T)IE(T)E(T)T(‘I’(T)1)Td7”> o(t)",

y L es solucion de

9L (t) = D(L(t) + L()D(1)T + EW)E(®)T,
COV )(()7 Xo)



Capitulo 4

Filtro de Kalman

1. Estimador de minima varianza

1.1. Proyeccién ortogonal. En esta seccién, sea (2,U, P) un espacio de
probabilidad, x € L2(Q) y z € L2, ().

TEOREMA 4.1 (Proyeccién ortogonal). Sea H un espacio de Hilbert y M un
subespacio cerrado. Entonces, existen dos aplicaciones

Py :H— M, Py.:H-—M"
dnicas tales que para todo x € H, x = Py(x) + Pyyo(x). Estas cumplen que
||z — Par(2)[| = min{[|lz — m|| | m € M},
| = Py ()| = min{||lz —m|| | m € M+}
y son lineales y acotadas.

La demostracién de este teorema puede consultarse en [16, Theorem 12.4].

1.2. Estimador de minima varianza. La notacién MVE y BAMVE viene
inspirada por el trabajo [19].

DEFINICION 4.1. Una variable aleatoria x € L2(Q) es un estimador de minima
varianza (0 MVE) de x basado en z si

Ix — %[| = min{||x — A(z)|| | h: L7,(Q) = L7 ()}
PROPOSICION 4.2. Dada una aplicacién h: L2,(Q) — L2(Q) cualquiera, esta
cumple que (x — E(x|z), h(z)) = 0.
DEMOSTRACION. Por la proposicién 2.8, se sigue que
(E(x|2), h(2)) = E(h(2)" E(xl2)) = B(E(h(z)"x2)) = E(h(2)"x) = (x,h(2)). O
El siguiente teorema se puede encontrar en [5, Theorem 3.2].

TEOREMA 4.3. El MVE de x basado en z es E(x|z).

DEMOSTRACION. Por el teorema de Pitdgoras, dada g: L2, (Q) — L2(f2) una
aplicacién cualquiera, aplicando el teorema 4.2 a h(-) := E(x|-) — g(-),
Ix = g(@)|* =[x — E(x|2)||” + [| E(x|2) — g(2)||* = [|x — E(x|2)|]*.
Esto muestra que g(z) = F(x|z) es un MVE, y cualquier otro es este c.s. O

1.3. Estimador afin de minima varianza.

DEFINICION 4.2. Sea S un subespacio de aplicaciones medibles entre R™ vy
R™ tal que el espacio S(z) := {f(z) | f € S} de S-estimadores basados en z es
un subespacio cerrado de L2(Q2). El mejor S-MVE basado en z es la proyeccién
ortogonal X de x en §(z). Si S es el conjunto de transformaciones afines de R™ en
R™ entonces tal estimador es el mejor estimador afin de minima varianza para x
basado en z (BAMVE).

29
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Considerando z = (z] ...z} )7, las definiciones anteriores se pueden ajustar
para definir el concepto de mejor estimador afin de minima varianza para x basado
en varias variables zy, ..., 7.

Como no siempre es posible calcular el MVE, se recurre al BAMVE, que es mas
sencillo. Para ello, necesitamos el concepto de la pseudoinversa, una generalizacion
de la matriz inversa para matrices no invertibles que permite expresar de modo
sencillo la solucién por minimos cuadrados de sistemas de ecuaciones lineales.

DEFINICION 4.3. Dada A € M,,x,(C), se llama pseudoinversa (de Moore-
Penrose) de A a cualquier matriz A% € M, (C) que cumpla:

1. AA#A = A.

2. A*AA* = A*,
3. (AA#)* = AA#,
4. (A#A)* = A# A,

Aqui A* denota la conjugada de la transpuesta de A.

Su existencia y unicidad queda justificada en [20, Theorem 12.11 y Theorem
12.9] (también conviene consultar [21, Sec. 7.7]). Generaliza a la inversa, pues si A
es invertible, entonces A% = A~!. Notemos que (A%#)* es la pseudoinversa de A*.

DEFINICION 4.4. Dada A € Myyn(C) y b € C™, una solucidn por minimos
cuadrados del sistema AX = b es un Xy € C™ tal que para todo X € C™,

[Ib — AXo|| < [[b— AX]|.

El siguiente teorema puede encontrarse en [21, Theorem 7.7.1]. Por col(A) nos
referimos al subespacio de columnas de A.

TEOREMA 4.4. Sea A € Myxn(C) yb e C™. Si Xg = A%b, entonces el vector:

1. AXy es la proyeccion ortogonal de b sobre col(A).
2. Xo es la solucion de AX = b por minimos cuadrados de norma minima.

DEMOSTRACION. (1): Claramente AA#b € col(A), y

(b— AA#D, AX) = (b— AATD)*AX = b*"AX — V" AATFAX = b*AX — b*AX = 0.

Esto prueba que b — AA#b € col(A)*. Para (2), por el teorema de Pitdgoras,
16— AX[[* = ||b — AATD|* + [|A(AFD - X)||* > []b— AAFD|%,
por lo que AA#b es solucién por minimos cuadrados. Si Yj es otra, entonces
[Ib— AYo|12 = [Jb— AA*BI? + [ A(A%D — Yo) P,

luego AA#b — AY, = 0. Desarrollamos la expresion

(A%h, Yy — A%D) = (A7b)* (Yo — A7D) = b*(A#)* A*(AT)* (Y, — ATD)

= b (A*)* (A% A)* (Yo — A#Db) = b* (A#)* A* A(Yy — A%D) = 0.

Asi, por el Teorema de Pitagoras, ||Yo||? = ||Yo — A%b||? +||A¥b||? > ||A#b]||?, con
igualdad si y solo si Yy = A#b. O

Los siguientes resultados sobre el BAMVE aparecen en [5, Sec. 5.2].
TEOREMA 4.5. Un BAMVE de x basado en z es
E'(x | 2) := B(x) + Px P (z — E(2)).

Cualquier otro se diferencia de este en B(z — E(z)) para alguna matriz B tal que
B(z — E(z)) =0 c.s. Ademds, Cov(x — E*(x|z)) = Py — PX’ZPZ#PXTJ.
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DEMOSTRACION. Toda aplicacién afin puede darse como g(z) = A(z — Zz) + b.
Por el teorema de Pitagoras, la expresion que queremos minimizar es

Ix = g(@)|* =lx =X = A(z = 2)|] + [[X — bl|* > [|[x - X~ Az~ )],

ya que (X — b,x —X) = (X — b,z — z) = 0. Por tanto, debe cumplirse que b = X.
Cambiando x por x—X y z por z—Z, podemos asumir que X = 0 y z = 0 y debemos
encontrar una A que minimice ||x — Az||. Denotando las covarianzas por P,

||x — Az||? = traza((x — Az)(x — Az)T)
= traza(Px) — 2traza(AP, ) + traza( AP, AT).

Para continuar, necesitamos probar que PZPZ"EPZ’x = P, x. Esto es obvio si P,
es invertible, pero debemos justificarlo en general. Si u es un vector de modo que
u’ P, = 0, entonces u’ P,u = 0, luego uZzz7u = 0 y u’z = 0 c.s. Por lo tanto,
u'P,x = 0y col(P,)* C col(P,x)*. En consecuencia, las columnas de P, x son
combinacién lineal de las de P,. Ahora basta aplicar que PZPZ#PZ = P,.

Sea ahora a(A) := —2traza(AP, x) + traza(AP,AT). Debido a que P, es semi-
definida positiva y a las propiedades de la pseudoinversa,

(8) 0 < traza((A — Pe P )P(A— PeoPF)T)
= traza(AP,AT) — 2 traza(APz(Pf)TP,Zz) + traza(Px,sz#Pz(Pf)TP,Zz)
= traza(AP,AT) — 2traza(AP,P¥ P, ) + traza(PxJPZ#PXTJ)
= traza(AP,AT) — 2traza(AP, ) + traza(nysz#P,Zz)
=a(A) + traza(Px’sz#P,Zz).

Por tanto, las matrices A que minimizan ||x — Az|| son las que minimizan «a(A)
o, equivalentemente, la expresién traza(BP,BT), con B = A — Py, P .

Como Py P} lo hace, g(z) = X + Py P} (z — Z) es una posibilidad para el
BAMVE. Ahora bien, entonces traza(BP,B”) = 0. En tal caso, B(z — z) = 0 c.s.
yX+ Az —2) =X+ Px P} (z—2)+ B(z — 7).

El célculo de Cov(x — E(x|z)) es sencillo y se omite. O

TEOREMA 4.6. Sean X y z1, ...,z variables aleatorias en R™ y R™ ... R™*
respectivamente. Si para todo i # j, Cov(z;,z;) =0, entonces

)

k
E'(X|z1,...,2) = Y E'(x|zi) — (k — DX.
1=0

DEMOSTRACION. Sea z:= (zf ...z]). Se cumple que
Ef(X|z1,...,21) = E(X|z) =X + Py, P (2 — %)
Pz#f 71 — 71

X+ (Payzy - Pxzy) :
Pz#,c Zi — Zf
k

k
+ ZPX,ZiPz#f(Zi —2;) = ZEZ(X|Zi) -(k=-1x. O
1=1 =0

X

Recalcamos la propiedad de ortogonalidad que caracteriza a E¢(x|z).

TEOREMA 4.7 (Proyeccién). Sean x y z variables aleatorias en R™ y R™, res-
pectivamente. El error X = x — E*(x|z) cumple que xzT = 0. De hecho:
1. Si(x— Az —b)zT =0 yx — Az — b= 0, entonces Ax + b= E*(x|z) c.s.
2. Si ademds P, es invertible, entonces Ax + b = E*(x|z).
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DEMOSTRACION. Desarrollando la expresién con el valor del BAMVE,

(X — PeoPf (2 —7) — %)z = (x — X)2T — Py, Pl (z — 2)27
:Px,z*Px,sz#Pz:Px,z*Px,z:O-
Six — Az — b =0, entonces b = X— Az, luego Az+b =X+ A(z—2Z). Si ademds

(x — Az — b)z" = 0, entonces (x — X — A(z — z))zT = 0, por lo que Px ,— AP, = 0.
Asf, B = A — Py P} cumple que A = Py, P} + B y por tanto

Pyn = AP, = Py ,P¥P, + BP, = Py, + BP,,

es decir, BP, = 0. En tal caso B(z —Z) = 0 c.s. y, por tanto,
9) Az +b=X+ (B+ Py, Pf)(z—7) = E*(x|z) cs. O

Si z = 0, entonces toda A cumple (x — Az —X)zT =0y x — Az —X = 0, por
lo que se necesitan condiciones adicionales en z para que A quede determinada.

La interpretacién geométrica es la natural. Consideramos en L2(€2) el subes-
pacio §(z) = {4z +b | A € My,xm(R),b € R"} de estimadores afines basados en
z. El estimador afin més cercano a x (el de menor error cuadrdtico medio) es la
proyeccién ortogonal de x en S(z). Como

S(z) = {A(z—2) | A€ Mpym(R)} L {b|beR"}

y la proyeccién de x en {b | b € R™} es X, entonces basta encontrar la proyeccién de
x—Xen {A(x—X) | A € Mpxm(R)}. Dado un Ay vélido, este cumple que, para
todo A, (x —X — Ayg(z — z), A(z — Z)) = 0, o equivalentemente Px , — AgP, = 0.
Esto ocurre si y solo si Ag = Px,sz# + B con B(z—%)=0c.s.

2. Filtro de Kalman discreto

Ampliamos el planteamiento del primer capitulo. Permitimos que el ruido tenga
correlacion, aparezca multiplicado por una matriz determinista y se le sume a la
dindmica una influencia externa I'yu; conocida, que refleja el control ejercido al
sistema. Es el tinico vector determinista; incluso el estado inicial xg es aleatorio,
pues puede haber incertidumbre sobre su valor. Nuestra exposicién sigue [5, Sec.
5.4].

Las ecuaciones del sistema son:

1. Modelo de la dindamica:

(10) Xpt+1 = Fpxp + Teug + Gpwy, k> 0.
2. Modelo de la medicion:
(11) 7z, = Hipxp + v, k>0.

Todas las hipdtesis que suponemos quedan aqui recogidas:

1. Del estado inicial xg conocemos su media Xy y su matriz de covarianzas
Py, = Cov(xg).

2. Del ruido wy y v conocemos su media Wi = 0 y Vi = 0, y la matriz de
covarianzas de su distribuciéon conjunta

Wr\ _ Py w Pwyv, _ Qr Sk
Cov (Vl> B (kavwl, ka,vl o 5k7l Sg Ry /-

3. Ry es invertible.

x¢ es independiente de (W}, vi

5. P;, es invertible, donde z; := zj — Ee(zk|Zk,1) y consideramos las obser-
vaciones Zj = (zl,...,z} )7 hasta el momento k, con Z_; = 0.

>

).
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r | Longi Al ri - .
Vecto ongitud eat’o o Matriz | Orden | Aleatoria
X n Si
Fy, nxXn No
ug l No
, Ty nxl No
Wy, r Si
” m g Gy nxr No
k , Hy, mxn No
Vi P Si

CUADRO 1. Vectores y matrices del modelo.

Un posible filtro podria abordar el cdlculo del MVE de x;, basado en Zy, pero
hemos de rebajar las expectativas y considerar el BAMVE x;;. en su lugar.
Usaremos la siguiente notacién para los estimadores, errores y covarianzas in-
volucrados en el siguiente teorema:
Ko = B (xi | Z1),
Xkl = Xk — Xg|ks
Pk\k = P;(k = COV(ik|k),
X1k = B %41/ Zk),
Xkt1k = Xk+1 = Xk41 — Xk 1)k
Priak = Prphp = Cov(Xpyapp),
21k = B (2x41] Z0),
Ziq1|k = Zk+1 = Zk+1 — Zpi1jk-
TEOREMA 4.8 (Algoritmo de Kalman). El BAMVE Xy, para el sistema de
(10) y (11) puede calcularse recursivamente con el siguiente procedimiento:

1. Inicializacién: Xg|o := Xo y Pojo := Px,-
2. Etapa de prediccion:

Kit1jp = (Fr — GrSkRy  Hy)Xi i + GRSk Ry 'z + Ty,
Pk = (Fy — GuSkRy " Hy) Py (Fyy — G Sk Ry, " Hy)™
+ Gr(Qr — SkR;'SE)GT.
3. Etapa de estimacién (o actualizacién):
Ki1 = Py (Hiep1 Py Hi oy + Rien) 7,
K141 = X1k + K1 (Zerr — Hep1Xpq1 k)
Piiijpt1 = (I — Kiy1 Hiy1)Prgaie-
La matriz K41 se llama ganancia de Kalman.

DEMOSTRACION. En primer lugar observamos que de las hipétesis del modelo
podemos deducir que para todo k € N,

(12) Pow, =0, Pqv, =0, 1€{0,1,... k}.
De igual modo,
(13) le,wk :0; le,vk :Oa le{071a7k_1}

No descartamos, sin embargo, correlacion entre z; y v, ni entre z; y wy

Vamos a calcular el estimador X1, para xxi1 basado en Zj. El principal
problema en este célculo es la correlacion que pueden presentar wy y zj. Por eso
vamos a cambiar wy, por otra variable w}, := wj, — Bvy, eligiendo B adecuadamente
para que su covarianza se anule, es decir,

0 = Cov(wy, — Bvy,zi) = Cov(wy,z) — B Cov(vy, z)
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= Cov(wyg,vy) — B Cov(vy,vE) = S, — BRg.
Por tanto, basta tomar B = Slezl. Despejando wy, en esta expresién y vy en
el modelo de la medicién, obtenemos la expresién para la dindmica
(14) xp41 = (Fy — GpSe Ry, " Hy)xp, + Grpwi, + Ty, + GLSi R}, 'z,
Usando la linealidad en la primera componente de E* obtenemos
Xir1pk = B (xps1] Z)
= (Fy — GrSpRy " Hi) %y + GREY(WR| Z5) + Tiwg + G Sk R;, 'z,
= (Fy — GrSpRy " Hi) %y + GuSu Ry, 'z, + Ty

ya que wj y Z, son incorreladas, z;, es constante cuando se condiciona respecto de
Z}, y la media de wy, es nula.
Ahora calculamos la estimacion Xy, 1)1 a partir de la prediccién X1, Como

Zis1 = {Z0, ... Zks1} ¥ Zps1 generan el mismo subespacio, B (Xpy1|Zp41) =
EY(xp11|Zk41)- La ventaja de Zj41 es que sus variables son incorreladas y con
media nula. Asi, gracias al teorema 4.6,

Rt 1ot = B (Kng1|Zrs1) = B (Xpg1| Z41)
(15) = E'(xp41|Zx) + B (%41 |Z41) — Ria

— % #
—_ Xk+1|k + ka+1,2k+1p zk)+1'

Zht1
Esto nos muestra que para deducir una férmula para Xy 1|x41 debemos desviarnos
un momento y llevar cuenta de ciertas matrices de covarianzas. Partimos de

Zi1 = Zhy1 — Zi1 e = (He1Xpg1 + Vir1) — HepaXgg1 e = Hep1Xer1 + Vegrs

Como no hay correlacién entre Xx11 y Vii1 ni entre Z5 y viy1, tampoco la
hay entre X411 y Vi1, 10 que a la vista de (2) nos dice que

(16) Pik-+1 = Hk+1pik+1Hg+1 + Rk+1

y que, como Cov(Xpi1,Zx) =0,

(17) ka+1,ik+1 = ka,+1,Hk+15<k+1+Vk+1 = ka+1,ik+1Hg+1 = Pik+1Hg+1'
Sustituyendo (16) y (17) en (15) llegamos a
(18)  Riyrhtr = Ripape + Proys By (Hin Pryy iy + Ri1) #2540

La ganancia de Kalman es la matriz
Kit1 = Prop il (Hena P Hi oy 4 Rig) ™
Como Zy41 = Zg11 — Hpy1Xp41)%, podemos reescribir (18) como
Xt 1lht1 = Xer1k T Kit1(Zrs1 — Hep1Xe11)8)
= (I = K1 Hpp1jp) Xy 1k + Kir 12541

Para actualizar las covarianzas primero debemos obtener Py qx41 a partir
de Pk Puesto que Xgx11 — Xpq1jpe = (Xi41 — Xpg1jr+1) + Kry12Zx41 y ambos
sumandos son incorrelados por la proposicién 4.2, entonces, por (16),

Piiipe = Prgajpsr + Kepr (Hrer Propa e Hiyy + R K
=Pipippn + K1 Hio1 Py = Prpjerr + Kot He 1 Prgages

donde en la pentltima igualdad hemos usado la propiedad (2) de la pseudoinversa
y que la matriz Hk+1Pk+1\ng+1 + Rj+1 es simétrica. Asi,

Priipprr = (I = Ky 1 Hi1)Pryre
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Solo queda encontrar la férmula que expresa Py, en términos de Py . Vol-
viendo a usar las variables wj, a partir de (14) se tiene que

(19) Xp+1 — X1k = (F — GeSeRy, "Hy) (% — %ppx) + Gewy.

Tomando matrices de covarianzas,

Priip = (Fr — GrSiRy " Hi) Py (Fr — GrSkRy "Hi) " + Ge(Qr — SkRy ' S{)GE-
ya que Cov(w$) = Q — SlezlSkT y W, no estd correlada con xj ni con Xy, [

Observamos que si S, = 0, las férmulas se simplifican notablemente.

EJEMPLO 4.1. Supongamos que s es la posicién de un tren en movimiento a
lo largo de un carril. En nuestro modelo, su velocidad es constante y podemos
controlar su aceleracion usando unos frenos. En cada momento tan solo nos llegan
mediciones de su posiciéon. Podemos escribir el sistema como, para k > 0,

()= (2 () (8 o
=1 0) (3) v

En este caso, la variable de estado es x = (s,$)”, compuesta por la posicién
del tren y su velocidad. El vector de control es u = (§;), compuesto por la acelera-
cién, que es determinista. La medicién es unidimensional. Tomamos At = 1 y no
ejercemos control sobre el sistema.

Suponemos que en cada etapa se mantienen las covarianzas

2
Q:<58 282>, R = (200%), 5=<8>~

En la dindmica, la desviacion estandar del ruido en la posicién es de 50 unidades, y
en la velocidad, de 20. Las componentes del ruido estan incorreladas. En la medicién,
la desviacién estandar del ruido en la posicion es de 200 unidades. Esto es mucho
ruido. En este caso, nos fiamos maés de la dindmica que de las mediciones.

Para completar la informacién necesaria, tomamos la prediccién inicial

N 0 520
X0 = (100) ) Pxo - (O 12) .

Basta esta informacion para poner en marcha el filtro de Kalman. Podemos ver
su ejecucién en la figura 1. Se acerca mas a la trayectoria real que las mediciones,
pero no tira ningtn dato a la basura; por muy ruidosas que sean, las tiene en cuenta
en cada etapa e influencian su estimacion.

COROLARIO 4.9. Si las variables aleatorias wy y vy, del teorema 4.8 son ademds
gaussianas independientes y xg es o bien determinista o bien gaussiano, entonces
el MVE es gaussiano, satisface las relaciones del teorema y

Xt 1|2k ~ N Xtk Prgajr),
Xt 1|1 Zr1 ~ N Xig1 ko1 Prgajis1)-
En este sentido, puede verse una explicacién intuitiva en [22].
Por limitaciones de espacio no podemos entrar en el andlisis de la estabilidad

del filtro de Kalman, pero durante la preparacién de este trabajo hemos consultado
la tesis [19] donde este aspecto se trata de un modo muy riguroso.
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FiGUuRA 1. Posicién s del ejemplo 4.1 actualizada para las prime-
ras 20 etapas. Dindmica real en linea discontinua azul, mediciones
en rombo azul, predicciones en circulo negro y estimaciones en
tridangulo verde unidas por linea discontinua.

3. Filtro de Kalman discreto extendido
En este caso el sistema es discreto, pero no necesariamente lineal:
Xpt1 = fr(Xky Wi),
Zp — hk(Xk,Vk).
Esta vez las hipotesis son:

1. wy es ruido con estadistica hasta segundo orden conocida (media nula y
covarianza Qi) y E(wix]) =0sij € {0,1,...,k}.

2. v es ruido con estadistica hasta segundo orden conocida (media nula y
covarianza Ry) y E(vkw?) =0, E(vkxf) =0sij€{0,1,...,k}.

3. Xo es una variable aleatoria con estadistica hasta segundo orden conocida
(media Xg y covarianza Pk, ).

Por sencillez, nos restringimos al caso en que no hay correlacién entre los ruidos.
Esto corresponde a S = 0 en las férmulas del filtro de Kalman discreto. Nueva-
mente el problema es encontrar el BAMVE para xj basado en Zj junto con la
matriz de covarianzas del error de la estimacion.

Tomamos una trayectoria de referencia o trayectoria nominal

xo €R", xp., = fr(x3,0), k>0
Consideramos dos procesos asociados
O = Xj, — Xp,
Vi = Z — hk(Xz,O).

4% mide la desviacién de la trayectoria real de la de referencia. Cuando la frecuencia
de muestreo sea alta, quedard limitada a un pequeno entorno de 0. vy nos da el
desajuste entre la medicién real y la de la trayectoria de referencia.
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Aproximamos las funciones por la parte afin de su desarrollo de Taylor

fk(Xk,Wk) ~ fk(XZ,O) + Fk(Xk — XZ) + kalm
hk(xk,vk) ~ hk(Xz, 0) + Hk(Xk — XZ) + Ligvy,

en el punto de la trayectoria de referencia, donde

Fy, = Dx|(xz,0) fx Gy = Dw|(x:.0) k>
Hy, = Dx|(xz 0yl Ly = Dy|(xz 0yl

Esto nos proporciona una aproximacion lineal para

(20) Ok+1 = Fiop + Grwy,
(21) v ~ Hpb0, + Livy.

Podemos aplicar el filtro de Kalman a este modelo aproximado para lograr una
estimacién del error dy);, junto con la matriz de covarianza Py, y considerar

X1k = Xpo1 T Oppiis
Xt 1|41 = Xpg1 T Okg1|ht1-
Ast Xp11 = Xpg1h+1 = Okt — Oppifhg1 Y Xkl — Xpg1jk = Oky1 — Opq1)p tienen
como matrices de covarianzas Py 1jx11 y Pry1) respectivamente.
Aunque la trayectoria de referencia es 1til para el planteamiento, queda deter-
minada desde el inicio. Esto no tiene sentido porque el ruido la separara mucho de

la real. Es preferible ir incorporando las predicciones y estimaciones segun vayan
llegando, tal y como hace el filtro de Kalman discreto extendido, que resumimos:

1. Inicializacion: Xoo := Xo y Pojo := Px,-
2. FEtapa de prediccion:
Fi = Dx(x,,0) [k
Gr = Dyw|(zy.0) frs
Xtk = JrXik, 0),
Piiipk = Pyl + GLQuGL.
Notemos que como prediccién se toma simplemente el punto que nos sugiere
la nueva trayectoria de referencia recalculada a partir de ¢ con las funciones

linealizadas en la tltima estimacion (Xgx,0).
3. Etapa de estimacion (o actualizacion):

Hyy1 = Dx|(xyy110,0) k41,
Lit1 = Dol (x4 110,00 Pt 15
Kis1 =P Hl (Hea Prop e Hyy + Liga Repn L, )7,
Xt 1)kt1 = Xep1e T Kir1(Zra1 — her1(Xeg1r, 0)),
Priipprr = (I = Ky 1 He1)Prype
Notemos que, puesto que se dispone de la prediccién para el nuevo estado,

la aplicacién hg41 que describe la medicién esperada en el momento k + 1
se linealiza en (Xj41|x,0).

El desempeno del filtro de Kalman extendido depende de la covarianza del ruido,
la inicializacién y especialmente lo buena que sea la aproximacién de Taylor.
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4. Filtro de Kalman-Bucy

El filtro de Kalman-Bucy es la version continua del filtro de Kalman. Como el
tratamiento del ruido es mucho mas complejo en este caso, conviene usar el lenguaje
de los procesos de Wiener y las ecuaciones diferenciales estocésticas. El interés para
el problema del siguiente capitulo se concentra inicamente en la ecuacién diferencial
de Riccati para la covarianza, recogida en el teorema 4.19.

4.1. Procesos de Wiener generales. Este apartado sigue las referencias
[23, Cap. 4] y [18].

DEFINICION 4.5. Un proceso estocéstico gaussiano W(+) es un proceso de Wie-
ner n-dimensional general parametrizado por [0, T si

(22) EW()) =0, Cov(W(s),W(t)) = / B(u)du, 0<s<t<T,

0
donde B: [0,7] — My xn(R) es una aplicacién continua tal que B(t) es simétrica
y semidefinida positiva para todo t € T

Un proceso de Wiener estdndar 1-dimensional corresponde a B(u) = 1, para asf
recuperar Cov(W (s), W(t)) = min(s,t). En general, B permite incorporar ruidos
gaussianos no necesariamente blancos.

El siguiente resultado deja mas claro el papel de los procesos generales.

TEOREMA 4.10. Sea WO(-) un proceso de Wiener estindar n-dimensional. Se
tiene que W(-) es un proceso de Wiener general n-dimensional si y solo si existe
una aplicacion Q: [0, T] = Mpxn(R) continua tal que

W(t) = / Q(u)dW°(u), € [0,T].

Por tanto, es un proceso con diferencial estocéstico dW (t) = Q(t)dWP(t) y lo
podemos usar en ecuaciones diferenciales estocésticas.

4.2. Sistemas dinamicos continuos. La versién continua de un sistema
dindmico discreto es la solucién de una ecuacién diferencial estocéastica

(23) dX = (c(t) + D(t)X)dt + dW,
X(0) = Xo.

Las observaciones también vienen dadas por una ecuacion diferencial estocasti-
ca. En su version integral, se considera una observacion parcial acumulativa

(24) Z(t) = /Ot H(u)X (u)du + dW*, 0<t<T,

con H: [0,T] = M,xn(R) continua y W*(-) un proceso de Wiener m-dimensional
independiente de W ().
DEFINICION 4.6. La parte estocdstica de un proceso estocéstico X(-) es
X (t) = X(t) = BE(X(?)),
mientras que E(X(t)) es su parte determinista.

A partir de (23) se puede obtener una ecuacién integral para X,.

TEOREMA 4.11. La parte estocdstica X, de X satisface que

Xe(t) =Xeo + </0tD(S)Xe(s)ds> +W(), te]0,7T),
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con X0 = Xo — E(Xy). En este caso la solucidn es unica c.s. y viene dada por

X, (1) = (1) (Xeo + f§ B(s) " aW(s) )
(25) dd(t) = D(t)®(t)dt,
o(0) = I.

Ademds, la matriz Cov(X(s), X(t)) = Cov(X¢(s), Xe(t)) se puede expresar como

Cov(Xe(s),Xc(t)) = ®(s) (E(Xe_,OXZ:O) + /S q)l(u)B(u)(@(u)l)Tdu) (I)(S)T

0
cuando 0 < s <t <T. Por tanto, L(t) = Cov(Xc(t), Xc(t)) es solucidn de
)

{$L<t>=D<> () + L(OD®T + B(1),

(26) L(0) = E(Xe,oxe,0)~

La demostracién se encuentra en [23, Teorema 3.5]. (25) es consecuencia in-
mediata del teorema 3.9 y (26) es sencilla de obtener, aunque se puede apelar al
teorema 3.11; lo mismo para la covarianza si se usa la siguiente versién de la iso-
metria de [t0.

TEOREMA 4.12. Sean F,G: [0,t] = M, xn(R) aplicaciones continuas. Cuando
0<s<t<T, setiene que

E (/OSF(u)dW(u) (/OtG(v)dW(v)>T> _ /OSF(u)B(u)G(u)Tdu.

4.3. El estimador de Kalman-Bucy. En este capitulo, sea H(Z.,t) la
clausura' en L2(€2) del espacio vectorial generado por las componentes Z*(s) para
ke {1,2,...,m} y s € [0,t]. De modo andlogo al caso discreto, el estimador de
Kalman-Bucy es el proceso X, = (X'El, e ,X:')T que para todo t € [0,T] cumple

E((Xf(t) - Xf(t))2) = TEIIFIl(l,%e,t) E((Xf(t) - T)Q)ﬂ ke {17 2,..., n}

Afiadiendo E(X(t)) a X.(t) obtenemos la mejor aproximacién por minimos cua-
drados de X condicionada a las observaciones parciales acumuladas.

A partir de ahora prescindiremos del subindice e, suponiendo medias nulas.
Asumiremos que la matriz B*(-) asociada a W™ es simétrica definida positiva para
todo t € [0, T]. Nuestro objetivo es describir X.

4.4. El estimador de Kalman-Bucy como proyeccién ortogonal. Pri-
mero debemos caracterizar los elementos de H(Z,t).

TEOREMA 4.13. T € H(Z,t) si y solo si existe una funcidn f: [0,t] = R™ en

L2([0,t]) tal que
- / F()7dz(s)

Ademds, dado YT € H(Z,t), la funcidn f es dnica c.t.p.

La demostracién se encuentra en [23, Teorema 4.11].
Dado que la observacién satisface (24), Z es solucién de la ecuacién

dZ(s) = H(s)X(s)ds + dW*(s),

por lo que, en términos de procesos de Wiener, la funcién Y(t) del teorema 4.13 es
t
/ f(s)TdZ(s / f(s)TH(s)X(s)ds +/ fEAW*(s).
0

1E5ta clausura no solo es lineal sino también topoldgica.
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H(Z,t) es un subespacio cerrado de L2(€2). Como X*(t) es la k-ésima compo-
nente de X(#) si y solo si es la proyeccién ortogonal de X*(t) sobre H(Z,t), por el
teorema 4.1, X* existe y es tinica. Lo resumimos en el siguiente resultado.

PROPOSICION 4.14. Tomamos el complemento ortogonal H(Z,t)* en L2(€).

1. El estimador de Kalman-Bucy X para X es unico c.t.p.
2. El proceso X es el estimador de Kalman-Bucy para X si y solo si para todo
tel0,T] yke{l,2,...,n},

Xi(t) € H(Z,t), X*(t)—X*(t) e H(Z,t)*.
Equivalentemente, T = X*(t) minimiza || X*(t) — Y| entre los T € H(Z,t).
Por el teorema 4.13 y la ortogonalidad concluimos el siguiente resultado.
TEOREMA 4.15. Un proceso estocdstico X es el estimador de Kalman-Bucy

para X si y solo si cumple que, para la observacion parcial acumulativa Z:

1. X se puede expresar como
t
X(#) :/ K(t,5)dZ(s), € [0,T],
0

donde las entradas de K estdn en L2([0,1]).
2. Se satisfacen las ecuaciones de Wiener-Hopf:

E(X(t)Z(s)T) = EX(1)Z(s)T), 0<s<t<T.

TEOREMA 4.16. Un proceso estocdstico X es el estimador de Kalman-Bucy si
y solo si X se puede escribir como
t
X(t) = [ K(t,u)dZ(u),
0
donde las entradas de K estdn en L2([0,t]) y, tomando R(u) = H(u)X(u),

K(t,s)B*(s) + /Ot K(t,u)E (Ru)R(s)")du=E (X(t)R(s)"), 0<s<t<T.

Hemos caracterizado la matriz K que proporciona el estimador de Kalman-
Bucy. El problema es que calcularla a partir de esta ecuacién no suele ser viable.
Por eso se adopta otro método similar al visto en el caso discreto, pero donde en
vez de ser independientes, las fases de prediccién y estimacién estan acopladas.

4.5. Calculo del estimador de Kalman-Bucy. Definimos el error de la
estimaciéon como X(t) := X(t) — X(t), y la matriz de covarianzas del error como

P(t)=E (X(t)X(t)T) .

Para el calculo de esta matriz puede usarse el proceso X y su estimador X, con
medias incluidas, en lugar de sus partes estocasticas. Como las componentes de
X(t) son ortogonales a H(Z,t) y X(t) € H(Z,t), entonces

P(t) = EX(6)X(t)").
Aparte de darnos informacién de la dispersién del error, determina a K(¢,t).
TEOREMA 4.17. Se tiene que K(t,t) = P()H(¢t)TB* ()~ .
Con la matriz K(t,t) ya podemos calcular el estimador.

PROPOSICION 4.18. El estimador de Kalman-Bucy X(t) cumple que

X(t) = /Ot K(s,s)dZ(s) +/

; (D(u) — K (u, u)H(u)) X (u)du.
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La expresién es similar a la que aparece en la fase de estimacién del caso
discreto. Todavia falta encontrar la matriz de covarianzas del error. Lo haremos
resolviendo la siguiente ecuacion diferencial.

TEOREMA 4.19. La matriz de covarianzas P(t) es la solucion de la ecuacion
diferencial de Riccati matricial

#P(t) =B(t) + Dt)P(t) + P(t)D(t)" — P(t)H(t)"B"(t) "H(t)P(t),
P(0) = E(XoX?).

5. Filtro de Kalman hibrido

En este apartado seguimos [3, Sec. 13.2.2]. En muchas aplicaciones practicas se
conoce una descripcién continua de la dindmica, pero solo se dispone de mediciones
en tiempo discreto. En tales casos se plantea una aproximacién hibrida: la estima-
cién se hace como en el filtro de Kalman discreto y la prediccién, como en el filtro
de Kalman-Bucy. Usaremos este método en el capitulo siguiente.

Se parte de un sistema dindmico con la formulacién

dX = (c(t) + D(t)X)dt + dW.

Para calcular la matriz de covarianzas del error en el momento tg1;, por el
teorema 4.19, debemos resolver la ecuacién diferencial

(27) %P =B+ DP +PD”, te |ty ti1)
con condicién inicial P ().

El término P(¢t)H(t)TB*(¢)"'H(#)P(¢) no se ha tenido en cuenta ya que entre
tr ¥ tg+1 no hay mas que una medicién, lo que puede interpretarse como que en
ese intervalo H(t) = 0. La matriz B proviene del movimiento de Wiener general
que corresponde al ruido de la ecuacién de la dindmica. La prediccién del estado se
realiza usando la ecuacién de la dindmica sin ruido dX = (c(t) + D(¢)X)dt.

La medicién Zj, en tiempo t; cumple que

Z, = HpXy + vi,
donde X = X(tg), vk es una sucesién de ruido gaussiano independiente de W (+)

y Cov(vy,vi) = 0k Rr. La estimacién en tiempo txy; se realizard a partir de la
prediccion y de la estimacién en tiempo ¢, mediante las férmulas del filtro discreto.






Capitulo 5

Seguimiento de la actitud

1. Actitud de un sdlido

La actitud de un sélido en movimiento es su orientacién con respecto a un
sistema de referencia inercial (es decir, que no estd acelerado). Su seguimiento es
relevante para la navegacién de vehiculos de tierra, mar, aire o espacio.

Este capitulo expone uno de los métodos descritos en [24] para el seguimiento
de la actitud de un sélido. Las observaciones las proporciona una IMU (unidad de
medicién inercial) que combinando acelerémetros (o magnetémetros) y giroscopios
registra su orientacién relativa al vector de gravedad y su velocidad angular. Asu-
mimos un movimiento suave, de forma que entre observaciones la velocidad angular
sea constante, tan solo afectada por perturbaciones accidentales que tratamos como
ruido aleatorio. Estimamos la actitud con un filtro de Kalman hibrido.

Describimos la actitud mediante el dlgebra de cuaternios, en particular la super-
ficie esférica S3. Esta parametrizacién de las rotaciones tridimensionales es continua
y carece de singularidades, pero plantea dos problemas:

1. Podemos definir variables aleatorias con valores en S3, que es un espacio
topoldgico y por tanto medible. Sin embargo, no queda claro cémo extender
el concepto de esperanza dentro de S3.

2. Las operaciones del filtro de Kalman no estdn disponibles en S, que no
estd cerrado ni por suma ni por producto por escalares.

La solucién adoptada en [24] es tratar S® como una variedad diferenciable y trabajar
con cartas. Como S2 es un grupo de Lie con el producto heredado de los cuaternios,
basta considerar una carta con centro en el elemento neutro y trasladarla para
obtener una carta con centro en cualquier otro elemento.

2. Cuaternios y rotaciones
El algebra real de cuaternios de Hamilton consta del espacio vectorial
H=Rl®Ri®Rj®d Rk

dotado de un producto R-bilineal que queda determinado por la tabla de multiplica-
cién del cuadro 1. Como algebra asociativa unitaria, los productos entre elementos
de la base se deducen de i% = j? = k% = ijk = —1.

Dado un cuaternio « = x¢l + x1i+ x2j + xsk cualquiera, su componente real es
x5 := Re(x) := xol y su componente imaginaria es €, := Im(x) := x1i+z2j+ zsk.

11|k
1115 |k
i[i]-1] k | -
J13 k| =11
K k| j | 1] -1

CUADRO 1. Producto entre los elementos de la base de H.

43
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El subespacio
Hy := Ri @ Rj & Rk
es el de los cuaternios imaginarios puros.

En H siempre consideraremos la base (1,1,j,k), y en Hy, la base (i,j,k). En
ambos espacios tomamos el producto escalar usual (-, -) y el producto vectorial usual
x con respecto a ellas. Las dos bases serén ortonormadas, por lo que xg = (x, 1),
x1 = (x, 1), ¢y = (x,]) y x3 = (x, k).

Reducimos la notaciéon identificando un vector & € H con sus coordenadas
(w0, 1,22, 23)T en R* =2 H, y un vector @, € Hy con sus coordenadas (x1, 2, 23)T
en R3 2 Hy. Asi, multiplicaremos libremente una matriz por un cuaternio.

Si tomamos otro cuaternio y = yol + y11 + y2j + ysk, el producto de ambos es

xy =(Toyo — T1Y1 — Tayo — T3y3)1
+ (zoy1 + T1y0 + T2ys — x3y2)i
+ (zoy2 — T1Y3 + T2Yo + T391)]
+ (zoys + z1y2 — T2y1 + z3y0) k.

Queda claro que el producto a izquierda por  y el producto a derecha por y
pueden expresarse como un producto matricial respecto de la base (i, j, k). Alterna-
tivamente, podemos descomponer el producto como

(28) ry = (Y, — (L0, Y,)) 1 + (BsY, + Yoo + Ty X Y,).
El producto vectorial es anticonmutativo, es decir, para todo x,,, y,, € Hy se cumple
que T, X Y, = —Y, X &, . Dado x, € Hy, la matriz coordenada del endomorfismo

lineal y, — ¢, X y, en Hy respecto de la base (i, j, k) es

0 —xs3 T2
[CBU]X = I3 0 —x1 |,
—x9 I 0
yelde z, — x, xy, es —[y,]. El conmutador de dos cuaternios es [z, y] := zy—y=x.
Como en (28) tan solo el producto vectorial no conmuta, se tiene que

1
7[may] =Ty X Y,y

2
Esta férmula permite extender el producto vectorial a H haciendo que
Ixzx=xx1=0, xecH
El centro del algebra de cuaternios es
ZH) :={x eH|Vy € H,zy = yx}.
PROPOSICION 5.1. Z(H) = R1.

DEMOSTRACION. Sea x € Z(H). Usamos que (1,1, j, k) es una base de H. Como
ix = xi, necesariamente ro = x3 = 0. Como jxr = xj, necesariamente z; = 0. Por
otro lado, todos los reales estan en el centro. O

El conjugado de un cuaternio x es
T = 1’01 — I‘li — IEgj — ng.

PROPOSICION 5.2. La conjugacién es una involucion, esto es, una aplicacion
lineal que para todo =,y € H cumple que T =x y que TY =y .

DEMOSTRACION. La linealidad y la primera propiedad se tienen directamente.
Basta probar la segunda para los elementos de la base. Si los dos son iguales o
alguno es 1, es trivial. Si no, se sigue por la tabla del producto. O
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Asociadas a cualquier cuaternio @ podemos definir su traza t(x) y una forma
cuadratica n(x) (a menudo llamada norma, lo que puede causar ambigiiedad):

t(x) = 2(1,x) = 229, n(x):= ||zl:||2 = (x,x) = x(z) + x% + m% + x%

PROPOSICION 5.3. Dados x,y,z € H, se tiene que:

1. t(z) == +T.

2. n(x) = zxT = Tx.

3. n(zy) = n(z)n(y).

4. Six # 0, entonces es invertible y x =1 = ﬁf Ademds, n(z~1) = n(lw).
5. 2 —t(x)x + n(x) =

6. (z,y) = 5(@y +Ya) = 5(aF + yT)

7. (Z.y) = (z,y).

8. (zz,y) = (x,y%2), (zz,y) = (v,Zy).

9. (xy,xz) = n(x){y, z) = (yx, zx).

DEMOSTRACION. (1) es directa. Para (2), descomponemos © = x4 + x,,, por lo
que T = x5 — x,. Como s € Z(H), x y T conmutan. Adem4s,
T = wz — a:i
=22 + 2 + o3+ 2+ rwa(if + §i) + zers(Gk + ki) + 2123(ki + ik)
y los tltimos tres sumandos se anulan. Con esto, es facil ver (3) y (5):
n(xy) = xyxTy = xyyg T = n(y)zx = n(x)n(y),
x® —t(x)x +n(x) = (x — t(x))x + n(z) = —Tx + Tx = 0.

Si & # 0, entonces n(x) # 0 y dividiendo en la ecuacién tenemos (4). Ademas,

1 =n(1) = n(xzz™!) = n(z)n(x!). Como el producto escalar usual es la forma
bilineal asociada a la forma cuadratica n, a partir de la relacién (z,y) = % (n(z +

y) — n(x) — n(y)) podemos obtener que

(x,y) = % ((w+y)(w+y) - wf—y?) = %(@H?-’v%

(x,y) = % ((-’v +y)(xz+y) - Tz —?y) = %(f@ﬂ/ﬂ

y se tiene (6). Con esta expresion, es facil ver (7) y (8):
1

@9) = 5 @Y+ %) = 3 @7+ v7) = (@.9),

1 1

(@2,y) = S (227 + yTZ) = ;(2yZ + Y= 7T) = (z, yZ),

donde la segunda igualdad de (8) es andloga, y (9) se deduce de ambas. t

Notemos que si n(z) = 1, entonces x 1 = .

La adjuncién (o aplicacion adjunta) por & # 0 es la aplicacién

Ad,: H — H

Yy = :cya:_l.

PROPOSICION 5.4. Para cualquier 0 # x € H, la aplicacion Ady: Ho — Hy
induce, por restriccion, una isometria.

DEMOSTRACION. Claramente Ad, es inyectiva. Veamos que Adg(Hy) = Hy,
por lo que la aplicacién esté bien definida y es suprayectiva. Por la relacién

(Ad(y),1) = (wyz ™" zz™") = n(a)n(z™)(y, 1) = (y,1),
tenemos que y € Hy si y solo si Adg(y) € Hy. Si y € Hy, tenemos que

n(Adg(y)) = n(ewyz ") = n(z)n(y)n(z~") = n(y),
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por lo que Ad, es una isometria. O

De aqui en adelante siempre trabajaremos con la restricciéon de Ad, a Hy.

En cualquier caso, Adgq, = Adg, si y solo si q1 = rqo para cierto r € R.
Cambiando q; por (1/n(q1)) 'qi, que tiene norma 1, para operar con estas isome-
trias podemos restringirnos a los cuaternios de norma 1, que forman la 3-esfera.

TEOREMA 5.5. Sean S3 := {q € H | n(q) = 1} la 3-esfera en H y q1,q2 € S3:

1. Adg, = Adq, siy solo si q1 = £qo.
2. Adq, 0cAdg, = Adq,q.-
3. Siqe S3\ {£1}, este se puede escribir de forma tinica como
@ e
q= COS(2) +51n(2)
con o € (0,2m) y u € Hy un cuaternio imaginario de norma 1. Ademds
Adg es una rotacion de eje Ru con dngulo v en orientacion positiva.
4. La aplicacion

u

Ad: S* — SO(Hy)
q — Adg
es un epimorfismo de grupos con nicleo {+1}.

DEMOSTRACION. Para (1), sabemos que Adq, = Adg, siy solo si Qayt =7
para algin r € R. Como n(r) = 1, entonces r = +1, y ambos sirven.
Para (2), sea un « € Hy arbitrario. Entonces,

Adg, 0 Adg, () = q1qza; 'q; ' = (Q1q2)z(q192) ' = Adg,q, ().
Para (3), como q, # 0, podemos escribir q = Ag + Aju, con Ag = g5 € R1,
A = +/n(qy) >0y u=(y/n(q,) 'q, imaginario de norma 1. Como
1 =n(q) = n(qs) +n(qw) = n(lo) +n(Au) = A + A7,

existe cierto o € (0,27) tal que cos(§) = Ao y sin(§) = A1. Este estd univocamente
determinado y con él la parte imaginaria y u. Como q y u conmutan, dado Au con
A € R, Adg(Au) = Au. Asi, Adq fija a todo vector de Ru.

Completemos u hasta una base ortonormada (u, v, w) de Hy, donde w = u x
v = uw. Teniendo en cuenta que 0 = 2(u,v) = v + vu = —(uv + vu), y que al
ser imaginarios de norma uno, 0 = (uv)? + t(uv)uv + n(uwv) = (W)*+0+1y
entonces se cumple que v = uvu. Asi,

Adg(v) = (cos(2) +Sln(§)u)v(cos(§) —sm(2) u)

Q

= Cos (2 Yo+ COS(%) sin(%)(uv - vu) — sin?(= )Juvu
= (cos (%) —sin?(= 5 )) v+ (2 cos(—) sin( ) uv = cos(a)v + sin(a)w.

[\]

Del mismo modo, como —v = u X w = uw, Adq( ) = —sin(a)v + cos(a)w. Por
tanto, el movimiento es el descrito. Los resultados anteriores se resumen en (4). O

EJEMPLO 5.1. Para representar el giro en R3 de 120° segtin la recta que pasa
por el origen y el punto (1,1,1) =i+ j+ k usamos el cuaternio
mi+j+k 1
= LS 1 k
Q.= cos(y) +sin(3) U = S (144K
Comprobamos, por ejemplo, que Adq(i) = j, Adq(j) =k y Adg(k) =

Hemos visto que para componer rotaciones basta con multiplicar los cuaternios
que las representan. Esto agiliza las operaciones con muchas rotaciones.

ISiguiendo la mano derecha, respecto de la base (i, j,k). Si q = £1, @« = 0 y u no es tnico.
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©;0)
FIGURA 1. Situacion del modelo.

3. Velocidad angular

En esta seccién trabajamos con la geometria affn en Hy =2 R3. Dado un sistema
de referencia (C; C’) y un vector v, denotamos por “v sus coordenadas respecto de
la base C’. Dados dos puntos A y B, denotamos por &% el vector que los une. En
particular, sus coordenadas respecto de la base €’ son €45,

Consideramos un sistema de referencia euclideo (O; O’) que permanece inmévil;
es el inercial. Si ademds consideramos un sélido rigido en movimiento con centro
de masas B(t) y en él anclamos una base ortonormada B’(t), tenemos otro sistema
de referencia euclideo (B(t); B'(t)) en cada instante t € R.

Si en t = 0 ambas bases coinciden, entonces estan relacionadas en cada instante
mediante una rotacién. Asi, existe un cuaternio q(t) € S* de modo que

B/(t) = Adq(t) (O/)

Este describe la orientacién de B’(t) respecto a O'. La matriz coordenada
R(q(t)) de la rotacién Adq con la base O’ en el espacio de llegada y salida coincide
con la de cambio de coordenadas de la base B’(t) a O'. Para todo vector v,

“v = R(q) v,

donde a partir de ahora denotaremos B = B(t). Si S = S(t) es un punto del sélido,
su movimiento respecto del origen se descompone como

205 — 2OB | 2,BS.

Nos es irrelevante 98 relativo al movimiento del centro de masas. Nuestro interés
reside en B9, relativo al movimiento del punto. Como los puntos del sélido se
mueven junto con su base, las coordenadas v := Ba?S € Hj son constantes. Las
que cambian son YxP% = R(q) BxP? las relativas al origen, ya que q cambia.

Supongamos que el cuaternio q : R — S3 que relaciona las bases describe una
curva derivable, y ademéds al empezar las bases coinciden, es decir, q(0) = 1. Si en
t = 0 trasladamos el vector P al punto O, entonces

fl Hy — Hp
t — f(t) = Adq(t)(v)
refleja la rotacién de S respecto de B vista desde O, empezando en f(0) = wv.
Notemos que en todo momento © f = OxBS.
Como qq = 1, derivando, qq + qq = 0, por la bilinearidad del producto.
Definimos la velocidad angular o de rotacion como w := 2qq, pues
f = aqud+ quq = q (4o + vdq) G = Adg (4qv — vgq) = Adg (@ X v).

Debe cumplirse la ecuacién diferencial 2q = wq. Cuando w es una constante

no nula, q(t) = e2* es su solucién para la condicién inicial q(0) = 1. En este caso,
f describe la rotacién de v respecto del eje 7% con dngulo ¢||w||; de ahi el nombre.

llel]
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4. Modelo del sistema

El estado del modelo es x(t) = (q(t),w(t))”, donde:

1. El cuaternio q(t) € S3 describe la rotacién.
2. El cuaternio w(t) € Hy describe la velocidad angular.

Con todo lo visto hasta ahora, las ecuaciones del modelo de la dindmica son

o) La(t) = Sa(t)(?)
GFw(t) =W(t),

donde w(t) = (0,W(t))T es el ruido que afecta al sistema. W (t) ~ N(0,Q%) es

ruido blanco gaussiano con valores en Hy. Su matriz de covarianzas es

(30) an=(p ).

la misma en cada etapa.
Como el modelo no es lineal, necesitaremos el filtro de Kalman extendido.
Usamos como trayectoria de referencia a q*(t), la solucién del sistema
d *x 1, % *
w9 (t) = 3q" (H)w™,
(31) { ;

[ —
Ew —0,

donde w* es constante. El modelo se basa en elegir intervalos de tiempo tan pe-
quenos como para asumir que en ellos w se mantiene constante salvo ruido.
La observacién del modelo es z(t) = (a(t), b(t))”, donde:
1. El cuaternio a(t) € Hy recoge la informacion g(t) sobre la rotacién en forma
de gravedad o campo magnético. Vendrd dada respecto de (B, B’), por lo
que la convertiremos con R(q)? para tenerla respecto de (O, 0").
2. El cuaternio b(t) € Hy recoge la velocidad angular w().
Las ecuaciones del modelo de la medicién son

{a(t) = R(q(t))"(g(t) + ro(t)) +r1(t),
b(t) = w(t) +ra(t),

donde r1(t) y ra(t) son ruido y ro(t) es la correccién que g(t) necesita al estar
midiéndose en puntos distintos a O. Esta ultima puede tener media no nula. De-
finimos r = (ro(t),r1(¢),r2(t))T, r* = (E(r0),0,0)T y sus matrices de covarianza
Ro(t), R1(t) y R2(t), respectivamente. En realidad, el ruido que afecta a la medicién
es v(t) = (R(q(t))Tro(t) + r1(t),r2(t))T. y su matriz de covarianzas es

<R(Q*)TRO§(Q*) + R }%) _

(32)

b

5. La variedad S°
En esta seccién, M es un espacio topolégico.

DEFINICION 5.1. Una carta en M es un par (U, ¢y) donde ¢y : U — A es un
homeomorfismo entre el abierto U de M y el abierto A de R™ para cierto n € N. Si
ou(x) = 0, entonces la carta estd centrada en x.

DEFINICION 5.2. Una coleccién de cartas que cubren M es un atlas.

Dadas dos cartas (U, ¢y) v (V, ¢v), si UNV # (), entonces queda bien definida
la aplicacidn de transicion entre cartas ¢y o qﬁ‘jl oy (UNV) = R™ e induce un
homeomorfismo entre abiertos de R™. Estos deben tener la misma dimensién debido
al Teorema de invarianza de dominios (véase [25, Theorem 2.55] para el contexto y
[26, Theorem 6.10.7] para una demostracién).
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Dado un atlas de M, una funcién f: M — R se dice diferenciable en un punto
2 € U si al tomar una carta (U, ¢y) tal que z € U, fo ¢51 es diferenciable en el
punto ¢y (x). Como un punto puede pertenecer a varias cartas, es preciso imponer
que si UNV # (), entonces ¢y o (b‘_,l sea diferenciable.

DEFINICION 5.3. Una variedad diferenciable es un espacio topolégico Hausdorff
y segundo numerable con un atlas cuyas funciones de transicién son diferenciables.

Puede exigirse un atlas maximal. También pueden considerarse variedades con
distintos tipos de diferenciabilidad, segtn el de las aplicaciones de transicién.

DEFINICION 5.4. Un grupo de Lie es un grupo que a la vez es variedad diferen-
ciable, de modo que la multiplicacién e inversién son operaciones diferenciables?.

En un grupo de Lie, al trasladar una carta (U, ¢y) que contiene al elemento
identidad e hasta otro elemento g mediante la multiplicacién a izquierda L, se
obtiene una carta (gU, ¢UL;1|gU) que contiene a g. Por esto, para especificar el
atlas basta dar una carta que contenga a e.

Como hemos visto, la esfera S® es un grupo con el producto heredado de los
cuaternios y ademas es de Lie. Las cartas usuales que contienen a 1 son:

1. Carta ortografica (O):
¢: {qa€S?|Re(q) >0} — {ecH||e| <2}
q — 2Im(q)

NI
4 2 ’

2. Carta de Rodrigues (RP):
¢: {q€ S| Re(q) >0} — Hy

q —

——_(2+¢) « e
VA ef?
3. Carta de Rodrigues modificada (MRP):
¢:{a € % [Re(q) >0} — {ecH|lle] <4}
4

q = H—Te(q)lm(q)

o

16 + |le]|?
4. Carta exponencial (RV):

$: {q€ S*|Re(q) >0} — {ecHy]|el <}

1
e2® <« e.

(16 — |le||* +8e) «+ e.

Todas estas cartas estan centradas en 1 y para cada una de ellas se tiene que
1 3
+ —e+ O(|le|”)-

gy g el
67l e) =1- 100 + 2

Fijada una carta (U, ¢) centrada en 1 y un elemento q* € S®, obtenemos una carta
(q*U, eq+) centrada en q* (y el homeomorfismo inverso) mediante

qU — u — o(U)
q —  a'q — eq(q):=9¢(q"q)
aq-(e) :=q*¢ ' (e) 1 ¢ '(e) e.

2Rl producto cartesiano de variedades diferenciables es una variedad diferenciable.
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1) ) i) 1 (k)

qn\n

-
q q - — q nin
qufl\ufl n=1jn-1 qufl\nfl . ‘

qn\nfl

Primer paso. Segundo paso. Tercer paso. Cuarto paso.

F1GUrRA 2. Pasos del proceso de filtrado. El estado es negro; la
prediccién, azul; la estimacién, morada; el abierto, verde.

6. Estructura del proceso de filtrado

Describimos las operaciones que se producen en cada iteracién. Con los superin-
dices senalamos el centro de la carta que estamos usando para calcular un dato.
Recordamos que el estado x y en particular la actitud q son desconocidos. En el
cambio de la etapa n — 1 a la n ocurren los siguientes pasos:

1. En tiempo ¢, 1 tenemos una estimacién @, _1j,—; de la actitud q(tn—1).

Esta es el centro de una carta que hemos usado como referencia para cal-

e .z s9n—1|n—1 n—1|n—1
cular la estimacién X, 1 TS

2. En tiempo t,, el estado cambia. Hacemos una prediccion qy,),,—1 de la nueva
actitud q(¢,) a partir de la dindmica. Esta nos sirve como centro de una
carta provisional que usamos para calcular por linealizacién la prediccién

s9n|n— nln—1

n|n711 y la matriz PZ‘A’ll con el filtro Kalman-Bucy.
3. Al llegar la nueva medicién, sobre la misma carta calculamos por linealiza-

s9n|n—

cién la estimacion X,
4. Finalmente cambiamos de carta a una centrada en qy, y obtenemos la

. ., A4 . q ..
estimacién X I'" y la matriz P! respecto de ella. Para aliviar la carga
n|n n|n

. q
y la matriz P

!y la matriz PZTT‘L”*I con el filtro discreto.

computacional se usa una aproximacién de primer orden de la aplicacién
de cambio de coordenadas entre cartas.

Aunque en el transcurso de t,,_1 a t,, la velocidad angular w se asuma constante,
la medicién en t,, incorporara el cambio en w y nos permitira seguir la actitud del
sélido; el filtro corregird los cambios debidos al ruido.

Para las siguientes secciones, nos queda pendiente:

1. Linealizar el modelo para la dinamica.

Linealizar el modelo para la medicién.

Calcular la covarianza del error, resolviendo la ecuacién (27).
Calcular la prediccion, resolviendo una ecuacion diferencial.
Calcular la estimacién, de manera natural.

6. Calcular los cambios de carta del estado y la matriz de covarianzas.

O

Desarrollamos los cdlculos de un modo distinto a [24]. Para reducir la notacién, a
menudo obviaremos la variable ¢, conscientes de que solo w* es constante. Denotare-
mos At =t, —ty_1, Aw = w — w* y Aeg-(q) = eq-(q) — 0. Con el subindice n
haremos referencia a valores en el intervalo [t,_1, ).

Tomamos una carta (q*U, eq+) centrada en q* pasando a través de alguna de
las cuatro cartas (U, ¢) centradas en 1 recién descritas. En este sistema,

(33) eq-(q) = ¢(v)
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son las “coordenadas” de g, con v = q*q. Solo desarrollaremos en profundidad las
férmulas para la carta ortografica, pues el resto son similares.

7. Linealizacion de la ecuacién para la dinamica

Buscamos linealizar la dindmica; si x = f(x,w), debemos encontrar los térmi-
nos de primer orden del desarrollo de Taylor de f en el punto (x*,0). Aqui,

(34) x = (eq-(q),w)”
y x* = (0,w*)T, pero desconocemos f. Para obtener los términos de primer grado,
trabajamos mddulo ellos, ignorando los términos de orden mayor que uno. Indica-

mos esta relacién de equivalencia con el simbolo “=".
Para comenzar observamos que como

(35) % — (jte;;(q)> _ (‘Za@) ,

podemos asumir que f(x,w) = (f1(x), w)? para una aplicacién f;(x) tal que

d
fi(x) = dt¢(7)
y reducir el problema a calcular el término de primer orden del desarrollo de Taylor
de f1(x) en el punto x*.
Calculemos primero %’y. Como q = q*v entonces q = q*v + q*, y por las
ecuaciones diferenciales, %qw = %q*w*'y + q*~. Esto nos permite despejar

: 17 * 1 * * *
¥ =5(@qw —wiy) = S(yw - Wt Fw” —w')

1 1
= i'yAw —w' Xy = i(Re(v) +Im(y))Aw — w* x v

1 1
5 Re(v)Aw + §(Im('y) X Aw — (7, Aw) 1) —w* x v

(36)

%(Re(’y)Aw — (Aw +2w*) x ) — % (v, Aw) 1.

Continuemos con el desarrollo de g(x). Por la regla de la cadena,

d
J1(x) = Doly 7

donde D denota la diferencial. Cambiando ~ por ¢! (eq(q)) en la derecha pode-
mos llegar a la expresion de fi en términos de x.

En realidad no es necesario, pues el término de grado cero en el desarrollo
de 4 corresponde a hacer (y,w) = (1,0), y por (36) se anula. Por tanto, solo
consideramos el término independiente en D¢| y €l de primer orden de 4.

El primero se calcula facilmente para todos los casos de ¢ como

Dély: @ — 2Im(x).
En cuanto al segundo, como v = 1+ }eq-(q), por (36),

d 1 L1

Asi pues, el término de orden 1 es

2Im (; (Aw —w* X %eq* (q))> = Aw — w* X %eq* (q).

La aproximacion hasta el primer orden queda

L) () (),
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e identificando cuaternios con sus coordenadas tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.6. Las matrices F' y G que aparecen en (20) para (29) son

F= <_[1g*}x é) . G=1.

La matriz F' solo depende de w*, que es constante en cada intervalo. Esto
simplifica notablemente las férmulas.
8. Linealizacién de la ecuacién para la medicion

Buscamos linealizar la medicién; si z = h(x, r), debemos encontrar los términos
de primer orden del desarrollo de Taylor de h en el punto (x*,0). Los aislaremos
reordenando z en términos de Aeq-(q), Aw y r. Ahora desconocemos h.

Llamando a* := q*(g + 19)q*, como q = q*¢ "' (eq-(q)) = q* + 1q*eq-(q),
R(9)" (g +10) — R(q")" (g + 1)

= (1- gew@) Te+roja (1+ gew (@) - T+ vl
= —%eq*(Q)f(g +ro)q” + %?(g +ro)q"eq«(q) = %[a*a eq:(q)]-
Por tanto,
(38) z—z"~ ([a;}x 2) (x —x*) + (R(%*)T é ?) (r—r*),

e identificando cuaternios con sus coordenadas tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.7. Las matrices H y L que aparecen en (21) para (32) son

7 ([a*(g)]x ?) I—1

9. Matriz de covarianzas del error

Buscamos resolver (27). Que la matriz F' no dependa del tiempo nos facilitard
mucho las cosas. Siguiendo el teorema 4.19, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 5.8. La covarianza del error P(t) = E((x —X)(x — %x)T) cumple

(39) %P(t) =FP(t)+ P FT + GQG™.

Procedamos, pues, a resolver (39). Tomamos la versién homogénea
d

ZPu(t) = FP, () + Po(t)F",

cuya solucién es Py, (t) = etf' Cpe' " para alguna matriz Cy. Si ahora dejamos variar
C en funcién de t, obtenemos P(t) = e!F'C(t)e!F" , y debe cumplir que
d d
FP(t) + etFaca)etFT +P()FT = —P(t) = FP(t) + PFT +GQG™.

Como aqui G = I, la ecuacién que debe cumplir C(t) es®

%C(t) _ e—tFQe—tFT7
C(0) = P(0).

3En la practica,’la condicién inicial vendra dada en tiempo t,—1.
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Basandonos en la aproximacién

o —tlw*]x tI\, _ (et t1\  (R(ezt«")T tI
¢ eXp(( 0 0>)”< 0 1)~ 0 1)’

podemos desarrollar C(t) en serie de potencias de t y aproximarla por
wtd _wit?
C() = P(0) + ( Q5 Q,,,;) -
Q5  Q
Incorporando la matriz C(t) a P(t), tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 5.9. En [t,_1,tn), basdndonos en la aprozimacion anterior,

R Ttw*\T T wt? _wt R Ttw* 0
P(t) ~ ( (e 0 ) t]) (P(O) + <_QQw3t22 Swﬁ)) ( (etI ) I> '

Con esto podemos predecir la matriz de covarianzas.

COROLARIO 5.10. Basdandonos en la aproximacion anterior,
(40) Pon_1:=P(ty,) ~ E, (Pp_1jn_1 + Qn) EL,
donde

(41) B R(eéAtw*)T At 0, = Qw (A;) ; _Qw(AQt) ’
" 0 I ’ " —Q¥ (A2t) QAL

10. Etapa de prediccién

La prediccién se hace siguiendo la ecuacién de la dindmica sin ruido

F4°(H) = 597 (Hw”,
%w* =0,

con las condiciones iniciales Q,,—1jp—1 ¥ Wp—1jn—1 €n tiempo ¢, 1. Como la veloci-
dad angular permanece constante, su prediccion es
Wnin—1 = Wn—1|n—1-

Con esta, la solucién del sistema es

* ~ It @
qQ'(t) = Qnoyjn_1e” 2z “nint
Marca la trayectoria de referencia en [t,—1,t,). En t, predecimos
At
<

A _ A Doln—
Anin—1 = An—1|n—1€ =1,

De acuerdo al corolario 5.10 y con su misma notacién, predecimos

Pdn\n—l _ En (Péln—l\n—l +Qn) E;ZL“

n|n—1 n—1|n—1

La prediccion Zy|,—1 = (@pn[n—1, bn|n_1)T de la medicién para tiempo t, es*

nln—1 — RT(éln\nfl)(E(rO)n + gn)7

o) )

nln—1 = Wn|n—1,

donde g,, = g(t,) y hemos calculado a,,|,,_; segin el modelo de la medicién. Si el
sélido estuviese muy alejado del sistema inercial o en lugar de la gravedad estamos
midiendo el campo magnético, E(rg), podria no ser nula.

Por (38), la covarianza de Z,,—; es

Sn\n—l = HnPn|n—1Hg + Ry

4Recordamos que las aplicaciones de la medicién se linealizan con base en la nueva prediccién.
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11. Etapa de estimacién
La estimacion se realiza de modo natural, segin el filtro de Kalman extendido:

K, = pin- 'grs-t

nln—1 nln—1’

AQHVL*I _ AQn\n 1
X = + K ( - Zn\nfl)

n|n n|n 1

PCIw|n 1 *(I K H )Pq"‘n 1([ K H) +KanK£7

n|n n|n—1

clnin—1 _ (alnln—1 _ ( - T
donde x9"! = (en|n71 =0,W0pnn-1)"-

12. Transformacion tras el cambio de carta

Debemos transformar la estimacién segtin la carta con centro en qy,,—1 a una
seglin la carta con centro en qy,. Esta transformacién tiene notables efectos en la

matriz de covarianzas. Dados q € q,U N Qpn—1U y 6 := q;ll,qun,n,

Cau, (@) = Ba;,q) = O(@; dun-16~ (0a)_, (@)
= (e Quin16 " (eayy,, (@) = L5 6 g, _, (@),

donde Lgl es el inverso del operador de multiplicacién a izquierda por §. Como d
tiene norma 1, este coincide con Lz. Usando la aplicacién ¢ de la carta ortografica
tenemos que para e € ¢(U),

S RN _ lle]|? 1 N e|| 1
oLz (e)¢L5< 1 1 +2e =2Im |9 1——4 +2e
— 1= 4 Ze) = S L |
6( 4 2e 0 4 2e

5 e 1 lel2 1
6< 7] + 2e 1 2e 1)

= 2Re(d)e — /4 — |le]|?Im(d) — Im(d) x e

En realidad se usa la aproximacién de primer orden en el punto ¢(J). Para
calcular la diferencial de esta aplicacién, partimos de una curva derivable v con
7(0) = ¢(6) = 2Im(d) y 4(0) = v € Hy y derivamos la curva ¢Ls¢p~*(y) en t = 0:

DoLso o @) = | 9Lso ™ (010)
-2 _(2ReOn(@) — VA= O () ~ 1m(3) x 2(0))
= 2Re() ~ _ (VAZTR@IP) tm(e) ~ Tm(3) x v
— 2Re(8)v — W Im(6) — Im() x v
— 9Re(5)v + % Tm(8) — Tm(5) x v
— 2Re(5)v + w Tm(8) — Tm(6) x v
T (5) I (5)"

= 2Re(d)v + v —Im(d) x v

Re(9)
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Carta Aplicacién ¢pLz¢p~1(e)

O | 2Re(d)e — /4 —|le|?Im(§) —Im(d) x e

Re(6)e—2Im(5)—Im(d) xe
RP 2 2Re(0)+Im(d)-e

8 Re(d)e—(16—|e||?) Im(6)—8 Im(d) xe
MRP A 6T TelP+Re(3) (16 Tl 78 Tm(3)-

RV Véase [24, Table 3.3]

CUADRO 2. Aplicaciones de transicién ¢Lsp~!(e).

Carta, Matriz T Dominio
0 2Re(8)] — [Im(8)] + QImOT {6 € 53| Re(d) > 0}
RP Re(8) (Re(6) — [Im(6)] ) (6 € 5% | Re(6) # 0}

MRP | L [(1 + Re(0)) (Re(8)I — [Im(8)] ) + Im(8) Im(6)T] | {5 € S? | Re(d) > 0}

RV Véase [24, Table 5.1] Véase [24, Table 5.1]

CUADRO 3. Matrices T'.

donde en la ultima igualdad identificamos Im(4d) con sus coordenadas para escribir
su traspuesta. Asi, alrededor de ¢(d),

Im(6) Im(8)7

pLso " (e) =~ ¢(8) + 2Re(d)e + Re(0)

e —Im(d) x e.

Llamamos T a la matriz que se aplica a e:
Im(8) Im(8)T

Re(9)

Los célculos en los distintos tipos de cartas se recogen en el cuadro 2 y en el
cuadro 3. La aplicacién de transicién para (RV) es 2111(56%9), pero la expresién
exacta, al igual que la de su matriz T asociada, puede encontrarse en [24].

Si denotamos por x9nin-1 y x9nin a] estado del sélido referido a la carta con
centro en Qy|n—1 Y Qnjn respectivamente, el cambio de carta produce la relaciéon

Anin cAnin _ [ ©Canin (q(tn)) ~ €4, ((in n)
X R = ( " woltn) = @ | )
~ (T(fsn)(eqnml(q(tn)) - eqnnl(flnn))>

w(tn) - “:‘Yn|n

- (T(én) o> (scnin-1 — g3in-ty.

T = Re(6)I — [Im(6)]» +

donde 4,, = q;ﬁqun‘n. Asi, la matriz de covarianza del error se transforma por el
cambio de carta de acuerdo a la regla

o  (Tn) O\ Sann s (T(G,) O\
An|n dn|
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13. Resumen del algoritmo de filtrado

Recopilamos el filtrado para el seguimiento de la actitud desarrollado en este
capitulo. En tiempo ¢, disponemos del centro q,_1,—1 de la carta, de la estima-

cs o Aln_1n-1 An—1jn—1 . . .
cién X de covarianzas del error en la estimacion.
n—1|n—1 n—1|n—1

El incremento de tiempo es At =t,, — t,,_1.

y de la matriz P

Etapa de prediccion. Se calculan
Wnln—1 = Wn—1|n—1,
At~
~ - A S5 Wnln—
Adnjn—1 = An—1|n—1€ 2 =ty

Pé\ln\nfl _ En (Pélnfl\nfl +Qn> EZ:"

nln—1 n—1|n—1
usando las matrices auxiliares
3 2 *
0. — Qv (A;) 2 —Qv (A2t) B R(G%Atw )T At]
n —Qv (Azt) QW At ’ n 0 I '
Las predicciones para la nueva mediciéon vienen dadas por

X 7 (RT(qnln_l)(E(ro)n + gn)> 7

Zpln—-1 = "‘Ajn|n71

S = H,PT" 'HT 4 R,

nln—1
usando las matrices auxiliares

= (Bl 0), g, = (o) (O RG ) + (R 0Y,

donde a,,—; = RT(qnm,l)(E(ro)n—!—gn) y (Rk)n representa la matriz de covarian-
zas para ri(t) durante el intervalo [t,_1,t,) para k € {1,2,3}.
Etapa de estimacién. Se calculan
K, = Pé\ln\nleTs—l

nln—1 ""n % nln—-1°

AlQnin—1 __ ~dnn—1 R
X =X + Kn(zn - Zn\n—l)v

nln n|n—1
o = (1= Ko Ho) P (1 = Ko Hy)T + Ko RoK

54 1 Aéln\n—l _ ~ T
donde xln-1 = (enln_1 =0,Wpjn-1)" -

Cambio de carta. Se calculan
5n = ﬁbil(égmn_l)a
An|n = Qn\nfldnv
T
A |n T(,) O dnin {T(6n) O
An|n __ n An|n—1 n
P —( 0 I)Pnn ( 0o 1)

Aél -1 . Aél —1
donde enu" es la primera componente de Xnu"

cuadro 3 segun el tipo de carta que se esté usando.

y T(d,) viene dado por el
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Conclusiones

Mientras preparaba este trabajo me encontré con la siguiente cita del ma-
tematico Alfred N. Whitehead: «No es ninguna paradoja decir que en nuestras
disposiciones mas tedricas podemos estar lo més préximos a nuestras aplicaciones
més practicas». Me parece una muy adecuada conclusién para este trabajo.

Para entender el filtro he tenido que mezclar técnicas de analisis real, calculo
matricial, algebra abstracta, analisis funcional, topologia, probabilidad, programa-
cioén e incluso un poco de fisica. Situarme en la interseccién de tantos campos ha
hecho que me dé cuenta de lo importante que es el intercambio de ideas y el interés
por los diferentes ambitos de las matematicas.

El filtro de Kalman se mantiene vigente a dia de hoy en toda clase de aplica-
ciones dentro de la ciencia y la ingenieria por su eficacia y simpleza, pero si lo hace
es gracias a que se fundamenta sobre robustos pilares tedricos.

Doy gracias a mi familia y amigos por su apoyo, y a mi tutor Chema por su
disposiciéon y amabilidad.
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