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Resumen

Con la llegada de la Revolucién digital en la segunda mitad del siglo XX, la tecnologia
digital ha tomado un papel importante en nuestras vidas cotidianas. En este contexto, la
trasmision de informacion, particularmente de imégenes, tiene gran relevancia en multitud
de tareas que se realizan dia a dia. Por este motivo, desde hace muchos anos se ha tratado
de fomentar el avance en técnicas que faciliten la ejecucién de estos procesos, tales como la
compresion y codificacion de imégenes.

Desde sus inicios en 1986 hasta la actualidad, el estandar de compresién y codificacién
JPEG es uno de los métodos mas utilizados en imégenes digitales. A lo largo de este trabajo,
se tratara de explicar, en la medida de lo posible, todas las mateméaticas que rodean a este
algoritmo. Para ello, se desarrollaran las diferentes materias sobre las que se fundamenta este
procedimiento, entre las que se encuentran el procesamiento de senales, el analisis de Fourier,

el tratamiento de color, o los procesos de cuantizaciéon y codificacion.

Abstract

With the arrival of the Digital Revolution in the second half of the 20th century, digital
technology has taken on an important role in our daily lives. In this context, the transmission
of information, particularly images, is highly relevant in many tasks that are carried out day
by day. For this reason, for many years, efforts have been made to promote advancements
in techniques that facilitate the execution of these processes, such as image compression and
encoding.

Since its inception in 1986 until today, the JPEG compression and encoding standard is
one of the most widely used methods in digital images. Throughout this work, an attempt will
be made to explain, as far as possible, all the mathematics surrounding this algorithm. To do
this, the different subjects on which this procedure is based will be developed, including signal

processing, Fourier analysis, color processing, and quantization and encoding processes.
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Capitulo 1
Introducciéon

La compresion de fotografias estd muy presente en nuestro dia a dia. Por ejemplo, un
navegador suele cargar numerosas imagenes cuando buscamos una noticia en Internet. Tam-
bién nos encontramos con multitud de ellas cuando entramos en una red social. Sin embargo,
los archivos de imagenes normalmente tienen un tamaifio digital considerable, lo que provoca
que almacenarlos o transferirlos sea una tarea demasiado complicada y, en muchas ocasiones,
inviable. En la segunda mitad del siglo XX, se hizo cada vez més evidente la necesidad de
disponer de un método de compresioén de imagenes comiin, que facilitara el desarrollo tecnolo-
gico. Una solucion satisfactoria, y que a la postre sirvié como referencia, la dio el grupo JPEG

con un estandar de compresién y codificacion de imagenes fijas (del inglés still images) [17].

. gy
)

Figura 1.1: Imagen de la Catedral de Burgos.

Aunque han aparecido nuevos métodos de compresion en los ultimos anos, JPEG sigue
teniendo un papel muy extendido en este ambito. [lustremos todo esto muy brevemente con
un ejemplo real. Consideremos la fotografia de la Catedral de Burgos de la Figura [1.1] Esta
imagen, almacenada en el sistema de ficheros de un ordenador, estd compuesta por 1200
pixeles de ancho por 630 pixeles de alto, que hacen un total de 756 000 pixeles (Figura .

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Imagen
|d. de imagen
Dimensiones 1200 x 630
Ancho 1200 pixeles
Alto
Resolucion horizontal 96 ppp
Resolucion vertical 96 ppp
Profundidad en bits 24

Figura 1.2: Propiedades de la imagen de la Catedral de Burgos.

En principio, cada pixel individual supone la cantidad de tres bytes de memoria: en efecto,
la equivalencia 1 pixel-1 byte se tiene si la imagen es en blanco y negro; para imagenes en
color son necesarios tres bytes en el modelo RGB, uno para el color rojo (Red), otro para el
verde (Green) y un tercero para el azul (Blue). De este modo, es de esperar que para guardar
la fotografia de la Catedral de Burgos se necesiten 2268 000 bytes (756 000 x 3 bytes/pixel),
o lo que es lo mismo, unos 2215 KB. Sin embargo, tal y como muestra en la Figura [1.3]
si analizamos las propiedades de su archivo grafico, podemos observar que solamente se
requieren algo menos de 110 KB para almacenarla. Esta diferencia notable entre el espacio
esperado y el que en realidad ocupa la imagen se debe sin duda a que el archivo grafico ha

sido sometido a un proceso de compresion.

& Propiedades: catedral.jpeg X

General Seguridad Detalles Versiones anteriores

g catedral jpeg

Tipo de archivo:  Archivo JPEG (jpeg)

Se abre con: Fotos Cambiar...

Ubicacion: E:\Biblictecas\Documentos\ALVARO
Tamario: 109 KB (112.344 bytes)

Figura 1.3: Tamano de almacenamiento de la imagen de la Catedral de Burgos.

En realidad, una imagen en blanco y negro se puede representar en un ordenador por una
matriz de nimeros entre 0 y 255, o por tres matrices en el caso de imagenes en color. De esta
manera, tal y como vemos en la Figura[l.4] un pixel del cielo de Burgos en la fotografia viene
representado por los valores (1, 143, 255) en el espacio RGB. Distinguimos en este punto un
color azulado porque es precisamente el color azul (255) el que predomina en la mezcla RGB.

Esto se puede comprobar si miramos el codigo de la imagen con un editor de texto. Como
se puede apreciar en la Figura[L.5] la imagen de la catedral con el estandar de codificacion del

JPEG es un conjunto de nimeros entre 00 y FF en el sistema hexadecimal. Aunque como



[ N ] Colores

. HEX: #018fel

- RGB: rgba(l,143,225,255) D

Mostrar mas

Figura 1.4: Representacion de un pixel de la imagen de la Catedral de Burgos.

nos indica la leyenda, el codigo de la imagen se puede interpretar y esta separado mediante

marcadores y cabeceras en diferentes fragmentos, en este trabajo no se entrara a explicar esta

codificacion.
catedral jpeg m &
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 OA OB OC OD OE OF  0123456789ABCDEF
000000 FF D8 [FF EO 00 10 4A 46 49 46 00 01 01 01 00 60  ...... TEIF: . ]
000010 00 60 00 00 FE DB 00 43 00 OB 08 08 OA 08 07 0B . ..... C o
000020 (0A 09 OA OD OC 0B OD 11 1C 12 11 OF OF 11 22 19  ......cevennn. ",
000030 (1A 14 1C 29 24 2B 2A 28 24 27 27 2D 32 40 37 2D  ...)S+*(§''-2@7-

000040 30 3D 30 27 27 38 4C 39 3D 43 45 4B 49 48 2B 36 0=0"'"'8L9=CEHIH+6
000050 4F 55 4E 46 54 40 47 48 45 FF DB 00 43 01 OC 0D OUNFTEGHE...C...
000060 OD 11 OF 11 21 12 12 21 45 2E 27 2E 45 45 45 45
000070 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45
000080 |45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 4§
000090 |45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45745 45 FF G0
0C00RC OO0 11 08 02 76 04 BO 03 01 22 00 02 11 01 03 11 srseWaamsassman
0000BC |[E1 [FENCESNOONTROOND0NOENGS S0 0T ROTNGT NG ENGTNE0 = ......ccc0eceess
0000Co OO SODN0D SN G N BE G NE2S 03 N0 N G506 0T N 0BNE9Y 0 .. ....... . 00...s
0000D0 AN DB S FENCS SO ES T OGN D2 NG EOE RO 02 NS 0INES .. ....cecamennae
0C00EO 05 04 04 00 00O 01 7D O1I 02 ©3 00 04 11 05 22 21 9 ...... e 5
0000F0 31 41 06 13 51 61 07 22 71 14 32 81 91 Al 0B 23 1A..0a."q.2....%
000100 42 Bl C1 15 S2 D1 FO 24 33 62 72 82 09 OA 16
000110 |18 19 1A 25 26 27 28 2A 34 35 36 37 38 39 -« 56" ()*456789:
000120 |43 44 45 46 47 48 49 53 584 55 56 57 58 59 CDEFGHIJSTUVWXYZ
000130 &3 €4 €5 66 €67 68 69 73 74 75 76 77 78 79 TA cdefghijstuvwxyz

BEb
e

Marcador de inicio de imagen

Encabezado predeterminado de la aplicacion
Tabla de cuantizacion

Comienzo del marco

Tabla Huffman

Figura 1.5: Codificacién del JPEG de la imagen de la Catedral de Burgos. En general, la
codificacion del JPEG sigue el patron: marcador (FF__); entero de 16 bits, que indica el
numero de bits que deben leerse a la derecha; datos. Existen unas asignaciones para los

diferentes marcadores. Por ejemplo, el marcador FFDS es el inicio de la imagen.
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1.1. Procesamiento de senales

Una senal se produce por la variacién de una o més magnitudes fisicas (como la pre-
sién del aire o el voltaje de una corriente eléctrica) con respecto a una variable controlable
(normalmente el tiempo o el espacio). El emisor envia la senal por algtiin medio y el receptor
recibe esa senal y realiza su correspondiente interpretacion.

Es frecuente modelizar una senal como una funcién matematica f : D C R* — R™.
Si representamos f = (f1,..., fn), bastard con estudiar funciones real valuadas f; : D C
R™ — R. Una primera clasificacion de seniales (ver Figura [1.6) viene dada en funcién de la

naturaleza del dominio D.
» Senales analdgicas: su dominio es continuo (un abierto de R™, por ejemplo).

» Senales digitales: su dominio es discreto.

Sefial analogica Senal digital

Figura 1.6: Esquemas graficos de una senal analdgica y de una digital.

Aunque las imagenes analdgicas son de gran utilidad, lo cierto es que en las aplicacio-
nes del mundo real debemos cefiirnos a dominios discretos. Por ejemplo, un ordenador no
puede manejar infinitos datos. En este trabajo se consideraran de manera recurrente las
iméagenes digitales, que interpretaremos matematicamente como senales bidimensionales di-
gitales y cuyo conjunto de valores posibles sera {0, 1,2,...,255} (imdgenes monocrométicas)
0 {(0,0,0),(0,1,0),...,(255,255,255)} (color RGB).

El procesamiento de senales (Signal Processing) es el area cientifica que se encarga del
estudio de las senales. Dentro de su ambito encontramos el procesamiento de imégenes digita-
les, que se define como la agrupacion de técnicas que realizamos sobre las imagenes digitales
con el fin de mejorarlas, ya sea logrando que estas tengan unas caracteristicas especificas u
obteniendo cierta informacion particular de las mismas. En esta disciplina encontramos cues-
tiones como la restauracion de imagenes, la mejora de calidad de las imagenes o la compresion

y codificacion de imagenes, técnicas que enmarcan el ambito de trabajo del JPEG.
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1.2. Técnicas de compresion de imagenes

Representar una imagen en un formato compacto no sirve de nada si no se hace de
forma eficiente, es decir, no nos sera til reducir el tamano que ocupa una imagen si estamos
perdiendo informacion relevante en el proceso. A partir de esta idea se desarrollan las bases
de la compresion de un fichero. Se trata de reducir la redundancia e irrelevancia de un archivo
minimizando al mismo tiempo la pérdida de informaciéon. El objetivo de cualquier técnica
de compresion de imagenes es representar imagenes con menos informacién de modo que se

ahorren costes de almacenamiento, tiempo y transmision.

1.2.1. Tipos de compresion

Las distintas técnicas de codificacién y decodificacién de imagenes se clasifican en dos

tipos en funcién de la naturaleza de la compresion:

» Compresién sin pérdida (lossless): como su nombre indica, este tipo se funda-
menta en condensar los datos de la imagen, pero sin desestimar ninguna informacion.
Por ello, cuando recuperemos la fotografia después de haberla comprimido, esta sera
idéntica a la original. Tiene como ventaja principal que se mantiene absolutamente la
calidad de la imagen, pero, por otro lado, posee el inconveniente de que se limita la ca-
pacidad de compresion, que serd mucho menor que en un procedimiento de compresion
con pérdida. Pertenecientes a este tipo, encontramos formatos como PNG (Portable
Network Graphics) o RLE (Run-Length Encoding).

» Compresién con pérdida (lossy): a diferencia del anterior, no se almacena toda
la informacién de la imagen, aunque esto conlleve la pérdida justificada de algunos
datos de la imagen. Béasicamente, se estima como asumible perder algo de calidad en
la imagen a cambio de reducir de forma significativa el tamano de la misma. Cuanto
mayor sea el grado de compresion, peor serd la aproximaciéon en la recuperacion de la
imagen. Ejemplos de estos algoritmos son JPEG 2000 o GIF (Graphics Interchange
Format). En particular, el estdandar del que trata este trabajo, JPEG, pertenece a este

tipo de compresion.

1.2.2. Elementos de compresion

» Formato de intercambio (interchange format): se trata del formato especifico
utilizado para representar datos de imagen comprimidos con el fin de intercambiarlos
entre diferentes aplicaciones. Para cumplir con los requisitos del formato, los datos de
imagen comprimidos deben estar codificados de acuerdo con el proceso de decodificacion
seleccionado. Se especifican, ademas, una serie de pruebas para verificar si los datos

comprimidos cumplen con estos requisitos.
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Es decir, el formato de intercambio es una forma de compartir, entre diferentes pro-
gramas o sistemas informaticos, datos de imagen comprimidos y estos deben estar

codificados de cierta manera para que puedan ser decodificados correctamente.

» Codificador (encoder): es la herramienta que convierte los datos de imagen originales
en datos de imagen comprimidos. Para ello, utiliza uno o mas procesos de codificacién
especificados en las normas y especificaciones técnicas del estandar correspondiente.
El objetivo del codificador es reducir el tamafio del archivo de imagen comprimida sin
perder una cantidad significativa de informacion. Para lograrlo, un codificador debe ser
capaz de convertir con precisién los datos de la imagen original en datos de imagen

comprimidos que cumplan con la sintaxis del formato de intercambio especificado.

DCT-based encoder

8 x 8 blocks
- FDCT Quantizer » Entropy
encoder
1 \
Source Table Table Compressed
image data specifications specifications image data

TISO0680-93/d004

Figura 1.7: Diagrama simplificado de un codificador que utiliza la DCT.

» Decodificador (decoder): se utiliza para reconstruir los datos de imagen comprimi-
dos para que se puedan ver o procesar en su formato original. A pesar de que mediante
el proceso de compresion se consigue reducir el tamafio de los archivos de imagen para
poder almacenarlos o transmitirlos de un manera més eficiente, es necesario descompri-
mirlos posteriormente para que estos datos sean ttiles. Para ello, el decodificador debe
seguir con la precisiéon adecuada los distintos procesos de decodificacion especificados
en el estandar correspondiente.

DCT-based decoder

» 5:;22;2; Dequantizer B IDCT B
TIS00700-93/d006
A 4
Qompressed Table Table Rgconstructed
image data specifications specifications image data

Figura 1.8: Diagrama simplificado de un decodificador que utiliza la DC'T.

En las Figuras y se pueden ver ejemplos de esquemas de un encoder y un decoder [16]
basados en la transformada discreta de coseno, que introduciremos en el capitulo 2.
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1.3. Fundamentos del algoritmo del JPEG

El estandar de compresion y codificacion de imagenes del JPEG considera varios procesos
de codificacién y decodificacién. En este trabajo nos centraremos en el mas simple y mas
habitual, el baseline sequential process, que se cataloga como [ossy por estar basado en la

transformada discreta de coseno. Encontramos cuatro fases para comprimir un archivo:

1. Descomposicién en bloques y tratamiento del color: la imagen se separa en
bloques llamados MCU (Minimum Coded Units) y se obtienen los valores de color
RGB de cada uno de ellos. Ademas, se hacen las transformaciones necesarias para

pasar estos términos a otro espacio de color (Y C,C,.) més apropiado.

2. Transformada discreta de coseno: se utiliza este objeto matematico para almacenar

de forma eficiente los valores de cada componente de cada MCU.

3. Proceso de cuantizacion: se ejecuta un proceso de compresion con pérdida aplicando

un proceso de cuantizacién a los coeficientes obtenidos en la fase anterior.

4. Proceso de codificacion: mediante la aplicacién de diferentes técnicas (zig-zag trans-
versal, Run-Length Encoding, Delta Encoding y codificacién Huffman) se realizan varias

transformaciones a los coeficientes hasta llegar al archivo comprimido.

Para obtener la imagen original (o, mejor dicho, una parecida a la original) se aplican estas
cuatro etapas en el orden inverso.

La organizacion de lo que resta de memoria es la siguiente: en el capitulo 2 se incluyen
algunos conceptos basicos del andlisis de Fourier, hasta presentar la transformada discreta
de coseno y un algoritmo para calcularla de forma eficiente; en el capitulo 3 se describen de
manera mas precisa las cuatro etapas anteriormente descritas del proceso de compresion y
codificacion; en el pentltimo capitulo aparecen las conclusiones del trabajo. Se presenta una

bibliografia final.






Capitulo 2

Conceptos elementales del analisis de

Fourier

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) fue un matemético y cientifico francés, recono-
cido principalmente por resolver la ecuaciéon diferencial del calor a través de las denominadas
series de Fourier (método de Fourier o de separacién de variables). Sus trabajos y avances
fueron el inicio de la rama del analisis de Fourier en la que se estudia la representabilidad de

una funciéon por medio de estas series trigonométricas particulares.

Figura 2.1: Retrato de Joseph Fourier.

Sus contribuciones cientificas fueron numerosas, destacando su estudio sobre la termodi-
namica asi como la modelizacién mateméatica de fenémenos fisicos. Estos analisis le llevaron
a publicar, en 1822, un tratado titulado Théorie analytique de la chaleur. En él, Fourier
deduce y resuelve la ecuacion diferencial que describia la difusion del calor en los cuerpos
solidos, hoy en dia conocida como la ley de conduccién térmica de Fourier. La resolucion se
basa en el uso de series infinitas de funciones trigonométricas (senos y cosenos): las series

de Fourier. Esta herramienta matematica, que posteriormente daria paso a la transformada

9



10 CAPITULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES DEL ANALISIS DE FOURIER

de Fourier, fue fundamental en diversas areas de ingenieria y fisica. Asimismo, su utilidad
ha sido imprescindible en multitud de campos entre los que se encuentran las matematicas
abstractas, el andlisis vibratorio o el procesamiento de seniales e imagenes y, en particular, en
la compresion de datos.

Fourier naci6é en Auxerre en 1768. Hijo de un sastre, su infancia estuvo marcada por las
dificultades econdémicas, asi como por el fallecimiento de sus padres cuando él tenia ocho
anos, y de seis de sus hermanos. Estudi6 en la Escuela Militar de su ciudad hasta los 14 anos,
donde sobresalié desde el principio en todas las materias y, en especial, en las matemaéticas.
Desde 1794 fue alumno de ilustres profesores, como Pierre-Simon Laplace y Joseph-Louis
Lagrange, en la Escuela Normal Superior de Paris donde tiempo ocuparia el puesto dejado
por el ultimo en la catedra de Analisis y Mecénica.

A Fourier le toco vivir la Revolucién Francesa y se sabe que participé en la Campana de
Egiptd] en 1798 que organizé el general Napoleén Bonaparte. Sus logros en el drea de las
ciencias le llevarian a fundar, en 1810, la Facultad Imperial de Grenoble y, 5 anos después,
la Academia del Delfinado. En 1817, Fourier pasé a formar parte de la prestigiosa Academia
de Ciencias de Francia, y tiempo después, en 1822, fue nombrado como secretario perpetuo

de las secciones de matematicas y fisica.

2.1. Series de Fourier

El problema de representar una funcién 2m-periédica f(z) mediante una serie trigonomé-

trica de la forma

ag + 2 i (a,, cos (nx) + by, sin (nx))

n=1

surge de manera natural en varios problemas de la fisica matematica. Si, en efecto,

flz) =ag+2 i (a,, cos (nx) + b, sin (nx)) , 0 <z <2m, (2.1)

n=1

entonces los coeficientes a,, y b, vienen dados por las expresiones

an = 71T/027r f(x) cos (nx) dz, n>0 (2.2)
y
b, = 1 /27r f(x)sin (nx) dz, n > 1. (2.3)
7 Jo

!La Campaiia francesa de Egipto no fue inicamente una campaiia militar. Muchos intelectuales franceses
se desplazaron a Egipto para estudiar la historia antigua del pais. Ejemplo de ello es el descubrimiento de la

piedra Rosetta, que permiti6 descifrar los jeroglificos egipcios.
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Para ver esto, basta con recordar las relaciones de ortogonalidad de las funciones trigo-

nométricas seno y coseno. Se tiene que

0, si m#n, m>0, n>0,
1 2 1
—/ cos (mx)cos (nx) dr =14 =, si m=mn, m>0, n>0, (2.4)
2m Jo 2
1, si m=n=0,
0, si m#n, m>0, n>0,
1 27 ) ) 1
—/ sin (mz)sin (nx) de =4 =, si m=mn, m>0, n >0, (2.5)
2m Jo 2
0, si m=n=0,
1 27
2—/ cos (mz)sin (nx) dr = 0, si m >0, n>0. (2.6)
mJo

Bajo ciertas condiciones (por ejemplo, si f es integrable Lebesgue en [0,27] y la serie
converge uniformemente), podemos multiplicar por cos (mx) a ambos lados de (2.1]) e integrar
término a término. Utilizando las ecuaciones y (2.6) se obtiene la expresién . Si
en lugar de multiplicar por cos (mx) a ambos lados de (2.1)), multiplicamos por sin (mz) y
utilizamos las ecuaciones y (2.6), obtenemos la expresién .

Dada una funcién 2m-periédica f(x) definida e integrable Lebesgue en [0, 27], denomina-

mos serie de Fourier de f a la serie trigonométrica

ap+2>_ (aycos (nx) + by sin (nz)),

n=1
donde los coeficientes a,, v b, se llaman coeficientes de Fourier y se definen como en las
ecuaciones y . Aunque hasta ahora solamente hemos hablado de series de Fourier
de funciones definidas en el intervalo [0, 27], podemos extender el mismo razonamiento a un
intervalo cualquiera [0, 2L] si asignamos t = % en la serie de Fourier.

Dada una funcién f definida e integrable Lebesgue en [0, 2L] y 2L-periddica, denominamos

serie de Fourier [10] de f a la expresion

ag + 2 i (an Cos (T) + b, sin (T)) (2.7)

n=1

donde los coeficientes de Fourier a,, y b, se definen ahora como

1 2L mnt
e - >
a, = L/o f(t) cos( i ) dt, n > 0,

™t

1 2L
S— in ( — > 1.
b, L/o f(t)81n<L)dt, n>1
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Para definir la transformada discreta de Fourier vamos a partir de otra forma de la ecua-
cién (2.7 vista anteriormente. Sabemos que dada una funcién periédica f(t) de periodo L,

en general, se cumple que

ft) =ao+2 Z (an cos (27;7115) + by, sin (27;nt>) , (2.8)

n=1

donde definimos los coeficientes a,, y b, como

2
a / (m)dt, n>0,

2mnt
b, L/ sm(7m>dt, n > 1.

Podemos combinar las dos ecuaciones anteriores definiendo
Cn = ap — by, n>0

(asumimos que by = 0). Usando la formula de Euler
e i(**) = cos <27mt> — 1 sin <27rnt>
L L )’

resulta que

cn L/ Foe ) a, n>o. (2.9)

2.2. Transformada discreta de Fourier

En la practica, los ordenadores solo pueden manejar una cantidad finita de informacion.
Esto implica que, a la postre, se manejaran funciones digitales en vez de analdgicas. Asi,
una senial analégica L-peridédica se muestrea en N puntos equiespaciados por un intervalo de
muestreo constante A = %, para dar una senal discreta que vendra representada por una

sucesion discreta {x,} donde Zy = {0,1,2,..., N — 1}. De modo que z, seréd el valor

rELN’
de z(t) en el instante ¢t = rA y aproximaremos ¢, en la ecuacién (2.9) mediante la férmula

1 N-l 27rn'rA

X Zxr TNAT A, n €y

que, simplificando, es la transformada discreta de Fourier o DFT (Discrete Fourier Trans-
form), una discretizacion de (2.9) [13].

Luego, dada una sucesiéon discreta {x,} definimos la transformada discreta de

reZN’
Fourier de {z,}, ., por

1 N1 -( 2mnr
N > :Ure_z( N ), neZy. (2.10)
r=0

X, =
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Hay que decir que, en general, denotaremos a los elementos de la sucesién de la DFT con
la letra maytuscula de la letra que se use para la sucesion de la que estamos calculando su
transformada, como hemos hecho aqui.

A partir de los valores X,,, es posible recuperar la sucesion {xr}rezN con exactitud si se

utiliza el operador inverso de la DFT. Dada una sucesion {G,} denominamos trans-

neEZN"’
formada discreta de Fourier inversa o IDFT a

N-1 - 2mnr
ZGne’L( N )7 TGZN
n=0
Como ya hemos adelantado,
Nl 2mnr
ro= Y X, (%) (2.11)
n=0
En efecto,
N-1 N-1 N-1 N-1 N-1
- 2mnr 1 - 2nnk QWnT 1 2wn(r k)
Z Xnel<T) = Z ( Z q;ke_Z(N)> Ty e
n=0 n=0 N k=0 k:O n=0
Se tiene que
N1 27'rn(7‘ k) 07 " # k
Z e’
n=0
N, si r=k
Luego,
1 N—-1 N-1 27rn'r
AT Z = Tr,
N k=0 n=0

y la expresion (2.11) queda demostrada.

2.3. Algoritmo de la transformada rapida de Fourier

El proceso para calcular computacionalmente la transformada discreta de Fourier puede
llegar a ser muy costoso. De hecho, tal y como hemos visto antes, con la DF'T tratamos de

obtener a partir de otra sucesion {z,} la sucesion { X}, o, que estd definida por

reELN’

2ﬂnr
— Z re  UR) n € Zy. (2.12)

Como estamos realizando una suma de N términos, donde la n puede tomar N valores,
calcular { X, } de forma directa en realidad implica una operacién con un coste computacional
de orden N? (en el peor de los casos). Si N es un ntimero muy grande (como suele ser el caso
en la practica), este proceso puede llevar demasiado tiempo para un ordenador. Por ello, con
el objetivo de aumentar la eficiencia del calculo, aparece la necesidad de utilizar un algoritmo

que reduzca considerablemente el nimero de operaciones.
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La transformada rapida de Fourier o FF'T (Fast Fourier Transform) es un algoritmo
que simplifica el coste computacional de la DFT. Este algoritmo, que impulsé de forma
significativa muchas aplicaciones en el procesamiento de sefiales, fue descrito en [8, 1965] por
los matematicos estadounidenses James William Cooley (1926-2016) y John Wilder Tukey
(1915-2000).

El método de Cooley y Tukey, a diferencia de otros algoritmos de duplicacién sucesiva
creados por matematicos como P. Rudnick, es mas general, ya que no tiene la restriccion
de ser solo aplicable cuando N es una potencia de 2 (ver [7]). De este modo, si podemos
descomponer N en dos factores de tal forma que N = p - ¢ mediante una transformacion
bidimensional tenemos como resultado un algoritmo con un coste computacional de orden
N(p+ q) en vez de N2. De hecho, si N es una potencia de 2 esto se traduce en un coste de
orden N log, N.

El método es un buen ejemplo del conocido principio “divide y venceras”: en vez de cal-
cular directamente la DF'T de la sucesion original, se divide esta en sucesiones mas pequenas
y se aplica la DF'T a cada una de ellas. Después, al combinar de cierta forma los resultados
obtenidos, se consigue la DF'T completa deseada. Veamos esto con mas detalle a continuacion.
la DFT de la sucesién {z,}

Sea N un numero par y {X,} Dividamos esta

nGZN T’EZN :
- . X1 | .
tltima en dos subsucesiones {y,},2, v {2:},2, , donde la primera va a estar compuesta por
los elementos de {z,} de las posiciones pares y la segunda por los elementos de {z,} de las
posiciones impares, es decir,

Yr = Top

re ZN/Q-
Zr = T2r41
Notemos que las DFT de estas dos subsucesiones son (ver (2.10)))
]_ N/2 1 21rn'r

h=§m o e ()

n e ZN/2-
1 N/2 1 27rnr)

b= N 2 i

Asi, podemos reescribir la expresion de la DFT original como

N/2 1 N/2 1
1 Z 27rn(2r) 27rn(2r+1) )
Z wope "\ TN Z Torpre N

( ) (2.13)
1 N2 —'(2"’”) e—z 2;;," Nj2-1 (220
N2 N2
(M > e 5w
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La ventaja de la formula (2.13)) es que expresa la DF'T' de la sucesion {x,},.;
suma de las DF'T de las sucesiones mas cortas. Sin embargo, debemos tener en cuenta que

CO1mo una

esta descomposicién tnicamente es vélida en el rango n € {0, 1,2, ..., % — 1}, mientras que
la definicién de los valores X, es para todo n € {0,1,2,..., N — 1}. Para obtener los valores
de X, en el rango n € {];[, ];7 +1,...,N — 1}, procedemos del siguiente modo:

]. Nl 7rnr 1 N/2 ! 27rn(2r) N/2 1 27m(2r+1)

Xo=~ 2 we” (35) = = Z rare F) 4 Z Lo CN)
r=0
1 y mn
g

Esto es equivalente a poner

1 (27 2 1 . s
XkJr% == 5 <Yk + €_Z( (kEN/ ))Zk) = 5 (Yk + 6_1(2Nk+7r)Zk> y k € ZN/Z;
y como e~ = —1, llegamos a que
1 _i( 2zk
Xk+1;f:2<Yk—€ (N)Zk), ]{TEZN/Q.
Por lo tanto,
L (ot e )
Xn:2<Yn+e N Zn>
n € Zynys. (2.14)
Xopy = 5 <Y — i )Zn>

La esencia del razonamiento anterior es que se puede obtener la DFT de una sucesion
inicial {7, },c, ~a partir del cdlculo de las DF'T de dos subsucesiones con menos términos.
De hecho, si la sucesion original tiene una potencia de 2 como nimero de elementos, podemos
repetir el mismo proceso con las subsucesiones hasta llegar a un nivel donde las subsucesiones
tengan Unicamente un solo término. Como vemos a continuacion, el cdlculo de las DTF' de
estas 1ltimas es inmediato.

Por la ecuacién (2.10]), sabemos que dada una sucesién {7} ez, Su DFT es otra sucesion
{ X} ez, tal que

1 = (230)

Si N = 1, se cumple que Xy = xy. Por tanto, la DFT de una sucesion que tiene un solo
término es ese mismo término.

A continuacion, aplicamos este algoritmo en un ejemplo sencillo, donde la sucesion inicial
no tiene muchos términos. Asi, supongamos que N = 8 y que tenemos una sucesién finita

{mr} _o a la que vamos a aplicar la DFT. Por la férmula (2.10)),

181

27'rnr M
Z Tre '\ 8 Z Tpe \ 4 , n € Zs.
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Obtenemos, por tanto, la sucesién {Xn};:O con los términos definidos por

1< 1
X(] = gZIT = g(l’o—f—ffjl+I2+ZL’3+I4+ZE5+I6+ZL’7),
r=0
1 7 _(ﬂ) 1 i . (s (s . i
X = 3 Z e\ = 3 (xg +e Tr —1ry+ —etx3—xy—€e 1r5+1xs+ 67x7) ,
r=0
1 i(my 1 . . . .
Xy = §Zxre 7)) = g(xo—z:cl—x2+zx3+x4—zx5—x6+zx7),
r=0
1 7 r 1 i im i im
X3 = 3 zjavreﬂ(34 ) = 3 (ZL‘O —etx)+ireot e Tx3— x4+ et Ts —1iTg — 6_7x7) ,
r=0
1 d —i(mr) 1
X4—§Zxre :g(xo—xl+x2—x3+x4—x5+x6—x7),
r=0
]_ 7 . T 1 i (s s i
X5 = 3 Zxre_’<5T) =3 (a:o —e itx; — iy tertxs—Tate A5+ ixg — 67137) ,
r=0
1< ED) 1 . . . .
X6:§Zm7~e 2 :g(mo—l—wl—xg—@x3+x4—|—w5—m6—m7),
r=0
1 7 : T 1 i (% (s i
X7 = 3 Z xre_’<7T) = 3 (.750 +edxy+irg—€e 4r3—Ty—€e4x5 — 1T+ 6_71’7) .

\3
I
o

Si en vez de proceder de manera directa, aplicamos el algoritmo de la FFT, debemos
e e 7. .z . e . 7 . .
empezar por dividir la sucesién inicial {x,},_, en subsucesiones, y como NN es una potencia
de 2, continuamos asi hasta obtener sucesiones de un solo término. En estas, sabemos que
sus DFT son ellas mismas, asi que iremos combinando con (2.14) los resultados obtenidos
hasta obtener la DFT de la sucesion inicial. Este proceso queda reflejado en la Figura [2.2
Como hemos explicado anteriormente, la DF'T de las subsucesiones de un solo término se

calcula trivialmente. Con la notacién utilizada en dicha figura,

{An} = Zo, {Bn} = T4, {Cn} = T2, {Dn} = Ts,
{En} = T, {Fn} = Ts, {Gn} = I3, {Hn} = T7.

A continuacién, mediante la ecuacién (2.14]) combinamos las sucesiones que hemos obte-
: 7
nido hasta llegar a {X,,}, _,:

1 (27 1

Vo = 3 (Ao + 6_1(20)30> =5 (o + 4),
1 . 1

‘/1:(/40—6_2(220>BO) :*(1'0_374)’
9 2
1 . 1

o= (cor e 0 = oy )
n . 1

=L (e e ) = L)
1 . 1

Y, = 3 (Eo + 6_’(220)Fo> =3 (1 + 2s5)
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[ (=), ]
J

l Xy, L1,T2,T3,T4,T5,Te, L7
3 3
[ o, | [ i, ]
l Lo, T2, T4, e J l L1,23,Ts5, X7 J

[MAWJH&LﬂHKﬂnJﬁDhoHuﬁnﬁﬁFLOHmﬁnJHHLO]
N/ N/ N/

IEHQ!! !E@EII lﬁi@!! !E@HHI

{T} oo {Un}no

\ /

{Xn}no

Figura 2.2: Diagrama de division y combinacién del algoritmo de la FF'T.

) . 1

Y, =~ <Eo — €_Z<220>F0> =5 (x1 —25),
9 2
1 . 1

Zo= 1 (G4 ) ) = Loy 40,
1 1

Ahora que hemos obtenido las sucesiones de orden 2, las combinamos de forma analoga
para obtener {T,,}>_ v {U,}>_,.

1 - om 1
T(] _ 5 (% —|—€_7'(240)W0> = Z (Z’O—i—xQ +$4+x6)7



18 CAPITULO 2. CONCEPTOS ELEMENTALES DEL ANALISIS DE FOURIER

1 1

T 5 (‘/1 +e 7'(24)1/1/'1) = 4 (330 —1T9 — T4 + Zl’ﬁ)
1 2770 1

T, = 2(V0—e WO) 4:(:0—:1:2+x4—a:6)
1 x 1

T3:2(‘/1— 4W1):4 $0+’L$2—J}4—Z.T6)
1 x 1

U()Ii (YE)—FG_Z(2 O)Zo> Z(.T1+SL’3+.T5+SL’7)
]_ (27l ]_

U= 5 (Yi4 e ) 20) = o — iy = 5 + o),
1 o 1

U2 = 5 (3/0 — e_l(z‘l())Z()) Z (l‘l — T3+ x5 — LL’7)
1 1l 1

U; = 5 <Y1 — el(24)Zl> 1 (x1 + iwg — x5 — i27).

Por tltimo, combinamos {T,}>_, v {U,}_, para formar la sucesién {X,}’_,, que se

corresponde con la DF'T de la sucesion original {wr}r —0

1 (o
Xo= (To + e_"(ZSO)UO)
1
g(xo—i-xl+x2+x3+x4+x5+x6+x7)
1 x
Xi= (10 00)
1 . . _in _im . . _im
g(x0+e 43:1—2352—26 1Tor3 —X4 —€ 425+ 126+ 1€ 4:67),
1 .
=5 (B )
1
g(aro—wrl—x2+2:1:3+a:4—z:c5—x6+za:7)
1 ™
X3:2<T3+e (”)Ug)
1 3im 3im _ 3im . . 3im
g(:no—i—e 4{E1+ZSB2+26 T x3— x4 —€ x5 —1rg — 1€ 4:57),
1
Xo=5 (1 - %)
1
=3 (ro — 21 + T2 — T3 + 24 — 5 + T6 — T7),
1 ™
2<T1 21 1)
1
g Tog— € 4:101—m2+ze 4x3—x4—|—e 4x5—|—zx6—ze 4x7>,
1 ﬂ
5 T2 22 2)
1 ) . .
g(xo—i-ml—xQ ix3 + x4 +ixs — 16 — QT7),
1 ﬂ
X 5 <T3 — € l<283)U3>
1 3ir . . _sin _sir . . _sin
g(xo—e 4T+ — e LT3 — T4+ € 4 T5—1Tg T 1€ 4x7).
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Podemos simplificar estos resultados si tenemos en cuenta que

_am 2im T s _ 3im s _2im  _im
4 4 e 4 = e

—e4 = —¢ 14 y —je 1+ =e¢

N
3
-
3

obteniendo
1
ong(xo—i*xl+$2+I3+$4+$5+$6+$7)7
1 _in . in _in . in
Xlzg(xo—i-e 1x] — 1o+ —e4T3 — Xy —€ 4x5+m6+e4x7),
1 . . . .
X2:g(xo—m:l—x2+zx3+x4—zx5—x6+zx7),
1 in ‘ _im in . _im
X3:§($0—€4331+Z.T2+6 1x3 — Ty + €425 —1Tg — € 4957),
1
X4:g((l?o—ZL‘1+$2—I’3+$4—1’5+$6—$7),
1 i . in _in . in
X5—§(x0—e 4r] — 1o +e4tx3—2x4+ € 4:E5+m6—64:1:7>,
1 . . . .
X6=g(onrmfl—xz—m3+x4+w5—w6—m7),
1 in . _in in . _in
X7:§(xo+e4x1+w2—e 4x3— Ty —€4+x5 — 1T+ € 41:7).

que coinciden con los que obtuvimos al aplicar la DF'T' directamente.

<
<

e
L@
2@

@
HEC
®

OELC

Y
oo
\/
(X

)
o
|
<
e,

N

®
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\

-
3

o
|
\
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Figura 2.3: Diagrama de flujo de “mariposas” del algoritmo de la FFT.
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La sucesion de pasos que hemos desarrollado a lo largo del algoritmo de la FFT se suele
representar de forma esquematizada en unos diagramas de flujo denominados de “mariposas”.
Estos organigramas tienen gran relevancia a la hora de hacer el seguimiento del algoritmo
por etapas. Cada nodo representa un término de la sucesion, y cada flecha e indice asociado
senalan la manera en la que se van combinando. En la Figura[2.3] podemos ver las “mariposas”
correspondientes al ejemplo desarrollado.

Para una sucesion inicial de 8 términos como la del ejemplo anterior hemos necesitado 24
operaciones (3 etapas y 8 operaciones en cada una de ellas) para aplicar el algoritmo de la
FFT. En la Tabla se recoge una estadistica comparativa del coste computacional entre
aplicar directamente la DF'T o utilizar el algoritmo de la FFT. Podemos notar la evidente
reduccion de operaciones que son necesarias con este tltimo método a medida que crece N.

Tal y como hemos mencionado al comienzo de esta seccion, el célculo de la DFT de una
sucesién de N términos tiene un coste computacional N2. Por otro lado, el coste de la FFT se
obtiene de multiplicar N por el nimero de etapas del algoritmo. Cuando N es una potencia

de 2 este numero es log, N.

Longitud de la sucesién inicial (N) | DFT (N?) | FFT (N log, N)
2 4 2
4 16 8
8 64 24
16 256 64
32 1024 160
64 4096 384
128 16 384 896
256 65536 2048
512 262144 4608
1024 1048576 10240
2048 4194 304 22 528
4096 16 777216 49152

Tabla 2.1: Costes de computacion de la DF'T con o sin el algoritmo de la F/F'T para sucesiones

con 2" términos, 1 <n < 12.

Es decir, el algoritmo de la FFT permite reducir el coste computacional de N2 a N log, N.
Ademas de la obvia reduccién de tiempo de trabajo, hay que destacar que se ejecutan menos
operaciones. Esto tiene como consecuencia que los calculos sean mas precisos, ya que hay
menos probabilidad de que se produzcan errores de redondeo [13].

Concluyamos esta secciéon deteniéndonos un poco més en el algoritmo de la FFT. La

ecuacion (2.12)) admite una reescritura en forma matricial

X = [Fy] -z, (2.15)
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donde X = [X, X1, Xo,. .. ,XN_l]T, xr = [xg, 1, T, . .. ,.CIZN_l]T y

1 1 1 1
Wy W3 Wyt
[Fy]= |1 W} wh o R Wy =e ¥
_ 2(N-1 N-1)(N-1
1wy WN( )L ngf )J(N-1)

Notar que la entrada [Fy];; es Wx. El algoritmo de la FFT factoriza la matriz [Fy] en un
producto de matrices con muchas entradas nulas. Esto es lo que provoca una reduccion del
coste computacional en el producto [Fy| - z. Veamos esta descomposicién para el ejemplo de

una sucesién de 8 elementos. La factorizacion de [Fg] es

(g (Rl o)
- (L) (B0 ) e

donde [Iy] es la matriz identidad de tamano N, [Dy] se define por

1 0 0o .- 0
0 Woy 0 --- 0
Dyl=|0 0 W2 -- 0
0 0 0 - WhE!
y [Pg] es la matriz de permutaciéon
100010000
00100000
0000'1000
0000'00T10
[Bs] = |-~---~-~ Pore e
01000000
000 71,0000
00000100
0000]0001

En la descomposiciéon de [Fs] aparece dos veces la matriz [Fy|, por lo que podemos iterar

el proceso anterior y factorizar estas ultimas con

1 1 1 1 1 011 0 1 110 0 1 010 0
| | |
1 W, W2 WP 0 110 —i 1 -1:0 0 0 0:/1 0
[F4]: 9 4 6 = |--=-=-- +—-—=-===-]]--=-=-- +-=-===-Q1-}--—--- + - === - y
1 W2 Wi W 1 01—-1 0 0 011 1 0 110 0
| | |
1 Wi ws W 0 110 i 0 011 —1 0 010 1

resultando X en un producto de matrices dispersas (del inglés sparse) o con muchas entradas

nulas.
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2.4. Transformada de Fourier de coseno

El uso de las series de Fourier esta ligado a las funciones peridédicas. En el caso de que la
funcién de partida no lo sea, es posible descomponerla en una especie de anédlogo de ((2.1)).

Suponiendo que la funciéon f es L-peridédica, podemos escribir

L
2 e ) gt (2.17)
=i [0

donde ¢, estaba definido en (12.9).

La expresion (12.8)) puede reescribirse como

3 et (2) (2.18)

neL

si asignamos c¢_,, = a, + tb,, n > 1. Si la funcién no es periddica, de manera heuristica
podemos pensar que su periodo es infinito. Haciendo tender L a infinito en y
obtenemos de forma natural los conceptos de transformada de Fourier y de transformada de
Fourier inversa en R.

Definimos la transformada de Fourier de una funcién f(t) integrable Lebesgue en R

como la funciéon f definida como

f(&) = (t)e % dt, £eR.

1 /00
V2T J—oo
La funcién original f se recupera (en general, esto no es cierto, sino que hay que asumir

ciertas condiciones sobre f) a partir de f mediante la expresién

ft) = )e't de,

1 00
= e
denominada transformada de Fourier inversa (teorema de inversién de Fourier).

Un caso particular de especial interés para el desarrollo de este trabajo es la transformada

de Fourier de coseno. Si nos quedamos con la parte de f(¢) para t > 0, podemos construir

una nueva funcién par g(t) (extensién par de f) definida por

f@), si t>0,
g(t) = (2.19)
f(=t), si t<O0.

Su transformada de Fourier es

e+ [ f-ne i an)
0
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. \/127 / T H) (e ) dt

\/7/ ) cos (&t) dE.

De esta manera, definimos la transformada de Fourier de coseno de una funcién f(t)

- \E /0 1) cos (€t) dE. (2.20)

Con ciertas restricciones podemos recuperar f mediante la transformada de Fourier

\/7/ ) cos (&t) dE. (2.21)

De cara a la compresién del JPEG, nos interesaran especialmente los andlogos discretos

apropiada como

de coseno inversa

de las férmulas (2.20) y (2.21) [5]. Como veremos en la siguiente seccién, existen varias

discretizaciones posibles, que dan lugar a diferentes transformadas discretas de coseno.

2.5. Transformada discreta de coseno

La DFT permite descomponer una senial digital en sus componentes de frecuencia y el
algoritmo de la FF'T posibilita que este proceso se pueda llevar a cabo en un tiempo razonable.
Ahora bien7 uno de los inconvenientes es que las componentes X,, de la sucesion DFT (ver
la formula ) son, en general, nimeros complejos. En esta seccién introduciremos una
familia de transformadas “reales”. Una de ellas esta en la base de la compresién del JPEG.

De forma similar a como se discretizd la expresion - para obtener el concepto de
DF'T, también podemos discretizar . Existen varias maneras de hacerlo, lo que da lugar
a diferentes versiones de la transformada discreta de coseno o DCT (Discrete Cosine

Transform) [15]. Vienen definidas, respectivamente, a partir de las siguientes matrices de

transformacion:
1. [Byl,, = \/z (Q Q, cos (T;W)) nr € I,
2 0 2 (s (T20)) e
o 0wl =2 (ereoe (PETY) e
i [Ba], = \/g (COS ((2r + 11(]3;1 + 1)7r>> | N
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donde @), es un coeficiente tal que

1
—, si ke{0,N},

Qr = v2 (2.22)
1, si k¢ {0,N}.

Asi las cuatro diferentes DCT son [14]

] DOT—[
5 N
Xg(l) — 1/N Z QnQ,x, cos (TX;T) , n € Ly
r=0
» DCT-1I:
2 N1 (2r +1)nm
XS(Q) N Z Qnx, oS ( , n e Zy. (2.23)
N r=0 2N
» DCT-1II:
[2 = (2n+ L)rm
ch(?’) =4/— Z Q,x, cos < , n e Zy.
N &= 2N
= DCT-1V:

[2 2 2r+1)(2n+ )7
XS(4): ZI'TCOS( , n € Zy.
N = 4N

La transformada discreta de coseno que utiliza la compresién del JPEG es la DCT-II y fue
introducida en [2, 1974] por N. Ahmed, T. Natarajan y K. R. Rao.

Para hallar la aplicacién inversa de esta transformaciéon de RY en RY, demostraremos
que su matriz de transformacion [Cy| es unitaria. De hecho, esto es equivalente a demostrar

que [Cy]| es ortogonal, ya que es una matriz real. Con este propésito, denotemos por g, el

T
r-ésimo vector columna de [Cy]|; es decir, g, = [gOT, Girs -1 9 N—l)r} , donde
_ /2 0 (2r + 1)nm c7 (2.24)
Gnr = N n COS IN ) n N- .

Recordemos primero unos resultados sencillos que se van a utilizar.
1. Suma de progresiones geométricas finitas:

2N + 1, si w=1,
N

S = n;N w" = N (2.25)
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iz iz

2. En particular, tomando w = € y simplificando (2.25) mediante sin(z) = <5,
obtenemos .
IN +1, si e =1,
N .
Yo e = (2.26)
in (V42 ,
ey (N D0) e
sin (%)
3. Poniendo cos (z) = w en la ecuacion ([2.26) obtenemos
N, si e =1,
Z — fﬁ . (2.27)
cos (nr) = = e :
T2 < T2 sin(N+4)z) 1 .
——, si e #1.

. 2sin (§) 2’
Notar que la condicién e = 1 es equivalente a z = 0 (méd 27).
Volviendo a la demostracién, el producto interno de dos vectores reales g, y g, en RY
viene dado por la formula
(2.28)

gp7 gq Z 9np * Gng-

Queremos probar que

L, si p=gq,
(9p: 9q) = (2.29)
0, si p#gq.
Utilizando (2.28)) y (2.24)
2 =1 (2p+ )nm (2¢ + 1)nm
00 = 3, Qeteos (R e (P25

En este punto, podemos distinguir tres casos. Utilizaremos la ecuacion (2.27)) presentada

anteriormente para simplificar los resultados en cada caso.

= Si p = ¢, entonces

(g = — (14
gpvgp—N

Y como 2p + 1 es un ntmero impar,

1
(G 90) = 5 (1+0+ N =1) = 1.
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» Sip#qyp+ qes par, entonces p—q es par y p+ q + 1 es impar. Luego,

1

=% (1404 (-1)) =0.

» Sip#qyp-+qesimpar, entonces p — q es impar y p + g + 1 es par. Entonces,

1
= 1+ (=) +0)=0.

De esta manera, hemos probado (2.29).

Asi, la matriz de transformacién [Cy| de la DCT-II es ortogonal y se cumple que
[Cn]™" = [Cn]" .

Resulta que la traspuesta de esta matriz tiene por entradas

[On] = {\/z (Qn cos (W))]T = \/z <Qr cos (W)) = [Dn]nr,

por lo que
[Cx]™ = [Cn]" = [Dn],

donde [Dy], tal y como hemos visto anteriormente, es la matriz de transformaciéon de la
DCT-1I1I.
Si repetimos analogamente estos pasos con el resto de transformadas llegamos a las con-

clusiones siguientes
L [By]™ = [B]" = [Ba].
2. [On]7" = [Cn]" = [Dn].
3. [Dn] ™! = [Dn]" = [Cw].
4. [Ex]T" = [En]" = [EN].

En resumen, obtenemos la siguientes expresiones para las transformadas discretas de
coseno inversas de DCT-I, DCT-II, DCT-III y DCT-1V, respectivamente [14]:

» [DCT-I:

rnm

2 N
Ty = N nz:%QrQan COS (N) ) T € LNt
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» [IDCT-II:
N—-1 2) 1
Z Qn X, cos <(T—2FN)WT> : r€Zy. (2.30)
s [DCT-III:
2 N on + 1
N Z Q- X, cos <( n;—N)rw> , r € Zy.
n=0
s [DCT-1V:
2 = ((2T+1)(2n—|—1)7r>
— Z X,, cos , reZy.
N = 4N

Como ya hemos advertido, en este trabajo nos interesa especialmente la IDCT-II.

2.6. Algoritmo de la transformada rapida de coseno

En la seccién 2.3 vimos como se podia utilizar el algoritmo de la transformada rapida de
Fourier para calcular de forma mas eficiente la DF'T de una sefial. Resulta natural preguntarse
si existen algoritmos de este tipo para las transformadas discretas de coseno de la seccion
anterior. La respuesta es afirmativa y en esta seccién veremos dos para la DCT-II. En el
primero se calculard la DCT-II de una senal a través de la FFT [2]. La idea para hacer
esto proviene de la relacion entre la transformada de Fourier de una funcién par y la
transformada de Fourier de coseno. Veamoslo a continuacion.

Supongamos que queremos calcular la DCT-II de una sucesion {x, },cz, . Definamos para

ello otra sucesion {y, }rez,, como su extension simétrica en torno al punto N — 2 es decir,

T, si r € Zy,
Yr =
ToN—r—1, si re ZQN \ ZN.

La DFT de {y,}rez,, Vviene dada por

1 2N—-1 2
7rnr
Y, Z ype ),
1 N-l 21rn7‘ 1 2Nl 27rnr
—1 [
_QNZIT ZxQere 2N)7
r=0
1 N1 . 27rn'r 1 N1 M)
S X e
r=0

71;(271'71,(2N)) B
Como e ev ) =1, llegamos a que

N-1
Y, = 2;] T, (e_z(%m) +e (W)> ; n € Zon.
r=0
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Ahora, multiplicamos ambos lados de la igualdad por v2N Qne_i(%), donde @), esta
definido por (2.22]), y obtenemos

V2NQ,e™ i(5%)y, Z Qnx, cos <W>, ne€Zy.

Si comparamos esta expresion con la ecuacion , notamos que la parte derecha de la
igualdad es la formula de DCT-II. A través de esta relacion entre DFT y DCT-II, podemos
aplicar el algoritmo de la FFT, que hemos visto en , para calcular la DCT-II de una
senal {z, }rez,y-

No obstante, este algoritmo no es lo suficientemente eficiente para el calculo de la DCT-11
en muchas de las aplicaciones. El primer algoritmo que no utilizé la FFT para calcular la
DCT-II tiene sus bases en el articulo |6, 1977] de W. H. Chen, C. H. Smith y S. C. Fralick.

Este algoritmo, que es seis veces mas rapido que el que hace uso de la FFT, se basa en la
siguiente descomposicion matricial de la DCT-II (similar a ([2.15])):

2
X = yAx -z, (2.31)

donde X = (X[),Xl,XQ, ce ,XNfl)T, T = (xo,xl,xg, ce ,ilf]v,l)T y

[AN],,. = \/g [CN],y = Qncos (W) , n,r € Zy.

Presentemos el caso particular N = 8. Dada una sucesion {xr} _o» calculamos su DCT-II
{X,}I_, mediante

2 1
XC(2 = Z Qnx, cos (W) , n € Zs,

con @, definido por (2.22]).

Analogamente a lo explicado en la seccién 2.3, el objetivo de este algoritmo rapido es
factorizar la matriz [Ay] de la ecuacién (2.31) como producto de matrices dispersas, es
decir, matrices donde la mayoria de sus entradas son nulas. Esto se consigue de una manera

recurrente. Si N = 8,

[As] = [F] - ( [?]I]gq ) - [Bs], (2.32)
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donde [F3] es la matriz de permutacién
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[1'74} - [R4] - {74}, donde, en general,

)
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|

0
1

0

y [Bs] viene dada por

La factorizacién de [Ry] es

[Qd] - Va(2)] - [Ta] - [Va(2)],
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En el segundo factor de (2.32) ha aparecido la matriz [A4]. Asi, de una manera recurrente,

1 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 [A] 1 0 0 1 1 0
[A4] = o RS iy [ ,

0 1 0 0 0 ‘[RQ] 0 1 —1 0

0 0 1 0 1 0 0 —1

y con esto se logra el objetivo de reducir la DCT-II a un producto de matrices dispersas.



Capitulo 3

Compresiéon del JPEG

El proceso de compresion y codificacion de imagenes que disen6 el grupo JPEG se recoge
en el estandar [16]. Alli se distinguen, como hemos dicho, dos clases de compresién (con
pérdida y sin pérdida) y ademds cuatro modelos de codificacion (JPEG sequential DCT-
based coding models, models for progressive DCT-based coding, coding models for lossless
coding, y models for hierarchical coding). En este capitulo comenzaremos con unas breves
pinceladas histéricas del JPEG [I1], para después pasar a describir el denominado baseline
sequential process, un proceso de compresion con pérdida basado en el primero de los modelos
de codificacién mencionados. Este proceso es probablemente el méas extendido a la hora de

comprimir imagenes.

3.1. Breve historia del JPEG

En la década de 1980, la disciplina de las telecomunicaciones giré en torno al lanzamiento
a nivel mundial de un innovador servicio conocido como wvideotex, que permitia a los usua-
rios obtener acceso a informacion y contenido multimedia mediante el uso de terminales de
computadora y television. Poco tiempo después surgio la tecnologia conocida como red di-
gital de servicios integrados (ISDN) que dio lugar a la aparicién de las primeras maquinas
con pantallas compatibles con graficos y color. Sin embargo, a pesar de representar un gran
avance, estos dispositivos carecian de la capacidad de mostrar imagenes fotograficas en ese
momento.

Con la llegada de la ISDN, los centros de investigacion de las principales empresas de te-
lecomunicaciones se centraron en encontrar maneras de mejorar la capacidad de visualizacion
a través de técnicas de codificacién de imagenes fotograficas. Sin embargo, el problema era
que las iméagenes fotograficas contienen mucha informacion, lo que provoco la necesidad de
buscar una forma de reducir su tamano para acortar el tiempo de transmisién de las mismas.

La formacién del proyecto European Photovideotex Image Compression Algorithms (PlI-

CA) en 1985, a partir de un consorcio de socios experimentados en telecomunicaciones,

31
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computacién y radiodifusion, resulté ser un gran impulso para el desarrollo internacional
de las técnicas de codificacién de iméagenes. Durante cuatro afios, el proyecto PICA realizo
contribuciones clave en el desarrollo de requisitos técnicos y en la evaluacion de técnicas de

codificacién que en el futuro servirian de base para la formacion del estandar JPEG.

Figura 3.1: Comité del JPEG.

Hasta entonces los organismos internacionales encargados de regular y normalizar el video-
tex eran el Comité Consultivo Internacional Telegrafico y Telefénico (CCITT), la Conferencia
Europea de Administraciones de Correos y Telecomunicaciones (CEPT) y la Organizacién
Internacional de Normalizacion (150).

Tras darse cuenta de la relevancia que iba a tener la codificacion de imagenes en los
futuros servicios de comunicacion multimedia, los lideres de las organizaciones CCITT e
ISO (Working Group 8 o WG8) unieron fuerzas a mediados de 1986 para trabajar de forma
conjunta, dando origen al Joint Photographic Experts Group (JPEG). Este comité tenia el
objetivo de, a partir de los requisitos de servicio establecidos por el CCITT y la experiencia de
codificaciéon de la ISO, encontrar y estandarizar una técnica de alto rendimiento de compresion
de iméagenes fotograficas.

Con este fin se definieron las caracteristicas esenciales que debia de tener el procedimiento
que se iba a desarrollar. La primera de ellas era la capacidad de ajustar el factor de com-
presion con respecto a la calidad final obtenida. Es decir, la posibilidad de regular segtun las
necesidades de la aplicacion cuanto reducir los datos en funcién de cuanto se deba parecer el
resultado a la imagen original. La segunda era la creacién progresiva de imagenes, justifica-
da por la restriccion de velocidad en los canales de transmision. Este concepto consistia en
entregar rapidamente una imagen para visualizacion instantanea que tuviera una resolucion
mucho menor, para que, posteriormente, en varias etapas se pudiera mejorar hasta lograr la
maxima calidad. La tercera y ultima, también con el fin de mejorar la velocidad de transfe-
rencia de imagenes, era la propiedad de construirse secuencialmente linea por linea de arriba

a abajo.
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Para encontrar la técnica de codificaciéon que mas se adecuase a sus intereses, el grupo de
trabajo JPEG convocé un concurso publico. Los candidatos debian proporcionar una descrip-
cioén técnica completa de su método y, ademds, tenian que realizar diferentes compresiones y
descompresiones con dicho algoritmo con diferentes factores de compresion sobre un conjunto
establecido de imagenes de prueba. De las doce propuestas que se registraron oficialmente en
marzo de 1987, llegaron tres a la seleccion final en junio de 1987. Tras varios meses de prue-
bas, en la reuniéon de enero de 1988 en Copenhague se proclamé ganadora por unanimidad
la técnica adaptativa de transformada de coseno (Adaptative Discrete Cosine Transform o
ADCT) planteada por el PICA.

Tras esta decision, el comité JPEG decidié desarrollar un estandar basado en esta técnica
ADCT, en la que se aplicaban diferentes claves cientificas que veremos desarrolladas en mayor
profundidad en la siguiente seccion. Entre ellas se debe destacar alguna, como la transformada
discreta de coseno, la codificacion de bloques o la cuantizacién psicovisual. Por ultimo, se debe
senalar que es notable la capacidad de evolucionar que ha tenido esta técnica de compresion
a lo largo de los anos, siendo el algoritmo JPEG tiempo después la base de otras extensiones
como el JPEG 2000 o el JPEG XT. Ademéas, JPEG sirvié como modelo para otro tipo de
estandares de compresion como, por ejemplo, Motion Picture Experts Group (MPEG), tan

extendido en la manipulacion de archivos de video.

3.2. Descomposicion en bloques y tratamiento del color

Como hemos mencionado anteriormente, una imagen (en blanco y negro) puede enten-
derse como una senal bidimensional digital. El ordenador la interpreta como un rectangulo
formado por pixeles, que es su menor unidad homogénea. El método de compresién del JPEG
comienza dividiendo la imagen a comprimir en bloques de tamafo 8 x 8 pixeles llamados MCU
(Minimum Coded Units). Cuando las dimensiones no son miltiplos de 8 se aplican técnicas
de relleno para ajustar la imagen al tamano adecuado. Estos bloques van a ser tratados de
forma independiente, por lo que de aqui en adelante nos centraremos en el proceso de com-
presion que se realiza en uno de ellos, ya que este método se repetira de forma analoga con el
resto de bloques. En la Figura podemos ver la imagen de la Catedral de Burgos dividida
en bloques de 8 x 8 pixeles y en la Figura se muestra en detalle uno de esos MCU, donde
cada cuadrado de la rejilla es un pixel de la imagen.

Después de haber separado la imagen en MCU, se descompone cada uno de ellos en sus
valores RGB, es decir, cada MCU proporciona tres bloques, uno para el color rojo, otro para
el verde y otro para el azul. El color de un pixel se puede determinar a través de varios
estandares. De momento solo hemos tratado el modelo de color RGB (Red, Green y Blue),
que probablemente es el mas popular. Cada color se construye como una mezcla por adiciéon

de esos tres colores de luz primarios. En este sistema, como ya dijimos en la introduccion, el
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Figura 3.2: Imagen de la Catedral de Burgos dividida en MCU. Hemos seleccionado uno de

ellos como muestra.

Figura 3.3: MCU seleccionado de la imagen de la Catedral de Burgos.

color de cada pixel se determina con un vector de tres parametros que toman un valor entero
de 0 a 255 y que representan las cantidades de rojo, verde y azul que contiene dicho pixel.
Como cada pardmetro puede tomar 256 valores y 256 = 28, para representar dicho pardmetro
se requieren ocho bits, o lo que es lo mismo, un byte. Por tanto, para almacenar el color de
un pixel se necesitan tres bytes, y como un MCU tiene 64 pixeles, utilizaremos 64 x 3 = 192
bytes para guardar un bloque en memoria.

En la Figura podemos apreciar qué representa cada parametro del espacio de color
RGB en nuestra imagen de la Catedral de Burgos. Si combindsemos los tres canales (Red,
Green y Blue) obtendriamos la imagen original. Sin embargo, cuando un ordenador procesa

una imagen en un espacio de color concreto, no es asi como lo almacena. En realidad, sim-
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(a) Red (b) Green (c) Blue

Figura 3.4: Espacio de color RGB de la imagen de la Catedral de Burgos.

plemente entiende cada pardmetro del espacio de color como una imagen en escala de grises.
En esta escala monocromatica inicamente se representa la cantidad de luz o intensidad que
tiene cada pixel. Los valores bajos indican pixeles muy oscuros o de baja intensidad, mientras
que los valores altos hacen referencia a pixeles claros o con una alta intensidad. En la Figura

podemos ver la descomposicion del ejemplo en este espacio de color.

Figura 3.5: Descomposicion de la imagen de la Catedral de Burgos en el sistema RGB.

Por la propia naturaleza de este estandar, el vector tridimensional RGB tiene una alta
correlacién en sus componentes, lo que dificulta la tarea de comprimir la imagen, ya que la
pérdida de informacién en uno de los parametros afecta de forma relevante a los otros dos
parametros del modelo. Por ello, se realiza una transformacion del espacio de color de cada
pixel para convertir este vector en uno nuevo, compuesto por otros tres valores. Estos hacen
referencia a la luminancia o luma (Y'), que describe el brillo de la imagen (las regiones més
brillantes son representadas por nimeros més grandes), y las crominancias o cromas de azul

(Cy) y de rojo (C.), que representan los matices rojizos y azulados (ver Figura [3.6)).

(b) Gy

Figura 3.6: Descomposicién de la imagen de la Catedral de Burgos en el sistema Y C,C,..
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Para hacer esta transformacion de RGB a Y C,C, se utiliza el siguiente cambio [3] (su-

mamos 128 a ambas crominancias después del intercambio para obtener valores entre 0 y
255):

Y 0,20900  0,58700  0,11400 \ (R
C,—128 | = | —0,16874 —0,33126 0,50000 | |G |. (3.1)
C, — 128 0,50000 —0,41869 —0,08131) \B

Esta transformacién no ha reducido el espacio necesario para almacenar un bloque (al
ser igualmente tres pardametros seguimos necesitando 192 bytes para guardar un MCU).
Sin embargo, este sistema posee dos caracteristicas psicovisuales que justifica su uso por el
JPEG [4]. La primera es que numerosos estudios han demostrado que el ojo humano tiende
a ser mas sensible a los cambios en la luminancia que en las crominancias [9]. Esto permite
realizar mayores cambios en las crominancias sin que nuestra percepcién de la imagen se
vea afectada. La segunda es que, en general, hay mas variaciéon en la luminancia que en las
crominancias en un MCU. Esto lo podemos apreciar a modo de ejemplo en las Figuras [3.3]y
que representan el MCU que habiamos seleccionado anteriormente en la Figura |3.2]

(a) Y (b) Cy (c) C.

Figura 3.7: Descomposicion del MCU seleccionado en las componentes del sistema Y C,C...

Atendiendo a estos dos factores, se utiliza una técnica de compresion llamada submuestreo
de crominancia (chroma subsampling), que consiste en agrupar pixeles vecinos compartiendo
informacion de color entre ellos. El objetivo es reducir la resolucion espacial de los canales de
croma en comparacion con el de luminancia. Existen varios métodos para aplicar esta técnica

y no vamos a explicarlos en este trabajo.

La descomposicién RGB del MCU de la Figura [3.3) es
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199 200 194 194 195 194 192 193
200 198 194 196 199 196 194 198
203 202 198 200 202 200 197 201
203 201 197 199 201 199 197 200
205 202 198 200 203 200 198 202
206 204 200 200 204 200 200 204
204 203 197 199 201 199 197 201
206 207 201 205 208 205 203 207

162 165 161 161 162 161 159 160
163 165 161 163 166 163 161 165
166 169 165 167 169 167 164 168
166 166 162 164 166 164 162 165
168 167 163 165 168 165 163 167
169 169 165 167 169 167 165 169
167 166 162 164 166 164 162 166
167 170 167 168 171 168 166 170

120 123 118 118 119 118 116 117
121 122 118 120 123 120 118 122
124 126 122 124 126 124 121 125
122 124 120 122 124 122 120 123
124 125 121 123 126 123 121 125
127 127 123 124 127 124 123 127
125 124 120 122 124 122 120 124
124 128 122 126 129 126 124 128

Mediante la transformacion (3.1)) cambiamos el espacio de color al sistema Y C,C,. y obtene-

mos
168 171 166 166 167 166 164 165
169 170 166 168 171 168 166 170
172 174 170 172 174 172 169 173
V] = 172 172 168 170 172 170 168 171

174 173 169 171 174 171 169 173
175175 171 172 175 172 171 175
173 172 168 170 172 170 168 172
174 176 172 174 177 174 172 176

101 101 101 101 101 101 101 101
101 101 101 101 101 101 101 101
101 101 101 101 101 101 101 101
100 101 101 101 101 101 101 101
100 101 101 101 101 101 101 101
101 101 101 101 101 101 101 101
101 101 101 101 101 101 101 101
100 101 100 101 101 101 101 101

150 149 148 148 148 148 148 148
150 148 148 148 148 148 148 148
150 148 148 148 148 148 148 148
150 149 149 149 149 149 149 149
150 149 149 149 149 149 149 149
150 149 149 148 149 148 149 149
150 150 149 149 149 149 149 149
151 150 149 150 150 150 150 150

Se puede comprobar que las tres matrices de (3.2]) son congruentes con lo mencionado ante-

riormente, ya que hay mayor variedad en los valores de la luminancia que en las crominancias.
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3.3. Aplicacién de la transformada discreta de coseno

Vamos a transformar los valores de color de las tres matrices [Y], [Cy] y [C;] a un dominio
de frecuencias. La serie de Fourier es una descomposicion de una funcién periddica
como una suma (infinita) de senos y cosenos de diferentes frecuencias (ver Figura . Los
coeficientes de Fourier a,, y b, son las amplitudes de estas ondas componentes, e indican su
grado de contribucién a la hora de reconstruir o sintetizar la funcién. Es decir, miden cuanto

se parece la funcion original a la correspondiente onda sinusoidal.

(a) Ejemplo funcién periddica (b) Ejemplo descompuesto en ondas

Figura 3.8: Descomposicién de Fourier de una funcién periddica.

Al tratar nuestras senales digitales con la DC'T-II, es comtin muestrearlos en la red de 8
puntos equiespaciados g (n € Zg) de modo que el papel de la base de ondas sinusoidales de
la serie de Fourier lo adquirirdn ahora las 8 senales digitales cos (rx), con r € Zg [1].

Otro detalle a tener en cuenta es que el tratamiento de imagenes se hace analizando senales
digitales bidimensionales, por lo que las 8 senales digitales unidimiensionales anteriores dan
lugar a 8 x 8 = 64 senales digitales bidimiensionales (ver Figura . Con ellas es posible
representar cualquier senal muestreada por 64 valores mediante combinaciones lineales. Los
coeficientes necesarios se calculan con el andlogo bidimensional de la DCT-I1 .

De manera general, dada
f:A0,...,M—1} x{0,...,N =1} = {0,1,...,255},

se define la transformada discreta de coseno bidimensional (2D DCT-II) como la sucesion
{Fuwt,u=0,...,.M —1;v=0,...,N — 1, donde

2 u ’UM ghiy 2 + 1)u 20+ 1
F,, = \?_Q;:O;)fwcos< IZM) >C0S<(y2N)v7r>’ (3.3)

y @Qn estd definido en (2.22)).
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Figura 3.9: Ondas coseno en las que se puede descomponer un MCU con la DC'T.

Esbocemos la aplicacion de la 2D DCT-II en el proceso de compresion del JPEG. La
Figura [3.9) estd constituida por 64 MCU, donde el bloque situado en la esquina superior
izquierda representa que no hay ninguna variacién con los vecinos (onda bidimensional con
menor frecuencia). Segin nos desplacemos hacia la derecha y descendamos, las frecuencias
horizontales y verticales van aumentando de manera gradual, respectivamente. De esta forma,
el MCU de la esquina inferior derecha representa que en ese bloque los valores han cambiado
drésticamente en ambas direcciones con respecto a sus bloques vecinos (onda con mayor
frecuencia de todas).

Para aplicar la 2D DCT-II a cada uno de los bloques MCU 8 x 8, hacemos M = N =8
en . Si denotamos por f,, el elemento en la posicién (z,y) de cada una de las matrices

Y], [Cy] ¥ [Cr], queda

(2 + N)um 2y + L)vm
:_Zwacos< T >cos <l—6>

=0 y=0

En nuestro ejemplo particular, al aplicar la 2D DCT-II a la matriz [Y] de (3.2)) obtenemos

271357 5 6 14 -19-5 —4
-293 -2 0 -4 0 -1 -1
-101 -1 -1 -3 -1 -1 -1
-114 3 1 -1 1 0 1 (3.4)
-2 2 -1 0 -2 0 -1 O

-104 1 0 -2 2 0 -1
5 1 -1 -2-2-1-120
0o 1 -1 0 0 O 1 -1
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Como la 2D DCT-II es separable, es posible aplicar una 1D DCT-II a cada una de las filas
y luego otra a la columna de las transformadas resultantes por medio de algin algoritmo

rapido como el que hemos visto en la seccion 2.6.

3.4. Proceso de cuantizacion

El resultado de haber aplicado la 2D DCT-II es que cada MCU almacenara ahora los
coeficientes F,, y, por tanto, la interpretacion del bloque es distinta. Antes, cada casilla nos
indicaba la magnitud del brillo y los matices de color de cada pixel asociado a esa localizacion
(sistema Y CyC,), pero ahora estamos ubicados en un dominio de frecuencias, donde se ha
perdido esa asociacién entre posicion en la matriz y pixel de la imagen.

Hemos producido tres nuevas matrices de tamafio 8x8 (una para la luminancia y otras
dos para las crominancias en cada bloque de la fotografia). En ellas, cada posicién almacena
una frecuencia diferente que, como ya hemos sefialado, nos indica cémo de intensamente varia
cada pixel con respecto a sus vecinos. Las bajas frecuencias se encuentran agrupadas en la

zona superior izquierda de las matrices, mientras que las altas se localizan en la parte inferior

derecha, (ver Figura (3.10])).

Figura 3.10: Esquema de frecuencias en un MCU tras aplicar la 2D DCT-II.

Los coeficientes F,, son numeros reales que no tienen por qué ser enteros. La siguiente
modificacién que experimenta cada MCU es convertir todos los ntimeros de la matriz en
numeros enteros. Esto se logra con un proceso de cuantizaciéon. Desde el punto de vista

matematico, es el paso mas simple dentro de la compresion de la imagen, pero es en él donde
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se produce la pérdida de informacién que permite comprimir méas el archivo y es el causante
de que no recuperemos el archivo en su estado original tras la compresién (ver seccion 3.6).
Ya hemos destacado antes que, como norma general, no se producen grandes cambios de color
en un mismo MCU y, ademés, dichos cambios no son facilmente perceptibles a simple vista,
lo que va a facilitar la tarea de comprimir la imagen.

La cuantizacion depende principalmente de dos parametros variables. El primero es el
parametro de cuantizacion «, 0 < a < 1, y representa la cantidad de compresion deseada.
Cuanto mayor sea «, mayor sera la compresién y, por tanto, menor sera el tamano de la
imagen. No obstante, cuanto mas comprimamos la imagen, menor sera el parecido de la

imagen descomprimida y la imagen original (ver Figura |3.11)).

Figura 3.11: Imagen de la catedral con diferentes parametros de cuantizacion. Se aprecia
como a medida que crece el valor de «, la imagen descomprimida presenta una calidad mucho

inferior a la imagen original.

El segundo pardmetro (@] se denomina matriz de cuantizacién, y es una matriz de tamartio
8 x 8 (almacenada en el propio archivo .jpeg) con valores predeterminados que han sido
estudiados con el fin de minimizar la pérdida de calidad de la imagen y que se caracteriza
por tener valores mas grandes en la parte inferior derecha para eliminar las altas frecuencias.
Como los cambios en la luminancia son méas sensibles al ojo humano, existen diferentes
matrices de cuantizacién para esta y para las crominancias. En (3.5)) podemos ver unos
valores tipicos de las matrices de cuantizacion de la luminancia ([Qr]) v de las crominancias
([Qc]) recomendados por el estandar JPEG [16].

16 11 10 16 24 40 51 61 17 18 24 47 99 99 99 99

12 12 14 19 26 58 60 55 18 21 26 66 99 99 99 99

14 13 16 24 40 57 69 56 24 26 56 99 99 99 99 99

| 1417 22 29 51 87 80 62 | 47 66 99 99 99 99 99 99
@il = 18 22 37 56 68 109103 77 |’ Q] = 99 99 99 99 99 99 99 99
24 35 55 64 81 104 113 92 99 99 99 99 99 99 99 99

49 64 78 87 103 131 120 101 99 99 99 99 99 99 99 99

7292 95 98 112100 103 99 99 99 99 99 99 99 99 99

(3.5)
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A partir de los coeficientes F,, y los dos parametros de cuantizacién se calculan los

coeficientes cuantizados M, aplicando la férmula
FU'U

E
My = signo | ——— | - [ |——=—|1 , 3.6
! (a- [Q]u) { a-[QL, J 0
De esta forma, si aplicamos (3.6) a los coeficientes de la matriz de luminancia (3.4) de

nuestro ejemplo, con o = 0.75 y [Q1] como en (3.5) como matriz de cuantizaciéon, obtenemos

2261 1 0 1 -1 0 O
-3 0 0 0 0 0 0 O
-10 0 0 0 0 0 O
=15 5 5 00 0 0 o @7
-10 0 0 0 0 0 O
o 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0

El valor situado en la esquina superior izquierda es el coeficiente que aporta méas informacién

del bloque y se denomina DC. Al resto de valores se les denomina AC [3].

3.5. Proceso de codificaciéon: el c6digo Huffman

El proceso de cuantizacion que se ha realizado anteriormente tiene normalmente como
resultado una secuencia de ceros en la parte inferior derecha de la matriz [M]. Conseguiremos
facilitar el almacenamiento de los coeficientes cuantizados guardando la cantidad de ceros que
hay al final, en lugar de cada uno de ellos. Para optimizar este proceso, leeremos la informacion

de cada MCU siguiendo un patrén de zig-zag transversal, que podemos ver en la Figura [3.12]

En general, se codifican por separado y de forma diferente los valores DC'y los AC. Esto se
debe a que como hemos mencionado previamente, el término DC es el que tiene mas cantidad
de informacion. De esta manera, mientras que los AC' se ordenan siguiendo el patrén de la
Figura [3.12] los DC se codifican con las diferencias entre el DC' del bloque que estamos
mirando con el del bloque anterior. La razén de hacer esto es que existe una correlaciéon muy
elevada entre los elementos DC' de bloques adyacentes.

En el ejemplo particular que estamos siguiendo durante este capitulo obtendremos la

siguiente sucesién al leer la matriz de coeficientes cuantizados (3.7))

228,1,-3,—1,0,1,0,0,0,—1,0,0,0,0,1,—1,0,0,0,0,—1,0,0,0,0,0,0,0,0,

3.8
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0. (3:8)

Ahora se agrupan las secuencias de ceros y se codifica la sucesion mediante una varian-

te particular de la compresion Run-Length Encoding o RLE. Esta es una compresion de
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Figura 3.12: Patrén de zig-zag transversal.

datos sin pérdida que es muy 1util para reducir el tamano de sucesiones en las que hay
repeticiones consecutivas de un mismo dato. Se sustituyen estas sucesiones por sucesio-
nes de duplas formadas por el valor iterado y el nimero de veces que se ha repetido.
Por ejemplo, la cadena AAAAABBBBBBBBBBBAAACCCCCCC se representaria por
[5, A],[11, B, [3, A], [7,C]. De manera complementaria a la RLE, en algunos casos es Tttil
aplicar otra técnica sencilla de compresion llamada Delta Encoding. Este método consiste en
almacenar los incrementos en lugar de los valores directamente.

En la compresion del JPEG se codificaran los términos de la secuencia de la forma
[(r,s),c|, donde:

= 7: indica el nimero de ceros que preceden al coeficiente.
= s: senala el nimero de digitos necesarios para codificar ese coeficiente.
= c: es el valor del coeficiente.

Por tltimo, se utiliza el c6digo [(0,0)] para indicar el final del bloque o lo que es lo mismo
todo ceros hasta el final.
Ejecutamos la RLE al ejemplo (3.8) que estamos tratando y la secuencia queda codificada

de esta manera:
[(0’ S)a 228]’ [(0’ 1)’ 1]’ [(07 2)’ _3]7 [(07 1>7 _1]7 [(17 1)7 1]7
[(3> 1)7 _1]7 [(4> 1)> 1]> [(0> 1)> _1]7 [(47 1)7 _1]7 [(07 0)]
Posteriormente, y como otra forma de comprimir mas la secuencia se utiliza una versién

especifica de la codificaciéon Huffman. Se basa en dos principios basicos:
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1. Algunos grupos de valores se repiten mucho mas que otros.

2. Los valores que aparecen mas veces en la secuencia deberian necesitar menos bits para

almacenarse.

La idea es asignar un codigo méas corto a los valores que mas se repiten.

La codificacion Huffman es un algoritmo [I2] cuya publicaciéon en 1952 causd un gran
avance en el ambito de la compresién de datos. Su autor, David A. Huffman (1925-1999)
demostré que utilizar arboles binarios de frecuencias ordenadas construidos de abajo hacia
arriba era el cddigo binario mas eficiente. Vamos a ver un ejemplo para entender su funcio-
namiento.

Imaginemos que tenemos un texto, por ejemplo, el capitulo 21 del clasico de la literatura
“El Principito” del escritor francés Antoine de Saint-Exupéry, y que queremos comprimir
este texto en sistema binario de la forma maés eficiente posible. Normalmente, codificariamos
cada caracter como un byte, es decir, un conjunto de 8 unos o ceros. Como el texto que
estamos tratando tiene 6093 caracteres, serian necesarios 48 744 bits para su codificacion.
Para aplicar la codificaciéon Huffman, primero anotamos las frecuencias de cada caracter, o

lo que es lo mismo, el ntimero de veces que aparece dicho carédcter en el texto (Tabla [3.1]).

1015 || e | 593 | o | 541 [a|473 || s 382 | i [361 | r | 349 | n | 259
10237 | d |196 |t |182 || c|178 |u |163 | . [159 | m | 146 || p | 144
| 114 [\n| 67 ||h| 54 || j|52|v|50 |b| 48 | q] 48 |y | 47
z| 46 || , | 46 [g| 46 || £ 21 |2 13 [ 2|13 || ;| 13]!] 13

10 |« a4 x| 201 al1c]1])]1

Tabla 3.1: Frecuencias de cada caracter en el texto de “El Principito”.

Ahora, empezando por aquellos con menor frecuencia, juntamos los caracteres que van a
constituir las hojas de nuestro arbol binario. De esta forma, seleccionamos los dos caracteres
con menor frecuencia de nuestra lista, que son “)” y “(”, que aparecen unicamente una vez
en todo el texto. Los juntamos poniendo ambos como nodos hijos de un padre cuya etiqueta
serd la suma de la frecuencia de los dos, y devolvemos esa etiqueta a la lista como si fuera un
caracter mas (Figura. Reiteramos el proceso hasta llegar al nodo raiz que, naturalmente,
tendra como etiqueta la suma de las frecuencias de todos los caracteres del texto.

Una vez que lo hayamos hecho y que hayamos obtenido el denominado arbol de Huffman,
para conocer la codificacién de cada caracter simplemente nos fijamos en el recorrido que
tenemos que hacer en el arbol desde la raiz para llegar a la hoja correspondiente. De forma
que segin vayamos descendiendo por el arbol afadiremos un 0 al cédigo si hemos bajado
a la izquierda y un 1 si lo hemos hecho hacia la derecha. Por ejemplo, en el que caso que

(1398 W

estamos tratando, los caracteres “r” y “” estan identificados respectivamente como 0110 y
01001 (Figura 3.14]).
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Figura 3.13: Construccion parcial de un arbol de Huffman.

Figura 3.14: Codificacion a partir de un arbol de Huffman.

En la Figura [3.15] podemos ver el drbol de Huffman completo construido a partir de
la frecuencia de cada caracter en el fragmento que hemos escogido. A partir de este arbol,
obtenemos el conjunto de codificaciones para cada caracter. En la Tabla se puede ver la
comparativa entre las que acabamos de obtener por el algoritmo de compresion de Huffman
y las codificaciones tradicionales del codigo ASCII.

Como se puede apreciar en la tabla, los caracteres mas utilizados necesitan bastante menos
bits para codificarse que los menos utilizados. Esto permite que, a diferencia de la codificacion
ASCII donde todos los caracteres requieren el mismo nimero de bits, aquellos que aparecen
de forma frecuente en el texto ocupen bastante menos espacio. De esta manera, por ejemplo,
la letra “e”, que es el segundo cardcter que mas se repite en el texto (593 veces), se codifique
con tres bits en comparaciéon con los ocho de ASCII.

Aunque es cierto que la codificacion de algunos de los caracteres menos recurrentes puede
ser més larga que en ASCII (como la “n”; que usa trece caracteres), su baja frecuencia hace
que el resultado total no se vea casi afectado. En resumen, los 48 744 bits necesarios en
principio para almacenar este texto puede reducirse a 26 271 bits con el método de Huffman

(aproximadamente, la mitad de espacio de almacenamiento).
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Figura 3.15: Arbol de Huffman de los caracteres del texto de “El Principito”.



3.6. PROCESOS INVERSOS 47

Frec. | ASCII Huffman Frec. | ASCII Huffman
1015 | 00100000 111 e 593 | 01100101 001

o | 541 | 01101111 000 a | 473 | 01100001 1100

] 382 | 01110011 1001 i 361 | 01101001 0111

r 349 | 01110010 0110 n 259 | 01101110 11010

1 237 | 01101100 10111 d 196 | 01100100 10101

t 182 | 01110100 10001 c 178 | 01100011 01011

u | 163 | 01110101 01010 159 | 00101110 01001

m | 146 | 01101101 01000 p 144 | 01110001 110111

- 114 | 00101101 101101 \n | 67 |00001010 1101101

h 54 | 01101000 1101100 j 52 | 01101010 1011000

v 50 | 01110110 1010011 b 48 | 01100010 1010010

q 48 | 01110001 1010001 y 47 1 01111001 1010000

z 46 | 01111010 1000011 , 46 | 00101100 1000010

g 46 | 01100111 1000001 f 21 | 01100110 10000000

i 13 10111111 101100110 ? 13 00111111 101100101

i 13 | 10100001 101100100 ! 13 | 00100001 100000011

10 | 00111010 100000010 “ 4 00100010 | 10110011111

” 4 00100010 | 10110011110 X 2 01111000 | 10110011100

3 00111011 | 1011001110111 || n 1 11110001 | 1011001110110

( 1 00101000 | 1011001110101 || ) 1 00101001 | 1011001110100

Tabla 3.2: Comparativa de las codificaciones ASCII y método Huffman para los caracteres
del texto de “El Principito”.

3.6. Procesos inversos

Por ultimo, junto a todo método de compresion es imprescindible tener un algoritmo de
descompresion para recuperar la imagen original. Vamos a explicar como invertir el proceso
visto en las secciones anteriores a la hora de reconstruir una imagen comprimida. Un detalle
importante que no hemos mencionado explicitamente hasta ahora es que todas las operaciones
realizadas en el proceso de compresion se pueden invertir. Esto ya podia intuirse de nuestro
estudio en el capitulo 2 de la DFT y las DCT.

Para deshacer la codificaciéon Huffman, iinicamente atenderemos al arbol de Huffman de
nuestra imagen (Figura . Podemos decodificar cada caracter si descendemos desde la
raiz del mismo (hacia la izquierda si tenemos un 0 o hacia la derecha si es un 1) hasta
llegar a una hoja, tal y como vimos en la Figura [3.14] Posteriormente, deshacemos la técnica

RLE escribiendo los ceros entre las sucesiones de coeficientes correspondientes. Tras haber
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obtenido la sucesion completa, podemos “recuperar” la matriz de coeficientes cuantizados si
ordenamos los términos siguiendo la estructura de zig-zag transversal vista en la Figura (3.12]

A partir de la matriz M, aplicamos la férmula

Fuv - 8i9n0< [qu] : uv) HOé [qu] : uvH

para “recuperar” los coeficientes F),, del espacio de color Y C,C..

Basandonos en ([2.30)), definimos la transformada discreta de coseno inversa bidimensional
2D ICDT-II mediante la expresion

Nl 2z + 1ur (2y + Do
fg);)%@v uv008< 577 >COS<2N )

donde x € Zy, y € Zy y Qy estd definido en (2.22)). Para “recuperar” las matrices [Y], [C}]
y [C,] deshacemos la 2D DCT-II con

2 1 2 1
Z Z QuQ v Fyy cos ((W1'6)U7T> CoS (W), x,y € Ls.
u=0v=0

El cambio al sistema de color RGB se logra invirtiendo la transformacién (3.1):

0,29900  0,58700  0,11400 - 1,00000 0,00001  1,40200
—0,16874 —0,33126 0,50000 = 1,00000 —0,34413 —0,71414
0,50000 —0,41869 —0,08131 1,00000 1,77200  0,00002

Es decir, la transformacion inversa es

R 1,00000 0,00001  1,40200 Y
G [ = [1,00000 —0,34413 —0,71414 | [ C, — 128
B 1,00000 1,77200  0,00002 C, —128

Finalmente, se unen todos los bloques MCU, para formar la imagen descomprimida.



Capitulo 4
Conclusiones

En este trabajo hemos abordado de manera exhaustiva cada una de las etapas involucra-
das en el estdandar de compresion y codificacion de imégenes del JPEG (descomposicién en
bloques y tratamiento del color, transformada discreta de coseno, proceso de cuantizacion
y proceso de codificacién), realizando un andlisis detallado de los fundamentos matematicos
necesarios presentes en el proceso. Hemos podido explorar conceptos clave del andlisis de
Fourier, drea que desempena un papel fundamental en diversos campos y disciplinas, desta-
cando la importancia de la transformada discreta de coseno y su eficiente calculo mediante
algoritmos especificos. Ademas, se han descrito en detalle las técnicas de compresion y codi-
ficacion utilizadas en el proceso del JPEG, desde la cuantizacion de los coeficientes hasta la
aplicacion de algoritmos como zig-zag transversal, Run-Length Encoding, Delta Encoding y
codificacion Huffman.

La elaboracién de este estudio ha representado un proceso desafiante y enriquecedor en el
campo de la compresion y codificacion de imagenes. Durante décadas, el estandar del JPEG
ha sido ampliamente utilizado para la transmisién y almacenamiento de imagenes digitales,
por lo que resulta fundamental comprender las matematicas subyacentes a este algoritmo.
Aunque este trabajo se ha centrado en el proceso baseline sequential process, existen otras
variantes y técnicas mas avanzadas que podrian ser exploradas en futuras investigaciones. Una
de las cosas que he podido comprender y apreciar es la complejidad matematica involucrada
en un estandar de compresion, asi como su relevancia en la transmisién y almacenamiento
eficiente de iméagenes digitales.

En conclusion, este trabajo ha sido una valiosa oportunidad para adentrarse en las ma-
tematicas detras del estandar de compresion y codificacion de imagenes del JPEG. A través
del estudio detallado de las diferentes etapas del algoritmo, se ha obtenido un conocimiento
sOlido y una comprensiéon mas profunda de como se logra la compresion y codificacion efi-
ciente de imagenes. En lo personal, este aprendizaje no ha sido relevante inicamente en el
ambito académico, sino también en el contexto de la tecnologia digital que influye en nuestra

vida cotidiana.
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