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RESUMO

O presente relatério subdivide-se em duas partes: a primeira parte que descreve o
trabalho desenvolvido no ambito do estagio pedagdégico no ano letivo 2022/23, e a segunda
parte que apresenta a investigacao realizada a alunos do 12.° ano.

Na primeira parte, € abordado o trabalho desenvolvido na pratica de ensino
supervisionada, com duas turmas, uma do 12.° e outra do 8.° ano, bem como uma descri¢cao
da pratica ndo letiva e uma reflexao critica sobre as atividades desenvolvidas ao longo do
ano. Na segunda parte, a investigacao realizada visa caracterizar a capacidade dos alunos
em articular diferentes representacdes de funcbes perante a realizacao de exercicios sobre o
tema de fun¢Bes derivadas. Para dar resposta a estes objetivos, foram tracadas as seguintes
guestdes de investigagao:

1. Quais os critérios em que os alunos se baseiam para decidir entre uma abordagem
algébrica ou gréafica, no ambito das fungbes derivadas?

2. Qual o papel e como se caracteriza a articulagéo das diferentes representacfes de
fungdes, no estudo das fungdes derivadas?

3. Quais as fragilidades manifestadas pelos alunos na resolugéo de tarefas, no d&mbito
das funcdes derivadas?

4. Quais as problematicas reveladas pelos alunos, na escolha da janela de visualizacéo,
na calculadora gréfica, no estudo das fungbes derivadas?

A investigacao desenvolvida seguiu uma metodologia qualitativa, através de trés
estudos de caso. Utilizou-se técnicas de recolha como entrevistas semiestruturadas,
observacgao e analise das produg¢des dos alunos durante a resolugéo das tarefas propostas.

Do presente estudo, é possivel concluir que os alunos recorrem as diferentes
representagdes de fungdes, contudo € de salientar uma complexidade em interligarem as
informacdes provenientes de todas as representagdes. Destaca-se o recurso a representagao
grafica como instrumento de verificagéo e para analise do comportamento do grafico de uma
funcao. A falta de capacidade em analisar o grafico de uma fungao e de relacionar a fungao
com as respetivas fungbes derivadas, foram algumas das limitagcdes evidenciadas pelos
alunos. Adicionalmente, salienta-se a incapacidade em realizar um ajuste adequado da janela
de visualizagao para analise do grafico da fungao.

Palavras chave: Estagio Pedagogico, Representacbées, Fungdes Derivadas,
Calculadora Grafica, Janela de Visualizagéao.






ABSTRACT

This dissertation is divided into two parts: the first part that describes the work
developed in the scope of the pedagogical internship in the academic year 2022/23, and the
second part that presents the research carried out to students of the 12th grade.

In the first part, the work developed in the supervised teaching practice is addressed,
with two classes, one of the 12th and the other of the 8th grade, as well as a description of the
non-teaching practice and a critical reflection on the activities developed throughout the year.
In the second part, the research carried out aims to characterize the students' ability to
articulate different representations of functions when performing exercises on the subject of
derivative functions. To meet these objectives, the following research questions were outlined:

1. What criteria do students rely on, to decide between an algebraic or graphical
approach, within the scope of derived functions?

2. What is the role and how is the articulation of different representations of functions
characterized, in the study of derived functions?

3. What are the weaknesses manifested by the students in the resolution of tasks within
the scope of the derived functions?

4. What are the problems revealed by the students, in choosing of the visualization
window, in the graphing calculator, in the study of the derived functions?

The research developed followed a qualitative methodology, through three case
studies. Collection techniques such as semi-structured interviews, observation and analysis of
the students' productions were used during the resolution of the proposed tasks.

From the present study, it is possible to conclude that the students resort to the different
representations of functions, however it is worth noting a complexity in interconnecting the
information from all representations. We highlight the use of graphic representation as an
instrument of verification and for analysis of the behavior of the graph of a function. The lack
of ability to analyze the graph of a function and to relate the function with the respective derived
functions, were some of the limitations evidenced by the students. Additionally, the inability to
make an adequate adjustment of the visualization window for the analysis of the graph of the
function, is highlighted.

Keywords: Pedagogical Internship, Representations, Derived Functions, Graphing
Calculator, Visualization Window
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PRIMEIRA PARTE






1. INTRODUCAO

O presente capitulo tem como objetivo analisar o trabalho desenvolvido pela
professora estagiaria durante o estagio pedagoégico realizado no ano letivo 2022/23,
numa escola de 3.° ciclo e de ensino secundario, localizada na Area Metropolitana da
Grande Lisboa.

A primeira parte encontra-se dividida em quatro subcapitulos, em que a primeira
corresponde a presente introducio. Na segunda parte € apresentada a pratica de ensino
supervisionada que consiste no acompanhamento de duas turmas na disciplina de
Matematica, de 8.° ano e de 12.° ano e, na terceira parte, a pratica nao letiva que tem
como obijetivo apresentar as atividades em que a professora estagiaria participou. Por

fim, & exposta uma reflexao sobre a experiéncia do estagio pedagadgico.






2. PRATICA DE ENSINO SUPERVISIONADA

No presente ano letivo, a professora estagiaria acompanhou as aulas lecionadas
pelas professoras orientadoras das duas turmas: a principal, do 12.° ano, e a secundaria,
do 8.° ano. Na turma do 3.° ciclo, participou em 80% das aulas, e na turma do ensino
secundario, participou na totalidade das aulas, tendo colaborado na monotorizagao das
tarefas propostas de ambas as turmas durante as aulas. Adicionalmente, lecionou o
apoio do 12.° ano com a professora titular e assegurou, em conjunto com a outra
professora estagiaria do nucleo de estagio, o apoio de uma turma do 11.° ano. Ambos

0s apoios decorriam uma vez por semana.

2.1 Planos de aula

Para a realizagdo de cada aula, a professora estagiaria elaborou uma
planificagdo, de forma estruturada e detalhada. Ao longo do ano, compreendeu-se que
o plano realizado pode nao ser totalmente cumprido e pode ser ajustado, pois depende
de diversos aspetos emergentes durante a aula, como as duvidas dos alunos.

As aulas lecionadas, o tema e a metodologia a adotar foram escolhidas
livremente pela professora estagiaria. No final de cada aula lecionada, a professora
titular de cada turma e as professoras estagiarias refletiam sobre os pontos positivos e
os aspetos a melhorar. Os professores Alexandra Rodrigues e Antonio Domingos, da
FCT NOVA, assistram a algumas aulas da turma do 12.° ano, lecionadas pela
professora estagiaria, participando também na discussao das aulas em que estiveram

presentes.

2.2 Pratica pedagdgica no 12.° ano

A turma do 12.° ano é constituida por 23 alunos, sete do sexo masculino e
dezasseis do sexo feminino. No geral, € uma turma com bom comportamento em sala

de aula, no entanto é caracterizada por ser pouco participativa.

2.2.1 Aulas lecionadas

Ao longo do ano letivo, foram lecionadas dezassete aulas de 45 minutos,
assistidas pela professora titular da turma e a outra professora estagiaria, sempre que
possivel. As primeiras aulas foram lecionadas nos dias 23 e 24 de novembro, cujo tema
foi fungdes reais de variavel real e no dia 25 de janeiro sobre fungbes exponenciais. No
2.° semestre, a professora estagiaria lecionou as restantes aulas nos dias 6, 7, 8 e 22
de margo onde lecionou tépicos de calculo combinatério € nos dias 25 e 29 de maio

sobre niumeros complexos. Em alguns dos casos, como referido de seguida, as aulas



lecionadas encontravam-se agrupadas em blocos perfazendo 90 minutos. O manual

adotado foi o Novo ipsilon 12.° ano, da Raiz Editora.

2.2.1.1 Aulas de 23 de novembro

Nas primeiras aulas lecionadas, a planificagdo estabelecida (Anexo A) pretendia
que os alunos percebessem a necessidade de analisar as propriedades de uma fungao
(Tabela 1).

Tabela 1 - Resumo da planificagdo das aulas de 23 de novembro

Tema Funcdes reias de variavel real.

Duracéo 90 minutos.

Recursos Manual e PowerPoint.

Sumario Estudo de fungdes e esboco de graficos.

- Reconhecer a importancia dos conceitos jA estudados para o
Objetivos estudo de fungdes.
- Desenvolver a capacidade de esbocar o gréafico de uma funcao.

1. Esbogo da fungéo # para concluir da necessidade de diversos

conceitos para o estudo de uma funcdo: dominio, continuidade,
paridade, zeros, interse¢do do grafico com o eixo Oy, intervalos de
Estratégias | monotonia, extremos relativos e absolutos, sentido das
concavidades do gréfico, pontos de inflexdo do grafico e assintotas
ao grafico.

2. Resolucao do exercicio 65.4 da pagina 57 do manual adotado.

Durante a primeira parte da aula, surgiram momentos em que foi necessario
recordar determinados conceitos, como o dominio e o célculo da derivada de uma
funcado racional. Estas sdo situagdes que ndo tinham sido planeadas, mas que facilmente
foram esclarecidas. Devido ao numero de questGes colocadas pelos alunos, o
cumprimento da totalidade da planificacdao das aulas foi comprometido, tendo sido a
gestdo de tempo um dos aspetos a melhorar, para que tivesse sido possivel terminar a
resolucdo do ultimo exercicio, pois a sua resolucao foi terminada na aula seguinte.

Considera-se a melhorar também o rigor e o cuidado quando é desenvolvido um
trabalho para os alunos, uma vez que ao longo do PowerPoint, encontrava-se escrito f'

em vez de f"' e, no penultimo slide, em que era feita uma sintese das propriedades da
~ 1 ~ . , e ~
funcao o hdo estavam descritas as assintotas ao grafico da funcdo em estudo. Estes

foram dois aspetos inconvenientes e reportados pelos alunos, para além do desconforto



sentido pela professora estagidria perante estes acontecimentos ocorridos nas duas
primeiras aulas lecionadas, o facto de poderem induzir o aluno em conclusdes incorretas
€ uma situacgao a ter em atengao.

O acompanhamento da turma durante as aulas da professora cooperante
auxiliou a interacdo com os alunos durante as primeiras aulas, proporcionando um

ambiente de trabalho harmonioso e participativo.

2.2.1.2 Aulas de 25 de janeiro

Nestas aulas, estudou-se as propriedades algébricas da fungdo f(x) =
a* (a > 0), definida nos numeros racionais (Anexo B). Para comegar esta matéria,
analisou-se a sucessao 2", n € N,,, de forma a concluir qual o grafico da fungao f(x) =
2% (Tabela 2).

Tabela 2 - Resumo da planificacdo das aulas de 25 de janeiro

Tema Funcdes Exponenciais.

Duracéo 90 minutos.

Recursos Calculadora gréfica, PowerPoint e interativo do Geogebra.

Propriedades da funcao definida nos niumeros racionais por f(x) =
Sumaério a* (a > 0):monotonia, continuidade, limites e propriedades

algébricas.

- Reconhecer a importancia das propriedades da funcédo f(x) =
o a* (a > 0) definida no conjunto dos nimeros racionais.

Objetivos _ _ S
- Desenvolver a capacidade de concluir resultados por iniciativa

propria.

1. Analisar o nimero de elementos da arvore genealogia por linha,
concluindo que se tata de uma sucessao de termo geral 2",n € N,
2. Projetar a calculadora grafica para representar os pontos

coordenados obtidos pela sucesséo e para visualizar a fungdo 2~*.

X
o 3. Interpretar o grafico das funcdes 2* e (1) para analisar as suas
Estratégias 2

propriedades, com o objetivo de generaliza-las a uma funcéo f(x) =
a*,quandoa >1equando 0 <a < 1.

4. Resolugdo de um exercicio para analisar a influéncia dos
parametros a e b numa fungéo definida por f(x) = ba”*.

5. Resolucao de dois exercicios.




No inicio das aulas, percebeu-se que devido a uma falha de ligacdo entre o
computador e o projetor ndao era possivel partilhar o software da calculadora grafica.
Perante esta impossibilidade, a professora estagiaria, optou por utilizar o Geogebra.

Quanto aos aspetos a melhorar considera-se o rigor e a linguagem matematica,
pois quando foram analisadas as propriedades dos limites da funcao através do grafico,
quando x tende para mais infinito, € de ter em atencéo a dependéncia das variaveis x e
vy, guiando o comportamento da fun¢gdo ao mesmo tempo que os valores do eixo Ox
aumentam. Ainda a referir que, no primeiro exercicio, ao analisar os parametros a € b
foi afirmado que a “fungéo sobe” quando o valor de b aumenta, sendo uma afirmacéao
incorreta, pois a transformacéao existente € uma contracdo. Esta situacdo nao contribui
negativamente para o restante funcionamento da aula, contudo apds se aperceber da
incorrecao feita, houve um momento em que ndo soube como reagir, dado que ja se
tinha avancado nos exercicios. Considerou-se continuar com a aula, uma vez que foi
apenas um curto momento, no entanto é de realgar o cuidado necessario ao realizar
afirmagdes e também a importancia de reconhecer quando sio verbalizadas ou escritas
consideracoes incorretas. Outro aspeto a melhorar diz respeito a organizagdo do quadro
ao longo da resolugéo dos exercicios, dado que é através dele que os alunos analisam
0 que esta a ser resolvido e extraem a informagao. Se este nao estiver sistematizado e
estruturado prejudica o desempenho e a compreensdo dos alunos nos conteudos
lecionados.

Quanto a ideia da arvore genealdgica, considerou-se uma iniciativa que suscitou
interesse aos alunos e auxiliou-os a relacionarem as duas variaveis de uma funcéo e a
criacao da lista na calculadora. A proposta de explicar a fungcdo exponencial, através de
um exemplo, foi muito positivo, pois os alunos a partir da funcdo 2* facilmente
generalizaram as propriedades desta fungédo a uma fungéo do tipo a* definida no
conjunto dos numeros racionais. Por fim, destaca-se a importancia de uma planificagao
bem estruturada para o desenvolvimento das aulas, bem como o cuidado de auxiliar nas

duvidas dos alunos.

2.2.1.3 Aulas de 8 de margo
Na sequéncia das aulas lecionadas (6 e 7 de margo), o dia 8 de margo
corresponde as ultimas aulas (Anexo C) em que se aborda as propriedades dos

conjuntos (Tabela 3).

Tabela 3 - Resumo da planificagdo das aulas de 8 de margo

Tema Célculo combinatoério.

Duracgéo 90 minutos.




Recursos Manual, tarefa de exploracéo e baralho de cartas (um por par).

Correcdo do trabalho de casa.

Distributividade do produto cartesiano relativamente a uniéo.
Sumario Cardinal de um conjunto, conjuntos equipotentes e disjuntos e
cardinal do produto cartesiano: realizacdo de uma tarefa de

exploracao.

- Promover o trabalho em grupo.

- Desenvolver a capacidade de concluirem resultados por iniciativa
Objetivos prépria.

- Reconhecer as propriedades do cardinal de conjuntos através de
uma tarefa de exploragéo.

1. Apresentar a definicdo de produto cartesiano de A e B e a
distributividade do produto cartesiano relativamente a uniao.

o 2. Resolucao do exercicio 13 da pagina 15, do manual adotado.
Estratégias L . _
3. Realizacdo de uma tarefa de exploracao, a pares: 30 minutos para
a 1.2 parte, seguida de partilha de respostas, e a 2.2 parte realizada

em discussao com toda a turma.

Aliniciativa de realizar uma tarefa de exploragao nestas aulas, deve-se a intencao
de aplicar uma metodologia diferente das utilizadas nas ultimas aulas. Esta tarefa teve
em atengao o facto de os alunos nao estarem habituados a aprenderem conceitos e/ou
propriedades desta maneira, tendo-se estruturado e guiado a tarefa para o objetivo de
cada pergunta. Apesar deste cuidado, existiram diversas duvidas na compreensao das
questdes, tendo a professora estagiaria duvidado da tarefa planeada e realizada. Apds
o cumprimento das aulas, considera-se que o balango final foi positivo, pois os alunos
compreenderam os objetivos da tarefa, interligando as questdes da 1.2 parte com as
conclusdes da 2.2 parte, concluindo-se que a primeira reagao dos alunos se deve a sua
inexperiéncia com tarefas deste tipo.

A concluir, nestas aulas, realca-se a necessidade de ap6s ter sido tomada uma
decisdo, a realizacdo da tarefa, a professora deve ter capacidade de analisar e de
perceber se o trabalho proposto esta a ser eficaz para os objetivos das aulas, tendo a
competéncia de alterar o que propés, caso necessario. Nestas aulas, nao foi necessario
tomar essa decisdo, dado que apdés um esclarecimento, os alunos compreenderam o
pretendido. Desta forma, foram aulas que possibilitaram tanto analisar criticamente,

como estimular a confianga pelo trabalho realizado.



2.2.1.4 Aulas de 22 de marco

Para estas aulas (Anexo D), foi planeado a realizacdo de uma atividade que
possibilitasse aos alunos realizar a distingdo entre combinagao e arranjos sem repeticdo
(Tabela 4).

Tabela 4 - Resumo da planificagdo das aulas de 22 de margo

Tema Célculo combinatoério.

Duracéo 90 minutos.

Recursos PowerPoint, cartas da atividade e calculadora grafica.

Combinagoes.
Sumario Realizacdo de uma atividade sobre combinacBes e arranjos sem

repeticao.

- Promover o trabalho em grupo.

o - Reconhecer a distingédo entre combinagéo e arranjos.
Objetivos _ . _ .
- Promover a articulacdo entre as diferentes apresentacdes de uma

combinacg&o e de um arranjo sem repeticao.

1. Breve revisado sobre permutagfes, arranjos com e sem repeticao.
2. Apresentagdo de um exemplo para introduzir o conceito de
combinacéo, seguido da resolucdo de um exercicio.

3. Realizacdo de uma atividade com o objetivo de realcar a distingédo
entre combinacgéo e arranjos sem repeticdo: 11 grupos de trabalho

(pares), 11 questdes sobre calculo combinatério que devem ser

Estratégias _ ) ~ n n nl nl
respondidas através de trés cartas: “C, ou "“Ap; ou ;
p!(n-p)t =~ (n-p)!

e

o resultado que responde a pergunta.

4. Discussdo com toda a turma ao longo da atividade.

5. Conclusao sobre a existéncia ou ndo de repeticédo e se a ordem é
ou ndo relevante quando se trabalha com combinagdes.

6. Uso da calculadora gréfica para obter o valor da combinacao.

Relativamente a estas aulas, destaca-se uma incorreta gestdo do espago do
quadro e alguns aspetos que podem ser melhorados na implementagao da tarefa. A
nogao de combinagao foi introduzida num local reduzido do quadro, o que implicou
pouca organizagdo do que se encontrava escrito. Consequentemente, escreveu-se a
férmula da combinagao na vertical em vez de na posi¢cao horizontal, situagédo que
dificulta a interpretagéo por parte do aluno. O aspeto do quadro estava a ser trabalhado
e melhorado nas ultimas aulas lecionadas, tendo esta fragilidade sido novamente

evidenciada.
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Quanto a atividade realizada, € possivel redefinir algumas situagdes que nao
foram planeadas anteriormente. Primeiramente, considera-se a nao recolha das cartas
assim que era respondida uma questdo, dado que possibilitava os alunos a estarem
sempre atentos se a carta ja usada podia ou ndo responder a outra pergunta. Para além
disso, adicionar-se perguntas diferentes que respondessem as mesmas cartas tornaria
a atividade mais desafiante e, consequentemente, mais complicada. Para as primeiras
aulas, em que é implementada uma atividade com estas caracteristicas, considera-se
uma escolha assertiva, dado que os alunos mostraram-se empenhados em responder
as perguntas ao mesmo tempo que estavam também a aprender conteludos
matematicos, contudo os aspetos referidos sdo de considerar para melhorar a atividade.

Por fim, de salientar a capacidade da professora estagiaria em organizar os
momentos em que cada aluno se podia expressar, por forma a obter um ambiente de

trabalho adequado ao desenvolvimento da atividade.

2.2.2 Avaliacéo e classificagéo

Ao longo do ano letivo, as professoras estagiarias realizaram duas versdes de
um teste de avaliagdo sumativo para a turma do 12.° ano e a respetiva distribuicdo da
cotacao. Nestas, foram incluidas perguntas do tema de fun¢des: continuidade, primeira
e segunda derivada de uma funcgéo, assintotas ao grafico de uma fungéo e fungdes
trigonométricas. Adicionalmente, durante o estagio, foram elaboradas duas propostas
de perguntas para momentos de avaliagdo sumativa e ainda, a realizacdo de um
enunciado e respetivos critérios de avaliagao para um trabalho no ambito do dominio de
histéria da matematica.

No contexto de classificagdo, a professora estagiaria, no primeiro teste do ano
letivo, realizou o exercicio de classificar e definir os critérios de avaliacdo que
posteriormente foram discutidos com a professora cooperante, por forma a perceber-se
0 que se pretendia avaliar em cada item. Durante os restantes momentos de avaliagao,
as professoras estagiarias classificaram, em cada um deles, entre quatro a dez testes

e/ou mini testes.

2.3 Pratica pedagdgica no 8.° ano

A turma do 8.° ano é constituida por 28 alunos, dos quais doze sdo do sexo
masculino e dezasseis do sexo feminino. Caracteriza-se por ser uma turma bastante
participativa, contudo apresenta um comportamento agitado na sala de aula,

caracterizado por conversas entre colegas e de interrupgdes constantes.
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2.3.1 Aulas lecionadas

Ao longo do estagio, foram lecionadas seis aulas (trés blocos de 90 minutos) que
foram assistidas pela professora titular da turma e, sempre que possivel, pela outra
professora estagiaria. No 1.° semestre foram lecionadas duas aulas cujo tema foi
numeros e operagdes, no dia 6 de dezembro, e no 2.° semestre foram lecionadas aulas
nos dias 27 de abril e 16 de maio, sobre os temas: algebra, e geometria e medida,

respetivamente. O manual adotado pela escola foi o Xis 8.° ano da editora Texto.

2.3.1.1 Aulas de 6 de dezembro

As primeiras aulas lecionadas (Anexo E) na turma do 8.° ano apresentaram como
tematica as operagdes com raizes quadradas e a simplificacdo de numeros irracionais
(Tabela 5).

Tabela 5 - Resumo da planificagdo das aulas de 6 de dezembro

Tema Numeros e operacoes.

Duracéo 90 minutos.

Recursos Manual e ficha de trabalho (tarefa).

Correc¢éo do trabalho de casa.
Sumario Tarefa sobre operagfes com raizes quadradas (reviséo) e

simplificacdo das mesmas.

o - Consolidar as operagfes com raizes quadradas.
Objetivos _ o . S
- Desenvolver a capacidade de simplificar nUmeros irracionais.

1. Correcéo do trabalho de casa (exercicios 20 e 21, pagina 94)

2. Revisdo no quadro sobre o indice, o radical e o radicando.

3. Resolucao da ficha de trabalho: adicdo, multiplicacéo e divisdo de
Estratégias | raizes quadradas e simplificacdo de niUmeros irracionais.

4. Discusséo com toda a turma sobre a resolugéo da tarefa: feita no
quadro, pergunta por pergunta.

5. Exemplos relativos a simplificacao de raizes quadradas.

Os alunos mostraram-se bastante participativos tanto na correg¢ao do trabalho de
casa como durante a realizagao da tarefa, tendo sido necessario uma gestao da turma
por parte da professora estagiaria. Este era um receio sentido previamente antes das
aulas serem lecionadas, devido ao barulho caracteristico da turma. A estratégia aplicada
foi explicar que apenas devem participar quando € solicitada a sua participagao ou &
dada a palavra ao aluno, contudo nem sempre foi possivel manter um ambiente

equilibrado entre o barulho existente e o desejado.
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Quanto a implementacdo da ficha de trabalho, considera-se que devia ter sido
feita uma melhor explicagdo do objetivo da mesma, pois alguns alunos sé perceberam

quando a segunda questao foi resolvida. O objetivo 1 da tarefa foi o mais dificil de

explicar, dado que o raciocinio utilizado no foi compreendido por todos os alunos: v2 +

V24+V3=1V2+1V2 +1V/3 = (1 + 1)V2 + 1/3 = 2v/2 + 1/3 = 2v/2 + /3, desta forma,
recorreu-se a diversos métodos para explicar o referido acima, tendo sido o mais eficaz
explicar que: se 3 + 3 = 2 x 3 entdo V2 + /2 = 2v2. Esta foi uma complexidade sentida
ao longo da tarefa, dado que os alunos n&o se recordam com facilidade de conceitos
apreendidos em anos anteriores, sendo a apresentacdo de exemplos uma ferramenta
utilizada e considerada eficaz para auxiliar os alunos. Devido a quantidade de duvidas,
a duracao estipulada para a realizagdo da tarefa foi ultrapassada, ndo tendo sido
possivel apresentar os trés exemplos planeados, dado que se optou por esclarecer
todas as duvidas existentes em vez de avancar com a planificacao.

Uma estratégia que se tornou eficiente foi a organizacao das formulas no quadro,

obtidas ao longo da tarefa, pois promoveram uma sintese final da matéria.

2.3.1.2 Aulas de 16 de maio
Para as ultimas aulas lecionadas (Anexo F), foi proposta a realizagdo de uma

tarefa caracterizada por ter diversos tipos de exercicios (Tabela 6).

Tabela 6 - Resumo da planificagdo das aulas de 16 de maio

Tema Geometria e medida.

Duracéo 90 minutos.

Recursos PowerPoint e tarefa.

Sumario Realizacdo de uma tarefa sobre isometrias.

- Promover o conhecimento da nocéo de reflexdo deslizante.

o - Desenvolver a capacidade visual dos alunos para o tema das
Objetivos _ _
isometrias.

- Proporcionar o contacto de padrdes e regularidades.

1. Resolucéo de uma tarefa dividida em trés partes, comecando por
se resolver a 1.2 parte sobre reflexdo deslizante.

2. Definicdo do conceito de reflexdo deslizante.

o 3. Visualizagdo de um video que abordava as quatro isometrias:
Estratégias . , . . . _
reflexdo axial, translacédo, rotacdo e reflexdo deslizante.

4. Resolucdo da parte Il da tarefa que relaciona a ida ao Museu
Nacional dos Azulejos com o descobrimento de isometrias.

5. Realizagéo dos exercicios um e dois da 3.2 parte da tarefa.
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6. Auxiliar os alunos a interpretarem as questoes.

Na 1.2 parte da tarefa, os alunos demoraram mais tempo a realizar a primeira
pergunta e, desta forma, o cumprimento da restante planificacdo das aulas foi
comprometida. Dada a situagao, foi tomada a decisdo dos alunos nao resolverem o
exercicio 2 da 2.2 parte da tarefa, priorizando-se os exercicios da parte trés, dado serem
de consolidacdo da matéria.

Notou-se uma evolugdo no envolvimento que os alunos tiveram para resolverem
a tarefa, possivelmente por ja terem realizado uma com caracteristicas semelhantes. De
notar que, futuramente é importante um trabalho continuo por parte da professora
estagiaria com uma turma, quanto a propostas de trabalho diferentes, de forma a se

garantir um ambiente de trabalho que nao prejudique a aula.

2.3.2 Avaliacéao e classificacao

No admbito de avaliagéo, as professoras estagiarias propuseram e realizaram um
enunciado para um trabalho relativamente ao tema organizacgao e tratamento de dados,
assim como os respetivos critérios de avaliacdo e classificagcdo. Foram também
desenvolvidas duas propostas de perguntas para englobarem dois mini testes
realizados ao longo do ano. Quanto a classificacdo, a professora estagiaria realizou o

exercicio de classificar um teste de avaliagao de quatro alunos.
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3. PRATICA NAO LETIVA

Durante o ano de estagio, houve a presenca em diversas reunides por parte da
professora estagiaria. Para além da participacdo nas reunides, foram desenvolvidas
atividades para a comunidade escolar, assim como o acompanhamento das turmas em

visitas de estudo.

3.1 Reunides assistidas

3.1.1 Reunides de estagio

A presenca nas reunides de estagio incluiu as duas professoras estagiarias e a
professora cooperante titular da turma do 12.° ano. Nestas reunides, foi permitido definir
as aulas a serem lecionadas pelas professoras estagiarias, as propostas de momentos
de avaliacdo e respetivos critérios de avaliacdo, e o planeamento de atividades n&o

letivas.

3.1.2 Reunides de departamento e de ano

As reunides de departamento possibilitaram conhecer informagbes gerais da
escola e aspetos relevantes quanto ao ensino de matematica. Para além destas
reunides, a professora estagiaria participou também em reuniées de ano, tanto do 8.°
ano como do 12.° ano. Estas contaram com a presenca dos professores de matematica
dos respetivos anos onde foram discutidas as planificacbes dos semestres, os

momentos de avaliagao e suas cotagdes.

3.1.3 Reunides de direcao de turma

No presente ano letivo, a professora estagiaria acompanhou a diregao da sua
turma do 8.° ano. A participacao de reunides dedicadas aos diretores de turma permitiu
conhecer informagdes de gestao pedagogica e administrativa.

Desta forma, este acompanhamento possibilitou aprender e também realizar as
praticas desempenhadas por um diretor de turma, tais como: funcionamento da
plataforma digital adotada pela escola, preparacgao e elaboragéo da ata de uma reuniao
de Conselho de Turma, preenchimento de documentos essenciais e o contacto com
Encarregados de Educacgao, de forma a partilhar informagdes sobre o seu educando.
Neste sentido, a professora estagiaria participou também numa reunido de pais, onde
foram abordados assuntos relativamente ao aproveitamento e comportamento da turma,
informacdes quanto as provas de aferigéo e as atividades que iriam decorrer durante o

ano letivo, como a realizacdo de uma visita de estudo.
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3.1.4 Reunides do Conselho de Turma

No ambito das reunides do Conselho de Turma, foram realizadas quatro reunides
intercalares e quatro reunides de final de semestre (um total de quatro reunides por
turma). Nas reunibes intercalares, realizadas a meio de cada semestre, foram discutidas
estratégias para melhorar o ambiente em sala de aula, bem como analisar o ponto de
situacdo de determinados alunos. No inicio destas reunides, estdo presentes os
delegados, subdelegados e representantes dos pais, com o objetivo de identificarem
aspetos que consideravam relevantes. Apds esse momento, a reunido decorre apenas
com os professores da turma. As reunides de final de semestre, tinham por objetivo fazer
um balang¢o do comportamento da turma e a confirmagao da proposta das classificacoes

a atribuir em cada disciplina.

3.1.5 Reunides de disseminacao de formacgao das AE 7.° ano

Ao longo do ano letivo, a professora estagiaria participou nas reunibes
destinadas a conhecer e a trabalhar em tarefas relativas as aprendizagens essenciais

do 7.° ano, que entraram em vigor no presente ano letivo.

3.2 Projeto “MensalMat”

O projeto “MensalMat” foi desenvolvido pelas duas professoras estagiarias, sob
a orientagdo das professoras cooperantes, com o objetivo de promover o pensamento
légico na drea da matematica. Este projeto consistia em propor um desafio matematico
todos os meses, de janeiro (Anexo G) a junho, adequado aos anos escolares da escola:
do 3.2 ciclo ao ensino secundario. Quanto a execuc¢dao do més de margo, més em que se
celebra o Dia Internacional da Matematica, foram propostos trés desafios, um para cada
ciclo de escolaridade, por forma a englobar os anos escolares de todas as escolas do
agrupamento: 2.2 e 3.2 ciclo, e ensino secundario (Anexo H). Todos os meses, os desafios
foram publicados no jornal da escola, assim como um exemplo de resolucao feito por

aluno ou alunos.

3.3 Dia da Matematica

Para a celebragdo do Dia Internacional da Matematica, as professoras
estagiarias desenvolveram, planearam e organizaram as atividades a elaborar nesse
dia, sob o acompanhamento da professora orientadora do 12.° ano. As atividades
desenvolvidas foram: momentos de truques de magia com cartas, realizados pelas

professoras estagiarias, que relacionavam processos matematicos para a sua
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elaboragao; realizagdo de jogos e desafios matematicos; exposi¢ao de curiosidades
matematicas, de padrbes e regularidades, e dos desafios do “MensalMat’.
Adicionalmente, estiveram presentes alunos da FCT NOVA que estudam diferentes
areas da matematica: atuariado, investigacdo operacional, estatistica e ensino de
matematica, para partilharem a sua experiéncia e exemplos da matematica no
quotidiano. A celebragao deste dia e as respetivas iniciativas, foram efetuadas em duas

das escolas do agrupamento, uma de manha e outra da parte da tarde.

3.4 Visitas de estudo
3.4.1 12.°ano

A professora estagiaria acompanhou a turma de 12.° ano em diversas visitas de
estudo. No dia 23 de fevereiro, no percurso de “Fernando Pessoa: Lisboa em
Pessoas(s) e ao vivo” e no dia 17 de abiril a visita guiada ao convento de Mafra, ambas
as visitas de estudo no dmbito da disciplina de portugués.

A terceira visita de estudo, consistiu na ida a Expo FCT no dia 19 de abril, com o
objetivo de dar a conhecer aos alunos as diversas areas de estudo das ciéncias e
tecnologias da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade NOVA de Lisboa.
Esta € uma visita de estudo que a escola realiza todos os anos, tendo sido planeada

com professores de diversas disciplinas, incluindo a disciplina de matematica.

3.4.2 8.°ano

No 8.° ano, as professoras estagiarias planearam uma visita de estudo ao Museu
Nacional do Azulejo, com o auxilio da professora orientadora das turmas do 8.° ano, de
ambas as estagiarias. Esta visita de estudo englobou todas as turmas do 8.° ano e foi
realizada no dia 26 de abril do presente ano letivo. Através desta proposta, foi
implementado um projeto interdisciplinar que tinha como objetivo o reconhecimento de
regularidades e padrdes, intitulado: arte, simetria e padrées no planeta. No ambito do
projeto, os alunos elaboraram um site sobre a visita de estudo para a disciplina de

Tecnologias de Informagao e Comunicacgao.
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4. REFLEXAO SOBRE O ESTAGIO PEDAGOGICO

O presente ano de estagio, demonstrou ser muito enriquecedor, quer a nivel
profissional, como a nivel do desenvolvimento de conhecimentos e aptidées pessoais.
Foi possivel ter contacto com o trabalho realizado por um professor durante a pratica
letiva, bem como com atividades nao letivas. O acompanhamento das aulas das
professoras cooperantes, possibilitou desenvolver uma postura adequada e a
constituicdo de uma boa interagdo com os alunos.

Na turma do 12.° ano, turma principal, a presenca nas aulas foi diaria ao longo de
todo o estagio, proporcionando uma maior colaboragéo nos trabalhos desenvolvidos e
interligacdo com os alunos, comparativamente com a turma do 8.° ano. O
acompanhamento de duas turmas, de ciclos diferentes, permitiu perceber a
necessidade de adotar posturas distintas em cada uma das turmas. Na turma do 12.°
ano, a maioria dos alunos sao trabalhadores e empenhados em aprender, contudo foi
necessario incentivar diversas vezes os alunos a participar no desenvolvimento das
tarefas no quadro, pois preferiam nao serem solicitados durante a aula. Enquanto no 8.°
ano verificava-se o oposto, pois eram muito participativos. Porém, era necessario
incentiva-los a realizar as tarefas propostas. Para além destes aspetos, foi sentida uma
maior facilidade em lecionar a matéria do 12.° ano do que a do 8.° ano, pelo que é
necessario futuramente arranjar ferramentas que auxiliem a amenizar a dificuldade
sentida.

Ao longo do ano letivo, houve a possibilidade de lecionar aulas com
metodologias bastantes distintas, tais como a realizagdo de tarefas em que os alunos
concluiam os conceitos pretendidos, o recurso a aulas expositivas e a utilizacdo de uma
atividade que tinha caracteristicas de um jogo. Através desta experiéncia, foi possivel
reconhecer o gosto por desenvolver iniciativas para lecionar conteidos matematicos,
pré-concebidas e planeadas de raiz pela professora estagiaria, sendo a sua execugao
bastante gratificante. Porém, é necessario que estas sejam claras o suficiente para que
os alunos compreendam o objetivo da atividade, sendo este um dos aspetos a ter em
consideracéo.

Durante esta experiéncia, destaca-se a organizagdo do quadro e o rigor a
expressar-se matematicamente como aspetos que foram melhorados, mas que
necessitam de um cuidado por parte da professora estagiaria. Quanto as estratégias
utilizadas, € de notar a importancia de circular pela sala de forma a auxiliar todos os
alunos, assim como a interpretacao que ¢ feita através de expressdes faciais que podem
indicar que o aluno apresenta uma duvida. Além disso, o inicio de uma aula € um aspeto

bastante relevante, pois se os alunos estdo demasiados agitados torna-se dificil que a
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aula comece rapidamente e de forma tranquila. No 8.° ano o registo do sumario foi uma
pratica bastante eficaz para combater esta situacdo. Por fim, de salientar que numa
turma é recorrente existirem diferentes niveis de desempenho e de rapidez na
realizacao das tarefas propostas, sendo a existéncia de trabalhos extras uma aposta
eficiente.

Quanto as restantes atividades desenvolvidas, de referir que foi o primeiro
contacto com a definicdo de critérios de avaliacdo e a classificacao de testes, sendo
esta uma tarefa bastante exigente e cuidadosa. Adicionalmente, a oportunidade de
planear uma visita de estudo e o acompanhamento do trabalho desenvolvido de um
diretor de turma, foram duas experiéncias também realizadas este ano. Num outro
contexto, o estagio permitiu um primeiro contacto com o ambiente escolar enquanto
professora durante um ano letivo, assim como a preparacao de atividades para a
comunidade escolar.

Em suma, de realcar que o presente estagio contribuiu positivamente para o
desenvolvimento de competéncias profissionais, na realizacdo de tarefas e atividades
nos diferentes anos escolares, e de aptiddes pessoais, nomeadamente a gestdo de

tempo e a capacidade de expressar claramente os conteudos programados.
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SEGUNDA PARTE

A articulacdo entre as diferentes representacdes de funcdes e suas
derivadas num contexto com calculadora grafica
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1. INTRODUCAO

1.1 Motivacéao e pertinéncia do estudo

A implementacdo de tarefas que contemplam o tema das derivadas e a
articulacéo de diferentes representagdes foi a principal motivacdo para este estudo. O
recurso a calculadora gréfica tornou-se indispensavel, dado este ser um tdpico integrado
no estudo de fungbes. Agregado a este fator, a possibilidade de descobrir as
problematicas enfrentadas pelos alunos na escolha da janela de visualizagao,
impulsionou ainda mais a realizagdo desta investigagao.

A derivada de uma funcao faz parte dos programas dos 11.° e 12.° anos de
escolaridade. Em particular, salienta-se a importancia da resolugado de problemas que
caracterizem e interpretem graficamente a fungao derivada de uma funcédo (MEC, 2018).
A compreensido deste conceito implica o recurso a diferentes representagoes,
interligacao extremamente complexa para o aluno (Orhun, 2012; Viseu, 2017). Paratal,
€ necessario um ambiente que promova a utilizacdo de diversas representagdes
(Friedlander & Tabach, 2001).

Rocha (2020), argumenta a necessidade de os alunos articularem informacodes
provenientes das calculadoras graficas, especialmente relativamente a janela de
visualizagdo. Assim, nesta investigagdo, pretendeu-se analisar como os alunos
escolhem a janela de visualizagdo quando pretendem analisar o comportamento da

fungao e da sua derivada.

1.2 Objetivos e questdes de investigacao

O presente trabalho tem como objetivo caracterizar a forma como alunos do 12.°
ano de escolaridade relacionam diferentes representacées de fungbes e a sua funcao
derivada. Além disso, procura-se estudar as complexidades manifestadas pelos alunos
na resolugdo de exercicios, no ambito das fungdes derivadas, e compreender qual o
impacto da escolha da janela de visualizagdo, na calculadora gréfica. Por forma a
cumprir com estes objetivos, foram consideradas as seguintes questdes de
investigagao:

1. Quais os critérios em que os alunos se baseiam para decidir entre uma
abordagem algébrica ou grafica, no ambito das funcdes derivadas?
2. Qual o papel e como se caracteriza a articulacdo das diferentes representacfes

de fungdes, no estudo das fungdes derivadas?
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3. Quais as fragilidades manifestadas pelos alunos na resolugéo de tarefas, no
ambito das funcdes derivadas?
4. Quais as probleméticas reveladas pelos alunos, na escolha da janela de

visualizacdo, na calculadora grafica, no estudo das func¢des derivadas?

1.3 Organizacéao do relatorio de investigacao

O relatério desta investigacdo encontra-se organizado em cinco capitulos. O
primeiro capitulo, dedica-se a motivagao e pertinéncia do estudo implementado, assim
como as questdes de investigacdo a que se pretende responder. No segundo capitulo,
da-se relevancia a revisdao de literatura, comecando por expor as diferentes
representacdes no estudo de fungdes, focando-se, de seguida, na articulagdo das
representacdes de fungdes e, consequentemente, nas fragilidades dos alunos no estudo
da derivada de uma fungao. Por fim, é apresentado um subcapitulo relativo a escolha
da janela de visualizagdo na calculadora gréfica.

No terceiro capitulo, é realizada a contextualizagdo da metodologia,
nomeadamente a investigagao qualitativa, o estudo de caso, os instrumentos de recolha
de dados e, por fim, quais os procedimentos metodoldgicos adotados para esta
investigagao. No quarto capitulo, sdo expostos os estudos de caso e a respetiva analise
dos dados. Por fim, o ultimo capitulo, diz respeito as conclusdes do estudo efetuado,

assim como possiveis sugestdes para trabalhos futuros.
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2. REVISAO DE LITERATURA

2.1 As representacfes no estudo de funcdes

“As representacdes matematicas constituem um importante meio para o
desenvolvimento de uma aprendizagem matematica com compreensao, uma vez que
podem potenciar o acesso de todos os alunos a ideias abstratas, a linguagem e ao
raciocinio matematico” (Pires et al., 2015, p. 3). De facto, a aprendizagem da
matematica deve contribuir para o desenvolvimento das capacidades de analise,
raciocinio e visualizagdo dos alunos (Duval, 2006).

Segundo Goldin (2008), uma representagdo “¢ uma configuragdo que pode
representar algo de alguma forma” (p. 178). Varios autores (Couco, 2001; Duval, 2006;
Goldin, 2008) realizam a distincdo entre dois tipos de representacbes: as
representagdes internas e as representacoes externas. As representagdes internas sdo
consideradas imagens mentais que criamos, individualmente, sobre os objetos e
processos matematicos. Dado serem uma descricdo mental, apenas sao inferidas
através da verbalizagdo do proprio individuo. Enquanto as segundas, dizem respeito a
comunicagdo com os outros perante uma dada situagdo matematica, através de
desenhos, esquemas, notacoes e graficos. Assim, através de conceitos matematicos,
construimos imagens mentais, representagdes internas e, comunicamo-las através de
representacdes externas (Almeida & Viseu, 2002), pois “a unica forma possivel de
aceder e de trabalhar com os objetos matematicos € através das representagdes” (Pires
et al., 2015, p. 3).

No estudo de fungdes, o uso de representagoes € privilegiado através de tabelas
de funcgdes, de graficos e de expressdes analiticas (Pires et al., 2015). Friedlander e
Tabach (2001) consideram quatro tipos de representacdes: a representacao verbal, a
representagcdo numérica, a representacao grafica e a representagao algébrica.

A representacdo verbal é usualmente utilizada num ambiente natural para a
compreensao e comunicagdo de um dado contexto, pois é possivel realizar a conexao
entre a matematica e o mundo real. Este tipo de representagdo é menos universal e
depende do estilo pessoal de cada um, considerando-se um obstaculo na comunicacéo
matematica, devido a criagdo de ambiguidades e associacbes irrelevantes ou
enganosas (Friedlander & Tabach, 2001).

A representagdo numérica permite os alunos usarem objetos familiares para
demonstrar relagdes e analisar casos especificos. Contudo, carece de generalidade,
pois a sua utilidade € muito limitada, dado recorrer ao uso de numeros para determinar

casos particulares (Friedlander & Tabach, 2001). Para estes autores, a representagcao
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tabular faz parte integrante da representagdo numérica. Outros autores (Brown &
Mehilos, 2010; Couco, 2001; Rocha, 2019) consideram a representagao tabular como
um outro tipo de representagdo. Brown e Mehilos (2010) consideram que através desta
representacao é possivel listar varios exemplos que permitem aos alunos perceber que
o valor da variavel varia. Inclusive, defendem que a utilizagao da tabela tem um papel
crucial para os alunos que ainda ndo entenderam as expressoes algébricas e os graficos
de uma fungdo, argumentando que as tabelas atribuem significado aos simbolos
abstratos.

A representacao grafica promove uma visualizacdo da funcgao, pois € de uma
vasta utilizagao e transcende do conhecimento algébrico dos alunos, sendo considerada
mais universal que a algébrica. Tal como Friedlander e Tabach (2001) afirmam, a
representacdo grafica permite a resolucdo de determinados problemas que a
representacao algébrica ndo permite solucionar, como é o exemplo da determinagao
dos zeros de uma fungéo polinomial, independentemente do seu grau. Contudo, através
de uma abordagem visual apenas uma parte do dominio é visivel, pelo que a sua
utilizagdo necessita de capacidades de manipulagao da calculadora grafica (Friedlander
& Tabach 2001; Rocha, 2016).

Por fim, a representagéo algébrica é considerada a mais eficaz e abrangente na
apresentacdo de padrdes e modelos matematicos (Friedlander & Tabach, 2001). A
manipulagao desta representagao € muitas vezes o unico método possivel para justificar
afirmacgdes. Porém, o seu uso exclusivo pode dificultar a compreensao de conceitos,
devido a utilizagao de simbolos algébricos que podem obstruir o significado matematico
e, consequentemente, a interpretagéo por parte dos alunos (Friedlander & Tabach, 2001;
Rocha, 2016).

Os conceitos devem ser representados numericamente, algebricamente,
graficamente e verbalmente, sempre que possivel, pois s6 assim é possivel os alunos
estabelecerem conexdes entre as diferentes representagdes (Haciomeroglu et al., 2010;
Viseu, 2017). Apesar de ser um processo dificil, possibilita aos alunos lidar com diversas
formas de recolher informacao (Viseu, 2017).

Friedlander e Tabach (2001) defendem que a apresentacédo de uma determinada
tarefa em diferentes representacdes da legitimidade ao aluno para escolher o processo
de resolugdo. A escolha da representacao a utilizar pelos alunos pode depender da
natureza da tarefa, da preferéncia pessoal, do estilo de pensamento ou pelo facto do
aluno ter tentado utilizar outra representacao que nao funcionou, tendo a necessidade
de optar por outra (Friedlander & Tabach, 2001). Além disso, argumentam que a maioria
dos alunos transita entre representagdes de forma frequente e que esta transigdo se

deve a “uma necessidade natural e ndo a uma exigéncia” (p. 178). Contrariamente,
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Rocha (2002) afirma que um dos grandes problemas evidenciados pelos alunos tem por
base a interligacao da informacao obtida por processos algébricos com a obtida a partir
da calculadora grafica.

A promocao a multiplas representacées permite colmatar as limitagdes que cada
representacao tem, possibilitando uma aprendizagem mais eficiente do objeto de estudo
(Friedlander & Tabach, 2001; Kaput, 1992). O aluno através da utilizacdo de multiplas
representacdes tem a possibilidade de compreender todo o conceito que nao teria sido
compreendido apenas com o recurso de uma das representacdes, verificando as
relacoes existentes entre cada uma das representagdes (Friedlander & Tabach, 2001;
NCTM, 2007; Viseu, 2017).

2.2 As representacoes no estudo da derivada de uma
funcao

O conceito de derivada de uma funcao € um tdpico que faz parte dos programas
do 11.° e 12.° ano de escolaridade, tendo estado contemplado nas sucedidas reformas
curriculares do ensino de Matematica (Almeida & Viseu, 2002). Inicialmente, este
conceito foi introduzido nos programas de 1905 do ensino secundario e, a exceg¢ao da
reforma de 1936, o estudo das derivadas tem-se encontrado presente nos programas
de Matematica (MEC, 2018; Pinto et al., 2014).

Quando os conceitos basicos de um determinado tema em estudo ndo séo
adquiridos, os alunos apresentarao diversas dificuldades de interpretagéo ao longo do
resto do percurso académico. O estudo das funcbes derivadas, € exemplo de tal, pois
os alunos tornam-se ignorantes das aplicagbes e da interpretagdo da fungao derivada
(Orhun, 2012). A tendéncia em memorizar e mecanizar a matematica é tao grande que
os alunos compreendem o estudo de fungdes derivadas algebricamente, desvalorizando
a interpretagao grafica (Orhun, 2012).

Viseu (2017) considera a necessidade do “recurso a multiplas representagdes
para a promog¢ao da compreensao do conceito de derivada de uma funcao pelo aluno,
tendo sempre em consideragdo os conceitos que Ihe estdo subjacentes” (p. 6). O
conceito de derivada pode ser definido de inUmeras formas, através de diferentes
representagdes: o declive da reta tangente a uma curva num dado ponto (representagao
grafica); a taxa de variagdo instantdnea (representagéo verbal); o limite da razéo
incremental quando o incremento tende para zero (representagéo simbdlica) e até pode
ter um significado fisico, como a velocidade instantanea (Viseu, 2017).

No ensino da nogao de derivada, através da representacao grafica, os alunos
desenvolvem a capacidade de expressar a sua compreensdao matematica, pois é

através de uma abordagem grafica que é possivel adquirir a aprendizagem do conceito
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de declive de uma reta, taxa de variagéo, limite e reta tangente (Viseu, 2017). Assim, o
recurso a uma representagao grafica para a compreensao deste conceito, deve ser
indispensavel (Viseu, 2017). Por outro lado, afirma-se que a percegdo de uma
abordagem grafica pode contribuir para o esquecimento de aspetos analiticos, como a
relacdo do grau de uma funcao polinomial e a sua fungao derivada (Almeida & Viseu,
2002; Aspinwall et al., 1997). A representacdo grafica tem vindo a ter uma elevada
enfase ao longo dos curriculos de matematica, no entanto, para se verificar um
progresso na sua utilizacdo e compreensdo, devem ser adotadas atividades que
permitam os alunos serem capazes de se expressar matematicamente ao longo da sua
experiéncia escolar (Aspinwall et al., 1997). “Os alunos que interpretam o significado
matematico nessas atividades formam concecdes matematicas cada vez mais
sofisticadas” (Aspinwall et al., 1997, p. 14).

A representagido algébrica tende a ser a representacdo mais utilizada pelos
alunos (Viseu, 2017). Contudo, segundo Viseu (2017) verifica-se o uso da
representacao numérica para determinar a imagem de um dado objeto, neste caso, os
extremos, e a utilizagdo da representacao grafica para comparar visualmente a funcao
e a sua derivada ou analisar a imagem global do comportamento da funcgao.
Relativamente ao uso do quadro de sinal, apesar deste ndo ser uma representacao de
uma funcdo, Viseu (2017) considera que este representa uma analise do
comportamento e variagdo de uma funcgéo, entdo é considerado parte integrante da
representacdo tabular. Assim, esta ultima representacdo é utilizada no estudo da
monotonia e existéncia de extremos de uma funcdo e, em alguns dos casos, na
conversao entre a representagao algébrica e grafica (Viseu, 2017).

Um estudo realizado por Orhun (2012) a 102 alunos do 12.° ano do ensino
secundario, pretendeu avaliar quao bem os alunos aprenderam os procedimentos das
conexodes e propriedades entre o grafico da fungao e o da fungéo derivada. Conclui-se
que os alunos apresentam auséncia de utilizacdo de linguagem matematica para
descrever o grafico da fungdo derivada e falta de capacidade para interpretar e
argumentar a partir do grafico.

Num outro estudo, de Almeida e Viseu (2002), realizado a 19 professores
estagiarios de Matematica, que visou investigar como é que estes analisam, relacionam
e interpretam a informacao explicita nos graficos de uma fungéo e das suas primeira e
segunda derivadas, verificou-se que estes apresentam diversas dificuldades. Em termos
graficos, verifica-se uma inexisténcia da relacdo entre a funcdo e as respetivas
derivadas, assim como da relagao entre o grafico da primeira derivada com o grafico da
segunda derivada. Perante fungdes mais complexas, considera-se uma maior

dificuldade a interpretar e a analisar o que é pretendido. Segundo Almeida e Viseu
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(2002) as principais complexidades em relacionar a primeira com a segunda derivada
sao: relacionar os intervalos de monotonia da primeira derivada com o sinal da segunda
derivada; considerar os zeros da primeira derivada como extremos da fungéo e os zeros
da segunda derivada como extremos da primeira derivada; considerar os pontos de
inflexao do grafico da primeira derivada como extremos locais da segunda derivada; e,
esbocar o grafico da segunda derivada a partir do grafico da primeira, e vice-versa.

Segundo varios autores (Almeida & Viseu, 2002; Aspinwall et al., 1997; Orhun,
2002), os alunos tém dificuldades em realizar conexdes entre o grafico da fungao
derivada e a sua fungéo, chegando até a interpretar o grafico da funcao derivada como
o grafico da funcéao original (Orhun, 2012). Em ambos os estudos referidos, conclui-se
que tanto os alunos como os professores estagiarios tém uma pobre capacidade visual,
uma enorme incapacidade em interligar multiplas condi¢cdes perante cada problema
apresentado e uma falta de capacidade de ligar a informacgao grafica aos conhecimentos
analiticos (Almeida & Viseu, 2002; Orhun, 2012).

2.3 A utilizacdo da calculadora grafica e a escolha da janela de
visualizacao

No ensino de matematica, a utilizacdo de tecnologia é uma recomendacao dos
programas de matematica em vigor (MEC, 2018) e é um dos principios para a
matematica escolar, dado que influencia o que é ensinado e melhora a aprendizagem
dos alunos (NCTM, 2007). O uso da calculadora grafica € um dos instrumentos
tecnologicos que possui as capacidades computacionais desejadas e é acessivel a
maioria dos alunos portugueses, dado ser de uso obrigatério em sala de aula. O estudo
de funcbes € um tema que se encontra presente no curriculo do ensino secundario e
cujas orientacbes metodologicas visam a valorizagdo da exploracdo de materiais
tecnoldgicos que possibilitem a utilizagao de diferentes representagdes sobre 0 mesmo
conceito (MEC, 2018; Viseu, 2017).

Ruthven (1992) considera que os alunos demonstram ter tendéncia a usar as
abordagens semelhantes as que usavam antes de disporem do uso da calculadora
grafica. O uso mais frequente da calculadora aumenta a medida que os alunos se
sentem mais confortaveis em utiliza-la. Segundo um estudo realizado por Rocha (2002),
que pretendeu analisar a utilizagdo que os alunos fazem da calculadora grafica, é
verificado o uso desta ferramenta tecnoldgica para substituir o recurso a “rotinas mentais
e escritas” (p. 19) para representar o grafico de uma fungéo. Neste estudo, os alunos

demonstraram recorrer a calculadora, mesmo quando no enunciado n&o especificava a
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sua utilizagao. Contudo, nao significa que os alunos recorreram a calculadora grafica na
totalidade das tarefas propostas.

Tendo por base o estudo de Rocha (2002), os critérios que levam os alunos a
optar por recorrer a calculadora grafica devem-se a sua simplicidade e rapidez. Ruthven
(1992) defende que a utilizacdo frequente da calculadora grafica se deve a
aprendizagem de um processo mecanizado para resolver o que € pedido através desta
ferramenta. Ainda Consciéncia (2013) argumenta que os alunos recorrem a calculadora
grafica para resolver casos que nao conseguem resolver analiticamente e para analisar
situacbes problematicas. Esta autora defende também, a necessidade de os alunos
utilizarem esta ferramenta de trabalho como um instrumento de confirmagao dos
resultados obtidos algebricamente.

No estudo das derivadas, o uso da calculadora permite a realizacdo do calculo
da derivada e, segundo Garcia (2000), esta possibilidade pode provocar a
desvalorizacdo da aprendizagem das regras de derivagdo. Por outro lado, uma
abordagem gréfica deste conceito, com a utilizagdo da calculadora grafica, permite a
realizacdo de conexdes entre a fungdo e a sua derivada (Garcia, 2000). Para tal, é
necessario o conhecimento por parte dos alunos relativamente ao que é transmitido no
ecra da calculadora grafica (Garcia, 2002; Rocha 2002).

Dado se recorrer ao grafico de uma fungdo, é inevitavel a necessidade de
alteragao da janela de visualizagdo aquando do uso da calculadora grafica, sendo esta
uma tarefa exigente e dificil para os alunos (Rocha, 2020). Ruthven (1996) afirma que
os alunos demonstram ter grandes problemas em compreender as mudangas nos
valores da janela de visualizagdo, pois ndo conseguem interliga-los com o aspeto do
grafico.

Rocha (2020) argumenta a existéncia de dois grandes casos relativamente a
janela de visualizagao. No primeiro caso, em que é visivel o grafico da fungao, mas é
dificil de analisar o seu comportamento devido a este estar comprimido, por exemplo
quando o grafico da fungao coincide com o eixo. O segundo caso, refere-se quando néo
€ possivel ver o grafico na sua maioria, argumentando que estamos perante uma
visualizagao incompleta ou parcial. A visualizagdo incompleta diz respeito a inexisténcia
de uma parte do grafico fora da janela de visualizagao, por exemplo, quando num grafico
de uma fungao de grau quatro é apresentado um espago vazio entre duas parabolas.
Enquanto a segunda, se refere a inexisténcia de uma parte do gréfico relevante, por
exemplo uma parabola que parece ser uma reta por apenas ser visivel uma linha. Por
fim, a autora, indica ainda a existéncia de um ultimo caso: visdo incompleta e parcial,
que se deve as limitagdes do ecra da calculadora grafica que impossibilita obter o grafico

na sua integra.
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Tendo em conta estas situagbes, Rocha (2020) apresenta as diferentes
problematicas enfrentadas pelos alunos quando estes estao perante cada um dos tipos
de grafico, na janela de visualizagado standard, aos quais intitulou de: comportamento
oculto, visualizagdo incompleta, visualizagdo parcial, visualizag&do parcial e incompleta
e, a situacdo complexa. O comportamento oculto do grafico diz respeito a uma
visualizacdo do ecrda em que é facil de perceber que existe um problema relativamente
a visualizagao do grafico e nao é dificil resolvé-lo, pois basta um simples ajuste na janela
de visualizacdo. No caso de se tratar de uma visdo incompleta, os alunos tém mais
dificuldade em entender como podem agir para obter a parte relevante do grafico que
nao aparece. Na visualizagao parcial, os alunos consideram o grafico da funcéo apenas
como se encontra apresentado, ndo se apercebendo que parte do grafico esta fora da
janela de visualizagdo. Na visualizagcdo parcial e incompleta, € claro para os alunos
verificarem que nao é visivel a maioria do grafico da fungéo, no entanto, nem sempre é
simples solucionarem este problema. Por fim, a situacdo complexa, diz respeito a
quando estamos limitados pelas dimensdes do ecra da calculadora grafica, ndo sendo
possivel obter uma visdo global do grafico.

"A representacao grafica esta intimamente ligada a janela de visualizagao, o que
pode conduzir a representagcdes que nao incluam as caracteristicas importantes do
grafico da fungao" (Consciéncia, 2013, p. 116). Segundo esta autora, para se obter uma
janela razoavel do grafico da fungao € necessario realizar uma manipulagao direta dos
valores da janela de visualizagao, alterando x,,in, Xmax Vmin € Ymax- CONtudo, afirma a
existéncia de outras opgodes, como os diferentes tipos de zooms disponiveis nas
diversas calculadoras graficas.

Os alunos nem sempre estao habituados a identificar os erros apresentados na
janela de visualizagdo, tendendo a aceitar o que € apresentado, demonstrando uma
grande falta de espirito critico e dificuldade em interpretar a informagéao transmitida no

ecra da calculadora grafica (Rocha, 2020).
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3. METODOLOGIA

Neste capitulo sdo apresentadas as caracteristicas da investigagdo qualitativa
adotada, bem como as técnicas de recolha de dados utilizadas para a elaboracao do
estudo de caso, dado que esta investigacdo pretende descrever o desempenho dos

alunos no tema da investigacao.

3.1 Investigacao Qualitativa

A investigacdo qualitativa é utilizada quando se pretende descrever o que é
observado em um determinado ambiente em que o investigador, por vezes, apresenta
e gera novas hipéteses (Johnson & Christensen, 2014). Este tipo de estudo é
frequentemente usado quando se pretende descobrir mais sobre um determinado tema
que se desconhece (Johnson & Christensen, 2014). Tal como afirma Amado (2014, p.
41):

a investigacdo qualitativa assenta numa visdo holistica da realidade (ou

problema) a investigar, sem a isolar do contexto ‘natural’ (histdrico,

socioecondmico e cultural) em que se desenvolve e procurando atingir a

sua ‘compreensao’ através de processos inferenciais e indutivos

(construindo hipoteses durante e depois da analise dos dados). Pode

dizer-se que este é o aspeto central e nuclear da investigacédo qualitativa.

Segundo Bogdan e Biklen (1994), investigacao qualitativa é “um termo genérico
que agrupa diversas estratégias de investigacdo que partiham determinadas
caracteristicas” (p.16). Estes autores, argumentam que a investigagao qualitativa possui
cinco caracteristicas, afirmando que nem todos os estudos qualitativos as apresentam
na totalidade:

e Fonte direta de dados € o ambiente natural: o investigador é o instrumento
principal que procura manter a envolvéncia natural de um determinado contexto,
pois “as agdes podem ser melhor compreendidas quando sdo observadas no
seu ambiente habitual de ocorréncia” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 48);

e Dados descritivos: a recolha de dados qualitativos deve ser “em forma de
palavras ou imagens e nao de numeros” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 48). Estes
incluem as transicdes de entrevistas, as notas de campo, as fotografias, os
videos, os documentos pessoais, 0s memorandos e outros registos oficiais;

e Importancia € dada ao processo e ndo aos resultados ou aos produtos: o
investigador deve procurar traduzir os procedimentos ocorridos e compreender
0 porqué de estes terem sido feitos;

e Analise indutiva: os dados recolhidos devem ser analisados de forma indutiva,

pois o investigador ndo procura inferir hipéteses, em contrapartida, pretende
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interrelacionar a informagédo recolhida, uma vez que “as abstragbes sdo

contruidas a medida que os dados particulares que foram recolhidos se véao

agrupando” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 50);

e Importancia do significado: numa abordagem qualitativa, o investigador esta

“‘continuamente a questionar os sujeitos de investigacdo” (Bogdan & Biklen,

1994, p. 51), uma vez que pretende compreender e interpretar as diferentes

perspetivas relativamente ao objeto de estudo.

Varios autores identificam a existéncia de diversos métodos utilizados para
realizar uma investigacao qualitativa: a etnografia, a narrativa, a teoria fundamentada, a
investigagdo-acdo, o estudo de caso, etc. (Bogdan & Biklen, 1994; Johnson &
Christensen, 2014). Relativamente aos instrumentos de recolha utilizados numa
investigagcdo qualitativa, destaca-se a observagéo participativa e a entrevista em
profundidade (Bogdan & Biklen, 1994; Johnson & Christensen, 2014).

3.2 Estudo de Caso

O estudo de caso é dos métodos mais comuns na investigagao qualitativa (Aires,
2015; Bogdan & Biklen, 1994; Johnson & Christensen, 2014). Segundo Johnson e
Christensen (2014), este método consiste numa “pesquisa qualitativa que se foca na
descrigdo detalhada de um ou mais casos” (p. 105). O estudo de caso é usado com o
objetivo de contribuir para o conhecimento de determinados fendmenos, sejam estes,
individuais, de grupo, organizacionais, sociais, politicos ou fendmenos relacionados
(Yin, 2003).

De acordo com Ponte (2006), os estudos de caso tém sido uma estratégia
utilizada na investigacdo em Educacdo Matematica, pois pretendem investigar questdes
de aprendizagem dos alunos. Um estudo de caso pode assumir uma perspetiva
interpretativa, que tem como objetivo compreender o ponto de vista dos participantes,
Ou assumir uma perspetiva pragmatica, cujo objetivo € descrever uma perspetiva global
do objeto em estudo, do ponto de vista do investigador (Ponte, 2006). Para além destas
perspetivas, Ponte (2006) refere-se a um estudo de caso como um design de
investigagdo, argumentando que este apresenta diversas caracteristicas de uma
investigacao de natureza empirica (trabalho de campo ou analise documental); tem um
carater fortemente descritivo e também pode ser analitico (interrogando a situagédo com
outras teorias ja existentes); e ndo é uma investigagao experimental (o investigador nao
pretende modificar a situagdo, mas sim compreendé-la).

Segundo Stake (1995, citado em Johnson & Christensen, 2014), existem trés

tipos de estudos de caso: o estudo de caso intrinseco, o estudo de caso instrumental e

34



o estudo de caso coletivo. O primeiro, refere-se a um investigador que pretende
descrever em profundidade e com detalhe um caso especifico que deseja explorar, um
método bastante usado em educacdo. O estudo de caso instrumental pretende a
compreensdo de um fendmeno diferente do caso particular. Este tipo de estudo é
usualmente utilizado por investigadores que pretendem generalizar as descobertas em
literaturas de pesquisa sobre varios tépicos. Em comparagdo com o anterior, este
pretende ser um estudo mais universal e ndo particular. Por fim, o estudo de caso
coletivo, também intitulado como multiplo, pretende estudar varios casos em apenas um
caso coletivo, pois o investigador pretende analisar um tépico que considere ser mais
vantajoso fazé-lo ao estudar simultaneamente varios casos. Por exemplo, em educacéo,
em vez de estudar os resultados em uma Unica sala de aula, o investigador estudara
em varias salas de aula diferentes.

Os autores Bogdan e Biklen (1994) distinguem também a existéncias de diversos
tipos de estudo de caso, entre os quais mais relevantes: estudos de caso de
organizagdes numa perspetiva histérica, estudos de caso de observagao e histérias de
vida. Um estudo de caso de observacgao considera a observacgao participativa e centra-
se numa organizagao particular ou nalgum aspeto dessa organizacao (Bogdan & Biklen,
1994).

Para elaborar um estudo de caso, o investigador deve considerar o local, como
seleciona os participantes que serdo objeto de estudo, considerando as caracteristicas
dos mesmos, para que, de seguida, procure realizar a recolha de dados que sera
posteriormente analisada e interpretada ao detalhe (Bogdan & Biklen, 1994; Johnson &
Christensen, 2014; Ponte, 2006).

3.3 Instrumentos de recolha de dados

Numa metodologia qualitativa, a informagao predominante advém de dois tipos
de técnicas: técnicas diretas ou interativas e as técnicas indiretas ou nao-interativas
(Aires, 2015). Segundo esta autora, as técnicas diretas contemplam a observagéo
participante, as entrevistas qualitativas e as histoérias de vida. Por outro lado, nas
técnicas indiretas considera os documentos oficiais (registos, documentos internos,
dossiers, estatutos, registos pessoais, etc.) e os documentos como diarios, cartas,
autobiografias, etc.

Devido ao caracter holistico de um estudo de caso, este é tanto melhor quanto
maior sao as técnicas de recolha de dados utilizadas, uma vez que, o investigador
recorre a um conjunto amplo e variado de instrumentos (Amado, 2014; Yin, 2003). As

técnicas de recolha de dados devem fornecer uma grande diversidade de informagao
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que permita uma descricdo detalhada do objeto de estudo. Segundo Yin (2003), a
observacao direta e participativa, as entrevistas, a recolha documental, os registos de
arquivo e os artefactos fisicos sao as principais fontes de recolha de dados de um estudo

de caso.

3.3.1 Observacéao

“A observacao consiste na recolha de informacao, de modo sistematico, através
do contacto direto com situacgdes especificas” (Aires, 2015, pp. 24-25). Este instrumento
de recolha de dados permite ao investigador reunir dados reais aquando da ocorréncia
das situagdes, tendo a possibilidade de observar o comportamento dos agentes em
estudo e de descobrir caracteristicas dos participantes que nao tinham sido reveladas
nas entrevistas (Cohen et al., 2007).

A observagao é uma poderosa ferramenta de investigagdo quando é orientada,
planificada, fundamentada e validada. Olabuenaga (1996) considera que uma
observacao deve ser primeiramente direcionada em torno do objeto em estudo; de
seguida, deve ser sistematizada em fases, lugares e pessoas. Posteriormente, a recolha
de dados deve ser relacionada através de teorias cientificas e, por fim, deve ser
submetida ao controlo de veracidade, objetividade, credibilidade e precisao.

Segundo Olabuenaga (1996), as observagdes podem distinguir-se de acordo
com: i) as estratégias de observagao (grau de participagao do observador — participante
ou ndo participante); ii) os niveis de sistematizagdo e estruturacdo da informagéo
(fixagc&o, ou ndo, dos grupos, das categorias, etc.); iii) os graus de controlo (manipulagao
ou nao da situagao).

Relativamente a estruturagao da observagao, Cohen et al. (2007) categoriza trés
tipos: a observacado altamente estruturada, a semiestruturada e a ndo estruturada. A
primeira corresponde a uma observagao que pretende procurar o que previamente foi
planeado; a observagdo semiestruturada baseia-se em um conjunto de questbes
definidas, mas é menos pré-estipulada que a anterior, possibilitando uma maior
liberdade na recolha de dados; por fim, a observagao nao estruturada consiste numa
observacao que nao antecede nem determina o que pretende investigar e, portanto,
perante a situagao que observa, o investigador decide o seu objeto de estudo. Assim,
os dois ultimos tipos de observacao ao contrario do primeiro, possibilitam criar e gerar
hipoteses em vez de testa-las.

Yin (2003) considera dois tipos de observagdo: a observagao direta e a
observacao participante. Na observagdo direta o investigador analisa os
comportamentos tendo em conta a realidade e o contexto em que o estudo esta inserido.

Enquanto, na observacao participante, o investigador adota um comportamento de
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observador ativo e ndo de observador passivo. Assim, o investigador assume diversos
papéis no estudo de caso, podendo mesmo participar nas atividades e nos
acontecimentos a serem estudados. Varios autores (Cohen et al., 2007; Yin, 2003)
destacam como principal vantagem da observagdo participante o facto de os
investigadores terem a possibilidade de discernir o comportamento em curso a medida
que ocorre, manipulando os acontecimentos menos importantes. Como desvantagens
a observacgao participante caracteriza-se por ser menos reativa, pois a investigagao
depende de respostas verbais para perguntas estruturadas e de ter pouco tempo para
realizar anotagdes ou fazer perguntas. Contudo, a participagdo do investigador pode
variar consoante a necessidade e as circunstancias, podendo ser mais alta nuns

momentos e mais baixa noutros (Bogdan & Biklen, 1994).

3.3.2 Entrevista

A entrevista € um método que consiste numa conversa intencional entre duas
pessoas, o entrevistador e o entrevistado, embora haja a possibilidade de envolver mais
(Bogdan & Biklen, 1994). A interacao criada entre o investigador e o participante no
estudo deve ser tal que permita a recolha de dados que o entrevistador esteja disposto
a fornecer (Johnson & Christensen, 2014).

“A entrevista € uma das técnicas mais comuns e importantes no estudo e
compreensado do ser humano.” (Aires, 2015, p. 27). Em investigagdo qualitativa, as
entrevistas podem ser utilizadas de duas formas: como estratégia dominante para a
recolha de dados ou podem ser utilizadas em conjunto com outros instrumentos, como
a observagado participante e a analise de documentos (Bogdan & Biklen, 1994).
Independentemente da situacéo, a entrevista pretende recolher dados descritivos na
linguagem do proprio sujeito, permitindo ao investigador desenvolver intuitivamente uma
ideia sobre a maneira como o entrevistando interpreta os aspetos em investigagao
(Bogdan & Biklen, 1994).

Segundo Aires (2015), podemos caracterizar a entrevista de acordo com o
numero de pessoas (Uma pessoa ou um grupo de pessoas), a quantidade de temas e
relativamente a sua estrutura. Varios autores (Amado, 2014; Bogdan & Biklen, 1994)
classificam as entrevistas no continuo estruturada/ n&o estruturada. A entrevista
estruturada centra-se num determinado tema restrito, enquanto a entrevista nao
estruturada caracteriza-se por ser uma entrevista aberta, dado que o investigador
procura entender o entrevistado sem que para tal avance categorias prévias e
delimitadoras da investigagao. Inclusive, numa entrevista nao estruturada

as perguntas derivam da interagdo, nao existindo, portanto, qualquer
grelha prévia de questdes, respeitando-se, pelo contrario, a légica do
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discurso do entrevistado — o que exige muita competéncia e sensibilidade

por parte do investigador (Amado, 2014, p. 209).

Numa entrevista semiestruturada, o entrevistando nao tem tanta liberdade como
numa entrevista nao estruturada, pois o entrevistador define um plano prévio da
entrevista, contudo, a interagéo existente entre os sujeitos permite obter elementos para
a investigagdo. Este ultimo tipo de entrevista é um dos principais instrumentos da

pesquisa de natureza qualitativa (Amado, 2014).

3.3.3 Recolha documental

A recolha documental € uma técnica bastante distinta das apresentadas
anteriormente, pois “até agora consistem em materiais em que os investigadores tém
um papel principal na producdo. Eles escrevem as notas de campo e conduzem as
entrevistas que se tornam transcricoes” (Bogdan & Biklen, 1997, p. 176). Apesar de
menos frequente, o recurso a documentos é utilizado como uma fonte de informagao
para o estudo de caso.

Varios autores (Amado, 2014; Bogdan & Biklen, 1997; Yin, 2003) distinguem os
documentos em duas categorias: documentos pessoais e documentos nao pessoais ou
oficiais. Os documentos pessoais caracterizam-se pela relacéo estabelecida com o seu
autor (Amado, 2014), pois sdo narragdes produzidas pelos sujeitos que descrevem os
seus proprios atos, experiéncias ou ideais (Yin, 2003). Sdo produgdes em formato
escrito, oral ou grafico (ex: diarios intimos, cartas pessoais, autobiografias, evocagdes
de sonhos, portefdlio, etc.) (Amado, 2014; Bogdan & Biklen, 1997). Por outro lado, a
utilizacdo dos documentos n&o pessoais possibilita a analise e compreensao de um
conjunto, fendbmeno ou organizagdo (Amado, 2014; Yin, 2003). O investigador
facilmente recorre a este tipo de recolha documental, contudo podem existir alguns
ficheiros que estejam protegidos por serem privados ou secretos (Bogdan & Biklen,
1997). Sdo exemplos de documentos oficiais as atas, os regulamentos, dados
estatisticos, textos oficiais, registos sobre o aluno, entre outos (Amado, 2014; Bogdan
& Biklen, 1997).

3.4 Procedimentos metodoldgicos adotados

O presente estudo segue uma investigacdo qualitativa baseada num estudo de
caso segundo a definicho de Bogdan e Biklen (1994). Esta investigacdo foi
implementada numa turma do 12.° ano do ensino secundario, do Curso Cientifico-
humanistico de Ciéncias e Tecnologias no ano letivo 2022/23. A turma é constituida por

23 alunos, dos quais dezasseis séo raparigas e sete sdo rapazes.
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O objetivo desta investigagdo € compreender o papel dos diferentes tipos de
representagao de uma funcdo no dmbito do estudo das fung¢des derivadas. Além disso,
pretende-se investigar as fragilidades manifestadas pelos alunos na resolugdo de
exercicios e compreender o impacto da escolha da janela de visualizagdo, no ambito
das fungdes derivada. Assim, com vista a atingir os objetivos tragcados, pretende-se dar
resposta as seguintes questdes de investigacao:

1. Quais os critérios em que o0s alunos se baseiam para decidir entre uma
abordagem algébrica ou grafica, no ambito das funcdes derivadas?

2. Qual o papel e como se caracteriza a articulacdo das diferentes representacfes
de funcgdes, no estudo das funcbes derivadas?

3. Quais as fragilidades manifestadas pelos alunos na resolugcédo de tarefas, no
ambito das funcdes derivadas?

4. Quais as problematicas reveladas pelos alunos, na escolha da janela de
visualizacdo na calculadora grafica, no estudo das funcdes derivadas?

Para tal, o estudo apresentado envolveu trés alunos, escolhidos de entre os sete
voluntarios, tendo por base os critérios explicitados de seguida. Os trés alunos
selecionados realizaram trés tarefas durante trés sessdes de trabalho. Em todas as
sessbes de trabalho, os alunos foram acompanhados pela investigadora e, durante a
realizacao de cada tarefa, a investigadora colocou questdes aos participantes por forma
a compreender as suas escolhas para resolver o que é pedido e as suas dificuldades
no ambito das funcgbes derivadas. Assim, durante as sessdes de ftrabalho, a
investigadora adotou uma observagdo n&o participante e participante, sempre que

necessario, e recorreu a entrevista semiestruturada, tido por base um guiao.

3.4.1 Escolha dos participantes

A escolha dos participantes para esta investigagao foi realizada em diversas
fases. Primeiramente, procurou-se convidar os alunos a participar no estudo, tendo-se
voluntariado sete alunos. De seguida, a segunda fase de escolha, teve em conta trés
critérios: a entrevista semiestruturada realizada aos alunos, a capacidade e diversidade
dos alunos em resolver problemas e as classificagbes obtidas no 10.° ano, 11.° ano e
no 1.° semestre do ano corrente.

O primeiro critério consiste na realizagdo de uma pequena entrevista aos alunos,
na qual estes devem responder a trés perguntas que podem ser consultadas no Anexo
I. Pretende-se com este primeiro momento perceber o interesse dos alunos em
participar na investigacdo e, principalmente, compreender como os alunos decidem
adotar a representagao grafica ou algébrica, analisar o que consideram de cada uma

delas e que uso fazem da calculadora grafica para a resolugao de exercicios.
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O segundo critério deve-se a observagao da investigadora durante as aulas por
forma a analisar as capacidades dos alunos no tema das fungdes derivadas e a
diversidade de raciocinios matematicos.

Por fim, o ultimo critério tem em conta as classificagbes dos alunos, pois
pretendeu-se participantes com diferentes niveis de aproveitamento a disciplina de
Matematica A. Na Tabela 7 sido apresentadas as classificagcbes dos sete alunos

relativamente ao 10.° e 11.° anos e a classificagcao obtida no 1.° semestre do 12.° ano:

Tabela 7 - ClassificagGes dos sete voluntarios no 10.2 ano, 11.2 ano e 12 semestre do 12.2 ano

Alunos 10.° ano 11.° ano 12%ano
1° semestre

Afonso 19 18 16

Carminho | 17 16 14

Maria 19 17 16

Marcus 16 14 14
Pedro 10 9 9

Rita 14 12 14
Sofia 10 8 8

Apods a analise da investigadora as respostas dos alunos nas entrevistas e tendo
em conta os outros dois critérios referidos, foram selecionados trés alunos: Afonso,
Carminho e Sofia. A participacao de todos os alunos neste projeto de investigagao, foi
devidamente autorizada pelos seus Encarregados de Educacao (Anexo J). De forma a

preservar a identidade dos alunos, os participantes escolheram nomes ficticios.

3.4.2 Recolha de dados

Para a recolha de dados neste estudo recorreu-se a observagao participante e
nao participante, a realizagao de entrevistas semiestruturadas e a recolha documental

produzida pelos alunos ao longo das sessdes.

3.4.2.1 Observacao

A observagéo foi realizada pela investigadora durante todas as sessdes de
trabalho. Enquanto os alunos resolviam as tarefas propostas, a investigadora adotou,
maioritariamente, uma observacao nao participante, com objetivo de compreender em
profundidade a resolugéo do aluno perante os diferentes exercicios de cada tarefa e de
forma a analisar eventuais bloqueios que surgiram durante a realizagao das mesmas. O
recurso a observagao participante deveu-se quando era necessario intervir para que o

aluno pudesse avancar na resolugéo das tarefas.
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3.4.2.2 Entrevista semiestruturada

A primeira entrevista foi realizada no dia 22 de fevereiro, a todos os alunos que
se voluntariaram a participar no projeto. Esta consistiu em realizar trés perguntas aos
alunos relativamente ao tema desta investigacao (Anexo ).

Durante as sessdes de trabalho, foram realizadas entrevistas semiestruturadas
de forma a compreender a resolugdo dos exercicios dos trés alunos selecionados.
Assim, a investigadora auxiliou-se do guido planeado com possiveis questbes a fazer

aos alunos (Anexo I).

3.4.2.3 Recolha documental

Com o objetivo de recolher informacgao relativa aos alunos, foram facultadas pela
escola as classificagdes na disciplina de Matematica A ao longo do ensino secundario.
Para além disso, foram recolhidas as producdes escritas dos alunos em todas as

sessoes de trabalho.

3.4.2.4 Sessoes de trabalho

Cada aluno participou em trés sessodes de trabalho, tendo sido realizadas no total
nove sessoes de trabalho. Todas as sessdes foram realizadas integralmente em horario
extra letivo combinado com os alunos participantes e decorreram numa sala de aula da
escola. No inicio de cada sesséo de trabalho, foram dadas algumas informagdes aos
alunos relativamente a realizagao das tarefas e foi reforcado que tém liberdade de
recorrer a calculadora grafica durante a resolugdo de toda a tarefa, pois os alunos
tendem a usa-la apenas quando é indicado no enunciado. As informagbes referidas
podem ser consultadas no Anexo K.

Cada sessao teve uma duragcao maxima de 90 minutos e a calendarizagao das
sessdes de trabalho decorreu de acordo com a disponibilidade dos alunos e da
investigadora. As primeiras sessdes de trabalho decorreram nos dias 21 de margo
(Afonso e Sofia) e no dia 22 de margo (Carminho), onde foi aplicada a primeira tarefa.
As segundas sessbes de trabalho realizaram-se no dia 23 de margo para todos os
alunos, na qual foi proposta a segunda tarefa. Por fim, as ultimas sessdes de trabalho,
onde foi aplicada a terceira tarefa, decorreram nos dias 28 de marco (Carminho) e 29
de marco (Afonso e Sofia). Na Tabela 8 encontra-se a calendarizagéo e horario das

sessodes de trabalho por aluno.

Tabela 8 - Calendarizagdo e horario das sessGes de trabalho

Alunos 1.2 sessao 2.2sessao 3.2 sessao

Afonso 21/03 - 09h40 23/03 - 15h20 29/03 - 09h00

Carminho 22/03 - 13h30 23/03 - 12h40 28/03 - 15h00
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Sofia 21/03 - 16h00 23/03 - 13h50 29/03 - 15h00

3.4.3 As tarefas

Durante este estudo, cada aluno realizou trés tarefas, sendo que cada tarefa,
caracteriza-se por um conjunto de exercicios que apelam tanto ao uso de diversas
representagdes, como a utilizacdo da calculadora grafica. Primeiramente, promovem a
transicao entre representagdes e, consequentemente, a interligacdo das conexdes entre
cada representacao, no ambito das fung¢des derivadas. Em segundo lugar, promovem a
liberdade dos alunos recorrerem a uma ferramenta tecnoldgica, concedendo a uma
maior diversidade para responder as questdes.

A escolha de trés tarefas para esta investigacdo pretende proporcionar aos
alunos uma experiéncia de aprendizagem do conceito de fungio derivada através do
uso de diversas representacbes. Cada tarefa consiste numa lista de trés a quatro
exercicios que pretendem dar resposta as questdes de investigagao que impulsionaram
este estudo (Tabela 9). Para além da distribuicdo apresentada abaixo, é possivel obter
conclusdes para responder as questdes um e dois de investigacdo em diversos
exercicios. Quanto a terceira questao de investigacao, esta ndo se encontra associada
a um exercicio especifico, dado que pretende compreender as maiores dificuldades dos
alunos no estudo das funcdes derivadas. Por fim, os ultimos exercicios de cada tarefa,

referem-se a quarta questao, dado que esta aborda a escolha da janela de visualizagao.

Tabela 9 - Distribuigdo das questdes de investigacdo

Exercicios Tarefa 1 Tarefa 2 Tarefa 3
1 Questbes 1 e 2 Questéao 2 Questdo le 2
2 Questbes 1 e 2 Questbes 1 e 2 Questbes 1 e 2
3 Questéo 2 Questéo 4 Questéo 2
4 Questéo 4 - Questéo 4

Na primeira tarefa (Anexo L), sdo propostos quatro exercicios, sendo que os dois
primeiros pretendem responder as questdes um e dois, o terceiro a segunda questao e
o ultimo a questdo numero quatro. Para a segunda tarefa (Anexo M), foram apenas
implementados trés exercicios, dado que o ultimo exercicio apresenta duas alineas.
Assim, o primeiro exercicio analisara respostas a questdo dois de investigagéo, o
exercicio 2 as questdes um e dois e 0 exercicio 3 a questao quatro. Por fim, a ultima
tarefa (Anexo N) apresenta uma distribuicao igual a primeira tarefa.

A distribuicao implementada deveu-se a pretender observar a evolugao dos

alunos na forma como realizam as tarefas e a analisar se apresentam ou nao um
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processo mecanizado para a resolugao de tarefas no ambito das fungbes derivadas,
assim como verificar se este é alterado durante a realizacdo do estudo. As tarefas
pretendem promover um olhar critico perante as diversas representacoes, pois ao longo
destas sao abordadas as representacdes: grafica, algébrica, numérica e tabular, dado
que se pretendeu estudar a forma como os alunos as conseguem articular. O ultimo
exercicio de todas as tarefas pretendeu analisar as problematicas relativamente ao
ajuste da janela de visualizagdo quando esta se encontra em formato standard. Nestes
exercicios sdo abordados: a visualizagao parcial (tarefa 1), a visualizagao incompleta
(tarefa 2) e a visualizacao parcial e incompleta (tarefa 3), segundo a classificacao de
Rocha (2020).
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4. ESTUDOS DE CASO E ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo sao apresentados os trés estudos de caso realizados na presente
investigagdo. Os envolvidos do estudo, sdo alunos de uma turma do 12.° ano de
escolaridade, turma que foi acompanhada durante todo o ano letivo.

Para cada um dos estudos de caso, é efetuada uma breve apresentacido das
caracteristicas dos alunos e uma analise dos elementos recolhidos, tendo por base as
entrevistas realizadas e a resolucdo das trés tarefas propostas, durante as sessoes de
trabalho. Na transcricdo dos dialogos, os alunos sao identificados pela letra inicial do

seu nome ficticio e a investigadora pela letra “I”.

4.1. Estudo de caso: Afonso

Afonso é um aluno atento as aulas e com uma enorme capacidade visual. Tem
grande aptiddo para interligar diversos conhecimentos, de forma rapida e eficaz.
Durante as aulas, realiza as tarefas propostas com uma elevada velocidade e esta
sempre predisposto a participar e a voluntariar-se para qualquer iniciativa. Nos dois anos
letivos anteriores, 10.° e 11.° ano, obteve a classificacido de dezanove e de dezassete
valores, respetivamente e, no 1.° semestre do 12.° ano de escolaridade, obteve a
classificacdo de dezasseis valores.

Durante a primeira entrevista realizada, o aluno mostrou-se bastante
descontraido e interessado no tema das derivadas e afirmou que o facto de ser um
“tema algébrico” € um aspeto que Ihe agrada. Quando questionado como estudaria a
monotonia de uma funcdo, o aluno afirmou que o iria fazer de forma analitica e que
posteriormente iria confirmar o resultado recorrendo a calculadora grafica. Enquanto,
quando questionado sobre uma situagdo em que € apresentado um grafico de uma
funcao e é também pedido o estudo da monotonia de uma fungao, o aluno afirmou que
utilizaria a representagao grafica, néo referindo o uso da representagéo algébrica.
Contudo, estabelece incorretamente a relagao entre a funcao e a primeira derivada.

I: A forma como a pergunta esta apresentada influencia como a
resolves? Por exemplo, é dado a expressao da fungéo e o grafico da
primeira derivada e é pedido a monotonia da fungdo. Como resolves
esta questao?

A: Sim, muda. Neste exemplo, quando o grafico da primeira derivada é
decrescente ou crescente, a fungao € negativa ou positiva.

4.1.1.Tarefa 1
Afonso realizou a primeira sesséo de trabalho no dia 21 de margo, com uma

duragao de 45 minutos. A tarefa consistia na resolugéo de quatro exercicios distintos,
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sendo que nos exercicios 2 e 4 o aluno demorou mais tempo, dado serem exercicios
mais extensos (Anexo L).

No primeiro exercicio, o aluno adotou uma abordagem analitica: derivar a fungcao
e calcular os seus zeros algebricamente. De seguida, recorreu ao quadro de sinal para
analisar a monotonia da funcido (representacao tabular) e, consequentemente,

determinar a existéncia do extremo pedido (Figura 1).
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Figura 1 - Resolugdo do exercicio 1, tarefa 1

I: Como chegaste a conclusdo de que a funcdo derivada é positiva,
negativa e depois volta a ser positiva?

A: Como a primeira derivada é de segundo grau e o seu grafico € uma
parabola com concavidade voltada para cima, entdo € negativa entre
0s zeros e positiva fora.

O aluno recorreu a representagao grafica e algébrica da fungao derivada para
analisar o seu sinal, pois relacionou a expressao analitica da fungao derivada com o seu
grafico (excerto transcrito). A investigadora questionou o aluno relativamente a sua
resolucao, tendo este constatado que o que fez é uma verificagdo da informagéo ja
dada. O aluno afirmou ter resolvido desta maneira porque nao relacionou, no inicio, que
os zeros do grafico da fungao derivada seriam os extremos da fungéo, o que atribuiu ser
0 processo que esta habituado a fazer.

No segundo exercicio, o aluno recorreu a diferentes representac¢des para a sua
resolugdo (Figura 2): algébrica (funcdo derivada e calculo dos zeros), numérica
(determinar a imagem de objetos na funcao derivada por forma a analisar o seu sinal),
tabular (quadro de sinal para estudar a monotonia da fungao).

Afonso conseguiu manipular todo o seu conhecimento, pois redigiu uma resposta
completa, interligando a informagao proveniente das diferentes representagées. No
entanto, por esquecimento, ndo determinou os extremos da fungdo, considerando
apenas as suas abcissas. De salientar ainda a utilizacdo de uma linguagem matematica
incorreta, como o uso de equivalente para analisar o sinal da fungéo derivada, de uniao

quando descreve a monotonia da funcao e referir-se a fungdo como h(x).
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Figura 2 - Resolugdo do exercicio 2, tarefa 1

No exercicio 3 desta tarefa, o aluno optou por analisar o grafico da primeira
derivada, percebendo que o vértice da parabola é o ponto (3,0). Contudo, n&o concluiu
que a primeira derivada era positiva em todo o seu dominio, sentindo necessidade de
descobrir a expressao da primeira derivada. Chegou a expressao que pretendia, mas
rapidamente compreendeu que nao era necessario para responder ao exercicio,
optando pela analise grafica da fungédo derivada. Assim, percebeu que a unica opgéao
possivel era o grafico da alinea C (Figura 3).
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Figura 3 - Resolugdo do exercicio 3, tarefa 1
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I: Sabias por onde comecar?

A: Nao, mas comecei a tentar analisar a informacédo que me davam e
inclusive percebo que ha informagao que nem utilizei para resolver o
exercicio.

Neste exercicio, 0 aluno afirma nao saber por onde comecar, pois foi realizando
diferentes abordagens até concluir que pela interpretacdo do grafico da primeira
derivada, era possivel responder ao que era pedido.

Por fim, no ultimo exercicio, que estava relacionado com a escolha da janela de
visualizagdo, o aluno optou por inserir na calculadora a fungdo para analisar o seu
grafico. Compreendeu que era necessario alterar a janela de visualizagdo para ver
grande parte do grafico da fungdo, tendo alterado a janela para: x € [-10,40]ey €
[-50,10].

I: Porque vais manter —10 no x minimo? E porque necessitas de

diminuir o valor do y minimo?

A: Eu sei que a fungéo € uma quadratica, com concavidade voltada para

cima, portanto necessito de ver o vértice da fungéo, dai diminuir o y
minimo. O x minimo nao preciso de alterar porque o vértice tera
abcissa positiva.

ApoOs a alteracio da janela de visualizagdo, o aluno percebeu que necessitava
de fazer um pequeno ajuste: y € [-58,10] , pois afirmava querer obter o vértice da

funcao, que seria o0 ponto minimo (Figura 4).
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£1(x)=x2-15- x+6

-58

Figura 4 - Representacdo grafica da fungdo do exercicio 4, tarefa 1

Como Afonso néo se recordava de nenhuma forma de manipular a calculadora
para obter as coordenadas do minimo da funcdo, assim recorreu a um processo
analitico: determinar as abcissas dos pontos que sdo zeros da funcgdo e calcular o ponto
médio destes dois pontos. Posto isto, descobriu a abcissa do minimo da funcéo e, com
base numa representacdo numérica, obteve a sua ordenada, apercebendo-se de
seguida que ndo era necessaria (Figura 5).
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Figura 5 - Esbogo do grafico e determinagdo das coordenadas do minimo da fungdo do exercicio 4, tarefa 1

O aluno analisou a monotonia da fungao (Figura 6), contudo, relativamente ao
sentido das concavidades, nao soube responder de imediato que o grafico da fungao

tinha a concavidade voltada para cima, questionando:

A: Nas concavidades é que ndo sei ver muito bem (...) eu diria que tem
sempre a concavidade voltada para cima.

I: Que relacao é que temos de estabelecer?

A: Uma parabola tem sempre uma concavidade ou para cima ou para
baixo, ndo &7
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Figura 6 - Analise da monotonia, sentido das concavidades, extremo e pontos de inflexdo do grafico da fungdo do
exercicio 4, tarefa 1

Afonso é um aluno que procura sempre uma solucao para poder responder ao
que é pedido. Para concluir, o aluno foi questionado sobre se mudaria alguma das suas
resolucdes, afirmando que alterava a resolucéo do exercicio 1, explicando que bastava
analisar o grafico. O aluno acrescenta que “poderia resolver praticamente todas as
perguntas na calculadora (...) eu acho que é necessario habituar-me a ver na
calculadora, porque seria muito mais rapido, nao estou é habituado a saber como extrair

a informagéao assim, por isso demorei mais tempo na ultima pergunta”.

4.1.2.Tarefa 2

A segunda tarefa foi realizada no dia 23 de margo e teve uma duragao de 46

minutos.
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No primeiro exercicio, tal como aconteceu na tarefa anterior, o aluno decidiu
obter a expressao da fungao através da funcao da primeira derivada que é dada. Para
tal, a investigadora teve de auxiliar o aluno, informando que era necessario adicionar
uma constante b, pois s6 assim teriamos certeza da expressao da funcio. Através do

ponto de coordenadas (0,0), o aluno faciimente obteve a expressao final da fungéo e,

posteriormente, obteve o valor de f (g) (Figura 7).
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Figura 7 - Resolugdo do exercicio 1, tarefa 2

I: Irias sempre resolver este exercicio desta maneira?

A: Sim, normalmente faco assim (...) Nao me surge outra forma de
resolver, como era?

I: Qual é a relacao entre a fungao e a sua primeira derivada?

A: Eu pensei nisso (fungao é crescente ou decrescente quando a sua
primeira derivada é positiva ou negativa, respetivamente), mas
depois como é que se sabe?

Assim, a investigadora auxiliou o aluno a perceber que no intervalo em que %

estd inserido a fungéo era decrescente, contudo o aluno nao conseguiu concluir que:

FO > £(3)

Relativamente ao segundo exercicio, contrariamente ao que Afonso fez no
exercicio 2 da tarefa 1, em que adotou uma abordagem analitica, neste exercicio tentou
realiza-lo através da calculadora grafica. Comegou por analisar o grafico da fungéo na
calculadora grafica e percebeu que necessitava de ajustar a janela de visualizagao,
alterou-a para os valores: x € [—10,30] e y € [—5,50]. De seguida, afirmou que precisava
de “determinar o vértice do grafico da fungao”, na Figura 8 é apresentada o grafico da
funcao que obteve na calculadora grafica. Apds diversas tentativas para alterar a janela
de visualizagao, com o objetivo de visualizar um vértice que nao existe, o aluno decidiu
optar por uma abordagem analitica. O método que acabou por utilizar para estudar a

monotonia e a existéncia de extremos, foi o mesmo do segundo exercicio da primeira
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tarefa, mas neste caso a opgao deveu-se a sua incapacidade de relacionar o grafico de

uma fungéao racional com a sua expressao algébrica.

S0 Ay
£2(x)= i -
(c-1)°
___2 o
=10 511 30

Figura 8 - Representagao grafica da fungdo do exercicio 2, tarefa 2

Na sua resolucdo, € possivel constatar que transita facilmente entre a
representacao algébrica e a representacgao tabular, e auxilia-se da representacao grafica

para analisar o sinal da fungdo do denominador da primeira derivada (Figura 9).
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Figura 9 - Representacdo algébrica e tabular, e andlise da monotonia e extremos da fungdo do exercicio 2, tarefa 2

Relativamente ao sentido das concavidades, o aluno através da representagéo
gréfica ja obtida na calculadora e da informacao dada no enunciado quanto ao ponto de
inflex&o, concluiu o sentido das concavidades da fungcéo, sem necessitar de recorrer a

um quadro de sinal (Figura 10).

I: Porque resolveste a pergunta algebricamente?
A: Porque ndo estava a conseguir fazer na calculadora e
algebricamente eu sei fazer.
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Afonso, optou por recorrer a uma abordagem analitica, pois ndo teve a
capacidade de interligar diferentes conceitos, condicionando a resolugéo do exercicio

como inicialmente pretendia, através da calculadora gréfica.
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Figura 10 - Descrigdo do sentido das concavidades do grafico da fungdo do exercicio 2,

Por fim, no Ultimo exercicio da tarefa, o aluno mostrou-se apreensivo
relativamente a primeira alinea, pois ndo considerou a informac¢do dada no enunciado,
apenas analisou o grafico dado e concluiu que ndo conseguia descrever a monotonia e
os extremos da fungdo. Contudo, ndo estando satisfeito com a sua resposta, continuou
a observar o exercicio e percebeu que conseguia responder. Assim, concluiu acerca da
monotonia e os extremos da fungdo através da informacédo do enunciado e da anélise
do gréfico (Figura 11).

I: Dado ndo ser possivel visualizar parte importante da funcdo, para
poderes observar o seu comportamento, qual o ajuste na janela de
visualizagdo que realizarias?

A: Diria que colocaria y maximo a 15, mas ndo tenho bem certeza.
Depois na calculadora iria andar a ajustar a janela até a conseguir
ver.
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Figura 11 - Resolugdo do exercicio 3a), tarefa 2

Na alinea b) do exercicio 3, o aluno comegou por introduzir na calculadora grafica
a funcgéo derivada, contudo, ndo a usou durante a resolugao do exercicio. De seguida,
pretendeu visualizar o grafico da fungdo g na calculadora e alterou a janela de
visualizacdo com o ajuste que considerou no didlogo com a investigadora, y maximo
igual a 15. Afonso, revelou-se interessado em determinar os extremos da fungdo na
calculadora grafica (Figura 12), no entanto mostrou ter algumas davidas relativo a como

se fazia, tendo a investigadora auxiliado o aluno na manipulagao das potencialidades
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da calculadora. Posto isto, o aluno percebeu que as conclusbes que considerou
relativamente a monotonia e extremos da funcdo, exercicio 3 alinea a), estavam

corretas.
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Figura 12 - Representacdo grafica e determinagdo de extremos da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2

Quanto ao sinal da funcao derivada, o aluno confundiu-o com o sinal da fungao
g, tendo questionado a investigadora:

A: Como assim o que concluo do sinal?

I: Qual é o sinal e os zeros da fungéo da primeira derivada.

A: Entao é negativa e depois positiva (apontando para o grafico da fungcéo g na
calculadora) (...) Ah, da funcao derivada.

ApGs a investigadora reforcar que se pedia informacéo da funcdo derivada, o
aluno percebeu o que era pedido e realizou-o corretamente. Afonso, neste exercicio
ndo teve necessidade de adotar uma abordagem algébrica nem de visualizar a
representacao grafica da funcdo derivada, dado que realizou as conexdes entre ambas
as fungBes apenas através do gréfico da fungéo g (Figura 13).
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Figura 13 - Resolugdo do exercicio 3b), tarefa 2

I: O que achaste do exercicio 3?

A: Foi diferente, ndo é uma pergunta muito vulgar e fez-me pensar
relativamente a janela de visualizacdo, que de facto € necessario
adaptéa-la para poder analisar o grafico.

4.1.3.Tarefa 3

Na ultima tarefa, o aluno demorou menos tempo comparativamente com as
outras tarefas, 38 minutos. Esta foi realizada no dia 29 de margo e € possivel notar que
Afonso utilizou processos diferentes daqueles que usou nas Ultimas tarefas, como a
utiizacdo mais frequente da calculadora grafica e, consequentemente, da
representacdo gréfica de uma funcéo.
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No primeiro exercicio, Afonso relacionou a fungdo com a fung¢édo da segunda
derivada representada graficamente (Figura 14). Este € um exercicio semelhante a
primeira pergunta da tarefa 1, em que o aluno adotou uma abordagem analitica,
enguanto nesta resolucao recorre a uma resolucao através da interpretacdo do grafico
dado.
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Figura 14 - Resolugdo do exercicio 1, tarefa 3

Relativamente ao exercicio 2, o aluno optou por resolver o exercicio
graficamente, com recurso a calculadora. Contrariamente ao que aconteceu na tarefa
anterior, conseguiu estudar a monotonia e determinar os extremos da func¢éao auxiliando-
se apenas da representagéo grafica da funcéo e da manipulacdo da calculadora (Figura
15).
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Figura 15 - Representagado grafica e determinagdo dos extremos da fungdo do exercicio 2, tarefa 3

Contudo, sentiu necessidade de desenhar o gréfico da funcdo e de marcar os
pontos que considerou relevantes, pois afirmou que desta forma conseguia visualizar
melhor a monotonia da fungéo (Figura 16).
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Figura 16 - Descri¢do da monotonia e apresentacdo dos extremos da fungdo do exercicio 2, tarefa 3
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I: Porque é que neste exercicio, comparativamente com os exercicios
2 das outras tarefas, optaste por recorrer a calculadora grafica?

A: Primeiro porque ja sei fazer na calculadora e depois porque me
apercebi que é mais rapido e mais facil de entender, pois bastou
analisar o grafico. Nesta pergunta a fungdo nao tem pontos que nao
pertencem ao dominio, sendo mais acessivel de analisar.

Para realizar o exercicio 3, o aluno comecou por desenhar um referencial
cartesiano e registar os pontos que séo zero da funcéo. De seguida, decidiu estudar a
monotonia da fungdo, optando por introduzir a funcdo da primeira derivada na
calculadora. Através do grafico da fungcdo derivada, relacionou o seu sinal com a
monotonia da funcdo, sem necessitar de se auxiliar de um quadro de sinal. Posto isto,
desenhou o grafico da funcdo através dos zeros que sao dados e da monotonia da
fungéo que obteve.

I: Porque é que estas a considerar que o maximo tem abcissa negativa
€ nao positiva?

A: Sei que a fungéo cresce até y = 2, depois decresce até y = —2 e tem
de intersetar a origem do referencial, por isso tem de ser assim a sua
representacgao.

Apesar de ser uma relagdo implicita e de o aluno ter demonstrado saber
estabelecer, tendo em conta o didlogo com a investigadora, no seu esbogo (Figura 17)
nao indicou as coordenadas dos extremos, pois bastava perceber que a abcissa do zero

da fungao derivada é a abcissa do extremo da funcgao.

Figura 17 - Esbogo do grafico da funcdo do exercicio 3, tarefa 3

Por fim, no ltimo exercicio da tarefa 3, o aluno optou por analisar o gréafico da
funcdo g. Dado nédo aparecer nenhuma representacdo no ecréd da calculadora, voltou a
introduzir a expresséo da funcéo, pois considerou que poderia ndo té-lo feito. Apés a
segunda vez em tentar visualizar o grafico da funcao, Afonso percebeu que néo ia ser
possivel ver o grafico da funcao com a janela standard e que necessitava de a mudar.
Para tal, optou por utilizar a op¢cdo zoom-reduzir da calculadora grafica, por forma a
visualizar parte da fungdo e “para saber que valores considerar em cada eixo de

coordenadas”.
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A: Eu sei [que a funcdo sobe] 15 porque € mais 15 [g(x) = 15+
2sin(x + 1)] e vai influenciar no eixo das ordenadas.

Assim, 0 aluno tomou x € [—0,5; 37”] e ye€|[13,5; 15,5] e percebeu que era
necessario voltar a alterar a janela, dado que ndo era possivel visualizar parte
importante da fungdo (Figura 18). O ajuste considerado foi y € [12,17]. Deste modo,
Afonso considerou que ja era possivel determinar 0 minimo e o maximo da funcéo
(Figura 19).
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Figura 18 - Primeira tentativa de ajustar a janela de visualizagdo do exercicio 4, tarefa 3
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Figura 19 - Representagdo e determinagdo dos extremos da fungdo do exercicio 4, tarefa 3

Através da andlise da representacao gréafica da fungéo, conseguiu compreender
a monotonia da fungao e, inclusive, teve o cuidado de verificar se o valor da abcissa do
minimo obtido pertencia ou ndo ao dominio da funcao, pois considerou um intervalo

maior que o dominio para os valores do eixo das abcissas (Figura 20).
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Figura 20 - Analise da monotonia e apresentagdo do extremo da fungdo do exercicio 4, tarefa 3

No que diz respeito ao sentido das concavidades, o aluno percebeu que

necessitava de estudar o sinal e de determinar os zeros da segunda derivada da fungao.
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A partir do grafico da funcédo da segunda derivada realizou o pretendido (Figura 21),
tendo associado ao sinal e aos zeros da fungdo da segunda derivada, o sentido das

concavidades e os pontos de inflexdo do grafico da fungéo, respetivamente (Figura 22).
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Figura 21 - Representacgdo grafica e determinagdo do zero da segunda derivada da fungdo do exercicio 4, tarefa 3
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Figura 22 - Descrigdo do sentido das concavidades e apresentagdo do ponto de inflexdo do grafico da fungdo do
exercicio 4, tarefa 3
Ao longo da realizacdo das tarefas, o aluno foi alertado para corrigir a sua
linguagem matematica, principalmente quando se refere a fungdo “f” como “f(x)” e de

referir que “a fungdo f tem concavidade...”, em vez de “o grafico da fungdo f tem
concavidade ...”. O rigor matematico € um dos aspetos a salientar nas resolugdes de
Afonso, apesar de ser notoério na Ultima tarefa, um maior cuidado por parte do aluno

relativamente ao uso de “f (x)”.

4.1.4.Considerac0es finais

Ao longo das diversas tarefas, Afonso revelou autonomia em desenvolver o que
era proposto e demonstrou a sua capacidade de se adaptar aos diferentes tipos de
exercicios. Pretendeu responder sempre ao que era pedido, mesmo que implicasse
mudar o método como estava a resolver, evidenciando por vezes alguns equivocos no
raciocinio. O aluno mostrou-se empenhado em realizar as tarefas e interessado em
aprender outras formas de resolver os exercicios, para além daquela a que recorreu e,
principalmente, em conhecer como manipular a calculadora gréafica para responder as

questdes.
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Quais os critérios em que o aluno se baseia para decidir entre uma abordagem
algébrica ou grafica, no ambito das fun¢ées derivadas?
O aluno, no inicio do estudo, demonstrou recorrer mais a representacao
algébrica, tendo posteriormente alterado a sua perspetiva para uma abordagem grafica.
Em exercicios semelhantes, como o exercicio 1 da primeira e ultima tarefa, o
aluno alterou o uso de uma abordagem algébrica (tarefa 1), para grafica (tarefa 3), por
perceber que, a partir da segunda, a resolugao do exercicio torna-se mais rapida.
Quanto ao exercicio 2 de todas as tarefas, é possivel constatar que Afonso na
primeira tarefa recorre ao processo mecanizado para resolver este tipo de exercicios
(algébrica), tendo alterado o seu critério de utilizacdo, dado que na tarefa 2 optou por
tentar resolver o exercicio graficamente, mas devido a incompreensao do gréfico
apresentado (fungéo racional), alterou para uma abordagem algébrica (tarefa 2). Quanto
a esse exercicio, mas da tarefa 3, o motivo que levou o aluno a escolher uma abordagem
grafica deveu-se a ter ganho confianga em manipular a calculadora grafica e ao tipo de
funcdo em estudo (fungao cubica). No exercicio 3 da tarefa 1, é possivel concluir que o
aluno optou por uma resolugao grafica, apds tentar resolver o exercicio analiticamente.
Assim, 0 uso de uma abordagem algébrica deve-se a existéncia de um método
sistematizado, a desvalorizacdo de informacao que torna a resolu¢cao mais simples e a

incapacidade de resolver o exercicio através da calculadora gréfica.

Qual o papel e como se caracteriza a articulagao das diferentes representagoes
de fungdes, no estudo das fungodes derivadas?

Afonso revelou uma enorme facilidade em transitar a informacg&o proveniente de
cada uma das representacdes. Quando recorreu a um processo (determinacdo da
fungéo derivada, calculo dos seus zeros e quadro de sinal) para resolver os exercicios,
€ percetivel que o aluno nédo revela dificuldades a transitar entre representacdes
algébricas, gréaficas, tabular e numérica (ex.1 e 2 e tarefa 1; ex.2 tarefa 2).

No tema das fun¢des derivadas, revelou saber interpretar gréficos de funcoes,
pois relacionou o grafico da fungéo da primeira derivada com a monotonia da fungéo,
sem necessitar de recorrer ao quadro de sinal (ex.3 tarefa 1; ex.3 tarefa 3), que tem por
base uma representacao tabular. E ainda, estudou a monotonia (ex.4 tarefa 1; ex.3a)
tarefa 2; ex.2 e 4 tarefa 3) e o sentido das concavidades do grafico de uma fungéo (ex.4
tarefal; ex.2 tarefa 2), através da observacao do seu gréfico.

Relativamente ao uso da representacao algébrica, o aluno demonstrou saber
interligad-la com as diferentes representacdes e, é de salientar, que reconheceu que
necessitava de obter a expresséo da segunda derivada, por forma a determinar o ponto

de inflexdo pedido (ex.4 tarefa 3). Desta forma, comprovou recorrer a representacao
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algébrica da funcdo da segunda derivada para, de seguida, analisar graficamente o seu
sinal e 0s seus zeros para relaciona-los com o sentido das concavidades do gréafico e
pontos de inflexdo da funcao (ex.3 e 4 tarefa 3). Assim, Afonso mostrou saber relacionar
correntemente a expressao algébrica de diversas fungdes (quadraticas, cubicas e
trigopnométricas) com o respetivo grafico, apenas se notou uma fragilidade relativamente
a funcédo racional, em que o aluno até alterou o0 método de resolucéao (ex.2 tarefa 2).
Por fim, para analisar o sinal das funcbes derivadas, Afonso recorreu tanto a
representacao grafica como a numérica, para estudar os zeros das funcdes derivadas
utilizou tanto métodos analiticos como gréficos e, para concluir relativamente ao estudo
da monotonia e/ou ao sentido das concavidades, comegou por recorrer a uma
abordagem mais algébrica, terminado a utilizar a representacdo grafica mais

frequentemente.

Quais as fragilidades manifestadas pelo aluno na resolugao de tarefas, no ambito
das fungoes derivadas?

No ambito do tema das func¢des derivadas, observou-se que o aluno apresentou
davidas na manipulagéo da calculadora gréafica quanto a determinacédo de extremos da
funcao (ex.4 tarefa 1; ex.3b tarefa 2), mostrando combater esta problemética na tarefa
trés (ex.2 e 4). Além disso, é de notar que néo relacionou que a abcissa dos zeros da
funcdo da primeira derivada € também a abcissa dos extremos da funcdo (ex.3 tarefa
3), assim como o uso incorreto de linguagem matematica (ex.2, 3 e 4, tarefal; ex.2 e

3a), tarefa 2; ex. 4, tarefa 3).

Quais as problematicas reveladas pelo aluno, na escolha da janela de
visualizagao, na calculadora grafica, no estudo das fungdes derivadas?

Quanto a escolha da janela de visualizagdo, o aluno revelou saber ajusta-la
quando esta perante os diversos casos dos comportamentos de fungbes abordados nas
tarefas (ex.4 tarefa1; ex.3b) tarefa2; ex.4 tarefa 3).

E de salientar a resolugido do exercicio 2, da tarefa 2, em que o aluno, por nao
reconhecer o grafico de uma fungao racional, considerou sempre que a janela estava
incorreta, dado nao visualizar o vértice que afirmou existir. De destacar também a
resolucao do exercicio 4, da tarefa 3, onde Afonso volta a introduzir a expressio da
funcao para visualizar o seu grafico, por considerar que nao o tinha feito. Neste mesmo

exercicio, recorreu a ferramenta zoom-reduzir para que pudesse averiguar o

comportamento da fungdo, por forma a alterar corretamente a janela de visualizago.
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4.2. Estudo de caso: Carminho

Carminho é uma aluna dedicada e esforgcada em melhorar o seu desempenho
na disciplina de Matematica A. Durante as aulas, participa moderadamente, mostrando
interesse por compreender os conteudos programaticos e por resolver as tarefas
propostas. No 10.° e 11.° anos, a aluna obteve uma classificacdo de dezassete e
desaseis valores, respetivamente. Concluiu o 1.° semestre do 12.° ano com catorze
valores.

Durante a primeira entrevista, a aluna mostrou-se empenhada em patrticipar na
investigagao, notando que € um tema pelo qual tem curiosidade e gosto. Afirmou que

utiliza o grafico da fungdo como confirmacao dos valores obtidos analiticamente:

I: Perante um exercicio de derivadas, como decides que abordagem
adotar?

C: Deve-se mais a como estou habituada a fazer, pois costumo usar as
expressoes analiticas, mas se me fizer sentido usar o grafico, uso-o
para confirmar o que obtive.

I: S6 para confirmar? E para resolver através da calculadora grafica,
sabes fazer? Por exemplo, para estudar a monotonia de uma fungao.

C: Eu acho que sei, teria de determinar os extremos da fungao e depois
analisava o grafico, ndo é? Mas nao recorro a calculadora para tal,
porque nao é tao frequente pedirem para fazer assim, nem me sinto
segura a fazer pela maquina.

Dado ao dialogo apresentado, é possivel constatar que Carminho é uma aluna
que sabe o que fazer na calculadora grafica para analisar a monotonia de uma fungéo,
contudo mostra alguma inseguranga em a utilizar, dado que “utiliza um processo
mecanizado para responder as perguntas”. Contudo, considera que a representagao
grafica é a que mais a ajuda a perceber qual é o comportamento da fungao e, evidencia
a importancia da representacao tabular, tendo por base o quadro de sinal e, da
representagcao numeérica:

I: Para analisar a monotonia ou o sentido das concavidades do grafico
de uma fungao, que representacdes te auxiliam a compreender o que
é pedido?

C: Acho que é o grafico, pois ajuda-me a ver se a fungéo esta a crescer
ou a decrescer e a visualizar as concavidades, mas normalmente ndo
recorro a sua analise para concluir a monotonia ou as concavidades.

I: Entéo recorres a qué?

C: Utilizo o quadro de sinal, pois ajuda-me a relacionar as fungdes
[derivadas com a funcéo] (...) para ver o sinal das fungdes
[derivadas] costumo calcular as coordenadas dos pontos

4.2.1.Tarefal

Atarefa 1 foi realizada no dia 22 de margo e Carminho realizou-a em 55 minutos.
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No primeiro exercicio, a aluna recorreu a diversas abordagens para resolver o
pretendido. Auxiliou-se da representacao algébrica para a determinagao da expressao
e dos zeros da primeira derivada. Apés a obtencao dos zeros, afirmou que estes
estavam errados “porque no grafico ndo aparece estes zeros. Assim, a aluna encontrou
o erro efetuado para obter o valor correto dos zeros e, de seguida, recorreu ao desenho
do grafico da fungcao derivada para concluir acerca do seu sinal. Por fim, através do
quadro de sinal, que tem por base a representagao tabular, analisou a monotonia da

funcao (Figura 23).
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Figura 23 - Resolugdo do exercicio 1, tarefa 1

Carminho, acrescentou ainda “eu percebi que os zeros da fungcdo eram os
extremos, mas eu gosto de confirmar, assim faz-me mais sentido a resolugdo do
exercicio”. E possivel constatar que a aluna soube estabelecer a relacdo entre as
funcdes de imediato, contudo sentiu necessidade de recorrer ao processo a que esta
habituada, para resolver o que era pedido.

No segundo exercicio, a aluna adotou uma resolugdo analoga a do exercicio
anterior, abordagem algébrica, para determinagc&o da expressao algébrica e calculo dos
zeros da primeira derivada. Adicionalmente, recorreu ao calculo dos valores de k, dado

tratar-se de uma equacgao trigonométrica, por forma a obter os valores dos zeros da
~ . 5 . . e
fungéo derivada: x = % ex= £ Quanto ao preenchimento do quadro de sinal, utilizou

a calculadora grafica para visualizar o grafico da funcdo f e, consequentemente,

analisar a sua monotonia (Figura 24).
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Figura 24 - Representacao grafica da fungdo do exercicio 2, tarefa 1

Relativamente a janela de visualizagdo utilizada, a aluna ndo considerou o
dominio da fungao, tendo analisado o grafico da fungdo para além do pedido. E possivel
notar que n&o soube interpretar o comportamento do grafico da fungéo, dado que nao
reconheceu que, no intervalo considerado, a funcdo comega por crescer € nao

decrescer.

C: [Afuncao] decresce, depois sobe e, por fim, volta a crescer.

I: Ent&o, recorreste ao grafico da fungao para analisar a monotonia da
funcéo e preencheres o quadro de sinal?

C: Sim, mas eu acho que esta mal, porque esta a crescer aqui e aqui
[apontando para o quadro de sinal (Figura 25)]

Figura 25 - Quadro de sinal para analisar a monotonia da fung¢do do exercicio 2, tarefa 1

Por forma a contornar esta adversidade, optou por recorrer a representagcao
numeérica, para determinar a imagem de um valor pertencente a [i—’;,+oo[. Apesar do
raciocinio de Carminho estar correto, pois pretendeu perceber se no intervalo a fungao
derivada era positiva ou negativa, a aluna calculou f (i—:) comprometendo o resto da

resolugdo, dado que devia de ter determinado a imagem na funcéo derivada. Por fim,
através do sinal da primeira derivada, descreveu a monotonia da fungdo e recorreu a

representagdo numéria para determinar o valor dos extremos da fungéo (Figura 26).
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Figura 26 - Analise da monotonia e determinagdo do extremo da fungdo do exercicio 2, tarefa 1

E possivel constatar que a aluna decidiu recorrer ao grafico da funcéo para
analisar a sua monotonia, contudo n&o soube interpretar corretamente o seu
comportamento. Adicionalmente, € de observar uma mudanca de resolugdo quando a
aluna teve duvida pelo facto de a fungdo ser crescente em intervalos consecutivos.
Perante esta situacdo, Carminho optou por recorrer a abordagem numéria para se
esclarecer.

Relativamente ao exercicio 3, a aluna comecgou por analisar toda a informagao
dada, concluindo que a fungéo da segunda derivada tem um zero de coordenadas (3,0)
€ o seu grafico € uma reta de declive positivo (Figura 27), mostrando capacidade em

relacionar a expressao de uma funcao afim com o seu grafico.

f
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Figura 27 - Relagdo da expressao algébrica da segunda derivada da fungdo com o seu grafico, exercicio 3, tarefa 1

De seguida, através dos graficos das fungdes derivadas, a aluna analisou os
seus sinais, recorrendo ao quadro de sinal para sistematizar a informacgao recolhida
(Figura 28). Através do sinal da funcao da primeira derivada, obtido pelo quadro de sinal,
a aluna concluiu que a fungdo em estudo era crescente no seu dominio. Assim,

considerou como resposta a opgéo C (Figura 28).
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Figura 28 - Justificagdo da escolha do grafico da fungdo do exercicio 3, tarefal

Quanto ao ultimo exercicio da tarefa, Carminho mostrou-se bastante apreensiva

quando leu que devia resolver o exercicio “com recurso a calculadora”. Decidiu introduzir
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a expressao da fungdo na ferramenta tecnoldgica para visualizar o seu grafico, tendo
apresentado alguma estranheza, concluindo que necessitava de ajustar a janela de
visualizacdo:

C: Vou fazer zoom- reduzir para ver como € o grafico, porque parece
ser uma reta, mas nao é uma reta porque € uma [funcéo] quadratica
(...) entédo vai ter dois zeros e um ja esta a aparecer.

Apods analisar a funcao, a aluna considerou que alterar a janela de visualizagao
para x € [—5,25] ey € [-30,6], tendo verificado que:

C:. Ja parece mais uma fungdo quadratica, cuja monotonia é
decrescente até ao vértice (...) que é minimo e eu ndo sei quanto.
Tenho de alterar a janela outra vez (..) vou meter no [eixo dos] y de
—60 a6 (...) ja da para ver.

De seguida, e sem complicagdes, recorreu a potencialidade da calculadora para
determinar o ponto de coordenadas que € minimo da fungao (Figura 29). Desta forma,
a aluna respondeu ao exercicio, essencialmente, através da analise do grafico obtido
na Figura 29, dado que apenas necessitou de recorrer a expressdo da primeira e da
segunda derivada (Figura 30) para verificar a interpretagéo que fez do grafico da funcéo,
analisando oralmente o sinal das fungdes derivadas.

C: A primeira [derivada] tem um zero em 7,5, pois da 15-15[2 X 7,5 —
15 = 0], e é negativa e depois positiva. A segunda derivada € uma
constante [f''(x) = 2], logo é sempre positiva.

6 Ay / %

-5 \ 25

£1(x)=x2-15- x+6

- (7.5,-50.25)

Figura 29 - Representagdo grafica e determinagdo do extremo da fungdo do exercicio 4, tarefa 1

Na sua resolucao, é possivel constatar que efetuou uma incorrecdo aquando da
monotonia da fungéao, utilizando a ordenada do ponto minimo, em vez da sua abcissa.
Carminho, demonstrou ter capacidade tanto para manipular a calculadora grafica para
obteng¢ao do que pretendia, como para interligar a informacéao proveniente das diferentes

representagdes que utilizou com a fungao e as suas fungdes derivadas.
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Figura 30 - Resoluc¢do do exercicio 4, tarefa 1

4.2.2.Tarefa 2

A segunda tarefa foi realizada no dia a seguir a realizagdo da primeira tarefa,
tendo tido uma duragao de 58 minutos.

No exercicio 1, a aluna optou por determinar algebricamente os zeros da fungao
derivada (Figura 31). De seguida, Carminho demonstrou n&o saber o que realizar para
responder ao pedido, recorrendo ao quadro de sinal, simplesmente por ter considerado
que era algo que podia ajudar:

C: Eu nao sei o que fazer (...) ndo tenho nada da fungao, so6 sei que &
zero em zero (...) vou fazer o quadro de sinal, uma vez que se costuma
fazer.
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Figura 31 - Resolugdo do exercicio 1, tarefa 2
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Para preencher o quadro de sinal, recorreu a representacdo numérica por forma a
preencher a linha relativa ao sinal da primeira derivada (Figura 31). A aluna percebeu
que o valor do objeto pedido pertencia a um dos intervalos considerados no quadro de
sinal e que nesse intervalo a funcao era decrescente. No entanto, faltou-lhe concluir a
resolucao do exercicio, pois afirmou que nao sabia o que fazer. Bastava-lhe relacionar

a informacao que retirou do quadro de sinal com a que era dada no enunciado, isto &,
fO<f (%) Por fim, Carminho demonstrou que considerou o exercicio complicado de
resolver:

I: O que achaste deste exercicio? E porqué?

C: Para mim é dificil, porque falta-me a expresséo da fungéo (...)
poderia ajudar se tivesse um grafico da fungdo, mas eu preferia a
[sua] expresséo.

Quanto ao exercicio 2, a aluna, no inicio, decidiu resolvé-lo na calculadora,
afirmando “consegui resolver o outro [exercicio 4 da tarefa anterior], portanto vou ver se
também consigo este”. Ao observar o grafico da fungao na calculadora, verificou que
este admitia uma assintota vertical em x = 1 e decidiu descrever a monotonia da funcao
(Figura 32) através da analise do grafico (Figura 33), sem recorrer a nenhuma
potencialidade da calculadora grafica para determinar os seus pontos extremos. Deste
modo, Carminho nao interpretou corretamente a monotonia da funcdo, dado que esta

apresenta um minimo em x = 3.
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Figura 32 - Descri¢do da monotonia da fungdo do exercicio 2, tarefa 2
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Figura 33 - Representagdo gréfica da fungdo do exercicio 2, tarefa 2

Para determinar os extremos da fungao, a aluna, de imediato, concluiu que estes

sdo0 os zeros da primeira derivada, tendo necessidade de determinar a sua expressao
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e, posteriormente, calcula-los (Figura 34). Assim, € possivel constatar que apenas
recorreu ao grafico da funcao para analisar a monotonia, pois ndo relacionou os pontos
extremos com a monotonia que acabava de concluir. Deste modo, ao verificar os valores
dos zeros da primeira derivada, Carminho percebeu que monotonia descrita
anteriormente (Figura 32) estava incorreta. Assim, a aluna optou por recorrer a
representagdo grafica da expressdo do numerador da primeira derivada (2x% — 8x + 6)

para concluir acerca do sinal da funcao derivada (Figura 34).
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Figura 34 - Recurso a representacgdo algébrica da fungdo do exercicio 2, tarefa 2

Através do sinal da funcido da primeira derivada, a aluna conclui o estudo da
monotonia e determinagdo dos extremos da fungao (Figura 35). Para estudar a fungao
guanto ao sentido das concavidades do seu grafico, Carminho considerou que bastava
interpretar o grafico da fungéo obtido anteriormente (Figura 33), desvalorizando a nota
informativa apresentada no enunciado (“x = 4 é o unico ponto de inflexdo”).

I: Qual o motivo, de neste exercicio, utilizares outra abordagem comparando com
a utilizada na tarefa anterior?

C: Porque o uso da calculadora facilita, mas mesmo assim eu errei a
analisar a monotonia da fungao.

I: E ndo so, o sentido das concavidades do grafico da fungao também,
pois é dito que tem um Unico ponto de inflexao.
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Figura 35 - Analise da monotonia, sentido das concavidades e apresentagdo do extremo e pontos de inflexdo do
grafico da fungdo do exercicio 2, tarefa 2
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C: Ah pois é (...) Por isso é que recorro menos a calculadora, eu nao
vejo isso.

E possivel constatar que o motivo pelo qual a aluna tentou resolver o exercicio
pela calculadora se deveu a ter conseguido resolver um exercicio na tarefa anterior pela
calculadora. E de salientar a auséncia de espirito critico para perceber se é ou ndo
necessario realizar alteragdo da janela de visualizagcado, por forma a analisar ao
pormenor o comportamento da fungao, pois esta foi uma das implicacdes da resolugao
deste exercicio, dado que comprometeu o estudo tanto da monotonia como o sentido
das concavidades do grafico da funcao.

No exercicio 3 alinea a), a aluna considerou que conseguia descrever a
monotonia ao analisa-la através do grafico apresentado. Contudo, Carminho nao
considerou parte do grafico da fungado, concluindo até que se tratava de uma fungao

quadratica (Figura 36).
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Figura 36 - Resolugdo do exercicio 3a), tarefa 2

Quanto a janela de visualizagcdo, estabeleceu que era necessario realizar o
ajuste para “ver melhor a parabola da fungao, pois esta muito pequena”. Tendo em conta
0 objetivo que a aluna pretendia, pode afirmar-se que a alteragao considerada para a
janela de visualizagao (Figura 36), adequava-se.

Relativamente a alinea b) do exercicio 3, assim que a aluna visualizou o grafico
da fungao na calculadora, tomou consciéncia que desconsiderou parte do grafico.

C: Ah, eu ignorei aquele bocado do grafico.
I: Entdo e porqué?
C: Eu achava que era uma assintota ao grafico da fungao.

Apoés realizar a alteracdo da janela de visualizagdo considerada na alinea
anterior (y € [0,30]), a aluna conclui, de imediato, que a monotonia da fungédo descrita
no exercicio 3 alinea a) se alterava. Através do grafico obtido pela calculadora, recorreu
a determinacéo dos extremos da fungéo (Figura 37), por forma a finalizar o estudo da

monotonia (Figura 38).
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Figura 37 - Representagdo grafica e determinagdo dos extremos da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2
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Figura 38 - Analise da monotonia da fungdo do exercicio 3 b), tarefa 2
No que diz respeito ao estudo do sinal e zeros da funcdo derivada, a aluna
necessitou de determinar a sua expressao para visualizar a representacao grafica na
calculadora. Ao fazé-lo na mesma pagina do grafico da fungao, necessitou de alterar a
janela de visualizagéo, y minimo igual —7 (Figura 39).
Ao observar os dois graficos das fungcbes em estudo, Carminho concluiu
prontamente que os zeros da derivada sdo os extremos da fungcdo que considerou
anteriormente. Assim, percebeu que através da monotonia descrita (Figura 38) que

conseguia concluir o sinal da fungao da primeira derivada (Figura 40).
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Figura 39 - Representagdo grafica da fungdo e da primeira derivada da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2
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Figura 40 - Descrigdo do sinal e indicagdo dos zeros da primeira derivada da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2
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4.2.3. Tarefa 3

A ultima tarefa foi realizada no dia 28 de marco, com uma durag¢ao de 41 minutos.

Quanto ao primeiro exercicio, Carminho relacionou o sinal da segunda derivada
com o ponto de inflexdo do grafico da fungao, através da analise do grafico dado, sem
recorrer a representacao algébrica. Teve o cuidado de esclarecer que o zero da segunda
derivada nem sempre é ponto de inflexdo, mas que no caso apresentado, como a fungao
da segunda derivada é negativa e depois tem sinal positivo, entdo é considerado ponto
de inflexdo (Figura 41).
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Figura 41 - Resolugdo do exercicio 1, tarefa 3

I: Porque realizaste o exercicio desta maneira?
C: Comecei a analisar mais os graficos do que antes e a perceber que
a informagao que é interpretada pelo grafico é relevante.

No exercicio 2, Carminho recorreu a todas as abordagens. Utilizou a
representacao algébrica para determinar a expressao e o0s zeros da primeira derivada,
enquanto para as abordagens grafica e tabular utilizou-as em simultaneo para analisar

o sinal da primeira derivada, por forma a concluir a monotonia da funcéo (Figura 42).
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Figura 42 - Descri¢do da monotonia e determinagdo dos extremos da fungdo do exercicio 2, tarefa 3

E possivel observar que a aluna soube interligar a informag&o proveniente de
todas as representagdes que utilizou. Para a determinacédo dos extremos da funcéo,

recorreu ainda a representacdo numérica (Figura 43).
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Figura 43 - Representagao algébrica, grafica e tabular da fungdo do exercicio 2, tarefa 3

Quando questionada pela investigadora relativamente as diferentes perspetivas
de resolucao entre este e o exercicio anterior, a aluna considerou que o facto de Ihe ser
dado o gréafico de uma fungéo impulsiona que o analise, comparativamente a ser ela a
elaborar o gréfico:

I: No exercicio 1, recorreste mais a abordagem grafica, enquanto neste
exercicio apenas a utilizaste para analisar o sinal da funcao derivada.
Porqué?

C: No exercicio anterior o gréfico ja me era dado e neste [exercicio] teria
de ser eu fazé-lo.

No exercicio 3, a aluna comeca por interpretar a informacdo do enunciado,
demonstrando incertezas relativamente aos extremos da funcao, pois ndo soube se 2 e
—2 se referia a abcissa ou a ordenada, tendo a investigadora auxiliado essa
interpretagao. Posto isto, decidiu recorrer ao quadro de sinal apresentado para concluir
acerca do sentido das concavidades e existéncia de pontos de inflexdo do grafico da
funcéo (Figura 44). Assim, constatou que tinha todas as informacgdes necessarias para
desenhar o grafico da fungéo (Figura 44).
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Figura 44 - Esbogo do grafico da fungao do exercicio 3, tarefa 3
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Analisando o grafico obtido pela aluna, € possivel constatar que esta nao
apresentou rigor em identificar corretamente os pontos, pois apesar de considerar 2 e
—2 no eixo das ordenadas, o esbogo apresentado nao tem maximo € minimo com essas
ordenadas. Tendo por base esta situacdo, a aluna, consequentemente, ndo obteve a
abcissa dos pontos extremos da funcéo.

A terminar, no exercicio 4, a aluna apés analisar o grafico da fungdo na
calculadora grafica e a expressao algébrica da funcao, percebeu que necessitava de
alterar a janela de visualizagdo, dado nao ser possivel visualizar qualquer grafico no
ecra. Assim, realizou a alteragédo y € [0,30], demonstrando que sabia que a fungdo seno
sofre uma transformacao, contudo ndo soube explicar qual:

C: O seno varia entre 1 e -1, portanto, o contradominio muda (...) ndo

sei, para mim o 15 da fungéo [g(x) = 15 + sin (x + 1)] faz qualquer
coisa e faz-me sentido este intervalo.

Carminho, apos realizar o ajuste da janela de visualizagdo, percebeu que

necessitava de alterar também o eixo das abcissas, dado que no enunciado é afirmado
que tem dominio de ]07?”[ Assim, considerou que através do grafico obtido (Figura 45)

conseguia descrever o que é pedido.
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Figura 45 - Representagao da fun¢do do exercicio 4, tarefa 3

Por forma a concluir a resolugdo do exercicio, a aluna, ndo recorreu as
funcionalidades da maquina de calcular e, desta forma, deduziu a monotonia, sentido
das concavidades, existéncia de extremos e pontos de inflexdo através da analise do

grafico (Figura 46).
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Figura 46 - Resolugdo do exercicio 4, tarefa 3
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A investigadora questionou a aluna quanto a forma como esta resolveu o
exercicio, perguntado se nao era possivel determinar os extremos através das
potencialidades da calculadora:

C: Sim da, mas nao parece ter.

I: Se calhar a janela de visualizagdo que consideraste nado € adequada
para visualizar o comportamento. O que achas que poderiamos
fazer?

C: Aumentar o y [maximo], talvez para 45 [testou o0 ajustamento e nao
concluiu nada acerca do mesmo].

Quando questionada pela investigadora, Carminho revelou incapacidade para
alterar a janela de visualizagdo para uma que tenha sido possivel analisar a fungéo
devidamente, pois aumentou o valor de y maximo em vez de o diminuir. Inclusive, é de
salientar que, pela aluna, n&o seria necessario ajustar a janela de visualizagdo, dado
que considerou descrever a monotonia através do grafico apresentado no ecra da

calculadora grafica.

4.2.4.Consideracoes finais

Carminho, ao longo da investigagao, revelou ter capacidade em resolver os
exercicios propostos. E possivel constatar que soube relacionar a informacao, tendo em
conta aquilo que era pedido, e € de notar que recorreu a calculadora grafica para se
auxiliar na realizacdo das tarefas. Contudo, a interpretacdo incorreta do que é
apresentado no ecra desta ferramenta tecnoldgica, provocou falhas na analise das

funcoes.

Quais os critérios em que a aluna se baseia para decidir entre uma abordagem
algébrica ou grafica, no ambito das fungdes derivadas?

Durante a realizacdo das tarefas, Carminho mostrou varias vezes alterar a
abordagem a adotar para resolver os exercicios. Nos primeiros exercicios € visivel a
escolha pela representagéo algébrica face a representagao grafica, dado ser o processo
gue mais esta habituada a fazer (ex.1 e 2 tarefa 1; ex.1 tarefa 2). Contudo, recorreu ao
grafico de fungdes para analisar que a obtencdo dos zeros analiticamente estava
incorreta (ex.1 tarefa 1).

Com o recurso a calculadora grafica na tarefa 1, exercicio 4, a aluna ultrapassou
um pouco o receio e construiu confianga para que resolvesse o0 exercicio 2 da segunda
tarefa graficamente. No entanto, necessitou de recorrer a representagao algébrica para
confirmar a monotonia analisada pelo grafico da fungéo, tendo percebido que se tinha
engando. Desta forma, a aluna retrocedeu quanto ao uso da abordagem grafica, pois
esta situagao impulsionou a que posteriormente (ex.2 tarefa 3) ndo recorresse a esta

representacdo. E de notar que apesar desta observagdo, na mesma tarefa (trés) a aluna
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no primeiro exercicio prioriza a abordagem grafica, pelo facto do grafico da fungao ja
ser facultado.

Assim, conclui-se que Carminho comegou por recorrer a abordagem algébrica e
grafica (tarefa 1), tendo na segunda tarefa priorizado a representacido gréfica,

terminando (tarefa 3) a recorrer ambas, novamente.

Qual o papel e como se caracteriza a articulagao das diferentes representagoes
de fungoes, no estudo das fun¢odes derivadas?

Carminho demonstrou, na maioria dos exercicios, saber interligar a informagao
proveniente das diferentes representacgodes, contudo é de notar algumas interpretacoes
incorretas.

Quanto a articulagao da representacéo algébrica e grafica, a aluna revelou saber
relacionar a expressao algébrica de diversas fungdes com os seus graficos: afim (ex.3
tarefa 1), quadratica (ex.4 tarefa 1), racional (ex.2 tarefa 2). No entanto, quando
apresentado o grafico de uma fungao cubica, a aluna ndo demonstrou relaciona-lo com
o de uma funcgao cubica (ex.3a) tarefa 2), pois desvalorizou parte relevante do grafico,
assumindo que se tratava de uma fung¢ao quadratica.

Através do grafico da fungdo, a aluna néo foi concisa em interpretar a informagao
pretendida através deste, dado que por vezes soube analisar a monotonia da fungao
(ex.3 e 4 tarefa 1; ex.3b) tarefa 2) e noutros ndo soube (ex.2 tarefa 1; ex.2 tarefa 2; ex.4
tarefa 3); analogamente, soube em alguns exercicios interpretar o sentido das
concavidades (ex.4 tarefa 1) e noutros ndo (ex.2 tarefa 2; ex.4 tarefa 3). E de salientar
que foi nos mesmos exercicios (a excegao de um) que a aluna analisou incorretamente
tanto a monotonia da fungdo, como o sentido das concavidades do seu grafico, dado
que a aluna nestes exercicios analisou o grafico da fungao através da calculadora
grafica, com uma janela de visualizagao inadequada.

O uso da representagao grafica é ainda visivel quando a aluna pretende analisar
o sinal das fungdes derivadas (ex.1 tarefa 1; ex.2 tarefa 3; ex.3 tarefa 3) articulando essa
informacado com o quadro de sinal, representacao tabular. Para além disso, a aluna
recorre a esta ultima representagdo para poder sistematizar a informacgao relativa as
funcdes derivadas (ex.3 tarefa 1). Quanto a representacdo numérica, demonstrou
recorrer a esta para saber preencher o quadro de sinal (ex.2 tarefa 1; ex.1 tarefa 2) e
para obter coordenadas dos pontos extremos da fungao, através da calculadora grafica

(ex.4 tarefa 1; ex.3b) tarefa 2) e analiticamente (ex.2 tarefa 3).
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Quais as fragilidades manifestadas pela aluna na resolucao de tarefas, no ambito
das fungoes derivadas?

Carminho nao revelou apresentar muitas fragilidades na resolucdo dos
exercicios propostos. No entanto, € de notar que a aluna usou incorretamente a
representagcdo numeéria para analisar o sinal da funcdo, pois determinou a imagem de
um ponto na funcdo em vez de na sua derivada (ex.2 tarefa 1); ndo estabeleceu a
relacdo de que se a fungao é decrescente, entdo é possivel concluir o exercicio 1 da
segunda tarefa; desvalorizou a informacéao relativa a existéncia de ponto de inflexao,
tendo descrito incorretamente o sentido das concavidades (ex.2 tarefa 2); e nao
interligou a monotonia descrita com a analise do sinal da fungéo derivada (ex.3b) tarefa
2).

Por fim, a aluna revelou uma incompreensao pela interpretacao dos extremos da
funcdo, uma vez que apresentou incorretamente os intervalos de monotonia, dado que
recorreu a ordenada do extremo em vez da abcissa (ex.4 tarefa 1) e ndo demonstrou
saber se 0s extremos indicados no exercicio 3 da ultima tarefa se referiam a abcissa do
ponto ou a sua ordenada. Adicionalmente, e tendo em conta este ultimo exercicio
indicado, Carminho revelou incapacidade em identificar corretamente os pontos
extremos, no grafico esbogado. Deste modo, é de notar que o conceito de extremos de
uma funcao nao esta totalmente apreendido pela aluna.

A concluir, e tendo por base o que ja foi referido anteriormente, € de salientar a

falta de aptidao da aluna para analisar e interpretar os graficos da fungao.

Quais as problematicas reveladas pela aluna, na escolha da janela de
visualizagao, na calculadora grafica, no estudo das fung¢des derivadas?
Relativamente ao reconhecimento de ser necessario alterar a janela de
visualizagdo, a aluna demonstrou percebé-lo: recorreu a potencialidade de zoom-reduzir
para reconhecer que ajuste ia considerar, tendo esta potencialidade ajudado a aluna a
reconhecer a alteragao a fazer (ex.4 tarefa 1); para analisar o grafico de uma fungao
“quadratica” recorreu a um bom ajuste (ex.3a) tarefa 2), assim como na necessidade de
voltar a configurar a janela de visualizagdo para descrever o sinal da fungéo derivada a
partir do gréafico (ex.3b) tarefa 2), dado que introduziu a fungido e a sua derivada na
mesma pagina da calculadora grafica; e, revelou perceber que necessitava de alterar a
janela de visualizagao tendo em conta a fung¢ao trigopnométrica apresentada (ex.4 tarefa
3), no entanto ndo reconheceu a influéncia dos pardmetros na respetiva funcao.
Apesar de reconhecer a necessidade de alteracao da janela de visualizagao, a
aluna nao teve precisao para escolher uma janela adequada que permitisse uma analise

detalhada da funcdo (ex.2 e 3b) tarefa 2; ex.4 tarefa 3) nem para ajustar o dominio
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considerado no enunciado (ex.2 tarefa 1). Assim, esta situagéo, proporcionou tanto a
elaboragao de formulagbes incorretas face as fungcdes consideradas, como a analise
errada da monotonia e do sentido das concavidades e, consequentemente, a existéncia
de extremos e pontos de inflexdo do grafico de uma fungao.

Por fim, é de salientar que foi no primeiro exercicio (tarefa 1) relativo a janela de
visualizacdo que a aluna nao apresentou fragilidades, pois nos restantes revelou
auséncia de espirito critico para perceber se a alteracado da janela de visualizagao se
adequava ou n&o para o que pretendia analisar, e ndo apenas para poder visualizar a

funcao.

4.3. Estudo de caso: Sofia

Sofia € uma aluna muito trabalhadora e empenhada nas aulas de matematica.
No momento de realizacdo das tarefas € uma aluna que comeca a concretiza-las de
imediato, mostrando a sua dedicagao pelo trabalho que é proposto. Contudo, apresenta
diversas duvidas na realizacdo das mesmas, uma vez que mostra ter algumas
dificuldades nesta disciplina. No 10.° ano obteve uma classificacdo de dez valores e,
tanto no 11.° ano, como no 1.° semestre do 12.° ano, oito valores, na disciplina de
matematica.

Na primeira entrevista, a aluna revelou-se bastante participativa em responder

as questdes feitas pela investigadora:

I: O que te fez voluntariar para participar nesta investigagao?

S: Gostava de saber o que a professora queria explorar nas derivadas
e fiquei curiosa em saber o que iremos fazer.

I: Tens interesse no tema?

S: Eu gosto de derivadas, devido a serem exercicios mecanizados e
terem uma ordem, pois agrada-me saber o que tenho de fazer em cada
exercicio (...) € o tema que gosto mais este ano, até agora.

Quando a aluna foi questionada relativamente ao tipo de abordagem que adota
nos exercicios afirmou priorizar o uso da representacio algébrica, referindo que o

quadro de sinal foi das representagdes que mais a ajudou:

S: Eu prefiro fazer primeiro a parte analitica e depois confirmar no
grafico, apesar de que no grafico via logo a fungéo (...) eu prefiro
fazer os passinhos todos [derivada, zeros, quadro de sinal,
monotonia e extremos] e depois confirmar no grafico.

I: Tendo em conta as diferentes representacdes existentes neste tema,
0 que achas de cada uma delas?

S: Pela expressao € mais facil perceber, porque tem algumas regras e
fui treinando para perceber. Depois o grafico ajuda a analisar a
funcdo e o quadro de sinal € o que mais me auxilia para relacionar
as funcgoes.
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A aluna, considera que compreende tanto a representagao algébrica como a
grafica para responder aos exercicios deste tema, contudo, quando questionada
relativamente ao uso da calculadora grafica, Sofia afirmou utiliza-la apenas como

instrumento de verificagao.

4.3.1.Tarefa 1

A primeira tarefa foi realizada no dia 21 de margo, com uma duragdo de uma
hora e vinte € um minutos. A aluna demorou mais tempo a resolver o exercicio 2, devido
a demonstrar diversas fragilidades durante a resolugdo do mesmo.

No primeiro exercicio da tarefa, comecgou por determinar a expressao da primeira
derivada da funcdo dada, apresentando algumas duvidas na regra de derivagdo do
produto de duas fungdes. A investigadora auxiliou a aluna por forma desta saber utilizar
a regra pretendida. De seguida, recorreu ao calculo dos zeros da primeira derivada,
através da férmula resolvente, obtendo x = 3 ou x = —1. Sofia, através do grafico dado
no enunciado, verificou que tinha determinado incorretamente os zeros da funcgao
derivada e, deste modo, optou por utilizar os valores que extraiu dos zeros da fungao
derivada obtidos pelo grafico, apagando o que tinha escrito anteriormente. A aluna
adotou uma abordagem analitica para a resolugido deste exercicio, tendo apenas
recorrido a representacao grafica para verificar a falha na resolugao algébrica e os

valores dos zeros da fung¢ao derivada (Figura 47).
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Figura 47 - Abordagem algébrica para realizagdo do exercicio 1, tarefa 1

A representacao tabular, foi utilizada através do quadro de sinal. Para analisar o
sinal da primeira derivada, a aluna recorreu a representagao grafica da fungao derivada.
Contudo, em vez de relacionar o sinal da primeira derivada com a monotonia da fungao,

a aluna relacionou-o com o sentido das concavidades do grafico da fungéo (Figura 48).
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Sofia demonstrou uma incompreensao relativamente a primeira e segunda derivadas,
quando interligadas com a funcdo. Por fim, a aluna apresentou incorretamente os

extremos da fungao, dado té-los considerado na forma de intervalo (Figura 48).

.‘ - ) 7 ] -0 o ip .mcj\){\f/

! 1. 4+o= C O ND

Figura 48 - Representacgdo tabular e grafica para a realizagdo do exercicio 1, tarefa 1

I: Porque comecaste por determinar a funcéo da primeira derivada?

S: Aqui dava-nos o grafico da primeira derivada, se calhar n&o
precisavamos. Mas eu gosto de confirmar sempre, fagco a primeira
derivada, zeros e quadro de sinal.

I: Entdo, mas nos zeros seriam 3 e —1 segundo a tua resolucéo e depois
alteraste. Porqué?

S: Sim, foram erros de contas. Vi os zeros da primeira derivada através
do grafico dado.

E possivel constatar que Sofia apresentou ndo ter os conceitos bem
estruturados, dado ter cometido diversas incorregdes: calculo e determinagao dos zeros
da funcéo derivada e preenchimento do quadro de sinal. Para além disso, verificou-se
uma mudanga no método de resolucdo, pois percebeu que os valores obtidos
algebricamente eram diferentes quando analisou os zeros da fungao derivada no
grafico, desvalorizando o que determinou analiticamente.

Relativamente ao segundo exercicio, a aluna iniciou a sua resolugéo de forma
analoga ao exercicio anterior, abordagem algébrica, tendo apresentado também
duvidas relativamente a derivada, neste caso, da fungao cosseno.

Para determinar os zeros da fungéo derivada, apresentou algumas incorregoes,

pelo facto de se tratar de uma funcao trigonométrica, pois considerou que: sin(2x) =
—% © sin(2x) = sin (— %) tendo comentado que estava a obter valores “um bocado

estranhos”. A investigadora optou por reler o que a aluna fez, por forma a que Sofia

refletisse sobre o que obteve. Neste momento, a investigadora auxiliou-a a interpretar o
. . . 1 PPN . ~ . 1
que significa sin(2x) = -3 (existéncia de um angulo com seno igual a —5).

A aluna apercebeu-se que o que fez ndo estava correto, optando por determinar,

de novo, os zeros da fungao derivada (Figura 49). Sofia obteve um dos zeros da fungao

78



derivada, contudo, ndo soube que podia existir outro dngulo que era também solugéo

da equagao trigonométrica.

_’———Z/({)\95 " \(\\(V\\ -0 =) 4.-Q s ("?K) B O 5 —RAzen (Aw) = -4 =)
o sen(aw) = A = KnGw) = %0 ()
- R
T ) M= I e w
(= o W p ¢ Az
<

Figura 49 - Calculo dos zeros da fungdo do exercicio 2, tarefa 1

Apesar de ndo ter concluido a existéncia de outro angulo no circulo
trigonométrico, a aluna afirmou que necessitava de determinar os valores de k,
demonstrando a tendéncia quanto a mecanizagdo para realizar exercicios sobre
funcdes derivadas. Sofia ndo apresentou espirito critico para perceber em que consiste

os valores de k:

I: Que valores de k?

S: Quando k é zero, um, dois...

I: Mas que k é que tens na tua resoluciao?
S: Pois... nenhum.

Através do unico zero determinado, a aluna recorreu a representacgao tabular e
a representacao grafica para preencher o quadro de sinal. Para tal, introduziu a fungao
derivada na calculadora grafica afirmando que o ia fazer “para ver quando a fungao é
positiva e negativa”. A aluna alterou o dominio da fungéo, por forma a analisar a fungao

no intervalo considerado (Figura 50).

Is.c66y7

£4(x)=1-2- sin(2: x)

“6.66667

Figura 50 - Representacdo grafica da primeira derivada fungdo do exercicio 2, tarefa 1

Sofia mostrou ter algumas incertezas em concluir o sinal da primeira derivada,
afirmando que nao sabia como fazer. Decidiu que a fungédo era negativa e depois

positiva (Figura 51), desconsiderando uma parte do grafico da fungéo.
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Figura 51 - Abordagem tabular para realizagdo do exercicio 2, tarefa 1

A investigadora interveio por forma a perceber como a aluna concluiu o sinal da
funcéo da primeira derivada:

I: Como obtiveste que a derivada é negativa e depois positiva?

S: Aqui é negativa (assinalou corretamente) e aqui é positiva (assinalou
corretamente.

I: A derivada é positiva onde?

S: Aqui e aqui (assinalou corretamente).

I: Entdo é positiva em dois casos, 0 que é que isso significa?

S: Pois, n&o sei. (...) Apenas me deu um zero da fungéo derivada.

Sofia ndo concluiu que a fungao derivada apresentava dois zeros, apesar de ter
analisado o sinal da funcio derivada acertadamente. A aluna, demonstrou interesse em
nao terminar o exercicio por ndo saber como continuar e de ndo perceber como chegar
a conclusdo da monotonia e extremos da fungao, pois afirmou que “o sinal da funcao
derivada no quadro nao esta correto com o grafico”.

Para a resolucéo do exercicio numero 3, Sofia optou por determinar os zeros da
segunda derivada (abordagem algébrica). Posteriormente, preencheu o quadro de sinal
(representagdo tabular) para o relacionar com o sentido das concavidades da fungao
com o sinal da segunda derivada (Figura 52), recorrendo a analise da representagcao
grafica da fungao derivada, através da calculadora.
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Figura 52 - Resolugdo do exercicio 3, tarefa 1

Posto isto, a aluna mostrou ter grandes dificuldades em responder a questéo,
afirmando varias vezes que néo sabia. A investigadora pediu a aluna para analisar cada

opgao e perceber qual pode ser o grafico da fungao:
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S: Na opgao A as concavidades tinham de estar ao contrario. A opgao B
€ a unica que tem concavidade voltada para baixo e depois para cima.

I: Entdo e as opgbes C e D?

S: Essas ndo tém concavidades. A opcdo B ndo me parece correta
porque ndo tem ponto de inflexdo em 3, mas ndo estou a ver outra
opgao.

Na escolha do grafico da fungao, a aluna revelou uma enorme incompreensao
relativamente a visualizagdo do sentido das concavidades do grafico de uma fungao
através da analise dos graficos apresentados, optando por escolher a opcao B, pela
justificacdo do excerto transcrito.

Quanto ao ultimo exercicio, a aluna mostrou-se bastante apreensiva em ter de
resolver o exercicio na calculadora grafica. Comecgou por introduzir a expressao da
funcado na calculadora para visualizar o seu grafico (Figura 53), com a janela standard,
afirmando que obteve uma reta e que esta tem um zero, ndo tendo recorrido as

ferramentas da calculadora grafica.

6.6665Y

sk | £20)=x?-15- x+6

Figura 53 - Representagdo grafica da funcdo do exercicio 4, tarefa 1

Posto isto, a aluna decidiu recorrer as potencialidades da calculadora grafica
para obter o maximo da fungéo, sem alterar a janela de visualizagao. Assim, estabeleceu
um intervalo por forma a obté-lo através da ferramenta da calculadora Maximo e, desta
forma, o ecra da calculadora grafica alterou automaticamente para que tenha sido
possivel visualizar o “maximo” que a aluna considerou (Figura 54). De seguida, como a
aluna reconheceu que o grafico afinal era uma parabola, decidiu determinar o seu ponto

minimo através da ferramenta da calculadora (Figura 54).

64,5312y

(-2.01257,40.239)

10

-96.8 10 96.8

(7.5,-50.25)

-64.53

Figura 54 - Determinagdo dos extremos da fun¢do do exercicio 4, tarefa 1
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Se a aluna nao tivesse realizado este processo, nao considerava que o grafico
da fungdo era uma parabola. Tendo em conta a sua resolugdo, é possivel notar a
incapacidade de relacionar a representacao algébrica de uma funcdo e a sua
representacao grafica, pois considerou que uma funcido quadratica era uma reta e que
tinha um maximo.

Relativamente a existéncia de pontos de inflexdo, a aluna percebeu que o grafico
tinha sempre concavidade voltada para cima, concluindo a inexisténcia de pontos de
inflexao (Figura 55). Sofia nao relacionou a monotonia que descreveu com o extremo
considerado, pois para se considerar um ponto de coordenadas maximo, entdo a fungao

é crescente até esse ponto e depois decrescente (Figura 55).

moxrmo - (-9,0426" 40,234)
matae = (W8 4 -850, 0%)
Poaros ollodae = ngo  exiske

o AN ,594 [ concowidads  voltado party Gma

¢ n;{_'.-il*(.
1- S L R shunke & 135 4 o

Figura 55 - Analise da monotonia e sentido das concavidades do grafico da fungdo do exercicio 4, tarefa 1

I: Tendo em conta o grafico da fungédo apresentado na calculadora (na
janela standard), como seria a monotonia desta fungéo?

S: Seria decrescente, nem iria considerar que a fungao era uma
parabola.

I: Temos de ir alterar a janela de visualizagdo para ser possivel ver
grande parte da fungdo. Que alteragao irias fazer?

S: Nao sei como fazer (...) Teria de aumentar os valores do x , vou meter
—20 e 20.
(visualizou o grafico obtido)
Ainda n&o da para ver tudo (...) vou colocar 100 e —100 [valores de x]
(visualizou o gréfico obtido)
Nao consigo ver o eixo do y, vou alterar para —10 0 y minimo.
(visualizou o grafico obtido)
Ja estou farta, vou colocar —100 [y minimo] também.

A aluna demonstrou grande incapacidade em determinar uma boa janela de
visualizacdo para conseguir analisar o comportamento da fungdo, pois quando
questionada afirmou que nao alterava mais a janela de visualizagao e trabalhava com a
obtida (Figura 56).
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Figura 56 - Alteracdo da janela de visualizacdo do exercicio 4, tarefa 1

4.3.2. Tarefa 2

Sofia realizou a segunda tarefa no dia 23 de margo. Esta foi uma tarefa em que
a aluna demorou uma hora e vinte e seis minutos para a executar.

No primeiro exercicio, a aluna demonstrou ndo saber por onde comecar a
resolver, afirmando que “era mais facil se fosse dada a expressdo da fungao f”. A
investigadora questionou a aluna sobre o que € que se pode fazer com a expressao da
funcao derivada:

S: Posso sempre calcular os zeros e o quadro de sinal, mas nao estou
a ver o que vai dar (..) ndo sei como da derivada passo para a fungéo,
porque normalmente tem-se a fungao e depois calcula-se a derivada.
Vou ver os zeros da derivada.

Para realizar o que pretendia, a aluna optou por utilizar a calculadora grafica,
tendo sido recordada acerca do dominio da fungéo, pois Sofia ndo estava a conseguir
analisar o sinal da fungdo derivada sem alterar a janela (Figura 57). O uso da
representagao grafica deveu-se a poder “visualizar o grafico desta fungdo que nao sei

como ¢&”, palavras da aluna.

6.666y7

~6.66667

Figura 57 - Representagdo gréfica da fungdo do exercicio 1, tarefa 2

Deste modo, a aluna conseguiu determinar o zero da primeira derivada e, de
seguida, preencher na tabela o sinal da fungdo derivada e a monotonia da funcao

(Figura 58). A partir deste momento a aluna ndo sabia o que fazer para resolver o

s . . s
exercicio, apenas concluiu que - ~ 1,57.
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Figura 58 - Resolugdo do exercicio 1, tarefa 2

A aluna sentiu-se bastante desorientada, pois ndo soube como continuar a
resolugdo do exercicio. A investigadora auxiliou-a por forma a esta perceber em que

intervalo estava inserido % ~ 1,57 € [0; 2,09], contudo a aluna demonstrou uma grande

incapacidade em perceber o que significa a funcao ser decrescente num dado intervalo,
nao tendo relacionado com a informagao do enunciado.

No exercicio 2, Sofia adotou uma abordagem algébrica (Figura 59), perspetiva
igual ao exercicio da tarefa 1 que é semelhante a este. Analogamente ao que aconteceu,
a aluna apresentou algumas duvidas nas regras de derivagéo, neste caso relativamente

a regra da poténcia, tendo sido necessaria a intervencao da investigadora.
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Figura 59 - Abordagem algébrica para a realizagdo do exercicio 2, tarefa
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Posto isto, a aluna recorreu a calculadora grafica para analisar o comportamento
da fungao, afirmando que ia alterar a janela de visualizagao, pois ndo conseguia “ver o
fim da funcdo”, referindo-se a um vértice, que ndo existe. E de notar uma incompreenséo
em relacionar a expressdo de uma fungao racional com o seu grafico. Assim, a aluna

alterou o eixo das ordenadas para [-10,100] (Figura 60):

100 Y

[ X

-10 01 1 10

Figura 60 - Representacgdo grafica da fungdo do exercicio 2, tarefa 2

Ao observar o grafico da calculadora, a aluna argumentou que “3 nao é zero da
funcdo, mas sim 2”7, apesar de ser uma afirmagao verdadeira, é possivel constatar uma
pequena confusdo entre os zeros da funcdo e da sua funcdo derivada, dado que
assimilou que x = 3, determinado anteriormente (Figura 59), era zero da fung¢ao, sendo
que era zero da funcdo derivada. Sofia tentou interligar a informacdo que obteve
algebricamente com a informagao que obteve a partir grafico da funcdo, mas devido a
incorrecao acerca dos zeros, nao o conseguiu fazer. Assim, recorreu a analise do grafico
da fungao (Figura 60) para concluir o estudo da monotonia da funcao e considerou o
zero da fungéo derivada como extremo da fungao (Figura 61), apesar de ter afirmado
que “a fungdo nado devia ter um maximo em trés, pois ndo aparece no grafico”.

600‘{ o

—

arescente 3 - A

docees cante 14, tosl

MG Ximo D
Figura 61 — Descri¢do da monotonia e extremo da fungdo do exercicio 2, tarefa 2
Tendo em conta a janela de visualizagao adotada pela aluna, nao era percetivel
a monotonia da funcgéo, pois esta é crescente em | — o, 1[ e em [3, +oo[ e decrescente
em ]1,3]. A aluna graficamente ndo concluiu corretamente o estudo da monotonia,
devido a escolha de uma janela de visualizagdo que nao permitiu essa analise e a néo
utilizacdo de ferramentas que a auxiliassem, como o quadro de sinal e/ou a

determinacgao dos extremos.
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Quanto ao sentido das concavidades, a aluna comegou por obter a expressao
da funcdo da segunda derivada e, de seguida, determinou os zeros da funcao
algebricamente, tal como fez no estudo da monotonia. Posteriormente, considerou que
devia introduzir a expressao da fungao da segunda derivada na calculadora e, ao
contrario ao que fez anteriormente, analisa o sinal da segunda derivada para o

relacionar com sentido das concavidades do grafico da funcéo (Figura 62).

—6ol 8} 4 oo
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Figura 62 - Analise do sentido das concavidades do grafico da fungdo do exercicio 2, tarefa 2

Apos ter concluido o exercicio, a investigadora questionou a aluna acerca da sua

resolucao:

I: Quanto a monotonia, da fungdo, recorreste ao seu grafico para a
analisar. Contudo, encontras adverténcias relativamente a
determinacao dos extremos da fungdo. Sabes porqué?

S: Nao me estava a dar certo, eu devo-me ter enganado em algum lado,
porque é obvio que a calculadora esta correta. Nao sei o que esta mal,
€ ndo sei porque [x =] 3 € maximo.

E de salientar a interpretacdo grafica incorreta que fez acerca da monotonia da
funcao que, por consequéncia, originou conclusdes distintas quando comparado com a
resolugdo algébrica. Quanto ao sentido das concavidades, é possivel constatar que
Sofia ndo demonstrou fragilidades na sua resolugédo, devido ao uso de um método
mecanizado.

Por fim, no ultimo exercicio, na alinea a), Sofia considerou que necessitava da
expresséo da fungdo para poder responder a pergunta (Figura 63). Verifica-se a
necessidade do uso continuo pela representagao algébrica da fungéo. Relativamente
ao ajuste da janela de visualizagao, Sofia teve a capacidade visual de perceber que era
importante aumentar o valor do y maximo:

I: Porque consideras que nao consegues descrever a monotonia e os
extremos da fungao?

S: Precisava que me dessem a fungao para ir fazer as derivadas e os
zeros para confirmar a informagao que ja me dao.

C'\) w0 | yoRGue NG ‘enho o expresea>  doo _Runcpo S fParc,
Coluloa e devivodo, e extercos .

Sim, G noua © j Max o Boed a0

Figura 63 - Resolugdo do exercicio 3a), tarefa 2
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Na alinea b), a aluna introduziu a expressédo da fungédo na calculadora para
visualizar o seu gréfico e ajustou a janela de visualizagdo: y maximo = 20. De seguida,
pretendeu obter os zeros da fun¢do na calculadora grafica:

I: Porque foste ver os zeros?
S: Porque pedia a monotonia e os zeros da fungéo (..) ah ndo, mas isto
é a fungao, os zeros nao sao para nada.

Posto isto, a aluna através das ferramentas da calculadora obteve o maximo e o

minimo da funcao (Figura 64) e descreveu corretamente a monotonia da funcao e a

existéncia de extremos, a partir do seu grafico (Figura 65).

204y
£1(x)=3- x°+10- x? +4- x+3

(-2,11)

(-0.222222,2.57202)
1 >

-10 (_3,0)]' 1 10

/ -6.66667

Figura 64 - Representacdo grafica e determinagdo dos extremos e zero da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2
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Figura 65 - Analise da monotonia e apresentagdo dos extremos da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2

Para responder ao sinal e aos zeros da funcido da primeira derivada, a aluna
demonstrou ndo saber o que significava o estudo do sinal da funcao derivada, tendo a
investigadora referido que se pretendia saber quando a fungao é positiva e/ou negativa.
Posto isto, Sofia nao relacionou o sinal da fungao derivada com a monotonia da fungao,
tendo analisado o sinal da fungédo g em vez do sinal da fungao derivada (Figura 66).

Quanto aos zeros da fungao derivada, a aluna necessitou de saber a expressao
da primeira derivada (Figura 66) para, de seguida, determinar os seus zeros. Para tal,

recorreu a calculadora grafica e as suas potencialidades (Figura 67).
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Figura 66 - Anélise do sinal e zeros da derivada da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2
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Figura 67 - Representagdo grafica e determinagdo dos zeros da derivada da fungdo do exercicio 3b), tarefa 2

A aluna compreendeu o sinal da fungdo derivada como o sinal da fungao,
contudo a determinacdo dos zeros fé-la de forma correta. E de salientar uma
inexisténcia de espirito critico e uma incapacidade de interligar conceitos por parte da
aluna, pois nem se apercebeu que a monotonia descrita acima néo estava de acordo

com a analise ja realizada do sinal da fungao derivada.

4.3.3.Tarefa 3

Sofia realizou a ultima tarefa da investigagédo no dia 29 de margo, tendo esta uma
duragao de uma hora e dezoito minutos.

Para o exercicio 1, a aluna facilmente analisou o grafico da fungdo da segunda
derivada e concluiu que esta tem zero em x = 1,5. Considerou que seria relevante
realizar um quadro de sinal onde relacionava f” com f, através da analise do grafico
da segunda derivada. Porém, quando o comparou com o grafico dado no enunciado
verbalizou:

S: Entado [o gréafico da] fungdo tem concavidade voltada para baixo e
depois para cima, mas no grafico néo tenho isso (...) € melhor fazer as
derivadas.

Apesar de ter utilizado o grafico da segunda derivada para analisar o seu sinal,
de seguida recorreu também a este para concluir que as concavidades da tabela nédo

estavam de acordo com o grafico. Sofia confundiu o sentido das concavidades do grafico
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de f com as de f”, tendo esta situagéo alterado a abordagem que optou para resolver
0 exercicio, pois a partir deste momento considerou que devia de obter a expresséo da
funcdo da segunda derivada, algebricamente.

De seguida, a aluna recorreu a calculadora para representar graficamente a
expressao obtida no numerador e a expressdo obtida no denominador, da segunda
derivada, com objetivo de analisar o seu sinal e, consequentemente, o sentido das

concavidades do grafico da fungao (Figura 68).
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Figura 68 - Abordagem algébrica e tabular para a realizagdo do exercicio 1, tarefa 3

Apods concluir o quadro de sinal, a aluna afirmou que afinal ndo precisava de ter
revolvido assim o exercicio, dado que ja tinha concluido anteriormente o ponto de
inflexdo do grafico da fungdo. E de salientar que quando recorreu a um processo
mecanizado de resolugao, a aluna ndo demonstrou ter dificuldade.

No segundo exercicio, em que se pedia para estudar a monotonia e a
determinagdo de extremos, a aluna comecgou por determinar a funcdo da primeira
derivada e os seus zeros (Figura 69). De seguida, recorreu as ferramentas da
calculadora grafica para confirmar que sao apenas dois zeros, sem os determinar
(Figura 70). Sofia, recorreu ao quadro de sinal (Figura 69) para concluir acerca da
monotonia e dos extremos, auxiliando-se da representagédo grafica da fungdo da

primeira derivada.
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Figura 70 - Representacgdo grafica da fun¢do e da fungdo derivada da fungdo do exercicio 2, tarefa 3

A aluna, utilizou a representagdo tabular como um processo intermédio e
necessario, pois afirmou que a ajuda a “conseguir relacionar as fungdes”, descrevendo
de seguida a monotonia da fungéo através das conclusdes retiradas pelo quadro de

sinal (Figura 71).
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Figura 71 - Resolugdo do exercicio 2, tarefa 3

Quanto ao uso da calculadora grafica, Sofia apenas a utilizou como uma
ferramenta de visualizagao de graficos, pois ndo recorreu as suas potencialidades:

I: Porqué recorrer apenas a calculadora para analisar o comportamento
das fungbes?

S: O grafico ajuda-me s6 a perceber como a fungao é (..) eu gosto mais
de ter a certeza algebricamente.

Relativamente ao exercicio 3, a aluna optou por completar o quadro de sinal

dado no enunciado relativamente ao sentido das concavidades (Figura 72).

90



Siaci s C ‘{Piv‘\

Figura 72 - Quadro de sinal e representagdo grafica das derivadas da fungdo do exercicio 3, tarefa 3

Posto isto, Sofia sentiu necessidade de determinar a expressao da fungido da
segunda derivada para, de seguida, representar o seu grafico. Quanto a primeira
derivada, a aluna esboga o seu grafico para fazer o estudo do seu sinal no papel (Figura
73). Para esbocar o grafico da fungéo, a aluna comegou por assinalar os zeros da fungao
e, de seguida, os seus extremos. Por fim, relacionou a existéncia do ponto de inflexdo

do grafico da funcao, tendo demonstrado capacidade para obter o grafico pretendido.
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Figura 73 - Esbogo do grafico da funcdo do exercicio 3, tarefa 3

A investigadora, quis compreender melhor o raciocinio e a interpretagédo que a
aluna fez ao longo deste exercicio, uma vez que o resolveu sem complicagdes, pois
soube interligar tanto as informag¢des dadas no enunciado, como as que extraiu das
representagdes grafica e tabular. Assim, questionou a aluna sobre quais eram as
coordenadas do ponto maximo. A sua resposta demonstra incapacidade em perceber
que esse ponto corresponde a um dos zeros da primeira derivada:

S: E(0,2).

I: Assinala no grafico onde é o ponto maximo.

(A aluna assinala corretamente)

I: Entdo que coordenadas tem esse ponto?

S: Néo sei, é qualquer coisa e 2.

I: Entdo as [coordenadas] do minimo?

S: E qualquer coisa e -2 (...) N&o sei. Falta a expresséao da funcéo f .
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No ultimo exercicio, pretendia-se a resolugdo do mesmo atraves da calculadora
grafica, com necessidade de ajuste na janela de visualizagdo. A aluna apds analisar o
grafico da fungao, na calculadora, na janela standard afirmou “n&o apareceu nada (...)
ah afinal tenho que colocar o intervalo dado”, tendo alterado o eixo das abcissas para o
dominio da fung¢ado. Contudo, continuou sem saber o que fazer, tendo em conta o ecra
obtido na calculadora grafica (Figura 74).

Sofia, demonstrou incapacidade de ajustar a janela de visualizagido. Perante esta
adversidade, apresentou interesse em resolver a questdo analiticamente, tendo a
investigadora esclarecido que a aluna podia determinar expressdes analiticas de
fungdes, caso necessitasse. Apos este momento, optou por trabalhar com as fungdes

derivadas na calculadora por forma a responder ao que ¢é pedido.

1%.66617

Ay x
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Figura 74 - Ecra da calculadora gréfica obtido no exercicio 4, tarefa 3

Assim, a aluna comecou por determinar a fungcdo da primeira derivada e
apresentou diversas duvidas relativamente a derivada da fungao trigonométrica, tendo
a investigadora auxiliado a aluna. Posto isto, Sofia recorreu a calculadora grafica para
determinar os zeros da primeira derivada (Figura 75) e, foi através da representacao
grafica, que analisou o sinal da fungdo derivada para preencher o quadro de sinal

(Figura 76). A aluna procedeu de forma analoga para a segunda derivada.

5.
v £4()=2- coslx+1)
f3(x)=-2- sm(\+l)
texto
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Figura 75 - Representagdo grafica das derivadas das fungdes do exercicio 4, tarefa 3

Tanto para o estudo da monotonia e extremos como para o sentido das

concavidades e pontos de inflexdo, a aluna necessitou de recorrer a representacao
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tabular por forma a conseguir relacionar com o sinal e zeros das fungbes derivadas,
obtidos pelas representagdes graficas (Figura 76).

Apods a aluna dar por concluida a sua resolucdo, a investigadora quis perceber
como a aluna ajustaria a fungéo no ecra obtido inicialmente:

I: Porque optaste por ndo continuar com a fungéo g ?

S: Porque ela nao aparecia.

I: Entdo como a fazemos aparecer?

S: Pois néo sei.

I: Esta mais para cima, mais para a esquerda, direita e/ou para baixo?

S: N&o sei, acho que subiu, ela ndo pode ser negativa (...) porque néo
tem valores negativos.

I: Como assim nao pode ser negativa?

S: Esta tudo a somar.

I: A fungdo seno toma que valores?

S:Entre -1 e 1.

I: Entdo se adicionamos 15, o que podemos fazer a janela de
visualizagao?

S: y minimo igual a —15 e y maximo igual a 15.
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Figura 76 - Resolugdo do exercicio 4, tarefa 3

A aluna apresentou enormes fragilidades em relacionar a expressao de uma
fungédo trigonométrica com a sua representagdo grafica, tendo por consequéncia
complicagbes em ajustar a janela de visualizagdo. Sofia depois da conversa com a
investigadora, alterou a janela de visualizagdo para o intervalo que afirmou. Apos
observar o grafico, percebeu que ainda era necessario voltar a ajustar a janela de

visualizacdo, no entanto ndo soube que alteracao fazer.
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4.3.4.Consideracdes finais

Durante a realizacio das tarefas, Sofia demonstrou incapacidade em trabalhar
autonomamente na resolucéo dos exercicios, dado apresentar diversas fragilidades no
tema em estudo. De salientar que tanto as intervengdes da investigadora como o espirito
de dedicacdo da aluna para com o trabalho proposto, possibilitaram a que esta

continuasse a resolugao dos exercicios.

Quais os critérios em que a aluna se baseia para decidir entre uma abordagem
algébrica ou grafica, no ambito das fungdes derivadas?

Sofia revelou ter preferéncia pelo uso da representacdo algébrica, dado que
recorreu a representacdo grafica apenas para verificar se as conclusdes obtidas
algebricamente estavam de acordo com o grafico (ex.1 e 2 tarefa 1; ex.2 tarefa 3). Em
muitos dos exercicios a aluna realizou diversas incorregcbes de raciocinio e confundiu
as relacbes existentes entre as funcdes derivadas e a funcao, tendo estas situagdes
alterado o método de resolucao da aluna: algébrico para grafico (ex.2 tarefa 2) e grafico
para algébrico (ex.1 e 3 tarefa 3).

O recurso a uma abordagem grafica, foi visivel quando necessitou de analisar o
sinal de uma fungao trigonométrica (ex.1 tarefa 2), dado que n&o soube associar o
respetivo grafico. Na maioria das vezes, esta representacao foi utilizada como um auxilio

para analisar o sinal e confirmar o niUmero de extremos e zeros das fungoes.

Qual o papel e como se caracteriza a articulagao das diferentes representagoes
de fungoes, no estudo das fungoes derivadas?

Quanto a articulacado da representacdo algébrica e grafica é de referir que
perante um erro algébrico no calculo dos zeros da fungao da primeira derivada, a aluna
a partir do seu grafico reconheceu a incorre¢ao da sua resolugdo (ex.2 tarefa 1),
enquanto no exercicio 2, da mesma tarefa, ndo concluiu a partir do grafico que a fungao
derivada tinha dois zeros e ndo um, verificando-se uma desconsideracdo de uma parte
relevante do grafico da fungao trigonométrica. Adicionalmente, € de salientar que a aluna
ndo evidenciou saber relacionar a expressao algébrica de fungdes trigonométricas (ex.2
tarefa 1; ex.1 tarefa 2), quadratica (ex.4 tarefa 1) e racional (ex.2 tarefa 2) com os
respetivos graficos. No caso do uso da representacao tabular com a algébrica, a aluna
comprovou saber como interliga-las.

Relativamente ao uso simultaneo da representacgao grafica e tabular, quadro de
sinal, a aluna demonstrou saber associar a andlise do sinal das func¢des derivadas a
partir do grafico com o preenchimento do quadro de sinal na maioria dos exercicios (ex.1

e 3 tarefa 1; ex.1 e 2 tarefa 2; ex.1, 2 e 4 tarefa 3). Apenas € de notar que no exercicio
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2 da primeira tarefa, a aluna ndo soube relacionar ambas as abordagens corretamente,
tal como ja mencionado.

No caso da representacao grafica, € de notar que Sofia recorreu por vezes ao
grafico das funcgdes para analisar a informacgao que pretendia. Verificou-se que tanto na
analise da monotonia de uma funcgao (ex.2 tarefa 1; ex.3b) tarefa 2), como no sentido
das concavidades (ex.4 tarefa 1), a aluna ndo demonstrou ter problemas em conclui-
las. Contudo, quando necessitou de escolher o grafico da funcdo que apresentava
determinadas caracteristicas acerca do sentido das concavidades, a aluna apresentou
algumas fragilidades a visualiza-las, tendo considerado que o grafico de uma funcao
cubica nao tinha concavidades (ex.3 tarefa 1).

Quanto a representagdo numeérica, utilizou-a na determinacdo de pontos
coordenadas, a partir da calculadora grafica. Contudo, em nenhum dos exercicios 2, de
todas as tarefas, aplicou esta representacao para determinar os extremos das fungoes,
dado ter considerado que apenas bastava definir a abcissa dos pontos que sao
extremos.

Por fim, é de salientar o exercicio 3, da tarefa 1 e 3, pois implicavam articular
informacao através de todas as representacgdes. Sofia, em ambos o0s exercicios
demonstrou relacionar a informagcdo sem grandes adversidades, a exce¢do da
conclusao do exercicio da tarefa 1, como ja referido.

Desta forma, € de concluir a inexisténcia de espirito critico ao articular a
representagao algébrica com a representagao grafica por parte da aluna ao longo das
tarefas realizadas. O uso da representagao grafica e tabular, ndo apresenta ser uma
fragilidade de Sofia, pelo facto de recorrer a uma mecanizagado para resolver os
exercicios e de se auxiliar do quadro de sinal para extrair a informacao que pretendia.
Quanto a analisar informagao a partir do grafico, a aluna nao recorreu tanto a este
método, comparativamente ao anterior, contudo através da investigacgao feita, constata-
se uma evolugao positiva quanto a analise do sentido das concavidades dos graficos

das funcoes.

Quais as fragilidades manifestadas pela aluna na resolucao de tarefas, no ambito
das fungoes derivadas?

Sofia € uma aluna que demonstrou apresentar diversas incorrecbes e
dificuldades na resolucao das tarefas. No tema das fun¢des derivadas, é de notar que
a investigadora teve de auxiliar a aluna relativamente as regras de derivagao do produto
(ex.1 tarefa 1), da fungéo cosseno (ex.2 tarefa 1), da poténcia (ex.2 tarefa 2) e da fungao

seno (ex.4 tarefa 3).
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A aluna cometeu diversos erros relativamente as relagdes existentes entre a
funcao e as fungdes derivadas, dado que associou o sinal da primeira derivada com o
sentido das concavidades do grafico da funcéo (ex.1 tarefa 1); considerou os zeros da
primeira derivada como os zeros da funcao (ex.2 tarefa 2); entendeu o sinal da fungao
derivada como o sinal da fungao (ex.3b) tarefa 2); ndo relacionou os extremos da funcao
como os zeros da funcao derivada (ex. 3b) tarefa 2; ex.3 tarefa 3) e confundiu o sentido
das concavidades do grafico da fungdo com o da funcido da segunda derivada (ex.1
tarefa 3).

Para concluir, é possivel constatar que a aluna apresenta diversos conceitos que
nao estdo consolidados e, consequentemente, as relagdes entre eles bem explicitas.
Deste modo, sao evidenciadas diversas fragilidades aquando da resolu¢cdo dos

exercicios, levando até a ndo conclusdo dos mesmos (ex.2 tarefa 1; ex.1 tarefa 2).

Quais as problematicas reveladas pela aluna, na escolha da janela de
visualizagao, na calculadora grafica, no estudo das fun¢oes derivadas?

Quanto a escolha da janela de visualizagdo, é de salientar uma grande
incapacidade por parte de Sofia para obter um grafico que permita analisar
adequadamente o seu comportamento. E de notar uma falta de espirito critico ao
considerar que o grafico de uma fungao quadratica € uma reta, pois quando questionada
sobre a janela de visualizagdo, a aluna ndo demonstra intencdo em altera-la,
trabalhando com a janela standard (ex.4 tarefa 1). Por sua vez, quando tentou realizar
ajustes na janela de visualizagao, € percetivel que a alteragdo considerada pela aluna,
ndo é adequada para visualizar o comportamento da fungao (ex.4 tarefa 1), chegando
mesmo a comprometer a resolugéo do exercicio (ex.2 tarefa 2).

Relativamente ao exercicio 4 da tarefa 3, a aluna recorreu ao grafico das funcdes
derivadas por forma a responder ao que é solicitado. Perante uma visualizagao parcial
e incompleta do grafico da fungdo, é de notar incapacidade de ajustar a janela de
visualizagdo. Além disso, é de salientar que a aluna nao realizou nenhuma alteragéo na
janela de visualizagéo pelo facto de ndo saber a influéncia que os parametros de uma
funcao trigonométrica tém no grafico da funcao.

Por fim, resta analisar o exercicio 3b) da tarefa 2, pois foi 0 Unico exercicio em
que a aluna conseguiu ajustar a janela de visualizagdo, por forma a analisar
corretamente o grafico da fungéo. Pode afirmar-se que esta concretizagao se deve ao
facto de se tratar de um exercicio direcionado e guiado para que os alunos reflitam sobre
0 ajuste da janela de visualizagdo. Em comparagao aos restantes exercicios, onde nao
existia esta orientagao, a aluna revelou incompreensao em realizar a alteragao da janela

de visualizacao.

96



5. CONCLUSOES

A presente investigacdo, visa compreender e caracterizar a articulagdo das
diversas representacbes de funcdes, as fragilidades e a escolha da janela de
visualizacgdo dos alunos do 12.° ano, no estudo das fun¢des derivadas. Para tal, adotou-
se uma metodologia qualitativa, tendo sido feitos trés estudos de caso, em que cada
aluno apresenta diferentes niveis de desempenho nos contelidos matematicos.

Desta forma, foram implementadas trés tarefas com o objetivo de dar resposta
as seguintes questdes de investigacao:

1. Quais os critérios em que o0s alunos se baseiam para decidir entre uma
abordagem algébrica ou grafica, no ambito das funcdes derivadas?

2. Qual o papel e como se caracteriza a articulagdo das diferentes representacoes
de funcdes, no estudo das fungfes derivadas?

3. Quais as fragilidades manifestadas pelos alunos na resolugédo de tarefas, no
ambito das funcbes derivadas?

4. Quais as probleméticas reveladas pelos alunos, na escolha da janela de

visualizacdo, na calculadora grafica, no estudo das fun¢des derivadas?

5.1 Critérios na escolha entre uma abordagem algébrica ou
gréafica

Quanto a escolha entre 0 uso da representacao algébrica ou grafica, os alunos
demonstraram, na primeira tarefa, a preferéncia por adotarem uma abordagem
algébrica (Viseu, 2017). No estudo efetuado, € possivel analisar trés perspetivas:
tentativa de recorrer a representacao grafica, alteracdo do método de realizacdo dos
exercicios e permanéncia em utilizar a abordagem algébrica.

O primeiro caso ocorreu quando os alunos tentaram utilizar a representacdo
grafica, mas devido a diversas complicag6es, ndo concluem o pretendido, optando por
uma abordagem algébrica. No caso do Afonso é visivel esta resolu¢cdo quando nédo
compreendeu que o gréafico correspondia ao de uma funcao racional e, no caso da
Carminho, por demonstrar incapacidade em analisar o grafico de uma fungao.

Quanto a alteragéo da abordagem escolhida, deve-se aos alunos terem percebido
que a resolucéo do exercicio pela representacéo gréafica se torna mais rapida e simples
pela andlise do gréfico, ganhando confianca em manipular a calculadora grafica
(Ruthven, 1992; Rocha 2002). Desta forma, na ultima tarefa, comparativamente a
primeira, é visivel um uso recorrente a abordagem grafica, mesmo quando nao é pedido

a sua utilizacéo (Afonso e Carminho), o mesmo é verificado nas conclusdes do estudo
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realizado por Rocha (2002). Esta utilizacdo deve-se a aprendizagem de um processo
mecanizado para resolver os exercicios pela calculadora grafica (Ruthven, 1992).

A Ultima abordagem ocorreu no caso de Sofia, uma vez que recorreu sempre a
representacdo algébrica para resolver os exercicios, a menos que fosse exigida a
utilizacéo da calculadora grafica. Dado ser uma aluna com dificuldades na disciplina de
matematica, o recurso a uma mecanizacao sistematizada para resolver exercicios sobre
funcdes derivadas foi bastante visivel, impulsionando uma incompreenséao na resolucéo
de exercicios acerca das fun¢des derivadas (Orhun, 2012).

Por fim, a escolha de uma abordagem gréfica foi também visivel quando os alunos
pretendiam confirmar os resultados obtidos algebricamante, assim como interpretar
situacdes problematicas que consideravam pertinentes, tal como defende Consciéncia
(2013). Adicionalmente, recorrem a esta representacdo quando desejam visualizar o
grafico de uma funcdo que nao conhecem (Rocha, 2002).

5.2 Articulacdo das diferentes representacoes

No que diz respeito a articulagao das diferentes representacdes, no &mbito das
fungbes derivadas, € de reconhecer as conclusdes defendidas por Viseu (2017).

O uso da representacao numérica para determinar a imagem de um dado objeto,
neste caso, 0s extremos, e a utilizacdo da representacao tabular quando recorrem ao
guadro de sinal da funcdo derivada, para obter conclusdes acerca da monotonia ou
sentido das concavidades do grafico da funcao (Viseu, 2017).

Quanto a representacéo gréfica, esta € privilegiada para comparar a fungéo e a
sua fungéo derivada, para analisar a monotonia da fungéo e interpretar o sinal da fungéo
derivada (Viseu 2017). Tal como defende Orhun (2012), é notéria uma falta de
capacidade por parte dos alunos para argumentarem a partir do grafico de uma funcao,
dado que na maioria das vezes a investigadora necessitou de os auxiliar. Na articulagéo
da representacao algébrica e grafica, foi evidenciada uma incompreensao em relacionar
a expressao algébrica com o respetivo grafico, com especial atengcédo para funcdes
racional e trigopnométrica.

Por fim, é de salientar que foi extremamente complexo para os alunos interligarem
as informacdes provenientes de todas as representacfes (Orhun, 2012). Dos alunos
envolvidos no estudo, Afonso foi o Unico que nao revelou fragilidades em exercicios
onde era exigido relacionar diversas abordagens, dado que revelou ter muita
capacidade em fazé-lo. Os restantes participantes demonstraram ndo saber como
comegar a resolucdo destes exercicios e reconheceram a necessidade de ser fornecida

mais informacéao algébrica para puderem responder aos exercicios.
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5.3 Fragilidades no estudo das funcdes derivadas

Durante a realizagdo do presente estudo, foram visiveis diversas complexidades
demonstradas pelos alunos relativamente ao estudo das func¢des derivadas.

As principais fragilidades manifestadas vao ao encontro de muitas das que foram
apresentadas por diversos autores (Almeida & Viseu, 2002; Aspinwall et al., 1997;
Orhun, 2012), pois focam-se na falta de capacidade em analisar e argumentar a partir
do grafico da funcao e da inexisténcia de relacionar a fungdo com as respetivas funcdes
derivadas.

E de notar que, no estudo de fungdes derivadas, os alunos facilmente tendem a
ter davidas e até mesmo, considerar o grafico da funcdo como grafico da funcdo
derivada, tal como argumenta Orhun (2012) e, consequentemente, estabelecer os zeros
da funcdo como os zeros da funcao derivada. Além disso, foi possivel verificar uma
incompreensdo quanto aos extremos da funcédo, uma vez que foi visivel que os alunos
ndo relacionaram estes como 0s zeros da primeira derivada. Desta forma, € possivel
concluir que os alunos tém davidas em realizar as conexdes existentes entre o grafico
da funcdo e o da sua funcéo derivada. (Almeida & Viseu, 2002; Aspinwall et al., 1997;
Orhun, 2012).

Por fim, resta destacar trés aspetos observados durante este estudo: as regras
de derivagdo, o uso de fungbes mais complexas e a utilizagdo da calculadora grafica.
Contrariamente ao que é afirmado por Garcia (2000), verificou-se que a aluna que
recorreu menos a representacdo grafica, Sofia, foi a que apresentou mais davidas
relativamente as regras de derivagdo. Quanto ao uso de fungBes mais complexas,
fungBes trigonométricas e racionais, os alunos mostraram ter mais dificuldades em
interpretar, analisar e responder ao que é pedido, tal como argumentam Almeida e Viseu
(2002). Relativamente & manipulagéo da calculadora grafica, os alunos inicialmente
demonstraram receio em utilizar as suas funcionalidades e incompreensdo em
determinar os zeros e os extremos da funcéo através das mesmas, tendo sido esta uma

fragilidade que foi ultrapassada por alguns alunos.

5.4 Escolha da janela de visualizacao

Quanto a escolha da janela de visualizacdo, nas trés tarefas implementadas,
foram consideradas as visualiza¢@es: parcial, incompleta e, parcial e incompleta, pela
ordem indicada, segundo a categorizacdo de Rocha (2020).

Perante uma visualizacdo parcial todos os alunos, a excecdo de Sofia,
reconheceram que deveriam alterar a janela de visualizacdo para interpretarem o que

era pedido através da analise do grafico da funcdo. Tal como defende Rocha (2020),
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Sofia considerou o gréafico da funcdo apenas como lhe foi apresentado, ndo percebendo
gue parte do grafico estava fora da janela de visualizac&o. Relativamente a visualizacao
incompleta, verificou-se que os alunos reconheceram a necessidade da alteracdo da
janela, enquanto na visualizac&o parcial e incompleta reagiram com estranheza perante
0 ecra apresentado na calculadora, ndo percebendo de imediato que ajuste realizar, tal
como afirma Rocha (2020).

Para a escolha de uma janela de visualizacdo, todos os alunos recorreram a
alteracdo dos valores de X;in, Xmax» Ymin € Ymax, tal como aconselhado por Consciéncia
(2013). Contudo, os alunos nem sempre consideraram uma razoavel janela de
visualizacdo para responder aos exercicios, pois foram visiveis incertezas relativamente
aos valores de alteracdo, dado que néo interigam a modificacdo da janela de
visualizacdo com o aspeto do grafico (Ruthven, 1996). E de notar que dois dos
participantes, Afonso e Carminho, recorreram a ferramenta de zoom-reduzir para
interpretar o comportamento do gréafico da fungéo, antes de realizarem a alteracdo por
eles préprios. Das duas vezes em que esta potencialidade foi utilizada, foi notério que a
sua utilizagéo auxiliou os alunos a ajustarem corretamente a janela de visualizacao.

No tema das fungbes derivadas, para analisar a monotonia, o sentido das
concavidades e a existéncia de extremos e pontos de inflexdo do gréafico de uma fungéo
através da calculadora grafica, é necessario a obtengéo de uma janela de visualizagéo
adequada que permita analisar o comportamento do gréafico da fun¢do (Consciéncia,
2013). Por fim, ao longo desta investigacdo os alunos revelaram uma grande auséncia
de espirito critico para compreender se a janela de visualizacdo é adequada ou nao
(Rocha, 2020).

5.5 Consideracoes finais

A realizacdo da presente investigacdo permitiu caracterizar a articulagdo de
diferentes representacodes de fungbdes e o desempenho dos alunos perante a realizagao
de exercicios sobre o tema das fungbes derivadas.

Salienta-se o recurso a representagao grafica ao longo do estudo, embora tenha
desempenhado um papel diferente, na elaboracdo das tarefas, nos trés alunos em
estudo. Esta foi utilizada pelos alunos para interpretarem o comportamento do grafico
de uma fungao, através da sua visualizagdo, e como meio de verificacdo do que
determinaram algebricamente. Para tal, o uso da calculadora grafica foi indispensavel
para a resolucdo das mesmas.

Relativamente as problematicas manifestadas pelos alunos no &mbito do estudo
das fungdes derivadas, estas centram-se na falta de destreza em analisar e argumentar
a partir do gréafico da funcdo e na pouca capacidade em relacionar a fungdo com as

respetivas func@es derivadas. De referir ainda a escolha da janela de visualizac&o, que
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revelou ser um aspeto muito importante no estudo das funcdes derivadas, dado que
apesar dos alunos se consciencializarem que um ajuste da janela seria necessario, a
alteracao efetuada nem sempre foi adequada.

Para trabalhos futuros, destaca-se a necessidade de expor os alunos a diversos
tipos de fungdes, de forma a evidenciar se as fragilidades apresentadas no estudo de
funcdes derivadas sao transversais ou limitadas a fungdes especificas. Adicionalmente,
propdem-se a realizagdo de tarefas que incentivem um olhar critico sobre a
representacao grafica, possibilitando aos alunos realizarem uma analise e interpretagao
do comportamento das funcdes, no ambito das func¢des derivadas, e a escolherem a
janela de visualizacdo adequada ao que pretendem obter, através da calculadora

grafica.
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Anexo A — Planificagéo das aulas de 23 de novembro, 12.° ano

Escola
Plano de aula de Matematica A

12.2_ -23/11/2022 — 90min

Capitulo: FungGes reais de varidvel real

Sumdrio: Recursos Disponiveis:
Estudo de fungdes e esboco de graficos. Manual.
PowerPoint.
OBIJETIVOS ACOES A DESENVOLVER COM OS ALUNOS
Reconhecer a importancia dos conceitos ja Participacao ativa dos alunos quando
estudados para o estudo de fungdes. solicitada e por iniciativa prépria.

Desenvolver a capacidade de esbogar o grafico de | Resolucdo dos exercicios no quadro e na

uma fungdo. carteira.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

S, . ~ 1 . ~
A aulainiciard a pedir-se o esboco da funcao ~2p Semrecorrer a calculadora e, com a colaboracao
dos alunos, analisar quais os conceitos pelos quais se auxiliaram para efetuar a representacao da
fungdo. Por fim, sera comparado o esbogo que efetuaram com a representacdao grafica da
calculadora e explicado a necessidade de aplicar todos os conceitos estudados para o estudo de

uma funcao.

De seguida, serd concluido e resolvido, passo a passo, as diversas propriedades analiticas: dominio,
continuidade, paridade, zeros, interse¢do do grafico com o eixo Oy, intervalos de monotonia,
extremos relativos e absolutos, sentido das concavidades do gréfico, pontos de inflexdo do grafico
e assintotas ao grafico da funcdo, através da participacdo dos alunos no quadro, um para cada
conceito. No PowerPoint planeado para a aula, encontra-se a resolucdo de todas as propriedades.

— Aescolha dos alunos que sdo chamados ao quadro é pré-planeada;

— Os restantes alunos, quando ndo chamados a irem ao quadro, devem resolver cada

propriedade na carteira;
— Utilizar tanto métodos analiticos como gréficos, através da calculadora grafica para a

sua resolugao.
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24y

Por fim, serd realizado o esbogo do grafico da funcado pewls

uma sintese final das propriedades necessarias para J&
0.2 x

esbocar o grafico de uma fungao. 10

Realizacdo do exercicio 65.4 pag. 57:

Exercicio 65. 4
Esboca o grafico das fungdes reais de varidvel real a seguir definidas, tendo por base
um estudo analitico das mesmas:

x2-4
x2+1

65.4 f(x) =

Proposta de resolucdo:

A fungdo f é uma fungdo racional, logo é continua no seu dominio (D = R).
Como f(—x) = f(x), afungdo f é par.
fx)=0ox=-2vx=2ef(0)=—4

10x 10x
f’(x) = (x2+1)2 ef,(‘x) = 0 4 (x2_+_1)2 = 0 < X = 0

—00 0 +o0
7 — 0 +
—4

' _ —30x2410 _ -30x24+10 _ V3 _ 3
fre) =—gmp ef'=0e T =0ex=-37V x=3
X —00 _E E +o0

3 3
f = 0 + 0 -
11 11
f n 4 U 4 n
Pl Pl

Como f é uma fungdo continua em R, ndo tem assintotas verticais.

m=1lim 2= im 2-0 ¢ b= lim f(x) = lim f(x) =1, entdo
x——o0o0 X xX—+o00 X X——00 X—+00

y = 1 é assintota horizontal quando x - —e x — +o0o.
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Observagcdes/Aprendizagem complementar

Auxiliar a resolucdo de algumas propriedades.

Espera-se que sejam os alunos mais desinibidos a participar, portanto a escolha dos alunos
tem em conta este aspeto, de forma a ndo se sentirem desconfortaveis, mas que a grande
maioria participe.

A nivel de conceitos, prevé-se que alguns alunos tenham tendéncia a confundir a primeira
e a segunda derivada, no que toca aos intervalos de monotonia e o sentido das

concavidades.
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Anexo B — Planificagéo das aulas de 25 de '!aneiro, 12.° ano

Escola
Plano de aula de Matematica A

12.2 —-25/01/2023 —90min

Capitulo: Fungdes exponenciais

Sumadrio: Recursos Disponiveis:
Propriedades da fungdo definida nos nimeros racionais por f(x) = Calculadora Gréfica;
a* (a > 0), monotonia, continuidade, limites e propriedades PowerPoint;
Interativo Geogebra.

algébricas.
ACOES A DESENVOLVER COM 0S
OBJETIVOS ALUNOS
Reconhecer a importancia das propriedades da Participacao ativa dos alunos quando

fungdo f(x) = a* (a > 0) definida no conjunto dos solicitada e por iniciativa propria.
numeros racionais;
Resolucdo dos exercicios no quadro e no
Desenvolver a capacidade de concluirem resultados lugar.

por iniciativa proépria.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:
A aula comegara com a professora a questionar os alunos relativamente a drvore genealdgica pedida

na ultima aula para trazerem. A arvore em questao apenas deve incluir os alunos, os pais, os avos,

os bisavos, etc (no minimo até aos bisavds), ou seja, os pais dos pais, tal como ilustra a figura abaixo:

Aluno

I - 1

Mae Pai

1 1
I 1 I 1
Avo Avo Avo Avo

materna materno paterna paterno
—— —— —— ——
Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo Bisavo Bisavod Bisavo
materna materno materna materno paterna paterno paterna paterno
Figura 1

Serd analisado numero de elementos da arvore genealdgica linha por linha: 1, 2, 4, 8,16, 32, etc. e
verificar que se pode escrever como uma sucessdo de termo geral 2™,n € Ny(2° = 1;2! = 2;22 =
4,...). De seguida, sera pedido aos alunos para listar os valores obtidos na calculadora grafica,

dependendo do valor do n, figura 2. Este momento serd acompanhado pela proje¢do da calculadora
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grafica TI-Nspire, modelo utilizado pela maioria dos alunos da turma. Posteriormente, sera pedido
para representar graficamente os pontos coordenados obtidos e, de seguida, a unido dos pontos,
figura 3, de forma a interligar tanto a visualizag&o grafica da fungdo 2* como as propriedades dadas

de seguida.

B W N = O
[0 & I e N

16

Figura 2 Figura 3
Assim, através deste exemplo, que se inicia a partir dos nimeros naturais, é possivel introduzir o

estudo de uma fungdo definida nos nimeros racionais definida por f(x) = a* (a > 0) e, na

proxima aula, iniciar a sua extensao ao caso real.

Defini¢do: Dado um numero real a > 0, esta definida a fungdo f: Q — R* tal que, para x € Q:

f(x) =a*.

De seguida, pedir-se-a aos alunos para representarem na calculadora gréfica as fun¢des definidas

. L 1\* .
nos numeros racionais: f(x) = 2* e g(x) = (5) , de forma que se conclua as propriedades:

4Ay s Ay -
fl(‘.\')=lx fl(x)— l)
(0,1 (0,1)
’_/’//0.2 x \—1
> 0.2
-4 0.2 2 3 02 g
-1 -1
* Crescente * Decrescente
: _ : . 1\* ,
« lim2* =1 e continua e lim (_) — 1 e continua
x>0 x—0 \2
N : X — B 1\*
L 7= e + lim (5) =0
x—+0o0 \2
. lim 2*=0 ) 1\
x—>—00 . lim (—) = 400
X——00
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Questionar-se-a se é possivel generalizar estas propriedades a qualquer fungdo f(x) = a*,a > 0,
definida no conjunto dos numeros racionais, dando liberdade aos alunos experimentarem na
calculadora grafica outras fungdes.

Posteriormente, sera projetado o seguinte material interativo do Geogebra:

https://www.geogebra.org/m/pXz2ARXW que auxiliard a obtencdo das seguintes propriedades

pretendidas:
1. Dado um numero real a > 0, a funcdo definida no conjunto dos numeros
racionais f(x) = a* é crescente se a > 1, e decrescente se a < 1.
2. Dado um numero real a > 0, a funcdo definida no conjunto dos numeros
racionais f(x) = a* tem-se que:
o limf(x)=1;
x—0
e Afuncdo f é continua.
3. Dado um numero real a > 0, a funcdo definida no conjunto dos numeros

racionais f(x) = a* tem-se que:

a>1 0<ax<1
lim f(x) = +o lim f(x)=0
xX—+00 X—>+0
lim f(x)=0 lim f(x) =+
X——00 X——00

De seguida, sera proposta a resolu¢do dos exercicios abaixo com a participagdo ativa dos alunos na
carteira e no quadro, com o intuito de perceberem a influéncia dos parametros a e b numa fungao

definida por f(x) = ba*:

Exercicio 1:
Determina os valores reais de a e b de modo que a fungdo f definida em Q por f(x) =
ba* seja:

a) Crescente e o seu grafico passe no ponto de coordenadas (0, 2).

b) Decrescente e o seu grafico passe no ponto de coordenadas (0, 3).

Proposta de resolucdo:

a) a>1,pois f é crescente;
Como (0, 2) pertence ao grafico de f, entdo b X a®=2eb=2
b) 0 <a <1,pois f é decrescente;

Como (0, 3) pertence ao graficode f, entiob xa’ =3 o b =3
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Exercicio 2:

Considera a fungdo f definida no conjunto dos nimeros racionais por f(x) = ba*,a,b €
R. Determina os valores de a e b de modo que o gréfico de f contenha os pontos de
coordenadas (2,12) e (3, 24). Qual o ponto de interse¢do com o eixo 0y?

Proposta de resolucdo:

Como (2,12) e (3, 24) pertencem ao grafico de f, entdo a fungdo f é crescente, logo a >

le:
12
2 _ _ —
bxa3—12 o b_ﬁ o {b—3
bxa> =24 a=2
a=2
Logo f(x) = 3 X 2%, portanto o grafico de f interseta o eixo Oy no ponto de coordenadas
(0,3).

Por fim, serd explicado como se resolve equagdes exponenciais no conjunto dos niUmeros racionais,

. . . 1
através de dois exemplos resolvidos no quadro: 25% = —

— e 5X¥*1 _ 52X — (. Posteriormente, e

no caso de ndo haver duvidas, sera proposta a resolucdo do seguinte exercicio:
Exercicio 3:
Resolve em Q, as seguintes equacgdes:

a) 4% 1=16

x—1
JONEESS

c) 2x35% —4x33% =¢6x3%
Proposta de resolucdo:

a) 4 1=1604" 1= o2 -1=2ex=> c.s:{%}

b) (l)x_l = 3-2x% oy g=x+1 = 23-2x% oy p=3x+3 — 93-2x% oy 3, 4 3 =73 _
8

2 _ — — 3 3
2x° & x( 3+2x)—0(=>x-0Vx—2 C.S—{z}
) 2x3% —4x3%=6x3"=22x3%—4x3%_6x3*=0

S 2y° —4y3 —6y =00 yRy*—4y2-6)=0y=0vy*—2y%2 -3
y=x

=0
& 3¥=0vy=—3vy=V3o3*=—3v3*={3o3*ox=1

Impossivel Impossivel 2
1
c.s={—}
2
A terminar a aula, sera questionado se hd duvidas e é indicado o trabalho de casa.

Nota: As propriedades e os enunciados dos exercicios serdo apresentados no PowerPoint

desenvolvido.
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Observagdes/Aprendizagem complementar
e Espera-se que os alunos participem na aula, contudo prevé-se a necessidade de incentivar

a que haja participacao, dado ser uma turma menos participativa;

e Relativamente a calculadora, espera-se que os alunos tenham facilidade de a manipular nas
condi¢des em que é necessaria;

e No caso de ndo ser possivel concluir a resolucao do exercicio 3, este serd enviado também
para trabalho de casa;

e Prevé-se algumas dificuldades a resolver o exercicio 3 alinea c).

Trabalho auténomo (TPC)
Exercicio 23 e 25 da pagina 145 do manual.
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Anexo C — Planificagéo das aulas de 8 de margo, 12.° ano

Escola
Plano de aula de Matematica A

12.°__—08/03/2023 — 90min

Capitulo: Calculo combinatdrio

Sumario: Recursos Disponiveis:
Correcao do trabalho de casa. Manual;
Distributividade do produto cartesiano relativamente a uniso. Tarefa de exploragdo;
. . . . . 1 baralho de cartas por carteira,
Cardinal de um conjunto, conjuntos equipotentes e disjuntos e
pelo menos.
cardinal do produto cartesiano: realizacao de uma tarefa de
exploracao.
OBJETIVOS ACOES A DESENVOLVER COM OS ALUNOS
Promover o trabalho em grupo; Participagao ativa dos alunos quando

solicitada e por iniciativa prépria.
Desenvolver a capacidade de concluirem

resultados por iniciativa propria; Resolugao da tarefa com o colega de carteira.

Reconhecer as propriedades do cardinal de

conjuntos através de uma tarefa de exploracgao.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:
A aula iniciar-se-a com o esclarecimento de duvidas relativamente ao trabalho de casa e, para os
alunos que ndo tenham duvidas, sera colocado no quadro um exercicio extra relativamente ao uso
das propriedades, sendo realizadas apenas as alineas que suscitarem duvidas:
Exercicio 3 (TPC)
Usa as propriedades das operagdes com conjuntos para mostrar que:
31AUBUC=AnBnC
32(ANB)U(ANB) =B
33AUANB)=U
34 AUBUB=AUB

Proposta de resolucdo:

31AUBUC = AnBnC
Leis de De Morgan
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32(AnB)U(AnB) (AUA)nB UnBG)B

(1) Propriedade distributiva da interse¢ao em relagdo a uniao
(2) Propriedade da unido de complementares
(3) Elemento neutro da intersecao

33AU(ANB) —AU(AUB) (AUA)UB()U E(T)U

(1) Leis de De Morgan
(2) Propriedade associativa da unido
(3) Propriedade da unido de complementares

(4) Elemento absorvente da unido

34AUBUB (AnB)uB (AuB)n(BuB) (AuB)nU = AUB
(1) Leis de De Morgan
(2) Propriedade distributiva da unido em relagdo a intersecdo

(3) Propriedade da unido de complementares

(4) Elemento neutro da intersecao

Exercicio (Extra)

Sejam A e B subconjuntos de um universo U. Mostra que:
a) (BnA)U(BUA) =B
b)An(BUA)=ANB
o) An(AnB)=B\A

Proposta de resolucdo:

a) (BnA)u(BUA) (BnA)u(BnA) —Bn(AuA) —BnU(4)B

(1) Leis de De Morgan

(2) Propriedade distributiva da intersecdo em relagdo a unido
(3) Propriedade da unido de complementares

(4) Elemento neutro da intersecao

b)An(BUA)—AU(BUA)—AU(BnA) (AuB)n(AUA) (AuB)n

U

(1) Leis de De Morgan
(2) Leis de De Morgan

(3) Propriedade distributiva da unido em relagdo a intersecao
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(4) Propriedade da unido de complementares
(5) Elemento neutro da intersecao
(6) Leis de De Morgan
c) An(AnB) (T)An(AUB) 5 AnAU@AnB) g)(au(AnB) (T)AnBz
B\A
(1) Leis de De Morgan
(2) Propriedade distributiva da intersegcdo em relagdo a unido
(3) Propriedade da interse¢do de complementares

(4) Elemento neutro da unido

De seguida, serd lecionado a distributividade do produto cartesiano relativamente a unido e, para
tal, serd inicialmente recordado em que consiste o produto cartesiano de dois conjuntos:
Produto cartesianode Ae B: A X B
Sea€A eb€Bentio(a,b) EAXB
Distributividade do produto cartesiano relativamente a unido: Num dado universo, dados
conjuntos 4, B e C, tem-se que:

e (AUB)XC=(MAXC)u(Bx0)

e CX(AUB)=(CxA)U(CXB)
Exemplo:
Sejam A ={a}, B={b,c}eC = {d}

AXC={(a,d)}eBxC={b,d),(c,d)} entdgo(AXxC)U (B xC)={(ad),(bd),(cd)}
(AuB)xC={a,b,c}x{d}={(ad),(bd),(c,d)}

Posteriormente, serd indicado para os alunos resolverem o exercicio 13 da pagina 15 do manual,
volume 1.

Exercicio 13

Sejam A = {a,b},B = {1,2,6} e C = {11}. Representa em extens3o:

13.1AXBeBXA

13.2(AUC)xB

Proposta de resolucao:

13.1A X B ={(a,1),(a,2),(a,6),(b,1),(b,2),(b6)}

BxA={(,a),(1,b),(2,a),(2,b),(6,a),(6,b)}
13.2(AUC) ={a,b,11}
(AuC)xB ={(a1),(a?2),(ab6),(b,1)(b2),(b,6)(11,1),(11,2),(11,6)}
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Posto isto, sera apresentada a no¢do de cardinal de um conjunto e, consequentemente, os conceitos
de conjuntos equipotentes, conjuntos disjuntos, cardinal da unido de conjuntos disjuntos e cardinal
do produto cartesiano de conjuntos finitos. Para tal, serd proposto a realizacdo de uma tarefa de
exploracdo na qual os alunos, através de um baralho de cartas, criam conjuntos, desenvolvem o
conceito de distributividade do produto cartesiano relativamente a unido e trabalham com o
conceito de cardinal, por forma de chegarem as conclusdes pretendidas. Inicialmente, serd analisado
com os alunos os exemplos apresentados na ficha com o objetivo de estes perceberem o intuito da

atividade.

A tarefa sera realizada a pares, com o colega de carteira e, na aula anterior é necessario pedir aos
alunos que tragam um baralho de cartas, pelo menos um por grupo de trabalho. Para a realizacdo
da primeira parte da tarefa serd dado trinta minutos e, posteriormente, serdo discutidas as
resolucées dos alunos, pois é possivel obter inUmeras respostas diferentes. Por fim, a ultima parte
serd realizada com a professora e a participacdo ativa dos alunos. A correcdo sera feita no quadro
pela professora.

Segue-se o enunciado da tarefa, com a proposta de resolucdo a azul:

Tarefa de Exploragao: #Cartas

8 margco 2023 -122

Exemplo 1: Seja A o conjunto das cartas dos nimeros pares até ao nimero 10 (inclusive) do naipe

de espadas. Tem-se que

— —_

! o ‘a o) o o 8
e o
i |e e e ¥ v

— _—

O conjunto A tem cinco elementos, diz-se que o cardinal do conjunto A é cinco:

#A =5

~

I

\
< ¢ D
Lol i 2

Defini¢do: Ao nimero (natural) de elementos de um conjunto A chama-se cardinal de 4 e

simboliza-se por #A.

Exemplo 2: Sejam B = {2,4,6,8,10} e C = {espadas}, entdo o produto cartesiano de B e
C corresponde o conjunto A:

B x C = {(2,espadas), (4, espadas), (6, espadas), (8, espadas), (10, espadas)} = A
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Parte |

Responde a cada uma das seguintes questdes:

1. Através do teu baralho de cartas, cria dois conjuntos A e B, tais que

e Exista uma bijecdo de A sobre B;

e O produto cartesiano de A X B corresponda a um conjunto formado por cartas;

e (Cada conjunto tenha, no maximo, quatro elementos.

A

a)

b)

|

» Copas

O que concluis do cardinal do conjunto A e do conjunto B?

#A =#B =2

» Espadas

Representa em extensdo e através das cartas o produto cartesiano de 4 e B.

A X B ={(2,copas), (2,espadas), (7 copas), (7,espadas)}

AXB=_]

—

2 @

&

2

C

c)

S

v

v

C

(o @
AL
KK

o &
o%e
\d

#(AXB)=4=#AX#B

O que concluis do cardinal do conjunto formado pelo produto cartesiano de A e B?

2. Considera dois conjuntos C e D, tais que C N D = @. Através do teu baralho de cartas,

desenvolve os conjuntos C e D e conclui acerca do cardinal da unido de C e D.

o

o of 3o 3o
o o 230 3o

(=25

#(CUD)=3=#C+#D

— (0N

B

K
i

f-" ‘ 'rﬁ

s

e
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Parte ll
Conclusdes — Cardinal de conjuntos
Dados dois conjuntos A e B, #4 = #B se e s0 se existir uma bije¢ao de A sobre B.
Identificamos os conjuntos, nesse caso, como equipotentes.
Dados dois conjuntos A e B taisque AN B = @,
#(AUB) = #A + #B
O cardinal da unido de conjuntos disjuntos é a soma dos cardinais dos conjuntos.
Sejam A e B dois conjuntos, #(A X B) = #A X #B
O Uumero de elementos do produto cartesiano de A por B é #4 X #B.
#(AXB X (C)=#AX#B X #C, entdo
#(A] X Ay X . X Ap) = #A, X #A, X . X #A,

A terminar a aula, a professora indicard exercicios que os alunos devem resolver e o trabalho de

Ccasa.

Exercicios para trabalho auténomo:

e Pagina 15 exercicios 7, 8,9, 10, 11 e 12;

e Pagina 44 exercicio 1.

Observagdes/Aprendizagem complementar

Prevé-se que haja duvidas no trabalho de casa, pois os alunos na ultima aula tiveram diversas
davidas.

Espera-se a necessidade de realizar a alinea c) do exercicio extra pois poderdo ter duvidas a
concluirem que A N B = B\A.

Prevé-se que seja necessario explicar algumas vezes o intuito da tarefa, dado ser uma
atividade fora da zona de confronto dos alunos e no qual estes se possam sentir
desconfortdveis.

A professora circulara pela sala por forma a auxiliar cada par de trabalho ao longo da
realizacdo da tarefa.

A duracdo de realizacdo da tarefa podera ser excedida, dependendo das duvidas que serdo

suscitadas em torno desta.

Trabalho auténomo (TPC)

Pagina 13 exercicio 4 e pagina 19 exercicio 14 do manual, volume 1.
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Anexo D — Planificagéo das aulas de 22 de margo, 12.° ano

Escola
Plano de aula de Matematica A

12.°__—22/03/2023 — 90min

Capitulo: Calculo combinatdrio
Sumario: Recursos Disponiveis:

Combinagdes. PowerPoint;

Realizagdo de uma atividade sobre combinag¢des e arranjos sem Cartas — Atividade;

Calculadora gréfica.

repeticao.
ACOES A DESENVOLVER COM 0S
OBIJETIVOS ALUNOS
Promover o trabalho em grupo; Participagao ativa dos alunos quando

solicitada e por iniciativa prépria;

Reconhecer a distingdo entre combinagdo e arranjos;

Promover a articulagao entre as diferentes Discussdao com o grupo de trabalho e
apresentagdes de uma combinagdo e de um arranjo sem | com toda a turma relativamente a

repeticao. atividade.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:

A aula iniciar-se-a através de uma breve revisdo relativamente a matéria lecionada nas aulas
anteriores: permutagdes e arranjos com e sem repeticdo. Para tal, comegar-se-a a rever o conceito
de permutacdo e, de seguida, a criagdo de uma tabela que serd concluida no final da aula:

n=nxMnmh-1)xmM-2)..x2x1

Repeticao Ordem
Arranjos com repeticao "A’p nP Sim Sim
n!
Arranjos sem repeticao "Ap _— Nao Sim
(n—p)!
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Posteriormente, serd explicado o conceito de combinagGes, comecando por questionar os alunos do
seguinte problema:
Exemplo
A Margarida pretende comer uma taca de gelado com trés sabores diferentes. Em sua casa
tinha gelado de morango, de baunilha, de chocolate, de nata e de limao.

a) Quantas maneiras diferentes tem a Margarida para conjugar os gelados?

Espera-se que haja alunos a resolverem o problema através de arranjos e também elaborando um
esquema de forma a obter os conjuntos possiveis de trés gelados. A professora ird questionar como
os alunos resolveram o problema e, caso haja alunos a resolverem-no através de arranjos sem
repeticao, a professora colocard o valor do arranjo obtido, que a partida sera o arranjo 5A3 =60.A
partir desse momento, serd registado no quadro todas as conjunc¢des de trés sabores de gelados

possiveis e, concluir-se-a que, através dos arranjos sem repeticdo estdo a contabilizar-se conjuntos

5!
21 _ 5! 5!

_ - Sc
31 7 3121 T 31(5-3)! 3

. , 60
de gelado repetidos. Desta forma, a resposta ao problema é P 10 =

De seguida, explicar-se-a o conceito de combinacdes, apresentar-se-a mais uma alinea do exemplo

anterior e, por fim, serd proposto a realizacdo de um exercicio de forma auténoma:

Defini¢do: Dado um conjunto de n € N elementos, o nimero de subconjuntos com p elementos
(0 < p < n) designa-se por combinagdes de n elementos p a p e representa-se por " D (;) ou

Cp, tal que:
n!
Pop! p! p!(n —p)!

Exemplo - continuagao
A Margarida pretende comer uma taga de gelado com trés sabores diferentes. Em sua casa
tinha gelado de morango, de baunilha, de chocolate, de nata e de limao.
a) Quantas maneiras diferentes tem a Margarida para conjugar os gelados?
b) Quantas maneiras diferentes tem a Margarida para conjugar os gelados, sabendo
que vai comer o gelado de chocolate?

Proposta de resolucdo:

b) *C,=— =56

21x2!
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Exercicio 1
Um clube de teatro de uma escola é constituido por 6 raparigas e 4 rapazes. Para uma
atuacdo é necessario selecionar quatro alunos para formar uma coreografia.
De guantas maneiras se pode selecionar os alunos se:
a) nao houver qualquer restricao?
b) o grupo for formado sé por raparigas?
c) o grupo for formado por trés rapazes e uma rapariga?

Proposta de resolucdo:

10! 10X8X9%X7

a) %, = = =210
4!%x6! 4X3X2
6!

b) °c, = =15

) 47 4ix2

Q) *Csx 6C1::—ix:—i:4x6:24

De seguida, sera realizada uma atividade que pretende que os alunos se consciencializem, mais uma
vez, da distincdo entre combinacdo e arranjos sem repeticdo. Assim, a turma sera dividida em grupos
de trabalho de dois elementos e dado que sdo numero impar, existird um trio. O par de trabalho serd
o colega de carteira e para cada grupo serdo entregues trés cartas que corresponderdo a respostas
de perguntas que serdo feitas.

As cartas entregues a cada grupo sera uma do tipo a), outra do tipo b) e, por fim, um ndmero natural
(resultado da questdo), tipo c), por forma a que haja igualdade em todos os pares:

a) "Cpyou "4,

) n! ou n!
p!(n-p)! ~~ (n—p)!

¢) Resultado
Para além da diferenca entre combinacdo/arranjo, esta atividade pretende promover a articulacdo
entre a representa¢do da combinagdo/arranjo e a sua respetiva férmula. Relativamente a carta com
o numero natural, cada par tera sempre de perceber se perante a pergunta efetuada, essa carta pode
ou ndo responder a questdo. Assim, a cada pergunta estdo associadas trés cartas, pois todas elas

representam uma resposta ao problema proposto.

Para a realizacdo da atividade, os alunos ndo terdo acesso a calculadora grafica, possibilitando o
desenvolvimento e melhoramento do calculo mental dos alunos que, em muitos casos, é reduzido.
A atividade decorrera de forma dinamica e, apds se questionar sobre cada problema apresentado,
serdao dados alguns minutos para que cada grupo analise as cartas que tem na mdo. Apds esse tempo,

serd pedido aos alunos que consideram que tém cartas que respondem as perguntas que se dirijam
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para a frente da sala para que em conjunto discutam o seu ponto de vista, tanto com os colegas como

com a professora.

Dado serem 23 alunos, existem 11 grupos de trabalho o que implica a existéncia de 11 questdes. As

perguntas planeadas visam promover o conhecimento de diversas situacées em que é abordado

combinag¢des ou arranjos e estas serao projetadas através do PowerPoint realizado para a aula.

Segue-se abaixo as questdes a serem perguntadas aos alunos:

Questoes

1.

10.

A Inés foi a Feira do Livro e o dinheiro que levou so Ihe permite comprar dois dos seis livros
gue gostou. De quantas maneiras pode a Inés escolher os livros que vai comprar?

De um saco com um conjunto de cinco bolas, numeradas de 1 a 5, pretende-se retirar duas
bolas uma a seguir a outra e sem reposi¢cdo. Quantas sequéncias diferentes sdo possiveis
formar?

De um saco com um conjunto de cinco bolas, numeradas de 1 a 5, pretende-se retirar,
simultaneamente, duas bolas. Quantos conjuntos é possivel formar sabendo que ndo ha
qualquer restricdo?

No passado dia 14 de margo, apenas seis alunos do 12.2 ano terminaram o desafio
MensalMat da escola Daniel Sampaio. De quantas maneiras diferentes podem ser
distribuidas os dois primeiros lugares entre os que terminaram o desafio?

De um baralho de cartas, pretende-se formar uma sequéncia com dois reis. Como ha quatro
reis num baralho, quantas sequéncias sao possiveis formar?

O Miguel tem oito berlindes todos diferentes e prometeu dar dois a sua irma. Quantos
conjuntos diferentes de dois berlindes pode o Miguel dar a irma?

Para uma um concurso de fotografias, pretendeu-se escolher dois dos oito candidatos para
tirar uma fotografia. De quantas maneiras diferentes se podem dispor na fotografia?

A mae do Afonso preparou um saco com quatro sandes diferentes para ele comer na escola.
De quantos modos diferentes pode o Afonso tirar, simultaneamente, duas sandes do saco?
Considera, num plano, uma circunferéncia no qual estdo marcados 4 pontos. Quantos
tridngulos é possivel formar com esses pontos?

Um grupo de quatro amigos pretendeu formar uma comissdo com trés elementos. De
guantas maneiras é possivel formar a comissdo, sabendo que tem de haver um presidente,

um vice-presidente e um tesoureiro?
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11. Um grupo de cinco amigos pretendeu formar uma comissdo com quatro elementos. De
guantas maneiras é possivel formar a comissdo, sabendo que nao ha qualquer distingao de

cargos?

Dado que cada grupo de trabalho tera trés cartas, na tabela abaixo encontra-se as respostas a cada
uma das questdes e a distribuigdo de cartas por grupo de trabalho (uma cor por grupo). O grupo de
trés alunos ficara com a cor-,pois apresenta resultados finais maiores. A restante distribuicdo

por grupo é feita de forma aleatoria.

n! n!

Questdo "Cpou "A, Resultado

p!(n-p)! ou (n—p)!

10.

11.

Quando terminar a atividade, sera refor¢ada a distingdo entre arranjo e combinagao utilizando como
exemplo as perguntas 10 e 11. Em anexo encontra-se um exemplar de como serdo as cartas

entregues aos alunos.
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Ap0s a realizacdo desta atividade, com duracdo prevista de 40/45 minutos, serd concluida a tabela

realizada no inicio da aula com a ajuda dos alunos:

Repeticao Ordem

Arranjos com repeticao "A'p nP Sim Sim
n!

Arranjos sem repeticao "Ap —_— Ndo Sim

(n—p)!

n!

Combinagdes "C, - N3o Nido

p! (n—p)!

A terminar a aula, a professora explicard como se obtém o valor da combinagdo de n elementosp a
p através da calculadora grafica, auxiliando os alunos que a solicitarem. Por fim, sera informado do
trabalho de casa para a préxima aula e da ficha de trabalho que sera disponibilizada no Classroom

sobre combinagdes, arranjos e permutacdes para trabalho auténomo.

Observacdes/Aprendizagem complementar
e Prevé-se que os alunos sintam alguma dificuldade a interpretar o conceito de combinacao,

pois estes ja apreenderam, anteriormente, diversos conceitos que podem induzir em erro;

e Os exemplos e exercicios resolvidos antes da atividade permitem os alunos perceberem o
conceito de combinagdo e também de resolverem problemas sem recurso a calculadora
grafica, utilizando apenas a férmula de combinag¢do, sendo este um processo importante
para a atividade realizada de seguida;

e Pretende-se que os alunos realizem as contas mentalmente, recordando todos os conceitos
ja lecionados e desenvolvendo o conceito dado. Para tal, devem manter-se no quadro as
férmulas de permutacgdo, arranjos sem repeti¢cao e combinagdes.

e A atividade a ser realizada, para além de consolidacdo de conceitos matematicos,
proporciona os alunos a sairem da zona de confronto ao terem de se dirigir para a frente da
sala, o que poderd ser um momento de apreensdo por parte dos alunos. Contudo, é
necessario que sejam confrontados com este tipo de iniciativas por forma a ganharem

autoconfianga tanto do seu conhecimento como neles préprios.

Trabalho auténomo (TPC)
Pagina 27 exercicios 43, 44 e 45 do manual, volume 1.
Para trabalho auténomo, foi realizado uma ficha de trabalho com exercicios sobre arranjos
e combinagdes.
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Anexo E — Planificagéo das aulas de 6 de dezembro, 8.° ano

Escola -
Plano de aula de Matematica

8.°__—06/12/2022 — 90min

Capitulo: Niumeros e operagoes.
Sumario: Recursos Disponiveis:

Correcao do trabalho de casa. Manual.

Tarefa sobre operacdes com raizes quadradas (revis3o) e Ficha de trabalho -Tarefa.

simplificacdo das mesmas.

ACOES A DESENVOLVER COM 0S
ALUNOS
Consolidar as operagdes com raizes quadradas. Participagao ativa dos alunos quando

OBJETIVOS

solicitada e por iniciativa propria.
Desenvolver a capacidade de simplificar nimeros

irracionais. Resolugdo da tarefa proposta.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:
A aula iniciar-se-a pela corre¢do do trabalho de casa, exercicios 20 e 21 da pagina 94, no quadro.

Antes de iniciar a corregao, sera questionado quem fez o trabalho de casa e se houve duvidas,
prosseguindo de seguida a sua corregdo. Serdo feitas questdes aos alunos a partir do lugar, de
forma que estes participem ativamente na aula.

Para o exercicio 20, para além do pedido, serd dada importancia a justificacdao da classificacao

atribuida para cada uma das dizimas.

Exercicio 20

Classifica a dizima que corresponde a cada um dos nimeros seguintes.

— V2 s 10 5 1
5) _) _’ _I __I -5
2 3 8 6 2

Proposta de resolucdo:

/5 Dizima infinita ndo periddica, pois € um ndmero irracional.
g Dizima infinita ndo periddica, pois g =0,7071067811865475 ...

ng'zima infinita ndo periddica, poisg = 1,0471975511965977 ...

10 _, . _ L . ~ . 10 5 5 5x52 125
— Dizima finita, pois é equivalente a uma fragdo decimal — =-= == —= = —.
8 8 4 22 22x52 100
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—% Dizima infinita periodica, pois —g =0,833333... = 0,8(3).

1 . - . . - . 1 1X5 5
—-3 Dizima finita, pois é equivalente a uma fra¢do decimal 3T e T 1o

Antes da correcdo do exercicio 21, sera feita uma revisao relativamente ao conjunto dos nimeros

reais, no quadro.

Exercicio. 21

4 9

. . . ’ . 3
Considera o seguinte conjunto dos numeros reais: {—\/7,\/§, V4 — S

£ 2.1)
21.1 Dos niumeros que compdem o conjunto, indica:

a) os numeros naturais;

b) os nimeros inteiros;

c) os nUmeros racionais fraciondrios;

d) os ndmeros irracionais.

21.2 Escreve o conjunto de nimeros por ordem crescente.

Proposta de resolucdo:

21.1a) 1,\/Ze§;b)—2,1,\/1eg;c)—%,geg;d) —/2e+3

21.2 {_ZJ_%I_ﬁI 1;%;@;%;@;%}

Apds a realizagdo da corregao do trabalho de casa, seguir-se-a para o segundo momento da aula,
a resolugdo da tarefa sobre operagdes e simplificagdo com raizes quadradas. Sera entregue um
enunciado por aluno e, antes de se dar inicio a resolugdo, sera feito no quadro uma revisdo

relativamente ao indice, radical e radicando.

A resolucdo desta ficha sera feita em conjunto e tem como objetivo os alunos recordarem-se das
operagOes com raizes (matéria do 7.2 ano). Desta forma, trata-se de uma atividade direcionada
para o objetivo da aula e deve ser guiada pela professora. Ao longo da correcao, a professora deve
resolvé-la no quadro, objetivo por objetivo. Na ficha de trabalho proposta, a simplificacdo de
raizes que ndo sdo quadrados perfeitos (objetivo 5) é o Unico conteldo matematico que ndo é do
conhecimento dos alunos, dado se tratar de nimeros irracionais (8.2 ano). Assim, a resolugédo
desta ficha devera impulsionar a capacidade de os alunos simplificarem raizes quadradas, tendo
em conta cada objetivo da tarefa, como por exemplo, V12 =22 x3 =22 x/3 =23 que

utiliza as propriedades dos objetivos 2 e 3, ja resolvidos.
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Ficha de trabalho, com a resolugao a azul:

g REPUBLICA EraIcacio
PORTUGUESA
Matematica
8.2ano  2022/23
Nome: N2 Turma:
06/12/2022

Ficha de trabalho
Operagoes e simplificagdes com raizes quadradas

Nota: As figuras ndo estdo desenhadas a escala.

V2em
Objetivo 1: Determinar o perimetro do seguinte triangulo. V2em

e Apresenta a férmula do perimetro do triangulo e substitui V3em

pelas medidas dos lados:

P=l+1l+1=vV2+V2++3

o Simplifica a expressao obtida anteriormente:

P=1V2+1V2+1WV3=(1+DV2+ 1W/3=2V2+1V3cm

avc + bvec = (a + b))V, a,b.c>0

Objetivo 2: Determinar a raiz quadrada da area do seguinte quadrado.

2cm
e Apresenta a drea do quadrado na forma de poténcia:
A=1x1=2x2=2%m? 2cm
e Determina a raiz quadrada da poténcia determinada anteriormente:
V22 =2
va X a=+a*=a, a=0
Objetivo 3: Determinar a drea do retangulo apresentado V2 cm

ao lado.

\/gcm

131



e Apresenta a formula da drea de um retangulo e substitui pela medida dos lados do

retangulo apresentado:
A=1x1=v2x6
e Determina a area do retangulo, sabendo que do objetivo 2 sabemos que Va X Va =
Vaxa= \/?, ent3o se tivermos va x Vb é igual a:
A=V2xV6=V2x6=112cm?

VaxVb=+axb, a,b=>0

Objetivo 4: Determinar o quociente da drea do retangulo com a drea do quadrado:

\/Ecm
\/Ecm

V8 cm 2 om

e Determina a drea do retangulo, na forma de raiz quadrada:
A=1x1=v2%xV8=v2x8=116 cm?
e Determina a drea do quadrado, na forma de raiz quadrada:

A=1x1=V2x%xV2=+V2x%x2=+4cm?

. . R . , V16
e O quociente da area do retangulo com a area do quadrado é: Tz

e C(Calcula \/Z
16

e Calcula x — \/Z — 2

Objetivo 5: No objetivo 3 desta aula, a area do retangulo de medidas V6 por v2, é /12 e 12

ndo é um guadrado perfeito, logo V12, como ja sabes, € um nimero irracional. Descobre

como podes simplificar v12.

e Comega por decompor 12 em fatores primos:
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_ W O N
w NN

12 =223

VI2=V22x3 =22 x3 =2V3

Bom trabalho!

Apds a resolucdo da ficha de trabalho apresentada, a professora realizard alguns exemplos

relativamente a simplificacdo de raizes quadradas, de forma a garantir a consolidacdo deste

conteuldo.

Exemplos:
a) V8=v2Zx2=+2Zx+2=2V2
b) V24 =+vV22x2x3=v22xV2x3=2V6
c) V27 =v32x3=+32x+/3=3V3

Por fim, a professora devera perguntar se ha duividas e, caso haja, esclarecé-las, caso contrario,

deve indicar o trabalho de casa e dar a aula como terminada.

Observagdes/Aprendizagem complementar

Espera-se uma elevada participag¢do ao longo da aula, principalmente durante a corre¢ao
do trabalho de casa, dado que ja o terem resolvido.

Prevé-se que alguns alunos ndo se recordem das féormulas das dareas das figuras
apresentadas, contudo ndo devera ser um entrave para a resolucao da tarefa e, desta
forma, recordam conceitos apreendidos em anos anteriores.

Pressup6em-se algumas dificuldades a interpretar a ficha de trabalho, dado os enunciados
serem diferentes do que estdo familiarizados. Esta é uma ficha de trabalho que deve ser
realizada ao mesmo tempo que se acompanha a resolucdo, pois através dela consolida-se
e leciona-se novos conteddos matematicos.

Espera-se que cerca de 2/3 alunos resolvam a ficha autonomamente, pois tém um elevado
desempenho nesta disciplina e, por consequéncia, poderdo termina-la antes de se
finalizar a resolucdo no quadro. Para tal, devem ser chamados a verificar se a resolveram
corretamente e, atribuir os exercicios que serdo para TPC, de forma a ndo desmotivarem

por ja terem terminado e ndo terem nada que fazer.
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Trabalho auténomo (TPC)
Exercicio 8 e 10 da ficha de reforco, da classroom.
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Anexo F — Planificagéo das aulas de 16 de maio, 8.° ano

Escola

Plano de aula de Matematica

8.°__ —16/05/2023 — 90min

Capitulo: Geometria e medida

Sumario: Recursos Disponiveis:
Realizacdo de uma tarefa sobre isometrias. PowerPoint
Tarefa
ACOES A DESENVOLVER COM 0S
OBJETIVOS ALUNOS
Promover o conhecimento da nogao de reflexao Participacdo ativa dos alunos quando
deslizante; solicitada e por iniciativa propria.
Desenvolver a capacidade visual dos alunos para o Resolugdo da tarefa proposta.

tema das isometrias;

Proporcionar o contacto de padrdes e regularidades.

Desenvolvimento da aula/Estratégias:
Nesta aula serd lecionada a isometria reflexdo deslizante através de uma tarefa. Esta encontra-

se dividida em trés partes. A primeira consistird em os alunos aprenderem a isometria referida
acima, através de um movimento que certamente todos o fizeram em pequeno: gatinhar. A
segunda parte relacionard a visita de estudo realizada no dia 26 de abril com as isometrias:
reflexdo axial, translacdo, rotacdo e reflexdo deslizante, em que sdo utilizadas imagens que
foram fotografadas no Museu Nacional do Azulejo. Por fim, serdo elaborados exercicios de

consolidacdo da matéria.

A seguir encontra-se a tarefa que sera executada nesta aula:
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‘¥ REPUBLICA ‘ L.
E; PORTUGUESA | e Matematica
2022/23
Nome : Isometrias
8.2Ano
Ne  Turma: 16/05/ 2023

Pré-requisitos:
e Reflexdo axial
e Translacdo
e Rotacgao
Material:
e Lapis de cor

e Papel A3

Parte |

1. Quando eras mais pequeno/a, antes de andar, certamente comecaste por gatinhar. Com a

ajuda do teu colega de carteira, reproduz o movimento das maos de um bebé, na tua folha

A3. Contorna as tuas maos com os lapis de cor de forma a obteres a deslocacgao.

Na figura que obtiveste anteriormente, que isometria(s) consegues determinar? Representa-

2.

a(s) na figura.
3.
Parte ll:

No passado dia 26 de abril visitaste o Museu Nacional do Azulejo, onde tiveste a oportunidade

de ficar a conhecer tanto a histdria desta peca de ceramica, como de observar diversos azulejos.

A isometria que estd representada no movimento de um bebé a gatinhar denomina-se por
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1. Os azulejos que se encontram abaixo foram alguns dos que viste na passada visita de

estudo. Para cada um deles, tenta descobrir que isometria(s) estdo presentes.

2. Tal como fizeste no Museu Nacional do Azulejo, recria o teu préprio azulejo através da faixa
de quadrados. Num azulejo é bastante vulgar verificar-se a existéncia de padrdes e

regularidades. Para tal deves utilizar a isometria que aprendeste: reflexao deslizante.
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Parte lll: Exercicios de consolidacao

1. Na figura estd representada uma grelha quadriculada na qual foi desenhado um triangulo,

uma reta r e um vetor i com a mesma dire¢do da referida reta.

- 1 .
| |

//

| | i
| | ‘V |

111

|
I

a) Desenha a imagem do tridngulo pela reflex3o deslizante de eixo r e vetor 1, na figura acima.

b) Desenha a imagem do tridngulo pela reflexdo deslizante de eixo r e vetor ¥, sendo ¥ um vetor

colinear a U de sentido oposto e com metade do seu comprimento.

2. Observa a figura abaixo, na qual estdo representados triangulos 1
r

equilateros, duas retas r e s, paralelas entre si, e quatro vetores 2

-

- > —
u,v,we Z.

O triangulo 2 é o transformado do tridngulo 1 por uma:

(A) reflexdo deslizante de eixo 7 e vetor i
(C) reflexdo deslizante de eixo r e vetor ¥

O triangulo 4 é aimagem do triangulo 1 por uma:
(A) reflex3o deslizante de eixo r e vetor —v
(C) reflexdo deslizante de eixo r e vetor ¥

S

/N

(B) translagdo de vetor U
(D) translag3o de vetor v

(B) translacdo de vetor—v
(D) translag3o de vetor v
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O triangulo 2 é aimagem do tridngulo 3 por uma:
(A) reflexdo deslizante de eixo s e vetor W (B) translag¢do de vetor w
(C) reflexdo deslizante de eixo s e vetor —w (D) translac3o de vetor —w

3. Nafigura abaixo esta representada uma grelha quadriculada em que foram desenhados dois

triangulos I e I1, cujos vértices sdo pontos da referida grelha.
, R - T

Desenha uma reta s e um vetor i , de modo que o tridngulo II seja imagem do tridngulo I por

uma reflexdo deslizante de eixo s e vetor .

4. Na figura que se segue encontram-se situagbes, A,B,C e D. Em cada uma delas sdo
apresentados dois tridngulos geometricamente iguais, I e 11, de tal forma que o tridangulo

I1 é o transformado do triangulo I por uma isometria.

A T e T e HEC
i i i Gl | T \ A
/ il ) \ / \
! AillT
; yﬂ / 1 \
| [ T
Identifica a isometria associada a casa situagdo:
A- B- C- D-

Para a corregdo da tarefa preparada, serd projetado um PowerPoint, ndo estando desta forma a
resolucdo da tarefa neste documento. O PowerPoint apresentard também um suporte tedrico
sobre o conceito de reflexdo deslizante. Apds o desenho da desloca¢do das maos de um bebé, a

professora auxiliard os alunos quanto as isometrias presentes nesse movimento, chegando por

fim a nogdo de reflexdo deslizante.

Definigdo: Uma reflexdo deslizante de eixo 7 e vetor ¥ é a composta de uma translagdo T com

uma reflexdo R,..
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Exemplo: A imagem do triangulo [ABC] por uma reflexao deslizante

associada a reta r e ao vetor ¥ é o tridngulo [A”B”’C"]. g & e

De seguida e através do PowerPoint, serd apresentada a sua definicdo e exemplo de aplicacao,
explicando que esta é também uma isometria. Por fim, a professora mostrara um video do canal
de Youtube “Isto é Matematica” intitulado “Se tem o vicio de procurar padrdes, este video é
para si.” que elucida de forma simples e realista a aplica¢cdo de isometrias.

Apds este momento, a professora pedira aos alunos para realizarem a parte Il da tarefa. Esta
segunda parte pretende relacionar-se com o projeto interdisciplinar sobre padrdes e
regularidades, no qual a turma estd inserida, com a visita de estudo e a disciplina de matematica.
Por fim, a parte trés permite que os alunos apliquem a matéria lecionada em exercicios, por
forma a consolidarem o que foi dado. Para a aula espera-se que sé seja possivel resolver os
exercicios um e dois.

Observacdes/Aprendizagem complementar

e Espera-se uma elevada participacdo ao longo da aula que por vezes se podera tornar
incomodativa para o procedimento da mesma. Para tal, a professora devera chamar os
alunos a atencdo por forma a manter um ambiente de trabalho harmonioso.

e Prevé-se que os alunos gostem da tarefa planeada, dado ser uma atividade dinamica e
fora do comum.

e Quanto a elaboragdo da faixa de azulejos, espera-se que professora tenha de apressar
os alunos, por forma que seja possivel concluir a planifica¢do da aula, pois podem ficar
demasiado tempo a pintar, tendo planeado cerca de 15 minutos para a sua realizagdo.

e Porfim, os restantes exercicios da parte lll que ndo forem possiveis realizar, ficardo para
trabalho de casa. Caso haja a possibilidade de serem todos resolvidos, os alunos deverdo

realizar em casa o exercicio 10 da pagina 135 do manual adotado

Trabalho auténomo (TPC)
Exercicios 3 e 4 da tarefa, em caso de serem resolvidos em aula, exercicio 10 da pagina 135.
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Anexo G — "MensalMat" janeiro

‘MensalMat

Challenge 1 - Janeiro

Coloca os numeros de 1 a 9 nos
circulos, de modo que a soma de cada
lado do triangulo seja igual.

Devem entregar a resolucdo ao vosso professor de matematica,
indicando o nome e a turma, até dia 6 de fevereiro.
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Anexo H — "MensalMat" marco

MensalMat
Challenge 3 - Marco

De dois conjuntos de bolas, um com 4 bolas e
outro com 5 bolas, sabe-se que uma das bolas
€ mais pesada do que as restantes 8 bolas.

! = P Utilizando apenas uma
) \ A N balanca, quantas pesagens,
Numa festa, cada convidado A no minimo, tens que fazer
cumprimentou todas as para garantires que encontras
pessoas. No total existiram 21 a bola mais pesada?

apertos de mao. Quantas
pessoas estavam na festa? Explica o teu raciocinio.

Nota: E necessario realizar mais do que uma pesagem.

Devem entregar a resolugdo ao vosso professor de matemadtica, Devem entregar a resolucdo ao vosso professor de matematica,
indicando o nome e a turma, até dia 31 de margo. indicando o nome e a turma, até dia 31 de marco.

MensalMat
Challenge 3 - Margo

Challenge 3.3 - Secundario
36 bolas 36 bolas

A seguir ao 1 e ao 36, qual é o nimero
que pode ser representado por um

quadrado e um triangulo?
Q) y p

Devem entregar a resolucao ao vosso professor de matematica,
indicando 0 nome e a turma, até dia 31 de margo.
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Anexo | — Guido entrevistas

Entrevista inicial (7 voluntarios)

1. O que te fez voluntariar para participares neste projeto?

2. No tema das funcbes derivadas, como decides adotar por uma abordagem
grafica ou por uma abordagem algébrica, por exemplo para estudar a monotonia

de uma fungao?

3. O que pensas de cada uma das representagdes para definir uma fungdo?
Entrevista (3 alunos participantes)

Porque adotaste uma abordagem mais/menos analitica/ grafica?
Sabias por onde comegar?

Porque vais fazer esse ajuste na janela de visualizagdo?

Porque resolveste o exercicio dessa maneira?

O que achaste deste exercicio? E porqué?

I A T o

Porque recorreste a expressdo da primeira/segunda derivada para resolver

0 exercicio?
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Anexo J — Autorizacdo de participacao

Autorizacao de participacao no projeto de
investigacao

Eu, , Encarregado

de Educagdo do(a) aluno(a) , n.2 , da

turma 12.2 D, tomei conhecimento da realizacdo do projeto de investigacdo no ambito
do Mestrado em Ensino de Matematica no 3.2 Ciclo do Ensino Basico e no Secundario,
da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa, e autorizo a
participacdo do meu educando no referido projeto.

Autorizo a recolha de informacdo dudio e o seu uso para efeitos de investigacao,
salvaguardando o respetivo anonimato do meu educando, aquando da realizacdo de

entrevistas e tarefas no ambito deste projeto de investigacao.

(Encarregado de Educacdo)

NOVA SCHOOL OF
SCIENCE & TECHNOLOGY
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Anexo K — Informacgdes

Projeto de Investigacao

Informacgoes

e Para arealizagdo da seguinte tarefa, utiliza os conceitos que adquiriste no tema
das funcdes derivadas;

e A utilizagdo ou nao da calculadora gréfica fica ao teu critério, contudo nas
perguntas em que é indicado a sua utilizacdo é de uso obrigatdrio;

e (Quando pretendes utilizar a calculadora deves iniciar cada exercicio numa nova
pagina;

e Sempre que recorreres a calculadora gréfica deves indicar o que observas,
desenhando, por exemplo, um esboco do grafico que visualizas;

e Para o caso de procederes a arredondamentos, arredonda as centésimas.
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EEPLIBLICA )
@ PORTUGUESA | ™
Anexo L — Tarefa 1

Tarefa 1 - Projeto de Investigacido

1. Seja f uma fungdo real de varidvel real, continua em

R, definida por

1
f(x)=§x3+x2—3x+1

Na Figura ao lado encontra-se representado o grafico

da sua derivada.

Estuda a fungdo f quanto a existéncia de extremos.

2. Seja h uma fungdo definida, em ]0, [, por h(x) = x + cos (2x).

Estuda a fungdo h quanto a monotonia e determina o(s) extremo(s), caso exista(m).

3. Considera uma fungdo real de varidvel real, f, de
dominio R.
Sabe-se que:
e f/3)=0;
e f’encontra-se representado na Figura ao lado;

o f’(x)=2x-—6.

Em qual das seguintes representagdes se encontra

representado o grafico da fungdo f? Justifica a tua resposta.
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(A) (B)

(C) (D)
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
1 0 1 2 3 4 5 1 0 1 2 3 4 5 6
-1 -1
2 -2
-3 -3
—4 -4
_5 -5

4. Seja g uma funcio real de variavel real definida por g(x) = x? — 15x + 6.
Com exclusivo a calculadora grafica, estuda a fungdo g quanto a monotonia e sentido
das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de extremos e pontos de

inflex3o.
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REPFUIBLICA —
PORTUGUESA -

Anexo M — Tarefa 2

Tarefa 2 - Projeto de Investigacdo

1. Seja f uma fung¢do de dominio [0, r]. Sabe-se que a sua fung¢do derivada é dada por
f'(x) = —2cos(x) — 1
Sabe-se que f(0) = 0 Que valor pode tomar f (g)?
Justifica a tua resposta.

(A)2+§ (B)2—§ (C)—2—§ (D)0

2. Considera a fungdo f real de varidvel real, de dominio R\{1}, definida por

4—-2x

Fo) =22

Estuda a fungdo f quanto a monotonia e sentido das concavidades do seu grafico e

determina o(s) extremo(s).

Nota: x = 4 é o Unico ponto de inflexado.

3. De uma certa fungdo g, continua em R, R

obteve-se com a calculadora, na janela de

visualizagdo standard [—10,10] x 1

Dy X

[—6,67; 6,67], o grafico apresentado na

Figura ao lado.

“6.67

Relativamente a monotonia da fun¢do g,
apenas se sabe que a funcdo tem um maximo em x = —2 e é crescente em
=5+,
a) Através da Figura acima, consegues descrever a monotonia e os extremos da
funcdo? Justifica.
Consideras necessario realizar algum ajuste na janela de visualizacdo da

calculadora gréfica? Se sim, indica que ajuste realizavas.

148



b) Considera g(x) = 3x3 + 10x? + 4x + 3 a funcdo representada na Figura

anterior.

Caso tenhas considerado na alinea a), realiza o ajuste na janela de
visualizagdo e, de seguida, analisa a conclusdo que efetuaste relativamente
ao estudo da monotonia e existéncia de extremos. Altera, caso necessario, a

conclusdo que retiraste.

Por fim, o que concluis do sinal e dos zeros da fun¢do da primeira derivada

de g?

Utiliza a calculadora grafica para responderes a esta questao.
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REPFUIBLICA —
PORTUGUESA -

Anexo N — Tarefa 3

Tarefa 3 - Projeto de Investigacdo

1. Seja f uma fungdo real de variavel real, continua no seu dominio, definida por:

x>+ 2x+1
x2

f&) =

Na Figura abaixo encontra-se representado o gréfico da segunda derivada de f, com

apenas um zero.

65 6 55 5 45 4 35 -3 25 =2 -15 -1 05 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 B 85

Estuda a fung¢do f quanto a existéncia de pontos de inflexao.

2. Considera a funcdo h real de variavel real, de dominio R, definida por
h(x) =x3—x2—-x-13
Estuda a fungdo h quanto a monotonia e determina o(s) extremo(s) de h, caso

exista(m).

3. Seja f uma fungdo polinomial, continua no seu dominio. Sabe-se que:
e Afungdo f tem um maximo igual a 2;

e Afungdo f tem um minimo igual a —2;
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. F(-V3)=0, =0 ¢ f(3)=0;
e A suafuncdo derivada é definida por f'(x) = 3x% — 3;

e Avariacdo da segunda derivada de f é representada na tabela abaixo:

X —00 0 00

=1 o | +

Esboga o grafico da fungdo f.

Considera a fungdo trigonométrica g definida por g(x) = 15 + 2sin(x + 1), no
intervalo ]O, 7?”[
Com recurso a calculadora grafica, estuda a fungdo g quanto a monotonia e sentido

das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de extremos e pontos de

inflexdo.
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