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Resumen
En la presente ponencia se realiza un enfoque sencillo e introductorio de la aplicacion de los métodos
probabilisticos Nivel 1l y Il en ingenieria Maritima. Se trata intencionadamente el problema bivariado
por su sencilléz pedagdgica e interpretacion grdfica del problema.
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1. Introduccion

En el afio 2001, Puertos del Estado (www.puertos.es) publicé la ROM 0.0 “Criterios Generales y Bases de Calculo”. Este
documento incluye los métodos probabilisticos de Nivel II y III en la verificacion de los modos de fallo de las obras
maritimas y portuarias. Este cambio normativo en Espafia se sitia muy en la linea de los Eurocodigos (Eurocodigo 0.
Bases de Proyecto).

Desde ese momento, las obras maritimas con indices ISA (Indice de repercusién social y ambiental) e IRE (indice de
repercusion econoémica) altos, deben ser comprobadas mediante la aplicacion de métodos probabilisticos,
conceptualmente muy diferentes a los denominados como métodos de Nivel I. Esto supone para el sector un choque
frontal con la costrumbre y el “espacio de confort” de los métodos de calculo y diseflo deterministas o semiprobabilisticos
(Métodos de Nivel I).

La generalizacion de los métodos deterministas o de calculo en Nivel I, con empleo de coeficientes de seguridad parciales
o globales (empleado en normativas como: EHE, EAE, CTE, ...etc.), esconde el significado real del coeficiente de
seguridad y su intima relacion, aunque no explicita, con el concepto de probabilidad de fallo, base de los calculos
probabilistas del programa ROM.

Han pasado ya casi dos décadas desde la aparicion de la ROM 0.0 y seguimos encontrandonos al sector de la ingenieria
civil con una importante laguna formativa en la aplicacién de métodos probabilistas de disefio y en teoria estadistica y
probabilidad, en general.

Observamos en nuestras aulas en la universidad el “terror” de los alumnos cuando se enfrentan con temas de probabilidad
e inferencia estadistica, en materias tan importantes para el ingeniero civil como la hidrologia o el calculo estructural. A
ello se une la dificultad inherente de las disciplinas matematico-estadisticas, el calculo probabilistico y las lagunas
formativas de los ingenieros civiles en general en estas materias. Desde la Universidad estamos logrando introducir muy
poco a poco los métodos probabilisticos en el disefio ingenieril, aunque para una implantacion completa y efectiva hace
falta un relevo generacional en nuestras escuelas, en el que nos incluimos.

No obstante, hemos comprobado que la docencia de esta materia de forma rigurosa pero desenfadada y clarificandola
con la interpretacion grdfica del problema en modelos probabilisticos bivariados es, por propia experiencia docente, una
solida base para inducir el cambio de mentalidad.

Cuando un alumno observa graficamente la forma de la campana gaussiana en 3D y el corte de la misma con la superficie
de fallo Z = g(X,, X»), asume y asienta rapidamente los conceptos de probabilidad de fallo, punto de disefio, correlacion
de variables, transformacion de variables aleatorias, etc. Ademas visualiza y comprende un concepto de vital importancia:
la conveniencia de linealizar la funcion de fallo para la aplicacion del Nivel II (desarrollos en serie de Taylor de primer
orden,...etc.).

Una vez que se ha logrado visualizar un problema, en si muy arido, es suficiente el conocimiento de algun lenguaje de
programacion (MATLAB, EXCEL, C++, FORTRAN, PYTHON, etc.) que permita crear codigos sencillos y flexibles
que sistematicen el calculo para su aplicacion directa al ejercicio real de la Ingenieria maritima.
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1. Elproblema de laguna formativa del sector

La aplicacion de métodos probabilistas en ingenieria no es algo nuevo. Ya en la década de los 70, los profesores Benjamin
y Cornell, por poner una referencia imprescindible en la aplicacion de estos métodos en ingenieria civil, hicieron un
comentario de gran importancia y vision:

“The need for writing such a book is a result of the unusual status of probability and statistics in civil engineering”.

Por tanto, se trata de un problema que viene de largo y no es unicamente de la ingenieria civil espafiola, sino que parece
una tonica a nivel mundial.

Podemos concluir, de forma general, que el sector se ha acostumbrado al espacio de confort que ofrecen los métodos de
Nivel 'y que es reacio al cambio de mentalidad. Esta actitud, muy humana por otra parte, la hemos visto en otros muchos
casos de la ingenieria. A esto se suma el hecho innegable de la complicacion para obtener las funciones de distribucion
de las variables aleatorias en campos tan importantes como la Geotecnia. El conocimiento de estas funciones de
distribucion son la base y condicion “sine qua non” para la aplicacion de los métodos probabilistas de Nivel II y III.

La resistencia al cambio esta también provocada por la laguna formativa del sector en temas esenciales como la teoria de
probabilidades, la teoria estadistica y los métodos de inferencia estadistica. En la opinion personal de los autores, si estas
materias fueran reforzadas en las escuelas de ingenieria con un enfoque mas practico (Mufioz-Perez et al. 2010; Chamorro
etal, 2016 y 2018), se estaria dando un paso de gigante en la implantacion definitiva de los métodos probabilisticos en el
ejercicio de la ingenieria civil.

2. Interpretacion grafica del problema como objetivo didactico

Se pretende demostrar aqui como con el desarrollo de ejemplos muy sencillos y reduciendo intencionadamente el
problema al caso de dos variables aleatorias (problema bivariado), independientes o correlacionadas, pueden visualizarse
e interpretarse los conceptos clave del calculo probabilistico en Nivel II y 111, de forma intuitiva, clara y eficaz. El aparato
matematico subyacente es, en este caso, un aspecto secundario, y sin animo de trivializar un problema dificil de por si,
no deja de ser un simple trabajo de “fontaneria” matematica al alcance de cualquier ingeniero civil.

Se pretende contestar y mostrar de forma grafica una serie de cuestiones esenciales en calculo probabilistico, como son
las siguientes:

- (Coémo es la forma de una funcion normal bivariada cuando las variables aleatorias son independientes y cuando
no lo son? ;Se puede visualizar graficamente esta diferencia?

- (Cual es el objetivo de transformar las variables aleatorias normales N[y, o] en otras estandar N[0, 1]?

- (Por qué es necesario en los calculos de Nivel II convertir las variables aleatorias correlacionadas en otras
independientes y estandar? ;Qué consecuencias tiene esta transformacion en la forma de la campana de Gauss
resultante de la transformacion?

- En el caso anterior ;Por qué se dice que el coeficiente de fiabilidad B = p/c es la distancia de un punto a una
recta? ;Puede interpretarse graficamente esta aseveracion? ;Como?

- (Como se interpreta graficamente el concepto de funcion de fallo y probabilidad de fallo?
- (Qué es el punto de diseno y como se visualiza graficamente?
- ¢(Por qué resulta tan util linealizar la funcion de fallo alrededor del punto de disefio?

- (Coémo es la sistematica de calculo iterativo en Nivel II para la obtencion del punto de diseflo y la probabilidad
de fallo mediante el algoritmo de Newton-Raphson? ;Puede visualizarse e interpretarse graficamente este
proceso iterativo?

- ¢Por qué suele ser habitual comenzar los calculos iterativos partiendo de los valores medios de las variables
aleatorias?

- (Por qué los métodos de Nivel II son s6lo una aproximacion al calculo de la probabilidad de fallo? ;Puede
visualizarse esta afirmacion?

- (Como se interpreta graficamente el concepto del coeficiente de sensibilidad o;?

- (Qué es una simulacion de Montecarlo en métodos de Nivel I11?
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- ¢Por qué decimos que una simulacion de Montecarlo en Nivel 111 da valores “exactos” de la probabilidad de fallo
y en Nivel II s6lo obtenemos una aproximacion?

- ¢Por qué no puede obtenerse el punto de diseflo en una simulacion de Montecarlo y si en un calculo en Nivel I1?
- ...ete

En los proximos apartados se realizaran una serie de ejemplos de célculo muy sencillos que daran contestacion a todas
estas preguntas esenciales.

3. Ejemplo didactico de calculo en Nivel I1

En este apartado resolveremos un caso sencillo bivariado en Nivel II. Reiteramos la intencionalidad de los autores en la
simplificacion maxima del problema que permita a la audiencia interpretar graficamente los resultados, aun a costa del
rigor matematico subyacente. No se pretende en absoluto trivializar un problema, ya complicado de por si, sino acercarlo
al lector de forma didactica'.

Hemos probado esta metodologia en nuestras clases, obteniendo resultados satisfactorios. Observamos que la
visualizacion e interpretacion grafica previa de un caso sencillo sitiia al alumno en modo “no temor”, permitiéndole
posteriormente ser capaz de resolver problemas complejos empleando herramientas informaticas de calculo simbdlico
como Matlab®.

El ejercicio propuesto se basa en la aplicacion del ajuste con datos de campo del niumero de estabilidad (Ns) adimensional
de piezas de proteccion de mantos de diques propuesto por Van der Meer (1995).
Hy

Ny = ——
3 A~ Dyso

Siendo:

- N; parametro de altura de ola adimensional o niimero de estabilidad adimensional.
- Hjla altura de ola significante [m].

- Acel coeficiente adimensional de densidades del material de bloque (y) y del agua del mar (yy):

N
Yw

- Duso el tamano medio del bloque [m].

Entre los afios 1994-2000, Negro y Varela presentan un ajuste del valor de N con datos de campo obtenidos de mas de
100 diques de tipologia rompeolas en la cornisa cantabrica espafiola, con piezas de tipo masivo (bloques y escolleras) y
que han presentado un comportamiento correcto desde su construccion. En el siguiente cuadro sélo se muestran 20 diques
estudiados que serviran para nuestro ejemplo.

U Este ejemplo no debe ni puede considerarse de aplicacion a un caso de disefio real en Ingenieria Maritima. Se insiste en su valor Ginicamente didactico. La ROM 0.0 incluye
ejemplos resueltos en Nivel I de gran rigor matematico y conceptual que deben utilizarse como referencia en la practica profesional, una vez que el ingeniero ha profundizado
en el estudio y la aplicacién de métodos probabilisticos en ingenieria.
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Fig. 1. Fuente: “Diseiio de Diques Rompeolas”. Negro y Varela (2008)

Observando los valores de campo del nimero de estabilidad, se observa la variacion aleatoria del monomio adimensional
alrededor del valor Ng = 2, que puede considerarse como un excelente ejemplo de “nimero gordo” para calculos y encajes
preliminares.

BABREL',

A‘-Dnso - 2

’rtm'f"s ﬁ'\jineen’nj /

Fig. 2. Ajuste del monomio adimensional de Negro(2008) para el caso de piezas masivas

Enunciado del ejemplo:
Empleando el ajuste de Negro y Varela, se pretende obtener el valor de la probabilidad de fallo y punto de diserio de una
obra de un dique de tipologia rompeolas con piezas cuibicas de hormigon en masa para proteccion de su manto principal,
dimensién del bloque de D,sp = 2,50 m y peso especifico del hormigén de y = 2,40 T/m’, considerando estos dos
parametros (Dysoy y) como variables deterministas, es decir, de valor fijo o no aleatorias.

y 2,40

A= —1=2—"_-1=133
Yo 1,03

Lo primero que necesitamos es definir la funcion de fallo Z que relaciona los términos de resistencia (R) y de solicitacion
(S). Cuando R > S el sistema es seguro y Z > 0. Cuando R < S el sistema falla y Z < 0. Cuando R = S estamos en el caso
de estado limite con Z = 0.

Z=R-S
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S Z=.0
Z<0 failure failure
boundary
{Z>0 no failure |
___> R

Fig. 3. Visualizacion grdfica de la funcién de fallo en términos de resistencia (R) y solicitacion (S)

En este caso concreto, definiremos los conceptos de resistencia y solicitacion en términos de altura de ola significante.
Como término resistente tendremos la altura de ola resistida por el bloque de hormigéon de dimensiones y peso especifico
conocidos (variables deterministas). Como término de solicitacion tendremos el valor de la altura de ola significante
medida en una boya situada en aguas profundas, asociada a un valor de periodo de retorno Tr y propagada hasta el punto
de disefio del dique.

Z =Ng*A+Dpgo — (Hs)TR

Obsérvese, que de los cuatro parametros que aparecen en la funcion de fallo Z, dos los consideramos como variables
deterministas (Dnso y y) y los otros dos como variables aleatorias (Ns y Hstr). Esta consideracion se ha hecho
intencionadamente para obtener un problema bivariado que pueda visualizarse graficamente.

Para emplear una notacién mas acorde con la bibliografia técnica especializada, llamaremos X a la variable aleatoria N
y X» a la variable aleatoria Hyrr. Se obtiene asi la siguente funcion de fallo bivariada:

Z =3,325"X, - X,
La funcion de fallo obtenida es intencionadamente lineal en este ejercicio, por su caracter didactico. Las importantes
consecuencias de la linealidad de la funcion Z seran tratadas mas adelante. S6lo avanzar aqui, que es algo esencial en el

calculo probabilitico en Nivel II y que si la funcién Z no fuera lineal debe linealizarse (desarrollos en serie de Taylor de
primer orden alrededor del punto de disefio).

Es ahora el momento de realizar el ajuste estadistico de las variables aleatorias X; y X». Para ello, y Uinicamente por
motivos didacticos y de claridad de exposicion, supondremos que ambas variables aleatorias se distribuyen como nomales
N[wi,oi], definidas por los parametros de media (pi) y desviacion tipica (oi). En un caso real general, estas variables
podrian distribuirse con cualquier otra funcion de distribucion estadistica (Weibull, Gumbel, lognormal,...etc.), en cuyo
caso, necesitariamos realizar transformaciones de estas variables a otras normales (p.ej. transformacion de Rosenblatt.
Ver ROM 0.0) para la aplicacion de los métodos de Nivel II.

Para el caso de la variable X; disponemos de una muestra de 20 datos del ajuste de campo de Negro y Varela. Sin mas
justificacion asumiremos que se distribuye como una normal, dado que en el valor del numero de estabilidad intervienen
numerosos factores (periodo, direccion del oleaje, angulo del talud, porosidad del manto, N° de olas activas del temporal,
...etc.). Mediante métodos de inferencia estadistica (método de los momentos, maxima verosimilitud, etc.) podemos
obtener estimadores (e.g. Benjamin&Cornell. 2014) de los parametros de media (i) y desviacion tipica (o) de la variable
aleatoria X, en base a los n = 20 valores de la muestra x;.

n

! Z 1,97
= — x = "
H n i
i=1
1

1 v 2
n—1z(xi—u)2] =0,125
i=1

X; » N[1,97;0,125]

o=
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Para el caso de la variable X, sabemos que es una variable extremal (p.¢j. ajuste Weibull en boyas de Puertos del Estado).
Por simplicidad, adoptaremos una distribucion normal para esta variable, tomando un ejemplo de calculo similar del
Profesor Burcharth (1997). Suponemos que la altura de ola propagada hasta el dique esta fuertemente limitada por efecto
de rotura por fondo y que, por tanto, la variable altura de ola significante de diseiio puede asimilarse a una normal.
Tomaremos en este ejemplo la siguiente:

X, - N[5 ; 1,20]

Las funciones de distribucion estadistica normales obtenidas para las variables aleatorias por separado se denominan
funciones marginales. Al ser ambas normales, la distribucion conjunta f(X;,X>) sera tambien una normal gaussiana
bivariada con forma de campana en el espacio.

Si representamos esta campana gaussiana en planta mediante curvas de nivel, observaremos que éstas tienen forma de
elipses cuyos semiejes no son en general paralelos a los ejes coordenados (X, X»). De hecho, los semiejes de las elipses
seran paralelos a los ejes coordenados unicamente cuando las variables aleatorias X; y X> no estan correlacionadas.
Precisamente, el giro de los semiejes de las elipses muestra de forma cualitativa el grado de correlacion de ambas variables
y como podria obtenerse una transformacion de las variables correlacionadas a otras no correlacionadas con un simple
giro de ejes.

El grado de correlacion de las variables se obtiene mediante la matriz de covarianzas X, que en el caso bivariado que
estamos analizando es una matriz 2x2 que contiene los valores de las varianzas en la diagonal principal (c%) y la
covarianza cov[X;,X>] en el resto de posiciones. Cuando las variables no estan correlacionadas (cov[X;,X,]=0) la matriz Z
es diagonal.

_ ( o} cov[Xl,Xz])
- cov[Xy, Xo] o}

x=(x; x3)

p= G 4
1 1 1 1 - o
N(x; i, X) = ; r [Z]7z- exp{—i(x—u)z (x—mw } ; d = 2 (bivariado)
T)2
£ &y /
XY /
y ’

)N

£,

Y2 Y2 Yo
p=0 O<p<i o1
2 Y1 \ Y1
e :

Fig. 4. Caso general de gaussiana bivariada con variables correlacionadas
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Surge ahora la pregunta: jEstan X, y X, correlacionadas? A priori, deberiamos pensar que no, pues N; es precisamente
un numero que adimensionaliza la altura de ola significante concebido por Van der Meer para disefio de diques. No
obstante, la comprobacion de esta afirmacion se realiza primero mediante el calculo de la covarianza y del coeficiente de
correlacion (p), y posteriormente mediante una representacion grafica de los pares de valores muestrales del niimero de
estabilidad y la altura de ola significante.

n
1
cov[Xy, X,] = mZ(xu = pt1) (2 — p2) = 0,031
i=1

_cov[Xy, X,]

01 02

=012<0,20

El coeficiente de correlacion p expresa el grado de correlacion de las variables. Toma valores -1 <p <1y el valor p=0
indicaria que las variables no estan correlacionadas. En la practica, se admite que las variables no estan correlacionadas
cuando | p | <0.20, como es el caso. Por tanto, concluimos que en este caso X; y X, son variables aleatorias normales y
no correlacionadas. Observemos esta aseveracion de forma grafica.

. Dispersién Hs - Ns
T T T

Fig. 5. Grdfico de dispersion de los valores muestrales. Se aprecia que las variables no estan correlacionadas

Se aprecia claramente y de forma grafica que los valores de Ny y Hy no estan correlacionados y que los valores de N para
cada valor de H; oscilan aleatoriamente alrededor del valor medio proximo a Ns =~ 2.

En el siguiente grafico se muestra la representacion grafica de la funcion gaussiana de distribucion conjunta de las
variables f(X;,X5). Al tratarse de variables no correlacionadas, puede observarse que los semiejes de las elipses producidas
por un corte horizontal de la funcion son paralelas a los ejes coordenados X; y X,. La campana gaussiana tiene un maximo

en el punto (u, [2). Matematicamente, esta forma se obtiene cuando la matriz de covarianza % es diagonal.
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Fig. 6. Campana gaussiana de distribucién conjunta de las variables f(X1, X2)

Si en el grafico de la funcion gaussiana bivariada (figura 6) representamos la funcion de fallo Z, podremos observar las
regiones de fallo y de no fallo. Nuestro objetivo sera obtener la probabilidad de fallo Py, que graficamente se interpreta
como el volumen de la campana que queda dentro de la region de fallo (Z < 0).

Por tanto, los métodos probabilisticos de Nivel II y III no son mas que técnicas estadistico-matematicas que nos permitiran
obtener al menos una buena aproximacion del volumen objetivo en la region de fallo.

7 Z<O0FALLO Z>0NO FALLO —

Fig. 7. Curvas de nivel de la campana gaussiana de distribucion conjunta de las variables (X1, X2) y region de fallo Z < 0

Punto de Disefio (X,*, X,*)

Volumen de NO FALLO
o Volumen de FALLO

Fig. 8. Voliimenes de la campana gaussiana bivariada en la region de fallo Z < 0 (en rojo) y de no fallo Z > 0 (en azul)
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En las figuras 7 y 8 se observa que la interseccion de la campana gaussiana bivariada con la superficie Z = 0 da lugar a
una curva también con forma de campana con un maximo, que representa el punto de maxima probabilidad de ocurrencia
del fallo. A este punto se le denomina punto de disefio (x;*, x>*). La obtencion de este punto es de crucial importancia
cuando se emplean los métodos de Nivel I, pues a través de la comparacion de este valor con los valores caracteristicos

de las variables es como se obtienen los coeficientes de seguridad parciales que empleamos comunmente en normativas
y codigos como EHE (2008).

Hagamos un breve resumen de los pasos dados hasta el momento:

- Funcion de fallo Z lineal en las variables aleatorias X; y Xo.
- Se ha supuesto que las variables X; y X» se distribuyen como normales N[;,i]
- Se ha comprobado que las variables X; y X, son independientes.

Con estos tres ingredientes basicos la obtencion de la probabilidad de fallo Py es trivial, pues cuando se cumplen, la

variable aleatoria Z (funcion de fallo) también se distribuye como una normal N[z, 67]. Para el caso bivariado (aplicable
al caso general con n variables aleatorias) se cumple:

Z=ay+a, X +a, X, (funciénde fallo LINEAL)
Uz =0Cg+a; p+a;

o} =aZ-of +d} o}
Anteriormente ya obtuvimos las distribuciones normales de las variables aleatorias X; y X, y la funcion de fallo:

X1 = N[1,97;0,125]

X, — N[5,00;1,20]

Z=ayg+ta, X;+ta, X, =3325-X; — X,
Por tanto, el calculo de la media y la desviacion tipica de Z es inmediato:
uz =0+3,325-1,97 - 1,00- 5,00 = 1,5503
02 = (3,325 0,1248)% + (1,00 - 1,20)2 = 1,2697 >

Conocida la distribucion de la variable Z buscamos la probabilidad de fallo, es decir, la probabilidad de que Z < 0. Los
valores tabulados de la funcion normal (ver Fig. 9) corresponden a los de la normal estandar de media p =0 y desviacion

tipica o = 1, N[0,1]. Por ello, debemos transformar la variable normal N[z, 7] en una estandar N[0,1], mediante un
simple cambio de variable.

Z =Yy
0z

Standard Normal distribution T oy | ow
. 0.50000 |39894
Definition e 1[46017 | 39695
o) = 12 2|42074 |.39104
\2m 338209 |.38139
P 434458 [ 36827
D)= e dy .5|.30854 |.35207
) J.. V2w 627425 | 33322
7|24196 | 31225
8|2118 |.28969
- N s 9|.18406 |.266 09
Probability density function, pdf 1ol 15868 | 24197
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Fig. 9. Funcion normal estandar N[0,1] tabulada
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Buscamos el valor de la probabilidad Z<0, es decir, el valor:

o(52)-0(-2) -0

0y

El parametro B3 se conoce como indice de fiabilidad. En nuestro caso obtenemos:

g Mz _ 15503

= =1,2210
o, 1,2697

Por tanto, de los valores tabulados de la N[0,1] se obtiene directamente la probabilidad de fallo:
Pr = ®(—p) = ¢(-1,2210) = 0,111 (11,1%)

La obtencion del punto de disefio (x;*, x2*) se hace a través de los indices de sensibilidad .

0
a; = O'_Z *a;
S0, =228 s~ 03268
M= M T 12697 TV
o 1,20
=224, = -(=1) = —0,9451
@ =0 = o (D

Estos indices tienen la siguiente propiedad, con una interpretacion geométrica muy interesante, que se explicara mas
adelante:

Z a? =0,3268% + (—0.9451)? =1

Sirva aqui solo como avance, que los indices de sensibilidad representan los cosenos directores del vector unitario que
apunta hacia el punto de disefio cuando las variables aleatorias normales (X;,X>) se transforman en otras normales estandar
(Y1,Y2) y se representa graficamente la funcion de fallo Z = Z(Y1,Y>) y la distribucion conjunta f(Y1,Y>) en funcion de
las nuevas coordenadas.

Las coordenadas del punto de disefo se obtienen mediante la siguiente ecuacion.
xi=w—a-fo;
Obteniéndose en este caso:
x; =192 x; =638
Con los anteriores célculos tendriamos completamente resuelto el problema de obtencion de la probabilidad de fallo
mediante un método probabilistico de Nivel II. No obstante, buscamos una interpretacion grafica de los parametros
obtenidos (B, a.i , etc.). Por ello, vamos a plantear de nuevo el ejemplo, pero en esta ocasion transformando las variables

aleatorias X; y X, en otras normales estandar Y; ¢ Y. Este cambio de variables tiene una interpretacion grafica muy
interesante que merece atencion por parte del lector.

Partimos de la funcion de fallo Z = Z(X;,X>) en las variables originales X; y X».
Z =3,325-X, - X,

Realizamos el cambio de variable a la normal estandar:

X1 — Xo— o
Y1=—0 y2=—a
1 2
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Despejando los valores de X y X5 en funcion de las nuevas variables Y e Y», e introduciéndolas en la ecuacion de fallo
obtendriamos:

Z =04150-Y; — 1,20 Y, + 1,5503

La funcion de fallo sigue siendo lineal en las nuevas variables Y, e Y, normales estandar.

Obsérvese en este caso (Fig. 10) que las curvas de nivel de la funcion de distribucion conjunta f(Y1,Y2) son circulos
concéntricos, no elipses, con centro en el origen de coordenadas, puesto que las nuevas variables Y| ¢ Y> son normales
estandar de media p = 0 y desviacion tipica ¢ = 1.

4

Punto de Disefio (X;*, X,*) °2
018
016 Punto de Disefio (X,*, X,*)

0.14

A
0.12
a 01
0.08
0.06
0.04
0.02

Fig. 10. Campana de Gauss de la funcion de distribucion conjunta f(Y1,Y2) con variables Y1 e Y2 normales estandar N[0,1].
Con lo visto hasta el momento es sencillo demostrar los siguientes resultados y su visualizacion grafica:

- Elvalor de B equivale a la distancia entre el origen de coordenadas y la recta Z = 0.
- El vector n = (a1, 2) es un vector unitario que apunta en la direccion del punto de disefio.
- Las coordenadas del punto de disefio se obtiene como: y* =3 n

Conocidas las coordenadas del punto de disefio y* en las variables Y e Y; es sencillo obtenerlas en las variables originales
Xy X», simplemente deshaciendo el cambio de variable.

4. Caso de calculo en Nivel II con funcion de fallo Z no lineal

Se presenta a continuacion un caso sencillo de calculo en Nivel II cuando la funcion de fallo es no lineal. En este caso las
variables aleatorias son nomales N[;,0;] e independientes. También se trata de un problema bivariado que nos permite
interpretar graficamente los resultados obtenidos.

Z=X,-X,—10*  CasoNO LINEAL
X, > N[150;20] X, - N[90;30]

Solo se exponen en este caso los resultados, pues estamos interesados aqui en la interpretacion grafica, dejando su
resolucion al lector como ejercicio recomendado de alto valor formativo.

En este caso, el problema se resuelve de forma iterativa partiendo de un valor arbitrario inicial del punto de diseno
x* = (x1*, x2*) y linealizando la funcion de fallo mediante un desarrollo de Taylor de primer orden centrado en el punto
obtenido en el paso anterior de la iteracion. El proceso iterativo se detiene cuando la diferencia en valor absoluto (residuo)
de los valores de la probabilidad de fallo obtenidos en dos iteraciones sucesivas es menor al residuo maximo seleccionado
(en este caso 107%).

n
0z
Z = Z(x1,%5, 0, X7) + Z(Xi - x7) —|
L Xl .
p
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Para este caso concreto, como se puede observar en la figuras 11 y 12, se obtiene un valor de la probabilidad de fallo
P; =0,228. Como valor estimado inicial del punto de disefio se han tomado los valores medios de las variables

Xo* = (W*, wo*). El subindice 0 indica que el es valor inicial con el que comezamos el proceso de iteracion.

N° iteraciones hasta convergencia: H = 8

Indice de Fiabilidad: beta = 0.7438%9
Media de Z: mZ = 3404.9118
desviacidon Tipica de Z: =Z = 4577.1682
Valor de disefio de la variable: ¥l,d = 145.5331
Valor de disefio de la wvariable: X2,d = &8.712%9
Probabilidad de Fallo: Ff = 0.22847

Fig. 11. Resumen de resultados de la simulacion para la funcién de fallo no lineal

Se muestran a continuacion los resultados de la simulacion realizada con un algoritmo de calculo simbdlico programado
en lenguaje Matlab®.

180 T T T T

200
x2 0 X1 %

Fig. 12. Caso de campana de Gauss bivariada con variables independientes (no correlacionadas)utilizado en este apartado

En la figura 13 se muestra graficamente el efecto de la linealizacion de la funcion de fallo alrededor del punto de disefio.
Se aprecia claramente que al linealizar la funcion de fallo en el punto de disefio (x;*, X2*) cometemos un error en el
calculo del volumen de la campana gaussiana en la region de fallo. Por esta razon se dice que los métodos Nivel II s6lo
permiten obtener una aproximacion de la probabilidad de fallo. S6lo obtendriamos un valor exacto de la probabilidad de
fallo cuando la funcién de fallo Z es lineal en las variables.

180

160 i T J
7
0

140 ¥ 1

120

100

x2

X1

Fig. 13. Cdlculo en Nivel II con dos variables independientes y funcion de fallo no lineal Z. Obsérvese la aproximacion lineal de la
Sfuncion de fallo en el punto de diserio (linea a trazos roja) frente a la funcion de fallo real (linea continua negra)
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5. Caso de calculo en Nivel III. Simulaciones de Montecarlo

En este apartado vamos a resolver el mismo ejercicio del apartado 4, pero empleando en este caso los métodos de Nivel
1II mediante simulaciones de Montecarlo.
Z7=3325-X,—-X,
X, -» N[1,97;0,125]
X, - N[5,00;1,20]

Conocida la funcion de fallo Z (en nuestro ejemplo bivariada) y como se distribuyen las variables X; y X (funciones
marginales normales), debemos generar N pares de nimeros aleatorios entre 0 y 1. Cada numero aleatorio ente 0 y 1 se
asocia con una probabilidad de ocurrencia de la variable, por lo que puede generarse un valor de la variable aleatoria a
través de su funcion de distribucion.

Cada par de nimeros aleatorios, por tanto, genera un par de valores de las variables que son introducidos en la funciéon
de fallo, obteniendo en cada prueba un valor de Z:

- SiZ>0no se produce fallo
- SiZ<0seproduce el fallo

Pues bien, tras realizar N simulaciones o pruebas, la probabilidad de fallo se obtiene como el cociente del numero de
fallos obtenidos (niies) y €l numero total de pruebas realizadas (N).

N
Es evidente que la precision en la obtencion del valor de Py dependera del nimero de simulaciones o pruebas realizadas.
De hecho cuando N — oo el valor de la probabilidad de fallo obtenida mediante la simulacion de Montecarlo tiende a su

Py =

valor exacto.

A continuacion se representan graficamente 4 simulaciones de Montecarlo con distintos valores de N (nimero de
simulaciones): N = 103, 104, 10°, 10°. Obsérvese como el valor de Pr tiende al valor obtenido en Nivel II de 0,111. Hay
que recordar que al tratarse de una funcion de fallo lineal, con el método de Nivel IT empleado en el apartado 4 se obtiene
el valor exacto de la probabilidad de fallo.

Nivel lll. Montecarlo: N° Pruebas =1000 Fallos =122 P, =0.122 Nivel lll. Montecarlo: N° Pruebas =10000 Fallos =1077 P, =0.1077

8  Z<OFALLO 1 8|  Z<OFALLO

Z>0NO FALLO 3 Z>0NO FALLO q

s J —  allos |
. - nofalos
——— z:0 Estado Linite

Fig. 14. Calculo en Nivel I11. Simulaciones de Montecarlo para el caso de 1000 (izquierda) y 10.000 (derecha) pruebas con
dos variables independientes y funcion de fallo lineal Z. Obsérvese en rojo la region de fallo
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Nivel lll. Montecarlo: N° Pruebas =100000 Fallos =11015 P, =0.11015 Nivel lll. Montecarlo: N° Pruebas =1000000 Fallos = 111004 P, =0.111
10 T — e T T T 10 -

8 Z<0FALLO 8F  Z<OFALLO

Z>0NO FALLO 3 < Z-0NOFALLO 1

~ fallos 1
no falos.
=0 Estado Limite

26 28 3

x

1 i

Fig. 15. Calculo en Nivel II1. Simulaciones de Montecarlo para el caso de 100.000 (izquierda) y 1.000.000 (derecha)
pruebas con dos variables independientes y funcion de fallo lineal Z. Obsérvese en rojo la region de fallo

Como era de esperar, el valor de Py para el caso de N = 10° simulaciones coincide con el obtenido en Nivel II.

n 111004
== e~ ot

Pr
Es importante aqui resefiar que con una simulacion de Montecarlo se obtiene el valor exacto de la probabilidad de fallo,
pero no podemos obtener las coordenadas del punto de disefio (x;*, x>*). Este punto es esencial para la obtencion de los

valores de los coeficientes de seguridad parcial empleados en calculos de Nivel L.

6. Conclusiones

Ojala, esta resumida y poco rigurosa ponencia (desde un punto de vista puramente matematico) sirva de motivacion al
sector de la Ingenieria Civil para vencer la barrera psicologica y formativa en la aplicacion factica de los métodos
probabilisticos en el disefio, no sélo en el campo de la Ingenieria Maritima, y contribuir a revertir un poco la situacion de
rechazo a un cambio de mentalidad que es necesario.

La aplicacion de estos métodos no es sencilla, por lo que una aproximacion al problema basada en su interpretacion
grafica del problema bivariado puede ser una buena opcion para acercarnos al problema. El presente articulo no pretende
trivializar un problema complejo de por si.

Los ejercicios practicos presentados muestran una aplicacion directa de los métodos probabilisticos a un caso practico,
pero no debe olvidarse que estos calculos son inutiles si el conocimiento preciso de como se distribuyen estadisticamente
las variables aleatorias involucradas. Este es precisamente uno de los escollos en la aplicacion efectiva de estos métodos.

No se han trado intencionadamente los problemas con variables aleatorias correlacionadas y la aplicacion de
transformaciones (Rosenblatt) en el caso de variables aleatorias con distribucion conjunta conocida. Para ello el lector
debe profundizar en la bibliografia técnica especifica. Este articulo puede ser una buena forma de introducirse a estos
métodos de una forma mas productiva.

Una de las conclusiones importantes a tener en cuenta ha sido la demostracion grafica de la aproximacion del valor de la
probabilidad de fallo. en el caso de la aplicacion del calculo en Nivel II. El nivel II s6lo nos da un valor aproximado de
la probabilidad de fallo, mientras que los métodos de Nivel III son capaces de darnos un valor tan aproximado al real
como queramos, dependiendo del numero de pruebas realizadas. Obtendriamos un valor exacto en el limite, cuando el
nimero de pruebas tiende a infinito.

Debemos comenzar con paso firme y consciente a abandonar el comodo espacio de confort de los métodos de Nivel L.
Para ello es inevitable el esfuerzo personal y el estudio, pues pese a quien pese, a Dios s/ le gusta jugar a los dados...
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