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Resumen

Una de las aplicaciones mas conocidas del algebra geométrica en la ingenieria consiste en proporcionar una formulacién com-
pacta de la cinemadtica de los robots manipuladores serie. Sin embargo, el uso de dlgebra geométrica en el campo de la robética
estd aln en sus inicios, y todavia hay varios problemas abiertos que pueden ser tratados con esta elegante y compacta formulacion.
En esta linea, el presente articulo introduce una estrategia basada en el dlgebra geométrica conforme para resolver el problema de
la cinemdtica inversa para un robot manipulador de 6 grados de libertad (GdL) sin mufieca esférica, para el cual es conocido que
el problema de la cinematica inversa no tiene, en general, solucion analitica. Para ello, la estrategia propuesta en este articulo se
basard en la explotacion de las propiedades algebraicas y geométricas del dlgebra geométrica conforme como, por ejemplo, que toda
isometria se puede representar de manera compacta como un rotor, y que los objetos geométricos no son mds que multivectores.

Palabras clave: Manipuladores robdticos, cinemadtica inversa, dlgebra geométrica, mufieca no esférica, modelado de sistemas
roboéticos.

Geometric solution for the inverse kinematics of robots without spherical wrist
Abstract

One of the most known applications of geometric algebra in engineering consists of providing a compact formulation of the
kinematics of serial robotic manipulators. However, the use of geometric algebra in the field of robotics is still in its early stages,
and there are still several open problems that can be addressed with this elegant and compact formulation. In this context, this work
introduces a strategy based on conformal geometric algebra to solve the inverse kinematics problem for a 6 degree-of-freedom
(DOF) robotic manipulator without a spherical wrist, for which it is known that the inverse kinematics problem generally does not
have an analytical solution. To achieve this, the strategy proposed in this work will rely on exploiting the algebraic and geometric
properties of conformal geometric algebra such as, for instance, the fact that every isometry can be represented compactly as a
rotor, and that geometric objects are nothing more than multivectors.

Keywords: Robotic manipulators, inverse kinematics, geometric algebra, non-spherical wrist, modeling of robotic systems.

1. Introduccion tante es el extremo libre del Gltimo eslabdn, llamado elemento
) . . terminal del robot. Su importancia radica en el hecho de que
Un robot manipulador serie es, geométricamente hablando,  odas las herramientas que el robot necesita para llevar a cabo

una secuencia de elementos estructurales rigidos, denominados a5 tareas que tiene programadas, como herramientas de pintu-
eslabones, conectados entre si mediante pares cinemdticos ac-  ra, destornilladores, manos robéticas, o pinzas, entre otros, se
cionados por motor, denominados articulaciones. Cada articu- colocan en el elemento terminal. Por lo tanto, es fundamental

laci6n proporciona movimiento relativo entre los dos eslabones  conocer: (1) dénde se encuentra (es decir, cudl es su posicién y
consecutivos que conecta (Figura 1). Un componente impor-
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orientacién en R?) el elemento terminal en cada configuracion
del robot y, (2) cudl o cudles son las configuraciones del robot
que hacen que su elemento terminal tenga una cierta posicion
y orientacién predefinidas. El primer problema se conoce co-
mo el problema de la cinemdtica directa, y segundo como el
problema de la cinemadtica inversa.

Eslabon

Elemento terminal
Articulacion

Base fija

Figura 1: Esquema general de un robot manipulador serie

Las articulaciones de los robots manipuladores serie pueden
ser de dos tipos: articulaciones de revolucion, o prismdticas. La
magnitud del movimiento de cada articulacién se conoce como
la variable de articulacion y se denota por g. En consecuencia,
para cada articulacién i del robot 1 < i < n, g; un adngulo 6;,
si la articulacién i es de revolucion, o un desplazamiento d;, si
la articulacién i es prismatica. El vector de todas las variables
de articulacién ¢ = (qy, .. ., gy,) se dice que es la configuracion
del robot. Ademads, un robot manipulador serie se dice que tie-
ne n grados de libertad (GdL) si su configuracién se especifica
mediante n variables de articulacion. Finalmente, se denomina
espacio de configuraciones o espacio de articular del robot, de-
notado por C, al espacio definido por todas las configuraciones
de un robot.

Asimismo, se asocia un sistema de coordenadas {TCP} =
{o,x,y,z} al elemento terminal del robot. Dicho sistema de
coordenadas estd definido en funcién de un sistema de refe-
rencia {U}, que normalmente se asocia a la base fija del robot
y que, como no depende de la configuracién de éste, recibe el
nombre de sistema de referencia global. El punto o € R? des-
cribe la posicion del elemento terminal con respecto a {U}, y la
base {x,y, z} describe su orientacioén con respecto a {U}. Para
representar de forma compacta la posicién y orientacién de un
sistema de coordenadas con respecto a un sistema de referencia,
se utilizan matrices de transformaciéon homogénea. En particu-
lar, T{} denota la matriz de transformacién homogénea que ex-
presa el sistema de coordenadas {A} con respecto al sistema de
referencia {U}. Finalmente, el espacio de todas las posiciones y
orientaciones del elemento terminal con respecto al sistema de
referencia {U} se conoce como el espacio operacional del robot
y se denota por X.

En la préctica, se puede asociar un sistema de coordenadas,
llamado sistemas de coordenadas articular, a cada articulacion
del robot, es decir, para cada 1 < i < n, se tiene el sistema
de coordenadas {i} = {o;, x;, y;, z;}. Cada uno de estos sistemas
de coordenadas articular depende de la posicién y orientacion
de las articulaciones anteriores, es decir, depende de los siste-
mas de coordenadas articulares anteriores. En particular, para
2 < i < n, el sistema de coordenadas articular {i} esta relacio-
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nado con el sistema de coordenadas articular {i — 1}, que actiia
como sistema de referencia para el primero. Para i = 1, puesto
que no hay ninguna articulacién anterior, se considera que su
sistema de referencia es {U}.

Cada sistema de coordenadas articular estd determinado por
la variable de articulacién g; y se define a través del siguiente
conjunto de reglas (Siciliano et al., 2008):

m El eje z; estd alineado con el eje de rotacidn/traslacion de
la articulacion.
m El eje x; estd alineado con la perpendicular comun a z; y
Zi-1-
m El origen o; se encuentra en la interseccién de z; con la
perpendicular comiin a z; y z;—.
Dada una configuracién g € C, el objetivo es encontrar la po-
sicién y orientacién del elemento terminal asociadas a ¢q. En
otras palabras, el problema de la cinematica directa consiste en
encontrar la funcién continua f que asigna la posicién y orien-
tacion x del elemento terminal a cada configuracién gq:

f:C—-&X

q-x

ey

Dado que f estd bien definida, se dice que la cinematica directa
siempre tiene solucion analitica. Sin embargo, f no tiene, en
general, una inversa global (Baker and Wampler, 1987, 1988)
y, en consecuencia, el problema de la cinemaética inversa de un
robot manipulador serie arbitrario no tiene solucién analitica.
Esto implica que se necesita recurrir a métodos geométricos y/o
numéricos para resolverlo.

Un robot manipulador serie se dice que tiene murieca esféri-
ca si los ejes de rotacion o traslacion de sus tres ultimas articu-
laciones se intersectan en un punto o son paralelos. El teore-
ma de Pieper (Pieper, 1968) establece que la cinematica inversa
de los robots manipuladores serie con mufieca esférica siempre
tiene solucidn analitica. Ademas, la demostracion del teorema
de Pieper es constructiva en el sentido de que las soluciones
en forma cerrada se derivan explicitamente para cualquier ti-
po de robot con una muiieca esférica. Sin embargo, si hay un
desalineamiento entre alguno de los ejes de las tres dltimas ar-
ticulaciones (como el que se muestra en la Figura 2), entonces
el robot ya no tiene muiieca esférica y, por lo tanto, el teorema
de Pieper no se puede aplicar.

Para resolver el problema de la cinemadtica inversa en estos
casos, Paul (1981) desarroll6 un método basado en las matrices
homogéneas Tf_l. De hecho, dada la identidad cinematica:

Ty, -T;--- T, =Ty, )

donde T, es la matriz de transformacién homogénea que des-
cribe la posicién y orientacion del elemento terminal con res-
pecto a su base, y donde T :.'71 solo depende de la variable arti-
cular ¢g;, el método de Paul consiste en analizar cada una de las
siguientes ecuaciones matriciales:

T, (T3) (1)) T parai=2,...n (3)
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T, =

n

con el objetivo de aislar ecuaciones trigonométricas conocidas
que se pueden resolver analiticamente para una o mds varia-
bles articulares. Sin embargo, el gran nimero de combinaciones
diferentes junto con las complicaciones para resolver analiti-
camente ecuaciones trigonométricas arbitrarias hace que este



método no sea adecuado para cadenas cinemadticas de geometria
no trivial.

9n—2

Figura 2: Muiieca no esférica. Nétese el desalineamiento entre los ejes de las
articulacionesn —2yn — 1.

La mayorfa de los trabajos sobre cinemadtica inversa para
robots sin muiieca esférica encontradas en la literatura se cen-
tran en métodos numéricos o en métodos geométricos particu-
lares (Pan et al., 2012; Kucuk and Bingul, 2014; Zaplana et al.,
2018; Zhou et al., 2022). Aunque estos ultimos s6lo se pueden
aplicar a los robots especificos para los que han sido disefiados,
proporcionan el conjunto completo de soluciones, a diferencia
de lo que ocurre con los primeros que sélo obtienen la apro-
ximacién de una de las soluciones. Sin embargo, los métodos
geométricos son dificiles de disefiar, especialmente para robots
sin muiieca esférica. Esta es una de las razones por las que el
dlgebra geométrica conforme puede resultar dtil para abordar
este problema. Por ejemplo, los trabajos de Bayro-Corrochano
and Zamora-Esquivel (2007); Campos-Macias et al. (2017);
Hildenbrand et al. (2008); Tgrdal et al. (2017); Zamora and
Bayro-Corrochano (2004) resuelven la cinemadtica inversa de
diferentes tipos de robots mediante el uso del dlgebra geométri-
ca conforme. La idea utilizada en todos ellos es definir dife-
rentes objetos geométricos cuyas intersecciones coincidan con
los origenes de los sistemas de coordenadas articulares. Estos, a
su vez, permiten calcular las variables articulares y, por lo tan-
to, la configuracion o configuraciones asociadas a una posicién
y orientacién predefinidas del elemento terminal. Ademads, los
autores del presente trabajo derivaron recientemente una estra-
tegia geométrica basada en el dlgebra geométrica conforme que
resuelve la cinematica inversa de robots manipuladores serie
arbitrarios con muiieca esférica y hasta 7 GdL (Zaplana et al.,
2022). Sin embargo, ninguna de las mencionadas contribucio-
nes trata el problema de la cinemadtica inversa para robots sin
mufieca esférica usando dlgebra geométrica conforme. Por ello,
en este trabajo se desarrolla un método geométrico basado en el
algebra geométrica conforme para resolver la cinemadtica inver-
sa de robots manipuladores serie sin mufieca esférica.

El resto del presente trabajo se organiza de la siguiente ma-
nera: en la Seccién 2, se proporciona una breve introduccion
al dlgebra geométrica conforme que permite familiarizarse con
las herramientas utilizadas en el resto de secciones. La Seccién
3 introduce una nueva formulacion de la cinematica directa pa-
ra robots manipuladores serie basada en el dlgebra geométrica
conforme que es equivalente a la desarrollada por otros autores.
En la Seccioén 4, se presenta el desarrollo de la nueva estrategia
geométrica para resolver el problema de la cinemdtica inversa
para robots manipuladores serie sin mufieca esférica. Finalmen-
te, se presentan las conclusiones en la Seccidn 5.

2. Algebra geométrica conforme

El dlgebra geométrica es una estructura matematica que ex-
tiende los conceptos de vector y dlgebra lineal para describir re-
laciones y operaciones geométricas de una manera mas intuitiva
y compacta. Su elemento definitorio es el producto geométrico,
que sobre dos vectores no-nulos a, b € R”, esta definido como:

ab=a-b+aAnb, 4

donde a - b es el producto escalar entre vectores, y @ A b es el
producto exterior de a 'y b y define un nuevo elemento, deno-
minado bivector, y que se dice tiene grado 2. Se cumple ademads
queaAb=-bAay,portanto a A a = 0 para todos a,b € R".
Por la asociatividad del producto geométrico, y en particular del
producto exterior, se pueden construir elementos de grado tres,
llamados trivectores y que son de la forma a Ab A ¢ para algunos
a,b,c € R". De igual modo, se pueden construir elementos de
cualquier grado hasta llegar a n. En general, un elemento de la
formaa; A--- Aa, conl <m < nsedice que es un m-vector,
mientras que las combinaciones de m-vectores (con distinto 1)
se dice que son multivectores.

Por tanto, el dlgebra geométrica de un espacio vectorial R”,
que se denota G,(R") o simplemente G,,, es también un espacio
vectorial cuya base se construye a partir de la base ortonormal
de R” usando el producto geométrico. En particular, dada una
base ortonormal {e], 5, €3} de R3, se tiene que eje; = 1sii=j,
y que e;e; = e; Aejsii # j. En consecuencia, la base de G3
es el conjunto generador {1, e, e;, €3, €12, €13, €23, €123}, donde
ejj=¢e;Nejyenz=eNeyNes.

En édlgebra geométrica, los bivectores juegan un papel fun-
damental puesto que codifican rotaciones en el espacio. De he-
cho, toda rotacién se define como la exponencial de un cierto
bivector B = a A b, es decir, R = €5, donde el elemento R € G
recibe el nombre de rotor. La expresion trigonométrica de un
rotor aporta informacién mds util sobre los componentes fun-
damentales de la rotacién que codifica:

R = cos(8/2) + Bsin(0/2), (®)]

donde 6 es el angulo de rotacién y B es el bivector que represen-
ta el eje de rotacidn (que es el vector normal al plano generado
por a y b). La rotacién de un vector x se realiza mediante el
producto sandwich x’ = RxR, donde R = cos(8/2) — Bsin(8/2).

El siguiente paso natural serfa encontrar los elementos de
Gs que codifican traslaciones en el espacio. Por desgracia, G
no tiene estructura suficiente para ello y es entonces cuan-
do surge la necesidad de recurrir al dlgebra geométrica con-
forme. El dlgebra geométrica conforme es una extension del
dlgebra geométrica que permite representar y manipular obje-
tos geométricos en un espacio de mayor dimensién. Esta he-
rramienta matematica es ampliamente utilizada en geometria
computacional debido a su capacidad para describir y operar
con transformaciones geométricas.

El dlgebra geométrica conforme de R> es el dlgebra
geométrica del espacio pseudo-Euclideo R*!, es decir, G4.1. Un
espacio pseudo-Euclideo es un espacio vectorial en el que algu-
nos de los vectores de su base ortonormal tienen modulo —1. En
el lenguaje del dlgebra geométrica, esto es equivalente a decir
que el cuadrado de dichos vectores vale —1 (e - e = e> = —1).
Para el caso particular de R3, 1a base de R*! serfa {e}, e, €3, €4},

donde e% = e% = e% = 1, mientras que ei = —1. Esto permite,
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a su vez, definir dos vectores nulos ey y e que verifican que
e% = ¢2, = 0. En sentido geométrico, es claro que e, es el punto
asociado con el origen, mientras que e, es el punto asociado
con el punto del infinito. Ademads, la funcién H : R3 - Gais
definida como
1,
v=H(v)=v+e0+§veoo 6)
transforma vectores de R? en vectores nulos (es decir, v> = 0).
Con estas herramientas, las traslaciones se pueden codificar
también como rotores 7' de la forma:
et
T=1+a—m,
2
donde a es el eje de traslacion y a la cantidad de desplazamien-
to. Se tiene ademas que T = 1 — a(esa)/2.
Finalmente, el producto exterior de vectores nulos permi-
te representar objetos geométricos de forma mas compacta. En
particular:

(N

B pp* = a A b para dos vectores nulos a y b es un bivector

representando al par de puntos a y b.

{* = aAbAe parados vectores nulos a y b es un trivector

representando a la recta que pasa por los puntos a y b.

" = aAbAcAes paratres vectores nulos a, by ¢ es un 4-

vector representando al plano que pasa por los puntos a, b

yec.

B s° = aAbAcAd para cuatro vectores nulos a,b,c 'y d
es un 4-vector representando a la esfera que pasa por los
puntos a@,b,cyd.

Para cada tipo de objeto geométrico O (recta, plano o esfera),
esta representacion se conoce como la representacion externa
de O y se denota con un asterisco. Por dualidad, existe tam-
bién la representacion interna (basada, en vez de en el producto
exterior, en el producto interior) de O, que queda:

B { = veps — (p A v)epases representa a la recta de vector
director v y que pasa por el punto p.

B 7 = n + de representa al plano de vector normal n y dis-
tancia al origen 6.

m 5 = c—1/2p%e. paraun vector nulo c representa a la esfera
de centro ¢ y radio p.

Como ya se ha dicho, ambas representaciones son duales, y en
consecuencia, para un objeto geométrico O, K* denotara su re-
presentacion externa y K su representacion interna.

3. Cinematica directa

Dadas dos bases de R, {x,y,z} y {x’,y’, 2}, existe un rotor
R € Gs, determinado de manera tnica salvo el signo, tal que
x' = Rxﬁ, y = Ryﬁ, yz = RzR (Doran and Lasenby, 2003).

En el dlgebra geométrica conforme, dado que las traslacio-
nes también se codifican mediante rotores, se puede extender
de forma trivial el resultado anterior para incluir también los
origenes de sus respectivos sistemas de coordenadas {o, x, y, z}
y{o',x',y', 7'}
Teorema 1. Dados dos sistemas de coordenadas arbitrarios
{o,x,y,2} y{o',x",y', '}, existe un rotor R € Ga,,, determinado
de manera tinica salvo el signo, que satisface:

o = RoR, x’ =RxR, y = RyE, 7 = RzR 8)
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Ademds, R = R\R», donde:

ve
R =1 +v—°°,

. ©)

conv =0 —o0,v=1WwyRy €Gs, esdecir, R es el rotor que co-
difica la traslacion que lleva o a o', mientras que R; es el rotor
que codifica la rotacion que transforma {x,y,z} en {x’,y’,7’}.

Como corolario del Teorema 1, se puede recuperar el rotor
que transforma el (i — 1)-ésimo sistema de coordenadas arti-
cular en el i-ésimo sistema de coordenadas articular para cada
2 < i < n. Estos rotores permiten relacionar el sistema de refe-
rencia asociado a la base del robot con el asociado al elemento
terminal, lo que permite calcular su posicion y orientacién con
respecto al sistema de referencia global. Cabe destacar que, da-
do que los sistemas de coordenadas articulares estan determina-
dos por las variables articulares, los rotores recuperados a partir
de ellos también lo estardn.

Hay diferentes formas de calcular los mencionados rotores.
Por ejemplo, Lavor et al. (2018) adaptan la convencién Denavit-
Hartenberg para robots manipuladores serie. En particular, para
cada articulacidn, se definen cuatro rotores a partir de los cua-
tro pardmetros Denavit-Hartenberg, y se calcula su producto.
Finalmente, y andlogamente a como se hace con matrices de
transformacién homogéneas, se realiza el producto de los ro-
tores resultantes para obtener el rotor que relaciona el sistema
de referencia global con el sistema de coordenadas asociado al
elemento terminal. No obstante, en el presente trabajo se va a
seguir un enfoque diferente basado en el uso de bases recipro-
cas.

Dado una base {ey, e3, e3}, su base reciproca {e',e%, &) es
aquella base que satisface ¢; - ¢/ = §,;, donde &, denota la delta
de Kronecker. En el trabajo de Doran and Lasenby (2003), el
lector puede encontrar algunas propiedades ttiles de las bases
reciprocas, asi como una expresion explicita para calcularlas.
Ademds, existe una expresion para el rotor que relaciona dos
bases diferentes {e1, €2, e3} y { f1, >, f3}:

R- 1+ fie' + fré® + fz€°
L+ fiel + pe? + fzed]

Si se aplica la ecuacidn (10) a las bases de los sistemas de coor-
denadas articulares, tenemos que:

(10)

L+ xx ™ 4yt 4 2!

1T+ x,x=1 4yt + 221

R_, = (11)
es el rotor que transforma la base del (i — 1)-ésimo sistema de
coordenadas articular en la base del i-ésimo sistema de coorde-
nadas articular. Ahora, si se considera el rotor de la ecuacion
(9) y se aplica a los origenes de los sistemas de coordenadas
articulares, se tiene que:

: CooV
1 —
T, ,=1+ VT’ (12)
dondev = 0;, — 0,_;.
En resumen, el rotor que transforma el (i — 1)-ésimo sistema
de coordenadas articular en el i-ésimo sistema de coordenadas
articular es M;_| = T;_|R;_,. Por lo tanto, el rotor que relaciona

el sistema de referencia global con el sistema de coordenadas,



y por tanto con la posicién y orientacion, del elemento terminal
para una configuracién especifica g € C es:

M= MM;---M" (13)

n—1-

En resumen, se tiene que para cada configuraciéon q¢ =
(q1,--.,9x) € C, la posicion y orientacién del elemento ter-
minal asociado a q es:

P’ = M(q)PM(q)
= My(q1) - M"_ (g )PM"_(g,) - My(q1),

donde P es la posicion u orientacion del sistema de referencia
asociado a la base del robot y P’ denota la posicién u orienta-
ci6n del elemento terminal.

(14)

4. Cinematica Inversa

Si la posicién predefinida del elemento terminal del robot se
denota como p € R3, y la orientacién predefinida como {x,y, z},
entonces el primer paso consistird en calcular el vector nulo
P € Ga,1 asociado a p usando (6), i.e., p = H(p). Ademds, con
los tres vectores x,y, z se definen tres rectas, cuya representa-
cién interna es:

Uy = xep3 — (X A plerniec,
ly = ye13 — (y A plennsec, (15)
€, = ze13 — (2 A peinsew,

Notese que la orientacién del elemento terminal estd determina-
da de manera tnica por dos rectas cualesquiera de las tres rectas
definidas.

En este trabajo, se considera el tipico robot manipulador se-
rie, representado en la Figura 3, pero en lugar de tener mufieca
esférica, tiene un desalineamiento entre el cuarto y quinto eje de
articulacion. En este caso, se conocen los puntos pg (el vector
nulo representando al origen del sistema de referencia asociado
a la base fija del robot) y p (el vector nulo de p, que representa
la posicién predefinida del elemento terminal). Por lo tanto, se
necesita calcular los vectores nulos py, p» y p3, que representan
puntos en el espacio asociados con la posicién de las articula-
ciones.

a,

Figura 3: Representacion esquemética de un robot manipulador serie: la lon-
gitud del eslabon i se denota por a;, mientras que la variable de articulacién
de la i-ésima articulacion se denota por el dngulo 6;. El valor d es la longitud
del desalineamiento localizado entre el cuarto y quinto eje de articulacién. Para
determinar el valor de las variables de articulacion desconocidas, es necesario
calcular los vectores nulos p; puesto que estos representan puntos en el espacio
Cartesiano definidos por la posicion de las articulaciones.

El punto p; es el resultado de trasladar el punto pg a lo lar-
go del eje z del sistema de coordenadas asociado a la primera
articulacion, z;, una cantidad igual a la longitud del primer es-
labon, a;. Por lo tanto:

pi=TopoTy, donde Ty, = L+ =5 (16)

Puesto que z; estd alineado con el eje de la primera articula-
cién, no cambia bajo la accién de la variable de articulacién g
y, por lo tanto, el sistema de referencia global y el sistema de
coordenadas asociado a la primera articulacién tienen el mismo
eje z.

De manera andloga, el punto ps es el resultado de trasladar
el punto p a lo largo del eje z del sistema de coordenadas aso-
ciado a la dltima articulacién, y que coincide con el eje z de la
orientacién predefinida para el elemento terminal, una cantidad
igual a la longitud del dltimo eslabon, ag. Por lo tanto:

py = TopT,, donde T, = 1 + aég. (17)

Finalmente, para calcular el punto p,, se definen el siguiente
plano (que pasa por pg, p1 v p3) y las siguientes dos esferas
(centradas en p; y p3, y conradios a; y (a4 +d), respectivamen-
te), cuyas representaciones son:

T =poAPp1APpsAes
1 2
S| =p1— Eazem (18)

1
5= p3— E(ai +d*)ew

Noétese que la esfera representada por s, tiene radio la hipote-
nusa definida por la longitud del eslabén y del desalineamiento.
Ademais, el punto p, pertenece a la interseccion de estos tres
objetos geométricos. Para calcular dicha interseccion, se utiliza
la siguiente definicién (Lavor et al., 2018, capitulo 4):

Definicion 1. Sean O, y O, dos objetos geométricos diferentes
con representaciones externas K| y K;. La interseccion entre
01 y Oy, denotada como KT \Y, K;, se define como el multivector
KV K; = (K| AKy)' =K - K.

Extendido a tres objetos geométricos con representaciones
externas K}, K3 y K, se tiene que:

Ki VK, VK, =K ANK AK3) . (19)

Ahora, dado que la representacion interna de cualquier plano y
esfera es un elemento de grado 1 de G4 1, s; A s, A 7 es un ele-
mento de grado 3 y, como consecuencia, su dual es un elemento
de grado 2 en G4, es decir, un bivector. Por lo tanto:

B=siVvs;Va =(si Asa Am) (20)

es un bivector. Este bivector representa un par de puntos en
algebra geométrica conforme, por lo que B = b A b, para al-
gunos vectores nulos by y b,. Es claro que p, es uno de estos
dos vectores nulos. Para extraer cada uno de estos dos vectores
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nulos, y en particular p,, se utilizan las siguientes ecuaciones
(Lasenby et al., 2004):

1 B B
b1 :——[1+—~](B'€oo)(l+—.,),
4 BB BB

1 B B
b2= —(1+—~)(B-€m)(1+—~),
4 BB BB

21

Solo queda encontrar el valor de las variables articulares. Da-
do que todas las articulaciones son de revolucion, sus variables
articulares son dngulos. Por tanto, primero se necesita construir
diferentes objectos geométricos a partir de los puntos calcula-
dos (po, p1, p2 y p3) de forma que los dngulos entre pares de
ellos coincidan con el valor de las variables de articulacién. En
particular, se definen las siguientes cuatro rectas y dos planos:

& =poApiAes, 4 =Pp3 AP A e,
@:171 A P2 N €, T =X, (22)
G3=prAp3Aew, T =prAPprApsAe.

Finalmente, utilizando los objetos geométricos definidos en
las ecuaciones (15), (18) y (22), se obtienen las variables arti-
culares:

0, = L(x}, "),
0, = L(£], 63),

0 = L6, 6,
05 = L(L,,75),

05 = (L5, 6),

M~ (23)
96 = Z(Kx’ 4)’

donde Z(-, -) denota el angulo principal definido por dos objetos
geométricos, que dadas sus representaciones externas Ky y K7,
se define como:

En este trabajo, se ha abordado el problema de la cinemati-
ca inversa de los robots manipuladores serie sin mufieca esféri-
ca. En particular, se ha demostrado que para cualquier confi-
guracién g € C, existe un rotor M € G4 tal que P’ = MPM
representa la posicidn y orientacidn del elemento terminal del
robot respecto del sistema de referencia global P (la posicién y
orientacién de su base). Ademas, se ha desarrollado un método
geométrico basado en la definicién y manipulacién de diversos
objetos geométricas para resolver la cinematica inversa de ro-
bots manipuladores serie sin mufieca esférica y que, junto con
el método introducido por Lavor et al. (2018); Zaplana et al.
(2022), proporciona un método general para tratar la cinemati-
ca inversa de robots manipuladores serie de 6 GdL arbitrarios.
Se puede observar que ambos métodos tienen algunas similitu-
des, por lo que de manera natural surge la pregunta de si existe
o no un método geométrico mds general con el que tratar de re-
solver el problema de la cinemadtica inversa independientemen-
te de la presencia o no de muiieca esférica. Asimismo, también
surge la pregunta de si existe algtin método numérico basado en
el dlgebra geométrica conforme que resuelva este mismo pro-
blema, en especial para robots sin muifieca esférica. Estas dos
preguntas serdn objeto de estudio en el futuro.

KK

(K}, K3) =cos™ | —— (24)
KK:K:K;

5. Conclusiones
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