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1 はじめに

非線形積分が定める関数空間の完備性

信州大学工学部河邊淳

Jun Kawabe 

Faculty of Engineering, Shinshu University 

び空間や Lorentz空間 L加 1などの関数空間がどんな位相的性質や幾何的性質をもつか

を調べることは，関数解析学や実解析学における主要な研究課題である．また，その成果

は，フーリエ解析，積分作用素，偏微分方程式，補間空間論，確率論，制御理論など様々な

分野に応用されている．これらの関数空間の多くは Lebesgue積分を用いて定義されてお

り，測度の加法性と積分の線形性が理論を展開するうえで重要な役割を果たしている．

近年，要素間の相互作用の影響が無視できない現象の解明を目的として，非加法的測度

と非線形積分の研究が注目されている．非加法的測度は，測度の (J"-加法性をより弱い単調

増加性に置き換えた集合関数であり，その積算概念である非線形積分とともに，期待効用

理論，決定理論，ゲーム理論，不完全な情報のもとでの数理経済学などの分野に多くの応

用をもつ [4,5, 6, 15, 19]．それゆえ，非加法的測度と非線形積分を用いて従来の関数空間

を再構成し，その性質を調べることは，数学的興味にとどまらず，関数空間論の応用範囲

を格段に広げることができる点で重要である．

この小論では， Choquet積分や Shilkret積分を用いて Lorentz空間や弱 Lorentz空間を

再定義し，その完備性と準距離付け可能性について得られた結果を紹介する．

2 非加法的測度と非線形積分

以下では，（X,A)は可測空間とする．また， Nは自然数全体，罠＝ （ーoo,oo)は実数全

体，豆：＝ ［一oo,CX)］は通常の全順序構造と代数構造をもつ拡大実数体とし，積分論を展開

する際に便利な規約（土oo) ・ O ＝ 0• （土oo)= 0も仮定する．また， inf0 = ooと規約する．

拡大実数 a,bE豆に対して， max{a,b}をaVbで， min{a,b}を aI¥ bで表し，関数

f,g: X →豆の上限関数 fVg, 下限関数 fl¥gを，各 X EXに対して

(f V g)(x) := f(x) V g(x), (f I¥ g)(x) := f(x) I¥ g(x) 

で定める． X上で定義された A可測な関数f:X→股の全体をF(X)で表し， F+(x):= 

{f E F(X): f戸O}とおく．集合Aの定義関数を XA,補集合を Ac:=X¥Aで表す．ま

た， Xの部分集合の全体をぴで表す．
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定義 1 集合関数 μ:A→[O,oo]は次の 2つの条件

(i) μ(0) = O （下方有界性）

(ii) Ac Bならば μ(A)さμ(B) （単調性）

を満たすとき非加法的測度といい，その全体を M(X)で表す．

非加法的測度は測度の加法性を単調増加性に置き換えた集合関数であり，単調測度，ファ

ジィ測度，容量ということもある．

次に紹介する非線形積分は非加法的測度論の応用領域でよく利用され，どれも被積分関

数 fの非加法的測度μに関する減少分布関数

Gμ(f):=μ({f>t}), tE良

を用いて定義されているので，総称して分布型非線形積分とよばれる．

定義 2 (μ,f) E M(X) x戸 (X)とする．
00 

(1) Choquet積分 [2,18]: Ch(μ, f) := 1=  μ({f > t}) dt 

ただし，右辺の積分は Lebesgue積分または広義 Riemann積分である．

(2) Shilkret積分 [20,25]: Sh(μ, f) := sup t ・ μ({f > t}) 
tE[O,oo) 

注意 l μが←加法的であれば， Choquet積分は抽象 Lebesgue積分と一致する．

上記以外の分布型非線形積分としては， Sugeno積分 [17,22]や Sipos積分 [21]が重要

である．非加法的測度と非線形積分に関する詳細な情報は [3,9, 16, 24]などを見よ．

3 Choquet-Lorentz空間と Shilkret空間

この章では， Choquet積分と Shilkret積分を用いて，従来の Lorentz空間と弱 Lorentz

空間（弱ぴ空間ともいう）を非加法的測度論の枠組みで再構成する．そのために，まずノ

ルムの概念を一般化する．

定義 3 X は実線形空間とする．関数 1・11:X→[O,oo]は 11011= 0を満たすときゲー

ジといい，（X,11・||）をゲージ空間という．ゲージ II・ IIは

•任意の xEX に対して llxll < ooのとき有限

•任意の xEX に対して, ||xii =0ならば x=Oを満たすとき点を分離する

•任意の xEX と任意の aE 股に対して， llaxll = lalllxllが成り立つとき斉次的

•定数 K 2: 1が存在して，任意の x,yEXに対して

llx + YII :::; K(llxll + IIYII) 
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が成り立つとき準三角不等式を満たす， K=lのときは三角不等式を満たす

という．また，ゲージ空間 (X,11・||)は，そのゲージ II・ IIが

•有限かつ斉次的で準三角不等式を満たすとき準半ノルム空間，さらに点を分離すれば

準ノルム空間

•有限かつ斉次的で三角不等式を満たすとき半ノルム空間，さらに点を分離すればノル

ム空間

とし‘っ．

以下では，ゲージ空間の完備性や準完備性の定義と，定義に必要な用語を準備する．

定義 4 (X, II・||）はゲージ空間とする． ACX,{xn}nENはXの点列とする．

(1) SUPxEA llxll < 00のとき， Aは有界という．

(2) limm,n→= llxm -Xn II = 0, すなわち，任意の e> 0に対して， noENが存在し

て，任意の m,nENに対して， m,n~ noならば llxm-Xnll < E:が成り立つとき，

{xn}nENは基本列という．

(3)任意の {xn}nENC Xに対して，｛Xn}nENが有界かつ基本列ならば， XEXが存在

して， llxn-xii→ Oが成り立つとき， Aは準完備という．

(4)任意の {xn}nENC X に対して，｛Xn}nENが基本列ならば， XEX が存在して，

llxn -xii→ 0が成り立つとき， Aは完備という．

注意 2 ゲージは一般には三角不等式や準三角不等式を満たさないので，基本列は必ずし

も有界とは限らないまた，完備ならば準完備である．

さて， 0< p < CX), 0 < q ~ ooは定数，μ E M(X)とする．記述を簡単にするため

に，非加法的測度μは零加法的，すなわち，任意の A,BEAに対して， μ(B)= 0ならば

μ(AU B) = μ(A)が成り立つとする．

各 fEF(X)に対して

||f||p q = ［こμlq/IPP||ff|1口；：OOμ;｛（:；;：：}）tl}／）pq/pdt) 1/q :: ： ： ：<CX) 
とおくと， II・ llp,q:内X）→ [O,oo]は線形空間 F(X)上の斉次的ゲージとなる．また，任

意の f,gE F(X)に対して

△ 
f~g⇔||!-qllp,q = o 
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でF(X)に同値関係が導入できるので， fEF(X)の同値類を[!]で表す．このとき，同値

類の和とスカラー倍や，ゲージの同値類への拡張を，同値類の代表元の選び方によらずに，

和 [fl + [gJ := [! + g]， スカラー倍 a[f] := [af] 

ゲージの拡張 ll[flllp,q := llfllp,q 

でうまく定義でき， F(X)を同値類で割った商空間

F(X) :={[fl: f E F(X)} 

は，点を分離する斉次的ゲージをもつ実線形空間となる．そこで，従来の Lorentz空間と

弱 Lorentz空間の非加法的測度論の枠組みでの一般化を

,Cp,q(μ) := {! E F(X): llfllp,qく oo}

Lp,q(μ) :={[fl: f E,Cp,q(μ)} 

で定め， O<qく 00のときは Choquet-Lorentz空間（略して CL空間）， q= 00のとき

はShilkret空間（略して Sh空間）とよぶ

注意 3 (1) μは零連続，すなわち，任意の {Nn}nENCAと任意の NEAに対して，

芯↑ Nかつ μ(Nn)= 0 (n = 1,2,．．．）ならば μ(N)= 0が成り立つとする．このとき，

llfllp,q = oとf= 0 μ-a.e.は同値である．

(2)実際には，μが零加法的な場合に限り，可測関数空間 F(X)に上記の方法で同値類

を導入して，点を分離する斉次的ゲージをもつ商空間 F(X)を構成できる．

4 CL空間と Sh空間の準ノルム化

CL空間と Sh空間を準ノルム化するために非加法的測度μに課すべき条件を考察する．

定義 5 μ E M(X)とする．定数 k ミ1が存在して，任意の A,BEAに対して，

AnB=0ならば

μ(AU B) :S K(μ(A) + μ(B)) 

が成り立つとき，μは準劣加法的，特に K=lのときは劣加法的という．

定理 1 μ E M(X)は零加法的とする．次の 3つの主張は同値．

(i) μは準劣加法的

(ii) (.Cp,q(μ), 11 ・ llp,q)は準半ノルム空間

(iii) (Lp,q(μ), II. llp,q)は準ノルム空間
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注意 4 (1) μが劣加法的であっても， II・ llp,qが三角不等式を満たすとは限らない．ゲー

ジ 11・ llp,qが三角不等式を満たすための必要十分条件は以下の通りである [1,Theorem 5.1]. 

• 1::::; p,qく ooとする．このとき， II・ llp,qが三角不等式を満たすための必要十分条件

は， μq/pが劣モジュラー，すなわち，任意の A,BEAに対して

μqfp(A u B) + μqfp(A n B) :::; μqf P(A) + μqfp(B) 

が成り立つことである．

• 1さpく ooとする．このとき， II・ IIP,=が三角不等式を満たすための必要十分条件は，

μがに加法的，すなわち，任意の A,BEAに対して， AnB=0ならば

μ(AU B) = μ(A) V μ(B) 

が成り立つことである．

(2)通常の Lorentz空間 L紅の場合は， l<p<ooかつ 1::::;q:::; ooであれば，準ノル

ム II・ llp,qと同値なノルムを定義することができる．しかし， CL空間や Sh空間でも同様

の結果が成り立つかは不明である．

5 CL空間と Sh空間の完備性

この章では CL空間と Sh空間の完備性について議論する．通常の Lorentz空間や弱

Lorentz空間とは異なり， CL空間上のゲージ II・ llv,qや Sh空間上のゲージ II.llv,ooは一

般には準三角不等式すら満たさない．また，測度の非加法性や， Choquet積分と Shilkret

積分の非線形性により，完備性の議論に従来の測度論や積分論の結果を直接用いることは

できない．そこで， CL空間と Sh空間の完備性を次の手順で示す．

• Rieszの完備性定理（測度収束に関して基本列となる可測関数列は概一様収束する部分

列をもつ）を非加法的測度の場合に拡張し， CL空間や Sh空間の基本列の収束先とな

る関数を見出す．

•概一様収束する可測関数列のべき乗に関する Fatou の補題を非加法的測度に対して定

式化し， CL空間や Sh空間の基本列のゲージ収束性の証明に用いる．

5.1 Rieszの完備性定理の非加法化

まず Rieszの完備性定理を非加法化する．議論を始める前に，可測関数列に対するいく

つかの収束概念をまとめておく．

定義 6 μ E M(X)とする．｛fn}nENC玖X)は関数列， fEF(X)とする．

(1) μ-零集合 Nが存在して，任意の x(/_Nに対して fn(X)→f(x)が成り立つとき，
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fn は f にµ—概収束するといい， fn → f μ-a.e.とかく．

(2)任意の e> 0に対して， Ee;EAが存在して， μ(E』 <cかつ sup謹 Eelfn(x) -

f(x)I → 0 が成り立つとき， fれは f にµ—概一様収束するといい， fn → f μ-a.u.と

かく．

(3)任意の c>Oに対して limn→ooμ({lfn-fl> c}) = 0が成り立つとき， fnIまfに

µ—測度収束するといい
μ 

, fn―→ fとかく．

(4)任意の c>Oに対して limm,n→ooμ({lf=-fnl>c})=Oが成り立つとき，｛fn}nEN

はµ—測度収束に関して基本列であるという．

注意 5 通常の測度の場合と同様に，非加法的測度μに対しても，μ-概一様収束する可測

関数列はµ—概収束かつµ—測度収束する．また，次の事実が知られている．

. µに対して Lebesgue の定理（µ-概収束する可測関数列はµ—測度収束する）が成立す

る ⇔ μは強順序連続，すなわち，任意の {An}nENCAと任意の AEAに対して

ふ↓ Aかつ μ(A)=0ならば μ(A』→ 0が成り立つ ([10,Theorem 1]). 

. µに対して Riesz の定理（µ-測度収束する可測関数列はµ—概収束する部分列をもつ）

が成立する⇔ μは性質 (S)を満たす，すなわち，任意の {An}nENCAに対して，

μ(An)→ 0 ならば，部分列 {Am}k€N が存在して， µ(n~ご1 LJ';!=i Ank) = 0が成り立

つ ([23,Theorem 2.1], [12, Theorem 5.17]. 

● µに対して Egoroff の定理（µ-概収束する可測関数列はµ—概一様収束する）が成立す

る⇔μは Egoroff条件を満たす，すなわち，次の 2つの条件

(i)任意の m,n,m',n'ENに対して， m ：：：： m'かつ nさがならば Am,nっA='，n'

(ii) μ(LJ:=1 n~=l 心，n) = 0 

を満たす 2 重添え字集合列 {Am,n} （m,n)€即 cA に対して，

00 

j？い（リ1Am,0(m))＝0

が成り立つ．ただし， 0は Nから Nへの写像全体を表す（［11,Theorem 1], [14, 

Proposition 1]). 

. µ-測度収束するどんな可測関数列もµ—概一様収束する部分列をもつ⇔µは性質 (S1)

を満たす，すなわち，任意の {An}nENC Aに対して， μ(An)→0ならば，部分列

{Ank}k€N が存在して， limi→00 µ(LJ~⇒ ん』＝ 0が成り立つ ([13,Theorem 4], [12, 

Theorem 5.24]). 

測度論における Rieszの完備性定理は，測度収束に関して基本列となる可測関数列は常
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に概一様収束する部分列をもつことを主張しており，測度収束が定める距離位相に関して

可測関数空間が完備であることを示す際に用いられる．実際，［7,Theorem 22.D]によれ

ば，μが (J"-加法的ならば Rieszの完備性定理が成り立つので，測度収束に関して基本列と

なる {fn}nENC F(X)に対して，部分列 {fm}KENとfE汽X)が存在して， fれk→ f 

µ-a.u.，それゆえ f匹上➔ J を得る．よって，次の定理 2 より fn 土→ f となり， F(X) は

測度収束が定める距離位相に関して完備であることが示せる．

定理 2([8, Theorem 2]) μ E M(X)は擬距離生成的とする．｛fn}nEN C F(X) 

は測度収束に関して基本列で，｛fn}nENの部分列 {fnk}KENとfE F(X)が存在して，

fnk ~!とする．このとき fn 上➔ J となる．

以下では，非加法的測度に対しても Rieszの完備性定理が成り宣っために，測度に課す

べき条件を考察する．考察のヒントとなるのが次の結果であり，測度収束する可測関数列

が常に測度収束に関して基本列となるための必要十分条件を与えている．

定理 3([8, Theorem 3]) μ E M(X)とする．次の 2つの主張は同値

(i) μは擬距離生成的，すなわち，任意の {An}nENCAと任意の {Bn}nENCAに対

して， μ(An)V μ(En)→0ならば μ(AnU En)→0が成り立つ．

(ii) µ—測度収束する {fn}nEN C内X)はμ-測度収束に関して基本列である．

注意 6 非加法的測度の特性に関して次が成り立つ．

•加法的 ⇒ 劣モジュラー ⇒ 劣加法的 ⇒ 準劣加法的 ⇒ 擬距離生成的 ⇒ 弱零加法的

•上から連続 ⇒ 強順序連続 ⇒ 順序連続； 連続 ⇒Egoroff条件 ⇒強順序連続

•下から連続 ⇒ 零連続； 性質 (S1)⇒性質 (S)⇒零連続

定理 2と定理 3を眺めると， Rieszの完備性定理も測度に擬距離生成性を仮定すれば成

立することが予想される．しかし，第 6章の例 1により，擬距離生成性だけでは， Riesz

の完備性定理が成立しないことがわかる．そこで，非加法的測度に課すべき新たな特性を

提案する．

定義 7 μ E M(X)とする．任意の｛恥｝nENCAに対して，

k12+四悶胴（いn)= 0 ならば k~四µ （り恥 ＝ 0 nQk En) 

が成り立つとき，μは完備生成的という．

完備生成性を用いれば， Rieszの完備性定理を次のように非加法化できる．
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定理 4 μ E M(X)は擬距離生成的かつ完備生成的とする．このとき，｛fn}nEN C F(X) 

がµ—測度収束に関して基本列ならば，｛fn}nEN の部分列 {fnk}KEN と f EF(X)が存在し

て， fnk→fμ-a.u.となる．

定理 2, 定理 3, 定理 4より次の系が得られる．

系 l μ E M(X)は擬距離生成的かつ完備生成的とする．次の 2つの主張は同値．

(i) {f n}nEN はµ—測度収束に関して基本列

(ii) f E 汽X) が存在して， fn 上➔ f. 

それゆえ， F(X)はμ-測度収束に関して完備となる．

注意 7 系 1の主張（i)と(ii)が同値であれば，定理 3よりμは擬距離生成的となる． し

かし，μが完備生成的かどうかは不明である．

定理 4や系 1で仮定した完備生成性は一見すると複雑そうであるが， 2つの条件

k凡閃閃罰（旦En)=0 と k1~叫ルビい）＝ 0 

の違いはごく僅かであり，μが下から連続，すなわち，任意の {An}nENCAと任意の

AEAに対して， An↑Aならば μ(A砂→ μ(A)が成り立てば， 2つの条件は一致する．

それゆえ，下から連続な非加法的測度は完備生成的である．下から連続とは限らないが，

擬距離生成的かつ完備生成的な非加法的測度の例は下記の通りである．

命題 l μ E M(X)は次の (i),(ii)のいずれかの条件を満たせば擬距離生成的かつ完備生

成的である．

(i)任意の E> 0に対して， 8> 0が存在して，任意の {En}nENC Aに対して

SUPnEN μ(E砂<6ならばμ(LJ:=l恥） ＜ cが成り立つ．

(ii) μ = cp(v)と表される．ただし， V EM(X)は擬距離生成的かつ下から連続であり，

cp: [O, oo]→ ［O,oo］は cp(O)= 0を満たす単調増加関数で，原点の近傍で連続かつ狭

義単調増加とする．

5.2 Fatouの補題の非加法化

CL空間や Sh空間のゲージ II・ llp,qに関する基本列 {fn}nENは測度収束に関して基本列

になるので， Rieszの完備性定理の非加法化（定理 4)より，部分列 {fnk}KENとfE F(X) 

が存在して， fnk→fμ-a.u.となる．よって， CL空間や Sh空間の完備性を示すには，概

一様収束する関数列に関する Fatouの補題を非加法的測度に対して新たに定式化して，
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● ||fn -fllp,q→ O 

•fE,Cい(µ)

が成り立つことを示せばよい．

定理 5 μ E M(X)とする． O<p<ooは定数とする．次の主張は同値である．

(i) μは下から単調自己連続，すなわち，任意の AEAと任意の {Bn}nENCAに対し

て，｛Bn}nENが単調減少で μ(En)→0ならばμ(A¥En)→μ(A)が成り立つ．

(ii)任意の {fn}nENC F+(X)と任意の fE F+(X)に対して， fn→fμ-a.u.ならば，

Ch(μ, fりさ liminfn→ooCh(μ, f!:）が成り立つ．

(iii)任意の {fn}nENC F+(x)と任意の fE F+(X)に対して， fn→fμ-a.u.ならば，

Sh(μ, fり::;lim infn→oo Sh(μ, f!:)が成り立つ．

5.3 CL空間と Sh空間の準完備性と完備性

CL空間と Sh空間の完備性は定理 1，定理 4, 定理 5を用いて示せる．

定理 6 0 < p < 00, 0 < qさCX) とする． μEM(X)とする．

(1) μが擬距離生成的かつ完備生成的かつ下から単調自己連続ならば，（£p,q(μ),11 ・ llp,q) 

は準完備である．すなわち， £P,q(μ)の任意の II・ llp,q—有界な 11 ・ llp,q―基本列は£p,q(μ)

の要素に II・ llp,qー収束する．

(2) μが準劣加法的かつ完備生成的かつ下から単調自己運続ならば，（£p,q(μ),II ・ llp,q) 

は完備準半ノルム空間，（Lp,q(μ),II. llp,q)は完備準ノルム空間となる．

6 反例

次の例は，μが劣加法性という非常に強い擬加法的性質を満たしていたとしても， Riesz

の完備性定理の非加法化（定理 4)，測度収束に関する可測関数空間 F(X)の完備性（系 1),

CL空間や Sh空間の完備性（定理 6)は，非加法的測度が完備生成的でなければ成立しない

場合があることを示している．

例 l X := N, A := 2xとする．各 AEAに対して

μ ( A ) ： ＝ ｛ 区゚i E A 1 / 2 t 

1 + LiEA 1/2i 

で非加法的測度 μ:A→[O,2]を定める．

if A=  0 

if A=/-0かっ Aは有限集合

if Aは無限集合
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(1) μは劣加法的それゆえ，準劣加法的，零加法的，擬距離生成的，一様自己連続，自

己連続，単調自己連続である．

(2) μば性質 (S)を満たす．それゆえ，零連続である．

(3) μは完備生成的でない．それゆえ，下から連続でない．

(4) μは順序連続でない．それゆえ，強順序連続でも上から連続でもない．

(5) μば性質 (S1)を満たさない．

(6) 0 < p < 00, 0 < qさ 00は定数とする． An:={1,2,...,n}, fn := XAn (n = 

1,2,．．．）とおいて，関数列 Un}nENC F(X)を定めると，次が成り立つ．

(i)任意の nENに対して fnE F(X)かつ fnE _cp,q(μ). 

(ii) {f n}nEN Iま測度収束に関して基本列であるが， F(X)の要素に測度収束しな

い．それゆえ，穴X)は測度収束に関して完備でない．

(iii) {f n}nENはII・llp,q有界な II・伽，q-基本列であるが， _cp,q(μ)の要素に 11・ llp,q― 

収束しない．それゆえ，（£紅(μ),II ・ llp,q)は準完備でも完備でもない．
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