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Chapitre 1

Introduction Générale

Au tournant du XXe siècle, deux nouvelles théories ont émergé qui ont radicalement

transformé le domaine de la physique : la relativité générale et la mécanique quantique.

Ces deux révolutions sont à l�origine de la grande majorité des développements en physique

théorique du XXe siècle.

Réconcilier la mécanique quantique avec la relativité générale est actuellement l�un des

problèmes les plus di¢ ciles de la physique. Cependant, cette première approche conduit à

de sérieux problèmes de normalisabilité, qui constituent un frein majeur au développement

du Réconciliation. Cela signi�e que pour maintenir notre conviction, nous devons d�abord

trouver un moyen de quanti�er la gravité. Cependant, étant donné le succès remarquable

d�Einstein dans l�explication de nombreux phénomènes, nous devrions accepter son travail

comme une base solide, même si une intégration et une extension supplémentaires sont

nécessaires pour répondre aux exigences de la première approche. Trouver une solution à

ce problème est actuellement une question ouverte.

Selon cette hypothèse, une façon de résoudre les incompatibilités entre ces deux théories

est d�introduire une longueur observable minimale non nulle qui apparaît lorsqu�il s�agit

de systèmes qui ont des quantités caractéristiques d�une échelle de Planck. Cette échelle

porte le nom du physicien Max Planck, qui découvrit en 1899 qu�un ensemble de grandeurs
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dimensionnelles fondamentales (appelées longueur, temps et énergie de Planck) pouvait être

obtenu en combinant trois constantes physiques universelles (c,G et ~ ). En identi�ant ces

valeurs comme les seuils auxquels des e¤ets de gravité quantique auparavant inobservables

sont activés et devraient devenir visibles, leur signi�cation physique a été clari�ée. Les

e¤ets de la gravité quantique, qui dans d�autres contextes ne sont pas pertinents, ont reçu

une signi�cation physique plus précise en identi�ant ces quantités comme celles auxquelles

ces e¤ets sont activés et doivent être observés. Pour cette raison, nous nous attendons à ce

que la longueur de Planck, lp =
q

~G
c = 1:62 � 10�33cm, joue un rôle important dans la

détermination de la quanti�cation de l�espace-temps. lui-même.

Au cours des dernières années, au niveau d�un échelle microscopique de haute énergie,

beaucoup de théories ont été consacrées à l�étude des problèmes de théorie quantique des

champs caractérisée par la non localité des processus physiques, pour absorber les in�nis

entachant les théories de champs standards. Notamment, la théorie de la géométrie non-

commutative qui a été suggérée que n�importe quel schémas d�uni�cation des interactions

fondamentales de la physique devrait en principe contenir des e¤ets de la non commuta-

tivité de l�espace décrivant la non localité des phénomènes quantiques. En plus, selon le

mathématicien Alain Connes[1], cette non-commutativité de l�espace est considérée comme

étant une généralisation de la dualité entre espace géométrique et algèbrique à un cas

plus général dans lequel l�algèbre n�est plus commutative. Cela nécessite la modi�cation

de deux idées fondamentales des mathématiques, à savoir l�espace et la symétrie, ainsi que

l�adaptation de tous les instruments mathématiques pertinents. Dans ce contexte, plusieurs

travaux ont vu le jour pour tenter de concrétiser cette non-commutativité de l�espace. Leur

champ d�application s�étend de la théorie des champs à la mécanique quantique. Parmi ces

tarvaux citons, la théorie en �4 non-commutative[2], l�extraction de la mécanique quan-

tique non- commutative de la théorie quantique des champs nocommutative dans le cas

non relativiste[3], la théorie électrodynamique quantique(QED) non commutative[4], et

L�in�uence de la non-commutativité de l�espace sur la mécanique quantique[5].
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Pour caractériser les espaces non-commutatifs et exprimer la comparaison entre les

observateurs de position qui génèrent beaucoup d�accent sur la valeur du paramètre non-

commutatif, la relation de commutation est modi�ée comme suit[6] : [x̂i; x̂j ] = i�ij . Cette

modi�cation est utilisée, par exemple, dans les études de l�e¤et de la géométrie non-

commutative sur les orbites classiques d�une particule. En revanche, la non-commutativité

est devenue un domaine de recherche extrêmement actif au cours des dernières décennies,

en particulier dans les théories des cordes, les théories quantiques des champs et la mé-

canique quantique[7][8]. Pour les systèmes quantiques dans l�espace non commutatif, on

observe que l�hypothèse de non commutativité peut être une conséquence des e¤ets de

la gravité quantique. De plus, c�est un laboratoire théorique fructueux dans lequel nous

pouvons mieux comprendre les conséquences de la non-commutativité dans la théorie des

champs en utilisant des techniques de calcul standard de la mécanique quantique.

En d�autre part, on sait bien qu�au sein de la relativité générale, l�espace temps non-

commutatif décrivant la gravité comme une propriété géométrique de l�espace-temps. La

structure de l�espace-temps à l�échelle de Planck, où les e¤ets gravitationnels quantiques

ne peut être ignorée, est encore inconnue puisqu�il s�agit d�un domaine de la physique où

il est pratiquement impossible d�obtenir des données physiques.

La premiére apparition de notion de l�espace-temps non-commutatif en physique des

particules remonte aux travaux de Snyder en 1947[9]. Le but été de pouvoir se débarras-

ser des divergences ultraviolettes de théorie quantique des champs tout en conservant la

covariance de Lorentez.Mais, comme parallélement à cela, la théorie de la renormalisation

produisait des résultats remarquables.

En physique des hautes énergies, de nombreuses recherches ont été menées sur la mé-

canique quantique déformée par la géométrie spatiale non commutative. Cette recherche a

inclu l�extraction de la mécanique quantique non-commutative de la théorie quantique

des champs non-commutative dans le cas non relativiste[10] et L�in�uence de la non-

commutativité de l�espace sur la mécanique quantique[5].
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Les objectifs de cette thèse sont principalement basée sur l�étude de certains phéno-

mènes microscopiques à haute énergie dans le contexte de la déformation quantique à

petite échelle a�n d�absorber les in�nis qui entachent les théories standards des champs.

En général, on s�impose :

- De résoudre le mouvement oscillateur de particules non relativistes et relativistes (sca-

laires, spinorielles et vectorielles) dans un champ magnétique externe uniforme et étudier

leur propriétés thermodynamiques du système et interpréter le résultat physique obtenu

en présence de déformation spatial .

- De traiter l�in�uence de la déformation dans un cadre mathématique rigoureux a�n

de caractériser et insérer de manière appropriée dans le modèle physique en question, ainsi

que de revoir surtout les ambiguïtés de la théorie quantique et de tenter d�élucider sa

signi�cation dans ce cadre de déformation.Par conséquent, la structure de la thèse peut

être résumée comme suit :

Dans le deuxième chapitre un rappelle sur la géométrie non-commutative (NC). Puits

nous avons étudié dans une première partie les solutions exactes de L�oscillateur harmonique

de Klein-Gordon (KGO) qui dépend de l�énergie à 3 dimensions où nous avons déterminé le

spectre d�énergie en fonction de paramètres de déformation � et leur propriété thermique.

Tandis que dans la deuxième partie, une étude explicite sur les propriétés thermodyna-

miques de l�oscillateur harmonique de Dirac (DO) bidimensionnel sous l�e¤et d�un champ

magnétique externe et uniforme. Notamment un accent particulier a été mis sur le graphène

et leurs applications. Dans le troisième chapitre un bref résumé sur le modèle de Snyder-de-

Sitter (SdS) dans la représentation de l�espace des impulsions et de résoudre les équations

de Schrödinger , Klein �Gordon et Dirac à dimensions arbitraires pour l�interaction de type

oscillateur. Nous calculons la fonction d�onde et le spectre d�énergies exactes du système.

De plus, nous parlons de plusieurs circonstances spéci�ques et des résultats analytiques

qui les accompagnent. Les fonctions thermodynamiques du système sont étudiés analyti-

quement pour KGO. Dans le quatrième chapitre nous exposons un explicite calcul pour
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l�oscillateur de Schrödinger (SO) et KGO déformé de dimensions arbitraire pour l�algèbre

de SdS sous un champ magnétique le long de l�axe z dans l�espace non-commutatif. Nous

obtenons la solution exacte et le spectre d�énergie pour ces systèmes et on discute aussi les

cas particuliers. Les propriétés thermodynamiques du système sont explorées et expliquées

analytiquement dans le domaine des hautes températures. En�n on a résumé les principaux

résultats obtenus dans ce manuscrit dans une conclusion générale.
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Chapitre 2

Etude de l�oscillateur harmonique

relativiste dans le cadre de la

Géométrie non-commutative

2.1 Introduction

En tant que théorie mathématique, la géométrie non-commutative est maintenant bien

établie, bien qu�au début, ses progrès aient restreint à certaines branches de la physique

comme la mécanique quantique. Cependant la géométrie non-commutative est devenue un

sujet de grand intérêt[1][11]. Il a trouvé des applications dans de nombreux secteurs de

la physique et s�y est rapidement impliqué, a continué à promouvoir des idées fructueuses

et la recherche d�une meilleure compréhension. Comme dans la gravité quantique[12], le

modèle standard des interactions fondamentales[13], aussi dans la théorie des cordes[14],

et son implication dans les algèbres de Hopf [15]donne les algèbres de Connes�Kreimer

Hopf[16][17] etc. Il existe de nombreux articles consacrés à l�étude de ces divers aspects, en

particulier dans la théorie quantique des champs[18][19] et mécanique quantique[20][21].

De la théorie quantique habituelle, qui a été écrite sur des espaces commutatifs qui
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répondent aux relations de commutation suivantes

[x̂i; x̂j ] = 0; [p̂i; p̂j ] = 0; [x̂i; p̂j ] = i~�ij ; (2.1)

il est facile de redé�nir cette théorie dans un autre espace non-commutatif, en changeant

les relations de commutation sous cette forme

[x̂i; x̂j ] = i�ij ; [p̂i; p̂j ] = 0; [x̂i; p̂j ] = i~�ij ; (1) (2.2)

où �ij est un tenseur antisymétrique.

Pour surmonter les problèmes d�unitarité et de causalité qui se posent dans la théorie

non-commutative à ce stade (�0j = 0; �ij 6= 0) ;nous proposons que toutes les composantes

du temps �0j soit égales à zéro.

Il est intéressant de noter que, dans le même cadre de la théorie quantique non-

commutative, les modèles fournis par les relations de commutation discutées ci-dessous

2.2 peuvent être réalisés en termes de produit étoile, c�est-à-dire remplacer directement

l�algèbre commutative par le produit usuel de fonctions par Algèbre de Moyal avec le pro-

duit étoile[28].

(f � g) (x) = exp
�
i

2
���@x�@y�

�
f(x)g(y) jx=y (2) (2.3)

avec f(x) et g(x) sont deux fonctions arbitraires in�niment di¤érentiables.

2.2 L�oscillateur harmonique de Klein-Gordon dépendant de

l�énergie à 3 dimensions

Les potentiels dépendants de l�énergie sont apparus pour la première fois dans la méca-

nique quantique non relativiste , par exemple, dans l�équation de Pauli-Schrödinger[23] et
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le problème relativiste à plusieurs corps[24]. Ainsi, les équations d�onde avec des potentiels

dépendant de l�énergie sont bien connues en physique, même lorsque le potentiel n�est pas

précisément proportionnel à l�énergie. De nombreux auteurs[25][26][27] se sont récemment

intéressés à l�équation d�onde à potentiel dépendant de l�énergie en mécanique quantique

commutative. En raison de la dépendance énergétique du potentiel dans les équations

d�onde, il est nécessaire de modi�er le produit scalaire a�n de maintenir la norme. Nous

étudions l�e¤et de la non-commutativité entre les coordonnées et le potentiel dépendant de

l�énergie de l�oscillateur harmonique sur les valeurs propres d�énergie et la normalisation

des fonctions d�onde à l�aide de la mécanique quantique non commutative.

Il est bien établi que l�oscillateur harmonique non relativiste se comporte de manière

similaire au problème de Landau dans un espace commutatif [28]. Cette section examine

cette relation dans un contexte relativiste. L�équation suivante dé�nit l�oscillateur de Klein-

Gordon (KGO) dans un espace non-commutatif tridimensionnel.

c2
h�!
p + i�!E

!
r
��!

p � i�!E
!
r
�i
�  =

�
E2 � �2c2

�
 (2.4)

Dans l�équation mentionnée ci-dessus, � et !E sont la masse et la fréquence dépendant de

l�énergie, respectivement avec !E = ! (1 + E)q et q;  est un parametre.

Cependant, dans le cas où [pi; pj ] = 0, il est bien connu que la mécanique quantique

non commutative peut être réduite à la mécanique quantique habituelle. Ainsi, l�opérateur

de coordonnées non-commutant peut être représenté en termes d�opérateur de coordonnées

commutant et de son opérateur du moment comme [29][30]

x
(NC)
i ! xi �

1

2~
�ijpj et pi ! pi; i = 1; 3 (2.5)

pour i = 1; 2 alors, les nouveaux opérateurs obéissent aux relations de commutation cano-
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niques usuelles. avec le paramètre tenseur antisymétrique �ij choisit comme

�ij = �ijk�k et �3 = � (2.6)

où �ijk est le tenseur de Levi-Civita .

Sur la base de ce fait, nous sommes en mesure de réécrire la transformation 2:5 dans la

version condensée qui est la suivante :

!
r ! !

r +

!
� �!

p

2~
avec �12 = ��21 = �3 = � (2.7)

avec � est le produit vectoriel.

En tenant compte de la transformation 2:7 indiquant le passage d�un espace non com-

mutatif à un autre espace commutatif dans l�équation 2:4, la solution de l�équation de

l�oscillateur KG dans l�espace non-commutatif est la suivante :

c2

24!p + i�!E
0@!r + !

� �
!
P

2~

1A3524!p � i�!E
0@!r + !

� �
!
P

2~

1A35 = �E2 � �2c2� (2.8)

Après un simple calcul, on arrive à l�équation suivante

��
1 +

�2!2E�
2

4~2

��
p2x + p

2
y

�
+ �2 !2E

�
x2 + y2

�
+ �2!2Ez

2 � �2!2E�

~
Lz + p

2
z

�
 

=

�
E2 � �2c2

c2
+ 3�!E~

�
 (2.9)

où Lz = xpy � ypx est l�opérateur de moment cinétique. Maintenant, il est suitable

d�exprimer les coordonnées cartésiennes (x; y; z) en fonction de coordonnées cylindriques
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(r; '; z) dans la prédite équation 2.9, pour obtenir

�
~2
�
1 +

�2!2E�
2

4~2

��
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+
1

r2
@2

@'2

�
��2!2Er2 + ~2

@2

@z2
� �2!2Ez2 +

�2!2E�

~
~
i

@

@'

�
 (r; '; z)

=

�
�E

2 � �2c2
c2

� 3�!E~
�
 (r; '; z) (2.10)

On sépare les variables radiales, angulaires et axiales de la fonction d�onde  en posant

 (r; '; z) = Ceijmj'
R (r)p
r
	osc (z) (2.11)

En substituant l�équation.2:11 dans l�équation 2:10 , on trouve

1

R (r)

"
@2

@r2
�
�
m2 � 1

4

�
r2

� �2!2E
M2

r2 +N

#
R (r)

=
1

	osc (z)

�
� ~2

M2

@2

@z2
+
�2!2E
M2

z2
�
	osc (z) = b (2.12)

Avec

M2 = ~2
�
1 +

�2!2E�
2

4~2

�
(2.13)

N =
1

M2

 �
E2 � �2c4

�
c2

+ 3�!E~ + �2!2E� jmj
!

(2.14)

Tant que la constante de séparation b est identique dans les deux équations, les termes

radial et axial sont égaux l�un dans l�autre, les deux équations s�écrivent

 
@2

@r2
�
�
m2 � 1

4

�
r2

� �2!2E
M2

r2 + �

!
R (r) = 0 (2.15)
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�
@2

@z2
� �2!2E

~2
z2 � �

�
	osc (z) = 0 (2.16)

Avec

� = N � b; � = �M
2

~2
b (2.17)

Pour l�équation 2.16 on pose, z2 = ~
2�!E

�2

�
@2

@�2
� 1
4
�2 + nz +

1

2

�
	osc (�) = 0 (2.18)

avec

� = �(2nz + 1)�!E
~

; b =
�!E~
M2

(2nz + 1) (2.19)

dont nz = 1; 2; 3; :: est le nombre quantique principal.

Nous aurons une équation de type parabolique, possédant la même fonction que celle

de Weber Dn (�)

Dnz (�) = N0exp

�
��

2

4

�
Hnz

�
2�

1
2 �
�

(2.20)

On obtient par déduction

	oscnz (z) = Dnz

 r
2�!E
~

z

!
= N0exp

�
��!Ez

2

2~

�
Hnz

�r
�!E
~

z

�
(2.21)

avec N0;est la constante de normalisation, Hnz
�q

�!
~ z
�
est le polynôme d�hermite.

Pour l�équation 2.15, la fonction d�onde R (r) se transforme à

 
@2

@�2
� �2 �

�
m2 � 1

4

�
�2

+ "

!
R (�) = 0 (2.22)
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avec 8>>>>><>>>>>:
a =

r
M

�!

� =
r

a

" =
M

�!E
�

(2.23)

Maintenant, lorsque nous introduisons une nouvelle variable � = �2 et une nouvelle fonction

W (�) par la relation

R (�) = e�
�
2 ��W (�) ; (2.24)

nous arrivons à �
�
d2

d�2
+

�
2�+

1

2
� �
�
d

d�
+ n

�
W (�) = 0; (2.25)

avec 8<: 4�
�
�� 1

2

�
=
�
m2 � 1

4

�
n = "

4 � ��
1
4

(2.26)

D�où

� =
1

2

�
jmj+ 1

2

�
(2.27)

L�équation 2.25 est une équation de la fonction con�uente hyper-géométrique

W (�) = �normF (�n; jmj+ 1; �) : (2.28)

Où la forme �nale de la fonction d�onde R (r) ; s�écrit

Rn;m (r) =
�norm

a(jmj+
1
2)
e�

r2

2a2 rjmjF

�
�n; jmj+ 1; r

2

a2

�

avec

a2 =
~

�!E

�
1 +

�2!2E�
2

4~2

� 1
2

: (2.29)
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En conclusion la forme explicite de l�équation 2:11; est réécrite comme

 n;nz ;jmj(r; '; z) =
Neijmj'

a(jmj+
1
2)
exp

�1
2

�
r2

a2
+
�!Ez

2

~

�
rmF

�
�n; jmj+ 1; r

2

a2

�
Hnz

�r
�!E
~

z

�
:

(2.30)

avec N = N0�norm est la constante de normalisation.

Pour obtenir les valeurs propres de l�énergie, substituez les expressions 2.27 , 2.26 , 2.23

, 2.19 , 2.14 et 2.13 dans l�équation 2.17

E2n;nz ;jmj = 2�c
2~!1 (2n+ jmj+ 1) + 2�c2~!E

�
nz +

1

2

�
�
�
�2c2!2E�

~

�
~ jmj+ �2c4 � 3�c2~!E (2.31)

avec

!1 = !E

s
1 +

�2!2E�
2

4~2
(2.32)

Puis utilisons la relation E = �c2 + Enr avec la limite non-relativiste Enr � �c2 dans

l�équation 2.31 , on obtiendra l�équation

En;nz ;jmj(nr) = ~!E
�
1 +

�2!2E�
2

4~2

� 1
2

(2n+ jmj+ 1) + ~!E (nz � 1)�
�
�2!2E�

~

�
~ jmj
2�
(2.33)

Dans ce cas, les valeurs propres d�énergie sont comparables à celles du système sous l�action

du champ magnétique dans l�espace commutatif (e¤et Zeeman normal). Il est maintenant

intéressant d�étudier le cas particulier suivant

� q = 1 (!E = !0 (1 + En;nz ;m)) :

Dans ce cas les valeurs propres de l�énergie En;nz ;jmj sont déterminés par une équation

du quatrième ordre comme

E4n;nz ;m + bE
3
n;nz ;m + cE

2
n;nz ;m + dEn;nz ;m + e = 0 (2.34)
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où

a = 1 + 2� jmj �2 + �2�2
h
jmj2 � (2n+ jmj+ 1)2

i
(2.35)

b =
1

a

�
4��2!21

h
2 jmj2  � (2n+ jmj+ 1)2

i
+ 4

�� jmj


+ 4�c2~ (1� nz) (!1 + �)
�
(2.36)

c =
1

a

�
�6�

2!21
c2

(n2 + jmj+ 3
4
) + �� jmj!21 (2� 3~!1 (nz � 1))

�~2!212 (2n+ jmj+ 1)
2 + (1� ~!1 (nz � 1))2

i
(2.37)

d =
1

a

�
2��2



�
2 jmj � �

2
(2n+ jmj+ 1)2

�
� 8�c

2


(2n+ jmj+ 1)2 + 4�c2!1~ (nz � 1)

�
(2.38)

e =
1

a

��
2�c2~ (nz � 1) + � jmj

�2 � 4�2c4!21~2�1 + �

4c2~2

�
(2n+ jmj+ 1)2

�
(2.39)

avec

� = �2c2!2�2 (2.40)

l�équation 2.34 peut être résolue via l�équation suivante du deuxième ordre [31]

E2n;nz ;m + (b+A)
En;nz ;m
2

+ yn;nz ;m +
byn;nz ;m � d

A
= 0 (2.41)

où

A = �
q
8yn;nz ;m + b

2 � 4c (2.42)

Ainsi, il existe quatre solutions

En;nz ;jmj =
1

4

"
� (b+A)�

s
(b+A)2 � 16

�
yn;nz ;jmj +

byn;nz ;m � d
A

�#
(2.43)
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et yn;nz ;jmj est l�une des racines réelles de l�équation cubique

8y3n;nz ;jmj � 4cy
2
n;nz ;m + (2bd� 8e) yn;nz ;m + e

�
4c� b2

�
� d2 = 0 (2.44)

où

yn;nz ;m =
3

rp
D � Q

2
� 3

rp
D +

Q

2
� R

3

avec

D =

�
P

3

�3
+

�
Q

2

�2
(2.45)

P = S � R2

3
(2.46)

Q = 2

�
R

3

�3
� RS

3
+
e
�
4c� b2

�
� d2

8
(2.47)

R = � c
2
et S =

b d

4
� e (2.48)

Nous prenons quelques valeurs des paramétres de  et �

pour =0, � variable

L�équation 2.31 de l�énergie peut être exprimée de la manière suivante :

En;nz ;jmj = ��c
2

s
1 +

2~!2
�c2

(2n+ jmj+ 1) + 2~!0
�c2

�
nz � 1�

� jmj �
2~

�
(2.49)

avec

!2 = !0

�
1 +

�2!20�
2

4~2

� 1
2

(2.50)

17



on peut construire l�allure du spectre d�énergie en fonction du nombre quantique n pour

di¤érentes valeurs de paramètres de � (en utilisant les unités ~ = c = � = 1 et mettant

!0 = jmj = nz = 1).

La dépendance des paramètres de l�énergie est illustrée à la �gure 2.1. Encore une fois,

un e¤et de type Zeeman est trouvé. De plus, nous observons que les di¤érentes valeurs de

paramètre non-commutative � ont un e¤et négligeable sur les valeurs d�énergie.

pour �=0,  variable

L�équation 2.31 de l�énergie peut être exprimée de la manière suivante :

E2n;nz ;jmj +BEn;nz ;jmj + C = 0 (2.51)

où

B = �2�c2~!0 (2n+ jmj+ nz)  (2.52)

C = �
�
2�c2~!0 (2n+ jmj+ nz) + �2c4

�
(2.53)
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À partir de l�équation. 2.51, les valeurs d�énergie sont trouvées comme

E�n;nz ;jmj =
�B �

p
B2 � 4C
2

= N �
p
N22 + 4 (N + �2c4) (2.54)

Où

N = 2�c2~!0 (2n+ jmj+ nz) (2.55)

Dans la �gure 2.2, la dépendance de l�énergie sur le paramètre ( � 0 ;  � 0 ) entraîne

des écarts par rapport aux valeurs d�énergie normales (c�est-à-dire � =  = 0).

2.2.1 Propriétés thermiques

Dans cette partie, nous étudierons les propriétés thermodynamiques de l�oscillateur de

Klein-Gordon présenté ci-dessus. Les valeurs propres de l�énergie 2.49 de KGO dans l�espace

NC sont les suivantes :

En;nz ;jmj = ��c
2
p
�n+ � (2.56)

19



avec :

� =
4~!2
�c2

et � = 1 +
2~
�c2

�
!2 (jmj+ 1) + !0

�
nz � 1�

� jmj �
2~

��
(2.57)

Du fait que toutes les grandeurs thermodynamiques peuvent être calculées à partir de la

fonction de partition Z, nous commençons par calculer la fonction de partition du système

qui est dé�nie à la température T en utilisant le facteur de Boltzmann comme suit :

Z =

1X
n=0

e
� 1
KBT

�
E
n;nz;jmj

�E
0;nz;jmj

�
(2.58)

où KB est la constante de Boltzmann et E0 est l�énergie de l�état fondamental correspond

à n = 0.

Par la substitution de l�équation 2.56 dans l�équation 2.58 on obtient

Z = e
�c2

KBT

p
�
1X
n=0

e
� �c2

KBT

p
�n+�

(2.59)

Pour évaluer la fonction 2:59 , on utilise la formule d�Euler�MacLaurin[32]

1X
n=0

f (n) =
1

2
f (0) +

Z 1

0
f (x) dx�

1X
p=1

1

(2p)!
B2pf

(2p�1) (0) ; (2.60)

où B2p est le nombre de Bernoulli et f (2p�1)désigne la dérivée d�ordre (2p� 1) et

f (x) = e
� �c2

KBT

p
�x+�

(2.61)

L�intégrale dans l�expression 2:60 est donnée comme suit :

Z 1

0
f (x) dx =

Z 1

0
e
� �c2

KBT

p
�x+�

dx =
2

�
�
�c2

KBT

�2 �1 + �c2

KBT

p
�

�
e
� �c2

KBT

p
�
; (2.62)

À des températures élevées on a alors les résultats suivants jusqu�à l�ordre B4 et les autres
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termes sont négligeables

f1 (0) = � �c2�

2KBT
e
� �c2

KBT

p
�
; (2.63)

f3 (0) = � �c2�3

8KBT

"
3��

5
2 +

3�c2

KBT
��2 +

�
�c2

KBT

�2
�
�3
2

#
e
� �c2

KBT

p
�

(2.64)

B2 =
1

6
; B4 = �

1

30
(2.65)

on remplace 2:62 , 2:63, 2:64 et 2:65 dans l�équation 2:60 et en e¤ectuant un calcul simple

et direct , on obtient la fonction de partition Z :

Z =
1

2
+
2
p
�

�
�+

2

�
�2 +

�
�

24
p
�
� �3

1920
p
�5

�
1

�
� �3

1920�2
1

�2
� �3

5760
p
�3

1

�3
(2.66)

où

� =
KBT

�c2
(2.67)

Selon l�équation. 2:66 la fonction de partition Z, qui dépend du paramètre NC � , peut

être utilisée pour déterminer les propriétés thermodynamiques de notre système, telles que

l�énergie libre F; l�énergie moyenneU , la chaleur spéci�que C et l�entropie S .

F = �KBT ln

"
1

2
+
2
p
�

�
�+

2

�
�2 +

�
�

24
p
�
� �3

1920
p
�5

�
1

�
� �3

1920�2
1

�2
� �3

5760
p
�3

1

�3

#
(2.68)

U =
kBT

Z

"
2
p
�

�
�+

4

�
�2 �

�
�

24
p
�
� �3

1920
p
�5

�
1

�
+

�3

960�2
1

�2
+

�3

1920
p
�3

1

�3

#
(2.69)

C =
kB
Z2

"
Z

 
4
p
�

�
�+

12

�
�2 � �3

960�2
1

�2
� �3

960
p
�3

1

�3

!
�

�2

 
2
p
�

�
+
4

�
��

�
�

24
p
�
� �3

1920
p
�5

�
1

�2
+

�3

960�2
1

�3
+

�3

1920
p
�3

1

�4

!235(2.70)
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S = kB

"
lnZ +

1

Z

 
2
p
�

�
�+

4

�
�2 �

�
�

24
p
�
� �3

1920
p
�5

�
1

�
+

�3

960�2
1

�2
+

�3

1920
p
�3

1

�3

!#
(2.71)

avec

F = �KBT lnZ ;U = KBT
2@ lnZ

@T
;C =

@U

@T
et S = �@F

@T

Les grandeurs thermiques sont représentées sur les les �gures (2.3-2.6). Nous devons men-

tionner que, dans toutes les �gures, nous avons utilisé les unités ~ = c = � = 1 et mettant

jmj = nz = 1.
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Les �gures (2.3-2.6) illustrent l�e¤et de paramètre NC � sur les propriétés thermiques de nos

problèmes. Comme le montre les �gures, l�espace NC a un e¤et signi�catif sur ces propriétés,

et l�in�uence des paramètres est très importante en termes de thermodynamique.

2.3 Etude thermale de l�oscillateur harmonique de Dirac

sous l�e¤et d�un champ magnétique à deux dimension

L�étude de l�oscillateur de Dirac en tant que potentiel important a attiré beaucoup

d�attention et a trouvé de nombreuses applications physiques dans diverses branches de la

physique [33][34]. L�oscillateur de Dirac était introduit pour la première fois par Ito et al

[35], dans lequel le moment
!
p dans l�équation de Dirac est substitué par

!
p�im!�r, où r est

le vecteur de position et m, !, et � sont la masse de la particule,la fréquence de l�oscillateur

et les matrices de Dirac usuelles respectivement. Moshinsky et Szczepaniak[36] ont exploré

un système similaire et l�ont nommé l�oscillateur de Dirac (DO) car, dans la limite non

relativiste, il devient un oscillateur harmonique à très fort terme de couplage spin-orbite.

En optique quantique et pour l�espace à (2+1) dimensions, le système d�oscillateur de Dirac
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peut être intégré dans le modèle Anti-Jaynes-Cummings (AJC) [37][38], qui représente les

transitions atomiques dans un système à deux niveaux. Il a été démontré dans [39] [40]

que l�interaction de l�oscillateur de Dirac peut être considérée comme l�interaction entre

un moment magnétique anormal et un champ électrique linéaire. Dans [41], Benítez et al.

à également découvert le potentiel électromagnétique associé à l�interaction de l�oscillateur

de Dirac.

L�étude de l�équation de Dirac dans l�espace de phase non commutative a également

suscité un vif intérêt[42][43]. Par exemple, étude des niveaux de Landau relativistes de

l�équation de Dirac dans un espace de phase non-commutatif de dimension (2 + 1) ont été

présentés dans la référence [44] et on peut voir une correspondance exacte de ce modèle

relativiste au modèle AJC. En outre, en [42] il est démontré que l�équation de mouvement

d�un oscillateur harmonique pour le problème de Landau dans l�espace de phase non com-

mutatif bidimensionnel est comparable à l�équation de mouvement d�une particule dans un

champ magnétique constant et au niveau de Landau le plus bas. Dans l�espace de phase

non commutative, l�écart d�énergie d�un oscillateur de Dirac change en raison d�une action

non commutative[45]. Une description non commutative du graphène, consistant en une

équation de Dirac pour les fermions de Dirac sans masse plus des corrections non commu-

tatives, a été examinée dans la réf. [46], et il a été démontré que la non-commutativité de

l�impulsion a un impact sur les niveaux d�énergie des graphèmes.

Considérons l�équation de l�oscillateur de Dirac dans un espace non-commutative [28]

d�une particule de masse non nul m et de fréquence ! dans un champ magnétique constant

A =1
2B� r est donné par l�équation suivante

h
c�(p�e

c
A� im!�r) + �mc2

i
�  
�!
r
�
= E 

�!
r
�
; (2.72)
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où � et � sont les matrices de Dirac standard dé�nies par

� =

0@ 0 �

� 0

1A ;� =

0@ I2 0

0 �I2

1A (2.73)

et �(�x; �y; �z) sont les matrices de Pauli et I2 est la matrice unitaire 2 � 2.représentées

par les matrices suivantes

�1 = �x =

0@ 0 1

1 0

1A ; �2 = �y =

0@ 0 �i

i 0

1A ; �z = � =

0@ 1 0

0 �1

1A (2.74)

qui sont conformes aux relations suivantes

�2i = �2 = 1; �i�j = �j�i = 0; �i� = ��i = 0; i = 1; 2; 3 (2.75)

La fonction d�onde  
�!
r
�
de l�équation de Dirac 2:72 peut être représenté comme un

spineur à deux composants.

 D

�!
r
�
=

0@  a

�!
r
�

 b

�!
r
�
1A (2.76)

En substituant dans 2:72 comme indiqué précédemment, on obtient les équations suivantes

pour les spineurs à deux composantes  a et  b :

cb�:(p�e
c
A+ im!r) b =

�
E �mc2

�
 a (2.77)

cb�:(p�e
c
A� im!r) a =

�
E +mc2

�
 b (2.78)

L�équation de l�oscillateur de Dirac déformé bidimensionnel peut donc être écrit en utilisant

la formulation d�espace non commutatif
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cb�:p+ b = �E �mc2� a (2.79)

cb�:p� a = �E +mc2� b (2.80)

où

p�=�!p � e

c

�!
B �

 
�!r +

�!
� ��!p
2~

!
� im!

 
�!r +

�!
� ��!p
2~

!
(2.81)

Ces deux équations 2.79 et 2.80 peuvent être utilisées pour substituer  a à  b, permettant

d�avoir une équation factorisée pour la composante  a :

c2
�b�:p+� �b�:p�� a = �E2 �m2c4

�
 a (2.82)

Selon les relations suivantes :

(b�:A) (b�:B) = A:B+ ib�: (A�B) (2.83)

l�équation 2.82 peut être écrite comme

c2
��
p+:p�

�
+ ib�:(p+ � p�)� a = �E2 �m2c4

�
 a (2.84)

Lorsque nous substituons 2:81 dans l�équation 2.84, nous obtenons

��
1 +

eB�

2c~
+
e2B2�2

16c2~2
+
m2!2�2

4~2
+

�
m!

�

~
+m!

eB�2

4c~2

�
�z

�
p2 +�

e2B2

4c2
+m2!2 +

eB

c
m!�z

�
r2�

�
eB~
c
+
e2B2�

4c2
+m2!2�

�
�z ���

2m!E +m!
eB�

c~

�
�z +

eB

c
+
e2B2�2

4c~2
+
m2!2�

~

�
Lz � "

�
 a = 0 (2.85)
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où

" =
E2 �m2c4

c2
+ 2m!~+m!

eB�

c
(2.86)

Prenons les coordonnées polaires,

x = rcos'; y = rsin' (2.87)

l�équation 2:85 prend la forme

�
�~2

��
1 +

eB�

2c~
+
e2B2�2

16c2~2
+
m2!2�2

4~2

�
+m!

�

~

�
1 +

eB�

4c~

�
�z

��
@2

@r2
+
1

r

@

@r
+
1

r2
@2

@'2

�
+�

e2B2

4c2
+m2!2 +

eB

c
m!�z

�
r2 + i~

��
eB

c
+
e2B2�2

4c~2
+
m2!2�

~

�
+ 2m!

�
1 +

eB�

2c~

�
�z

�
@

@'
��

eB~
c
+
e2B2�

4c2
+m2!2�

�
�z � "

�
 a = 0 (2.88)

Pour résoudre l�équation 2:88., nous utilisons l�ansatz suivant

 a (r) = eil'Rnl(r)�� (2.89)

où n est le nombre quantique radial, l et � = �1 sont, respectivement, les valeurs propres

du moment cinétique et opérateur de spin, et �+1 = (1; 0) ; ��1 = (0; 1) sont les fonctions

de spin.

Lorsque nous substituons l�équation 2.89 dans l�équation 2.88 , nous obtenons :

"�
d

dr

�2
+
1

r

d

dr
� l2

r2
� 


~2
r2 + �

#
Rnl(r) = 0 (2.90)

avec


 =
1

M

�
e2B2

4c2
+m2!2E +

eB

c
m!�

�
(2.91)

M =

�
1 +

eB�

4c~

�2
+
m2!2�2

4~2
+m!

�

~

�
1 +

eB�

4c~

�
� (2.92)
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� =
1

~2M

�
"+

�
eB~
c
+
e2B2�

4c2
+m2!2�

�
� + ~lD

�
(2.93)

D =

�
eB

c
+
e2B2�2

4c~2
+
m2!2�

~

�
+ 2m!E

�
1 +

eB�

2c~

�
� (2.94)

en utilisant la transformation suivante ; Rnl(r) = 1p
r
g(r) , on a

�
d2

dr2
+

�
1

4
� l2

�
1

r2
� 


~2
r2 + �

�
g(r) = 0 (2.95)

Maintenant, pour résoudre 2.95, nous utilisons le changement suivant dans la variable

r2 = �2z où �4 = ~2

 on obtient exactement

"
4z

d2

dz2
+ 2

d

dz
+

1
4 � l

2

z
� z + �2�

#
g(z) = 0 (2.96)

Ensuite, en utilisant la transformation : g(z) = ze��zw(z) , nous trouvons

�
z
d2

dz2
+

��
2 +

1

2

�
� 2�z

�
d

dz
+
1

4z

�
4

�
 � 1

2

�
+
1

4
� l2

�
��
�
2 +

1

2

�
+

�
�2 � 1

4

�
z +

��2

4

�
w(z) = 0 (2.97)

en prenant

 =
1

4
+
l

2
et � =

1

2
(2.98)

En conséquence, l�équation 2.97 sera la suivante :

�
z
d2

dz2
+
1

2

��
3

2
+ l

�
� z
�
d

dz
+ n

�
w(z) = 0 (2.99)

avec

n =
��2

4
� (l + 1)

2
et �4 =

~2

M
(2.100)

La solution de l�équation di¤érentielle 2:97 régulière à l�origine z = 0 s�exprime en termes
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de fonctions hypergéométriques con�uentes comme suit :

w(z) = C 1F1

�
�n; 3

4
+
l

2
; z

�
(2.101)

avec C désignant la constante de normalisation.Nous pouvons maintenant exprimer la forme

générale de la fonction d�onde  a en fonction des variables r et ' comme suit :.

 a (r; ') = Cr
�1
2 e�

r2

a2

�
r2

a2

�
1

F1

�
�n; 3

4
+
l

2
;
r2

a2

�
exp(il') (2.102)

En utilisant la condition de convergence des solutions à l�in�ni et du comportement asymp-

totique de la série con�uente 1F1 de l�équation.2:102, que pour r ! 1 on a F1 ! 0 qui

conduit à  ! 0 en l�in�ni, on obtient la condition quantique générale suivante

��2

4
� (l + 1)

2
= �n; n = 0; 1; 2; :::: (2.103)

Injectant les expressions 2:92 ,2:93 et 2:94 dans l�équation2:103 , les valeurs propres de

l�énergie seront données par

En;l = �mc2
�
1� 2!~

mc2
(1 + l�)

�
1 +

me!�
~

�
+

2~
mc2

8<:(2n+ l + 1)
vuut�!2 + e!2 + 2!e!�� 1 + me!�

~
+
m2
�
!2 + e!2� �2
4~2

� m!�

~

�
1 +

me!�
2~

�
�

!

� (l + �)
 e! + m

�
!2 + e!2� �
2~

!)# 1
2

(2.104)

avec e! = !c
2c où !c =

eB
m dé�ni comme la fréquence cyclotron.

pour B = 0 et � = 0 on trouve la forme d�énergie connue dans la littérature[43]

En = �mc2
r
1 + 4

~!
mc2

n (2.105)
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La limite non relativiste peut être obtenue en considérant E = mc2+Enr avec l�hypothèse

que Enr � mc2

Enr = ~

8<:(2n+ l + 1)
s�

!2 + e!2 + 2!e!����1 + me!�
2~

��
1 +

m� (e! + 2m!�)
2~

�
+
m2!2�2

4~2

�

� (l + �)
 e! + m

�
!2 + e!2� �
2~

!
� e!2m�

2~2
(� � ~) l

)
� !~ (1 + l�)

�
1 +

me!�
~

�
(2.106)

Par conséquent, pour un n donné, la valeur propre de l�énergie peut être obtenue à partir de

l�équation 2:104 et la fonction d�onde associée peut être obtenue à partir de l�équation2:104

comme suit :

 D

�!
r
�
=

0@  a

�!
r
�

 b

�!
r
�
1A =

0@ 1

cp+

En;l+mc2

1A a

2.3.1 Propriétés thermodynamiques de l�oscillateur de Dirac

Cette section examine les caractéristiques thermodynamiques de l�oscillateur de Dirac

décrit précédemment. Les valeurs propres d�énergie de l�oscillateur de Dirac dans l�espace

NC sont :

En;l = �mc2
p
��n+ �{; n = 0; 1; 2; :::: (2.107)

avec

�� = � =
4~
mc2

vuut�!2 + e!2 + 2!e!�� 1 + me!�
~

+
m2
�
!2 + e!2� �2
4~2

� m!�

~

�
1 +

me!�
2~

�
�

!
(2.108)

�{ = 1 +
2~
mc2

24(l + 1)
vuut�!2 + e!2 + 2!e!�� 1 + me!�

~
+
m2
�
!2 + e!2� �2
4~2

� m!�

~

�
1 +

me!�
2~

�
�

!

� (l + �)
 e! + m

�
!2 + e!2� �
2~

!#
� 2!~
mc2

(1 + l�)

�
1 +

me!�
~

�
(2.109)
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Avant d�étudier les propriétés thermodynamiques de DO, nous pouvons voir que la

forme de l�équation 2.107 et 2.56 est la même dans les deux cas, à la di¤érence prés que

� et � a été remplacée respectivement par �� et �{. Ainsi, en utilisant les mêmes étapes

que précédemment, nous pouvons déterminer la fonction de partition Z et les propriétés

thermodynamiques de l�oscillateur harmonique de Dirac suivantes.

Z =
1

2
+
2
p
�{
��

�+
2
��
�2 +

� ��

24
p
�{
�

��3

1920
p
�{5

�
1

�
�

��3

1920�{2
1

�2
�

��3

5760
p
�{3

1

�3
(2.110)

avec

� =
kBT

mc2
(2.111)

A ce stade, nous fournissons un bref résumé de nos résultats analytiques actuels pour éva-

luer les fonctions thermodynamiques à l�aide de la fonction de partition Z. En utilisant

ces équations, nous pouvons déterminer les propriétés thermodynamiques de notre sys-

tème physique, telles que l�énergie libre F , l�énergie moyenne U , la chaleur spéci�que C et

l�entropie S, en utilisant leurs dé�nitions :

F = �kBT ln[
1

2
+
2
p
�{
��

�+
2
��
�2 +

� ��

24
p
�{
�

��3

1920
p
�{5

�
1

�
�

��3

1920�{2
1

�2
�

��3

5760
p
�{3

1

�3
]

(2.112)

U =
kBT

Z

�
2
p
�{
��

�+
4
��
�2 �

� ��

24
p
�{
�

��3

1920
p
�{5

�
1

�
+

��3

960�{2
1

�2
+

��3

1920
p
�{3

1

�3

�
(2.113)

C = �kB
Z2

"
�2
�
2
p
�{
��

+
4
��
��

� ��

24
p
�{
�

��3

1920
p
�{5

�
1

�2
+

��3

960�{2
1
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+

��3

1920
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�{3

1
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4
p
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��
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��3

960�{2
1

�2
�

��3
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�{3
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(2.114)
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S = kB

�
lnZ +

1

Z

�
2
p
�{
��

�+
2
��
�2 �

� ��

24
p
�{
�

��3

1920
p
�{5

�
1

�
+

2��3

1920�{2
1

�2
+

3��3

5760
p
�{3

1

�3

��
(2.115)

avec

F = �kBT lnZ; U = kBT
2@ lnZ

@T
; C =

@U

@T
; andS = �@F

@T
: (2.116)

Pour B = 8T ,� = +1 et pour di¤érentes valeurs du paramètre de déformation � , nous

donnons ici les pro�ls de toutes les grandeurs thermodynamiques en fonction de la grandeur

de température T .
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L�énergie libre d�Helmholtz F est représentée sur la Figure. 2:7 on remarque que pour une

valeur �xe de T , l�énergie libre augmente lorsque � décroît. Dans tous les cas, le pro�l

de courbes décroît de manière monotone avec la température T . Sur la �gure 2:8 nous dé-

crivons l�énergie moyenne U de sorte que toutes les courbes présentent la même tendance

linéaire et ont des pro�ls assez similaires. À partir de �gures 2:9 on peut voir que la chaleur

spéci�que C augmente quand � croît.On observe sur la �gure 2:10 que l�entropie S est déca-

lée pour di¤érentes valeurs de � et qu�il décroît rapidement, puis il croît légèrement comme

dans le cas ordinaire. Finalement Nous observons que les propriétés thermodynamiques ont

été in�uencées par le paramètre �

2.4 Applications de graphène

Le graphène est une substance merveilleuse qui a une multitude de superlatifs atta-

chés à son nom. C�est le matériau connu le plus mince de l�univers et le plus résistant

jamais mesuré. À température normale, ses porteurs de charge ont une énorme mobilité

intrinsèque, n�ont pas de masse e¤ective et peuvent se déplacer sur des micromètres sans

se disperser. Le graphène est capable de supporter des densités de courant de six ordres de
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grandeur supérieures à celles du cuivre, possède une conductivité thermique et une rigidité

sans précédent, est imperméable aux gaz et concilie des propriétés contradictoires telles que

la fragilité et la ductilité. Une équation de type Dirac décrit le transport d�électrons dans le

graphène, permettant l�examen d�événements quantiques relativistes dans une expérience

sur table.

Il est possible de modéliser les électrons comme des fermions sans masse dans des

contextes particuliers, tels que l�étude des couches de graphène et leurs nombreuses carac-

téristiques remarquables.

Le carbone, sous ses formes allotropiques telles que le graphite et le diamant, occupe une

place importante dans divers domaines scienti�ques. Le graphite, par exemple, peut être

considéré comme étant formé de couches épaisses d�un atome de carbone appelées graphène.

Depuis que des investigations expérimentales ont con�rmé l�existence de porteurs de charge

électrique qui se comporte comme des quasi-particules de Dirac sans masse [47][48][49], la

physique du graphène a attiré l�attention de la communauté scienti�que théorique. Cela est

dû à la structure moléculaire unique du graphène. Les atomes de carbone sont organisés

selon un arrangement de réseau hexagonal, semblable à celui d�un nid d�abeilles[50]. Les

excitations électroniques de basse énergie aux coins de la zone de graphène Brillouin peuvent

être caractérisées par un (2 + 1) fermions de Dirac avec une relation de dispersion linéaire

(sans masse) [48][49]. ce qui est généralement requis pour les expériences de physique de

la matière condensée comme l�e¤et tunnel chiral et le paradoxe de Klein[51].

Bastos et coll. [14] ont récemment étudié le graphène dans le contexte du NCQM, en

déterminant l�hamiltonien et le spectre d�énergie qui l�accompagne. Il a été démontré que

les états électroniques autour des points de Dirac dans un espace de phase NC peuvent être

représentés par une équation de Dirac 2D sans masse lorsqu�un champ magnétique externe

constant est appliqué.

Considérons l�équation de Dirac sans masse (2+1) dimensionnelle qui décrit le mouve-

ment des électrons avec la vitesse de Fermi VF = (1:12� 0:02) 106 ms�1 dans la théorie
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quantique du graphène, l�hamiltonien est donnée par

(b�:p)	 = E

VF
	; (2.117)

où b� est les matrices de Dirac usuelles et on peut supposer que le spineur à quatre com-

posantes 	 est de la forme

	 =

0@  a

 b

1A (2.118)

Compte tenu de la notion d�algèbre non commutative 2:81 , il est possible de formuler

l�équation de Dirac stationnaire déformée à deux dimensions en présence d�un champ ma-

gnétique externe constant A = e
2 (B� r).

b� � b = E

VF
 a (2.119)

b� � a = E

VF
 b (2.120)

où

� =

�
p� e

2
B�

�
r+

� � p
2~

��
(2.121)

on élimine  a au pro�t de  b, pour obtenir l�équation suivante

[b�:�]2  a = E2

V 2F
 a (2.122)

Selon les relations suivantes :

(b�:A) (b�:B) = A:B+ ib�: (A�B) (2.123)

l�équation 2.122 peut s�écrire

c2 (�:�+ ib�:(���)) a = E2

V 2F
 a (2.124)
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en�n on obtient"�
1 +

eB�

4~

�2
p2 +

�
e2B2

4

�
r2 �

�
eB +

e2B2�2

4~2

�
Lz�

�
eB~+

e2B2�

4

�
�z �

E2

V 2F

#
 a = 0

(2.125)

Pour résoudre l�équation.2:125, nous utilisons l�ansatz suivant  a (r) = eiml'Rnl(r)�� , où

n est le nombre quantique , ml et � = �1 sont respectivement les valeurs propres des

opérateurs moments cinétiques et spin, et �T+1 = (1; 0) ; �
T
�1 = (0; 1) sont les fonctions de

spin.

En utilisant les coordonnées polaires des opérateurs de position et d�impulsion donnés

par l�équation 2:87, nous obtenons l�équation di¤érentielle suivante pour la partie radiale

de la fonction d�onde :

�
d2

dr2
+
1

r

d

dr
� m2

l

r2
� ��r2

~2
+ ��

�
Rnl(r) = 0 (2.126)

avec

� =
�

��
, � =

�
e2B2

4

�
et �� =

�
1 +

eB�

4~

�2
(2.127)

�� =
1

��

�
E2

~2V 2F
+

�
eB~+

e2B2�

4

�
�

~2
+
ml

~

�
eB +

e2B2�2

4~2

��
(2.128)

employant la transformation suivante ; Rnl(r) = 1p
r
g(r) puis le changement de variable

suivant r2 = �2z; où �4 = ~2
�� on obtient exactement :"

4z
d2

dz2
+ 2

d

dz
+

1
4 �m

2
l

z
� z + �2��

#
g(z) = 0 (2.129)

A�n d�obtenir une équation di¤érentielle connue, on fait la transformation suivante : g(z) =
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z
1
2(

1
2
+ml) e�

z
2w(z) , pour obtenir.

�
z
d2

dz2
+
1

2

��
ml +

3

2

�
� z
�
d

dz
+
���2

4
� (ml + 1)

2

�
w(z) = 0 (2.130)

Cette équation di¤érentielle dont la solution est régulière à l�origine z = 0 s�exprime en

termes de fonctions hypergéométriques con�uentes comme suit :

w(z) = C 1F1

�
���2

4
� (ml + 1)

2
;
3

4
+
ml

2
; z

�
(2.131)

avec C est une constante de normalisation .

Nous pouvons maintenant décrire la forme générale de la fonction d�onde  a en fonction

des variables r et ' :

 a (r; ') = Cr
�1
2 e�

r2

a2

�r
a

�ml+
1
2

1F1

�
���2

4
� (ml + 1)

2
;
3

4
+
l

2
;
r2

a2

�
exp(il') (2.132)

En utilisant la condition de convergence des solutions à l�in�ni et le comportement asymp-

totique de la série con�uente 1F1 de l�équation 2:132 pour r !1 on a 1F1 ! 0, on obtient

la condition quantique générale suivante :

���2

4
� (ml + 1)

2
= n (2.133)

Les niveaux d�énergie discrets sont dérivés de la condition 2:133 comme suit.

E�n;ml;�
= �~VF

l2B

��
l2B +

�

4

�
(2n+ml + 1� �)�ml

�
l2B +

�2

4~

�� 1
2

; n = 0; 1; 2; :::

(2.134)

où lB =
q

~
eB est appelée longueur magnétique. Dans la limite � ! 0 on obtient le cas

ordinaire

En = �
~VF
lB

p
2n (2.135)
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Ceci est identique au résultat de la réf[5].

2.4.1 Propriétés thermodynamiques du graphène

Commençons par dé�nir l�objet fondamental en mécanique statistique, la fonction de

partition canonique Z. étant donné le spectre d�énergie du graphène, nous pouvons dé�nir

la fonction de partition comme la somme sur tous les états s du système.

On considère la fonction de partition du système à température initiale T selon le

facteur de Boltzmann comme suit :

a1 =

�
l2B +

�

4

�
; a2 =

ml + 1

2
� 1

2a1

�
�

�
l2B +

�2

4

�
+ml

�
l2B +

�2

4~

��
(2.136)

En posant que

x =


kBT

p
n+ a2 (2.137)

donc

Z =

1X
n=0

e�x (25) (2.138)

En utilisant la transformé de Mellin inverse(intégrale de Cahen-Mellin) pour la fonction

exponentielle

e�x =
1

2�i

Z
C
x�s� (s) ds (2.139)

avec � (s) la fonction gamma d�Euler[52] et x = 
0

kBT

p
n+ a2 la relation 2.138 devient :

1X
n=0

e�

0

�

p
n+a2 =

1

2�i

Z
C
ds

 

0

kBT

!�s 1X
n=0

(n+ a2)
� s
2 � (s) (2.140)

avec

Z =
1

2�i

Z
C
ds

 

0

kBT

!�s
�H

�s
2
; a2

�
� (s) (2.141)
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avec �H
�
s
2 ; a2

�
=

1P
n=0

(n+ a2)
� s
2 et la fonction Hurwitz. En appliquant le théorème des

résidus, pour les deux pôles s = 0 et s = 2, on obtient

Z = �H (0; a2) +

 

0

kBT

!�2
(2.142)

avec

�H (0; a2) =
1

2
� a2 (2.143)

�H (1; a2) =
1

a2 � 1
+
1

2
(2.144)

La fonction de partition est

Z =
1

2
� a2 +

1

a1

�
T

T0

�2
(26) où T0 =

p
2~VF
lBkB

(2.145)

où

T0 =

p
2~VF
lBkB

(2.146)

La fonction de partition Z peuvent être utilisées pour calculer la thermodynamique com-

plète du graphène NC. L�énergie libre de Helmholtz F , l�énergie moyenne U , l�entropie S

et la chaleur spéci�que C sont les quatre fonctions thermodynamiques les plus importantes

pour notre étude, telles que dé�nies par les équations suivantes :

F = �kBT lnZ = �kBT ln
"
1

2
� a2 +

1

a1

�
T

T0

�2#
(2.147)

U = kBT
2@ lnZ

@T
=

2kBT
3

a1T 20

�
1
2 � a2 +

1
a1

�
T
T0

�2� (2.148)
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S = �@F
@T

= kB

0B@ln"1
2
� a2 +

1

a1

�
T

T0

�2#
+

2
a1

�
T
T0

�2
1
2 � a2 +

1
a1

�
T
T0

�2
1CA (2.149)

C =
@U

@T
(2.150)

F = �kBT lnZ ;U = kBT
2@ lnZ

@T
; S = �@F

@T
; C =

@U

@T

Résultats et discussions nous présentons nos calculs pour les propriétés thermo-

dynamiques commutatives et non-commutatives du graphéne pour un champ magnétique

constant. Les résultats sont présentés dans les �gures (2.11-2.14.)
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La �gure 2:11. représente l�énergie libre de Helmholtz F pour les systèmes commutatifs et

non-commutatifs. Comme prévu, il diminue avec l�augmentation de la température T . On

constate que les énergies libres s�accordent aux basses températures, mais avec l�augmen-

tation de la température et de la valeur du paramètre non-commutatif �, une séparation

mineure se développe.

La �gure 2:12. montre la relation entre l�énergie moyenne U et la température T a la

limite asymptotique, toutes les courbes se comportent comme des fonctions linéaires de

la température lors du tracé de l�énergie moyenne pour di¤érentes valeurs. Sur la base de

notre conversation précédente, il s�agit d�un résultat attendu.

La �gure 2:13 représente les courbes d�entropie S du graphène pour di¤érentes va-

leurs du paramètre NC � . Comme pour l�énergie libre F , le comportement de l�entropie

à basse température est comparable pour les instances commutatives et non commuta-

tives. Observez que l�espacement entre les courbes augmente à mesure que le paramètre

� augmente. Dans ce cas, l�e¤et de la non-commutativité est de diminuer l�entropie, par

opposition à l�énergie libre. En fait, observez que les courbes avec � 6= 0 sont positionnées

en dessous de la courbe de situation commutative. Cet e¤et est anticipé car on sait que
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la non-commutativité réduit la dégénérescence dans les systèmes physiques, re�étant une

baisse d�entropie dans un espace de phase NC[53][54].

En�n, nous pouvons examiner le comportement de la chaleur spéci�que C comme illus-

tré à la �gure 2:14. Les pro�ls NC se modi�ent dans la plage de température intermédiaire

(environ T = 4; 00 pour � = +1 et T = 2; 00 pour � = �1) à la suite de nos calculs.

Alors que les lignes NC semblent être en dessous de la ligne commutativité pour les valeurs

faibles de T , alors que pour les valeurs élevées de T , mais c�est l�inverse qui est vrai pour

� = +1.

En général, nous avons trouvé que les e¤ets de non-commutativité sont négligeables, et

à la limite � ! 0 toutes les courbes sont en accord avec le cas commutatif.

2.4.2 Non-commutativité de l�e¤et Hall quantique

À la suite de là, nous concluons qu�un champ magnétique externe perpendiculaire à une

feuille de graphène discrétise le spectre d�énergie. Il est bien établi que lorsqu�une parti-

cule chargée est exposée à un champ électromagnétique, elle présente un spectre d�énergie

discret, appelée quanti�cation de Landau. Cependant, le graphène est une exception, car il

s�agit d�un problème de Dirac plutôt que d�un problème de Schrödinger [49]. Il existe une

variation signi�cative entre chaque niveau de Landau. Cette di¤érence de niveau d�énergie

a des rami�cations pour l�e¤et Hall quantique (EHQ).

Le QHE peut être observé dans les métaux bidimensionnels, tels que les surfaces con�-

nées à basse température avec des électrons limités à deux dimensions[55]. Cela se produit

lorsque la température est diminuée à un point où la résistivité de Hall devient indépen-

dante du champ magnétique, ce qui entraîne la formation d�un plateau de Hall quanti�é.

La conductivité de Hall est calculée expérimentalement comme suit :

�xy =
e2

~
� (2.151)

où � est un entier positif et l�un présente l�e¤et Hall quantique entier (IQHE) et la quantité
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e2

~ est la constante de von Klitzing liée aux propriétés de conductivité électrique

Selon [56] [57] la conductivité prend la forme

�xy = �4
�
� +

1

2

�
e2

~
(2.152)

Où le facteur 4
�
� + 1

2

�
est déterminé en considérant la présence d�un mode nul partagé

par deux points de Dirac et la présence de 4
�
� + 1

2

�
états occupés qui se transmettent d�un

bord à l�autre. Notamment, cet e¤et se produit à température ambiante, contrairement au

QHE classique dans les semi-conducteurs, qui se produit à basse température[55] [49].

Selon[58], chaque fois que le niveau de Fermi se situe dans un espace, la conductivité

de Hall est donnée

�H = e
@n (�F )

@B
(2.153)

où n (�F ) est la densité d�état, Ainsi, dans le cas commutatif habituel, les niveaux d�énergie

sont donnés par Eq. (2.135) et la densité d�états est dé�nie par

�F = �~VF
r
2
eB

~
n ) n (�F ) =

eB

~
(2.154)

La même technique peut être utilisée pour déterminer la conductivité de Hall non commu-

tative. Dans cette situation, les niveaux d�énergie sont dé�nis par l�Eq. (2.134), qui inclut

une correction non commutative explicite. En termes de densité d�état, il apparaît assez

évident qu�elle est a¤ectée par la non-commutativité, et l�approche la plus simple pour

intégrer cette dépendance passe par l�expression :

n (�F ) =
eB

~

�
1 +

�

4

eB

~

�
(2.155)

Ainsi,

�H =
e2

~

�
1 +

�e

2~
B

�
(2.156)
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L�une des énigmes concernant le graphène est qu�il existe une conductivité minimale qui

ne disparaît pas cad (pour B = 0 ; �H 6= 0)

�H =
e2

~
(2.157)

2.4.3 Analyse des résultats expérimentaux

Dans cette section, une borne sur le paramètre non-commutatif �, peut être obtenue en

utilisant les résultats expérimentaux disponibles. Dans Réf [59], la spectroscopie infrarouge

(IR) en présence d�un champ magnétique a été utilisé pour

résoudre les niveaux du spectre de Landau pour une seule couche de graphène. Deux

résonances ont été résolues pour des champs magnétiques jusqu�à B = 18T et leur em-

placement énergétique a été trouvé à l�échelle de
p
B avec une pente correspondant à

VF = (1:120� 02)� 106 pour une énergie spéci�que [59]. Cette valeur de vitesse de Fermi

est associée au passage de n = �1 à n = 0 (dans le cas des trous) et de n = 0 à n = 1

(dans le cas des électrons).Ces transitions correspondent au facteur de remplissage � = �2

dans l�IQHE, les transitions de niveau Landau les plus basses possibles dans le graphène.

L�énergie pour les niveaux de Landau n = 1 ou n = �1 :

E�=01;0;1 = �
p
2
~VF
lB

(2.158)

où + représente les électrons et n = 1, et � représente les trous et n = �1. Pour ces

niveaux,E�=0 = (172� 3)meV est calculé [59] .

Par conséquent, si le spectre d�énergie non-commutatif pour le graphène est fourni par

l�équation (2.134) et que l�incertitude énergétique n�est pas supérieure à 6meV ,on a

�E = E�1;0;1 � E�=01;0;1 = E�=01;0;1

"�
1 +

�

4l2B

� 1
2

� 1
#
� 6meV (2.159)
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Ainsi, le paramètre non commutatif � satisfait

� � 1:01� 10�16m2 (2.160)
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Chapitre 3

Traitement des quelques

problèmes quantique dans l�espace

de Snyder-de-Sitter

3.1 Introduction

L�oscillateur harmonique relativiste (RHO) est l�un des modèles de physiques fonda-

mentales les plus populaires utilisés dans les études expérimentales pour expliquer le con�-

nement. En physique nucléaire, RHO est le potentiel central du modèle de coque nucléaire,

et il a également été utilisé comme potentiel de con�nement à deux corps pour les quarks en

physique des particules. Depuis la publication de l�article de Moshinsky et Szczepaniak [60],

l�oscillateur de Dirac (DO) a été intensivement étudié par de nombreux chercheurs.[61][62]

De plus, ce modèle a été étendu à des cas de bosons tels que l�oscillateur de Klein-Gordon

(KGO) pour les bosons de spin 0 [63][64] et l�oscillateur Du�n-Kemmer-Petiau (DKPO)

pour les spins 0 et 1 particules.[65][66] De plus, nous identi�ons le KGO dans des dimensions

arbitraires, comme établi dans une série d�articles.

En d�autre part, il y a eu de nombreuses tentatives pour étudier les systèmes mécaniques
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quantiques déformés car ils ont un impact signi�catif sur l�absorption des in�nités qui se

trouvent dans les théories de champ standard. Cela a été proposé pour la première fois dans

le modèle de Snyder, qui proposait que la mesure en mécanique quantique non commuta-

tive puisse être régie par un principe d�incertitude généralisée (GUP).[9] Par conséquent,

on pense que l�échelle de longueur fondamentale est de l�ordre de la longueur de Planck

[67], ce qui donne une mesure de position avec une incertitude minimale. Plusieurs théo-

ries physiques, y compris les géométries non commutatives, la relativité restreinte double

(DSR), les théories des cordes et la physique des trous noirs, motivent cette stratégie.

L�algèbre d�Heisenberg déformée en trois dimensions dans le modèle Snyder-de Sitter

(SdS) non relativiste est dé�nie par la relation de commutation suivante.[68][69] :

[Xi; Pj ] = i~ (�ij + �1XiXj + �2PiPj +
p
�1�2 (XiPj + PiXj)) (3.1)

[Xi; Xj ] = i~�2�ijkLk , [Pi; Pj ] = i~�1�ijkLk (3.2)

où �1 et �2 sont les petits paramètres positifs des déformations et Lk désigne les compo-

santes de l�opérateur moment cinétique, qui peut s�exprimer comme suit :

Lk = �ijkXiPj (3.3)

On a aussi une autre formule :

jij = �ijkLk =
1

2
(XiPj + PjXi �XjPi � PiXj) (3.4)

satisfaisant l�algèbre habituelle :

[Li; Xj ] = i~�ijkXk, [Li; Pj ] = i~�ijkPk, [Li; Lj ] = i~�ijkLk (3.5)

De la même manière que dans le cas de la mécanique quantique ordinaire, la relation de
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commutation 3:1 donne lieu à l�incertitude des relations d�Heisenberg :

4Xi4Pj �
~
2

�
�ij + ij + �1 (�Xi)

2 + �2 (�Pi)
2 � 2p�1�2�Xi�Pj

�
, i = 1; 2; 3 (3.6)

où

ij = (
p
�1 (Xi) +

p
�2 (Pj))

2 > 0 (3.7)

La relation 3:6 montre que les incertitudes de position et d�impulsion ont une longueur

minimale non nulle :

(�X)min = ~

s
�2 (1 + )

1 + 2
p
�1�2

, (�P )min = ~

s
�1 (1 + )

1 + 2
p
�1�2

(3.8)

Les opérateurs SdS algébriquement non commutatifs Xi et Pi donnent lieu à une relation

d�incertitude remise à l�échelle 3:1 dans l�espace de position et de quantité de mouvement

3:6. En tant que fonctions des opérateurs xi et pi, qui satisfont les relations de commutation

canoniques usuelles de la mécanique quantique ordinaire, nous représentons ces opérateurs

dans le but d�étudier des problèmes de mécanique quantique. Cependant, il n�y a pas de

représentation de l�espace ou de la quantité de mouvement en raison des relations non com-

mutatives 3:2. En supposant que Xi et Pi aient les valeurs de pi et @pi , les transformations

suivantes sont e¤ectuées sur les valeurs de ces variables :

Xi = i~
p
1� �2p2@pi + �

r
�2
�1

pip
1� �2p2

(3.9)

Pi = �i~
r
�2
�1

p
1� �2p2@pi + (1� �)

pip
1� �2p2

(3.10)

où p varié dans le domaine
�
�1=p�2; 1=

p
�2
�
et � est une constante réelle arbitraire.

51



3.2 Solutions exactes de l�oscillateur de Schrödinger déformé

par l�algèbre de Snyder - de Sitter

3.2.1 Cas d�oscillateur unidimensionnel

La forme suivante dé�nit l�équation générale de l�oscillateur harmonique de Schrödinger

(OS) dans le cas unidimensionnel :

H = E , H =
1

2
m!2X2 +

1

2m
P 2 (3.11)

où m est la masse de la particule, ! est la fréquence de l�oscillateur classique.En utilisant

la dé�nition de 3:9 et 3:10 de l�algèbre SdS, nous réécrivons l�équation 3:11 dans l�espace

des impulsions déformées.(
~2
�1
�2
�

�p
1� �2p2

@

@p

�2
� 2i~

p
�1�2

p
@

@p
� ��2p

2

1� �2p2
+ "

)
 (p) = 0 (3.12)

avec

 =

�
1 + im!

r
�2
�1

�
;
 = �1 (

��� 1) ; � = 1� �
�2

+

�
�

�1�2
+

i~
p
�1�2

�

 et " = 2mE� i~


p
�1�2

(3.13)

Maintenant, pour résoudre 3:12, nous utilisons le changement suivant dans le variable p :

p! � =
1

k
arcsin (

p
�2p) et k = ~

p
�1� (3.14)

Par conséquent, l�équation devient

�
@2

@p2
+ 2� tan (k�)

@

@p
� � tan2 (k�) + "

�
 (�) = 0 (3.15)
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avec

� = � i~

k�1�2

(3.16)

Nous utilisons la transformation suivante :

 (�) =
�
1� u2

� 1
2(u+

�
k ) f (u) (3.17)

où � est une constante qui sera déterminée ultérieurement et u = sin(k� ).Au moyen de

cette substitution 3:17, l�équation di¤érentielle pour f(u) se réduit à la forme suivante :

��
1� u2

� @2

@u2
� (2u+ 1)u @

@u
+

"

k2
�
�
u+

�

k

��
f (u) = 0 (3.18)

où nous avons choisi

v (v � 1) = �

k

�
�

k
+ 1

�
+

�

k2
(3.19)

Pour éviter les valeurs propres complexes de ", il faut imposer la condition 
 = 0 pour

éliminer la partie imaginaire dans 3:13 ; ceci établit la valeur du paramètre arbitraire �

� =
1

�
=

�1
m2!2�2 + �1

(3.20)

Cela amène également l�équation di¤érentielle 3:18 à la forme de Gegenbauer,

��
1� u2

� @2

@u2
� (2v + 1)u @

@u
+ n (n+ 2v)

�
f (u) = 0 (3.21)

où n et � satisfont les relations

"

k2
� v = n (n+ 2v) et v (v � 1) = �

k2
=
1

k2

�
m2!2

m2!2�2 + �1
�m~!

�
(3.22)
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La résolution de la deuxième relation pour � donne

v =
1

2

 
1�

s
1 +

4

k2

�
m2!2

m2!2�2 + �1

�!
(3.23)

D�après l�expression 3:17, nous voyons que f(u) doit être non singulier à u = �1, et donc

la bonne valeur de � est

v =
1

2

 
1 +

s
1 +

4

k2

�
m2!2

m2!2�2 + �1

�!
(3.24)

Maintenant, la solution de 3:21 peut être exprimée en termes de polynômes de Gegenbauer,

f (u) = �Cvn (u) (3.25)

Par conséquent, l�expression de la fonction d�onde  (p) est

 (p) = �
�
1� u2

� v
2 Cvn (u) = �

�
1� �2p2

� v
2 Cvn (

p
�2p) (3.26)

En utilisant la condition de normalisation déformée, nous pouvons obtenir la constante de

normalisation � Z +1

�1

dp

(1� �2p2)
1
2

 � (p) (p) = 1 (3.27)

Ensuite, en utilisant l�identité ci-dessous [70] :

Z +1

�1
dp
�
1� q2

�v� 1
2 [Cvn (q)]

2 =
�21�2v� (2v + n)

n! (n+ v) [� (v)]2
(3.28)

on a

� =
2v�

1
4
2p
2�

s
n! (n+ v) [� (v)]2

� (2v + n)
(3.29)
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Examinons maintenant la limite �1 ! 0
�
� = 1

m!~�2

�
et �2 ! 0 où nous avons � ! 1.

En utilisant les relations suivantes [70] :

lim
�!1

��
n
2C

v
2
n

 
x

r
2

�

!
=

1p
2nn!

Hn (x) , lim
�!1

� (v + a)

� (v)
��a = 1 (3.30)

avec la formule de doublement :

� (2v) =
22��1p
�
� (v) �

�
v +

1

2

�
(3.31)

De plus, en se limitant au premier ordre de �2 (to O
�
�22
�
) :

�
1� �2p2

� v
2 = exp

�
� p2

2m!~

�
(3.32)

On obtient directement (sans déformation) la fonction propre de l�espace impulsionnel du

SO usuel :

 (p) =
1p
2nn!

�
1

�m!~

� 1
4

exp

�
� p2

2m!~

�
Hn

�
pp
m!~

�
(3.33)

Pour trouver les énergies, nous utilisons l�équation 3:23 dans la première relation de l�équa-

tion 3:22 et l�expression de ". Il est facile de démontrer que le spectre d�énergie déformer

En est

En = ~!

24�n+ 1
2

�s
1 +

~2m2!2�21
4

+

�
n2 + n+

1

2

�
~m!�1
2

35
avec

�1 = �2 +
�1

m2!2
(3.34)

La forme de notre spectre d�énergie peut être testée comme suit : En utilisant la lim�1 ! 0,

nous obtenons les mêmes résultats que dans le cas de l�oscillateur de Schrödinger a une

dimension (SO) avec la présence d�une longueur minimale [71] (avec � = �2 ). Par la suite,

lorsque les paramètres déformés sont absents, c�est-à-dire �1 = �2 = 0 , le résultat est
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strictement cohérent avec l�oscillateur de Schrödinger ordinaire en 1-dim càd

En = ~!
�
n+

1

2

�
(3.35)

3.2.2 Cas d�oscillateur D-dimension

Nous spéci�ons la forme suivante pour l�équation générique décrivant un oscillateur

harmonique de dimensions D :

�
1

2
m!2X2 +

1

2m
P 2
�
 = E (3.36)

En raison de la symétrie de rotation de cette équation, les composantes angulaire et radiale

de la fonction d�onde de moment peuvent être séparées comme suit.

 (P) = Y ml(D�1):::l2l1 (P)' (p) (3.37)

où Y ml(D�1):::l2l1 sont des harmoniques ultra-sphériques D-dim ceci nous permet de faire les

remplacements suivants dans l�espace des impulsions (l est le nombre quantique orbital).

À la lumière de cette séparation les modi�cations de Laplacien �p et le moment cinétique

L2 et le produit scalaire ~r:~p dans l�espace des impulsions sont donnés par[71]

dX
i=1

@2

@p2i
=

@2

@p2
+
D � 1
p

@

@p
�L

2

p2
;
DX
i=1

pi
@

@pi
= p

@

@p
; L2 = l (l +D � 2) l = 0; 1; 2::: (3.38)

Maintenant, a�n d�étudier l�e¤et de la géométrie spatiale dans le cadre de la mécanique

quantique non relativiste déformée ,nous écrivons l�équation 3.36 dans l�algèbre SdS en
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utilisant la dé�nition des opérateurs de position X et d�impulsion P dans 3:8 et 3:9.(
~2
�1
�2
�

"�
1� �2p2

@

@p

�2
+
�
1� �2p2

��D � 1
p

@

@p
� L2

p2

�#
�

2i~

p
�1�2

p
@

@p
� ��2p

2

1� �2p2
+ "

0
�
 (p) = 0 (3.39)

où, les expressions de , 
 et � sont donnés dans 3:13 et "
0
est dé�ni par :

"
0
= 2mE � Di~


p
�1�2

(3.40)

Maintenant, pour résoudre 3:39, nous utilisons la même transformation 3:14 précédent a

une dimension 1-dim pour obtenir :

8<:
@2

@p2
+
�
k (D � 1) cot (k�)� 2i~


k
p
�1�2

tan (k�)
�
@
@p � k

2l (l +D � 2) cot2 (k�)�

� tan2 (k�) + "
0

9=;' (�) = 0

(3.41)

Pour éviter des valeurs propres complexes des énergies en ce point, il faut imposer la même

condition mentionnée dans le cas précédent 3:20 pour éliminer le terme imaginaire ; cela

nous conduits à transformer l�équation maîtresse 3:41 à :8<: @2

@p2
+ k (D � 1) cot (k�) @@p � k

2l (l +D � 2) cot2 (k�)�
1��
�2
tan2 (k�) + "

0

9=;' (�) = 0 (3.42)

Cette équation est simpli�ée à l�aide de l�ansatz suivant.

' (�) =
�
1� q2

��
2 qlf (q) (3.43)

57



Où � est une constante à déterminer et q = sin(k�).Ainsi, l�équation di¤érentielle pour

f(q) 3:42 s�exprime comme suit :

(�
1� q2

� @2
@p2

+

�
� (2�+ 2l +D) q + 2l +D � 1

q

�
@

@p
+
"
0

k2
� (2l �D)�� l

)
f (q) = 0

(3.44)

Où � est choisi pour simpli�er cette équation comme

� (�� 1)� 1

k2

�
1� �
�2

�
= 0 (3.45)

Nous pouvons voir à partir de l�expression 3:43 que f(q) ne doit pas être singulier quand

q = �1, ce qui signi�e

� =
1

2

 
1 +

s
1 +

4

k2

�
m2!2

m2!2�2 + �1

�!
(3.46)

Nous notons que l�équation 3:44 possède trois points singuliers q = 0; 1;�1. A�n de réduire

cette équation à une classe d�équations di¤érentielles connues avec une solution polyno-

miale, nous utilisons un autre changement dans la variable, nous écrivons z = 2q2 � 1 et

imposons la condition suivante :

n
0
�
n
0
+ a+ b+ 1

�
=
1

4

"
"
0

k2
� (2l �D)�� l

#
(3.47)

Où n
0
est un entier non négatif (nombre quantique radial) et nous avons également dé�ni :

a = �� 1
2
et b = l � 1 + D

2
(3.48)

Maintenant, l�équation di¤érentiel 3:44 se transforme en la forme Jacobi suivante :

�
1� z2

� d2g
dz2

+ [(b� a)� (a+ b+ 2) z] dg
dz
+ n

0
�
n
0
+ a+ b+ 1

�
g (z) = 0 (3.49)
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Les solutions sont données par les polynomiaux de Jacobi g(z) = P
(a;b)
n (z) et donc la

fonction d�onde radiale '(n;l) (p) est :

'n;l (p) = N
�
1� �2p2

��
2
�
�2p

2
� 1
2 p

(a;b)

n0

�
2�2p

2 � 1
�

(3.50)

Pour déterminer la constante de normalisation N , nous utilisons la condition de normali-

sation déformé dans l�espace D-dim des fonctions d�onde radiale :

Z 1p
�2

0

DpD�1dp

(1� �2p2)
1
2

 � (p) (p) = 1 (3.51)

et la relation d�orthogonalité polynomiale de Jacobi[70] :

Z +1

�1
dy (1� y)a (1 + y)b

h
p
(a;b)

n0
(y)
i2
=
�22�+�+1�

�
a+ n

0
+ 1
�
�
�
� + n

0
+ 1
�

n! (�+ � + 1 + 2n0) � (�+ � + n0 + 1)
(3.52)

donc nous obtenons l�expression :

N =
2�

D
4
2p
2�

24n0 !
�
2n

0
+ �+ l + D�1

2

�
�
�
2n

0
+ �+ l + D�1

2

�
D�

�
n0 + �+ 1

2

�
�
�
n0 + l + D

2

�
35
1
2

(3.53)

Maintenant, pour trouver les énergies, nous substituons les relations 3:40 et 3:46 dans la

condition 3:47 et nous dé�nissons le nombre quantique principal n par n = 2n
0
+ l , de

sorte que nous obtenons le spectre d�énergie comme suit :

En;l = ~!

"�
n+

D

2

�s�
1 +

~2m2!2

4

�
�2 +

�1
m2!2

�2�
+�

n2 + nD +
D

2
� L2

�
~m!
2

�
�2 +

�1
m2!2

��
(3.54)

L�expression montre que nous avons le même terme que dans le cas 1-dim avec un petit

o¤set et une nouvelle correction contenant le nombre quantique orbital l. Cette forme du
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spectre d�énergie peut être testée en prenant la limite �1 ! 0 et �2 ! 0 on obtient le

résultat exact du D-dim. Du ShO sans déformation càd En = ~!
�
n+ D

2

�

3.3 Propriétés thermiques de l�oscillateur Klein �Gordon

dans l�espace Snyder �de Sitter

3.3.1 Solution exacte de l�oscillateur à une dimension

L�équation stationnaire du KGO dans l�espace à 1 dim est donnée par Moshinsky[60].

�
c2 (P + im!X) (P�im!X) +m2c4 � E2

�
 (p) = 0 (3.55)

où m est la masse de la particule, ! est la fréquence classique de l�oscillateur et c est

la vitesse de la lumière.Après application de la réalisation spatiale des impulsions des

opérateurs X et P et de la relation de commutation 3:1, on obtient :

�
m2!2

�
1� ~�1

m!

�
X2 + (1�m!~�2)P 2 �m!~

p
�1�2 (PX +XP )� "1

�
 (p) = 0

(3.56)

où "1 = m!~+
�
E2 �m2c4

�
=c2.Nous redécrivons cette équation dans l�espace des impul-

sions déformées en utilisant la dé�nition de l�algèbre SdS . :(
~2
�1
�2
�

�p
1� �2p2

@

@p

�2
� 2i~

�1�2

p
@

@p
� ��2p

2

1� �2p2
+ �

)
 (p) = 0 (3.57)

où, les expressions de  et 
 sont donnée dans 3:13

�1 =
1� �
�2

�m!~+
�

�

�1�2
+

i~
p
�1�2

�

, � = "1 �

i~

p
�1�2

(3.58)

Il est important de noter que cette équation 3:57 a la même forme que 3:12, à l�exception

que �1 a été remplacé par �.et � par " Par conséquent, nous procédons de la même manière
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que SO-1dim. En utilisant une méthode de calcul simple, nous arrivons à la formule suivante

pour la fonction d�onde et l�énergie :

 KG (p) = �KG
�
1� u2

� ~v
2 c~vn (u) = �

�
1� �2p2

� ~v
2 C~vn (

p
�2p) (3.59)

où

~v =
1

2

 
1 +

s
1 +

4

k2

�
m2!2

m2!2�2 + �1
�m!~

�!
(3.60)

�KG est la constante normalisation nous pouvons obtenir à partir de la condition de nor-

malisation déformée 3.27

�KG =
2��

1
4
2p
2�

s
n! (n+ �) [� (�)]2

� (2�+ n)
(3.61)

En = �mc2
r
1 +

2!~
mc2

n+
~2 (m2!2�2 + �1)

m2c2
n2; n = 0; 1; 2:: (3.62)

En raison de la modi�cation de l�algèbre d�Heisenberg, ces expressions du spectre d�éner-

gie contient un terme de correction supplémentaire provenant de la déformation et ses

valeurs augmente avec les deux paramètres �1 et �2. Ici, il convient de noter que, selon

la dépendance n2 de niveaux d�énergie qui explique le con�nement dans la zone de haute

énergie,notre résultat est comparable aux énergies d�une particule quantique relativiste sans

spin se déplaçant dans un puits de potentiel carré avec � �

2
p
m2!2�2+�1

comme conditions

aux limites.

La forme du spectre d�énergie peut être testée de la manière suivante : En utilisant

la limite �1 ! 0, on obtient les mêmes résultats que dans le cas d�un oscillateur KG

unidimensionnel avec la présence d�une longueur minimale (où � = �2, �8 = 0) [72]. Par

conséquent, lorsque les paramètres déformés sont manquants, c�est-à-dire �1 = �2 = 0, le

résultat est strictement cohérent avec le KGO en 1-dim Ref [73].

Lors du calcul de l�espacement entre les niveaux d�énergie, nos résultats révèlent une
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deuxième propriété intéressante : cette di¤érence devient constante pour les grandes valeurs

de n :

lim
n!1

j�Enj = ~c
p
m2!2�2 + �1 = m!~c2

p
�1 with �1 =

1

c2

� �1
m2!2

+ �2

�
(3.63)

Pour illustrer ce phénomène, nous avons représenté graphiquement la distance entre les

niveaux d�énergie en fonction du nombre quantique (n) sur une plage de paramètres de

déformation dans FIG:3:1.

Pour di¤érentes valeurs des paramètres de déformation (ici, nous utilisons les unités

(~ = c = m = 1 et ! = 1), nous traçons l�espacement entre les niveaux d�énergie en

fonction du nombre quantique n pour démontrer l�impact de l�espace déformé obéissant

l�algèbre de Snyder-de Sitter sur l�oscillateur KG.
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D�après les résultats de la �gure 3:1: , nous pouvons voir ,Lorsque �1 et �2 tendent vers

0 , il est évident que l�écart d�énergie entre les niveaux �En est nul. En d�autres termes,

l�énergie devient presque continue dans le scénario typique (sans déformation). Par consé-

quent, ce spectre continu disparaît entièrement et s�e¤ondre en un spectre lié dans le cas

déformé, avec l�apparition d�un espacement d�énergie qui augmente à mesure que le para-

mètre de déformation �1 augmente. Cet espacement tend à être cohérent pour des valeurs

extrêmement élevées de n. Ici, nous observons également que la contribution de l�algèbre

de Snyder (via �2) est supérieure à l�e¤et de gravité (via �1).

L�étape suivante consiste à trouver une valeur maximale pour les paramètres de défor-

mation �1 et �2. ;Nous employons l�équation. 3:62 et on développe jusqu�au premier ordre

en �1,

En = mc2
r
1 +

2!~n
mc2

+
�1m!

2~2c2n2

2
q
1 + 2!~n

mc2

(3.64)

L�écart du n-ième niveau d�énergie par rapport au cas habituel causé par les relations de

commutation modi�ées 3:1est donné par

�En
~!

=
�1m!~c2n2

2
q
1 + 2!~n

mc2

(3.65)

D�autre part, en utilisant les résultats expérimentaux du mouvement cyclotronique d�un

électron dans un piège de Penning[74]. En l�absence de déformation, la fréquence cyclotron

d�un électron de masse me piégé dans un champ magnétique d�intensité B est

!c =
eB

me
(3.66)
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Par conséquent, un champ magnétique d�intensité B = 6T

me~!c = e~B = 10�52Kg2m2s�2 (3.67)

A ce stade, si l�on suppose qu�au niveau n = 1010, seul un écart d�échelle de ~!c peut être

identi�é et �Enh~!c (pas de perturbation du n-ième niveau d�énergie est observé)[71], on

peut écrire la contrainte suivante :

�1 �
1033

c2
Kg�2m�2s2 (3.68)

Cela se traduit par les scénarios de borne supérieure suivants en fonction des paramètres

de déformation �1 et �2 :

- Pour �2 6= 0 et �1 = 0

�Xmin = ~
p
�2h3:33� 10�18m (3.69)

- Pour �2 = 0 and �1 6= 0

�Pmin = ~
p
�1h3:17� 10�36Kgms�1 (3.70)

Pour la limite non relativiste, en posant E = �c2 + Enr avec l�hypothèse que �c2 � Enr,

on écrit le spectre du KGO non relativiste

Enr = n~!
�
1 +

~n
2m!

�
m2!2�2 + �1

��
(3.71)
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3.3.2 Solution exacte de l�oscillateur à D dimension

Dans cette section, on considère l�équation relativiste stationnaire caractérisant le KGO

de dimension D (D-dim) dans la représentation de l�impulsion.

�
c2 (P+ im!X) (P�im!X) +m2c4 � E2

�
 (P) = 0 (3.72)

qui peut s�écrire à l�aide de la relation de commutation 3:1 comme

��
m2!2 �m!~�1

�
X2 + (1�m!~�2)P2 �m!~

p
�1�2 (PX+XP)� "81

�
 (P) = 0

(3.73)

où

"81 =
E2 �m2c4

c2
+Dm!~ (3.74)

A ce stade, nous utilisons 3.37 et les relation 3:9et 3:10 nous obtenons l�équation suivante

dans l�espace des impulsions déformées :(
~2
�1
�2
�

"�p
1� �2p2

@

@p

�2
+
�
1� �2p2

��D � 1
p

@

@p
� L2

p2

�#
� 2i~

p
�1�2

p
@

@p
� �1�2p

2

1� �2p2
+ �8

)
' (p) = 0

(3.75)

où, les expressions de , 
 et �1 ont été données dans 3:13et 3:58 resp et �
8 est donné par

�8 = "81 �
Di~

p
�1�2

: (3.76)

Notez que la forme de l�équation 3:75 est similaire à celle de l�équation 3:39�à l�exception

de la substitution de �1 avec � et �
8 avec "

8
. Par conséquent, nous adhérons à la même

technique que SO-D dim. A l�aide d�une longue méthode de calcul mathématique, on arrive

à la formule pour la fonction d�onde et le spectre d�énergie :

'nr;l (p) = NKG
�
1� �2p2

� ~�
2
�
�2p

2
� l
2 p(a;b)nr

�
2�p2 � 1

�
(3.77)
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où

~� =
1

2

 
1 +

s
1 +

4

k2

�
m2!2

m2!2�2 + �1
�m!~

�!
(3.78)

NKG est la constante normalisation nous pouvons obtenir à partir de la condition de

normalisation déformée 3.51

NKG =
2�

d
4
2p
2�

"
nr!
�
2n+ ~�+ l + D�1

2

�
�
�
2nr + ~�+ l +

D�1
2

�
D�

�
nr + ~�+

1
2

�
�
�
nr + l +

D
2

� # 1
2

on dé�nit le nombre quantique principal n par n = 2nr + l, et on obtient ainsi le spectre

du D-dim SdS KGO comme suit :

En;l = �mc2
(
1 +

2!~n
mc2

+
~2
�
�1 +m

2!2�2
�

m2c2
�
n2 + (D � 1)n� l (l +D � 2)

�) 1
2

; n = 0; 1; 2; :::

(3.79)

L�expression démontre que nous avons le même terme que dans le cas 1-dim, avec un

décalage mineur et une nouvelle correction incorporant le nombre quantique orbital l. Il

atténue la dégénérescence des énergies, qui reste néanmoins à (2l + 1). La relation 3:79

montre également que les contributions des déformations augmentent avec la dimension

de l�espace D, mais diminue avec le nombre quantique l. Cette forme du spectre d�énergie

peut être examinée en prenant la limite �1 ! 0 et �2 ! 0, à laquelle le résultat exact de

la D-dim KGO est obtenu sans déformation.[72] [75]

Il fournit également le spectre identique obtenu dans la Réf [76] pour la situation

bidimensionnelle (où B = 0 dans ce cas après).

3.3.3 Propriétés thermiques

Les caractéristiques thermodynamiques de l�oscillateur KG déformé de dimensions D

avec des relations de commutation de Snyder-de Sitter ont été déterminées. Nous considé-

rons la fonction de partition d�un tel système selon le facteur de Boltzmann à température
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�nie T comme suit.

Z =
1X
n=0

e
�

En;l
KBT =

1X
n=0

exp

�
� mc2

KBT

p
a1 + a2n+ a3n2

�
(3.80)

où KB est la constante de Boltzmann et les autres paramètres de l�expression sont

a1 = 1� a3l (l +D � 2) ; a2 =
2!~
mc2

+ a3 (D � 1) et a3 =
~2
�
�1 +m

2!2�2
�

m2c2
(3.81)

a1 = 1�
~2
�
�1 +m

2!2�2
�

m2c2
l (l +D � 2) ;

a2 =
2!~
mc2

+
~2
�
�1 +m

2!2�2
�

m2c2
(D � 1) et a3 =

~2
�
�1 +m

2!2�2
�

m2c2
(3.82)

Maintenant, pour évaluer cette fonction, nous utilisons la formule d�Euler-MacLaurin qui

est donnée par

1X
n=0

f (n) =
1

2
f (0) +

Z 1

0
f (x) dx�

1X
p=1

1

(2p)!
B2pf

(2p�1) (0) (3.83)

où B2p sont les nombres de Bernoulli, f (2p�1) est la dérivée d�ordre (2p� 1), et le terme

intégral I est donné comme suit

I =
2a1p

a22 � 4a1a3

1X
n=0

(�1)n (2n� 1)!!
(2n)!!

�
4a1a3

a22 � 4a1a3

�n �� (2n+ 2)
�2n+2

� e��

2n+ 2
� (1; 2n+ 2; �)

�
(3.84)

où nous avons utilisé � = mc2

KBT

p
a1, le changement de variable y =

q
1 + a2

a1
n+ �3

a1
n2 et la

série de puissance de la racine carrée de l�intégrale suivante

I =
2a1p

a22 � 4a1a3

Z 1

1
dyy

�
1 +

4a1a3
a22 � 4a1a3

y2
�� 1

2

e��y
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Les contributions des premier et troisième termes dans l�expression 3:83 et du second terme

dans 3:84 deviennent négligeables par rapport au terme ��(2n+2) à haute température.En

conséquence, nous pouvons exprimer la fonction de partition sous la forme.

Z '
2
�
KBT
mc2

�2
p
a22 � 4a1a3

1X
n=0

(�1)n � (2n+ 2) (2n� 1)!!
(2n)!!

�n (3.85)

avec

� =

�
KBT

mc2

�2� 4a3
a22 � 4a1a3

�
(3.86)

En retenant les contributions majeures d�ordre 0 et 1 dans �1 et �2, on peut en déduire la

version réduite.

Z ' (KBT )
2

m!~c2

"
1�

� �1
m2!2

+ �2

�"3 (KBT )
2

c2

 
1� 1

6

�
mc2

KBT

�2!
+
(D � 1) ~
2m!

##
(3.87)

Nous obtenons �nalement l�expansion à haute température de la fonction de partition en

utilisant l�approximation
�
1� 1

6

�
mc2

KBT

�2�
' 1

Z ' (KBT )
2

m!~c2

�
1� �

�
3 (KBT )

2 +
(D � 1) ~c2
2m!

��
(3.88)

où l�expression de �2est donnée dans l�Eq.3.63.

Les paramètres thermodynamiques de notre système physique, tels que l�énergie libre

F , l�énergie moyenne U , la chaleur spéci�que C et l�entropie S, peuvent être calculés à

l�aide des dé�nitions suivantes [77] :

F = �KBT lnZ = �KBT ln

"
(KBT )

2

m!~c2
(1� �2�)

#
(3.89)
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U = KBT
2@ lnZ

@T
= 4KBT

241� 2m! � ~c2�2 (D � 1)
4m! � 2�2

�
3m! (KBT )

2 +m!�
�
35 (3.90)

C =
@U

@T
= 4KB

2641�
�
2m! � ~c2�2 (D � 1)

� �
4m! + 2�2

�
9m! (KBT )

2 �m!�
��

�
4m! � 2�2

�
3m! (KBT )

2 +m!�
��2

375
(3.91)

S = �@F
@T

= KB

242
�
1� �2

�
3 (KBT )

2 + �
��

(1� �2�)
+ ln

"
(KBT )

2

m!~c2
(1� �2�)

#35 (3.92)

où � = 3 (KBT )
2 + (D�1)~c2

2m!
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Dans les Fig. 3.2-3.5, nous illustrons la dépendance en température de ces propriétés ther-

modynamiques dans le scénario 3D pour quelques valeurs illustratives des paramètres de

déformations. Ces graphiques révèlent que les corrections augmentent l�énergie libre F

mais diminuent les autres caractéristiques thermodynamiques. Il convient de noter que

la dimension supplémentaire de l�espace ne modi�e pas la forme de ces courbes, elle les

déplace uniquement vers des températures plus basses

Les expressions 3.89, 3.90, 3.91 et 3.92 donnent les propriétés thermodynamiques du

D-dim KGO habituel lors de l�utilisation de la limite �2 ! 0 (ou, de manière équivalente,

pour �1 ! 0 et �2 ! 0).
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3.4 Solutions exactes de l�oscillateur de Dirac via le modéle

de Snyder-de Sitter

Considérons maintenant l�équation de Dirac de dimensions (2+1) d�une particule m0

en présence d�un champ magnétique homogène B = (0; 0; B), est donné comme suit :

�
c�x

��
p̂x +

eBŷ

2c

�
� im0!�x̂

�
+ c�y

��
p̂y �+

eBx̂

2c

�
� im0!�ŷ

�
+ �m0c

2

�
	D = E	D

(3.93)

En utilisant la représentation 2:74 et avec 	D =

0@  1

 2

1A l�équation 3.93 devient

0@ m0c
2 c��

c�+ m0c
2

1A0@  1

 2

1A = E

0@  1

 2

1A (3.94)

Ensuite, en découplant les composants, nous trouvons

�
c2���+ �

�
E2 �m2

0c
4
��
 1 = 0 (3.95)

�
c2�+�� �

�
E2 �m2

0c
4
��
 2 = 0 (3.96)

avec

�� = p̂x � ip̂y + im0!̂ (x̂� iŷ) (3.97)

�+ = p̂x + ip̂y � im0!̂ (x̂+ iŷ) (3.98)

où

!̂ = ! � !c
2
et !c =

eB

m0c
(3.99)
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En appliquant la relation de commutation 3:1 à la réalisation dans l�espace des impulsions

des opérations X et P et en faisant une évaluation du terme ���+, nous pouvons obtenir :

���+ = m2
0!̂
2

�
1� ~�1

m0!̂

�
X̂2 +

�
1�m0!̂~�22

�
P̂ 2 �m0!̂~

p
�1�2

�
P̂ X̂ + X̂P̂

�
� 2m0!̂~+

im2
0!̂
2 (x̂ŷ � ŷx̂) + i (p̂xp̂y � p̂yp̂x) +m0!̂ (p̂xŷ � p̂yx̂+ ŷp̂x � x̂p̂y) (3.100)

nous remplaçons 3.100 dans 3.95 par l�utilisation 3.9 et 3.10 on trouve :(
~2
�1
�2
̂̂�

"�
1� �2p2

@

@p

�2
+
�
1� �2p2

��1
p

@

@p
� L2

p2

�#
� 2i~
̂
p
�1�2

p
@

@p
� �̂�2p

2

1� �2p2
��

~m2
0!̂
2�2 + ~

�22
�1
+ 2m0!̂

�
�

�
�2
�1
� 1
�
+ 1

��
Lz + "

�
 1 (p) = 0 (3.101)

avec

̂ =

�
1 + im0!̂

r
�2
�1

�
; 
̂ = �1 (̂̂

��� 1) ; �̂ = 1� �
�2

+

�
�

�1�2
+

i~
p
�1�2

�

̂ et

" =
E2 �m2

0c
4

c2
+ 2m0!̂~�

2i~
̂
p
�1�2

(3.102)

la fonction d�onde  1 (p) peut être exprimée comme

 1 (p; �) = R (p) � (�) = R (p) eim�

où m = 0;�1;�2;�3; :::: est le nombre quantique de moment cinétique

Alors l�équation 3.101 prend la forme(
~2
�1
�2
̂̂�

"�
1� �2p2

@

@p

�2
+
�
1� �2p2

��1
p

@

@p
� L2

p2

�#
�

2i~
̂
p
�1�2

p
@

@p
� �̂�2p

2

1� �2p2
+ �

)
 1 (p) = 0 (3.103)
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où

� = "�
�
~2m2

0!̂
2�2 + ~2

�22
�1
+ 2m0!̂~

�
�

�
�2
�1
� 1
�
+ 1

��
m (3.104)

On observe que cette équation 3.103 a la même forme que 3.39 , à l�exception que �,
 ,

� a été remplacé respectivement par ̂̂�,
̂ , �̂ et D = 2 ; nous suivons donc les mêmes

étapes que OS et KGO pour obtenir l�expression suivante de l�énergie :

En;l;m = �m0c
2

"
1 +

2!̂~
m0c2

(n+m) +
~2
�
�1 +m

2
0!̂
2�2
�

m2
0c
2

�
n2 + n� l2

�
+

1

m2
0c
2

�
~2m2

0!̂
2�2 + ~2

�22
�1
+
2m0!̂~ (�2 � �1)
�1 +m2

0!̂
2�2

�
m

� 1
2

(3.105)

Nous pouvons tester la forme du spectre d�énergie 3.105 en procédant comme suit : si on

prend (m = 0 ; B = 0 et D = 2) on obtient le résultat exact de l�oscillateur KG [78]. Si

nous ignorons l�in�uence de l�algèbre SdS cela correspond au même spectre de l�oscillateur

de Dirac (2+1) sous un champ magnétique uniforme sans déformation [79].Ce dernier

peut être cartographié sur celui-ci avec une fréquence réduite (!̂) en l�absence de champ

magnétique, et ainsi, le seul rôle d�un champ magnétique consiste à réduire la fréquence

et toute la dynamique reste inchangée. Nous soulignons en outre qu�en l�absence à la fois

du paramètre déformé et du champ magnétique, le résultat est strictement cohérent avec

l�oscillateur de Dirac ordinaire.
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Chapitre 4

Traitement quantique de

l�oscillateur déformée par l�algèbre

de Snyder-de Sitter dans le cas de

l�espace non- commutative

4.1 introduction

L�espace-temps non-commutatif conduit à des longueurs minimales et maximales de

gravitation pour une mesure simultanée. L�existence de cette longueur maximale qui est la

di¤érence fondamentale avec celle du scénario de longueur minimale, apporte beaucoup de

nouveautés dans la représentation de cet espace et pourrait être l�approche candidate à la

mesure de la gravité quantique avec des énergies actuellement accessibles en laboratoire.

Cependant, des modèles plus généraux d�espaces non-commutatifs existent et décrivent

la structure de l�espace-temps, une longueur minimale et préservent l�invariance de Lo-

rentz.Le modèle le plus connu est le modèle de Snyder [9], qui est la première tentative

75



d�introduction d�une échelle de longueur fondamentale et est invariant sous le groupe de Lo-

rentz. Ce modèle est généralisé à un fond d�espace-temps de courbure constante à savoir le

modèle SdS. C�est un exemple d�espace-temps non-commutatif admettant trois paramètres

fondamentaux et est également appelé Triple Relativité Spéciale (TSR) et est invariant

sous l�action du groupe de de Sitter.Certaines applications de ce travail ont été faites dans

[80] et le modèle d�une particule libre et d�un oscillateur ont été résolus dans ce cadre.

Dans ce contexte, nous étudions la formulation d�un oscillateur harmonique bidimen-

sionnel en présence d�un champ magnétique, en résolvant les fondamentales équations dans

le cadre de la mécanique quantique non-relativiste et relativiste via l�algèbre SdS dans

l�espace NC. Tout d�abord, nous avons utilisé la transformation correcte pour mettre le

problème d�origine sur un espace commutatif en utilisant une transformation appropriée.

4.2 l�oscillateur de Schrödinger déformé par l�algèbre de SdS

dans le cas de l�espace non-commutatif à 2 dim

Nous résolvons explicitement l�équation de Schrödinger oscillant dans l�espace NC, en

utilisant l�algèbre SdS pour un champ magnétique B externe et uniforme.(�
P (NC)x +

qB

2
y(NC)

�2
+

�
P (NC)y � qB

2
x(NC)

�2
+m2!2

�
x(NC)2 + y(NC)2

�)
�  (P )

= 2mE (P ) (4.1)

Maintenant, si en tenant compte de la transformation 2:5 représentant le passage dans

l�éspace NC vers un autre espace commutatif dans l�équation 4:1; la solution stationnaire

de l�équation de l�oscillateur du Schrödinger dans l�espace NC s�écrira comme suit

�
P2 +m2 �!

2
r2 +

1

��~

�
�m2!2

�
1 +

!21
4!2

�
+ qB~

�
Lz

�
 = " (4.2)
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Où

�� =
m2!2�2

4~2
+

�
1 +

qB�

4~

�2
;
�
!
2
=
!2 + !2c

4

��
; !c =

qB

m
et " =

2mE

��
(4.3)

Nous utilisons la dé�nition de l�algèbre SdS 3:9 et 3:10 , et nous réécrivons l�équation 4:2

dans l�espace des impulsions déformées(
~2
�1
�2
~~�

"�p
1� �2p2

@

@p

�2
+
�
1� �2p2

��1
p

@

@p
� l2

p2

�#
� 2

p
�1�2

P:r �

��2p
2

1� �2p2
� 1

��~

�
�m2!2

�
1 +

!21
4!2

�
+ qB~

�
Lz + "

0
�
=  (p) = 0 (4.4)

avec

~ =

�
1 + im

�
!

r
�2
�1

�
; ~
 = �1 (~~

��� 1) (4.5)

�
0
=
1� �
�2

+

�
�

�1�2
+

i~
p
�1�2

�
~
; "

0
= "� 2i~~


p
�1�2

(4.6)

Nous introduisons les coordonnées polaires dans l�espace des impulsions (p; '), liées au

Coordonnées cartésien par les relations

px = p cos' et py = p sin' (4.7)

Ainsi, l�équation 4:4 devient :(
~2
�1
�2
~~�

"�p
1� �2p2

@

@p

�2
+
�
1� �2p2

��1
p

@

@p
� l2

p2

�#
� 2i~~

p
�1�2

p
@

@p
� �

0
�2p

2

1� �2p2
+ �

)
R (p) = 0

(4.8)

Où nous avons utilisé la forme séparée suivante qui contient le nombre quantique azimutal

l :

 (p; ') = Ce�il'R (p) ; l = 0; 1; 2; ::: (4.9)
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De cette manière l�équation 4.8 devient"
~2
�1
�2
~~�

"�p
1� �2p2

@

@p

�2
+
�
1� �2p2

��1
p

@

@p
� l2

p2

�#

� 2i~~

p
�1�2

p
@

@p
� �

0
�2p

2

1� �2p2
+
l

��

�
�m2!2

�
1 +

!21
4!2

�
+ qB~

�#
R (p) = "

0
R (p)(4.10)

Maintenant, pour résoudre l�equation 4.10, on utilise la transformation

p! � =
1

k0
arcsin (

p
�2p) , k

0
= ~

vuuut�1 + �2
m2!2 + q2B2

4

m2!2�2

4~2
+
�
1 + qB�

4~

�2 (4.11)

En faisant ces changements, l�équation4:10 devient :

8<:
@2

@�2
+
�
k
0
cot
�
k
0
�
�
� 2i~~


k
p
�1�2

tan
�
k
0
�
��

@
@� � k

02l2 cot2
�
k
0
�
�
�

�
0
tan2

�
k
0
�
�
+ �

9=;R (�) = 0 (4.12)

Où

� = "
0 � l

��

�
�m2!2

�
1 +

!21
4!2

�
+ qB~

�
(4.13)

A ce stade, pour éviter des valeurs propres complexes des énergies, il faut aussi imposer la

même condition ~
 = 0 pour éliminer le terme imaginaire, cela �xe la valeur de paramètre

arbitraire �

� =
1

~~�
=

�1
m2~!2�2 + �1

=

�
m2!2�2

4~2
+
�
1 + qB�

4~

�2�
�1�

m2!2 + q2B2

4

�
�2 +

�
m2!2�2

4~2
+
�
1 + qB�

4~

�2�
�1

(4.14)

L�expression 4.12 sera réécrite sous la forme suivante :

�
@2

@p2
+ k

0
cot
�
k
0
�
� @

@p
� k02l2 cot2

�
k0�
�
� 1� �

�2
tan2

�
k0�
�
+ �

�
R (�) = 0 (4.15)
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pour simpli�er l�équation 4.15, nous utilisons l�ansatz suivant :

R (�) =
�
1� q2

� �
2 qsg (q) (4.16)

où � et s sont des constantes à déterminer et q = sin (k0�) :

En utilisant la substitution dans l�équation.4:15, nous pouvons simpli�er l�équation

di¤érentielle g(q) sous la forme suivante :

��
1� q2

� @2
@q2

+

�
�2 (� + s+ 1) q + 2s+ 1

q

�
@

@q
+

�

k2
� 2� (s� 1) � � s

�
g (q) = 0

(4.17)

Où � et s est choisi pour simpli�er cette équation comme

s2 � l2 = 0 (4.18)

� (� � 1)� 1

k2

�
1� �
�2

�
= 0 (4.19)

Comme le montre 4.16, pour q = �1, f(q) doit être non singulier :

s = l (4.20)

� =
1

2

 
1 +

s
1 +

4

k2

�
m2~!2

m2~!2�2 + �1

�!
(4.21)

Nous notons que l�équation 4.17 possède trois points singuliers q = 0; 1;�1.

A�n de réduire cette équation à une classe d�équations di¤érentielles connues avec une

solution polynomiale, nous utilisons un autre changement dans la variable ; nous écrivons

z = 2q2 � 1 et imposons la condition suivante :

n
0
�
n
0
+ a+ b+ 1

�
=
1

4

h �
k2
� (2l + 2) � � l

i
(4.22)
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Où n
0
est un entier non négatif (nombre quantique radial) et nous avons également dé�ni :

a = � � 1
2
; b = l (4.23)

La nouvelle forme de l�équation4:17 est donnée

�
1� z2

� d2g
dz2

+ [(b� a)� (a+ b+ 2) z] dg
dz
+ n (n+ a+ b+ 1) g = 0 (4.24)

Dont les solutions sont données par le polynôme de Jacobi :

g (z) = P (a;b)n (z) (4.25)

Concernant la variable p, la fonction d�onde  (p; ') est la suivante :

 (p; ') = C
�
1� �2p2

� �
2
�
�2p

2
� 1
2 p
(�� 1

2
;l)

n0
�
2�2p

2 � 1
�

(4.26)

Où C est la constante de normalisation.Pour déterminer la constante de normalisation C,

nous utilisons la condition de normalisation 3.51 déformé dans l�espace 2-Dim des fonctions

d�onde radiale et la relation 3.52 donc nous obtenons l�expression :

C =
2�

1
2
2p
2�

24n0 !
�
2n

0
+ � + l + 1

�
�
�
2n

0
+ � + l + 1

�
2�
�
n0 + � + 1

2

�
� (n0 + l + 1)

35
1
2

(4.27)

La substitution des relations 4:20, 4:21 et 4:23 dans la condition 4:22 permet de calculer

les énergies. Dé�nissons le nombre quantique principal n, comme n = 2n
0
+ l ,on obtient

le spectre d�énergie suivant :

E�;Bn;l = ~~!��

"
(n+ 1)

r
1 +

~2m2~!2

4
�2 +

�
n2 + 2n+ 1� l2

� ~m~!
2

�

#

+
1

2m

��
m2!2 +

m2~!2

4

�
� + qB~

�
(4.28)
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avec :

� =
� �1
m2~!2

+ �2

�
(4.29)

Nous prenons les cas particulières de � et  :

� Dans un espace commutatif � = 0, sans champ magnétique extérieur, B = 0:

E0;0n;l = ~!

"
(n+ 1)

r
1 +

~2m2!2

4

� �1
m2!2

+ �2

�2
+
�
n2 + 2n+ 1� l2

� ~m!
2

� �1
m2!2

+ �2

�#
(4.30)

� Avec un champ magnétique externe présent dans un espace commutatif � = 0.�� =
m2!2�2
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+
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1 + qB�
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E�=0;Bn;l = ~~!1

"
(n+ 1)

r
1 +
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#
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Où
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m2!2 + q2B2

4

+ �2

!
(4.31)

� Dans un espace NC, sans champ magnétique externe, B = 0

E�;Bn;l = ~!��

"
(n+ 1)

r
1 +

~2m2!2

4
�2 +

�
n2 + 2n+ 1� l2

� ~m!
2

�

#

+
1

2m

��
m2!2 +

m2!2

4

�
�

�
(4.32)

� Dans un espace NC, avec un champ magnétique externe,sans déformation �

E�;Bn;0 = ~~!�1 (n+ 1) +
1

2m

��
m2!2 +

m2~!2

4

�
� + qB~

�
(4.33)

81



4.3 L�oscillateur deforme de Klein Gordon dans l�espace non-

commutatif à 2 dim

considérons l�équation relativiste stationnaire décrivant l�oscillateur harmonique KG

avec un champ magnétique constant externe B dans un espace NC à deux dimensions

c2
h�
p(NC)�e

c
A+ im!r(NC)

�
:
�
p(NC)�e

c
A� im!r(NC)

�i
�  KG =

�
E2 �m2c4

�
 KG

(4.34)

Nous utilisons la jauge de Coulomb dans la direction de l�axe z du champ magnétique.

A =
1

2
B� r =B

2
(�y; x; 0) (4.35)

L�équation 4.34 peut être réécrite dans l�espace commutatif en utilisant le concept de

produit de Moyal.Cela correspond à l�équation ci-dessous dans un espace commutatif

c2
�
p� e

2c
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�
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� � p
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+ im!
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��
 KG

=
�
E2 �m2c4

�
 KG (4.36)

Après avoir e¤ectué un calcul simple, on obtient l�équation exacte suivante :

��
1 +

eB�

2c~
+
e2B2�2

16c2~2
+
m2!2�2

4~2

�
p2+

�
m2!2+
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2eB

c
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e2B2�

4c2~
+
m2!2�

~

�
Lz

�
 KG =

�
E2 �m2c4 + cm!eB�

c2

�
 KG (4.37)

Nous réécrivons cette équation dans l�espace des impulsions déformées en utilisant la dé�-

nition de l�algèbre de Snyder-de Sitter 3.9 3.10.on obtient
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Où
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+ 2m~! � 2i~�


p
�1�2

(4.42)

On introduit les coordonnées polaires dans l�espace des impulsions (p; '),par les relations

4.7,pour obtenir la solution exacte de l�équation 4.38
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Où nous avons utilisé 4.9 qui contient le nombre quantique l

Maintenant, pour résoudre l�équation 4.43, nous employons la transformation :

p! � =
1
�k
arcsin (

p
�2p) ; �k = ~

s
�1

�
�k1 +

�2
�1
�k2

�
(4.44)
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À la suite de ce changement, l�équation devient

�
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(4.45)

avec
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Il est crucial d�observer que l�équation 4.45 a la même forme que 4.12 , à la di¤érence près

que ��; �k ; �
;et �� a été remplacé respectivement par �
0
; k

0
; ~
;et � .On arrive aux formules

suivantes :

� la solution d�onde  (p; ') peut être exprimé comme

 (p; ') = C
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(4.46)

Où
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1
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n! (2n+ ��+ l + 1)� (2n+ ��+ l + 1)
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(4.48)

� En e¤ectuant un calcul simple, on arrive à l�expression exacte suivante du spectre

d�énergie :

E = �mc2
�
1� 2!~

m2c2
+
2�k2��

mc2
n+

�k2

m2c2
�
n2 + n� l2 + 2��
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e2B2�

4c2
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� !eB�

mc3

� 1
2

(4.49)

Si nous �xons B = � = 0 le spectre d�énergie 4.49 sera réduit à la valeur 3.54 pour D = 2 .

Dans un espace NC, avec un champ magnétique externe,sans déformation on obtient le
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spectre d�énergie

E = �mc2
"
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2~
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!2+~!2

mc2
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(4.50)

avec ~! = !c
2c où !c =

eB
m

On en déduit que le comportement de l�oscillateur de Klein-Gordon dans un champ

magnétique externe dans l�espace NC sans déformation présente un comportement analogue

au problème de Landau.dans l�espace des phases commutatif.

il est important de noter que, selon la dépendance n2 des niveaux d�énergie, qui explique

le con�nement dans le domaine des hautes énergies, notre résultat est le même que l�énergie

d�une particule quantique relativiste sans spin se déplaçant dans un puits de potentiel

carré.Dans notre cas, les bords du puits sont situés en � �

2

r
�1
�
�k1+

�2
�1
�k2
� .

4.3.1 Proprietés thermodynamiques

Pour déterminer toutes les propriétés thermodynamiques de l�oscillateur harmonique

relativiste, nous calculons d�abord la fonction de partition Z.Cette dernière est dé�nie par :

Z =
1X
n=0

e
�

En;l
KBT =

1X
n=0

exp

�
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p
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(4.51)

Où
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(4.52)

g2 =
2�k2��

mc2
+ g3 (4.53)
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g3 =
�k2

m2c2
(4.54)

On voit que la forme de la fonction de partition Z (voir les équations 3.80 et 4.51), dans

les deux cas, est la même. Par conséquent, nous pouvons exprimer la fonction de partition

Z comme suit :

Z '
2
�
KBT
mc2

�2
p
g22 � 4g1g3

1X
n=0

(�1)n � (2n+ 2) (2n� 1)!!
(2n)!!

�n (4.55)

avec

� =

�
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mc2

�2� 4g3
g22 � 4g1g3

�
(4.56)

En supprimant les contributions du second ordre dans �1 et �2,et nous considérants que

KBT � mc2 la fonction de partition Z se réduit à la forme suivante :

Z ' (KBT )
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Selon les dé�nitions mentionnées ci-dessous nous pouvons déterminer les propriétés ther-

modynamiques de notre système physique (énergie libre F , énergie moyenne U , chaleur

spéci�que C et entropie S)
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Ces expressions peuvent être facilement testées. En utilisant la limite �k1 ! 1 (c�est-à-

dire � ! 0) et �k2 ! m! (c�est-à-dire B ! 0), nous obtenons les propriétés thermodyna-

miques de l�oscillateur KG bidimensionnel avec l�algèbre de Snyder-de Sitter. .En outre,

tous ces résultats des propriétés thermodynamiques de l�oscillateur déformé KG dans un

espace NC sous un champ magnétique externe uniforme B = 8T sont représentés sur les

Fig. (4:1� 4:4), en fonction de la variable de température T pour di¤érentes valeurs des

paramètres de déformation �1 , �2 et paramétre de NC � .Tout d�abord,Selon l�expression

de la fonction de partition, il existe un point critique TC = 1r
6
�
�1

�k1
2
+�2

�qui ne dépend que
du paramètre de déformation de l�algèbre de Snyder-de Sitter et de paramétre NC.
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Contrairement au cas ordinaire (�1 = 0 , �2 = 0 et � = 0 ), la fonction d�énergie libre F

diminue lentement jusqu�à une température minimale (Tmin) pour chaque valeur de �1 ,

�2 et � puis remonte rapidement vers TC comme illustré à la �gure 4:1. Néanmoins, étant

donné une certaine valeur de T , la fonction d�énergie libre croît lorsque les paramètres de

déformation �1 , �2 et � augmentent.Sur la �gure 4:2, nous pouvons voir que la fonction

de l�énergie moyenne U change pour di¤érentes valeurs de ( �1; �2 et �), et qu�elle décroît

rapidement près de TC avant de croître légèrement comme dans le cas ordinaire.Comme le

montre la �gure 4:3, la fonction de chaleur spéci�que C a une valeur décroissante à mesure

que la valeur de T augmente, mais elle maintient une valeur constante (en particulier,

C = 2KB) pour (�1 = �2 = �).Contrairement au cas où il n�y a pas de déformations(i.e

�1 = �2 = �.), on voit sur la �gure 4:4 que la valeur de l�entropie S atteint sa valeur

maximale à Tmax pour di¤érentes valeurs de �1; �2 et �.
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Chapitre 5

Conclusion génerale

Dans cette thèse, nous avons étudié principalement les phénomènes microscopiques à

haute énergie dans le contexte de la mécanique quantique déformée avec deux types de

déformations.

Dans le deuxième chapitre, nous avons donné en premier lieu une solution exacte KGO

dont la fréquence dépend de l�énergie dans l�espace NC à trois dimensions. le spectre

d�́ énergie est exactement obtenu en fonction des paramètres de déformation �. Les va-

leurs propres d�énergie sont étudiées pour le cas (q = 1) ainsi que certaines limites ( = 0

i.e le potentiel indépendant de l�énergie et � = 0 i.e l�espace commutatif). Les e¤ets des

paramètres sur les valeurs propres de l�énergie ont été examinés plus en détail par une ana-

lyse graphique. Nous avons observé que les écarts par rapport à la valeur normale  = 0

produisent un e¤et Zeeman. Nous avons ensuite calculé les grandeurs thermiques telles que

l�énergie libre d�Helmholtz F ,l�énergie moyenne U ,la chaleur spéci�que C et l�entropie S

nous avons trouvé que l�e¤et de parametre � sur les propriétés thermiques de nos problèmes

à un e¤et signi�catif sur ses propriétés, et l�in�uence des paramètres est très importante

en termes de thermodynamique.

en deuxième lieu nous avons résolu d�une manière analytique exacte DO pour des élec-

trons massifs en dimension (2+1) soumise en un champ magnétique dans un espace NC.

90



Les fonctions d�onde et d�énergie correspondante sont obtenues.Toutes Les grandeurs ther-

modynamiques ont été calculées par une méthode basée sur la formule d�Euler-MacLaurin

et l�e¤et des paramètres NC sur les propriétés thermiques a été discuté. Nous avons observé

que l�e¤et des paramètres NC � sur les propriétés thermiques est faible. Apres nous avons

montré que le formalisme de fermions sans masse dans le graphène et ces applications de

graphène nous a permis de trouver des solutions exactes de spectre d�énergie basé sur DO.

Toutes les propriétés thermodynamiques du graphène ont été déterminées à l�aide d�une

approche basée sur la méthode de la fonction zêta, nous avons trouvé que les e¤ets NC �

sont négligeables, sur les propriétés thermodynamiques.

Dans le troisiéme chapitre nous avons étudié SO, KGO et DO dans une dimension

arbitraire avec un calcul explicite dans la représentation de l�espace des impulsions dans

le cadre de la mécanique quantique déformée avec des relations de commutation SdS , ces

déformations se traduisent par une incertitude minimale non nulle dans la mesure à la fois

de la position et de la quantité de mouvement de la particule de spin 0 et spin1.

Dans un espace unidimensionnel, les niveaux d�énergie peuvent être écrits exactement

et la fonction d�onde peut être écrite à l�aide des polynômes de Gegenbauer. En plus de la

correction habituelle, une deuxième correction est e¤ectuée pour trouver le spectre d�énergie

associé. Cette deuxième correction dépend des paramètres de déformation de l�algèbre SdS.

Cette correction croît rapidement au fur et à mesure que n augmente, ce qui peut être lié

à une correction supplémentaire à l�oscillateur harmonique en plus de celle habituelle. A

l�intérieur de grandes valeurs de n, les corrections font tendre le spectre vers un spectre

discret avec un espacement proportionnel aux deux paramètres des déformations. Ceci

explique que le spectre du cas normal (sans déformations) soit presque continu dans cette

limite.

Pour le cas de dimension arbitraire, nous obtenons la fonction d�onde spatiale de mo-

ment normalisée en termes de polynômes de Jacobi.

Nous avons trouvé qu�il existe un nouveau terme dans les niveaux d�énergie associés qui
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dépend du nombre quantique ( l orbital pour OS et OKG et m de moment cinétique pour

OD) qui n�était pas présent dans le cas non déformé. Par conséquent, les contributions

de l�algèbre SdSde Snyder font disparaître la dégénérescence du spectre de l�oscillateur

harmonique ordinaire. Pour n grand, l�écart d�énergie s�avère analogue au scénario unidi-

mensionnel.

En ce qui concerne les propriétés thermodynamiques de KGO , la formule d�Euler-

MacLaurin a été utilisée pour calculer toutes les grandeurs thermodynamiques signi�ca-

tives. Nous avons démontré qu�ils étaient a¤ectés par des facteurs de déformation dans le

régime à haute température. En comparant leurs valeurs à celles de la situation standard,

nous avons déterminé que toutes les caractéristiques thermodynamiques, à l�exception de

l�énergie libre F , diminuent.

Dans le quatriéme chapitre on a généralisé notre travail où nous traitons OS et OKG

en présence d�un champ magnétique via l�algèbre SdS dans l�espace NC. Nous obtenons

les fonctions d�ondes en termes de polynôme de Jacobi et le spectre d�énergie exacte en

fonction des paramètres �1; �2 et � les cas limites sont étudiés et les résultats obtenus sont

en accord parfait avec ceux de la littérature.

En conclusion tous les résultats sont exactement les mêmes que ceux trouvés dans la

littérature lorsque les paramètres de déformation sont nuls.

Ce travail a permis d�ouvrir quelques perspectives en particulier l�étude de DO et l�os-

cillateur Du¢ n�Kemmer�Petiau (DKP) sous un champ magnétique externe pour l�algèbre

de Snyder-de Sitter dans l�espace non-commutatif.
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Résumé   

Dans cette thèse, nous avons étudié certains phénomènes microscopiques à haute énergie dans le contexte de la 

mécanique quantique déformée à petite échelle avec deux types de déformations différentes. Dans la première étape 

nous avons résolu d'une manière analytique exacte l’oscillateur harmonique de Klein-Gordon dont la fréquence 

dépend de l’énergie à trois dimensions, l'oscillateur harmonique bidimensionnel de Dirac et les applications 
de  graphène  (Dirac sans masse) avec la présence d’un champ magnétique uniforme et externe dans le cadre de la 

géométrie non commutative. Dans tous les cas, les spectres énergétiques et les fonctions d'onde associées sont 

obtenus ainsi que leurs propriétés thermodynamiques qui ont également été   déterminées et interprétées. Dans la 
deuxième étape Nous avons étudié l'oscillateur harmonique  de Schrödinger, Klein-Gordon et Dirac dans une 

dimension arbitraire avec des relations de commutation de Snyder-de Sitter , ces déformations se  traduisent  par une 

incertitude minimale non nulle dans la mesure à la fois de la position et de la quantité de mouvement de la particule 
de spin 0 et spin1, les niveaux d'énergie  peuvent être écrits exactement et la fonction d'onde peut être écrite à  l'aide 

des polynômes de Gegenbauer pour le cas unidimensionnelle et Jacobi pour une dimension arbitraire.  la  formule 

d'Euler-MacLaurin a  été utilisée pour calculer toutes les grandeurs thermodynamiques. À la dernière  étape, on a 

généralisé notre  travail où nous  traitent  l’oscillateur de Schrödinger  et l’oscillateur de Klein-Gordon a deux 
dimensions  en présence d'un champ magnétique uniforme et externe via l'algèbre de Snyder-de Sitter dans l'espace 

non commutatif. Nous obtenons les fonctions d'ondes en termes de polynôme de Jacobi et le spectre d'énergie exacte 

en fonction des paramètres de déformation, les cas limites sont étudiés et les résultats obtenus sont en parfait accord 
avec ceux de la littérature. Nous examinons les propriétés thermiques qui ont été influencées par les deux 

déformations. 

Abstract 

In this thesis, we have studied some high-energy microscopic phenomena in small-scale deformed quantum 

mechanics with two different types of deformations. In the first step, we solved the Klein-Gordon harmonic oscillator, 
whose frequency depends on three-dimensional energy, the two-dimensional Dirac harmonic oscillator, and graphene 

applications (massless Dirac) in the presence of a uniform and external magnetic field in the framework of non-

commutative geometry in an exact analytical manner. In all cases, the energy spectra and associated wave functions 
are obtained, as well as their thermodynamic properties, which have also been determined and interpreted. In the 

second step, we studied the Schrödinger, Klein-Gordon, and Dirac harmonic oscillator in an arbitrary dimension with 

Snyder-de Sitter commutation relations. These deformations result in a non-zero minimum uncertainty in the 

measurement of both the position and momentum of the spin 0 and spin1 particle, the energy levels can be written 
precisely, and the wave function can be written using Gegenbauer polynomials for the one-dimensional case and 

Jacobi polynomials for an arbitrary dimension. The Euler-MacLaurin formula was used to calculate all 

thermodynamic quantities. In the final step, we generalized our work by using the Snyder-de Sitter algebra in non-
commutative space to treat the Schrödinger oscillator and the two-dimensional Klein-Gordon oscillator in the 

presence of a uniform and external magnetic field. We obtain the wave functions in terms of Jacobi polynomials and 

the exact energy spectrum as a function of the deformation parameters. The limiting cases are studied, and the results 
obtained are in perfect agreement with those of the literature. We examine the thermal properties that were influenced 

by the two deformations. 

 ملخص

التشوهات.  من مختلفين نوعين مع صغير نطاق على المشوهة الكم ميكانيكا سياق في الطاقة عالية المجهرية الظواهر بعض درسنا ، الأطروحة هذه في

التوافقي ثنائي ديراك مذبذب ،الذي يعتمد تردده على الطاقة  ثلاثي الابعاد التوافقي كلين جوردنفي الخطوة الأولى ، حللنا بطريقة تحليلية دقيقة مذبذب 
جميع الحالات ، تم  في.وخارجي في إطار الهندسة غير التبادلية منتظممغناطيسي  مع وجود مجال الأبعاد وتطبيقات الجرافين )ديراك عديم الكتلة(

في الخطوة  ا.الحصول على أطياف الطاقة والوظائف الموجية المرتبطة بها بالإضافة إلى خصائصها الديناميكية الحرارية التي تم تحديدها وتفسيرها أيض  

تؤدي هذه التشوهات إلى حد  ،ي سيترجوردون وديراك في بعد عشوائي مع علاقات تبديل سنايدر د-الثانية درسنا المذبذب التوافقي لشرودنجر وكلاين
يمكن كتابة مستويات الطاقة بدقة ويمكن كتابة الدالة ، 1واللف  0أدنى من عدم اليقين غير الصفري في قياس كل من الموضع والزخم لجسيم السبين 

ماكلورين لحساب جميع الكميات -. تم استخدام صيغة أويلرالكيفيللحالة أحادية البعد وجاكوبي للبعد  Gegenbauerالموجية باستخدام كثيرات حدود 

جوردون ثنائي الأبعاد في وجود مجال -في الخطوة الأخيرة ، قمنا بتعميم عملنا حيث نتعامل مع مذبذب شرودنغر ومذبذب كلاين .الديناميكية الحرارية

حصل على وظائف الموجة من حيث جاكوبي متعدد الحدود وطيف وخارجي عبر جبر سنيدر دي سيتر في الفضاء غير التبادلي. ن منتظممغناطيسي 
ا مع تلك الموجودة ف ي الأدبيات. نقوم بفحص الطاقة الدقيق كدالة لمعلمات التشوه ، تتم دراسة الحالات المحددة والنتائج التي تم الحصول عليها متوافقة تمام 

 الخصائص الحرارية التي تأثرت بالتشوهين.

. 
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