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1. Bevezetés

A disszertáció célja a szerz® Kneser�Poulsen-sejtéssel kapcsolatos ku-
tatásainak bemutatása, és ezen eredmények közül néhány, az adott
irányban leger®sebbnek számító eredmény részletes bebizonyítása. A
közel hetven éves sejtés eredeti formájában azt mondja ki, hogy ha az
n-dimenziós euklideszi tér véges sok kongruens gömbjét úgy rendez-
zük át, hogy középpontjaik a kiinduló helyzethez képest egymáshoz
közelebb kerülnek, akkor a gömbök által lefedett tartomány térfogata
nem n®het.

Bár a sejtést jelen pillanatig csak a síkon sikerült teljes egészé-
ben bebizonyítani, az ismert részeredmények arra utalnak, hogy a
sejtésnek többféle általánosítása is igaz lehet. Elképzelhet®, hogy a
sejtés nem csak egyenl® sugarú gömbökre igaz, és nemcsak az euk-
lideszi, hanem a gömbi és hiperbolikus terekben is. Igaznak látszik,
hogy a gömbök összehúzásakor a gömbök metszetének térfogata nem
csökken. Általánosabban sejthet®, hogy ha egy virág, azaz egy olyan
tartomány térfogatát vizsgáljuk, mely a B1, . . . , Bk gömbökb®l az ∪,
∩ és \ Boole-m¶veletekkel áll el®, akkor a Boole-kifejezést®l függ®en
bizonyos középponttávolságokra közeledést, bizonyosakra távolodást
el®írva garantálni tudjuk a térfogat gyenge értelemben vett csökke-
nését. A Kneser�Poulsen-sejtés felveti azt az általánosabb kérdést is,
hogy az unió és metszet térfogatán kívül egy gömbrendszer mely to-
vábbi geometriai invariánsai változnak monoton módon a gömbrend-
szer összehúzásakor.

A Kneser�Poulsen sejtés állítása tetsz®leges metrikus mértéktér-
ben megfogalmazható, de a sejtés teljesülése er®s megszorítást jelent
a térre. Az értekezésben a Kneser�Poulsen sejtés fenti általánosításai
mellett azt a kérdést is vizsgáljuk, hogy a sejtés teljesüléséb®l adódó
megszorításokat a Riemann-sokaságok mely osztályai elégítik ki.

A disszertáció 6 fejezetb®l áll. A bevezetést követ® 2. fejezet az [1]
cikk felépítését követve egy történeti áttekintést ad a Kneser�Poulsen-
sejtéssel kapcsolatos kutatásokról, ezen belül ismertetve a szerz® [2],
[3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12] cikkekben leírt eredményeit
is. Ebben a részben csak néhány egyszer¶ állítást bizonyítunk be,
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az alapvet® cél az eredmények kimondásához szükséges fogalmak, az
eredmények és az eredmények közti kapcsolatok leírása. Az ezt követ®
fejezetekben egy-egy kiemelked®en fontos tételcsoportot részletesen is
bebizonyítunk.

A 3. fejezetben belátunk egy variációs formulát az állandó gör-
bület¶ terekben di�erenciálható módon mozgó gömbökb®l képzett vi-
rágok térfogatára, melyb®l levezetjük, hogy egy folytonosan mozgó
gömbökb®l az unió és metszet m¶veletekkel el®állított virág térfogata
gyengén monoton csökken®, ha a mozgás során bizonyos középpontok
távolsága folyamatosan csökken, bizonyosaké folyamatosan n®.

A 4. fejezetben levezetünk egy Schlä�i-típusú formulát egy Ein-
stein-féle (azaz egy állandó Ricci-görbület¶) pseudo-Riemann-soka-
ságban fekv®, görbült hiperfelületek által határolt poliedrális tarto-
mányra, és egy Arkhimédész-típusú formulát konstans göbület¶ terek
forgásszimmetrikus testjeire. Ezek alkalmazásával belátjuk a Kneser�
Poulsen-sejtés virágokra vonatkozó kiterjesztésének legáltalánosabb
ismert alakját abban a speciális esetben, amikor feltételezzük, hogy
a kiinduló és az átrendezett gömbkon�guráció középpontrendszerei
között van olyan homotópia, melynek során a középponttávolságok
monoton módon változnak. Hasonló eredményeket érünk el a Kneser�
Poulsen-sejtés egy Kneser által felvetett súlyozott változatára is.

A 3. és 4. fejezetben ismertetett variációs formulák akkor alkal-
mazhatók Kneser�Poulsen-típusú egyenl®tlenségek bizonyítására, ha
a kiinduló és az átrendezett gömbkon�guráció középpontrendszerei
folytonosan egymásba mozgathatók úgy, hogy a mozgás során a kö-
zépponttávolságok monoton módon változnak. Néha elég az is, ha egy
ilyen távolság-monoton átmozgatás egy magasabb dimenziós térbe ki-
lépve létezik. Az bakugrás lemma szerint az n-dimenziós euklideszi tér
két pont-k-asa között mindig található egy ilyen átmozgatás a teret
tartalmazó 2n dimenziós euklideszi térben. Az euklideszi síkon és tér-
ben a bakugrás lemmával bizonyított Kneser�Poulsen-típusú egyen-
l®tlenségek hiperbolikus és gömbi térre való kiterjesztésének sokszor
az az egyetlen akadálya, hogy hiányzik a bakugrás lemma megfelel®
hiperbolikus, vagy szférikus változata. I. Gorbovickis kitalált egy öt-
letes módszert, mellyel a bakugrás lemma használata nélkül tudott

2

               csikos.balazs_18_22



néhány, az euklideszi síkon a bakugrás lemmával bizonyított Kneser-
Poulsen típusú tételt a hiperbolikus síkra és a gömbre is kiterjeszteni.
Gorbovickis módszerének adaptálásával, illetve dualizálásával az 5.
fejezetben belátjuk, hogy ha az euklideszi vagy hiperbolikus síkon,
vagy egy félgömbön fekv® véges sok kört a középpontok összehúzásá-
val átrendezünk, akkor a körök konvex burkának kerülete nem n®. Ez
a tétel általánosítja azt a V. N. Sudakov, R. Alexander, V. Capoy-
leas és Pach J. által belátott tételt, mely szerint az euklideszi síkon
egy véges pontrendszer konvex burkának a kerülete nem csökken, ha a
pontrendszert egy kontrakcióval összehúzzuk. Belátjuk továbbá, hogy
a hiperbolikus síkon véges sok körlap metszetének a területe nem csök-
ken, ha a köröket a középponttávolságok csökkentésével átrendezzük.

Ha a Kneser�Poulsen-sejtés igaz egy összefügg® teljes Riemann-
sokaságban, akkor k egyforma sugarú geodetikus gömb metszetének
térfogata csak a középpontok távolságától és a sugártól függhet. A
6. fejezetben megmutatjuk, hogy ez a tulajdonság k = 3 esetén az
egyszeresen összefügg® állandó görbület¶ tereket jellemzi, k = 2-re
pedig a harmonikus tereket karakterizálja (feltéve az egyszeres össze-
függ®séget).

2. Els® eredmények a Kneser�Poulsen-sejtésr®l

Ha (M,d) egy rögzített metrikus tér, x ∈ M és r ∈ R+ = {r ∈ R |
r ≥ 0}, akkor jelölje B(x, r) az x középpontú r sugarú zárt gömböt.
Ha adott az M tér k pontja, x = (x1, . . . , xk) ∈ Mk és k darab
nemnegatív valós szám, r = (r1, . . . , rk) ∈ Rk

+, akkor legyen

B(x, r) =
k⋃

i=1

B(xi, ri).

Ha az x = (x1, . . . , xk) ∈ Mk és y = (y1, . . . , yk) ∈ Mk pont-
rendszerekre fennállnak a d(xi, xj) ≥ d(yi, yj) , 1 ≤ i < j ≤ k egyen-
l®tlenségek, akkor azt fogjuk mondani, hogy az y pontrendszer az x
pontrendszer összehúzottja, és ezt x ≻ y, vagy y ≺ x módon jelöljük.

Ha Mn egy n-dimenziós hiperbolikus, euklideszi vagy gömbi tér,
A ⊂ Mn egy tetsz®leges s-dimenziós térfogattal rendelkez® halmaz,
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akkor az A n-dimenziós térfogatát a tér típusától függetlenül vols(A)-
val fogjuk jelölni.

1954-ben E. Thue Poulsen a Mathematica Scandinavica folyóirat
Problem Section rovatában a következ® kérdést vetette fel [13]:

Kérdés: Legyen az En n-dimenziós euklideszi térben fekv® y ∈ (En)k

középpontrendszer az x ∈ (En)k középpontrendszer összehúzottja, r >
0, r = (r, . . . , r) ∈ Rk

+. Következik-e ebb®l, hogy

voln(B(x, r)) ≥ voln(B(y, r))?

Egy évvel kés®bb jelent meg Martin Kneser [14] munkája a Min-
kowski-térfogatról, melyben természetes módon vet®dött fel a Poulsen
által megfogalmazott kérdés, mivel ha arra pozitív a válasz, akkor egy
kompakt halmaz alsó és fels® s-dimenziós Minkowski-térfogatai nem
n®hetnek, ha a halmazra egy kontrakciót alkalmazunk. Az intuíció
azt sugallja, hogy a kérdésre igen a válasz, ezt hívjuk Kneser�Poulsen-
sejtésnek.

1955-ben H. Hadwiger [15] ismertette a Kneser�Poulsen-sejtést, és
felsorolta azokat a speciális eseteket, melyekben be tudták azt bizo-
nyítani:

(i) n = 1. Az egyenesen a Kneser�Poulsen-sejtés egy egyszer¶ teljes
indukcióval bizonyítható.

(ii) Ha a gömbök k száma legfeljebb n+ 1.

(iii) Ha az x1, . . . , xk középpontrendszer hasonló az y1, . . . , yk közép-
pontrendszerhez. (G. Bouligand [16], (1928).

(iv) Mind Kneser, mind Hadwiger megemlíti, hogy W. Habicht be-
bizonyította a sejtésnek azon speciális esetét, amikor n = 2 és
az x1, . . . , xk középpontrendszer folytonosan átmozgatható az
y1, . . . , yk középpontrendszerbe úgy, hogy a mozgás során a pon-
tok közti távolságok mindvégig csökkennek. Habicht nem pub-
likálta bizonyítását.

Ha (M,d) egy metrikus tér, azt fogjuk mondani, hogy az y ∈
Mk pontrendszer az x ∈ Mk pontrendszer folytonos összehúzottja

4

               csikos.balazs_18_22



(M -ben), ha létezik olyan z : [0, 1] → Mk folytonos leképezés, melyre
z(0) = x, z(1) = y és 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 esetén z(t1) ≻ z(t2). A relációra
az x ⋟ y, vagy y ⋞ x jelölést fogjuk használni. A z leképezést a két
kon�gurációt összeköt® összehúzó homotópiának fogjuk nevezni.

A Habicht-féle síkbeli esetre el®ször Bollobás Béla [17] publikált
egy bizonyítást. A szerz® els® eredménye a Kneser�Poulsen-problé-
mával kapcsolatban a Kneser�Poulsen-sejtés Habicht és Bollobás által
igazolt speciális esetének kiterjesztése volt arra az esetre, amikor a
mozgó körök nem feltétlenül kongruensek.

1. tétel (Cs. B., [18], [2]). Legyen z : [0, 1] → (E2)k egy tetsz®leges
összehúzó homotópia. x ∈ (E2)k és r ∈ Rk

+ esetén jelölje A(x, r) a
B(x, r) unió területét, Ki(x, r) az i-edik kör kerületének a B(x, r)
unió peremére es® részének hosszát, ha a B(xi, ri) körlap nem esik
egybe egyik kisebb index¶ körlappal sem, egyébként Ki(x, r) legyen 0
(l. 1. ábra). Ekkor

(i)
∂A

∂ri
(x, r) = Ki(x, r), ha a B(xi, ri) kör különbözik a többit®l;

(ii)
∑k

i=1
Ki(x,r)

ri
= 2πχ+

∑
s(αs − π), ahol αs a B(x, r) unió, mint

körívekkel határolt poligon bels® szögein fut végig, χ a tartomány
Euler-karakterisztikája;

(iii) A
∑k

i=1
Ki(z(t),r)

ri
és A(z(t), r) függvények monoton csökkennek.

1. ábra.
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A [18] dolgozat bemutatott egy példát is egy olyan x ≻ y össze-
húzásra, melynél egy adott r-re az x pontjai köré írt r sugarú körök
uniójának kerülete kisebb, mint az y pontjai köré írt r sugarú körök
uniójáé. (l. 2. ábra.)

2. ábra. Egy példa, amikor x ≻ y, de B(x, r) kerülete kisebb, mint
B(y, r) kerülete.

Az ellenpélda azon múlik, hogy az összehúzott körrendszer határa
az összehúzás után �rögösebbé� válhat, ami növelheti a kerületet. Igaz
lehet viszont R. Alexander [19] alábbi sejtése:

Sejtés. Ha x,y ∈ (E2)k pontrendszerekre x ≻ y és r > 0, akkor a⋂k
i=1B(xi, r) metszet kerülete legfeljebb akkora, mint a

⋂k
i=1B(yi, r)

metszeté.

Lényeges, hogy a körök azonos sugarúak legyenek. Az Alexander-
sejtéssel foglalkozó, Bezdek Károllyal és R. Connellyvel közös [6] cik-
künkben konstruálunk egy példát, melyben három kör folytonosan
húzódik össze a síkban, miközben metszetük kerülete csökken. Rá-
adásul a három kör közül kett® kongruens és a harmadik sugara is
tetsz®legesen közel választható a két kongruens kör sugarához. Olyan
példa is ismert, melyben három kör folytonosan húzódik össze a sík-
ban, miközben uniójuk kerülete n®.

1998-ban M. Bern és A. Sahai [20] publikált egy lényegesen új
bizonyítást az 1. tételre, melyben szerepelt néhány egyszer¶ képlet
két-három mozgó kör uniója területének deriváltjára.

Kiderült, hogy ezek a képletek egy általános formula speciális ese-
tei, melyek tetsz®leges dimenzióban kifejezik véges sok mozgó gömb
uniója térfogatának deriváltját a középponttávolságok deriváltjaival.
A tétel kimondásához vezessünk be néhány újabb jelölést. Legyen
x : [0, 1] → (En)k egy di�erenciálható leképezés, r ∈ Rk

+ rögzített.
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Legyen V (t) := voln(B(x(t), r)) és dij(t) := d(xi(t), xj(t)). Ha a t
id®pillanatban a középpontok közt nincs két egybees®, akkor legyen
Wij(t) aB(x(t), r) unió Dirichlet�Voronoi-, röviden DV-felbontásában
az i-edik és a j-edik gömb DV-celláját elválasztó fal. A Wij(t) halmaz
a B(xi(t), ri) és B(xj(t), rj) gömbök hatványhipersíkjának egy korlá-
tos tartománya, tehát egy (n − 1)-dimenziós tartomány, mely akár
üres is lehet.

2. tétel (Cs. B. [3]). Ha n ≥ 2, és a t ∈ (0, 1) pillanatban nincs két
egybees® gömbközéppont, akkor a V függvény di�erenciálható t-ben és

V ′(t) =
∑

1≤i<j≤k

voln−1(Wij(t))d
′
ij(t). (1)

A tételb®l könnyen adódik, hogy egy di�erenciálható összehúzás során
a folytonos V függvény véges sok pont kivételével mindenütt derivál-
ható és deriváltja nempozitív, tehát V gyengén csökken® függvény.
Valamennyi többletmunkával a sima összehúzásokról át lehet térni a
folytonosakra:

3. tétel (Cs. B. [3]). Ha z : [0, 1] → (En)k egy összehúzó homotó-
pia, r ∈ Rk

+, akkor a t 7→ voln(B(z(t), r)) függvény (gyenge értelem-
ben) monoton csökken®.

A tételb®l a bakugráslemma alkalmazásával beláthatjuk En rész-
halmazaira a µn

s
, illetve µ̄n

s alsó, illetve fels® s-dimenziós Minkowski-
térfogat Kneser [14] által sejtett monotonitását kontrakcióknál, ha a
kiinduló halmaz, illetve az összehúzottja Minkowski-mérhet®.

4. tétel. Ha egy Minkowski-mérhet® A ⊂ En halmaz a C ⊂ En kor-
látos halmaz összehúzottja, B ⊂ En pedig az A összehúzottja, akkor

µn
s
(B) ≤ µn

s
(A) = µ̄n

s (A) ≤ µ̄n
s (C).

3. A Kneser�Poulsen-sejtés virágokra

M. Gromov [21] gondolatébreszt® írása felveti a Kneser�Poulsen-sejtés
kiterjeszthet®ségének gondolatát a gömbi és hiperbolikus térre. A
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szférikus térben a gömbök komplementerei szintén gömbök, és az
unió komplemetere a komplementerek metszete, így a gömbön a sej-
tés egyenérték¶ azzal az állítással, hogy véges sok gömb metszetének
a térfogata nem csökkenhet, ha a gömböket úgy rendezzük át, hogy
a középpontjaik közelebb kerüljenek egymáshoz. Ez felveti azt a to-
vábbi kérdést, hogy tudunk-e valamit mondani olyan halmazok tér-
fogatának a monotonitásáról, melyek véges sok gömbb®l az unió és a
metszet m¶veletek vegyes alkalmazásával állíthatók el®, ha megfele-
l®en szabályozzuk, hogy egy átrendezés során a középponttávolságok
közül melyek n®jenek és melyek csökkenjenek. Ezt az általánosabb
kérdést vizsgálta Y. Gordon és M. Meyer [22], akik virágoknak ne-
vezték el a gömbök által generált háló elemeit. Egy virágot mindig
megkaphatunk a következ® eljárással. Tekintsünk egy fagráfot egy
kitüntetett gyökérponttal. Irányítsuk a gráf éleit úgy, hogy az élek a
gyökér felé mutassanak. Egy csúcsot nevezzünk uniózó csúcsnak, ha a
gyökért®l páros távolságra fekszik és metsz® csúcsnak, ha páratlanra.
A fa leveleihez, azaz a 0 be-fokú csúcsokhoz rendeljünk hozzá egy-egy
gömböt. Egy ilyen, a leveleinél gömbökkel megcímkézett fa kiértékelé-
se rekurzívan egy virágot rendel minden csúcshoz a következ® szabály
szerint. A levelekhez rendelt virág maga a kiinduláskor hozzárendelt
gömb. Ha egy csúcs bejöv® élek menti szomszédain a kiértékelést már
megadtuk, akkor a csúcshoz rendelt virág legyen a bejöv® élek menti
szomszédaihoz rendelt virágok metszete illetve uniója attól függ®en,
hogy a csúcs metsz® illetve uniózó-e. Az utolsó lépésben a gyökérhez
rendelt virágot a fa értékének is nevezzük.

3. ábra. Egy gyökeres fa és egy értékeként megkapható virág.
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Két levél, illetve a hozzájuk rendelt két gömb viszonyát metsz®d®-
nek, vagy uniózódónak nevezzük attól függ®en, hogy t®lük a gyökér
felé vezet® utak els® találkozási pontja metsz®, vagy uniózó-e.

A [22] cikk f® eredménye a következ®:

5. tétel (Y. Gordon, M. Meyer [22]). Legyen M az n-dimenziós
szférikus, vagy euklideszi tér. Rögzítsünk egy gyökeres fát, melynek
legfeljebb n + 1 levele van és címkézzük meg ezeket a leveleket az M
gömbjeivel. Ekkor a fa értékének térfogata nem csökkenhet, ha a leve-
lekhez rendelt gömböket úgy mozdítjuk el, hogy a metsz®d® viszonyban
lév®k középpontjainak távolsága csökkenjen, az uniózódó viszonyban
lév®ké pedig n®jön.

Gordon és Meyer tétele természetes módon veti fel azt a kérdést,
hogy ki lehet-e terjeszteni az (1) formulát és annak következményeit
az euklideszi, gömbi és hiperbolikus tér virágaira. Mint kiderült, a
válasz igen, de az általánosítás nem teljesen mechanikus. Az igazi
nehézséget az jelentette, hogy meg kellett találni a megfelel® de�níciót
egy virághoz tartozó DV-cellarendszerre.

Ahhoz, hogy egységesen tudjuk kezelni a hiperbolikus, euklideszi
és szférikus tereket, tekintsük azok kvadrikmodelljét. Legyen ⟨ , ⟩ a
szokásos skaláris szorzás Rn-en és vezessük be az Rn+1 = Rn × R
vektortéren az

{(x, xn+1), (y, yn+1)} = ⟨x,y⟩+ ϵxn+1yn+1

szimmetrikus bilineáris függvényt, ahol ϵ ∈ {−1, 0, 1}. De�niáljuk az
Mϵ hiperfelületet ϵ szerinti esetszétválasztással. Ha ϵ = 1, akkor Mϵ

legyen a {ξ, ξ} = 1 egyenlet¶ gömb. Ha ϵ = −1, akkor Mϵ legyen a
{ξ, ξ} = −1 egyenlet¶ kétköpeny¶ hiperboloidnak az xn+1 > 0 fél-
térbe es® köpenye. Végül ϵ = 0 esetén Mϵ legyen az xn+1 = ⟨x,x⟩
egyenlet¶ paraboloid. Be lehet látni, hogy a { , } bilineáris függvény
megszorítása az Mϵ bármely pontjában vett érint®térre pozitív de�-
nit, így ezek a megszorítások Mϵ-t egy Riemann-metrikával látják el.
Az M1, M0 illetve M−1 Riemann-sokaságok rendre az n-dimenziós
szférikus, euklideszi illetve hiperbolikus terek modelljei. M1 a gömb
standard modellje, M−1 a hiperbolikus tér hiperboloidmodellje. M0
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és az euklideszi tér standard modellje között az (x, xn+1) 7→ x ∈ Rn

projekció ad egy izomor�zmust. A továbbiakban M legyen ezen mo-
dellek közül az egyik, és jelölje M̃ az M konvex burkát.

4. ábra. A lapos DV-cellák konstrukciója (a jobboldali ábrán a (B1∪
B2) ∩B3 virág lapos DV-cellái láthatók).

A p ∈ M középpontú gömböket úgy kapjuk M -ben, hogy az M
hiperfelületet elmetsszük egy olyan p-t tartalmazó féltérrel, melynek
határoló hipersíkja párhuzamos az M p-beli TpM érint®terével. Ha
B egy ilyen gömb, melyet a H̄ hipersík által határolt H̃ féltér metsz
ki, akkor H̄||TpM miatt H̄ egy euklideszi tér struktúrát örököl Rn+1-
t®l. A B határgömbje, ∂B = H̄ ∩ M a H̄ euklideszi térben is egy
gömbfelület. Az általa határolt H̄ ∩ B̃ euklideszi gömböt jelöljük B̄-
vel. A B és B̄ felületek uniója Rn+1-nek a fél lencse alakú H̃ ∩ M̃
tartományát határolja, ennek jele legyen B̃.

Legyen f(x1, . . . , xk) egy k-változós hálópolinom, azaz egy olyan
formális algebrai kifejezés, mely az x1, . . . , xk változókból és az ∪ és ∩
m¶veletekb®l épül fel. Ahhoz, hogy az M tér B1, . . . , Bk gömbjeib®l
képzett Bf = f(B1, . . . , Bk) virágra megfelel® módon kiterjesszük a
DV-felbontás fogalmát, helyettesítsük be az f polinomba a Bi gömbök
B̃i konvex burkát. A kapott B̃f = f(B̃1, . . . , B̃k) tartomány határa
egyrészt a Bf virágból, másrészt néhány �lapos� tartományból áll.
A határ lapos darabjainak unióját lefedi a B̄i lapos gömbök uniója.
Abban az esetben, ha a B̄i lapos gömbök páronként különböz®k, a
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B̄i lapos gömb hozzájárulását a B̃f határához, vagyis a C̄i = B̄i ∩
∂B̃f metszettartományt az i-edik gömbhöz tartozó lapos DV-cellának
nevezzük, az i-edik és j-edik cella Wij = C̄i ∩ C̄j metszetét pedig
az i-edik és a j-edik lapos cella közötti falnak. A Wij fal a H̄i ∩
H̄j altérben helyezkedik el, mely H̄i ̸= H̄j esetén vagy egy (n − 1)-
dimenziós euklideszi tér, vagy üres.

Vegyünk egy fát egy kitüntetett gyökérponttal és rendeljünk hoz-
zá minden leveléhez egy Bi(t) gömböt az M térben, melynek xi(t)
középpontja a t ∈ (a, b) paraméter di�erenciálható függvénye, míg ri
sugara állandó. Jelölje V (t) a fa kiértékelésével kapott Bf (t) virág

térfogatát, dij(t) az xi(t) és xj(t) középpontok távolságát. Legyen ϵfij
értéke 1, ha az i-edik és j-edik gömb a virágban uniózódó viszonyban
áll, és legyen −1, ha metsz®d®ben.

6. tétel (Cs.B. [4]). A bevezetett jelöléseket használva, ha n ≥ 2
és egy adott t0 ∈ (a, b) pillanatban a Bi(t0) gömbök elhelyezkedése
olyan, hogy a H̄i(t) hipersíkok közül bármely l ≤ 3-nak a metszete
vagy üres, vagy (n − l)-dimenziós, akkor a V függvény a t0 pontban
di�erenciálható, és

V ′(t0) =
∑
i ̸=j

ϵfijvoln−1(Wij(t0))d
′
ij(t0). (2)

A [4] cikkben megtalálható a (2) formula kiterjesztése arra az eset-
re is, amikor a Bi gömbökre csak az a gyengébb feltétel teljesül, hogy
nincs kett® közöttük, melyek határgömbje megegyezik. A kiterjesztés
technikai jelleg¶, ezért itt most nem ismertetjük.

A 6. tételb®l adódik az alábbi tétel:

7. tétel (Cs. B. [4]). Ha a Bi gömbök folytonosan mozognak úgy,

hogy az ϵfijdij el®jeles középponttávolságok a mozgás során nem n®nek,
akkor a gömbökb®l készített virág térfogata szintén nem n®.

A di�erenciálható eset egyszer¶en adódik a (2) egyenletb®l, a folyto-
nos eset bizonyítása kevésbé nyilvánvaló.

A 6. tétel alkalmazásával Bezdek K. és R. Connelly általánosí-
tották az 1. tétel (iii) pontját tetsz®leges dimenziós euklideszi térben
fekv® virágokra:
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8. tétel (K. Bezdek, R. Connelly [23]). Jelölje x = (x1, . . . , xk)
∈ (En)k és r ∈ Rk

+ esetén Ki(x, r) a ∂Bf (x, r) ∩ ∂B(xi, ri) gömb-
felületdarab felszínét ha j < i-re (xi, ri) ̸= (xj , rj), egyébként legyen
0. Ekkor ha z : [0, 1] → (En)k egy olyan di�erenciálható homotópia,

melyre az ϵfijd(zi, zj) el®jeles távolságok monoton csökkennek, akkor a∑k
i=1Ki(z, r)/ri súlyozott felszín gyengén monoton csökken.

Azt, hogy ezt a tételt hogyan lehet a hiperbolikus és gömbi térre
általánosítani, a Schlä�i-formula általánosítása mutatta meg.

4. Egy Schlä�i-típusú formula görbült lapú
politópokra

A klasszikus Schlä�i-formula a K szekcionális görbület¶ n-dimenziós
hiperbolikus, euklideszi, vagy szférikus térben egy változó alakú n-
dimenziós szimplex V térfogatának deriváltjára mondja ki az

(n− 1)KV ′ =
∑

1≤i<j≤n+1

voln−2(Wij)α
′
ij ,

összefüggést, ahol Wij az i-edik és j-edik hiperlap metszete, αij az
i-edik és j-edik hiperlap szöge. A formula nagyon hasonlít az (1) és
(2) formulákra.

Ez a hasonlóság felveti azt a kérdést, hogy ezeknek a formulák-
nak van-e valamilyen közös gyökere. A klasszikus Schlä�i-formula
könnyen kiterjeszthet® politópokra. A gömbökb®l képzett virágok is
poliéder-szer¶ halmazok, csak éppen görbült lapokkal vannak hatá-
rolva. Ha megpróbáljuk a Schlä�i-formulát a görbült lapú poliéderek
osztályára kiterjeszteni, akkor speciális esetként egy Schlä�i-típusú
formulát kell kapnunk egy sokaság sima hiperfelületei által határolt
kompakt tartományaira is. Ilyen formula már ismert volt korábban:
egy Einstein-sokaságban fekv® sima határú kompakt tartomány tér-
fogatának variációjára I. Rivin és J.-M. Schlenker [24] találtak egy
Schlä�i-típusú formulát. A kérdés tehát az volt, hogy ötvözni lehet-e
a klasszikus Schlä�i-formulát a Rivin-Schlenker-formulával úgy, hogy

12

               csikos.balazs_18_22



az összeolvasztott képlet tetsz®leges görbült lapú poliéderre alkalmaz-
ható legyen.

Egy ilyen formulát sikerült találni a [5] cikkben pszeudo-Riemann-
féle Einstein-sokaságban fekv® görbült lapú politópokra. Itt most rö-
viden ismertetjük a cikk tartalmát, de a technikai részletek elkerülése
végett csak a Riemann-esetre szorítkozunk. A disszertáció 4. fejezete
teljes részletességgel tárgyalja a pszeudo-Riemann-esetet is.

4.1. Görbült lapú politópok egy sokaságban

Intuitívan egy görbült lapú politóp egy olyan kompakt tartomány egy
sokaságban, melyet véges sok sima hiperfelület-darab határol. Ezt a
képet több különböz® matematikai modellel meg lehet ragadni. A
gömbökb®l képzett virágokat, mint alappéldát szem el®tt tartva a
konstruktív testgeometria (KTG) számítógépes geometriában hasz-
nálatos megközelítése látszik legcélravezet®bbnek. Ennek szellemében
a görbült lapú politópokat úgy fogjuk de�niálni, mint olyan kompakt
halmazokat, melyek egy sokaság reguláris tartományaiból regularizált
Boole-m¶veletek egymásutáni alkalmazásával kaphatók.

Egy X topologikus tér A ⊂ X részhalmazának reguláris lezárá-
sán a ρX(A) = int(A) halmazt értjük. Az A részhalmazt regulá-
ris zárt halmaznak nevezzük, ha A = ρX(A). A regularizált Boole-
m¶veleteket X részhalmazain az

A ∪∗ B = ρX(A ∪B), A ∩∗ B = ρX(A ∩B), A \∗ B = ρX(A \B)

képletekkel értelmezzük.
Egy f Boole-kifejezés egy olyan formális kifejezés (szimbólumok

egy véges sorozata), melyre f vagy egy változót jelöl® szimbólum,
vagy (f1 ∗f2) alakú, ahol f1 és f2 Boole-kifejezések, ∗ egyike a ∪, ∩, \
m¶veleti jeleknek. Minden Boole-kifejezéshez tartozik egy f∗ regula-
rizált Boole-kifejezés melyet úgy kapunk f -b®l, hogy a m¶veleti jele-
ket regularizált megfelel®ikkel helyettesítjük. Két Boole-kifejezést ak-
kor tekintünk azonosnak, ha mint szimbólumsorozatok megegyeznek.
Ha f(x1, . . . , xk) egy k-változós Boole-kifejezés, A1, . . . , Ak ∈ PX az
X részhalmazai, akkor f(A1, . . . , Ak)-val és f∗(A1, . . . , Ak)-val jelöl-
jük a kifejezések kiértékeléseit ezeken az A1, . . . , Ak halmazokon. Ha
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az A1, . . . , Ak halmazok benne vannak az X tér Y alterében, akkor
f∗
Y (A1, . . . , Ak)-val jelöljük az f∗ Y -beli kiértékelését, melyben a re-
gularizálást a ρY operátorral végezzük a ρX helyett.

Legyen M egy n-dimenziós sima sokaság. Egy M -beli reguláris
tartomány egy {p ∈ M | f(p) ≤ 0} alakban el®álló részhalmaz, ahol
f : M → R egy olyan sima függvény M -en, melynek a 0 reguláris érté-
ke. A reguláris tartományok n-dimenziós peremes, vagy perem nélküli
sokaságok, melyekM -be reguláris zárt halmazként vannak beágyazva.
Egy reguláris tartomány pereme vagy üres, vagy egy sima hiperfelület
M -ben.

Egy KTG-test az M sokaságban egy olyan kompakt halmaz, mely
megkapható egy regularizált Boole-kifejezésnek néhány reguláris tar-
tományon felvett értékeként. Egy P KTG-test KTG-reprezentációja
egy f∗(x1, . . . , xk) regularizált Boole-kifejezés reguláris tartományok
egy P1, . . . , Pk rendszerével, melyekre P = f∗(P1, . . . , Pk).

A Konstruktív Test Geometriában a P1, . . . , Pk reguláris tarto-
mányokat a P -t felépít® kezd® vagy primitív objektumoknak nevezik,
a KTG-reprezentációt pedig egy gyökeres bináris fával, az úgyneve-
zett KTG-fával szokás szemléltetni, melynek levelei a felépít® kezd®
objektumokkal vannak megcímkézve, bels® csomópontjaihoz pedig re-
gularizált Boole-m¶veletek vannak rendelve (5. ábra). Egy KTG-test
KTG-reprezentációja nem egyértelm¶.

De�níció. Legyen s ≥ 1 egy természetes szám. A P KTG-testet egy
rögzített f∗(P1, . . . , Pk)KTG-reprezentációval s-transzverzálisnak fog-
juk nevezni, ha teljesül a következ® két tulajdonság:

(i) az x1, . . . , xk változók mindegyike pontosan egyszer szerepel
f∗(x1, . . . , xk)-ban;

(ii) a ∂Pi, (1 ≤ i ≤ k) hiperfelületek közül bármely l ≤ s transzver-
zálisan metszi egymást.

A továbbiakban görbült lapú politópon vagy egyszer¶en politópon
egy 3-transzverzális KTG-testet fogunk érteni.

De�níció. Legyen P = f∗(P1, . . . , Pk) egy 2-transzverzális KTG-
test M -ben. A P i-edik Fi lapja a Σi = ∂Pi hiperfelület regularizált
hozzájárulása a P határához, azaz Fi = ρΣi(Σi ∩ ∂P ).
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5. ábra. Példa egy KTG-fára

9. tétel. Egy s-transzverzális P KTG-test lapjai s ≥ 2 esetén rendel-
keznek az alábbi tulajdonságokkal:

(i) Fi egy (n − 1)-dimenziós (s − 1)-transzverzális KTG-test Σi-
ben, mely felépíthet® a Pj ∩ Σi (1 ≤ j ≤ k) kezd® objektumokból,
azaz létezik egy olyan (csak f∗-tól függ®) (∂if

∗)(x1, . . . , xk) regulari-
zált Boole-kifejezés, melyben minden változó pontosan egyszer fordul
el® és

Fi = ∂if
∗
Σi
(P1 ∩ Σi, . . . , Pk ∩ Σi).

(ii) A lapok uniója P határa.
(iii) Ha M irányított, és a 2-transzverzális P KTG-test határát a

sima pontokban az indukált irányítással látjuk el, akkor bármely M -en
értelmezett (n− 1)-edfokú ω di�erenciálformára∫

P
dω =

k∑
i=1

∫
Fi

ω. (3)

Ha P egy politóp, azaz 3-transzverzális, akkor alkalmazhatjuk a
9. tételt az Fi lapokra. Fi i-edik lapja üres, hiszen ∂Σi(Σi ∩ Pi) = ∅,
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a j-edik lap j ̸= i-re a Σi ∩ Σj részsokaság regularizált hozzájárulása
az Fi lap határához, vagyis a Wij = ρΣi∩Σj (Σi ∩Σj ∩ ∂ΣiFi) halmaz.
Wij egy (n−2)-dimenziós KTG-test Σi∩Σj-ben. Könny¶ látni, hogy
Wij = Wji. AWij testet az Fi és Fj lapok közti falnak fogjuk nevezni.

Tegyük fel, hogy az M sokaság el van látva egy { , } Riemann-
metrikával. Ekkor egy P reguláris tartomány Σ = ∂P határán egyér-
telm¶en de�niálható az NP ∈ Γ(TM |Σ) kifelé mutató normális egy-
ségvektormez®.

Egy 2-transzverzális P = f∗(P1, . . . , Pk) KTG-testnek minden
lapja mentén van egy jól de�niált sima kifelé mutató Ni = (−1)siNPi

normális egységvektormez®je, ahol az si egész szám csak az f∗ kife-
jezést®l függ.

Alkalmazva ezt az okoskodást egy P politóp lapjaira azt kapjuk,
hogy P minden Fi lapjához megadható egy sima kifelé mutató nij ∈
Γ(TΣi|Wij ) egységnormális mez® a Wij fal mentén.

A P politóp αij : Wij → (0, 2π) lapszöge a Wij fal mentén az a
sima függvény, melyre

nji = cos(αij)nij + sin(αij)Ni.

4.2. Politópok variációja

Jelöljön I egy 0 körüli nyílt intervallumot. Ha H : X × I → Y egy
tetsz®leges homotópia és t ∈ I, akkor Ht : X → Y fogja jelölni a
Ht(p) = H(p, t) képlettel de�niált leképezést. Az elfajult példák ki-
zárása céljából a továbbiakban minden H : X × I → Y izotópiáról
automatikusan feltesszük, hogy a bel®le képzett X × I → Y × I,
(p, t) 7→ (Ht(p), t) leképezés perfekt.

De�níció. Egy M -beli P = P0 reguláris tartomány variációja regu-
láris tartományok egy Pt, t ∈ I egyparaméteres rendszere, melyre

(i) létezik egy Φ : ∂P×I → M izotópia azzal a tulajdonsággal, hogy
Φ0 a ∂P beágyazása M -be, és Φt(∂P ) = ∂Pt minden t ∈ I-re;

(ii) bármely p ∈ M -re a {t ∈ I | p ∈ intPt} és {t ∈ I | p ∈ extPt}
halmazok nyíltak I-ben.
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Egy X ∈ Γ(TM |Σ0) Σ0-menti vektormez®t a Σ0 hiperfelületnek
egy, az adott variációval kompatibilis in�nitezimális variációjának ne-
vezzük, ha a Φ izotópiát az el®z® de�nícióban megválaszthatjuk úgy,

hogy Xp =
∂Φ(p,t)

∂t

∣∣∣
t=0

fennálljon minden p ∈ Σ0 pontban.

Egy adott variációval kompatibilis in�nitezimális variációk kü-
lönbsége érinti a Σ0 hiperfelületet.

De�níció. Egy
P = f∗(P1, . . . , Pk) (4)

s-transzverzális KTG-test variációja a P kezd® objektumainak P1,t,
. . . , Pk,t, t ∈ I variációiból áll, melyekre teljesül, hogy

(i) Pt = f∗(P1,t, . . . , Pk,t) egy s-transzverzális KTG-test minden
t ∈ I-re;

(ii) bármely l ≤ s és 1 ≤ i1 < · · · < il ≤ k esetén létezik a
⋂l

j=1 ∂Pij

metszetnek egy Φt, t ∈ I izotópiája M -ben úgy, hogy Φ0 a
beágyazó leképezés és Φt(

⋂l
j=1 ∂Pij ) =

⋂l
j=1 ∂Pij ,t minden t-re;

(iii) van olyan K ⊂ M kompakt halmaz, hogy Pt ⊂ K minden t ∈ I-
re.

Tekintsük az (M, {, })-beli P = f∗(P1, . . . , Pk) politóp egy va-
riációját. Jelöljük Σi-vel a Pi kezd® objektum határát és legyen
Xi ∈ Γ(TM |Σi) a Σi hiperfelület egy olyan in�nitezimális variáció-
ja, mely Pi variációjával kompatibilis. Egy, a Wij fal mentén de�niált
X ∈ Γ(TM |Wij ) vektormez®t akkor nevezünk a Wij falnak az adott
variációval kompatibilis in�nitezimális variációjának, ha a Σi∩Σj met-
szetnek választható úgy a de�níció (ii) pontjában leírt Φt izotópiája,

hogy Xp =
dΦt(p)
dt

∣∣∣
t=0

teljesüljön minden p ∈ Wij-re.

4.3. Schlä�i-formula görbült lapú politópokra Einstein-

sokaságokban

Jelölje V (t) a Pt = f∗(P1,t, . . . , Pk,t) politóp térfogatát a Riemann-
metrika által indukált térfogati mérték szerint. Az általános Stokes-
tételb®l levezethet®, hogy ha a P0 lapjai F1, . . . , Fk, Ni a P0 küls®
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normális egységvektormez®je az Fi lap mentén, az Xi ∈ Γ(TM |Fi)
in�nitezimális variáció normális komponense νi, akkor

V ′(0) =
k∑

i=1

∫
Fi

νidσi =
k∑

i=1

∫
Fi

{X,Ni}dσi, (5)

ahol σi a Riemann-metrika által indukált térfogati mérték az Fi lapon.
Ahhoz, hogy ezt a képletet tovább tudjuk alakítani egy Schlä�i-

típusú formulává, az M sokaságról feltesszük, hogy egy s skalárgör-
bület¶ Einstein-sokaság (l. [25]).

Legyen Σ egy sima hiperfelület M -ben, N ∈ Γ(TM |Σ) egy rög-
zített normális egységvektormez® Σ mentén. Legyen Φt : Σ → M ,
t ∈ (−ε, ε) egy tetsz®leges izotópia és legyen X ∈ Γ(TM |Σ), Xp =
d
dtΦt(p)

∣∣
t=0

az általa indukált vektormez®. Jelölje It, IIt és Ht =
{It, IIt} a Φt(Σ) hiperfelület els® és második alapformájának illetve
összeggörbületének visszahúzottját a Σ hiperfelületre a Φt által. Le-
gyenek I = I0 és II = II0 a Σ els® és második alapformái, I ′, II ′

illetve H ′ pedig a dIt
dt (0),

dIIt
dt (0) illetve dHt

dt (0) deriváltak.
Tekintsük az (M, { , })-beli (4) politóp egy variációját. Jelöljük

Σi-vel a Pi kezd® objektum határát és legyen Xi ∈ Γ(TM |Σi) a
Σi hiperfelület egy olyan in�nitezimális variációja, mely Pi variáci-
ójával kompatibilis. Válasszunk minden Wij falhoz egy tetsz®leges
Xij in�nitezimális variációt, mely kompatibilis a rögzített variáció-
val. A variáció de�níciójának (ii) pontjának megfelel®en válasszunk
egy Φ : (∂Pi∩∂Pj)× (−ε, ε) → M izotópiát, melynek kezd® sebesség-
mez®je az Xij vektormez®. Terjesszük ki az αij függvényt egy sima
αΦ
ij : (∂Pi ∩ ∂Pj) × (−ε, ε) → R függvénnyé úgy, hogy αΦ

ij(p, t) a Pt

politóp lapszöge legyen a Φ(p, t) pontban, feltéve, hogy Φ(p, t) a Pt

politóp i-edik és j-edik lapja közötti falra esik. Az αij lapszög Xij

mez® szerinti Xijαij : Wij → R deriváltját úgy de�niáljuk a p ∈ Wij

pontban, mint az αΦ
ij(p, t) t szerinti parciális deriváltját a t = 0 he-

lyen. Az Xijαij-re vonatkozó képletek mutatják, hogy a de�níció jó,
tehát Xijαij csak az Xij vektormez®t®l függ, a Φ izotópia választásá-
tól nem.

Most már minden készen áll ahhoz, hogy kimondjuk a Schlä�i-
formula általánosítását Einstein-sokaságokban fekv® görbült lapú po-
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litópokra:

10. tétel (Cs.B. [5]). Legyen Pt az s skalárgörbület¶ n-dimenziós
M Einstein-sokaságban fekv® P politóp egy variációja, V (t) a Pt tér-
fogata. Ekkor a fentebb bevezetett jelöléseket használva fennáll a

s

n
V ′(0) =

k∑
i=1

∫
Fi

(H ′
i +

1

2
{I ′i, IIi})dσi

+
∑

1≤i<j≤k

∫
Wij

(Xijαij)dσij

+
k∑

i=1

k∑
j=1
j ̸=i

∫
Wij

{Li(Xij −Xi),nij}dσij .

(6)

variációs formula, ahol σi illetve σij a Riemann-metrika által indu-
kált térfogati mértékek a lapokon illetve a falakon, Li az i-edik lap
Weingarten-operátora az Ni normálvektormez®re nézve.

4.4. Az általánosított Schlä�i-formula alkalmazásai

A (6) formula �erejét� jól szemlélteti, hogy bel®le speciális esetként
megkapható a klaszikus Schlä�i-formula, a Rivin�Schlenker-formula,
R. Souam [26] formulája, mely a Rivin�Schlenker formula egy általá-
nosítása, valamint a virágok téfogatának deriváltját kifejez® korábban
tárgyalt képlet.

Vizsgáljuk meg azt, hogy mit ad a (6) formula, ha közvetlenül
egy állandó görbület¶ tér virágaira alkalmazzuk. Legyen M egy n-
dimenziós, K = s/(n2 − n) konstans görbület¶ hiperbolikus, eukli-
deszi, vagy szférikus tér. Az M teljes összefügg® umbilikus hiper-
felületeit ∗-szféráknak fogjuk nevezni. A gömbi térben a ∗-szférák
gömbfelületek, az euklideszi térben gömbfelületek vagy hipersíkok, a
hiperbolikus térben lehetnek gömbfelületek, paraszférák, hiperszférák
vagy hipersíkok. Jelentsen a ∗-gömb kifejezés egy tetsz®leges olyan
reguláris tartományt M -ben, melynek határfelülete egy ∗-szféra. A
∗-gömbökb®l, mint kezd® objektumokból felépített KTG testek a vi-
rágok általánosításai, nevezzük ®ket ∗-virágoknak.
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Legyen P = f∗(B1, . . . , Bk) egy 3-transzverzális ∗-virág M -ben,
ahol a Bi-k ∗-gömbök. Tekintsük a P -nek egy olyan Pt variációját,
melyet a Bi kezd® objektumok merev mozgatásával nyerünk. Eb-
ben az esetben az Xi in�nitezimális variációk választhatók Killing-
mez®nek. Ha így teszünk, akkor az

∫
Fi
(H ′

i +
1
2{I

′
i, IIi})dσi integrálok

a (6) egyenletben elt¶nnek. Két ∗-szféra metszési szöge a metszet
minden pontjában ugyanaz, így az αij függvény csak t-t®l függ és az
α′
ij(0) = Xijαij derivált értéke nem függ az Xij vektormez® tény-

leges választásától. Mivel ∂Bi umbilikus felület, a hozzá tartozó Li

Weingarten-leképezés egyszer¶en a ∂Bi ∗-gömbnek a P kifelé muta-
tó egységnormálisához tartozó konstans normálgörbületi függvény κi
értékével való szorzás. Ebb®l adódik, hogy a (6) egyenlet a következ®
egyszer¶sített alakot ölti:

s

n
V ′(0) =

∑
1≤i<j≤k

α′
ij(0)σij(Wij)

+

k∑
i=1

k∑
j=1
j ̸=i

∫
Wij

κi{(Xij −Xi),nij}dσij .

Mivel Xi egy Killing-mez®, és Xij a Wij fal változásával kompati-
bilis in�nitezimális variáció,

∑k
j=1
j ̸=i

∫
Wij

{(Xij −Xi),nij}dσij az i-edik
lap (n − 1)-dimenziós térfogatának deriváltja a t = 0 id®pillanatban
(l. (5)). Így a 10. tételnek a következ® speciális esetéhez jutunk:

11. tétel. Az Mn-ben mereven mozgó ∗-gömbökb®l épített 3-transz-
verzális ∗-virágok térfogatára érvényes a következ® variációs formula:

d

dt

(
s

n
V −

k∑
i=1

κiσi(Fi)

)∣∣∣∣∣
t=0

=
∑

1≤i<j≤k

α′
ij(0)σij(Wij). (7)

Ebb®l rögtön adódik egy monotonitási tétel.

12. tétel. Ha egy P = f∗(B1, . . . , Bk) ∗-virág alakját úgy változ-
tatjuk, hogy a Bi ∗-gömböket simán, 3-transzverzálisan és mereven
mozgatjuk, miközben a P politóp αij lapszögei nem n®nek, akkor az
(sV/n−

∑
i κiσi(Fi)) mennyiség szintén nem n®.
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Az (sV/n−
∑

i κiσi(Fi)) funkcionál kiterjeszthet® tetsz®leges, nem
feltétlenül 3-transzverzális ∗-virágra az sV (P )/n−

∫
∂P κdσ képlettel,

ahol κ a ∂P határ sima pontjaihoz a küls® normálishoz tartozó, min-
den érint®irányra azonos normálgörbület értékét rendel® függvény. A
∗-gömbök folytonos mozgatása esetén ez a mennyiség folytonosan vál-
tozik.

Két ∗-gömböt koncentrikusnak nevezünk, vagy azt mondjuk, hogy
megegyezik a virtuális középpontjuk, ha egyikük a másik zárt r-sugarú
paralleltartománya valamilyen r ≥ 0-ra.

Ha B1 és B2 két ∗-gömb, akkor de�niáljuk az α(B1, B2) ∈ [π, 2π]
szöget mint a B1∪B2 unió bels® lapszögét a ∂B1∩∂B2 mentén, feltéve,
hogy ∂B1 transzverzálisan metszi ∂B2-t egy nem üres halmazban. A
fennmaradó esetekben legyen

α(B1, B2) =

{
π ha B1 ⊆ B2 vagy B2 ⊆ B1,

2π ha #B1 ∩B2 ≤ 1 vagy B1 ∪B2 = M.

Ha B1 és B2 közönséges gömbök, akkor az α(B1, B2) szög a közép-
pontok távolságának gyengén monoton növ® függvénye. Azt mond-
juk, hogy a Φ1,Φ2 ∈ Iso(M) izometriák gyengén közelítik a B1 és B2

∗-gömbök virtuális középpontjait, ha bármely két, B1-gyel, illetve B2-
vel koncentrikus B′

1 és B′
2 ∗-gömbre α(B′

1, B
′
2) ≥ α(Φ1(B

′
1),Φ2(B

′
2)).

Ellenkez® esetben azt mondjuk, hogy Φ1 és Φ2 a virtuális középpon-
tokat gyengén távolítja.

Ha f∗ egy regularizált Boole-kifejezés, melyben minden változó
pontosan egyszer fordul el®, akkor de�niálhatók a csak az f∗-tól függ®
ϵf

∗

ij ∈ {±1} el®jelek úgy, hogy a Bi ∗-gömbök bármely 3-transzverzális

családjára az f∗(B1, . . . , Bk) ∗-virág αij lapszöge és ϵ
f∗

ij α(Bi, Bj) a π
egy konstans többszörösével tér el egymástól.

Egy ∗-virágot 3-transzverzális ∗-virágokkal approximálva úgy, hogy
a virágot alkotó ∗-gömböket közeli koncentrikus ∗-gömbökkel helyet-
tesítjük, a 12. tétel a 8. tétel alábbi általánosításához vezet:

13. tétel. Ha a P = f∗(B1, . . . , Bk) ∗-virág alakját a Bi ∗-gömbök
szakaszonként analitikus merev mozgatásával változtatjuk úgy, hogy
minden 1 ≤ i < j ≤ k-ra a Bi és Bj virtuális középpontjai gyengén
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közelednek ha ϵf
∗

ij = 1 és gyengén távolodnak ha ϵf
∗

ij = −1, akkor az

sV (Pt)/n−
∫
∂Pt

κdσ mennyiség gyengén csökken a mozgás során.

A 13. tétel a Kneser�Poulsen-sejtéshez hasonló monotonitási tétel.
Mint látni fogjuk, ez a kapcsolat sokkal mélyebb a felszínes hasonló-
ságnál.

LegyenN egy (n−2)-dimenziós altérM -ben. AzM térN pontjait
�xen hagyó irányítástartó izometriáinak G csoportja az M N körüli
forgatásaiból áll, így G izomorf az S1 körvonalcsoporttal.

14. tétel. Tegyük fel, hogy egy M -beli P G-invariáns KTG-test ha-
tárának szinguláris pontjai elhanyagolható halmazt alkotnak a [27]
könyvben használt értelemben, és hogy a P kezd® objektumainak ha-
tároló hiperfelületei transzverzálisan metszik N -et. Ha a p ∈ ∂P nem
szinguláris határpont nincs az N -ben, akkor jelölje kG(p) a ∂P -nek
a P kifelé mutató normális egységvektormez®jére vonatkozó normál-
görbületét a Gp kör érint®jének irányában. Ekkor fennáll az alábbi
azonosság:

s

n
Vn(P )−

∫
∂P

kGdσ = 2πVn−2(P ∩N), (8)

ahol Vn, Vn−2 és σ az M Riemann-metrikája által indukált térfogati
mértékek M -en, N -en illetve ∂P sima részén.

Megjegyezzük, hogy a (8) egyenlet rokonságban áll a forgásfelü-
letek felszínére vonatkozó Arkhimédész-féle formulákkal. A tétel ∗-
virágok esetén a következ®t állítja:

15. tétel. Tegyük fel, hogy P = f∗(B1, . . . , Bk) egy M -beli, G-in-
variáns ∗-gömbökb®l készült KTG-test. Jelölje κ a ∂P határa sima
részének f®görbületét és σ az (n−1)-dimenziós térfogati mértéket ∂P -
n. Ekkor fennáll az

s

n
Vn(P )−

∫
∂P

κdσ = 2πVn−2(f
∗(B1 ∩N, . . . , Bk ∩N))

egyenl®ség.
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Bármely (n − 2)-dimenziós Bn−2 ⊂ N ∗-gömb egyértelm¶en kiter-
jed egy olyan G-invariáns n-dimenziós Bn ⊂ M ∗-gömbbé, melyre
Bn−2 = Bn ∩N .

A 13. és a 15. tételek kombinálásával a következ® eredményt
kapjuk:

16. tétel. Legyen f∗ egy regularizált Boole-kifejezés mint fentebb, B1,
. . . , Bk és B′

1, . . . , B
′
k (n−2)-dimenziós ∗-gömbök N -ben, melyekre Bi

és B′
i kongruens minden 1 ≤ i ≤ k-ra. Jelölje B1, . . . ,Bk és B′

1, . . . ,
B′

k azokat a G-invariáns ∗-golyókat M -ben, melyekre Bi ∩N = Bi és
B′

i ∩N = B′
i minden i-re. Ha léteznek olyan szakaszonként analitikus

βi : [0, 1] → B∗(M) görbék az M -beli ∗-golyók B∗(M) terében, melyek
úgy kötik össze a βi(0) = Bi ∗-golyót a βi(1) = B′

i ∗-golyóval, hogy
βi(t) kongruens Bi-vel minden t-re és az ϵf

∗

ij α(βi(t), βj(t)) el®jeles
szögek gyengén csökkennek miközben t n®, akkor fennáll a

Vn−2(f
∗
N (B1, . . . , Bk)) ≥ Vn−2(f

∗
N (B′

1, . . . , B
′
k))

egyenl®tlenség.

Közönséges gömbökb®l készített ∗-virágokra ez a következ® állítást
adja.

16.1. következmény. Legyen f∗ egy olyan regularizált Boole-kifejezés
mint fentebb, P1, . . . , Pk és Q1, . . . , Qk legyenek az N (n−2)-dimenziós
altérben fekv® pontok. Ha léteznek olyan szakaszonként analitikus
γi : [0, 1] → M görbék, melyek a γi(0) = Pi pontokat a γi(1) = Qi

pontokkal kötik össze oly módon, hogy az ϵf
∗

ij d(γi(t), γj(t)) el®jeles tá-
volságok nem n®nek miközben a t n®, akkor az ri sugarak bármely vá-
lasztása esetén fennáll az alábbi egyenl®tlenség a Bi = Bn(Pi, ri) ∩N
és B′

i = Bn(Qi, ri) ∩ N N -beli gömbökb®l készített virágok térfogata
között:

Vn−2(f
∗
N (B1, . . . , Bk)) ≥ Vn−2(f

∗
N (B′

1, . . . , B
′
k)).

A 16.1. következmény általánosítja Bezdek K. és R. Connelly [23] té-
telét, mely a következménynek az unió és metszet m¶veletekkel kép-
zett virágokra vonatkozó speciális esetét mondja ki az euklideszi tér-
ben.

23

               csikos.balazs_18_22



4.5. Alkalmazás Kneser egy problémájára

A politópok de�níciójában szerepel egy feltétel, mely szerint a poli-
nomot el®állító f∗(x1, . . . , xk) Boole-kifejezésben minden változó csak
egyszer szerepelhet. Ezt érdemes volt feltenni, mert így �els® közelí-
tésben� meg lehetett szabadulni néhány technikai jelleg¶ bonyoda-
lomtól, másrészt az ezzel a megszorítással kapott formulát hatéko-
nyan lehet alkalmazni olyan testekre is, melyek egy tetsz®leges f∗

Boole-kifejezéssel állíthatók el® P = f∗(P1, . . . , Pk) alakban, ahol a
P1, . . . , Pk határai közül bármely legfeljebb 3 transzverzálisan metszi
egymást. Ehhez nem kell mást tennünk, mint az f∗ Boole-polinomot
olyan unióként felírni, melyben minden tényez® a Pi kezd® halmazok
és komplementereik közül néhánynak a regularizált metszete. Ezután
minden metszetre felírhatjuk a Schlä�i-formulát, mert ha vannak is
ismétl®d® tagok a metszetben, a többször szerepl® változók másod-
példányait el lehet hagyni a metszet megváltoztatása nélkül. Ha az
f∗(P1, . . . , Pk)-t alkotó összes metszetre felírjuk a Schlä�i-formulát,
majd a kapott formulákat összeadjuk, akkor egy P -re vonatkozó Schläf-
li-típusú formulához jutunk.

Amikor 1997-ben megjelent [2] cikk, M. Kneser eljuttatta a szer-
z®höz annak a levélnek a másolatát, melyet még 1968-ban írt Bollobás
Bélának. Ebben a levélben felveti az eredeti Kneser�Poulsen-sejtésnek
egy súlyozott általánosítását:

Kérdés (M. Kneser). Legyen B1, . . . , Bk k gömb az n-dimenziós
euklideszi térben, t1 ≥ · · · ≥ tk csökken® valós számok. 1 ≤ s ≤ k
esetén de�niáljuk az Es halmazt azon pontok halmazaként, melyek
a gömbök közül legalább s-ben benne vannak. (E1 a gömbök unió-
ja, Ek a gömbök metszete.) Igaz-e, hogy a

∑k
s=1 tsvoln(Es) térfogat-

kombináció nem n®het, ha a gömböket úgy rendezzük át, hogy a kö-
zépponttávolságok ne n®jenek?

A kérdés természetesen a gömbön és a hiperbolikus térben is ér-
telmes. Legyen M az s skalárgörbület¶ n-dimenziós hiperbolikus,
euklideszi, vagy szférikus tér, és tegyük fel, hogy B1, . . . , Bk M -beli
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gömbök. Az Es halmaz egy virág, hiszen

Es = fs(B1, . . . , Bk) :=
⋃

1≤i1<···<is≤k

s⋂
j=1

Bij ,

csakhogy ha ezt a virágot egy fa kiértékeléseként akarjuk megkapni,
akkor ugyanazt a Bi gömböt a fa több különböz® leveléhez is oda
kell írni, aminek az a következménye, hogy nem lehet egyértelm¶en
megmondani, hogy a Bi és Bj gömbök az Ek virágban milyen vi-
szonyban állnak egymással. Ez azzal a geometriai tünettel jár, hogy
az Es i-edik és j-edik lapja közötti Ws,ij falon lesznek olyan pontok
is, melyek kis környezetében az Es a Bi ∪Bj unióval egyezik meg, és
lesznek olyanok is, ahol a Bi ∩ Bj metszettel. Ennek megfelel®en a
falnak kijelölhetjük két egymásba nem nyúló részét:

W+
s,ij : = {p ∈ Wij | ∃U ∋ p nyílt, melyre U ∩ Es = U ∩ (Bi ∪Bj)},

W−
s,ij : = {p ∈ Wij | ∃U ∋ p nyílt, melyre U ∩ Es = U ∩ (Bi ∩Bj)}.

Legyen αij = α(Bi, Bj). Ha a Schlä�i-formulát Es-re alkalmazzuk, a
következ® eredményeket kapjuk:

17. tétel (Cs. B.). Ha a B1, . . . , Bk gömböket di�erenciálható mó-
don mozgatjuk, akkor minden olyan pillanatban, amikor a gömbrend-
szerhez tartozó Bi gömbök határgömbjei közül bármely m ≤ 3-transz-
verzálisan metszi egymást, az Es halmaz Vs térfogatára fennáll, hogy(

s

n
Vs −

∫
∂Es

κdσ

)′
=

∑
1≤i<j≤k

(voln−2(W
+
s,ij)− voln−2(W

−
s,ij))α

′
ij ,

W−
1,ij = W+

k,ij = ∅ és W+
s,ij = W−

s+1,ij minden 1 ≤ s < k-ra és minden
1 ≤ i < j ≤ k-ra, továbbá

k∑
s=1

ts

(
s

n
Vs −

∫
∂Es

κdσ

)′
=

k∑
s=2

∑
1≤i<j≤k

(ts−1 − ts)voln−2(W
−
s,ij))α

′
ij .

Ebb®l és a 15. tételb®l azonnal látható az alábbi állítás.
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18. tétel (Cs. B.). Ha az állandó görbület¶M tér B1, . . . , Bk gömb-
jeit úgy rendezzük át, hogy az átrendezés utáni középpontrendszer meg-
kapható az eredeti középpontrendszerb®l egy kett®vel magasabb dimen-
ziós térben szakaszonként analitikus összehúzással, akkor a Kneser-
féle

∑k
s=1 tsvoln(Es) funkcionál nem n®.

Ez az eredmény pedig a bakugráslemma szokásos alkalmazásával adja,
hogy a súlyozott Kneser-féle probléma igaz az euklideszi síkon.

5. A centrális és kocentrális halmaz alkalmazá-
sai

A 16.1. következmény euklideszi esetét a bakugráslemmával kombi-
nálva Bezdek K. és R. Connnely teljes általánosságban belátták a
Kneser�Poulsen sejtést és annak virágokra való általánosítását az euk-
lideszi síkon. Bár a 16.1. következmény a hiperbolikus és a gömbi
térben is igaz, a bakugrás lemma megfelel® gömbi és hiperbolikus
változatának hiánya miatt a hiperbolikus síkon és a gömbfelületen
továbbra is nyitott maradt a sejtés.

I. Gorbovickis [28] egy nagyon szép ötlettel jelent®s el®relépést
tett a hiperbolikus sík és a gömbfelület esetére vonatkozó sejtés bizo-
nyításában. Az ötlet lényege a centrális halmaz vizsgálata. Ha M a
hiperbolikus, az euklideszi, vagy a gömbi tér, K ⊂ M egy kompakt
halmaz, akkor K egy maximális beírt gömbjén egy olyan (esetleg 0
sugarú) zárt gömböt értünk, mely a K-ban fekv® gömbök között a
tartalmazásra nézve maximális. K centrális halmaza a K maximális
beírt gömbjeinek a középpontjaiból álló c(K) halmaz. Be lehet látni,
hogy ha K véges sok gömb uniója, akkor c(K) egy geometriai szimpli-
ciális komplexus, dimM = 2 esetén egy gráf, melyK-nak deformációs
retraktuma, tehát K-val homotopikusan ekvivalens. Speciálisan a 2-
dimenziós esetben, ha a körlapok uniója összefügg® és egyszeresen
összefügg®, akkor az unió centrális halmaza egy fagráf.

A Kirszbraun�Valentine-tétel ( ([29], [30], [31]) segítségével meg-
gondolható, hogy a Kneser�Poulsen-sejtés igazolásához elég olyan ki-
induló körrendszerekkel foglalkozni, melyekre a körök az unió maxi-
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mális beírt körei, tehát középpontjaik a centrális halmazhoz tartoz-
nak, és az is feltehet®, hogy a centrális halmaz, mint szimpliciális
komplexus csúcsaihoz tartozó maximális beírt körök is a körrendszer-
hez tartoznak. Ha a körök uniója összefügg® és egyszeresen összefüg-
g®, akkor egy ilyen körrendszert le tudunk bontani egyesével elhagyva
a centrális fagráf 1-fokú csúcsaihoz tartozó köröket, és induktívan be
tudjuk bizonyítani a Kneser�Poulsen-egyenl®tlenséget.

Ezt a technikát használva Gorbovickis belátta, hogy a Kneser�
Poulsen-sejtés igaz a hiperbolikus síkon és a gömbfelületen is, amennyi-
ben a kiinduló kon�gurációnál a körlapok uniója összefügg® és egysze-
resen összefügg®. A gömbfelületen a topologikus feltétel automatiku-
san teljesül, ha a körök sugara legalább a gömbi f®kör negyede. Áttér-
ve a körlapok komplementereire azt kapjuk következményként, hogy
a Kneser�Poulsen-sejtésnek a körök metszetének területére vonatkozó
duálisa igaz a gömbön, ha a körök lefedhet®k egy zárt félgömbbel.

A disszertáció 5. fejezetében a szerz® és Horváth Márton közös
[32] cikke nyomán a centrális halmaz módszerét adaptálva, illetve du-
alizálva két további Kneser�Poulsen-típusú tételt bizonyítunk.

V. N. Sudakov [33], R. Alexander [19], V. Capoyleas és Pach
J. [34] egymástól függetlenül belátták, hogy az euklideszi síkon egy
véges pontrendszer konvex burkának a kerülete nem csökken, ha a
pontrendszert egy kontrakcióval összehúzzuk. Mindegyik bizonyítás
er®sen euklideszi és nem látszik, hogy át lehet-e vinni valamilyen al-
kalmas módosítással a hiperbolikus síkra, vagy a gömbfelületre. A
Gorbovickis-féle centrális halmaz technika viszont alkalmazható meg-
felel® módosításokkal. Ahhoz, hogy véges sok pont konvex burkára az
indukció m¶ködjön, egy er®sebb állítást kellett bizonyítani, mely még
az euklideszi síkra is egy új eredményt adott.

19. tétel (Cs. B., Horváth M. [32]). Ha az euklideszi vagy hiper-
bolikus síkon, vagy egy félgömbön fekv® véges sok kört a középpontok
összehúzásával átrendezünk, akkor a körök konvex burkának kerülete
nem n®.

Gorbovickis belátta, hogy a gömbön véges sok félgömbnél nem
nagyobb körlap metszetének a területe nem csökken, ha a körök kö-
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zéppontjait közelítjük egymáshoz. Ha az euklideszi síkot egyre na-
gyobb sugarú gömbökkel approximáljuk, akkor ez egy új, a Bezdek�
Connelly-féle bizonyítástól lényegesen különböz® bizonyítást ad a kör-
lapok metszetének a területére vonatkozó duális Kneser�Poulsen-sej-
tésre az euklideszi síkon. De mi a helyzet a hiperbolikus síkon? Ott
Gorbovickis érvelése, az unióra vonatkozó eredmény dualizálása a
komlementerekre való áttéréssel nem m¶ködik, mert a körlapok komp-
lementerei nem körlapok és nem véges a területük. A [32] cikkben azt
vettük észre, hogy bevezethetjük a körök metszetének a kocentrális
halmazát, mely hasonló tulajdonságokkal bír, mint az unió centrális
halmaza. A hiperbolikus sík egy kompakt K halmazának minimá-
lis körülírt körén egy olyan kört értünk, mely a tartalmazásra nézve
minimális a K-t tartalmazó körök között. A K halmaz kocentrális
halmaza a K minimális körülírt köreinek a középpontjaiból álló hal-
maz. Véges sok kör metszetének a kocentrális halmaza mindig egy
fagráf. A centrális halmaz helyett a kocentrális halmazt használva az
unióhoz hasonló módon beláttuk, hogy a hiperbolikus síkon is igaz a
duális Kneser�Poulsen sejtés.

20. tétel (Cs. B., Horváth M. [32]). A hiperbolikus síkon véges
sok körlap metszetének a területe nem csökken, ha a köröket a kö-
zépponttávolságok csökkentésével átrendezzük.

6. A Kneser�Poulsen-sejtés kiterjeszthet®sége
Riemann-sokaságokra

Az eredeti Kneser�Poulsen-sejtés az euklideszi térben van megfogal-
mazva, de a kérdés értelmes tetsz®leges metrikus mértéktérben, te-
hát normált terekben vagy Riemann-sokaságokon is. Van a Kneser�
Poulsen-sejtésnek néhány olyan speciális esete, melyek tetsz®leges nor-
mált térben is igazak. Például a sejtés Bouligand-féle speciális esetét,
amikor a középpontrendszerek hasonlóak egymáshoz, W. Rehder [35]
terjesztette ki tetsz®leges normált térre, amit Bezdek K. és Naszódi M.
[36] tovább általánosított. Az ilyen típusú eredmények ellenére az ere-
deti sejtés a normált terek közül csak az euklideszi terekben lehet igaz.
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Ha ugyanis a sejtés igaz egy normált térben, akkor a tér két egységsu-
garú gömbje metszetének térfogata csak a két gömb középpontjának
távolságától függhet. M. Meyer, S. Reisner és M. Schmuckenschläger
[37] egy tétele szerint a normált terek közt ez utóbbi tulajdonsággal
csak az euklideszi terek rendelkeznek.

A disszertáció 6. fejezetében azt vizsgáljuk, hogy milyen Riemann-
sokaságokban lehet igaz a Kneser�Poulsen-sejtés, illetve annak néhány
következménye.

6.1. Az állandó görbület¶ terek jellemzése ponthárma-

sok minimális fed®gömbjének sugarával

A 4. fejezetben belátott eredmények hátterében két fontos formu-
la állt: az Einstein-sokaságokban bizonyított Schlä�i-típusú formu-
la, és az állandó görbület¶ terekben igazolt, forgástestekre vonatkozó
Arkhimédész-típusú formula. Mivel a Schlä�i-típusú formula az ál-
landó görbület¶ tereknél általánosabb Riemann-sokaságokra is igaz,
felvet®dik a kérdés, hogy lehet-e igaz a Kneser�Poulsen-sejtés az ál-
landó görbület¶ tereknél általánosabb Riemann-sokaságokban.

Ha a Kneser�Poulsen-sejtés igaz egy Riemann-sokaság tetsz®leges
sugarú geodetikus gömbjeire, akkor a szita-formulából könnyen lát-
hatóan a sokaságban teljesül, hogy k geodetikus gömb metszetének
térfogata csak a gömbök sugaraitól és a gömbök középpontjai közti
távolságoktól függhet. Nevezzük ezt a tulajdonságot a rövidség kedvé-
ért KPk-tulajdonságnak. Hasonlóan, ha a Kneser�Poulsen-sejtés tel-
jesül a Riemann-sokaság egyenl® sugarú geodetikus gömbjeire, akkor
a sokaságban bármely k egyforma sugarú gömb metszetének térfogata
csak a csak a gömbök sugarától és a gömbközéppontok távolságától
függhet. Nevezzük ez utóbbi tulajdonságotKP=

k tulajdonságnak. Vi-
lágos, hogy KPk ⇒ KP=

k minden k-ra, és k > l esetén KPk ⇒ KPl

és KP=
k ⇒ KP=

l .
A KP1 = KP=

1 tulajdonság szoros kapcsolatban áll az O. Kowal-
ski és L. Vanhecke [38] által bevezetett gömbhomogenitással. Em-
lékeztetünk rá, hogy egy Riemann-sokaságot akkor hívunk gömb-ho-
mogénnek, ha a kis sugarú geodetikus gömbök térfogata csak a gömb
sugarától függ. A gömb-homogén tereket intenzíven vizsgálták (l.
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[39], [40], [41]) A KP1 sokaságok nyilván gömb-homogének és minden
gömb-homogén tér állandó skalárgörbület¶.

A szerz® és Kunszenti-Kovács Dávid [8] bebizonyította, hogy ha
a KP3 feltétel kis sugarú gömbökre teljesül, akkor abból már követ-
kezik, hogy a tér állandó görbület¶. Ha azt is feltesszük, hogy egy
összefügg® KP3 tér teljes, akkor szükségszer¶en egyszeresen összefüg-
g®, így nem lehet más, csak az euklideszi, gömbi, vagy hiperbolikus
tér. Természetesen a tér ebben az esetben minden k-ra rendelkezik a
KPk tulajdonsággal.

A szerz® és Horváth Márton [9] közös kutatásaiból kiderült, hogy
az el®z® eredmény akkor is igaz, ha a KP3 feltételt a gyengébb KP=

3

feltétellel helyettesítjük. A KP=
3 tulajdonságból következik, hogy egy

ponthármast lefed® minimális sugarú geodetikus gömb sugara csak
a három pont páronkénti távolságától függhet. Ez utóbbi feltételt
speciálisan megválasztott ponthármasokra alkalmazva és kombinálva
a Rauch-féle összehasonlítási tétel egy alkalmas változatával beláttuk
a következ® tételeket.

21. tétel (Cs. B., Horváth M. [9]). Ha egy Riemann-sokaságban
egy geodetikusan konvex halmazba es® ponthármast lefed® minimális
sugarú geodetikus gömb sugara csak a három pont páronkénti távolsá-
gaitól függ, akkor a tér állandó görbület¶.

22. tétel (Cs. B., Horváth M. [9]). Ha egy geodetikusan teljes ösz-
szefügg® Riemann-sokaságban teljesül a KP=

3 tulajdonság, akkor a tér
egyszeresen összefügg® és állandó görbület¶, tehát az euklideszi, göm-
bi, vagy hiperbolikus tér egyike.

A tételb®l azonnal adódik, hogy a Kneser�Poulsen-sejtés már egyenl®
sugarú gömbökre is csak állandó görbület¶ Riemann-sokaságokban
lehet igaz.

Megjegyezzük, hogy Moussong Gáborral közös [7] dolgozatunk-
ban megmutattuk, hogy az Sn/Z2 elliptikus térben még a folyto-
nos összehúzás esetére is adható a Kneser�Poulsen-sejtésre ellenpélda.
Ugyanakkor a [7] cikkben sikerült bebizonyítani a Kneser�Poulsen-
sejtésnek egy speciális esetét az elliptikus térben. Nevezetesen, ha

30

               csikos.balazs_18_22



az n-dimenziós elliptikus tér metrikáját úgy kalibráljuk, hogy a tér
görbülete 1 legyen, akkor a tér átmér®je π/2, és megadható a térben
n + 1 pont, mondjuk P1, . . . Pn+1 melyek távolsága páronként π/2.
Ezekre a pontokra igaz, hogy:

23. tétel (Cs. B., Moussong G., [7]). Ha Q1, . . . , Qn+1 az ellip-
tikus tér tetsz®leges pontjai, r1, . . . , rn+1 ∈ (0, π/2) tetsz®leges valós
számok, akkor a B(Pi, ri) gömbök uniójának térfogata legalább akkora,
mint a B(Qi, ri) gömbök uniójáé.

6.2. A harmonikus terek egy jellemzése azonos sugarú

geodetikus gömbök metszetének térfogatával

A KP=
3 tulajdonsággal kapcsolatos vizsgálatok megválaszolták azt a

kérdést, hogy milyen Riemann-sokaságokban van esély arra, hogy a
Kneser�Poulsen-sejtést belássuk, de nem adnak választ arra az önma-
gában érdekes kérdésre, hogy milyen Riemann-sokaságokban teljesül a
KP2, illetve KP=

2 tulajdonság. A kérdés tanulmányozása természetes
módon vezet a harmonikus sokaságok osztályához.

A harmonikus sokaságok fogalmát E. T. Copson és H. S. Ruse
[42] vezette be 1940-ben. Céljuk az volt, hogy jellemezzék azokat a
Riemann-sokaságokat, melyeken minden p pont egy kis környezeté-
ben megadható egy olyan nem konstans harmonikus függvény, mely-
nek q-beli értéke csak a q pont p-t®l mért távolságától függ. Megen-
gedjük, hogy a keresett harmonikus függvénynek p-ben szingularitása
legyen. Az ilyen Riemann-sokaságokat lokálisan harmonikusnak ne-
vezzük. Megmutatták, hogy a lokálisan harmonikus sokaságok jelle-
mezhet®k azzal a geometriai feltétellel, hogy a kis sugarú geodetikus
gömbök átlaggörbülete állandó. Kés®bb a lokálisan harmonikus te-
reknek több különböz® jellemzése is született. T. J. Willmore [43]
például belátta, hogy egy Riemann-sokaság pontosan akkor lokálisan
harmonikus, ha bármely harmonikus függvényre, mely egy geodeti-
kus gömbön de�niálva van, a függvény értéke a gömb középpontjában
megegyezik a határoló gömbfelületen felvett függvényértékek átlagá-
val. A lokális harmonikusság azzal is ekvivalens, hogy az exponenciális
leképezés (térfogattorzítást mér®) súlyfüggvénye minden pontban egy
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szférikusan szimmetrikus függvény. Ez utóbbi jellemzésb®l azonnal
látszik, hogy a lokálisan harmonikus terek D'Atri-terek, azaz tetsz®-
leges p pontjukra a p középpontra vonatkozó tükrözés � mely p egy
kis környezetében jól de�niált � térfogattartó.

1944-ben A. Lichnerowicz [44] megfogalmazta azt a sejtést, hogy
egy 4-dimenziós lokálisan harmonikus sokaság lokálisan szimmetrikus
is, vagyis teljesül rá, hogy a lokálisan jól de�niált középpontos tük-
rözések a tér metrikáját is megtartják. Lichnerowicz eredeti sejtését
A. G. Walker [45] bebizonyította, de a sejtés tetsz®leges dimenziós
változata tovább élt a köztudatban Lichnerowicz-sejtés néven.

Az els® nagy áttörés a Lichnerowicz-sejtés megválaszolásában Sza-
bó Zoltán nevéhez f¶z®dik, aki bebizonyította ([46]), hogy ha egy lo-
kálisan harmonikus sokaságnak az univerzális fed®tere kompakt, ak-
kor a sokaság szimmetrikus. Kés®bb kiderült, hogy a kompaktsági
feltétel nem hagyható el. E. Damek és F. Ricci konstruáltak olyan
harmonikus tereket, melyek nem lokálisan szimmetrikusak.

Szabó Z. [46] bebizonyította, hogy egy teljes, összefügg® és egy-
szeresen összefügg® harmonikus sokaságban két geodetikus gömb met-
szetének a térfogata csak a gömbök sugarától és középpontjaik távol-
ságától függ. A kérdés ezek után az volt, hogy a KP2, illetve a KP=

2

tulajdonságok lehetnek-e olyan térben igazak, melyek nem lokálisan
harmonikusak. A választ a szerz® és Horváth Márton két egymást
követ® cikkben adta meg. A [10] cikkben beláttuk, hogy a KP2 tu-
lajdonságból következik, hogy a tér lokálisan harmonikus. A cikk
módszereit továbbfejlesztve a [47] cikkben sikerült a lokális harmoni-
kusságot a gyengébb KP=

2 feltételb®l is levezetni.

24. tétel (Cs. B., Horváth M., [47]). Ha egy Riemann-sokaság-
ban kis geodetikus gömbökre teljesül a KP=

2 feltétel, akkor a tér loká-
lisan harmonikus.

A bizonyítás egy fontos közbüls® lépcs®je annak bizonyítása, hogy a
KP=

2 tulajdonságú terek D'Atri-terek.
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7. Összegzés

A közel hetven éves Kneser�Poulsen-sejtés azt állítja, hogy ha az euk-
lideszi tér néhány gömbjét úgy rendezzük át, hogy középpontjaik kö-
zeledjenek egymáshoz, akkor uniójuk térfogata nem n®het. A disszer-
táció a sejtéshez, a sejtés általánosításaihoz és rokonaihoz kapcsolódó
kutatásokat foglalja össze. A disszertációban ismertetett legfontosabb
eredmények a következ®k:

(1) A 2. fejezet egy történeti áttekintést nyújt a sejtéssel kapcsola-
tos kutatásokról, eközben ismerteti a szerz® valamennyi e témá-
ban elért eredményét. Az egyre általánosabb részeredmények
láncolata elvezet a pillanatnyilag ismert leger®teljesebb ered-
ményekhez, melyek közül néhányat a rákövetkez® fejezetekben
bizonyítunk részletesen.

(2) Belátunk egy variációs formulát egy állandó görbület¶ tér simán
mozgó B1, . . . , Bk gömbjeib®l készített virág, azaz egy f(B1,
. . . , Bk) alakú tartomány térfogatára, ahol f egy rögzített k-
változós hálópolinom az unió és metszet m¶veletekb®l összeál-
lítva (6. tétel ≈ Thm. 3.5). A formula a térfogat deriváltját∑

1≤i<j≤k ϵ
f
ijvoln−1(Wij)d

′
ij alakban írja fel, ahol dij a Bi és

Bj gömbök középpontjainak távolsága, Wij a Bi és Bj göm-
bök lapos Dirichlet�Voronoi-celláit elválasztó fal, ϵfij egy el®jel,
mely az f hálópolinomtól függ. A formulához szükség volt a
Dirichlet�Voronoi-cellák megfelel® általánosításának megtalálá-
sára az állandó görbület¶ terekben fekv® virágok esetére.

Következményként belátjuk, hogy ha a gömbök folytonosan mo-
zognak úgy, hogy mozgás közben az ϵfijdij el®jeles távolságok
csökkennek, akkor az f(B1, . . . , Bk) virág térfogata nem n® (7.
tétel = Thm. 3.7).

(3) Belátjuk a klasszikus Schlä�i-formula egy messzemen® általáno-
sítását egy pszeudo-Riemann-féle Einstein-sokaságban az alak-
ját simán változtató görbelapú politópra (10. tétel ≈ Thm.
4.2.). A formula általánosítja I. Rivin és J. M. Schlenker [24],
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valamint R. Souam [26] variációs formuláit is. Belátunk továbbá
egy Arkhimédész-féle formulát a hiperbolikus, euklideszi vagy
szférikus térben fekv® forgásszimmetrikus testekre (14. tétel =
Thm. 4.5.).

Ezt a két formulát kombinálva belátjuk a legáltalánosabb ismert
formáját a Kneser�Poulsen sejtés azon variánsainak, ahol felté-
telezzük a gömbök egy olyan folytonos mozgásának a létezését,
melynél a középpontok távolságai monoton módon változnak
(16. tétel és 16.1. következmény = Thm. 4.6 és Cor. 4.5). A ko-
rábbi változatokhoz képest több szempontból is általánosabb a
vizsgált szituáció. Általánosított gömbnek, röviden ∗-gömbnek
nevezzük a tér teljes és összefügg® umbilikus hiperfelületei ál-
tal határolt reguláris zárt halmazokat, és a virágok fogalmát
általánosítva olyan kompakt halmazokat tekintünk, melyeket ∗-
gömbökb®l a regularizált unió, metszet, és halmazkülönbség m¶-
veletekkel állíthatunk el®. Amikor az általánosított virágot fel-
épít® ∗-gömbök középpontja nincs de�niálva, akkor a középpon-
tok közeledési feltételét a két gömb határoló felületeinek met-
szési szögére vonatkozó feltétellel helyettesítjük. Ezeken túl,
ahhoz, hogy egy n-dimenziós konstans görbület¶ tér gömbjei-
b®l készített általánosított virágokra egy Kneser�Poulsen-típusú
egyenl®tlenséget kapjunk, elegend®, ha a két gömbrendszer kö-
zéppontjai között létezik egy szakaszonként analitikus homotó-
pia egy (n+ 2)-dimenziós bennfoglaló állandó görbület¶ térben,
melynek során a középpontok közti távolságok (megfelel® irány-
ban) monotonon változnak.

A Schlä�i-típusú formula alkalmazásával az el®z®höz hasonló
eredményt érünk el a Kneser�Poulsen-sejtés egy Martin Kneser
által felvetett általánosításával kapcsolatban (18. tétel = Thm.
2.28).

(4) I. Gorbovickis [28] centrális halmazt alkalmazó módszerét adap-
tálva és dualizálva két Kneser�Poulsen-típusú egyenl®tlenséget
bizonyítunk állandó görbület¶ síkokban. Belátjuk hogy a hi-
perbolikus, vagy euklideszi síkban, vagy egy félgömbön fekv®
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véges sok kör konvex burkának a kerülete nem növekszik, ha a
köröket úgy rendezzük át, hogy középpontjaik távolsága ne n®-
jön. (19. tétel = Thm. 5.1). Ez a tétel általánosítja a véges
sok pont konvex burka kerületének gyenge csökkenésér®l szóló
tételt a pontrenszer kontrakciójánál, amit az euklideszi síkon
V. N. Sudakov [33], R. Alexander [19], V. Capoyleas és Pach J.
[34] bizonyítottak.

Belátjuk továbbá, hogy a hiperbolikus sík véges sok köre met-
szetének területe nem csökken egy ilyen kontraktív átrendezés
során (20. tétel=Thm. 5.2). Ez utóbbi állítás euklideszi megfe-
lel®jét Bezdek K. és R. Connelly [23] bizonyították.

(5) Tanulmányozzuk a Kneser�Poulsen-sejtés kiterjeszthet®ségét
Riemann-sokaságokra. Belátjuk, hogy ha egy teljes összefüg-
g® Riemann-sokaságban három azonos sugarú geodetikus gömb
metszetének térfogata csak a gömbök középpontjai közti távol-
ságoktól és a sugarak közös értékét®l függ, akkor a sokaság egy
egyszeresen összefügg® állandó szekcionális görbület¶ sokaság
(22. tétel ≈ Thm. 6.5). Következésképpen csak ezekben a tel-
jes és összefügg® Riemann-sokaságokban lehet igaz a Kneser�
Poulsen-sejtés.

Belátjuk továbbá, hogy azon teljes, összefügg® és egyszeresen
összefügg® Riemann-sokaságok családja, melyekben két azonos
sugarú geodetikus gömb metszetének térfogata csak a gömbkö-
zéppontok távolságától és a sugár értékét®l függ, egybeesik a tel-
jes, összefügg®, és egyszeresen összefügg® harmonikus Riemann-
sokaságok családjával (24. tétel ≈ Thm. 6.10).
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