
Primer Congreso Argentino de Ingeniería Aeronáutica, CAIA 1 - La Plata, Argentina, 3 5 de diciembre de 2008

FEM-WAVELET PARA LA PLACA DE MINDLIN-REISSNER

Victoria Vampa, MarTa Teresa Mart'in 
Dpto. de Ciencias B'asicas, Facultad de IngenierTa, 
Dpto. de Matem'atica, Facultad de Ciencias Exactas, 

Universidad Nacional de La Plata, Argentina. 
victoriavampa@gmail.com, mtmartin@fisica.unlp.edu.ar

Resumen

En los últimos años ha tenido gran impulso la utilización de funciones wavelets como espacio de 
aproximación en el esquema clásico de elementos finitos. Existen numerosas propuestas de elementos 
FEM-Wavelets con ejemplos de aplicaciones en el ámbito de la mecánica computacional. En este trabajo 
se presenta el desarrollo de dos elementos: un elemento de viga para el modelo de Timoshenko y uno de 
placa para el modelo de Mindlin-Reissner. En ambos casos se utilizan las funciones de escala de 
Daubechies, que poseen ventajosas propiedades como la ortogonalidad, soporte compacto mínimo y su 
condición de varios momentos nulos. Se muestran resultados numéricos en problemas test clásicos. 
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1. INTRODUCCIÓN

Métodos numéricos que combinan el concepto de elementos finitos con la teoría wavelet han despertado 
gran interés desde los años 90 en diversas ramas de la ingeniería. Esto se debe a que el análisis wavelet, con 
sus funciones altamente localizadas en dimensión espacial y múltiples escalas, proporciona un aporte 
ventajoso al método de elementos finitos convencional.
En mecánica estructural, se han desarrollado elementos finitos basados en wavelets para problemas de 
vigas y placas. Han el al. en [1] utilizaron las splines wavelets para desarrollar distintos elementos finitos 
ID y 2D mientras que, Xiang et al. [7] construyeron elementos finitos para problemas elastomecánicos 
usando B-splines sobre el intervalo. Por otro lado, con funciones de escala de Daubechies, Ma et al. [3] 
presentaron un elemento de viga para el modelo de Euler-Bemoulli, y estudiaron su comportamiento en 
problemas con singularidades. Para placas, Chen et al. [4] formularon un elemento siguiendo el modelo de 
Kirchhoff, mientras que en Alvarez Díaz et al., [8], se desarrollaron los elementos DSCW con funciones 
de escala de Daubechies para resolver problemas de flexión de placas delgadas y moderamente gruesas y 
se analizó el orden de la wavelet a utilizar en base a su regularidad. Aplicaciones de éstos elementos para 
problemas de vigas y placas se presentaron en [5] y[9].
En este trabajo se presentan elementos finitos desarrollados en una forma similar al método de elementos 
finitos standard -utilizando las funciones de escala wavelet de Daubechies para las funciones de forma-, 
aplicados en un modelo de viga y uno de placa. En la Sección 2 se introducen conceptos básicos del 
análisis wavelet y se describe el c'alculo de los coeficientes de conexión (integrales del producto de las 
funciones base y sus derivadas). En la Sección 3 se describe la formulación de un elemento finito para la 
viga de Timoshenko y en la 4 se describe la formulación de un elemento finito para la placa de Mindlin- 
Reissner, en ambos casos utilizando la función de escala de Daubechies. En la Sección 5 se muestran 
resultados numéricos. Las conclusiones se presentan en la Sección 6.
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2. ANÁ LISIS WAVELET

Las wavelets son funciones generadas a partir de una única función y, llamada wavelet madre, mediante 
operaciones simples de dilación y traslación [10]. Dicha wavelet proporciona una descomposición del 
espacio de Hilbert L2(Λ) en una suma directa de subespacios cerrados Wj, j ∈ Z Mediante esta 
descomposición se puede definir una sucesión de subepacios cerrados {Vy.}7 € Z que constituyen un análisis 
multirresolución de L2(R) [ 10]. φ ∈ V0 es llamada "función de escala” y considerando

(1)

se tiene que, para cada i en Z, la familia
(2)

es también una base de Riesz de Vj [10]. Consecuentemente, existen coeficientes {pk} ∈ 12(Z), tal que 
la función de escala φ(x) satisface la llamada "relación de dos escalas”:

(3)

2.1. WAVELETS DE DAUBECHIES

En su trabajo fundamental de 1988, Daubechies [11], desarrolla una familia de wavelets ortogonales y de 
soporte compacto, φΝ y ψΝ (donde N es el orden de la Daubechies). Las funciones de escala Φn , son tales 
que poseen soporte incluido en [0,N-1 ], y se tiene, entonces, de acuerdo a Eq.(3)

(4)

2.2. EVALUACIÓN DE LAS FUNCIONES DE ESCALA Y SUS DERIVADAS

Al utilizar funciones de escala de Daubechies como funciones test en el método de elementos finitos, tanto 
las funciones como sus derivadas deben ser evaluadas. Al carecer de expresión explícita, las funciones de 
escala de Daubechies sólo pueden calcularse en puntos especiales. Para ello, la relación de dos escalas, 
Eq.(4), es diferenciada m veces:

(5)

Evaluando Eq.(5) en los enteros del intervalo [0√√r-1 ], se obtiene un sistema homogéneo de TV ecuaciones 
lineales que resulta singular. Se requiere, entonces, una condición de normalización para que la solución 
quede unívocamente determinada, como la propuesta por Beylkin [13]

(6)

donde m es un entero positivo.

2.3. CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE CONEXIÓN

Para obtener las matrices de rigidez y los vectores de carga, resulta necesario calcular diferentes tipos de 
coeficientes de conexión de la forma [12],:

(7)
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Fi g u r a  1  *  F u n ci ó n  d e  es c al a  y  s u d e ri v a d a, 1^  =  6

( 8)

d o n d e  φ  d e n ot a  l a f u n ci ó n b as e  y  l os í n di c es d,  y  d 2  s e  r efi er e n a  l os ór d e n es  d e  l as d eri v a d as.  El  pr o bl e m a  

q u e  s ur g e  al  utili z ar  l as f u n ci o n es d e  es c al a  d e  D a u b e c hi es  φ( x),  es  c ó m o  c al c ul ar  est os  c o efi ci e nt es,  d a d o  
q u e  l as D a u b e c hi es  n o  ti e n e n u n a  e x pr esi ó n  e x plí cit a.  P or  otr o  l a d o, l a n at ur al e z a  os cil at ori a  d e  est as  

f o n d o n es b as e  d e  D a u b e c hi es,  h a c e n  q u e  l a i nt e gr a ci ó n n u m éri c a  st a n d ar d  n o  p u e d a  utili z ars e  ( v er Fi g ur a  
1).  Si g ui e n d o  l a pr o p u est a  d e  B e yl ki n  [ 1 3] p ar a  c al c ul ar  est as  i nt e gr al es s e s ustit u y e l a r el a ci ó n d e  d os  

es c al as  e n  l a e c u a ci ó n  ( 7) y  s e  o bti e n e:

( 9)

L u e g o,  c o n  tr a nsf or m a ci o n es a d e c u a d as,  ([ 1 2],[ 1 3]), s e  o bti e n e  l a si g ui e nt e e x pr esi ó n  e n  t ér mi n os d e  l os 
c o efi ci e nt es  d e  c o n e xi ó n  ori gi n al es,

( 1 0)

q u e  p u e d e  t a m bi é n es cri birs e  e n  f or m a m atri ci al  c o m o,

( 2d -1 P-∕) Γ rfι ⅛ =  0  (ii)

d o n d e,  d  =  d t+ d p Γ dl d 2  es  u n a  v e ct or  c ol u m n a,  I es  l a m atri z  i d e nti d a d y  P  es  u n a  m atri z  c o m p u est a  d e  

c o m bi n a ci o n es  d e  c o efi ci e nt es  w a v el et.
P ar a  d et er mi n ar  u ní v o c a m e nt e  l os c o efi ci e nt es  d e  c o n e xi ó n  Γ w λ  , u n a  c a nti d a d  s ufi ci e nt e d e  e c u a ci o n es  

n o- h o m o g é n e as  p u e d e n  o bt e n ers e  a  p artir  d e  utili z ar  disti nt os  v al or es  d e  m  y  n  e n  l a e x pr esi ó n  [ 1 2],
4 7

( 1 2)

L u e g o,  a gr e g a n d o  est as  e c u a ci o n es  a  l a e c u a ci ó n  ( 1 1) l os c o efi ci e nt es d e  c o n e xi ó n  s o n c al c ul a d os.  Es  
i m p ort a nt e s e ñ al ar q u e  p ar a  v al or es  gr a n d es  d e  N  y  d  s e pr es e nt a n  difi c ult a d es  n u m éri c as  y  h a n  si d o  
d es arr oll a d os  v ari os  al g orit m os  efi ci e nt es,  [ 1 2]. L os  c o efi ci e nt es  d e  c o n e xi ó n  p ar a  l os v e ct or es  d e  c ar g a  

E q.( 8)  s o n  o bt e ni d os  e n  f or m a si mil ar  ( v er[ 6]).
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(13)

3. ELEMENTO PARALA VIGADE TIMOSHENKO
En la formulación general de una viga de longitud L, sometida a una carga uniforme, la energía potencial 
total está dada por

(14)

(15)

Aquí w es el desplazamiento perpendicular al eje de la viga, E es el módulo de Young del material, Zes el 
momento de inercia de la sección, y q la carga en dirección perpendicular al eje de la viga a la que está 
sometida la viga. Además, γ indica la deformación por corte transversal, G = 2∏‰y es el módulo de corte 
del material, n el coeficiente de Poisson, k es un factor de corrección debido a la distribución no uniforme 
de los esfuerzos de corte y considerada para una sección rectangular | [14], y A = hb, es el área de la 
sección transversal de la viga. Es importante señalar que en la expresión anterior Eq.(13), la primera 
integral corresponde a la energía de flexión, mientras que la segunda a la energía de corte.
Considerando la matriz de transformación Tentre el espacio físico y el espacio wavelet [8], y las funciones 
de escala j, las expresiones de Galerkinpara Θ y w son,

(16)

Luego, sustituyendo en (13) e imponiendo la condición de estacionariedad del funcional, π (δπ=0), se 
obtienen la matriz elemental y el sistema algebraico elemental correspondiente,

(17)

Las matrices Kj, y el vector carga R tienen la expresión siguiente,

(18)

donde,

(19)

es la longitud del elemento, I;1*1 son los coeficientes de conexión definidos antes en Eq.(7) y el 
subíndice s denota la función de escala φ*  considerada (en este caso s = 1). Este tema fue desarrollado en 
detalle en [8] para su utilización tanto en problemas 1D como con producto tensorial en 2D.
En la Tabla 1 a continuación se muestran los resultados numéricos para el caso de una viga empotrada con 
carga uniforme Lh= 10, utilizando Daubechies de orden 6, D6. Cada elemento tiene 5 grados de libertad: 
dos en los extremos y 3 nodos interiores. La solución exacta es Umax =0,002604 [ 1 ].



Victoria Vampa, María Teresa Martín-FEM-WAVELET PARA LA PLACA DE MINDLIN-REISSNER

Tabla 1: Viga empotrada sometida a carga uniforme

Cant.element os
4 0.75
8 0.94
16 0.98
32 0.99
64 1.00

4. ELEMENTO PARALAPLACADE MINDLIN-REISSNER
El modelo basado en la teoría de placas y láminas de R.D.Mindlin y E.Reissner, describe la deformación 
de una placa de pequeño espesor bajo la acción de una carga transversal. Este modelo resulta adecuado 
para pequeñas deformaciones y su característica más importante es que, similar al modelo de viga de 
Timoshenko, y a diferencia del modelo clásico de Kirchhoff, permite las deformaciones por acción del 
corte transversal. Con las suposiciones de este modelo, las componentes del desplazamiento, en las 
direcciones x e y, u y v, varían linealmente con z, mientras que el desplazamiento vertical (deflexión) es 
independiente de z. Se tiene, entonces,

u =≡= -z Θλ ∙(x ,v ) v=-zθ7(x,y) w=±w(x,y) (20)

De acuerdo a la teoría de Mindlin-Reissner y a partir de considerar el estado de equilibrio de la placa, el 
funcional de energía potencial que se debe minimizar es,

(21)

(22)

(23)

donde, Ωe es el dominio elemental, q es la carga distribuida, t es espesor de la placa (que se supone 
constante), E es el módulo de Young, n el coeficiente de Poisson y fcun parámetro de ajuste del corte con
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valor | (ver Figura 2).
Cabe señalar que, similar al modelo de viga, el primer término en (21) corresponde a la energía elástica 
asociada a la flexión, y el segundo, que representa la energía de deformación debida a esfuerzos de corte, 
tiene más peso, en la medida que el espesor de la placa se vuelve pequeño en comparación con la longitud. 
Las expresiones de Galerkin para 2D pueden obtenerse a partir de lo desarrollado para una dimensión, 
mediante producto tensorial [8]. Suponiendo que funciones de escala de Daubechies, φ1(ξ) y φ2(η) 
generan análisis multirresolución {V- } and {V?} respectivamente, el espacio producto de V∣ y V?, j ∈ Z, 
es

Vj = v}βvf (24)

y {V;} genera un análisis multirresolución de L2(R2).
Entonces, tanto el desplazamiento como las rotaciones), pueden expresarse en términos del vector de 
coeficientes wavelets, a, a partir de la matriz de transformación elemental, T

t  = ιλ ⅛t 2

y utilizando las funciones de escala de {Vj},

φ = <p¼φ2
Como antes, sustituyendo en (21) e imponiendo la condición p (δπ=0), se obtienen el sistema algebraico 
elemental correspondiente,

donde

5. APLICACIONES
De acuerdo a la formulación desarrollada en la Sección 4 se presenta un ejemplo numérico típico. Una 
placa cuadrada isoparamétrica de espesor moderado es sometida a una carga uniforme q simplemente 
soportada en sus bordes. Sea n el coeficiente de Poisson con fijo en 0.3, t el espesor de la placa y L su
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T a bl a  2:  Pl a c a  c u a dr a d a  si m pl e m e nt e  s o p ort a d a s o m eti d a  a  c ar g a  u nif or m e.

κ √ ⅛I 4 ∕ 1 00 D 0 )∕t∕⅜ q χ

z/ L (l xl) D S C W 6 ( 2 x 2) D S C W 6

0. 0 0 1 0. 7 7 0. 8 5

0. 0 1 0. 7 7 0. 8 5

0. 0 5 0. 7 8 0. 8 9

0. 1 0. 8 0 0. 9 4

0. 1 5 0. 8 2 0. 9 7

0. 2 0. 8 4 0. 9 9

0. 3 0. 8 7 1. 0 0

0. 3 5 0. 8 8 1. 0 0

l o n git u d. P ar a  c o nstr uir  l os el e m e nt os  fi nit os d e  pl a c a,  s e  utili z ar o n  f u n ci o n es d e  es c al a  D a u b e c hi es  e n  2 D  

c o n  N  c o efi ci e nt es  y  m all as  u nif or m es  p ar a  el  d o mi ni o  Ω.  D e  est a  f or m a u n  el e m e nt o  fi nit o ( D S C W N) 
ti e n e ( N-1  ) 2 n o d os,  y  ti e n e e n  t ot al 3  ×  ( N - 1  ) 2 D O Fs  ( e n est e  m o d el o  c a d a  n o d o  ti e n e 3  gr a d os  d e  li b ert a d). 
E n  pri m er  l u g ar s e utili z ó u n  s ól o el e m e nt o,  c o n  T V  =  6,  y  7 5  gr a d os  d e  li b ert a d y  l u e g o m all as  d e  2 × 2  
D S C W 6.  S e  pr es e nt a n  e n  l a T a bl a  2  l os r es ult a d os n u m éri c os  o bt e ni d os.  S e  m u estr a n  l os d es pl a z a mi e nt os  
c e ntr al es  r el ati v os al  v al or  e x a ct o  ([ 7]) p ar a  es p es or es  0. 0 0 1 <  t < 0. 3 5.  P u e d e  o bs er v ars e  q u e  l os r es ult a d os 
c o nstit u y e n  e x c el e nt es a pr o xi m a ci o n es,  i n cl us o c o n  m all as  gr u es as,  n o  o bs er v á n d os e  d et eri or o  p or  
bl o q u e o  al  dis mi n uir  el  es p es or  ( v er Fi g ur a  3).  E n  es e  s e nti d o, s e a n ali z ar o n  l as a pr o xi m a ci o n es  c o n  

es p es or es  a ú n  m ás  fi n os ( h ast a 1 0 e- 5)  y  l os v al or es  o bt e ni d os  c o n  m all as  d e  4 × 4  el e m e nt os  s u p er a n  el  

9 5 %  d e  l os v al or es  e x a ct os.

6.  C O N C L U SI O N E S

S e  pr es e nt a  el  d es arr oll o  d e  d os  el e m e nt os  fi nit os p ar a  a pr o xi m ar  pr o bl e m as  d e  vi g as  y  pl a c as  utili z a n d o  
l as b as es  w a v el ets  d e  D a u b e c hi es  e  i nt er p ol a ci ó n i n d e p e n di e nt e. Est e  d es arr oll o  e n  al g u n os  as p e ct os  
r es ult a si mil ar  al  d e  l os el e m e nt os  fi nit os st a n d ar d, a u n q u e  el  c ál c ul o  d e  l as m atri c es  d e  ri gi d e z, pr es e nt a  
c ar a ct erísti c as  dif er e nt es  a  tr a v és d e  l os ll a m a d os c o efi ci e nt es  d e  c o n e xi ó n.  L os  r es ult a d os n u m éri c os  
o bt e ni d os  e n  l os c as os  pr es e nt a d os,  m u estr a n  q u e  el  m ét o d o  pr o p u est o  c o nstit u y e  u n a  alt er n ati v a  efi ci e nt e  
a  l os el e m e nt os  fi nit os st a n d ar d.
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