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Resumen: En este trabajo presentaremos las siguientes nociones
que nos permitirán estudiar la topología del problema de migra-
ción de datos:

(1) Complejidad. Se introduce esta noción como una medida ma-
temática para el problema de la migración de datos.

(2) Número seccional de un homomorfismo. Este invariante nu-
mérico esta relacionado con la complejidad, en particular la
complejidad es una cota inferior para el número seccional.

Palabras clave: Grafo, complejidad, homomorfismo de
grafos, isomorfismo de grafos, migración, casi-migración,
sección transversal, número seccional, complejo celular,
coloración, número cromático.

TOPOLOGY OF THE DATA MIGRATION PROBLEM

In this paper we will present the following notions that will allow
us to study the topology of the data migration problem.

(1) Complexity. This notion is introduced as a mathematical
measure for the problem of data migration.

(2) Sectional number of a homomorphism. This numerical inva-
riant is related to the complexity, for instance the complexity
is a lower bound for the sectional number.

Keywords: Graph, complexity, graph homomorphism, graph
isomorphism, migration, quasi-migration, cross section,
sectional number, cell complex, coloration, chromatic num-
ber.



CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1.1. Situación Problemática

En la actualidad, el mapeo de base de datos [5, pg. 4] con fines de mi-
gración de un sistema a otro es una área de frecuente trabajo en el área
computacional, sin embargo implica un nivel de especialización muy alto so-
bre todo cuando se trata de sistemas muy complejos y grandes (cada vez en
mayor número), lo que se traduce en altos costos [15], [12], [9]. De allí la
importancia y necesidad de investigar nuevas áreas que ofrezcan perspectivas
amplias de solución con costos mas asequibles a los presupuestos. Por ejem-
plo, el trabajo [14] usa la maquinaria de Teoría de Categorías para estudiar el
problema de migración. El autor en base a su larga experiencia con sistemas
de migraciones, ha reconocido las masivas ventajas adicionales que ganaría el
mapeo en el marco de migraciones, abriendo el ámbito de la Matemática con
apoyo de disciplinas como la Topología Algebraica, en particular la Teoría
de Grafos. Esta tesis prueba la viabilidad de este desarrollo por venir.

Este trabajo introduce desde el punto de vista del autor las siguientes
relevantes innovaciones:

El mapeo de estructuras de datos de un sistema G a un sistema H
(migración), se hace en base a tablas y relaciones entre tablas. En este
trabajo se hará uso de la Topología Algebraica, en particular Teoría de
Grafos, asociando las tablas a los vértices del grafo y las relaciones a los
ejes (aristas) correspondientes. De esta manera, el mapeo se hará del
grafo representando al sistema G al grafo representando al sistema H.
De este modo la migración tiene a su disposición aquellas propiedades
que son inherentes a los grafos cuando sean relevantes. Entre ellas se
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puede mencionar el concepto de homomorfismo de grafos, el cual es
fundamental para determinar la forma de la migración.

Introducción del concepto de la complejidad para estudiar la topología
y combinatoria del problema de migración.

Las ideas primigenias resultan de la larga experiencia industrial del autor en
proyectos de migración de datos.

1.1.2. Formulación del Problema

Problema general: ¿De qué modo se puede hacer un mapeo de una
estructura de datos a otra estructura utilizando herramientas matemáticas?

Problemas específicos:

i) ¿De qué modo se puede estudiar la existencia de homomorfismo entre
dos grafos dados a través de invariantes tales como: grado o índice de
un vértice y número cromático?

ii) ¿Es posible definir un invariante numérico que permita medir la difi-
cultad del problema de existencia de homomorfismos de grafos?

iii) ¿Es posible definir la menor cantidad de homomorfismos de grafos lo-
cales entre dos grafos dados?

iv) ¿Es posible estudiar el problema inverso de una migración?

Este trabajo pretende desarrollar una nueva metodología para que a través
de los grafos y sus propiedades se pueda estudiar el problema de migración.
En general, no siempre es posible encontrar una migración de datos. En este
trabajo presentamos y usamos un invariante numérico (llamado complejidad
para el problema de migración) como herramienta de apoyo para evaluar
la topología del problema de migración. Además, este invariante numérico
permite conocer casi -migraciones óptimas de datos. El aporte de una nueva
metodología con herramientas matemáticas no convencionales, debe hacer
posible la ampliación de los resultados en esta nueva corriente. De donde se
desprende que, este trabajo solo se limitará a estudiar un contexto definido del
problema que es el estudio del homomorfismo de grafos usando la complejidad
para realizar casi-migraciones de una estructura de datos a otra estructura.
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1.1.3. Justificación de la Investigación

Mapeo de estructuras de datos con fines de migración en la computación es
una actividad con grandes desafíos [15], [12], [9]. Actualmente, las migraciones
tienen en general las siguientes desventajas:

son altamente empíricas.

se basan en el ensayo y el error.

generan enormes costos.

implementación por personal altamente calificado debido a su comple-
jidad.

Frente a esta situación, es un gran desafío encontrar herramientas, en
particular herramientas matemáticas, para resolver el problema de migración.

Una base de datos [5, pg. 4] está conformada por tablas y columnas.
Matemáticamente se puede pensar que una base de datos es un grafo [3,
pg. 4], cuyos vértices son las tablas y cuyos ejes son determinados por las
columnas [14, Example 2.1.1, pg. 34]. Todo grafo es un complejo CW [6,
pg. 83]. Una migración básicamente lleva tablas en tablas y columnas en
columnas. Así, una migración es un homomorfismo de grafos entre los grafos
de las bases de datos dadas.

Técnicamente un contexto del problema de migración está dado de la
siguiente forma [15], [12], [9]:

Se define una funcionalidad (ejemplo: Administración de la Universidad
Nacional Mayor de San Marcos en Lima-Perú).

Para la funcionalidad definida se implementa un sistema o base de datos
G (equivalente a un grafo G).

Después de un tiempo el sistema G necesita ser remplazado total o
parcialmente con el sistema H (equivalente a un grafo H). El siste-
ma H puede ser una versión mejorada de G o incluso de un proveedor
completamente diferente. Notar que G y H implementan la misma fun-
cionalidad con modelos propios.

El sistema G (equivalente a un grafo G) se migra al sistema H (equi-
valente a un grafo H). En este caso los sistemas (o subsistemas) pue-
den tener de manera inherente estructuras equivalentes debido a que
la funcionalidad es común. Este trabajo estudia el modo de mapear
los elementos del sistema G a los elementos del sistema H a través de
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migraciones (equivalentemente, homomorfismos de grafos), ya sea de
forma total o parcial, que puedan existir entre los dos sistemas.

Las siguientes ventajas se hacen evidentes:

proceso predecible y sobre todo confiable (no empírico).

resultados inmediatos con las relaciones correspondientes (no se nece-
sita ensayo y error).

costos asequibles.

personal altamente calificado necesario solo para validación.

El concepto de complejidad que se presentará en este trabajo, será la
herramienta central en base a la cual se desarrollará este trabajo. Dados dos
grafos (dirigidos o no), con esta herramienta se estudiará la menor cantidad de
subgrafos de G que cubran G, de modo que sus partes puedan ser mapeadas
mediante un homomorfismo de grafos en el grafo H. Este enfoque es parte
de la teoría de categoría seccional [13], [18], la cual es un tema propio de la
Topología Algebraica.

1.1.4. Objetivos de la Investigación

Objetivo General

Objetivo central de este trabajo es el estudio de la existencia de homomor-
fismo entre dos grafos dados. En caso que exista encontrar tal homomorfismo.

Objetivos Específicos

(1) Estudiar la existencia de homomorfismo entre dos grafos dados a tra-
vés de invariantes tales como: índice o grado de un vértice y número
cromático.

(2) Definir el concepto de complejidad entre dos grafos para medir el pro-
blema de existencia de homomorfismos de grafos entre ellos.

(3) Diseñar homomorfismos de grafos óptimos.

(4) Definir el concepto de número seccional de un homomorfismo de grafos
para estudiar el problema inverso de una migración.



CAPÍTULO 2

MARCO TEÓRICO

2.1. Antecedentes de Investigación

El problema de la existencia de un homomorfismo de grafos es un pro-
blema difícil [8] y propio de la Teoría de Grafos [2],[4]. Sin embargo en el
contexto de migraciones como se plantea en este trabajo, de acuerdo al le-
vantamiento bibliográfico hecho por el autor los antecedentes encontrados no
son despreciables. Se puede en este caso citar el trabajo [14], el cual pre-
senta un estudio que define un lenguaje de definición de base datos usando
categorías que permitan la migración de datos.

2.2. Bases Teóricas

En este trabajo usamos las siguientes teorías:

Teoría de Grafos, entre ellos los conceptos de grafos (dirigidos o no),
subgrafos, homomorfismo de grafos, homomorfismo inyectivo de grafos,
isomorfismo, homomorfismo restricción, índice de un vértice y número
cromático.

De la Topología Algebraica usaremos CW complejos, aplicación celular,
grupo fundamental, cobertura, número seccional, sección transversal.

En esta sección, se presentan los conceptos básicos ha ser utilizados en este
trabajo.

2.2.1. Teoría de grafos

En esta sección vamos a presentar una revisión de la teoría de grafos.
Empezaremos recordando el concepto de grafo dirigido y no dirigido.

5
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Definición 2.2.1. [7, pg. 1]

i) Un grafo dirigido G es un conjunto finito V = V (G), cuyos elementos
son llamados vértices , junto con una relación binaria E = E(G) ⊂
V × V . Los elementos (u, v) ∈ E son llamados arcos de G.

ii) Un grafo dirigido G = (V,E) es llamado simétrico (respectivamente,
reflexivo) si la relación E es simétrica (respectivamente, reflexiva).

iii) Un grafo no dirigido (o simplemente un grafo) G es un conjunto V =
V (G), cuyos elementos son llamados vértices , junto con un conjunto
E = E(G) de ejes o aristas , cada uno de los cuales es un conjunto de
vértices con uno o dos elementos.

Tendremos también en cuenta la siguiente observación.

Observación 2.2.2. [7, pg. 1]

1. Note que, un grafo dirigido simétrico se puede considerar como un grafo
no dirigido.

2. Una arista de un grafo (no dirigido) es llamado un lazo cuando tal
arista tiene un único vértice. En el caso de un grafo dirigido, una arco
(u, v) es llamado un lazo cuando u = v.

3. Por convención uv representa el arco (u, v) o el eje {u, v} dependiendo
del contexto.

4. Si uv ∈ E(G) diremos que u y v son adyacentes o vecinos.

5. Si G es un grafo (no dirigido), note que uv = vu.

6. Si uv es un arco en un grafo dirigido diremos que u y v son adyacentes

en la dirección de u para v o que u es un vecino entrante de v y v un
vecino saliente de u.

7. El número de vecinos de v (distintos de v) es llamado el grado o índice

de v, denotado por deg(v).

8. El número de vecinos entrantes (respectivamente salientes) de v es lla-
mado el grado entrante (respectivamente, grado saliente) de v, denota-
do por indeg(v) (respectivamente, outdeg(v)). El grado total de v está
dado por deg(v) = indeg(v)− outdeg(v).

Para fijar ideas presentamos el siguiente ejemplo de grafo (no dirigido)
junto con los grados de cada uno de sus vértices.
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Ejemplo 2.2.3. Considere el grafo no dirigido G dado por V (G) = {a, b, c}
y E(G) = {{a, b}, {b, c}}.

a

b

c

G

Tenemos deg(a) = 1, deg(b) = 2 y deg(c) = 1.

Ahora, presentamos un ejemplo de un grafo dirigido junto con los respec-
tivos grados de sus vértices.

Ejemplo 2.2.4. Considere el grafo dirigido G dado por V (G) = {a, b, c} y
E(G) = {(a, b), (b, c)}.

a

b

c

G

Tenemos

indeg(a) = 0,

outdeg(a) = 1,

deg(a) = −1.

indeg(b) = 1,

outdeg(b) = 1,

deg(b) = 0.

indeg(c) = 1,

outdeg(c) = 0,

deg(c) = 1.

Un grafo (no dirigido) sin lazos G es llamado completo si cada vértice
es adyacente a todos los otros vértices. El grafo completo de n vértices es
denotado por Kn.

Ahora, recordamos el concepto de subgrafo.
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Definición 2.2.5. [7, pg. 2]

1) Sean G,H grafos (dirigidos o no). Decimos que G es un subgrafo de H
si V (G) ⊂ V (H) y E(G) ⊂ E(H).

2) Sea G un grafo (no dirigido). Un clique en G es un subgrafo completo
de G.

Dado un grafo (dirigido o no) G, para cada subconjunto S ⊂ V (G), el
subgrafo inducido por S, denotado por G[S], es el grafo (dirigido o no) con
vértices S y vértices adyacentes si ellos son adyacentes en G [3, pg. 49].

Otro concepto que usaremos en este trabajo es la unión de grafos.

Definición 2.2.6. [3, pg. 29] Dado un grafo (dirigido o no) G y una familia
{Gλ}λ∈Λ de subgrafos deG, denotaremos por

⋃

λ∈ΛGλ a la unión de {Gλ}λ∈Λ,
el cual es el grafo con conjunto de vértices V

(
⋃

λ∈ΛGλ

)

=
⋃

λ∈Λ V (Gλ) y
conjunto de arcos(respectivamente, ejes) E

(
⋃

λ∈ΛGλ

)

=
⋃

λ∈ΛE(Gλ). Note
que

⋃

λ∈ΛGλ es un subgrafo de G
[
⋃

λ∈Λ V (Gλ)
]

.

Análogamente, para el caso de la intersección, podemos dar la siguiente
definición.

Definición 2.2.7. Dado un grafo (dirigido o no) G y una familia {Gλ}λ∈Λ
de subgrafos de G, denotaremos por

⋂

λ∈ΛGλ a la intersección de {Gλ}λ∈Λ,
el cual es el grafo con conjunto de vértices V

(
⋂

λ∈ΛGλ

)

=
⋂

λ∈Λ V (Gλ) y
conjunto de ejes E

(
⋂

λ∈ΛGλ

)

=
⋂

λ∈ΛE(Gλ).

Ahora, recordemos el concepto de homomorfismo de grafos, ya que es
clave para este trabajo.

Definición 2.2.8. [7, pg. 3] SeanG yH grafos (dirigidos o no). Un homomor-

fismo de G en H, denotado por f : G→ H, (lo denotaremos abreviadamente
G → H) es una aplicación f : V (G) → V (H) tal que f(u)f(v) ∈ E(H)
siempre que uv ∈ E(G).

A seguir, veamos un ejemplo de homomorfismo entre grafos no dirigidos.

Ejemplo 2.2.9. Considere los grafos no dirigidos G y H, dados por V (G) =
{a, b, c}, E(G) = {{a, b}, {b, c}}, V (H) = {a′, b′} y E(H) = {{a′, b′}}.

a

b

c

a′

b′

G H
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La aplicación f : V (G) → V (H), dada por f(a) = a′ = f(c) y f(b) = b′, es
un homomorfismo de G en H, ya que f(a)f(b) = {f(a), f(b)} = {a′, b′} =
a′b′ ∈ E(H) y f(c)f(b) = a′b′ ∈ E(H).

Ahora, veamos un ejemplo de homomorfismo entre grafos dirigidos.

Ejemplo 2.2.10. Considere los grafos dirigidos G y H, dados por V (G) =
{a, b, c}, E(G) = {(a, b), (c, b)}, V (H) = {a′, b′} y E(H) = {(a′, b′)}.

a

b

c

a′

b′

G H

La aplicación f : V (G) → V (H), dada por f(a) = a′ = f(c) y f(b) = b′,
es un homomorfismo de G en H, ya que f(a)f(b) = (f(a), f(b)) = (a′, b′) =
a′b′ ∈ E(H) y f(c)f(b) = a′b′ ∈ E(H).

Note que, homomorfismos de grafos preservan adyacencia, mientras que
homomorfismos de grafos dirigidos también preservan las direcciones de los
arcos. Así, un homomorfismo de grafos dirigidos f : G → H es también un
homomorfismo de los grafos subyacentes. El regreso no es verdad.

El siguiente ejemplo permite recordar dos ejemplos estándar de homo-
morfismos: el homomorfismo identidad y el homomorfismo inclusión.

Ejemplo 2.2.11. Sea G un grafo (dirigido o no).

1) Dado un grafo G, el homomorfismo identidad 1G : G→ G está definido
por 1G(v) = v, para cualquier vértice v ∈ V (G).

2) Dado K subgrafo de G, el homomorfismo inclusión inclK : K →֒ G
está definido por inclK(v) = v, para cualquier vértice v ∈ V (K).

La imagen homomórfica de un homomorfismo está dada en la siguiente
definición.

Definición 2.2.12. [7, pg. 9] Sea f : G → H un homomorfismo entre gra-
fos (dirigidos o no). El grafo (respectivamente, grafo dirigido) con vértices
{f(v)}v∈V (G), y ejes (respectivamente, arcos) {f(u)f(v)}uv∈E(G), es llamado
la imagen homomórfica de G mediante f y es denotado por f(G).
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Note que, f(G) es un subgrafo de H y f : G→ f(G) es un homomorfismo
sobreyectivo. Además, si f : G → H es un homomorfismo sobreyectivo,
entonces H = f(G).

La noción de la imagen inversa de un subgrafo será útil para nuestros
fines, así que lo presentamos en la siguiente definición.

Definición 2.2.13. Sean G y H (grafos dirigidos o no). Dada una aplica-
ción f : V (G) → V (H) y un subgrafo K de H. Denotemos por f−1(K) el
grafo imagen inversa de K mediante f , el cual es el grafo con conjunto de
vértices V = f−1 (V (K)) y dos vértices v1, v2 ∈ V son adyacentes si ellos son
adyacentes en G y los vértices f(v1), f(v2) ∈ V (K) son adyacentes en K.

Note que, f−1 (K) es un subgrafo de G y la aplicación restricción f| :
f−1 (V (K)) → V (K) es un homomorfismo, el cual será denotado por f|K :
f−1 (K) → K.

Observación 2.2.14. [7, pg. 3]

(1) Un homomorfismo de G en H es también llamado una H-coloración de
G.

(2) Cuando exista un homorfismo f : G → H escribiremos G → H y en
caso que no exista escribiremos G ̸→ H.

(3) Cuando G → H diremos que G es homomorfo a H o que G es H-

coloreable.

Note que, la composición f◦g de homomorfismos g : G→ H y f : H → K
es un homomorfismo de G en K. Denotaremos por Hom(G,H) al conjunto
de todos los homomorfismos f : G → H y hom(G,H) denota el número de
elementos de Hom(G,H) (ver [7, pg. 3]).

También, observe que, para H un grafo sin lazos (o un grafo dirigido
irreflexivo) y f : G→ H, tenemos que f(u)f(v) ∈ E(H) implica que f(u) ̸=
f(v), ya que los ejes de H consisten de dos elementos distintos.

Definición 2.2.15. [7, pg. 4] Sea G un grafo.

a) Un paseo en G es una secuencia de vértices v0, v1, . . . , vk de G tal que
vi−1 y vi son adyacentes, para cada i = 1, 2, . . . , k. Un paseo es cerrado

si v0 = vk.

b) Un camino en G es un paseo en el cual todos los vértices son distintos.

c) El entero k es llamado la longitud del paseo, respectivamente del ca-
mino.
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Ejemplo 2.2.16. [7, pg. 4] El grafo con vértices 0, 1, . . . , k y ejes 01, 12, . . . , (k−
1)k es llamado el camino Pk. Note que Pk tiene k + 1 vértices y k ejes.

Un grafo G es llamado un árbol si cualesquier dos vértices están conecta-
dos por un único camino. Por ejemplo, el camino Pk es un árbol.

Lema 2.2.17. [7, Proposition 1.1, pg. 4] Sea G un grafo. Una aplicación
f : V (Pk) → G es un homomorfismo de Pk en G si, y solamente si, la
secuencia f(0), f(1), . . . , f(k) es un paseo en G.

Demostración. Supongamos que f : V (Pk) → G es un homomorfismo de Pk

en G. Sea i = 1, 2, . . . , k y note que (i − 1)i ∈ E(Pk), luego f(i − 1)f(i) ∈
E(G). Así, f(0), f(1), . . . , f(k) es un paseo en G.

Recíprocamente, supongamos que la secuencia f(0), f(1), . . . , f(k) es un
paseo en G. Sea i = 1, 2, . . . , k y note que f(i − 1)f(i) ∈ E(G), luego f :
V (Pk) → G es un homomorfismo de Pk en G.

El Lema 2.2.17 muestra que homomorfismos de G en H aplican caminos
en G para paseos en H y así no aumentan longitudes.

Definición 2.2.18. [7, pg. 4] Sea G un grafo. Sean u, v ∈ V (G), la distancia

de u para v está dado

dG(u, v) = mı́n{k : existe un camino v0, v1, . . . , vk en G con v0 = u y vk = v}.

Proposición 2.2.19. [7, Corollary 1.2, pg. 4] Si f : G→ H es un homomor-
fismo, entonces dH(f(u), f(v)) ≤ dG(u, v), para cualesquier vértices u, v ∈ G.

Demostración. Supongamos que k = dG(u, v) y considere el camino v0, v1, . . . , vk
enG con v0 = u y vk = v. Por el Lema 2.2.17, tenemos que f(v0), f(v1), . . . , f(vk)
es un paseo de longitud k en H. Como cada paseo de f(u) para f(v) con-
tiene un camino de f(u) para f(v), obtenemos que dH(f(u), f(v)) ≤ k. Así,
dH(f(u), f(v)) ≤ dG(u, v).

Definición 2.2.20. [7, pg. 4] Sea G un grafo. Un ciclo en G es una secuencia
de vértices v1, v2, . . . , vk de G tal que vi−1 y vi son adyacentes, para cada
i = 2, . . . , k, y v1 es adyacente a vk.

Note que, tal ciclo v1, v2, . . . , vk es el paseo cerrado

u0 = v1, u1 = v2, . . . , uk−1 = vk, uk = v1,

de longitud k. Así, diremos que el ciclo v1, v2, . . . , vk tiene longitud k.

Ejemplo 2.2.21. [7, pg. 4]
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(i) El grafo con vértices 0, 1, . . . , k−1 y ejes 01, 12, . . . , (k−2)(k−1), (k−1)0
es llamado el ciclo Ck. Note que Ck tiene k vértices y k ejes.

(ii) Note que un ciclo Ck, con k impar, no tiene paseos cerrados de longitud
impar menor que k. Así, todo paseo cerrado con longitud impar en Ck,
con k impar, tiene longitud mayor o igual a k.

Lema 2.2.22. [7, Proposition 1.3, pg. 4] Sea G un grafo. Una aplicación
f : V (Ck) → G es un homomorfismo de Ck en G si, y solamente si, la
secuencia f(0), f(1), . . . , f(k − 1), f(0) es un paseo cerrado en G.

Demostración. Supongamos que f : V (Ck) → G es un homomorfismo de Ck

en G. Sea i = 1, 2, . . . , k− 1 y note que (i− 1)i ∈ E(Ck) y (k− 1)0 ∈ E(Ck),
luego f(i− 1)f(i) ∈ E(G) y f(k− 1)f(0) ∈ E(G). Así, f(0), f(1), . . . , f(k−
1), f(0) es un paseo cerrado en G.

Recíprocamente, supongamos que la secuencia f(0), f(1), . . . , f(k−1), f(0)
es un paseo cerrado en G. Sea i = 1, 2, . . . , k − 1 y note que f(i − 1)f(i) ∈
E(G), f(k − 1)f(0) ∈ E(G) luego f : V (Ck) → G es un homomorfismo de
Ck en G.

La siguiente afirmación caracteriza la existencia de un homomorfismo
entre ciclos impares.

Proposición 2.2.23. [7, Corollary 1.4, pg. 4] Tenemos que C2k+1 → C2ℓ+1

si, y solamente si, ℓ ≤ k.

Demostración. Supongamos que existe f : C2k+1 → C2ℓ+1, luego por el Le-
ma 2.2.22, f(0), f(1), . . . , f(2k), f(0) es un paseo cerrado de longitud impar
2k+1 en C2ℓ+1. Entonces, 2k+1 ≥ 2ℓ+1 (ver Ítem (ii) del Ejemplo 2.2.21)
y así ℓ ≤ k.

Supongamos que k = ℓ+m y considere f : C2k+1 → C2ℓ+1 dada por

f(j) =











j, para 0 ≤ j ≤ 2ℓ;

2ℓ− 1, para j = 2ℓ+ n con 1 ≤ n ≤ 2m, n impar;

2ℓ, para j = 2ℓ+ n con 1 ≤ n ≤ 2m, n par.

Note que, todo homomorfismo f : G → H induce una aplicación f# :
E(G) → E(H) dada por f#(uv) = f(u)f(v) para todo uv ∈ E(G).

Definición 2.2.24. [7, pg. 4] Sea f : G→ H un homomorfismo.
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(i) f es vértice-inyectivo (respectivamente, vértice-sobreyectivo, vértice-

biyectivo) si la aplicación f : V (G) → V (H) es inyectiva (respecti-
vamente, sobreyectiva, biyectiva).

(ii) f es eje-inyectivo (respectivamente, eje-sobreyectivo, eje-biyectivo) si
la aplicación f# : E(G) → E(H) es inyectiva (respectivamente, sobre-
yectiva, biyectiva).

(iii) f es un homomorfismo inyectivo (respectivamente, homomorfismo so-

breyectivo, homomorfismo biyectivo) si f : V (G) → V (H) es vértice-
inyectivo y eje-inyectivo (respectivamente, vértice-sobreyectivo y eje-
sobreyectivo, vértice-biyectivo y eje-biyectivo).

Diremos que G es isomorfo a H si existe un homomorfismo biyectivo
h : G→ H cuya inversa h−1 : V (H) → V (G) es un homomorfismo.

Note que f : G → H es un homomorfismo inyectivo si, y solamente si, f
es vértice-inyectivo. Además, h : G → H es un isomorfismo si, y solamente
si, h es un homomorfismo biyectivo.

La siguiente afirmación muestra una condición necesária para la existencia
de un homomorfismo inyectivo en términos de los grados.

Proposición 2.2.25.

(1) Sean G y H grafos. Si f : G → H es un homomorfismo inyectivo,
entonces deg(v) ≤ deg(f(v)), para cada v ∈ V (G).

(2) Sean G y H grafos dirigidos. Si f : G → H es un homomorfismo
inyectivo, entonces, para cada v ∈ V (G):

indeg(v) ≤ indeg(f(v)),

outdeg(v) ≤ outdeg(f(v)).

Demostración.

(1) Sea v ∈ V (G). Si deg(v) = 0, o sea, v es un vértice aislado, entonces,
es claro que deg(v) = 0 ≤ deg(f(v)). Supongamos que deg(v) = n ≥
1, i.e., existen v1, . . . , vn ∈ V (G) tales que viv ∈ E(G), para cada
i = 1, . . . , n. Como f es un homomorfismo de grafos, tenemos que
f(vi)f(v) ∈ E(H). Además, como f es inyectivo, sigue que deg(f(v)) ≥
n = deg(v). Por lo tanto, concluimos que deg(v) ≤ deg(f(v)), para cada
v ∈ V (G).
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(2) Sea v ∈ V (G). Si indeg(v) = 0, es claro que indeg(v) = 0 ≤ indeg(f(v)).
Supongamos que indeg(v) = n ≥ 1, i.e., existen v1, . . . , vn ∈ V (G) tales
que viv ∈ E(G), para cada i = 1, . . . , n. Como f es un homomorfismo
de grafos dirigidos, tenemos que f(vi)f(v) ∈ E(H). Además, como
f es inyectivo, sigue que indeg(f(v)) ≥ n = indeg(v). Por lo tanto,
concluimos que indeg(v) ≤ indeg(f(v)), para cada v ∈ V (G).

Análogamente, sea v ∈ V (G). Si outdeg(v) = 0, es claro que outdeg(v) =
0 ≤ outdeg(f(v)). Supongamos que outdeg(v) = n ≥ 1, i.e., existen
v1, . . . , vn ∈ V (G) tales que vvi ∈ E(G), para cada i = 1, . . . , n. Como
f es un homomorfismo de grafos dirigidos, tenemos que f(v)f(vi) ∈
E(H). Además, como f es inyectivo, sigue que outdeg(f(v)) ≥ n =
outdeg(v). Por lo tanto, concluimos que outdeg(v) ≤ outdeg(f(v)), pa-
ra cada v ∈ V (G).

La Proposición 2.2.25 implica el siguiente resultado.

Corolario 2.2.26.

(1) Sean G y H grafos. Si existe v ∈ V (G) tal que deg(v) > deg(u),
para todo u ∈ V (H) entonces no existe un homomomorfismo inyectivo
G→ H.

(2) Sean G y H grafos dirigidos. Si existe v ∈ V (G) tal que indeg(v) >
indeg(u) o outdeg(v) > outdeg(u), para todo u ∈ V (H), entonces no
existe un homomomorfismo inyectivo G→ H.

Demostración.

(1) La demostración es por contradicción. Supongamos que existe un ho-
momorfismo inyectivo f : G → H. Por hipótesis, existe v ∈ V (G) tal
que deg(v) > deg(u), para todo u ∈ V (H). En particular, deg(v) >
deg(f(v)). Por otro lado, del Ítem (1) de la Proposición 2.2.25, tene-
mos que deg(v) ≤ deg(f(v)). Así, deg(v) ≤ deg(f(v)) < deg(v), lo cual
es una contradicción.

(2) La demostración es por contradicción. Supongamos que existe un homo-
morfismo inyectivo f : G → H. Por hipótesis, existe v ∈ V (G) tal que
indeg(v) > indeg(u) o outdeg(v) > outdeg(u), para todo u ∈ V (H).
En particular, indeg(v) > indeg(f(v)) o outdeg(v) > outdeg(f(v)).
Por otro lado, del Ítem (2) de la Proposición 2.2.25, tenemos que
indeg(v) ≤ indeg(f(v)) y outdeg(v) ≤ outdeg(f(v)). Así, indeg(v) ≤
indeg(f(v)) < indeg(v) o outdeg(v) ≤ outdeg(f(v)) < outdeg(v), lo
cual es una contradicción.
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Observación 2.2.27. [7, pg. 5] Sean G,H grafos (dirigidos o no).

(i) Denotaremos por Inj(G,H) al conjunto de todos los homomorfismos
inyectivos de G en H y inj(G,H) denotará el número de elementos de
Inj(G,H).

(ii) Denotaremos por Sur(G,H) al conjunto de todos los homomorfismos
sobreyectivos de G en H y sur(G,H) denotará el número de elementos
de Sur(G,H).

(iii) Denotaremos por Bij(G,H) al conjunto de todos los homomorfismos
biyectivos de G en H y bij(G,H) denotará el número de elementos de
Bij(G,H).

Definición 2.2.28. [7, pg. 5] Sea G un grafo. Un paseo de Euler en G
es un paseo v0, v1, . . . , vk de G tal que {vi−1vi : i = 1, 2, . . . , k} contiene
exactamente una vez cada eje de G. Un circuito de Euler es un paseo de
Euler cerrado.

Definición 2.2.29. [7, pg. 6] Sea G un grafo dirigido.

(i) Un paseo orientado en G es una secuencia de vértices v0, v1, . . . , vk de G
tal que vi−1 y vi son adyacentes (en al menos una dirección) en G, para
cada i = 1, 2, . . . , k. Un arco vi−1vi ∈ E(G) es llamado un arco hacia

adelante del paseo y un arco vivi−1 es llamado un arco hacia atrás del
paseo.

(ii) La longitud total de un paseo orientado es la diferencia entre el número
de arcos hacia adelante y el número de arcos hacia atrás en el paseo.

(iii) Un paseo dirigido en G es un paseo orientado en el cual todos sus arcos
son arcos hacia adelante.

(iv) G es conexo si cualesquier dos vértices están unidos por un paseo orien-
tado. G es fuertemente conexo si cualesquier dos vértices están unidos
por un paseo dirigido en cada uno de las dos direcciones.

Ejemplo 2.2.30. [7, pg. 6]

El grafo dirigido con vértices 0, 1, . . . , k y arcos 01, 12, . . . , (k − 1)k es
llamado el camino dirigido

−→
P k.

El grafo dirigido con vértices 0, 1, . . . , k − 1 y arcos 01, 12, . . . , (k −

2)(k − 1), (k − 1)0 es llamado el ciclo dirigido
−→
C k.
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Lema 2.2.31. [7, pg. 6] Sean G y H grafos dirigidos y f : G → H un
homomorfismo. Si v0, v1, . . . , vk es un paseo orientado en G entonces

f(v0), f(v1), . . . , f(vk)

es un paseo orientado en H de la misma longitud total

Demostración. Note que f preserva arcos y su orientación.

Definición 2.2.32. [7, pg. 6] Sean G un grafo y n un entero positivo. Una
n-coloración de G es una asignación de n colores para los vértices de G en
los cuales vértices adyacentes tienen diferentes colores. El número cromático

de G, denotado por χ(G), es el menor entero positivo n tal que G admite
una n-coloración.

Denotemos por Kn el grafo completo con vértices 1, 2, . . . , n, y supon-
gamos que estos enteros positivos son usados como los colores en las n-
coloraciones. Entonces, tenemos el siguiente lema.

Lema 2.2.33. [7, Proposition 1.7, pg. 7] Los homomorfismos de la forma
f : G→ Kn son exactamente las n-coloraciones de G.

Ejemplo 2.2.34. Para cada n ≥ 1, tenemos que χ(Kn) = n.

Proposición 2.2.35. [7, Corollary 1.8, pg. 7] Si existe un homomorfismo
G→ H entonces χ(G) ≤ χ(H).

Demostración. Sea f : G→ H un homomorfismo. Supongamos que χ(H) =
k y considere h : H → Kk una k-coloración (ver Lema 2.2.33). Entonces,
h ◦ f : G→ Kk es una k-coloración de G, luego χ(G) ≤ k = χ(H).

Recuerde que la notaciónG ̸→ H significa que no existe un homomorfismo
de G en H (ver Ítem (2) de la Obervación 2.2.14). La Proposición 2.2.35
implica el siguiente corolario.

Corolario 2.2.36. Sean G y H grafos. Si χ(G) > χ(H) entonces G ̸→ H.

Definición 2.2.37. Sea G un grafo. Un subconjunto de vértices de G es
llamado independiente si no contiene pares de vértices adyacentes.

Para cerrar esta sección presentamos el siguiente resultado, ver [7, Pro-
position 1.10, pg. 8].

Proposición 2.2.38. Sean G, H grafos (dirigidos o no). Entonces existe
un homomorfismo G → H si, y solamente si, los vértices de G pueden ser
particionados en conjuntos Sx, x ∈ V (H), tales que cumplen las siguiente
condición: Si xy /∈ E(H) entonces uv /∈ E(G) siempre que u ∈ Sx y v ∈ Sy.
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Demostración. Sea f : G → H un homomorfismo y considere la partición
θf = {Sx = f−1(x) : x ∈ V (H)}. Note que, si xy /∈ E(H) entonces uv /∈
E(G) para cualesquier u ∈ f−1(x) y v ∈ f−1(y).

Ahora, supongamos que existe tal partición θ = {Sx : x ∈ V (H)}.
Definamos f : V (G) → V (H) tal que f|Sx

= x, donde x es la aplicación
constante en x, o sea, f(u) = x para todo u ∈ Sx. Sea uv ∈ E(G) y considere
u ∈ Sx y v ∈ Sy. Luego, por la condición, f(u)f(v) = xy ∈ E(H). Así, f es
un homomorfismo de G en H.

Observación 2.2.39. Note que, la condición dada en la Proposición 2.2.38
implica lo siguiente: Si xx no es un lazo de H, entonces Sx es independiente
en G.

Proposición 2.2.40. [7, pg. 8] Sea f : G→ H un homomorfismo y considere
la partición θf = {f−1(x) : x ∈ V (H)}. Tenemos:

(a) f es inyectivo si, y solamente si, la partición θf es trivial, o sea, f−1(x) =
{x} para cada x ∈ V (H).

(b) f es sobreyectivo si, y solamente si, f−1(x) ̸= ∅ para cada x ∈ V (H),
además, xy ∈ E(H) si, y solamente si, uv ∈ E(G) para algún u ∈
f−1(x), v ∈ f−1(y).

2.2.2. Conceptos de Topología Algebraica

En esta sección vamos a revisar algunos conceptos de la Topología Alge-
braica.

Para nuestros fines, usando [6, Example 0.1, pg. 6], recordemos la noción
de complejo celular de dimensión 1.

Definición 2.2.41. Un complejo celular o complejo CW de dimensión 1 es
un espacio topológico X construido de la siguiente manera:

(i) Empezar con un conjunto discreto X0 = {e0α}α∈Λ, cuyos elementos son
llamados 0-células.

(ii) X es formado a partir de X0 pegando 0-células e0α vía aplicaciones
φα : S0 → X0 (llamadas aplicaciones de pegado). Esto significa, que
X es el espacio cociente de la unión disjunta X0

⊔

α∈ΛD
1
α de X0 con

una colección de D1
α = [−1, 1] bajo las identificaciones x ∼ φα(x) para

x ∈ ∂D1
α = S0 = {−1, 1}.

Observación 2.2.42.
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(i) Para cada aplicación de pegado φα : S0 → X0 considere Φα : D1
α → X

definida por la composición D1
α →֒ X0

⊔

α∈ΛD
1
α

q
→ X, donde q :

X0
⊔

α∈ΛD
1
α → X es la aplicación cociente. Denotemos por e1α =

Φα (D
1
α) y e1α = Φα (int(D1

α)), donde int(D1
α) = (−1, 1) es el interior

topológico de D1
α = [−1, 1]. Note que, Φα extiende φα y Φα : int(D1

α) →
e1α es un homeomorfismo. Así, como conjuntoX = X0

⊔

α∈Λ e
1
α. Cada e1α

es llamado de 1-célula abierta. Φα es llamada aplicación característica

de la 1-célula e1α.

(ii) Note que, cada e1α es abierto en X, ya que q−1(e1α) = int(D1
α) es abierto

en D1
α y así en la unión disjunta X0

⊔

α∈ΛD
1
α. Además, cada e1α es

cerrado en X y es llamada 1-célula cerrada.

Ejemplo 2.2.43. Sea G un grafo. Considere X = XG el complejo celular
de dimensión 1 con 0-células los vértices V (G) y las 1-células determinadas
por los ejes E(G). Exactamente, X0 = V (G) y para cada eje uv ∈ E(G),
considere la aplicación de pegado φuv : S

0 → X0 por φuv(−1) = u y φuv(1) =
v. Así,

XG =
V (G)

⊔

uv∈E(G)D
1
uv

x ∼ φuv(x)
.

Así, cada grafo induce un complejo celular de dimensión 1, pero el regreso
no es verdad (ya que pueden haber varias 1-células para un mismo par de
0-células).

Definición 2.2.44. [1, Definition 5.1.11, pg. 153], [6, pg. 7] Un subcomplejo

de un complejo celular X es un subconjunto A ⊂ X tal que para cada célula
abierta eni de X tenemos que A ∩ enα ̸= ∅ implica que enα ⊂ A.

Equivalentemente, un subcomplejo es un subespacio cerrado A ⊂ X que
es la unión de células de X. Note que, la aplicación característica de cada
célula en A tiene imagen contenida en A (ya que A es cerrado). En particular,
la imagen de la aplicación de pegado de cada célula en A está contenido en A,
y así A es un complejo celular por sí mismo. De hecho, A =

⋃

{enα : enα∩A ̸=
∅} (ver [1, Proposition 5.1.14, pg. 153]).

Ejemplo 2.2.45. Sea G un grafo y H un subgrafo de G. Note que XH es
un subcomplejo de XG. De hecho, sea e0u ∩ XH ̸= ∅, donde e0u = {u} con
u ∈ V (G). Luego, u ∈ XH y así e0u = {u} ⊂ XH . Ahora, sea e1uv ∩XH ̸= ∅,
donde uv ∈ E(G). Luego, e1uv ⊂ XH .

Lema 2.2.46. [1, Proposition 5.1.71, Proposition 5.1.6, pg. 151] Sea X un
complejo celular, entonces X es un espacio normal (así es Hausdorff) y lo-
calmente conexo por caminos. En particular, X es conexo si, y solamente si,
X es conexo por caminos.
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Note que un grafo G es conexo si, y solamente si, XG es conexo. Además,
un grafo G es un árbol si, y solamente si, XG es contráctil. En este caso, se
tiene que |V (G)| = |E(G)|+ 1, para cualquier árbol G.

De [6, pg. 84], podemos dar la siguiente definición.

Definición 2.2.47. Sea G un grafo.

(i) Un árbol en G significa un subgrafo de G que es un árbol.

(ii) Diremos que un árbol en G es máximo cuando contiene todos los vér-
tices de G.

Lema 2.2.48.

(i) [6, Proposition 1A.1, pg. 84] Cada grafo conexo contiene un árbol má-
ximo. De hecho, cualquier árbol en el grafo está contenido en un árbol
máximo.

(ii) [6, Proposition 1A.2, pg. 84] Para un grafo conexo G con árbol máximo
T , su grupo fundamental π1(XG) es un grupo libre con base las clases
[fα] que corresponden a las 1-células eα de XG −XT .

(ii) [6, Lemma 1A.3, pg. 85] Cada espacio de recubrimiento de un complejo
celular de dimensión 1 es también un complejo celular de dimensión 1,
con 0-células y 1-células los levantamientos de las 0-células y 1-células
del complejo base.

Definición 2.2.49. [6, pg. 87] Sea π un grupo. Un espacio topológico conexo
por caminos X es un K(π, 1)-espacio cuando π1(X) ∼= π y πq(X) = 0 para
todo q ≥ 2.

Ejemplo 2.2.50. [6, pg. 88] Todo complejo celular de dimensión 1 conexo
X es un K(π, 1)-espacio, con π = π1(X).

Lema 2.2.51.

(i) [6, Proposition 1B.9, pg. 90] Sea X un complejo celular conexo y Y
un K(π, 1), entonces cada homomorfismo π1(X, x0) → π1(Y, y0) es in-
ducido por una aplicación (X, x0) → (Y, y0) que es única a menos de
homotopía fijando x0.

(ii) [6, Proposition 1B.8, pg. 90] El tipo de homotopía de un complejo
celular K(π, 1) es únicamente determinado por π.

Definición 2.2.52. [6, pg. 348] Una aplicación continua f : X → Y entre
complejos CW de dimensión 1 es llamada celular si f(X0) ⊂ Y 0.
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Ejemplo 2.2.53. SeanG yH grafos. Recuerde queXG =
V (G)

⊔

uv∈E(G)D
1
uv

x ∼ φuv(x)

y XH =
V (H)

⊔

ab∈E(H)D
1
ab

y ∼ φab(y)
. Un homomorfismo de grafos f : G→ H induce

una aplicación celular Xf : XG → XH dada por

Xf [x] =

{

[x], si x ∈ D1
uv = [−1, 1];

[f(x)], si x ∈ V (G).



CAPÍTULO 3

METODOLOGÍA

3.1. Diseño Metodológico

Tipo de investigación
El presente trabajo de investigación es de tipo básica, pura o fundamental.

Diseño de investigación
No experimental.

Daremos inicio presentando definiciones y algunos resultados elemen-
tales.

En segundo lugar introduciremos el concepto de complejidad para estu-
diar la topología del problema de migración (Definición 4.2.1). Obser-
vación 4.2.2 muestra que la noción de complejidad mide matemática-
mente el problema de migración. En la Proposición 4.2.3 se presentan
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de migraciones.
El Ejemplo 4.2.4 muestra que la complejidad puede ser estrictamen-
te menor que la complejidad inyectiva. Ejemplos 4.2.5, 4.2.6 muestran
que la complejidad puede ser igual que la complejidad inyectiva. La
existencia de homomomorfismos implican desigualdades entre las com-
plejidades (Teorema 4.2.7). En particular, tenemos que la complejidad
es un invariante por isomorfismos (Corolario 4.2.8). Adicionalmente,
la Proposición 4.2.9 muestra que la complejidad da una obstrucción
para la existencia de un homomomorfismo. Corolario 4.2.10 presenta
una conexión directa entre la complejidad y el número cromático. La
sub-aditividad de la complejidad es presentada en el Teorema 4.2.11.
En particular, la complejidad tiene un comportamiento lineal (Corola-
rio 4.2.12). En el Ejemplo 4.2.13 se calcula la complejidad para migrar
un ciclo en K2. En el Ejemplo 4.2.14 se calcula la complejidad para mi-
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grar ki, i = 3, 4, en K2. Proposición 4.2.15 muestra que la primera des-
igualdad del Ítem (i) del Teorema 4.2.11 puede ser una igualdad. En el
Ejemplo 4.2.16 se calcula la complejidad para migrar ki, i = 4, 5, 6, 7, 8,
en K2. En general, Teorema 4.2.17 muestra la complejidad para migrar
cualquier Kj en K2. En particular, cualquier número entero positivo
puede ser la complejidad del problema de migración (Corolario 4.2.18).
Proposición 4.2.19 muestra una conexión fuerte entre la complejidad y
el número cromático. Proposición 4.2.20 muestra que la complejidad es
un invariante numérico sobreyectivo definido en el producto de la cate-
goría de grafos. En la Proposición 4.2.21 se presentan cotas superiores
e inferiores para la complejidad. Por otro lado, en el Teorema 4.2.22
se calcula la complejidad inyectiva para el problema de migración de
un grafo G en K2. Adicionalmente, Proposición 4.2.25 muestra que la
complejidad de migrar desde un producto G× G o hacia un producto
H × H no se altera en migrar desde G o hacia H. En particular, se
muestra que la complejidad de migrar G×G en H ×H coincide con la
complejidad de migrar G en H (Corolario 4.2.26)..

En la Sección 4.2.2 presentamos la noción de número seccional de un
homomorfismo (Definición 4.2.27) junto con resultados básicos sobre
este nuevo invariante numérico. Observación 4.2.28 muestra que toda
colección transversal es una casi-migración inyectiva. En particular, la
complejidad es una cota inferior para el número seccional (Proposi-
ción 4.2.29). En los Ejemplos 4.2.30, 4.2.31 y 4.2.32 calculamos las
complejidades y el número seccional. Observación 4.2.33 muestra que,
en casos particulares, el número seccional y las complejidades pueden
ser equivalentes. Teorema 4.2.34 muestra una caracterización de cuan-
do el número seccional es igual a 1, además presenta una condición
necesaria para que el número seccional sea finito. Adicionalmente, el
Ejemplo 4.2.35 muestra que el número seccional puede ser estricta-
mente mayor que las complejidades. Ejemplos 4.2.36, 4.2.37 muestran
que el número seccional puede coincidir con las complejidades. Ejem-
plo 4.2.38 muestra que el número seccional puede coincidir con la com-
plejidad inyectiva pero no con la complejidad. Notamos que el número
seccional de un homomorfismo es mayor o igual que el número sec-
cional de cualquier casi-pullback (Proposición 4.2.39). En particular,
el Ejemplo 4.2.40 muestra que el número seccional de la restricción
es menor o igual que el número seccional del homomomorfismo. En el
Teorema 4.2.41 se presenta la sub-aditividad del número seccional. En
particular, Corolario 4.2.42 muestra que bajo ciertas condiciones el nú-
mero seccional está cercano del número seccional de una restricción.
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Una estimativa para el número seccional de un producto está dada en
el Teorema 4.2.43. En particular, Proposición 4.2.44 muestra que el
número seccional de un homomomorfismo producto con la identidad
no se altera. Finalmente, Teorema 4.2.45 muestra una conexión natu-
ral entre el número cromático y el número seccional. En particular, el
Ejemplo 4.2.46 muestra que la mayoría de homomomorfismos su núme-
ro seccional es al menos 2. Finalmente, el Teorema 4.2.47 muestra que
el número seccional de un homomorfismo es una cota superior para la
categoría seccional de la aplicación celular inducida.

3.2. Método de investigación

El método de investigación es básico teórico.

3.3. Población y muestra

No se aplica para este tipo de proyecto

3.4. Lugar de estudio y periodo desarrollado

Período Setiembre - Diciembre 2022: Facultad de Ciencias Matemáticas de
la UNMSM, Lima, Perú. Período Enero - Mayo 2023: Heidelberg, Alemania.

3.5. Técnicas e instrumentos para la recolec-
ción de información

No se aplica para este tipo de proyecto

3.6. Análisis y procesamiento de datos

Debido que la investigación es teórica, no se aplica el análisis y procesa-
miento de datos.

3.7. Aspectos Éticos en Investigación.

El presente trabajo cumple las normas establecidas (artículo 427-438 del
Código Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en
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nuestro país, no incurriendo en el delito contra la fe pública.

3.8. Si la orientación es hacia un proyecto de
inversión, considera: Estudio técnico, Es-
tudio económico-financiero, Estudio de la
organización administrativa.

No se aplica para este tipo de proyecto.

3.9. Si el proyecto se orienta al impacto am-
biental, considera: Área de estudio, Eva-
luación del impacto ambiental, Medidas eco-
lógicas, Plan de supervisión ambiental.

No se aplica para este tipo de proyecto.



CAPÍTULO 4

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

4.1. Análisis, interpretación y discusión de re-
sultados

No se aplica.

4.2. Presentación de resultados

4.2.1. Complejidad C(G;H)

En esta sección presentamos la noción de complejidad para estudiar la
topología del problema de migración (Definición 4.2.1). Observación 4.2.2
muestra que la noción de complejidad mide matemáticamente el problema
de migración. En la Proposición 4.2.3 se presentan condiciones necesarias
y suficientes para la existencia de migraciones. El Ejemplo 4.2.4 muestra
que la complejidad puede ser estrictamente menor que la complejidad in-
yectiva. Ejemplos 4.2.5, 4.2.6 muestran que la complejidad puede ser igual
que la complejidad inyectiva. La existencia de homomomorfismos implican
desigualdades entre las complejidades (Teorema 4.2.7). En particular, tene-
mos que la complejidad es un invariante por isomorfismos (Corolario 4.2.8).
Adicionalmente, la Proposición 4.2.9 muestra que la complejidad da una obs-
trucción para la existencia de un homomomorfismo. El corolario 4.2.10 pre-
senta una conexión directa entre la complejidad y el número cromático. La
sub-aditividad de la complejidad es presentada en el Teorema 4.2.11. En par-
ticular, la complejidad tiene un comportamiento lineal (Corolario 4.2.12). En
el Ejemplo 4.2.13 se calcula la complejidad para migrar un ciclo en K2. En el
Ejemplo 4.2.14 se calcula la complejidad para migrar ki, i = 3, 4, en K2. La
Proposición 4.2.15 muestra que la primera desigualdad del Ítem (i) del Teore-
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ma 4.2.11 puede ser una igualdad. En el Ejemplo 4.2.16 se calcula la comple-
jidad para migrar ki, i = 4, 5, 6, 7, 8, en K2. En general, Teorema 4.2.17 mues-
tra la complejidad para migrar cualquier Kj en K2. En particular, cualquier
número entero positivo puede ser la complejidad del problema de migración
(Corolario 4.2.18). La Proposición 4.2.19 muestra una conexión fuerte entre
la complejidad y el número cromático. La Proposición 4.2.20 muestra que la
complejidad es un invariante numérico sobreyectivo definido en el producto
de la categoría de grafos. En la Proposición 4.2.21 se presentan cotas supe-
riores e inferiores para la complejidad. Por otro lado, en el Teorema 4.2.22 se
calcula la complejidad inyectiva para el problema de migración de un grafo
G en K2. Adicionalmente, la Proposición 4.2.25 muestra que la complejidad
de migrar desde un producto G×G o hacia un producto H ×H no se altera
en migrar desde G o hacia H. En particular, se muestra que la complejidad
de migrar G × G en H ×H coincide con la complejidad de migrar G en H
(Corolario 4.2.26).

Dados grafos G y H (dirigidos o no). Un homomorfismo f : G → H
es llamado una migración de G en H. En general, no siempre es posible
encontrar una migración (ver Corolario 2.2.36, Proposición 2.2.38). Un gran
desafío en el problema de migración de datos es encontrar migraciones. Así,
presentamos la siguiente definición.

Definición 4.2.1. Sean G, H grafos (dirigidos o no).

(1) La complejidad de G a H, denotado por, C(G;H), es el menor entero
positivo k tal que existen G1, . . . , Gk subgrafos de G tales que G =
G1 ∪ · · · ∪Gk y para cada Gi existe un homomorfismo fi : Gi → H. En
caso que no exista tal k diremos que C(G;H) = ∞.

(2) La complejidad inyectiva de G a H, denotado por, IC(G;H), es el
menor entero positivo k tal que existen G1, . . . , Gk subgrafos de G tales
que G = G1∪· · ·∪Gk y para cada Gi existe un homomorfismo inyectivo
fi : Gi → H. En caso que no exista tal k diremos que IC(G;H) = ∞.

Una colección M = {fi : Gi → H}ℓi=1, donde G1, . . . , Gℓ son subgrafos de
G tales que G = G1 ∪ · · · ∪ Gℓ y cada fi : Gi → H es un homomorfismo, es
llamada una casi-migración de G en H. Una casi-migración M = {fi : Gi →
H}ℓi=1 es llamada óptima si ℓ = C(G;H). Observe que una casi-migración
unitaria {f : G→ H} es óptima y es una migración de G en H. Note también
que toda casi-migración M = {fi : Gi → H}ℓi=1 induce una aplicación
f : V (G) → V (H), dada por f(v) = fi(v), donde i es el menor índice tal
que v ∈ V (Gi). Análogamente, una colección M = {fi : Gi → H}ℓi=1, donde
G1, . . . , Gℓ son subgrafos de G tales que G = G1∪· · ·∪Gk y cada fi : Gi → H
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es un homomorfismo inyectivo, es llamada una casi-migración inyectiva de
G en H. Una casi-migración inyectiva M = {fi : Gi → H}ℓi=1 es llamada
óptima si ℓ = IC(G;H).

Por definición tenemos la siguiente afirmación.

Observación 4.2.2.

(i) C(G;H) ≤ IC(G;H), para cualesquier grafos G y H, ya que toda
casi-migración inyectiva es una casi-migración.

(ii) C(G;H) = 1 si, y solamente si, existe un homomorfismo G → H.
Además, IC(G;H) = 1 si, y solamente si, existe un homomorfismo
inyectivo G → H si, y solamente si, H tiene una copia de G como
subgrafo.

La Proposición 2.2.38 junto con Ítem (ii) de la Observación 4.2.2 implican
la siguiente afirmación.

Proposición 4.2.3. Sean G, H grafos. Tenemos:

(1) C(G;H) = 1 si y solamente si los vértices deG pueden ser particionados
en conjuntos Sx, x ∈ V (H), tales que cumplen la siguiente condición:
Si xy /∈ E(H) entonces uv /∈ E(G) siempre que u ∈ Sx y v ∈ Sy.

(2) IC(G;H) = 1 si y solamente si los vértices de G pueden ser particiona-
dos en conjuntos unitários Sx, x ∈ V (H), tales que cumplen la siguiente
condición: Si xy /∈ E(H) entonces uv /∈ E(G) siempre que u ∈ Sx y
v ∈ Sy.

El siguiente ejemplo muestra que la complejidad puede ser estrictamente
menor que la complejidad inyectiva.

Ejemplo 4.2.4. Considere los grafos dirigidos G y H, dados por V (G) =
{a, b, c}, E(G) = {(a, b), (c, b)}, V (H) = {a′, b′, c′} y E(H) = {(c′, a′), (c′, b′)}.

a

b

c

a′

c′

b′

G H
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Note que, la aplicación f : V (G) → V (H), dada por f(a) = c′ = f(c),
f(b) = b′, es un homomorfismo de G en H. Luego, C(G;H) = 1.

Por otro lado, observe que indeg(b) = 2. Veamos que, IC(G;H) = 2.
Supongamos que existe f : G → H un homomorfismo inyectivo. Luego, por
la Proposición 2.2.25, indeg(f(b)) ≥ 2. Lo cual es una contradicción, ya que
en H, tenemos:

indeg(a′) = 1,

indeg(b′) = 1,

indeg(c′) = 0.

Así, tenemos que IC(G;H) ≥ 2. Por otro lado, consideremos G1, G2 subgra-
fos de G, dados por:

V (G1) = {a, b},

E(G1) = {(a, b)},

V (G2) = {b, c},

E(G2) = {(c, b)},

junto con los homomorfismos inyectivos f1 : G1 → H y f2 : G2 → H,
definidos por:

f1(a) = c′,

f1(b) = a′,

f2(b) = b′,

f2(c) = c′.

Note que G = G1 ∪G2. Luego, IC(G,H) ≤ 2. Por lo tanto, IC(G,H) = 2.

El siguiente ejemplo muestra que la complejidad puede ser igual que la
complejidad inyectiva.

Ejemplo 4.2.5. Considere los grafos dirigidos G y H, dados por V (G) =
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{a, b, c}, E(G) = {(a, b), (b, c)}, V (H) = {a′, b′, c′} y E(H) = {(c′, a′), (c′, b′)}.

a

b

c

a′

c′

b′

G H

Observe que indeg(b) = 1 y outdeg(b) = 1. Veamos que, C(G;H) = 2. Su-
pongamos que existe f : G→ H un homomorfismo. Note que f es inyectivo.
Luego, por la Proposición 2.2.25, indeg(f(b)) ≥ 1 y outdeg(f(b)) ≥ 1. Lo
cual es una contradicción, ya que en H, tenemos:

indeg(a′) = 1,

outdeg(a′) = 0.

indeg(b′) = 1,

outdeg(b′) = 0.

indeg(c′) = 0,

outdeg(c′) = 2.

Así, tenemos que C(G;H) ≥ 2. Por otro lado, consideremos G1, G2 subgrafos
de G, dados por:

V (G1) = {a, b},

E(G1) = {(a, b)},

V (G2) = {b, c},

E(G2) = {(b, c)},

junto con los homomorfismos f1 : G1 → H y f2 : G2 → H, definidos por:

f1(a) = c′,

f1(b) = a′,

f2(b) = c′,

f2(c) = b′.

Note que G = G1 ∪ G2. Luego, C(G;H) ≤ 2. Por lo tanto, C(G;H) = 2.
Además, podemos concluir que IC(G;H) = 2.
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Para el caso no dirigido, tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.6. Considere los grafos no dirigidos G y H, dados por

V (G) = {a, b, c},

E(G) = {{a, b}, {b, c}, {a, c}},

V (H) = {a′, b′, c′},

E(H) = {{c′, a′}, {c′, b′}}.

a b

c

a′

c′

b′

G

H

Veamos que C(G;H) = 2. Si G → H, entonces, por la Proposición 2.2.35,
χ(G) ≤ χ(H). Lo cual es una contradicción, ya que χ(G) = 3 y χ(H) = 2.
Así, C(G;H) ≥ 2.

Por otro lado, consideremos G1, G2 subgrafos de G, dados por:

V (G1) = {a, b, c},

E(G1) = {{a, c}, {b, c}},

V (G2) = {a, b},

E(G2) = {{a, b}},

junto con los homomorfismos f1 : G1 → H y f2 : G2 → H, definidos por:

f1(a) = a′,

f1(b) = b′,

f1(c) = c′,

f2(a) = a′,

f2(b) = c′.

Note que G = G1 ∪ G2. Luego, C(G;H) ≤ 2. Por lo tanto, C(G;H) = 2.
También, tenemos que IC(G;H) = 2.
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El siguiente resultado muestra que la existencia de homomomorfismos
implican desigualdades entre las complejidades.

Teorema 4.2.7. Si G′ → G y H ′ → H. Tenemos

(i) C(G′;H) ≤ C(G;H) ≤ C(G;H ′). En particular, C(G′;H) ≤ C(G′;H ′) ≤
C(G;H ′).

(ii) Además, si G′ → G y H ′ → H son inyectivos, tenemos IC(G′;H) ≤
IC(G;H) ≤ IC(G;H ′). En particular, IC(G′;H) ≤ IC(G′;H ′) ≤
IC(G;H ′).

Demostración.

(i) Veamos que C(G′;H) ≤ C(G;H). Sea f : G′ → G un homomorfismo.
Supongamos que C(G;H) = n, luego existen G1, . . . , Gn subgrafos de
G, con G = G1 ∪ · · · ∪ Gn, y existen f1 : G1 → H, . . . , fn : Gn → H,
homomorfismos. Para cada i = 1, . . . , n, considere G′

i = f−1(Gi) y
f ′
i = fi ◦ (f)| : G

′
i → H. Note que, cada G′

i es un subgrafo de G′ y
G′ = G′

1 ∪ · · · ∪G′
n. Además, cada f ′

i es un homomorfismo de G′
i en H.

Luego, C(G′;H) ≤ n = C(G;H).

Ahora, veamos que C(G;H) ≤ C(G;H ′). Sean g : H ′ → H un homo-
morfismo y supongamos que C(G;H ′) = n. Sea {fi : Gi → H ′}ni=1 una
casi-migración óptima de G en H ′. Luego, la colección {g ◦ fi : Gi →
H}ni=1 es una casi-migración de G en H. Así, C(G;H) ≤ n = C(G;H ′).

(ii) Veamos que IC(G′;H) ≤ IC(G;H). Sea f : G′ → G un homomorfis-
mo inyectivo. Supongamos que IC(G;H) = n, luego existen G1, . . . , Gn

subgrafos de G, con G = G1 ∪ · · · ∪Gn, y existen f1 : G1 → H, . . . , fn :
Gn → H, homomorfismos inyectivos. Para cada i = 1, . . . , n, considere
G′

i = f−1(Gi) y f ′
i = fi ◦ (f)| : G

′
i → H. Note que, cada G′

i es un sub-
grafo de G′ y G′ = G′

1∪· · ·∪G′
n. Además, cada f ′

i es un homomorfismo
inyectivo de G′

i en H. Luego, IC(G′;H) ≤ n = IC(G;H).

Ahora, veamos que IC(G;H) ≤ IC(G;H ′). Sean g : H ′ → H un ho-
momorfismo y supongamos que IC(G;H ′) = n. Sea {fi : Gi → H ′}ni=1

una casi-migración inyectiva óptima de G en H ′. Luego, la colección
{g ◦ fi : Gi → H}ni=1 es una casi-migración inyectiva de G en H. Así,
IC(G;H) ≤ n = IC(G;H ′).

Por el Ítem (i) del Teorema 4.2.7, observe que, si G′ → G y G → G′

entonces C(G′;H) = C(G;H), para cualquier grafo H. Análogamente, si
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H ′ → H y H → H ′ entonces C(G;H ′) = C(G;H), para cualquier grafo G.
En particular, tenemos que la complejidad es un invariante por isomorfismos.

Corolario 4.2.8. Si G′ es isomorfo a G y H ′ es isomorfo a H, entonces

C(G;H) = C(G′;H ′) y IC(G;H) = IC(G′;H ′).

Demostración. Veamos que C(G;H) = C(G′;H ′). Por el Ítem (i) del Teore-
ma 4.2.7 obtenemos:

C(G;H) = C(G′;H)

= C(G′;H ′).

Ahora, veamos que IC(G;H) = IC(G′;H ′). Por el Ítem (ii) del Teore-
ma 4.2.7 obtenemos:

IC(G;H) = IC(G′;H)

= IC(G′;H ′).

Además, Teorema 4.2.7 implica que la complejidad da una obstrucción
para la existencia de un homomomorfismo.

Proposición 4.2.9.

(1) Sean G y G′ grafos (dirigidos o no). Tenemos:

(i) Si C(G′;H) > C(G;H), para algún grafo H, entonces G′ ̸→ G.
En particular, si C(G′;K2) > C(G;K2) entonces G′ ̸→ G.

(ii) Si IC(G′;H) > IC(G;H), para algún grafo H, entonces no existe
homomorfismo inyectivo deG′ enG. En particular, si IC(G′;K2) >
IC(G;K2) entonces no existe homomorfismo inyectivo de G′ en G.

(2) Sean H y H ′ grafos (dirigidos o no). Tenemos:

(i) Si C(G;H) > C(G;H ′), para algún grafo G, entonces H ′ ̸→ H.

(ii) Si IC(G;H) > IC(G;H ′), para algún grafo G, entonces no existe
homomorfismo inyectivo de H ′ en H.

Demostración. Basta usar la contra-recíproca de cada una de las implicacio-
nes del Teorema 4.2.7.
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Corolario 4.2.10. Si C(G;K2) > C(Kn;K2) entonces χ(G) ≥ n+ 1. Equi-
valentemente, si χ(G) ≤ n entonces C(G;K2) ≤ C(Kn;K2).

Demostración. Por el Ítem (1)-(i) de la Proposición 4.2.9, sigue que G ̸→ Kn.
Luego, χ(G) ≥ n+ 1.

La siguiente afirmación muestra la sub-aditividad de la complejidad.

Teorema 4.2.11. Sean G,H grafos (dirigidos o no) y A,B subgrafos de G
tales que G = A ∪B. Tenemos

(i) máx{C(A;H), C(B;H)} ≤ C(G;H) ≤ C(A;H) + C(B;H).

(ii) máx{IC(A;H), IC(B;H)} ≤ IC(G;H) ≤ IC(A;H) + IC(B;H).

Demostración.

(i) La desigualdad máx{C(A;H), C(B;H)} ≤ C(G;H) sigue del Ítem (i)
del Teorema 4.2.7 aplicado a las inclusiones A →֒ G y B →֒ G. Para
ver la otra desigualdad, supongamos que C(A;H) = m y C(B;H) = k.
Sean {fi : Fi → H}mi=1 y {gj : Gj → H}kj=1 casi-migraciones óptimas
de A en H y de B en H, respectivamente. Luego, la colección {f1 :
F1 → H, . . . , fm : Fm → H, g1 : G1 → H, . . . , gk : Gk → H} es una
casi-migración de G en H. Así, C(G;H) ≤ m+k = C(A;H)+C(B;H).

(ii) La desigualdad máx{IC(A;H), IC(B;H)} ≤ IC(G;H) sigue del Ítem
(ii) del Teorema 4.2.7 aplicado a las inclusiones A →֒ G y B →֒ G. Para
ver la otra desigualdad, supongamos que IC(A;H) = m y IC(B;H) =
k. Sean {fi : Fi → H}mi=1 y {gj : Gj → H}kj=1 casi-migraciones inyecti-
vas óptimas de A en H y de B en H, respectivamente. Luego, la colec-
ción {f1 : F1 → H, . . . , fm : Fm → H, g1 : G1 → H, . . . , gk : Gk → H}
es una casi-migración inyectiva de G en H. Así, IC(G;H) ≤ m + k =
IC(A;H) + IC(B;H).

Teorema 4.2.11 implica la siguiente afirmación.

Corolario 4.2.12. Sean G,H grafos y A, T subgrafos de G tales que G =
A ∪ T .

(i) Si C(T ;H) = 1 entonces

C(A;H) ≤ C(G;H) ≤ C(A;H) + 1.
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(ii) Si IC(T ;H) = 1 entonces

IC(A;H) ≤ IC(G;H) ≤ IC(A;H) + 1.

Demostración.

(i) Como C(T ;H) = 1 tenemos C(A;H) = máx{C(A;H), C(T ;H)} y
C(A;H) + C(T ;H) = C(A;H) + 1. Ahora, aplicando el Ítem (i) del
Teorema 4.2.11, tenemos

C(A;H) ≤ C(G;H)

≤ C(A;H) + 1.

(ii) Como IC(T ;H) = 1 tenemos IC(A;H) = máx{IC(A;H), IC(T ;H)}
y IC(A;H) + IC(T ;H) = IC(A;H) + 1. Ahora, aplicando el Ítem (ii)
del Teorema 4.2.11, tenemos

IC(A;H) ≤ IC(G;H)

≤ IC(A;H) + 1.

Ejemplo 4.2.13. Consideremos el ciclo Cm, m ≥ 1, de la forma

V (Cm) = {1, 2, . . . ,m},

E(Cm) = {12, 23, . . . , (m− 1)m,m1}.

Note que Cm = Pm ∪K2 y C(Pm;K2) = 1, C(K2;K2) = 1. Aquí, V (K2) =
{1,m} y E(K2) = {m1}. Así, C(Cm;K2) ≤ 2 (ver Ítem (i) del Teore-
ma 4.2.11). Veamos que

C(Cm;K2) =

{

1, si m es par;

2, si m es impar.

De hecho, para el caso m = 2k, consideremos la aplicación f : V (C2k) → K2,
dada por

f(i) =

{

1, para i impar y 1 ≤ i ≤ 2k − 1;

2, para i par y 2 ≤ i ≤ 2k.
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Note que f es un homomorfismo de C2k en K2 y así C(C2k;K2) = 1.
Por otro lado, desde que χ(Cm) = 3, para cualquier m impar, entonces

C(Cm;K2) ≥ 2 (ver Corolario 2.2.36) y así C(Cm;K2) = 2, para todo m
impar.

Ahora, recuerde que χ(Kn) = n, luego tenemos la siguiente desigualdad
C(Kn;K2) ≥ 2, para todo n ≥ 3 (ver Corolario 2.2.36). El siguiente ejemplo,
muestra que se da la igualdad para n ∈ {3, 4}.

Ejemplo 4.2.14. Tenemos C(Kn;K2) = 2, para n = 3, 4. De hecho, note
que, K3 = K2 ∪ T3, donde T3 es el árbol dado por V (T3) = {1, 2, 3} y
E(T3) = {{3, 1}, {3, 2}}. Note que, C(T3;K2) = 1. Luego, por el Ítem (i) del
Teorema 4.2.11, tenemos:

C(K3;K2) ≤ C(K2;K2) + C(T3;K2) = 1 + 1 = 2.

Así, C(K3;K2) = 2.
Por otro lado, note que K4 = C4 ∪B, donde B está dado por:

V (B) = {1, 2, 3, 4},

E(B) = {{1, 3}, {2, 4}}.

Observe que C(C4;K2) = 1 y C(B;K2) = 1. Luego, por el Ítem (i) del
Teorema 4.2.11, tenemos:

C(K4;K2) ≤ C(C4;K2) + C(B;K2) = 1 + 1 = 2.

Así, C(K4;K2) = 2.

Para m,n ≥ 1, denotemos por Km,n el grafo completo bipartido dado por

V (Km,n) = {1, 2, . . . ,m,m+ 1, . . . ,m+ n},

E(Km,n) =
m
⋃

i=1

{i(m+ j)}nj=1.

Note que, C(Km,n;K2) = 1, ya que tenemos el homomorfismo f : Km,n → K2,
dado por

f(i) =

{

1, si 1 ≤ i ≤ m;

2, si m+ 1 ≤ i ≤ m+ n.

El siguiente resultado muestra que la primera desigualdad del Ítem (i) del
Teorema 4.2.11 puede ser una igualdad.
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Proposición 4.2.15. Sean G un grafo y A,B subgrafos de G tales que
V (A) ∩ V (B) = ∅. Entonces C(A ⊔ B;H) = máx{C(A;H), C(B,H)} para
cualquier grafo H.

Demostración. La desigualdad máx{C(A;H), C(B,H)} ≤ C(A ⊔ B;H) si-
gue del Ítem (i) del Teorema 4.2.11. Veamos la otra desigualdad, para ello
supongamos que m = máx{C(A;H), C(B,H)}. Sean {fi : Ai → H}mi=1 y
{gi : Bi → H}mi=1 casi-migraciones de A en H y de B en H, respectivamente.
Note que, la colección {fi ⊔ gi : Ai ⊔ Bi → H}mi=1 es una casi-migración de
A ⊔ B en H. Así, C(A ⊔B;H) ≤ m = máx{C(A;H), C(B,H)}.

Observe que la hipótesis V (A) ∩ V (B) = ∅ de la Proposición 4.2.15 no
puede ser eliminada. Para ello, basta considerar los grafos A y B dados por
V (A) = {1, 2, 3}, E(A) = {12, 13}, V (B) = {2, 3} y E(B) = {23}. Note
que, C(A;K2) = 1 = C(B;K2) y A ∪ B = K3, C(A ∪ B;K2) = 2 (ver
Ejemplo 4.2.14).

El siguiente ejemplo muestra que C(Kn;K2) = 3, para n = 5, 6, 7, 8.

Ejemplo 4.2.16. Tenemos C(Kn;K2) = 3, para n = 5, 6, 7, 8. De hecho, note
que, K5 = (K2 ⊔K3) ∪K3,2. Note que, C(K3,2;K2) = 1 y C(K2 ⊔K3;K2) =
C(K3;K2) = 2. Luego, por el Ítem (i) del Teorema 4.2.11, tenemos:

C(K5;K2) ≤ C(K2 ⊔K3;K2) + C(K3,2;K2) = 2 + 1 = 3.

Así, C(K5;K2) ≤ 3. Supongamos que {f1 : G1 → K2, f2 : G2 → K2} es una
casi-migración de K5 enK2. ComoK5 = G1∪G2, entonces una copia de K3 es
un subgrafo de G1 o G2. Lo cual es una contradicción, ya que C(K3;K2) = 2.
Por lo tanto, C(K5;K2) ≥ 3 y así C(K5;K2) = 3.

Análogamente, K6 = (K3 ⊔ K3) ∪ K3,3, K7 = (K3 ⊔ K4) ∪ K4,3 y K8 =
(K4 ⊔K4) ∪K4,4.

Los Ejemplos 4.2.14 y 4.2.16 motivan a enunciar y probar el siguiente
resultado.

Teorema 4.2.17. Para cada m ≥ 1, tenemos C(Kj;K2) = m, para todo
2m−1 + 1 ≤ j ≤ 2m.

Demostración. Aplicaremos inducción en m ≥ 1. Para m = 1, se cumple de
forma inmediata. Supongamos que vale para k, con 1 ≤ k ≤ m. Veamos que
vale para m + 1, o sea, para 2m + 1 ≤ j ≤ 2m+1 veamos que la igualdad
C(Kj;K2) = m+ 1 se cumple. De hecho, note que

Kj =

{

(Kℓ ⊔Kℓ) ∪Kℓ,ℓ, si j = 2ℓ;

(Kℓ−1 ⊔Kℓ) ∪Kℓ,ℓ−1, si j = 2ℓ− 1.
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Usando Ítem (i) del Teorema 4.2.11 junto con la Proposición 4.2.15, obtene-
mos C(Kj;K2) ≤ C(Kℓ;K2) + 1. Note que 2m + 1 ≤ j ≤ 2m+1 implica que
2m−1 + 1 ≤ ℓ ≤ 2m. Luego, por la hipótesis de inducción, C(Kℓ;K2) = m y
así C(Kj;K2) ≤ m+ 1, para todo 2m + 1 ≤ j ≤ 2m+1.

Por otro lado, sea 2m +1 ≤ j ≤ 2m+1. Supongamos que existe {fi : Gi →
K2}

m
i=1 una casi-migración de Kj en H. Como Kj = G1 ∪ · · ·Gm, entonces

existen i1, . . . , im−1 ∈ {1, . . . ,m} distintos tales que Kℓ ⊂ Gi1 ∪ · · ·Gim−1
. Lo

cual es una contradicción, ya que C(Kℓ;K2) = m. Por lo tanto, C(Kj;K2) ≥
m+ 1 y así C(Kj;K2) = m+ 1, para todo 2m + 1 ≤ j ≤ 2m+1.

El siguiente resultado muestra que la complejidad puede ser cualquier
número natural.

Corolario 4.2.18. Para cadam ≥ 1, existen grafosG yH tales que C(G;H) =
m.

Demostración. Basta aplicar el Teorema 4.2.17 a los grafos G = K2m y H =
K2.

La siguiente afirmación muestra una conexión entre la complejidad y el
número cromático.

Proposición 4.2.19. Sea G un grafo. Si C(G;K2) > m entonces χ(G) ≥
2m + 1. Equivalentemente, si χ(G) ≤ 2m entonces C(G;K2) ≤ m.

Demostración. Sigue del Corolario 4.2.10 junto con el Teorema 4.2.17.

Consideremos G la categoría de grafos y como morfismos los homomor-
fismos. Denotemos por G × G el producto cartesiano de G con ella misma.
Definamos el siguiente invariante numérico C(−;−) : G ×G → N, (G,H) 7→
C(G;H). El Corolario 4.2.18 muestra la siguiente afirmación.

Proposición 4.2.20. El invariante numérico C(−;−) : G×G → N, (G,H) 7→
C(G;H), es sobreyectivo.

Teorema 4.2.17 junto con el Ítem (i) del Teorema 4.2.7 implican la si-
guiente afirmación.

Proposición 4.2.21.

(i) Sea H un grafo tal que E(H) ̸= ∅. Si 2m−1 + 1 ≤ j ≤ 2m, entonces
C(Kj;H) ≤ m.

(ii) SeaG un grafo que contiene un cliqueKj, para algún 2m−1+1 ≤ j ≤ 2m.
Entonces C(G;K2) ≥ m.
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Note que, si G es un grafo con lazos y H un grafo sin lazos, entonces
C(G;H) = ∞. En particular, C(G;Kn) = ∞ para todo grafo con lazos G y
cualquier n ≥ 1.

Para el caso de complejidad inyectiva tenemos:

Teorema 4.2.22. Sea G un grafo sin vértices aislados con E(G) ̸= ∅. Te-
nemos

IC(G;K2) =

{

∞, si G tiene lazos;

|E(G)|, si G no tiene lazos.

En particular, IC(Kn;K2) =
n(n− 1)

2
, para todo n ≥ 2.

Demostración. El caso G con lazos es inmediato. Veamos el caso G sin lazos.
Observe que IC(G;K2) ≤ |E(G)|, ya que para cada eje e = uv ∈ E(G),
consideramos el subgrafo Le = L, dado por V (L) = {u, v} y E(L) = {uv}.
Definamos el homomomorfismo inyectivo fe = f : L → K2 por f(u) = 1
y f(v) = 2. Así, la colección {fe : Le → K2}e∈E(G) es una casi-migración
inyectiva de G en K2.

Por otro lado, observe que, si {fℓ : Gℓ → K2}
m
ℓ es una casi-migración

inyectiva de G en K2, sin pérdida de generalidad, ya que G no tiene vértices
aislados, podemos asumir que cada Gℓ es un eje de G. Luego, m ≥ |E(G)| y
así IC(G;K2) ≥ |E(G)|. Por lo tanto, IC(G;K2) = |E(G)|.

Observación 4.2.23. Para un grafo G con E(G) = ∅, denote por m =
|V (G)|

2
, note que IC(G;K2) = ⌈m⌉, donde ⌈m⌉ es el menor entero mayor o

igual que m.

Para cerrar esta sección, presentaremos la desigualdad del producto. Re-
cordemos que, dados los grafos G1 y G2 (dirigidos o no), el grafo produc-

to G1 × G2 está dado por V (G1 × G2) = V (G1) × V (G2) y dos vértices
u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ V (G1 × G2) son adyacentes si u1v1 ∈ V (G1) y
u2v2 ∈ V (G2). Además, dados dos homomorfismos f1 : G1 → H1 y f2 : G2 →
H2, la aplicación producto f1× f2 : V (G1)×V (G2) → V (H1)×V (H2), (f1×
f2)(u1, u2) = (f1(u1), f2(u2)), es un homomorfismo de G1 × G2 en H1 ×H2.
Note que, si A es subgrafo de G1 y B es subgrafo de G2 entonces A×B es sub-
grafo de G1×G2. Además, cada proyección pj : G1×G2 → Gj, pj(u1, u2) = uj,
es un homomorfismo, j = 1, 2. Adicionalmente, el homomorfismo diagonal
DG : G → G × G,DG(u) = (u, u), ∀u ∈ V (G), es inyectivo. En particular,
C(G;G×G) = 1 y IC(G;G×G) = 1.

El Teorema 4.2.24 presenta la desigualdad del producto para las comple-
jidades.
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Teorema 4.2.24. Sean G1, G2, H1 y H2 grafos (dirigidos o no). Tenemos

(i) máx{C(G1 × G2;H1), C(G1 × G2;H2)} ≤ C(G1 × G2;H1 × H2) ≤
mı́n{C(G1;H1) · C(G2;H2), C(G1;H1 ×H2), C(G2;H1 ×H2)}.

(ii) IC(G1 ×G2;H1 ×H2) ≤ IC(G1;H1) · IC(G2;H2).

Demostración.

(i) Sean m = C(G1;H1), n = C(G2;H2) y consideremos M1 = {fi,1 :
Gi,1 → H1}

m
i=1, M2 = {fj,2 : Gj,2 → H2}

n
j=1 casi-migraciones óptimas

de G1 en H1 y de G2 en H2, respectivamente. Tenemos que M1×M2 =
{fi,1×fj,2 : Gi,1×Gj,2 → H1×H2}

m,n
i,j es una casi-migración de G1×G2

enH1×H2. Luego, C(G1×G2;H1×H2) ≤ m·n = C(G1;H1)·C(G2;H2).

Las otras desigualdades siguen del Ítem (i) del Teorema 4.2.7 aplicado
a cada proyección G1 ×G2 → Gj y H1 ×H2 → Hj.

(ii) Sean m = C(G1;H1), n = C(G2;H2) y consideremos M1 = {fi,1 :
Gi,1 → H1}

m
i=1, M2 = {fj,2 : Gj,2 → H2}

n
j=1 casi-migraciones inyectivas

óptimas de G1 en H1 y de G2 en H2, respectivamente. Tenemos que
M1×M2 = {fi,1×fj,2 : Gi,1×Gj,2 → H1×H2}

m,n
i,j es una casi-migración

inyectiva de G1×G2 en H1×H2. Luego, IC(G1×G2;H1×H2) ≤ m·n =
IC(G1;H1) · IC(G2;H2).

Adicionalmente, tenemos la siguiente afirmación.

Proposición 4.2.25. Sean G y H grafos (dirigidos o no). Tenemos

(i) C(G;H ×H) = C(G;H). Además, C(G×G;H) = C(G;H).

(ii) IC(G;H ×H) ≤ IC(G;H). Además, IC(G;H) ≤ IC(G×G;H).

Demostración.

(i) Sigue de aplicar el Ítem (i) del Teorema 4.2.7 a una de las proyecciones
junto con el homomorfismo diagonal.

(ii) Sigue de aplicar el Ítem (ii) del Teorema 4.2.7 al homomorfismo diago-
nal.

En particular, la Proposición 4.2.25 implica el siguiente resultado.
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Corolario 4.2.26. Sean G y H grafos (dirigidos o no). Tenemos

C(G×G;H ×H) = C(G;H).

Demostración. Por el Ítem (i) de la Proposición 4.2.25, tenemos:

C(G×G;H ×H) = C(G×G;H) = C(G;H).

4.2.2. Número seccional de un homomorfismo

En esta sección presentamos la noción de número seccional de un homo-
morfismo (Definición 4.2.27) junto con resultados básicos sobre este nuevo in-
variante numérico. Observación 4.2.28 muestra que toda colección transversal
es una casi-migración inyectiva. En particular, la complejidad es una cota in-
ferior para el número seccional (Proposición 4.2.29). En los Ejemplos 4.2.30,
4.2.31 y 4.2.32 calculamos las complejidades y el número seccional. Obser-
vación 4.2.33 muestra que, en casos particulares, el número seccional y las
complejidades pueden ser equivalentes. Teorema 4.2.34 muestra una carac-
terización de cuando el número seccional es igual a 1, además presenta una
condición necesaria para que el número seccional sea finito. Adicionalmente,
el Ejemplo 4.2.35 muestra que el número seccional puede ser estrictamente
mayor que las complejidades. Los ejemplos 4.2.36, 4.2.37 muestran que el
número seccional puede coincidir con las complejidades. El ejemplo 4.2.38
muestra que el número seccional puede coincidir con la complejidad inyec-
tiva pero no con la complejidad. Notamos que el número seccional de un
homomorfismo es mayor o igual que el número seccional de cualquier casi-
pullback (Proposición 4.2.39). En particular, el Ejemplo 4.2.40 muestra que
el número seccional de la restricción es menor o igual que el número seccional
del homomomorfismo. En el Teorema 4.2.41 se presenta la sub-aditividad del
número seccional. En particular, Corolario 4.2.42 muestra que bajo ciertas
condiciones el número seccional está cercano del número seccional de una res-
tricción. Una estimativa para el número seccional de un producto está dada
en el Teorema 4.2.43. En particular, Proposición 4.2.44 muestra que el núme-
ro seccional de un homomomorfismo producto con la identidad no se altera.
Finalmente, Teorema 4.2.45 muestra una conexión natural entre el número
cromático y el número seccional. En particular, el Ejemplo 4.2.46 muestra
que la mayoría de homomomorfismos su número seccional es al menos 2.
Finalmente, el Teorema 4.2.47 muestra que el número seccional de un ho-
momorfismo es una cota superior para la categoría seccional de la aplicación
celular inducida.



41

Desde el punto de vista de la Teoría de Categoría Seccional [13], la cual
es propia de la Topología Algebraica, las aplicaciones más simples son las
aplicaciones que tienen secciones transversales. Una forma de medir el nú-
mero mínimo de secciones transversales de una aplicación f : X → Y es
mediante la menor cardinalidad de las cubiertas abiertas finitas de Y tal que
cada miembro de la cubierta admite una sección transversal local de f . Este
invariante numérico se conoce como el número seccional de f , véase [11],[18].

Sea ϕ : G→ H un homomorfismo. Una sección transversal o sección de ϕ
es un homomorfismo s : H → G, tal que ϕ◦s = 1H . Además, dado un subgrafo
K ⊂ H, una sección local de ϕ sobre K es una sección del homomorfismo
restricción ϕ| : ϕ

−1(K) → K, es decir, un homomorfismo s : K → G, tal que
ϕ ◦ s es el homomorfismo inclusión K →֒ H. Note que s es inyectivo.

Note que, si ϕ : G → H admite una sección, entonces IC(H;G) =
C(H;G) = 1. En particular, si C(H;G) ≥ 2, entonces ningún homomor-
fismo G → H admite una sección. Así, es natural introducir la siguiente
definición.

Definición 4.2.27. Sea ϕ : G→ H un homomorfismo. El número seccional

de ϕ, denotado por sec(ϕ), es el menor entero m tal que existen m subgrafos
H1, H2, . . . , Hm de H que cumplan las siguientes condiciones:

a) H = H1 ∪H2 ∪ · · · ∪Hm.

b) Cada Hi admite una sección local para ϕ.

Establecemos sec(ϕ) = ∞ si no existe tal entero m.

Una colección S = {si : Hi → G}ℓi=1, donde cada Hi es un subgrafo de H,
H = H1∪H2∪· · ·∪Hℓ y cada si : Hi → G es una sección local de ϕ, es llamada
una colección transversal para ϕ. Diremos que una colección transversal S =
{si : Hi → G}ℓi=1 para ϕ es óptima si ℓ = sec(ϕ). Toda colección transversal
S = {si : Hi → G}ℓi=1 induce una aplicación s : V (H) → V (G), dada por
s(v) = si(v), donde i es el menor índice tal que v ∈ V (Hi). Note que, tal
aplicación s : V (H) → V (G) cumple ϕ ◦ s = 1V (H). En particular, s es una
aplicación inyectiva y ϕ es vértice-sobreyectiva.

Observación 4.2.28. Sea S = {si : Hi → G}ℓi=1 una colección transversal
para ϕ. Note que, cada si : Hi → G es inyectivo, luego S = {si : Hi → G}ℓi=1

es una casi-migración inyectiva de H en G. Así, toda colección transversal es
una casi-migración inyectiva.

En particular, tenemos la siguiente proposición.
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Proposición 4.2.29. Tenemos que C(H;G) ≤ IC(H;G) ≤ sec(ϕ), para
cualquier homomorfismo ϕ : G→ H.

Demostración. Sigue del Ítem (i) de la Observación 4.2.2 junto con la Ob-
servación 4.2.28.

El siguiente ejemplo muestra que las desigualdades en la Proposición 4.2.29
pueden ser estrictas.

Ejemplo 4.2.30. Considere los grafos G y H dados por G = K2 y V (H) =
{1, 2, 3} y E(H) = {12}. Sea ϕ : G→ H dado por ϕ(1) = 1 y ϕ(2) = 2.

ϕ1 1

2

G

2

3

H

Note que, C(H,G) = 1, ya que h : H → G, dada por h(1) = 1 y h(2) = 2 =
h(3), es una migración. Además, IC(H;G) = 2 y sec(ϕ) = ∞.

Ejemplo 4.2.31. Dados los grafos de la siguiente figura:

ϕ

φ

u2 v2

u1

u3

u4

G

v1

v3

H

Considere los homomorfismos ϕ y φ dados por ϕ(u1) = v1 = ϕ(u4), ϕ(u2) =
v2, ϕ(u3) = v3 y φ(u1) = φ(u3) = φ(u4) = v1, φ(u2) = v2, respectivamente.
La aplicación s definida por s(vj) = uj para j = 1, 2, 3 es una sección trans-
versal de ϕ y por lo tanto sec(ϕ) = 1. Sin embargo, note que sec(φ) = ∞
porque no hay un subgrafo K de H que admita una sección transversal local
a φ con v3 ∈ V (K). Además, observe que C(H;G) = IC(H;G) = 1.
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Ejemplo 4.2.32. Dados los grafos de la siguiente figura:

ϕ
u2 v2

u1

u3

u4

G

v1

v3

H

Considere el homomorfismo ϕ dado por ϕ(u1) = v1 = ϕ(u4), ϕ(u2) = v2
y ϕ(u3) = v3. La aplicación s definida por s(vj) = uj para j = 1, 2, 3 es
una sección transversal de ϕ y por lo tanto sec(ϕ) = 1. Además, C(H;G) =
IC(H;G) = 1.

Decimos que un homomorfismo ϕ : G → H es localmente seccionable si
E(H) = ∅ o para cada arista uv ∈ E(H) existe un subgrafo K de H con
uv ∈ E(K) y K admite una sección local de ϕ. Tenga en cuenta que, por
definición, si sec(ϕ) <∞ entonces ϕ es localmente seccionable.

Observación 4.2.33. Sea G un grafo.

a) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

• E(G) = ∅.

• sec(ϕ) = ∞, para cualquier homomorfismo ϕ : G→ K2.

• C(K2;G) = ∞.

• IC(K2;G) = ∞.

b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

• E(G) ̸= ∅.

• sec(ϕ) = 1, para cualquier homomorfismo ϕ : G→ K2.

• C(K2;G) = 1.

• IC(K2;G) = 1.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.34. Sea ϕ : G→ H un homomorfismo.

i) Tenemos que sec(ϕ) = 1 si, y solo si, existe un subgrafo H ′ de G tal
que la restricción ϕ| : H

′ → H es un isomorfismo de grafos.
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ii) Si sec(ϕ) < ∞, entonces ϕ(G) = H. En particular, ϕ es vértice-
sobreyectiva, es decir, la función ϕ : V (G) → V (H) es sobreyectiva.

Demostración.

i) Supongamos que sec(ϕ) = 1 entonces existe un homomorfismo s : H →
G con ϕ ◦ s = 1H . En particular, s es inyectivo y s(H) es un subgrafo
de G. Además, s : H → S(H) es un isomorfismo de grafos cuya inversa
es la restricción ϕ| : S(H) → H. Así, H ′ = s(H) es un subgrafo de G
tal que la restricción ϕ| : H

′ → H es un isomorfismo de grafos.

Ahora, supongamos que existe un subgrafoH ′ deG tal que la restricción
ϕ| : H

′ → H es un isomorfismo de grafos. Sea σ : H → H ′ el inverso
de ϕ| : H

′ → H. Entonces s : H → G dado por s = inclH′ ◦ σ es una
sección transversal de ϕ.

ii) Supongamos que sec(ϕ) < ∞. Probaremos por contradicción. Supon-
gamos que ϕ(G) es un subgrafo propio de H. El caso, ϕ no es sobre-
yectiva implica fácilmente que sec(ϕ) = ∞ que es una contradicción.
Supondremos que ϕ es sobreyectiva. Entonces, hay dos vértices v1, v2 ∈
V (H) = ϕ(V (G)) que son adyacentes en H sin embargo no hay vértices
u1, u2 ∈ V (G) que son adyacentes en G y ϕ(u1) = v1, ϕ(u2) = v2. Con-
sidere el subgrafo K de H donde V (K) = {v1, v2} y E(K) = {v1v2} y
tenga en cuenta que no hay una sección transversal local s : K → G de
ϕ. Entonces, ϕ no es localmente seccionable y, por lo tanto, sec(ϕ) = ∞,
lo cual es una contradicción.

El siguiente ejemplo muestra también que la complejidad inyectiva es
estrictamente menor que el número seccional, con número seccional finito.

Ejemplo 4.2.35. Considere los grafos dados en la siguiente figura,

ϕ1

2 5

3

4 6

G

1

2

3

4

H

junto con el homomorfismo ϕ : G→ H, definido por ϕ(1) = ϕ(3) = 1, ϕ(2) =
2, ϕ(4) = 4, ϕ(5) = ϕ(6) = 3. Note que,

C(H;G) = IC(H;G) = 1 y sec(ϕ) = 2,
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ya que en G no existe un subgrafo H ′ tal que la restricción ϕ| : H
′ → H sea

un isomorfismo y existen secciones locales s1 : H1 → G, s2 : H2 → G de ϕ,
donde V (H1) = {1, 2, 3, 4}, E(H1) = {14, 12, 23}, V (H2) = {3, 4}, E(H2) =
{34}, s1(1) = 1, s1(2) = 2, s1(3) = 5, s1(4) = 4 y s2(3) = 6, s2(4) = 4.

Ejemplo 4.2.36. Considere los grafos de la siguiente figura:

ϕ
u1 v1

u2

u3 u4

G

v2

v3

K3

considere el homomorfismo ϕ dado por ϕ(u1) = v1 = ϕ(u4), ϕ(u2) = v2 y
ϕ(u3) = v3. Note que G no admite una copia de K3, por lo tanto, sec(ϕ) ≥ 2,
ver Teorema 4.2.34) ítem i). Sean H1, H2 subgrafos de K3 dados por V (H1) =
{v1, v2, v3}, E(H1) = {v1v2, v2v3} y V (H2) = {v1, v3}, E(H2) = {v1v3}. Note
que K3 = H1 ∪ H2. Además, las aplicaciones s1 : H1 → G, s1(vj) = uj con
j = 1, 2, 3 y s2 : H2 → G, s2(v1) = u4, s2(v3) = u3 son secciones transversales
locales para ϕ. Por lo tanto, sec(ϕ) = 2. Note que, C(K3;G) = IC(K3;G) =
2.

Ejemplo 4.2.37. Considere los grafos de la siguiente figura:

ϕ
u1 v1

u2

u3 u4

u5

u6 u7

G

v2

v3

K3

Considere el homomorfismo ϕ dado por ϕ(u1) = ϕ(u4) = ϕ(u7) = v1, ϕ(u2) =
ϕ(u5) = v2 y ϕ(u3) = ϕ(u6) = v3. Note que G no admite una copia de K3, por
lo tanto, sec(ϕ) ≥ 2, ver Teorema 4.2.34) ítem i). Sean H1, H2 subgrafos de
K3 dados por V (H1) = {v1, v2, v3}, E(H1) = {v1v2, v2v3} y V (H2) = {v1, v3},
E(H2) = {v1v3}. Observe que K3 = H1 ∪ H2. Además, las aplicaciones s1 :
H1 → G, s1(vj) = uj para j = 1, 2, 3 y s2 : H2 → G, s2(v1) = u4, s2(v3) = u3
son secciones transversales locales para ϕ. Por lo tanto, sec(ϕ) = 2. Note que,
C(K3;G) = IC(K3;G) = 2.
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Ejemplo 4.2.38. Dados los grafos de la siguiente figura:

ϕ

u1 v1

u2

u3 u5

u4

u6 u7

G

v2

v3

v4

K4

Considere el homomorfismo ϕ dado por ϕ(u1) = ϕ(u5) = ϕ(u6) = v1,
ϕ(u2) = ϕ(u7) = v2, ϕ(u3) = v3 y ϕ(u4) = v4. Supongamos que existen
H1, H2 subgrafos de K4 tales que K4 = H1 ∪ H2 junto con las secciones
transversales locales s1 : H1 → G y s2 : H2 → G. Sin pérdida de generali-
dad, podemos suponer que v4 ∈ H1. Entonces s1(v4) = u4 e deg(v4) = 3 =
deg(u4). Entonces, tenemos un ciclo C en H2, donde V (C) = {v1, v2, v3} and
E(C) = {v1v2, v2v3, v1v3}. Lo cual es una contradicción, ya que G no tiene
ciclos. Por lo tanto, sec(ϕ) ≥ 3. Por otro lado, sean F1, F2, F3 subgrafos de
K4 dados por V (F1) = {v1, v2, v3, v4}, E(F1) = {v1v4, v2v4, v3v4}, V (F2) =
{v1, v2, v3}, E(F2) = {v1v2, v2v3} y V (F3) = {v1, v3}, E(F3) = {v1v3}. Note
que K4 = F1 ∪ F2 ∪ F3. Además, las aplicaciones σ1 : F1 → G, σ1(v4) = u4,
σ1(v1) = u6, σ1(v3) = u3, σ1(v2) = u7, σ2 : F2 → G, σ2(vj) = uj para
j = 1, 2, 3 y σ3 : F3 → G, σ3(v1) = u5, σ3(v3) = u3 son secciones transver-
sales locales para ϕ. Por lo tanto, sec(ϕ) = 3. Note que, C(K4;G) = 2 y
IC(K4;G) = 3.

Note que, si el siguiente diagrama

E ′ f
//

p′   

E

p
��

B

conmuta, entonces sec(p′) ≥ sec(p), ya que si {si : Bi → E ′}ℓi=1 es una
colección de secciones locales para p′ entonces {f ◦ si : Bi → E}ℓi=1 es una
colección de secciones locales para p (esto es un análogo de [13, Proposition
6, pg. 70] en la categoría de grafos y homomorfismos).

Dados homomorfismos p : E → B y f : B′ → B, consideremos

B′ ×B E = (B′ × E)
[

V (B′)×V (B) V (E)
]
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el subgrafo inducido por V (B′) ×V (B) V (E) = {(u1, u2) ∈ V (B′) × V (E) :
f(u1) = p(u2)}. Note que, las proyecciones f ∗p : B′ ×B E → B′, (u1, u2) →
u1, π2 : B′ ×B E → E, (u1, u2) → u2, son homomorfismos de B′ ×B E
en B′ y B′ ×B E en E, respectivamente. La proyección f ∗p : B′ ×B E →
B′, (u1, u2) → u1, es conocida como el Pullback canónico determinado por p
respecto a f .

Para cualesquier homomorfismos p : E → B y f : B′ → B, note que
cualquier sección local s : U → E de p : E → B induce una sección local
del pullback canónico f ∗p : B′ ×B E → B′ (este es un análogo de [13,
Proposition 7, pg. 71] en la categoría de grafos y homomorfisos). De hecho,
f ∗(s) : f−1(U) → B′ ×B E, está definida por

f ∗(s)(b′) = (b′, (s ◦ f) (b′)) .

B′ ×B E //

f∗p
��

E

p

��
B′

f
// B

f−1(U)
+

�

88

f
//

f∗(s)

::

U
/

�

@@
s

>>

Así,

sec(f ∗p) ≤ sec(p). (4.1)

De [16, Definition 3.4, pg. 40] o [17] podemos recordar la siguiente defi-
nición. Un casi-pullback es un diagrama conmutativo

X ′ φ′
//

f ′

��

X

f
��

Y ′
φ

// Y

(4.2)

tal que, para cualquier diagrama conmutativo como en el lado izquierdo de
(4.3), existe un homomorfismo (no necesariamente único) h : Z → X ′ que
torna un diagrama conmutativo como en el lado derecho de (4.3).

Z

α **

β

��
X

f
��

Z

α **

β

��
h // X ′ φ′

//

f ′

��

X

Y ′
φ

// Y Y ′

(4.3)
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Tenemos la siguiente afirmación (la cual es análoga a [16, Lemma 3.5, pg.
41] en la categoría de grafos y homomorfismos).

Proposición 4.2.39. Si (4.2) es un casi-pullback, entonces

sec(f ′) ≤ sec(f).

Demostración. Como (4.2) es un casi-pullback, tenemos la siguiente igualdad
sec(f ′) = sec(φ∗f). Por otro lado, la desigualdad 4.1 dice que sec(φ∗f) ≤
sec(f). Así, sec(f ′) ≤ sec(f).

Ejemplo 4.2.40. Dado ϕ : G → H un homomorfismo y A subgrafo de H,
denotemos por incl : A →֒ H el homomorfismo inclusión y ϕ|A : ϕ−1(A) → A
el homomorfismo restricción. Note que V (A ×H G) = {(a, u) ∈ V (A) ×
V (G) : a = ϕ(u)}. Consideremos las siguientes aplicaciones f : V (A×HG) →
V (ϕ−1(A)), (a, u) 7→ u, g : V (ϕ−1(A)) → V (A×H G), u 7→ (ϕ(u), u) y note
que g ◦ f = 1V (A×HG) y f ◦ g = 1V (ϕ−1(A)). Además, f es un homomorfismo
de A ×H G en ϕ−1(A) y g es un homomorfismo de ϕ−1(A) en A ×H G. Así,
f es un isomorfismo cuya inversa es g, además los siguientes diagramas

A×H G
f

//

incl∗(ϕ)
##

ϕ−1(A)

ϕ|A
{{

ϕ−1(A)

ϕ|A
##

g
// A×H G

incl∗(ϕ)
{{

A A

son conmutativos. En particular, sec(ϕ|A) = sec(incl∗(ϕ)), luego por Propo-
sición 4.2.39, tenemos

sec(ϕ|A) ≤ sec(ϕ).

La siguiente afirmación muestra la sub-aditividad del número seccional.
Dado ϕ : G → H un homomorfismo y A subgrafo de H, recuerde que ϕ|A :
ϕ−1(A) → A denota el homomorfismo restricción.

Teorema 4.2.41. Sea ϕ : G→ H un homomorfismo y A,B subgrafos de H
tales que H = A ∪B. Tenemos

máx{sec(ϕ|A), sec(ϕ|B)} ≤ sec(ϕ) ≤ sec(ϕ|A) + sec(ϕ|B).

Demostración. La desigualdad máx{sec(ϕ|A), sec(ϕ|B)} ≤ sec(ϕ) sigue del
Ejemplo 4.2.40. Para ver la otra desigualdad, supongamos que sec(ϕ|A) = m
y sec(ϕ|B) = k. Sean {si : Ai → G}mi=1 y {σj : Bj → G}kj=1 colecciones
de secciones locales de ϕ|A y ϕ|B, respectivamente. Luego, la colección {s1 :
A1 → G, . . . , sm : Am → G, σ1 : B1 → G, . . . , σk : Bk → G} es una colección
de secciones locales de ϕ. Así, sec(ϕ) ≤ m+ k = sec(ϕ|A) + sec(ϕ|B).
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Teorema 4.2.41 implica la siguiente afirmación.

Corolario 4.2.42. Sean ϕ : G → H un homomorfismo y A, T subgrafos de
H tales que H = A ∪ T . Si sec(ϕ|T ) = 1 entonces

sec(ϕ|A) ≤ sec(ϕ) ≤ sec(ϕ|A) + 1.

Veamos la desigualdad del producto.

Teorema 4.2.43. Sean φj : Gj → Hj, j = 1, 2, homomomorfismos. Tenemos

sec(φ1 × φ2) ≤ sec(φ1) · sec(φ2).

Demostración. Sean m = sec(φ1), n = sec(φ2) y consideremos M1 = {si,1 :
Hi,1 → G1}

m
i=1, M2 = {sj,2 : Hj,2 → G2}

n
j=1 colecciones de secciones locales

óptimas de φ1 : G1 → H1 y φ2 : G2 → H2, respectivamente. Tenemos que
M1 × M2 = {si,1 × sj,2 : Hi,1 × Hj,2 → G1 × G2}

m,n
i,j es una colección de

secciones locales de φ1 × φ2 : G1 × G2 → H1 × H2. Luego, sec(φ1 × φ2) ≤
m · n = sec(φ1) · sec(φ2).

En particular, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.2.44. Sea φ : G→ H un homomorfismo. Entonces

sec(φ× 1H) = sec(φ).

Demostración. Note que, el siguiente diagrama

G
(1G,φ)

//

φ

��

G×H

φ×1H
��

H
D

// H ×H

es un casi-pullback, donde D : H → H × H,D(v) = (v, v), es el homo-
morfismo diagonal. Así, por la Proposición 4.2.39, obtenemos que sec(φ) ≤
sec(φ× 1H).

La otra desigualdad, sigue directamente del Teorema 4.2.43.

Para cerrar esta sección, el siguiente resultado muestra una conexión na-
tural entre el número cromático y el número seccional.

Teorema 4.2.45. Sea ϕ : G→ H un homomorfismo. Si sec(ϕ) = 1 entonces
χ(G) = χ(H). De manera equivalente, si χ(G) < χ(H) entonces sec(ϕ) ≥ 2.



50

Demostración. Observe que, χ(G) ≤ χ(H). Además, del ítem i) del Teore-
ma 4.2.34, tenemos que G admite una copia de H, entonces χ(G) ≥ χ(H) y
así χ(G) = χ(H).

Ejemplo 4.2.46. Sean G,H grafos. Del Teorema 4.2.45, si χ(G) < χ(H)
entonces sec(ϕ) ≥ 2 para cualquier homomorfismo ϕ : G→ H.

Finalmente, de [18] o [11] recordemos la noción de categoría seccional
de una aplicación. Sea f : X → Y una aplicación continua. La categoría

seccional de f , denotada por secat(f) es el menor entero positivo k tal que
existen U1, . . . , Uk abiertos de Y tales que Y = U1 ∪ · · · ∪ Uk y sobre cada
Uj existe una aplicación continua σj : Uj → X con f ◦ σj es homotópica a la
inclusión Uj →֒ Y .

El siguiente resultado muestra que el número seccional de un homomor-
fismo es una cota superior de la categoría seccional de su aplicación celular
inducida.

Teorema 4.2.47. Sea φ : G → H un homomorfismo de grafos y considere
la aplicación celular Xφ : XG → XH inducida por φ (ver Ejemplo 2.2.53).
Entonces

secat(Xφ) ≤ sec(φ).

Demostración. Sea S = {sj : Hj → G}kj=1 una colección transversal óptima
para φ. Por el Ejemplo 2.2.53, cada sección local sj : Hj → G induce una
aplicación celular Xsj : XHj

→ XG tal que Xφ ◦ Xsj = inclXHj
, donde

inclXHj
denota la aplicación inclusión XHj

→֒ XH . Por [6, Proposition A.5.,
pg. 523], para cada subcomplejo XHj

de XH existe una vecindad abierta
N = N(XHj

) tal que XHj
es un retracto por deformación de N , o sea, existe

una aplicación continua r : N(XHj
) → XHj

tal que r ◦ inclXHj
= 1XHj

y
inclXHj

◦ r ≃ 1N . Note que, Xsj ◦ r : N → XG cumple que f ◦ (Xsj ◦ r)
es homotópica a la inclusión N →֒ XH . Además, por el Ejemplo 2.2.45,
XH = XH1

∪ · · · ∪ XHk
, en particular XH = N(XH1

) ∪ · · · ∪ N(XHk
). Así,

obtenemos que secat(Xφ) ≤ k = sec(φ).

Por [10, Proposition 5.1, pg. 336], note que secat(ψ) ∈ {1, 2} para cual-
quier aplicación continua ψ : X → Y con Y un complejo CW de dimensión
1.



CONCLUSIONES

Con este trabajo concluimos lo siguiente:

(1) Hemos estudiado la existencia de homomorfismo entre dos grafos dados.
Además hemos construido tales homomorfismos.

(2) Hemos estudiado la existencia de homomorfismo entre dos grafos dados
a través de invariantes tales como: índice o grado de un vértice y número
cromático.

(3) Hemos presentado el concepto de complejidad entre dos grafos para
medir el problema de existencia de homomorfismos de grafos entre ellos.

(4) Hemos diseñado casi-migraciones óptimas.

(5) Hemos presentado el concepto de número seccional de un homomorfis-
mo de grafos para estudiar el problema inverso de una migración.
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RECOMENDACIONES

Presentamos las siguientes recomendaciones:

(1) Aplicar la teoría desarrollada en este trabajo en aplicaciones concretas
de migración de datos.

(2) Implementar en un computador los algoritmos (casi-migraciones) pre-
sentados.

(3) Encontrar nuevas estimativas para calcular las complejidades y el nú-
mero seccional.
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