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Resumen

Geometria y descripcion relativista de los grados de libertad electréonicos en el
grafeno

La estructura de bandas del grafeno fue descrita por primera vez por Philip Russell
Wallace en 1946 y recién en el aino 2004 Novoselov y Geim lograron aislarlo en labo-
ratorio.

La presencia de conos de Dirac en la estructura de bandas del grafeno hace posible la
utilizacion de conceptos existentes en materia condensada en el estudio del comporta-
miento de los electrones y sus propiedades mediante la aplicacion de la ecuacion Dirac
perteneciente a la fisica de particulas. Utilizando el método de enlaces fuertes, puede
demostrarse que las excitaciones de baja energia del grafeno corresponden a fermio-
nes de Dirac sin masa, lo que permite el estudio de algunas propiedades inusuales de
la electrodinamica cuantica (QED).

A partir de un enfoque geométrico de los defectos en sdlidos (dislocaciones y discli-
naciones), se obtiene una métrica que corresponde a la de una singularidad cénica.
Debido a que en el grafeno pueden existir tales defectos, se utiliza la ecuacion de Dirac
en espacio curvo para describir el comportamiento de los electrones en la geometria
creada por dicha métrica. En el presente trabajo se resolvié la ecuacion de Dirac sin
masa mencionada, considerando el comportamiento de la funcion de onda en las cer-
canias del defecto; se obtuvo la densidad local de estados y, por ultimo, se adopt6 una
condicion de frontera de tipo billar de la cual se extrajo el espectro de baja energia del
grafeno en presencia de dislocaciones de cuia, el cual presenta una dependencia en
el médulo de Poisson de dicho material.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Situacion Problematica

El grafeno constituye uno de los materiales mas prometedores tanto a nivel tedrico
como practico desde hace algunos afos. Existen numerosos estudios realizados sobre
este material y se han implementado multiples desarrollos experimentales.

La principal motivacién para el estudio del grafeno consiste en que las excitaciones
de baja energia de los grados de libertad electrénicos presentan un comportamiento
relativista como fermiones de Dirac sin masa.

El enfoque de este trabajo de investigacion consiste en estudiar los posibles efectos
que pueden tener los defectos topoldgicos en las propiedades electrénicas del grafeno.

1.2. Formulacion del Problema

El presente trabajo consiste en estudiar las excitaciones de baja energia del grafeno
en presencia de defectos topoldgicos aplicando la ecuacion de Dirac en una geometria
no trivial producida por dichos defectos.
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1.3. Justificacion Teodrica

La presencia de conos de Dirac en la estructura de bandas del grafeno hace posible la
utilizacion de conceptos existentes en materia condensada en el estudio del compor-
tamiento de los electrones y sus propiedades mediante la aplicacién de la ecuacion
Dirac perteneciente a la fisica de particulas.

1.4. Justificacion Practica

La existencia de conos de Dirac en el grafeno, hace que la conduccién eléctrica pueda
ser descrita por el movimiento de portadores de carga que imitan a particulas relati-
vistas sin masa, volviéndolos mas dispersivos. Esta caracteristica del grafeno ademas
de sus propiedades mecanicas, elasticas, electronicas y opticas, abren un universo de
posibilidades tecnoldgicas.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo General

El objetivo general de este trabajo reside en el estudio de los grados de libertad elec-
tronicos del grafeno en presencia de defectos topoldgicos.

1.5.2. Objetivo Especifico

Obtener el espectro de bajas energias con la presencia de dislocaciones en cufia en
grafeno, obtenidas a partir de un enfoque geométrico que incluya propiedades elasti-
cas del medio.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Antecedentes de la investigacidn

La estructura de bandas del grafeno fue descrita por primera vez por Philip Russell Wa-
llace en 1946, quién mostré su inusual comportamiento semi-metalico(Wallace, 1947).
En aquel momento no se creia que un material con una estructura completamente bidi-
mensional fuera posible en la realidad y sus analisis sirvieron como un punto inicial en
el estudio del grafito, material de gran importancia para los reactores nucleares luego
de la segunda guerra mundial (Neto et al., 2009).

En el afio 2004 se logro aislar al grafeno (Novoselov et al., 2004) luego de mas de
400 afios de su descubrimiento ya que, en primer lugar, nadie esperaba que este ma-
terial pudiera existir en estado libre y, en segundo lugar, porque no existian arreglos
experimentales que permitieran observar laminas de un atomo de espesor.

Uno de los aspectos mas resaltantes del grafeno es que sus excitaciones de baja
energia corresponden a fermiones de Dirac sin masa. Esta dispersion particular imita
la fisica de la electrodinamica cuantica (QED) para fermiones sin masa pero a velo-
cidades mucho menores que la de la luz. Por esta razén muchas de las propiedades
inusuales de QED pueden observarse en el grafeno (Neto et al., 2006).

Existe un gran interés en tratar de estudiar cdmo los defectos topoldgicos afectan la
fisica de los electrones en el grafeno y su transporte, debido a que la presencia de los
mismos es inevitable en los materiales (Bueno et al., 2012; Cortijo and Vozmediano,
2007, 2009; de Juan et al., 2010, 2007; De Juan et al., 2011; Furtado et al., 2006; Gui-
nea et al., 2008; Vozmediano et al., 2008). Asimismo, al compartir el grafeno ciertas

3
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propiedades de las membranas delgadas permite la descripcion geométrica de sus
defectos topoldgicos (conicos), lo cual posibilita la descripcion de fermiones de Dirac
que se propagan en un espacio-tiempo localmente curvo, causa de su analogia con
los problemas de gravedad cuantica (Arcos and Pereira, 2004; Carneiro et al., 2020;
Furtado et al., 2006, 2008; Gonzalez et al., 1993; Katanaev, 2003, 2005, 2020; Ka-
tanaev and Mannanov, 2012a,b; Katanaev and Volovich, 1992, 1999; Mesaros et al.,
2010; Osipov and Kochetov, 2001; Roberts and Wiseman, 2022; Ruggiero and Tarta-
glia, 2003; Sotiriou et al., 2011; Tod, 1994).

2.2. Bases Teoricas

2.2.1. Defectos en sélidos y su enfoque geométrico
2.2.1.1. Deformaciones elasticas

Consideramos un cuerpo sélido tridimensional, elastico, continuo e infinito en el cual no
actuan fuerzas externas. En la ausencia de defectos asumimos que existe un sistema
de referencia Cartesiano z*, i = 1,2, 3, en donde las propiedades elasticas del medio
no-deformado poseen simetria traslacional y rotacional. Dicho estado se denomina
estado base y es caracterizado por la métrica plana Euclidiana 4,; = diag(+ + +).
En general, la métrica define el producto escalar de los vectores tangentes en cada
punto de la variedad base. En el espacio Euclidiano uno puede identificar espacios
vectoriales tangentes en cada punto consigo mismos y con la variedad base.

Las propiedades elasticas del medio pueden describirse con el campo vectorial de
desplazamiento «‘(z) el cual corresponde al corrimiento de un punto desde su posi-
cioén inicial en el estado base. Es decir, después de la deformacion, el punto ! tendra
coordenadas y’ = ' + u’(x) en el sistema de referencia Cartesiano inicial. Las ecua-
ciones estaticas basicas de la teoria de la elasticidad de pequefias deformaciones son

Qio + 1 =0, (2.2.1)

o' = 3%,k + 2pe™, (2.2.2)

donde o es el tensor de esfuerzos y ¢;; = 1/2(d;u; + 0;u,) es el tensor de deforma-
ciones. A\ y u son los modulos elasticos (Coeficientes de Lame). f7(x) describe las
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fuerzas inelasticas distribuidas dentro del cuerpo y, en adelante, se igualaran a cero.
La ecuacion 2.2.1 es la segunda ley de Newton, mientras que 2.2.2 es la ley de Hook
que relaciona esfuerzos y deformaciones.

El problema clasico en la teoria estatica de la elasticidad es encontrar la solucion a
las ecuaciones 2.2.1y 2.2.2 en el cuerpo s6lido dadas unas condiciones de contorno
y unas fuerzas internas. Numerosas soluciones a este problema se encuentran en
buen acuerdo con los experimentos, por lo que, uno podria decir que estas ecuaciones
tienen un firme trasfondo experimental y que el observable real fisico es el campo de
desplazamiento.

Veamos como las deformaciones elasticas del medio se pueden describir con la ayuda
de la geometria Riemanniana. Desde el punto de vista matematico, las deformaciones
del medio son descritas mediante difeomorfismos z* — y(z) en una variedad R3. Este
difeomorfismo transforma la métrica Euclidiana inicial en la métrica

Oz* 0z
la cual esta escrita en el sistema de referencia Cartesiano inicial. La ultima igualdad
sélo es valida para pequefias deformaciones.

La métrica 2.2.3 define en cada punto el producto escalar de los vectores tangentes.
Ahora los espacios tangentes como espacios métricos no pueden ser identificados
consigo mismos, por lo tanto, la nocién de un sistema de referencia Cartesiano puede
relacionarse solamente con un observador externo.

En geometria Riemanniana la métrica define la conexion de Levi-Civita (Simbolos de
Christoffel) de manera unica

o

° 1
Fijk(x) = Fijlglk = §(az‘9jk + 909 — akgij>7 (2.2.4)

y el correspondiente tensor de curvatura,

(o}

Ryl (x) = O ! + T, T ™ — (i 4 j). (2.2.5)

Aqui el circulo o se refiere a las cantidades en la geometria Riemanniana donde el
tensor de torsion es idénticamente cero. El tensor de curvatura de la métrica 2.2.3
del medio deformado es obviamente cero ya que es cero en el medio no-deformado y
transforma covariantemente bajo difeomorfismos.
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Podemos destacar que una métrica no trivial en el sistema de referencia Cartesiano
es una realidad fisica debido a las tensiones que se producen en el medio aunque
el tensor de curvatura sea idénticamente cero. Ademas, las ondas elasticas que se
propagan por las lineas geodésicas no se propagaran a en lineas rectas desde el
punto de vista del observador externo ya que las geodésicas en métricas no triviales
son curvas.

Supongamos que el medio esta provisto con una métrica de curvatura cero, ¢,qué su-
cede con el campo de desplazamientos? Hagamos que las componentes de la métrica
estén dadas en el sistema de referencia Cartesiano el cual esta definido salvo por tras-
laciones y rotaciones globales. En este caso el campo de desplazamiento esta definido
por 2.2.3. Es conocido que la ecuacion de cero curvatura corresponde a la condicion
de integrabilidad para la ecuacion diferencial 2.2.3 no necesariamente para peque-
fios «!. Para un campo de desplazamientos pequeiio la ecuacion de curvatura cero se
reduce a la bien conocida condicién de integrabilidad de Saint-Venant.

Como hemos visto, un medio elasticamente deformado no es mas que una variedad de
curvatura y torsién cero con un sistema de referencia Cartesiano privilegiado definido
por las simetrias del estado base. Esto solo aplica a solidos perfectamente homogé-
neos e isotropicos. Cualquier sélido real posee numerosos defectos que definen todas
las propiedades de grandes deformaciones. En las proximas secciones mostraremos
que un medio con defectos puede ser descrito adecuadamente como una variedad
con curvatura y torsioén no triviales.

2.2.1.2. Dislocaciones

Supongamos una curva cerrada o infinita sin auto-interacciones y cuyos extremos ter-
minan en un cuerpo ideal en su estado base. Se corta al cuerpo a lo largo de cualquier
superficie con dicha curva como contorno. Movemos el medio de manera arbitraria en
ambos lados de la superficie y se pegan los lados extrayendo o anadiendo material
si es necesario. De manera general, el medio no se encontrara en equilibrio a causa
de las deformaciones elasticas pero en su debido tiempo alcanzara un estado estatico
en donde la posicion de la superficie y su contorno sera diferente. De este modo, se
obtiene un defecto lineal denominado dislocacion.

Se muestran algunos ejemplos de dislocaciones en la Figura 1. El cuerpo es cortado a
la mitad por el plano 23 = 0, 22 > 0. Luego la parte superior del medio se desplaza por
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un vector b hacia la linea de dislocacion z? = 2® = 0 y ambos lados de la superficie
de corte se pegan. El vector b se denomina vector de Burgers. De esta manera uno
obtiene una dislocacién lineal llamada dislocacién de borde (Edge dislocation), ver
Figura 2.1a. Si el vector de Burgers fuera paralelo a la linea de dislocacion, Figura 2.1b,
se denominaria a tal defecto como dislocacion de tornillo. Por otro lado, si el vector
de Burgers fuera perpendicular a la superficie de corte habria que agregar o quitar
medio antes de pegar el contorno del cuerpo. Podemos ver que las caracteristicas
esenciales de la dislocacion son la linea de dislocacion y el vector de Burgers, pero
no la superficie de corte. El medio con o sin dislocacion cubre todo R®. La diferencia

3
5 x

xt X
(A) (B)
FIGURA 2.1: Solido con dislocaciones lineales: 2.1a Dislocacion de borde con vector de

Burgers perpendicular a la linea de dislocacion; 2.1b Dislocacion de tornillo con vector
de Burgers paralelo a la linea de dislocacion.

entre deformaciones elasticas y las dislocaciones es que en estas ultimas el campo
de desplazamiento no es una funcidn suave y no representa un difeomorfismo. Incluso
el dominio de ¢ difiere de R si se agrega o quitar medio al cuerpo en el proceso de
creacion del defecto. Para describir un medio con dislocaciones debemos introducir
un sistema de coordenadas curvilineo arbitrario =, 1 = 1,2, 3 (no existe un sistema de
referencia privilegiado), y asumimos que el campo de desplazamiento es nulo en los
puntos correspondientes al medio agregado. El vector de Burgers puede ser expresado
en funcion del campo de desplazamiento

j{ dz"d,u' (r) = 7{ dz0,y' (z) = V', (2.2.6)
c c
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donde C' es una curva cerrada que rodea la linea de dislocacion. Esta integral es
invariante bajo cambio de coordenadas z# — z* (), traslaciones globales y rotaciones
SO(3) de y'. De aqui en adelante, distinguiremos los indices del sistema de referencia
Cartesiano inicial fijo por las letras i, j, k, [, mientras que los indices del sistema de
coordenadas arbitrario seran identificados por las letras y, v, ..., ya que no existe un
sistema de referencia privilegiado en un medio con dislocaciones.

Mientras que el vector de Burgers y otras cantidades fisicas pueden ser calculadas en
un sistema de coordenadas arbitrario, las componentes del campo de desplazamien-
to estan referidas naturalmente al marco de referencia Cartesiano inicial. En el caso
contrario, la integral 2.2.6 no es invariante bajo cambios de coordenadas generales.
Entonces podemos pensar que la distincién entre el marco de referencia Cartesiano y
el sistema de coordenadas arbitrario tiene significado fisico.

Como se comento previamente el campo de desplazamiento no es una funcion suave
en todos lados en un medio con dislocaciones. Podemos asumir que las derivadas
parciales d,y" son suaves en todos lados debido a que solamente en esta situacion
los esfuerzos estaran definidos en cada punto de manera unica (ver ecuacién 2.2.1).
Entonces para describir dislocaciones en vez de 9,y" introducimos un campo tensorial
suave ¢,'(z). Ademas, en ausencia de dislocaciones, asumimos que el det ¢’ # 0 en
todos lados.

El criterio para la existencia de dislocaciones se da cuando se rompe la condicién de
integrabilidad para y* en la ecuacién 9,y = e/j. En el sistema de coordenadas fijo tiene
la forma

e, — 8neui £ 0. (2.2.7)

El vector de Burgers es igual a la integral
% datdye,’ = jf da A da¥(O,e, — Oye,’) = =V, (2.2.8)
¢ s

donde S es una superficie suave con contorno C'y dz" A dz” es el elemento de super-
ficie.

Hasta aqui hemos discutido sobre una unica dislocacion de configuracion geométrica
simple. En el caso real de que existan muchas dislocaciones y de cualquier configura-
cion, asumiremos que el tratamiento matematico adecuado es considerar distribucio-
nes continuas de dislocaciones descritas en una geometria de Riemann-Cartan.
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Identificamos entonces el campo e,j con el vielbein que define la métrica Riemanniana
en un medio con dislocaciones
G = €,€,7 0, (2.2.9)

De esta forma el medio se convierte en una variedad Riemanniana con una métrica
no trivial.

Entonces la distribucion de dislocaciones en un medio esta descrita por el vielbein eui,
el cual define en cualquier punto la transicion entre la base coordenada en el espacio
tangente {0,} y una base ortonormal {e¢;}, d,¢,'e;. De hecho, espacios tangentes en
distintos puntos son diferentes, y es natural requerir invariancia local SO(3). Para esto
introducimos la conexion SO(3) w,” = —w, 7" que define el transporte paralelo de vec-
tores v’e’ en una base ortonormal. La correspondiente derivada covariante viene dada
por la siguiente expresion

V' =90 +w,’ v’ (2.2.10)
La conexion lineal FWA(x) puede ser introducida mediante la relacion
Ve, =06, — Fw,pepi + wuijel,j. (2.2.11)
de la cual uno puede deducir facilmente la condicion de metricidad

Vidvp = 0y = L 909 = L G- (2.2.12)

La ecuacion 2.2.11 define de manera unica la conexion lineal en términos de la cone-
xion SO(3) y el vielbein, mientras que la ecuacion 2.2.12 define la conexién lineal en
términos de la métrica salvo un tensor de torsion7,,» = -7, * =T, 7 -T, 7

(T, +T,. —T,.) (2.2.13)

o
_ A _
FWP - F/w e = F/wn + uvp puv vpp

DO | —

donde los simbolos de Christoffel lgw,p estan definidos solo por la métrica 2.2.4, mien-
tras que el tensor de torsidn es arbitrario. En términos del vielbein y de la conexion
SO(3), la cual sera considerada como una variable independiente, curvatura y torsién
tiene la forma

R, = 0w, 7 —w, w,’ — (u+v), (2.2.14)

Twi =d,e, — wuijeyj — (< v). (2.2.15)

La transicién entre indices planos i, j, k,[ e indices curvos p, v, ... se realiza usando
el campo de vielbein. Los indices 7, j,k,l y u,v,... se suben y bajan con la métrica
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Euclidiana ¢;; y la métrica g, respectivamente. El tensor de curvatura en términos
de la conexidn lineal 2.2.13 tiene la misma forma que 2.2.5. Asi, hemos definido una
geometria de Riemann-Cartan en un medio con dislocaciones.

Podemos generalizar la nocidn del vector de Burgers. El criterio para la existencia de
dislocaciones 2.2.7 no es invariante bajo rotaciones SO(3) locales. El vector de Burgers
esta dado por la integral

H dat A da*T,," = —b'. (2.2.16)
S

Si la curvatura es nula entonces la conexién SO(3) es un gauge puro y uno puede
siempre hacer una rotacion SO(3) local para obtener w,ﬁ = 0. Asi, identificando la base
ortonormal en diferentes puntos obtenemos las coordenadas en las cuales la integral
de superficie de la torsion 2.2.16 se reduce a la integral a lo largo de su contorno. En
este caso el vector de Burgers no depende de la superficie encerrada por un contorno
dado.

La ecuacion 2.2.16 tiene algunos inconvenientes. Primero, la integral no es invariante
bajo rotaciones locales. Segundo, depende no solo del contorno sino también de la
superficie misma. Por lo tanto, en un medio con dislocaciones distribuidas continua-
mente, el vector de Burgers puede ser definido unicamente de manera local en una
superficie infinitesimal por el tensor de torsion

dit A da'T,," = —db (). (2.2.17)

Esta ecuacion brinda una interpretacion al tensor de torsidn el cual no es mas que la
densidad superficial del vector de Burgers.

2.2.1.3. Defectos puntuales

Ademas de los defectos lineales considerados en la seccion anterior existen defectos
puntuales en los sélidos denominados vacancias e impurezas. Estos también pueden
ser considerados en términos del campo de desplazamiento y en términos de la geo-
metria de Riemann-Cartan.

Las vacancias en medios continuos elasticos pueden pensarse como cortar una es-
fera en el medio, remover el material en su interior y reducir dicha esfera a un punto.
Una impureza puede imaginarse en el orden inverso y agregando materia al medio.
Puede verse que la integral 2.2.6 para un defecto puntual sobre una curva cerrada
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gue no pase por el centro del defecto sera nula, mientras que la integral del campo de
desplazamiento sobre una superficie rodeando al defecto puntual sera no nula.

Probaremos que la integral del campo de desplazamiento sobre una superficie rodean-
do un defecto puntual con simetria esférica no depende de la superficie.

M = jsj o' A dade gt (2.2.18)

Esta integral no puede ser transformada a una integral de volumen de la divergencia
d;u’ sobre el interior de la superficie debido a que el campo de desplazamiento no se
encuentra bien definido en todos lados. Pero la diferente entre dos integrales sobre
dos superficies distintas puede ser escrita como una integral de volumen

H Proad, (2.2.19)
|4
donde V' es el volumen entre las superficies que se supone no se intersecta uno con

el otro.

En equilibrio, las ecuaciones 2.2.1 y 2.2.2 adquieren la forma
Ol + ) u' + pd'v’] = 0. (2.2.20)

Para una solucion con simetria esférica 0'u; — &’u; = 0, y se obtiene la ecuacién
0;0;u* = 0. Asi, la integral 2.2.19 sobre un dominio fuera del defecto es cero. Esto
prueba que la integral 2.2.18 no depende de la superficie y se denominara "masa’del
defecto puntual. La masa es positiva para una impureza y negativa para una vacancia.

Una forma alternativa de definir un defecto puntual ubicado en el origen del sistema de
coordenadas puede realizarse con la funcion ¢ del lado derecho de la ecuaciéon 2.2.1.

A+ 2u

MO; 2.2.21

La nocién de masa de un defecto puntual puede generalizarse en términos de la geo-
metria de Riemann-Cartan. Definimos

M = ﬂ dPr(det e, — 1) (2.2.22)
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ya que para pequefias deformaciones det ¢, ~ det(0°, + 0,u’) = 1 + d;u’. Entonces la
masa de un defecto puntual es el cambio de volumen del medio luego de la creacion
del defecto.

Podemos notar que los defectos puntuales pueden ser considerados como el caso ex-
tremo de una dislocacién lineal. De hecho, hagamos que la linea de dislocacion sea
un circulo. Luego quitamos una bola teniendo este circulo como ecuador y pegamos
las semiesferas juntas dejando el ecuador inmovil. En este caso obtenemos una dislo-
cacion circular la cual se reduce a un defecto puntual cuando el radio del circulo tiende
a cero. Ambos, dislocaciones y defectos puntuales estan definidos por el vielbein.

2.2.1.4. Disclinaciones

Hasta aqui hemos descrito dislocaciones y defectos puntuales los cuales estan aso-
ciados con un tensor de torsidon no nulo en el medio. Ahora veremos que la presencia
de curvatura describe otro defecto denominado disclinaciones que ocurren en sélidos
que presentan estructura de spin.

Consideremos n‘(x) como un campo vectorial que caracteriza los grados de libertad
rotacionales del medio. Fijemos la direccion del medio denotada por ‘. Luego la di-
reccion n'(z) puede describirse por el angulo de rotacion w(z) € SO(3), W = —w’
como sigue

n' =S (w)n’,, (2.2.23)

J

donde S"j es la matriz de la correspondiente representacion. Utilizaremos la parame-
trizacion de SO(3) en la cual la direccion del pseudovector 0; = gijkwﬂ“ (donde ¢;;;, es
el tensor anti-simétrico, €153 = 1) coincide con el eje de rotaciéon y su modulo es igual
al angulo de rotacion.

La integral alrededor de cualquier curva cerrada C' rodeando el eje de la disclinacion

}{ dz" 9w = (2.2.24)

devuelve el angulo de rotacion total de »’. El vector

se denomina vector de Frank. Bajo una rotacion la longitud de n’ permanece constante
y entonces la rotacion puede ser parametrizada por un punto en una esfera unitaria.
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Analizaremos, al igual que antes, el caso de disclinaciones continuamente distribuidas.
Al igual que el campo de desplazamiento, el campo w® no es continuo en el medio con
disclinaciones. De todos modos podemos asumir que la derivada J,w” — w,” es un
campo suave. Luego el vector de Frank vale

0 = dx“wuij = /de“ A da” (0w, — 8unij), (2.2.26)
donde S es cualquier superficie con contorno C. Dado el campo wuij entonces la con-
dicion de integrabilidad para w®

Dw," — 8,,wuij =0, (2.2.27)

brinda el criterio para la ausencia de disclinaciones.

Consideremos un medio con disclinaciones continuamente distribuidas. Identificamos
al campo w,"/ con la conexién SO(3). Luego la condicion para la ausencia de disclina-
ciones 2.2.27 debe ser reemplazada por la condicidon de curvatura cero

R,Y7 =0. (2.2.28)
Para cualquier superficie S el vector de Frank puede escribirse como
O = / dz" A dz”Rwij. (2.2.29)
S

Esta definicion coincide con 2.2.26 para una disclinacion axial cuando S es perpendi-
cular a la linea de disclinacion debido a que los términos cuadraticos de la curvatura
desaparecen.

Para disclinaciones continuamente distribuidas la integral 2.2.29 no es invariante bajo
rotaciones locales y depende no solo del contorno sino de la superficie. Entonces en
un medio con disclinaciones continuamente distribuidas el vector de Frank puede ser
definido unicamente de manera local en una superficie infinitesimal por el tensor de
curvatura

dQY = dxt A d:p"Rwij. (2.2.30)

Esta relacion brinda interpretacion fisica a la curvatura como la densidad superficial
del vector de Frank.

De esta forma describimos un medio con disclinaciones continuamente distribuidas en
términos de la geometria de Riemann-Cartan. En modo de resumen escribimos en la
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Tabla 2.1 la correspondencia entre las nociones geométricas y los defectos.

Deformaciones elasticas R,7=0 T,'=0
Dislocaciones R,7=0 T,"#0
Disclinaciones R,7#0 T,'=0

Dislocaciones y disclinaciones R,,7 #0 T,,'#0

CuADRO 2.1: Correspondencia entre defectos y nociones geométricas

2.2.1.5. Energia libre

Para completar nuestra discusién consideramos la posibilidad de elegir un Lagran-
giano geométrico que nos otorgue las ecuaciones de equilibrio para el medio con
dislocaciones y disclinaciones. Utilizaremos el Lagrangiano de ocho parametros mas
general cuadraticos en curvatura y en torsion. Existen tres invariantes cuadraticos in-
dependientes en el tensor de torsién y tres invariantes cuadraticos independientes en
el tensor de curvatura en tres dimensiones. Es posible agregar la curvatura escalar y
una constante “cosmolégica”A. Dicho Lagrangiano viene dado por la expresion

—L=—xR+ T, (L1 T + BT + B3T"6")

< 4 (2.2.31)

+ ZRijkl (Y R¥ 4 7o RFT - g R — A, e = det e/f,
donde x, (123, Y 71,2,3 SONn constantes. Requeriremos que las ecuaciones de equilibrio
permitan tres tipo de soluciones:

1. Soluciones que describan el medio solo con dislocaciones, R,,” =0, T,,,* # 0.

2. Soluciones que describan el medio solo con disclinaciones, R,,” # 0, T,," = 0.

3. Soluciones que describan el medio sin dislocaciones ni disclinaciones, R, = 0,
T, =0.
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Al tener en cuenta estas asunciones se reduce el numero de parametros a dos. El
Lagrangiano 2.2.31 otorga las siguientes ecuaciones de equilibro

16L 1
——— =x(Re", = 2R/) + B | V,T™; — =T, T'Me", + TH"T,
ede ! ! 4 Ik
1 w_ oopy L Gk p Lk L ik
+ B 5 Vo (LY =T = T T7%" = ST Ty + 5T T
1 1 1 1
+ B3 | =5V (T, = THe",) — =T, T'e", + =TT, + -T'T,"
2 4 2 2
1 1 A .
+7 ( ZR]klmRJklm e +R’“klRukl> +72< 1 Jkllem]keui‘FRkWRijkl)
1
+ ( YL Rikel, 4~ R’”R + = RJ’“R ) + A e,

(2.2.32)

1 6C 1 . . 1
€ g, _%<§Tiju+Tiej)+Bl 51 i +52—( 5 =T + Oy T e

1
+75 VR ity VR “+731V (R7e!'; — R"e¥;) — (i +» j) = 0,
(2.2.33)

donde la derivada covariante actia con la conexion SO(3) sobre los indices latinos y
con los simbolos de Christoffel sobre los indices griegos.

La primera condicion de los tipos de soluciones para las ecuaciones de equilibrio es
que en el medio existan solamente dislocaciones. Esto implica que el tensor de cur-
vatura es cero correspondiente con la ausencia de disclinaciones. Substituyendo la
condicion R, = 0 en la ecuacién 2.2.33 se obtiene

(125¢ + 281 — B — 263) T; =0,
(5= p1—B2) T" =0, (2.2.34)
(43¢ + 261 — B2) Wy, = 0.

T;, Ty W, son las componentes irreducibles del tensor de torsion,

T.

ijk

= Wi +T e+ 5 (%T — 5, T,), (2.2.35)
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donde
T — 1T ijk i
=5 ik € i = L
. 1
Wik = Tiji =T €0 — 5(5ik2j —0;.1;), (2.2.36)

Wee? =0, W, =0.

)

En el caso general de dislocaciones, todas las componentes irreducibles del tensor de
torsion son distintas de cero y las ecuaciones 2.2.34 tienen solucién unica

Bi=—3, [a=2x [3=4dsx (2.2.37)

Con estos valores la ecuacion 2.2.32 se reduce a las ecuaciones de Einstein con cons-

tante cosmologica . A
R, —=-g,R——
Gy 2

w g 9 = 0. (2.2.38)
De esta forma queda satisfecha la primera condicion.

De acuerdo a la segunda condicidn, las ecuaciones de equilibrio deben proporcionar
soluciones con torsion nula T',,* = 0. En este caso el tensor curvatura tiene la simetria

pv

adicional R,;;, = Ry;,;;, ¥ la ecuacion 2.2.33 se vuelve

1
('71 + Yo + 173) Vy (Rsyie'uj i RS#ieuj . Rsyje'ui + Rsujeyi)

1 (2.2.39)
+ 6 (71 + 72 + 4’.}/3) (eyieuj - euieyj) VVR — 0
Aqui, descomponemos el tensor de Ricci en sus componentes irreducibles
1
_ pS A
Rij = R%; + R%; + g Roy, (2.2.40)
donde
S S S A A

R°; =R, R” =0, R%;=-R", (2.2.41)

Nos damos cuenta que para torsién cero, el tensor de Ricci es simétrico: RAij =0.La
contraccion de la ecuacion 2.2.39 con ¢,/ brinda la siguiente ecuacion

1 1
(71 +72 + 173) VR + 5 (11472 + 47) ViR = 0. (2.2.42)

En el caso general en que la curvatura no se anule, las derivadas covariantes RSVM y
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VR son distintas de cero e independientes. De esta forma, obtenemos dos ecuacio-
nes para las constantes,

1
Nttt Z’YS =0, m+7nt+in=0, (2.2.43)

las cuales tienen una unica solucion

Nn=-r=7 7v3=0. (2.2.44)

En este caso, la ecuacion 2.2.32 correspondiente a torsion cero también se reduce a
las ecuaciones de Einstein 2.2.38.

La ultima condicion para la existencia de soluciones sin curvatura y sin torsiéon, es
satisfecha para constante cosmoldgica cero A = 0. Por lo tanto, el Lagrangiano mas
simple y con sentido fisico requiere de dos parametros,

1 o -
L= xR+ 2vR*, R, (2.2.45)
que es la suma del Lagrangiano de Einstein-Hilbert para el vielbein y el cuadrado de la
parte anti-simétrica del tensor de Ricci. Debe notarse que R(e) y RAij estan construidos
por distintas conexiones métricas.

2.2.1.6. Adopcion del gauge

En nuestro enforque geométrico, el vielbein eui y la conexion SO(3) wm.j son las uni-
cas variables. El campo de desplazamiento «‘ y la estructura de spin wij pueden ser
introducidas unicamente en aquellas regiones donde no existan defectos. Como con-
secuencia de la ausencia de disclinaciones ij = 0, la conexién SO(3) es un gauge
puro y, por lo tanto, la estructura de spin wij existe. Si, ademas, no existen dislocacio-
nes lei = 0, entonces el campo de desplazamiento es tal que sus derivadas parciales

son iguales al vielbein. Solo en este caso podemos introducir el campo de desplaza-
miento y la estructura de spin.

Para la energia libre 2.2.45, las ecuaciones de Euler-Lagrange son covariantes bajo
transformaciones generales de coordenadas R? y rotaciones locales SO(3). Esto signi-
fica que toda solucion de las ecuaciones de equilibrio esta definida salvo difeomorfis-
mos y rotaciones locales. Para que la teoria geométrica de los defectos pueda hacer
predicciones, tenemos que adoptar un sistema de coordenadas (adoptar un gauge).
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Luego de eso, podemos decir que la solucidén de las ecuaciones de Euler-Lagrange
describen la distribucién de defectos en el sistema de coordenadas de laboratorio. De-
bido a esto, debemos rechazar el principio de relatividad el cual es fundamental para
la teoria de la relatividad e iguala todos los sistemas de coordenadas. En la teoria
geomeétrica de los defectos, postulamos que existe un marco de referencia privilegia-
do y que en ese sistema de coordenadas la métrica o el vielbein deben satisfacer la
condicion de que puedan reducirse a las ecuaciones de equilibrio en un medio elastico
para la aproximacion lineal con respecto al campo de desplazamiento, es decir, que
se cumpla la ecuacion 2.2.3. Si comparamos esta expresion con las ecuaciones de
equilibrio 2.2.1y 2.2.2, podemos encontrar que las condiciones para el gauge son

gV Wv = (2.2.46)

uvp + 1— o9 =0,

o

v g" =0, (2.2.47)

pvo T T 95 Ve

/wv

las cuales coinciden la teoria de la elasticidad en la aproximacion lineal y, por esto, se
denomina gauge elastico. En la ecuacion 2.2.47, utilizamos g7 = §“”gw para la traza
de la métrica. Ademas, ¢ es el mdédulo de Poisson (—1 < o < 1/2).

En las ecuaciones 2.2.46 y 2.2.47, la métrica §W es la métrica Euclidiana escrita en un
sistema de coordenadas arbitrario. La derivada covariante V , se construye a partir de

0.
La métrica g,,, es la métrica que describe un defecto (solucion exacta de las ecuaciones

los simbolos de Christoffel correspondientes a la métrica §W y, por lo tanto, Vﬁyp =

de Einstein).

Podemos notar que la eleccion del gauge no esta definido de manera unica ya que
la métrica inducida es no lineal en el campo de desplazamientos, y diferentes ecua-
ciones para la métrica pueden tener la misma aproximacion lineal. Desde el punto de
vista geométrico, podemos decir que el medio con defecto es difeomorfico al espacio
Euclideano R? con dos métricas ny Y 9,,,- La métrica f]w es la métrica Euclidiana plana
escrita en un sistema de coordenadas arbitrario. La metrica g, no es plana y descri-
be la distribuciéon de los defectos en el mismo sistema de coordenadas. De hecho, la
métrica 5W es utilizada para fijar el sistema de coordenadas en el cual la metrica g,
es medida.

Las condiciones de gauge también pueden ser escritas para el vielbein eui. Esto impli-
ca una arbitrariedad adicional ya que el vielbein es definido salvo una rotacion local.
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Esta invariancia conduce a distintas aproximaciones lineales para el vielbein en térmi-
nos del campo de desplazamiento. Consideramos dos posibilidades en coordenadas
Cartesianas:

(2.2.48)

79

1
pi ™ O = 5 (G + Oiu, ) (2.2.49)

e, 0
donde el indice i puede bajarse con la ayuda del simbolo de Kronecker. Para estas
posibilidades y la condicion de gauge 2.2.47, tenemos dos condiciones de gauge para

el vielbein,

T L TR i ) (2.2.50)

pwi T g ik

GV e+ v T =0, (2.2.51)

pvi T g ik

donde e = E“ieui. Estas condiciones difieren en el coeficiente del segundo término.

Notamos que en coordenadas curvilineas, la derivada covariante %u debe incluir la
conexion SO(3) plana actuando en los indices i, j. Pueden elegirse otras condiciones
de gauge que tengan la misma aproximacion lineal, aunque la correcta eleccion ac-
tualmente no tiene respuesta. Por el momento, demostramos que el sistema de coor-
denadas debe ser fijado y la condicion de gauge depende del mddulo de Poisson, el
cual es una cantidad observable.

Las condiciones de gauge 2.2.50 y 2.2.51 son ecuaciones de primer orden por si mis-
mas, y tienen cierta arbitrariedad. Por lo tanto, para fijar una unica solucién, debemos
imponer condiciones de contorno adicionales al vielbein para cada problema.

El gauge elastico es utilizado para fijar los difeomorfismos. La expresion para la energia
libre 2.2.45 es también invariante bajo rotaciones SO(3) locales, y deben ser fijadas.
Para esto, utilizamos el gauge de Lorentz para la conexion:

Guwwi =0. (2.2.52)
Este gauge esta escrito en el sistema de coordenadas Cartesiano del laboratorio. Ha-

ciendo que no existan disclinaciones (R ,,,.* = 0), la conexién SO(3) es un gauge puro:

nvj

W, = 8,57LFS, 1 S e SO(3). (2.2.53)

i

Y, por lo tanto,
8u(8u5*1j’“5ki) =0. (2.2.54)
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2.2.1.7. Dislocaciones paralelas en cuna

En la ausencia de disclinaciones (R, ;' = 0) la conexion SO(3) es un gauge puro y el

v j
problema se reduce a la solucion de las ecuaciones de Einstein para el vielbein en el
gauge elastico. Debido a que no existen disclinaciones, tenemos un espacio de para-
lelismo absoluto. Toda la geometria es determinada por el vielbein eu", el cual define la
torsién de manera Unica para una conexion SO(3) nula. Asumiremos que la conexion
SO(3) es cero. El vielbein ¢ ' satisface las ecuaciones de Einstein tridimensionales con
la signatura de la métrica Euclidiana, las cuales provienen de la ecuacién 2.2.45 para
la energia libre con R ;" = 0,

o

1 o
R, — §gWR =T, (2.2.55)
donde agregamos la fuente de dislocaciones 7, al lado derecho de las ecuaciones
de Einstein (el tensor de energia-momento en gravedad).

Para nuestro fin debemos encontrar la solucion a las ecuaciones de Einstein 2.2.55
que describan una dislocacién en cufa. Consideramos un medio elastico con una dis-
tribucion arbitraria de dislocaciones paralelas en cufa. Elegimos nuestro sistema de
coordenadas de manera tal que el eje z = 2° sea paralela al eje de la dislocacion,
y que los ejes z* = x,y,a = 1,2 sean perpendiculares al eje z. Entonces la métrica
adquiere la forma

ds® = dI* + N?d2?, (2.2.56)

donde di* = gaﬂd:cadxﬁ es la metrica bidimensional en el plano z,y. La métrica g5 y la
funcion N (z,y) son independientes de = debido a la simetria traslacional sobre el eje

zZ.

El tensor de curvatura para la métrica 2.2.56 tiene componentes

o

1 o o
§ _ p2 ¢ z _ z _ 5 _
~R oo’ = VaVolN, Ros®=R,." =0, (2.2.57)

afy azy

o
donde R(2)aﬁf es el tensor de curvatura para la métrica bidimensional g,; y V, es la
derivada covariante bidimensional con los simbolos de Christoffel.

Elegimos la fuente de dislocaciones como

M
2
T. =73 6,690 —r,), (2.2.58)
n=1

Vv g?



Capitulo 2. Marco Teérico 21

T =T, =T, =0,

az zx

donde 6 (r —r,) = d(x — 2,)0(y — y,) €s la funcién § bidimensional en el plano z,y
centrada en el puntor, = (x,,y,). El factor g = det 9ap enfrente de la suma es debido
a la propiedad de la funcion § la cual no es una funcion sino una densidad tensorial
respecto a una transformacion general de coordenadas. Las ecuaciones de Einstein
2.2.55 se reducen a

VoVeN —g,,V'V,N =0, (2.2.59)

M
1
_§N3R(2) 9(2 Z (r—r,) (2.2.60)

donde R@ es la curvatura escalar en dos dimensiones.

La métrica 2.2.56 es invariante bajo transformaciones de coordenadas en el plano x, y.
Usando esta simetria, podemos fijar un gauge conforme en el plano

Jap = €005, (2.2.61)
donde ¢(z,y) es alguna funcion. En el gauge conforme, la ecuacion 2.2.59 se vuelve
0a0N = 0. (2.2.62)

Para condiciones de borde constantes en el contorno del plano z,y, esta ecuacion
tiene solucion unica N = cte. Cambiando la escala de la coordenada z, podemos fijar
N = 1 sin perder generalidad. Entonces la ecuacion 2.2.60 se reduce a la ecuacion de

Poisson
- —27r29 sA(r—r,) (2.2.63)
la cual tiene por solucién general
qa:;en In |r—rn|+%ln C, C=cte>0. (2.2.64)
Asi, la métrica en el plano =,y es
I? = C’H|I‘ — 1, (dr® 4+ rde?), 0<r<oo, 0<¢<?2m, (2.2.65)

donde las coordenadas polares r, ¢ cubren todo el plano R?. Toda solucién de las ecua-
ciones de Einstein esta definida salvo la eleccion del sistema de coordenadas ya que
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las ecuaciones son covariantes. Usando esta propiedad, podemos fijar C' = 1, lo cual
siempre es posible eligiendo la escala de r.

Consideremos ahora una simple dislocacion de cufia con fuente en el origen para mos-
trar que de hecho la métrica 2.2.65 describe una distribucidn arbitraria de dislocaciones
de cuna,

Ly O, (2.2.66)

La correspondiente métrica 2.2.65 para C =1 es
di* = r?(dr® + r’dp?). (2.2.67)
Pasamos a las nuevas coordenadas
r==r Y =ap, a=1+06, (2.2.68)
en las cuales la métrica se vuelve Euclidiana,
di? = dr” + r?dy”, (2.2.69)
donde el rango del angulo polar difiere de 27: 0 < ¢’ < 27a, y cubre el plano z,y con

el angulo 2760 removido o agregado.

La transformacién de coordenadas en 2.2.68 significa el pegado de los bordes de la
cufa que aparecio, lo cual produce un cono. Es decir, tanto la métrica 2.2.67 y 2.2.69
describen una singularidad conica. El tensor de torsion y el tensor de curvatura son
cero en todos lados menos en el origen.

La creacion de una singularidad conica coincide exactamente con la creacion de una
dislocacién de cufia en la teoria geométrica de los defectos. La métrica mas frecuente-
mente utilizada para singularidades conicas se obtiene haciendo una transformacién
de coordenadas adicional

f=ar, ¢= agp’. (2.2.70)

entonces .
di* = ?dﬂ + f2de*, a=1+06. (2.2.71)



Capitulo 2. Marco Teérico 23

2.2.1.8. Dislocacion de cuina en el enforque geomeétrico

Consideramos ahora una dislocacion de cufia desde el punto de vista geométrico. La
descripcion de una dislocacién de cufia requiere considerar un cilindro de radio finito
R, como puede verse en la Figura ??. Cualitativamente, la creacién de una dislocacion
de cuna coincide con la definicién de una singularidad conica. Sin embargo, existe una
diferencia cuantitativa debido a que la métrica 2.2.71 depende unicamente en el déficit
de angulo ¢ y no coincide con el hecho de que en la aproximacién lineal la teoria de la
elasticidad depende del mdédulo de Poisson. Para solucionar tal problema adoptamos

FIGURA 2.2: Dislocacion de cufia con déficit de angulo 6. Para 6 positivo o negativo, la
cuia es agregada o quitada respectivamente.

el gauge elastico 2.2.51 como la opcidn mas simple. Debemos encontrar la solucion
en un sistema de coordenadas y luego buscar la transformacion de coordenadas de
tal manera que la condicion de gauge se satisfaga.

El vielbein puede ser asociado con la métrica 2.2.71 como
T 1 @
e =, e = f. (2.2.72)

Aqui, el sombrero sobre un indice corresponde al sistema de coordenadas ortonor-
mal, y el indice sin sombrero al sistema de coordenadas adoptado. Transformamos
la coordenada radial f — f(r) debido a que la dislocacion de cuia es simétrica bajo
rotaciones en el plano z,y. Luego de la transformacion, las componentes del vielbein
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toman la forma )
el = fg, e ?=f (2.2.73)

T ®

donde el prima denota diferenciacion respecto a r. Elegimos el vielbein correspondien-
te a la métrica Euclidiana como

e’ =1, e =r. (2.2.74)

I los cuales definen

ui !

o
Esto define los simboles de Christoffel I',,” y la conexion SO(3) W
la derivada covariante. Escribimos solamente las componentes no triviales

o o 1 ° o 4 o 4
If?=r,%== T, =-r w,”=-w,, =1 (2.2.75)

r vp pf vp

Substituyendo el vielbein en la condicion de gauge 2.2.51 se obtiene la siguiente ecua-

frof o fL o (f_"+i'_i):o_ (2.2.76)

cion

a ar 12 1—-20\a ar 1r?

cuya solucion general depende de los constantes arbitrarias (' o,
J=Cr" + Cor™, (2.2.77)

donde los exponentes v, , estan definidos por la ecuacion cuadratica

V429 —a=0, b= (2.2.78)

Para fijar las constantes C »,, imponemos las condiciones de contorno en el vielbein:

67”72|r:R: 1, €<p<p|7‘:0: 0. (2279)

La primer condicidén de contorno corresponde a la ausencia de fuerzas externas en
la superficie del cilindro, y la segunda condicion corresponde a la ausencia de una
componente angular del tensor de deformaciones en el nucleo de la dislocacion. La
ecuacioén 2.2.79 define los valores de las constantes de integracion

«

Cl — _71R71_17

Cy = 0. (2.2.80)

El vielbein obtenido define la métrica

2712 alr?
a2= (L1 ar? d? 2.2.81
(5) ( + 2, ) (2.2.81)
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donde

v = —0b+ V022 + 1+ 6. (2.2.82)

Esta es la solucion al problema planteado, y es valida para todos los angulos de déficit
0y para todo 0 < r < R. La métrica obtenida depende de tres constantes: 6, o y R.
La dependencia del angulo ¢ es debido al lado derecho de las ecuaciones de Einstein
2.2.55. La dependencia en el médulo de Poisson viene del gauge elastico 2.2.51 vy,
finalmente, la dependencia del radio del cilindro viene de la condicién de contorno
2.2.79.
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2.2.2. Introduccion a la teoria del estado sélido

En esta seccion se analizaran conceptos basicos de la teoria del estado sélido con
el fin de adquirir el conocimiento necesario para afrontar los calculos del método de
enlaces fuertes. Comenzaremos con una breve descripcidon de las redes cristalinas y
luego analizaremos dichas redes bajo la accion de un potencial periddico demostrando
el teorema de Bloch.

2.2.2.1. Red de Bravais

Un concepto fundamental en la descripcion de cualquier sélido cristalino es el de red
de Bravais, que especifica el arreglo periddico en el cual se ordenan las repetidas
unidades del cristal. Las unidades pueden ser de un atomo, un grupo de atomos, mo-
léculas o iones,etc., aunque la red de Bravais resume simplemente la geometria de la
estructura periddica subyacente, sin importar cual es la verdadera unidad. Podemos
definir la red de Bravais como un arreglo infinito de puntos discretos con una disposi-
cion y orientacion que parece exactamente la misma desde cualquier puntos en que se
lo mire. Complementariamente, podemos decir que una red tridimensional de Bravais
consiste en todos puntos con vectores posicion R de la forma

R = niaq + nqdz + nzas, (2283)

donde a4, a; y a3 son cualesquiera tres vectores no coplanares, y el dominio de n4, ns
y nz pertenece a los numeros enteros.

. ® P »

L))

FIGURA 2.3: Red de Bravais bidimensional. Se muestran los vectores primitivos a; y
a,. Los puntos de la red son una combinacién lineal de estos con coeficientes enteros.
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Los vectores a; que aparecen en la definicion de la red de Bravais se denominan vec-
tores primitivos, los cuales generan y abarcan dicha red. Es importante notar que no
solo la disposicidn sino la orientacion debe parecer la misma desde cualquier punto en
una red de Bravais. Consideremos los vértices de una red hexagonal bidimensional.
El arreglo de puntos tiene el mismo aspecto visto desde puntos adyacentes solo si la
hoja es girada 180° cada vez que se mueve de un punto al siguiente. Las relaciones
estructurales son idénticas, pero no su orientacion, entonces los vértices de una red
hexagonal no forman una red de Bravais.

2.2.2.2. Redes infinitas y cristales finitos

Debido a que todos los puntos son equivalentes, la red de Bravais debe ser infinita
en extension. Los cristales reales son finitos, pero si son lo suficiente largos la gran
mayoria de los puntos estaran muy lejos de la superficie como para ser afectados
por su existencia. La ficcidon de un sistema infinito es una idealizacién muy util. Si los
efectos de la superficie son de interés entonces la nocién de red de Bravais sigue
siendo relevante, pero ahora uno debe pensar en un cristal llenando una parte finita
de la red de Bravais ideal.

Frecuentemente uno considera cristales finitos, no por los efectos de su superficie,
sino por conveniencia. Dados los vectores primitivos, usualmente se considera una
red finita de N sitios que sean puntos de la forma R = n;a; + n.a; + nzas, donde
0<n3 <Np,0<ny < Ny 0<mn3< N3y N = N;Ny,N;. Este artificio esta directa-
mente relacionado con la generalizacién de la descripcion de sistemas cristalinos con
condiciones de borde periodicas.

2.2.2.3. Numero de coordinacion

Los puntos de la red de Bravais que estan mas cerca de un punto determinado se
denominan primeros vecinos. Debido a la naturaleza periodica de la red de Bravais,
cada punto tiene el mismo numero de primeros vecinos. Este numero es una propiedad
de la red, y se lo denomina numero de coordinacion de la red. La nocion del numero
de coordinacion puede ser extendida a otros arreglos de puntos que no son redes
de Bravais, proporcionando que cada punto del arreglo tenga el mismo numero de
primeros vecinos.
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2.2.2.4. Celda unidad primitiva

Al volumen de espacio que, cuando se traslada a través de todos los vectores de una
red de Bravais, llena todo el espacio sin superposicion o dejando espacios vacios se lo
denomina celda primitiva o celda unidad primitiva de la red. No existe una unica forma
de elegir una celda primitiva para una red de Bravais dada. Una celda primitiva debe
contener precisamente un punto de la red (salvo que esté posicionada de tal manera
que existan puntos en su superficie). De esto sigue que si n es la densidad de puntos
en el lattice y v es el volumen de la celda primitiva, entonces nv = 1. Asi, v = 1/n.
Debido a que este resultado se mantiene para cualquier celda primitiva, el volumen de
dicha celda es independiente de la eleccion de la celda.

La celda primitiva mas obvia para asociar con un conjunto particular de vectores pri-
mitivos, a4, az, as, es conjunto de puntos r

r = x1aq + 2282 + 2343 (2.2.84)

para todo z; variando continuamente entre 0 y 1, es decir, el paralelepipedo generado
por los tres vectores a4, a; y as. Esta eleccion tiene la desventaja de no mostrar la
simetria completa de la red de Bravais. A veces es importante trabajar con celdas que
tengan la simetria completa de la red de Bravais y, para esto existen dos soluciones
ampliamente utilizadas: la celda unidad convencional y la celda primitiva de Wigner-
Seitz.

2.2.2.5. Celda unidad convencional

Uno puede llenar el espacio con celdas unidad no primitivas conocidas como celdas
unidad o celdas unidad convencionales. Una celda unidad es una region que llena el
espacio sin superposicion al ser trasladada a través de un subconjunto de vectores
de una red de Bravais. La celda unidad convencional es generalmente elegida con
mayor tamano que la celda unidad primitiva con el fin de obtener la simetria requerida.
Asi, por ejemplo, uno describe la red cubica centrada en el cuerpo en términos de una
celda cubica que tiene el doble de tamano que la celda unidad primitiva. Los niumeros
que especifican el tamafo de la celda unidad (tal como un solo numero « para cristales
cubicos) se denominan constantes de la red.
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FIGURA 2.4: Celda unidad primitiva y convencional de una red de Bravais cubica cen-
trada en el cuerpo. La celda primitiva (sombreada) tiene la mitad del volumen de la
celda convencional cubica.

2.2.2.6. Celda primitiva de Wigner-Sietz

Se puede construir un celda unidad primitiva con la simetria completa de la red de
Bravais, la cual es la mas utilizada, denominada celda de Wigner-Sietz. La celda de
Wigner-Seitz sobre un punto de la red es la regidén del espacio que estda mas cerca
de ese punto que de cualquier otro. La celda de Wigner-Sietz cuando es trasladada
sobre todos los vectores de la red, llena todo el espacio sin superposiciones, es decir,
es una celda primitiva.

Debido a que no hay nada en la definicion de la celda de Wigner-Sietz que se refiera a
una eleccioén particular de vectores primitivos, dicha celda sera igual de simétrica que
la red de Bravais.

(A) ()

FIGURA 2.5: 2.5a Celda de Wigner-Sietz para una red de Bravais bidimensional.; 2.5b
Celda de Wigner-Sietz para una red de Bravais cubica centrada en el cuerpo.

Podemos notar que la celda de Wigner-Sietz sobre un punto de la red puede ser cons-
truida dibujando lineas que conectan al punto con todos los demas en la red, bisecando
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cada linea con un plano, y tomando el menor poliedro que contenga al punto rodeado
por esos planos.

2.2.2.7. Estructura cristalina, red con una base

Un cristal real puede ser descrito dado su red de Bravais subyacente, junto con la des-
cripcion del arreglo de atomos, moléculas, iones,etc., en una celda primitiva particular.
Cuando se enfatiza en la diferencia entre el patrén de puntos abstracto que componen
la red de Bravais y el cristal real que encarna la red, el término técnico utilizado es el de
estructura cristalina. Una estructura cristalina consiste en copias idénticas de la misma
unidad fisica, llamada base, localizada en los puntos de la red de Bravais. A veces se
utiliza el término red con una base. Por ejemplo, los vértices de una red bidimensional
hexagonal, aunque no es una red de Bravais, puede ser representada como una red
de Bravais triangular bidimensional con una base de dos puntos.

La estructura cristalina es una generalizacion de las redes de Bravais, en donde se
agrega simplemente un vector base de n componentes segun se necesite, es decir

R = niaq + nedz + nzasz + bi, bi = {bl, bg, - ,bn} (2285)

2.2.2.8. Definicién de red reciproca

La red reciproca desempefia un papel fundamental en la mayoria de los estudios ana-
liticos de las estructuras periddicas. Consideremos un conjunto de puntos R constitu-
yendo una red de Bravais, y una onda plana, ¢’". Para un k general, tal onda plana
no tendra la periodicidad de la red de Bravais, pero para una eleccién particular del
vector de onda si. El conjunto de todos los vectores de onda K que devuelven ondas
planas con la periodicidad dada por una red de Bravais es conocido como red recipro-
ca. Analiticamente, K pertenece a la red reciproca de una red de Bravais de puntos R,
siempre que la relacion

K RED) — pikr (2.2.86)

se mantenga para cualquier r, y para todo R de la red de Bravais. Factorizando ¢,
podemos caracterizar la red reciproca como el conjunto de vectores de onda K que
satisfacen

KR -1 (2.2.87)
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para todo R de la red de Bravais.

Se debe notar que la red reciproca esta definida en base a una red de Bravais parti-
cular. La red de Bravais que determina una red reciproca dada es usualmente deno-
minada como red directa. También notar que incluso si uno puede definir un conjunto
de vectores K que satisfacen 2,2.87 para un conjunto arbitrario de vectores R, tal con-
junto de K se denomina red reciproca solo si el conjunto de vectores R es una red de
Bravais.

2.2.2.9. Red reciproca es una red de Bravais

La red reciproca es en si mismo una red de Bravais. Vale considerar una prueba que
proporciona un algoritmo explicito para construir la red reciproca. Sean a;, a; y az un
conjunto de vectores primitivos para la red directa. Entonces la red reciproca puede
ser generada por los tres vectores primitivos

a xa
by = 2W47
ai - (az X 33)
as x a
by =27r—— (2.2.88)
ai - (az X 33)
as xa
b3 =27 L 2

a1 - (az X a3)'

Para verificar que 2.2.88 da un conjunto de vectores primitivos para la red reciproca,
notamos que b; debe satisfacer

b; - a = 276, (2.2.89)

donde §;; es la delta de Kronecker.

Ahora, cualquier vector k puede ser escrito como una combinacion lineal de b;

K = kiby + koby + kb, (2.2.90)

Si R es cualquier vector de la red directa, entonces

R = niaq + ngdz + nzas, (2291)
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donde n, son enteros. Entonces de 2.2.89 sigue

k-R= 27'('(]{?1711 + ]{?QTLQ + k’sng) (2292)

Para que R sea unitario para todo R k - R debe ser 27 veces un numero entero
para cualquier eleccion de n;. Esto requiere que los coeficientes k; sean también en-
teros. Asi, la condicion 2.2.87 de que K sea un vector de la red reciproca se satisface
justamente con aquellos vectores que son combinacion lineal de b; con coeficientes
enteros. Entonces la red reciproca la red reciproca es una red e Bravais y los vectores
b; pueden ser tomados como vectores primitivos.

2.2.2.10. Primera zona de Brillouin

La celda primitiva de Wigner-Seitz de la red reciproca es conocida como primera zona
de Brillouin. Como el nombre sugiere, uno puede definir zonas de Brillouin mas gran-
des, las cuales son celdas primitivas de diferentes tipos que surgen en la teoria de
niveles electrénicos en un potencial periodico.

Aunque la celda de Wigner-Sietz y la primera zona de Brillouin se refieren a construc-
ciones geométricas idénticas, en la practica el ultimo término es aplicado unicamente
para la celda en el espacio k. En particular, cuando hablamos de la primera zona de
Brillouin de una red de Bravais particular en el espacio r, a lo que nos referimos es a
la celda de Wigner-Seitz de la red reciproca asociada.

2.2.2.11. Potencial periddico

Debido a que los iones en un cristal perfecto estan distribuidos de una manera regular
y periodica, podemos considerar el problema de un electron en un potencial periddico
U(r) con la periodicidad subyacente de una red de Bravais, es decir

U(r+R) = U(r) (2.2.93)

para todo vector de la red de Bravais R.

La condicidn de perfecta periodicidad es una idealizacion. Los solidos reales nunca
son absolutamente puros, y siempre existen impurezas que hacen que el cristal no sea
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igual en todas partes. Ademas, existe una probabilidad dependiente de la temperatura
de no encontrar iones 0 que se encuentren en una posicion diferente a la regular que
destruye la simetria de traslacién perfecta de un cristal puro. Por ultimo, los iones no
son estacionarios sino que continuamente sufren vibraciones térmicas respecto a sus
posiciones de equilibrio.

Estas imperfecciones son de gran importancia debido a que, por ejemplo, son respon-
sables de que la conductividad eléctrica de un metal no sea infinita. Se pueden mejorar
los resultados dividiendo el problema en dos partes: a) considerar un cristal ideal ficti-
cio en el cual existe un potencial periddico, y b) los efectos de todas las desviaciones
de una periodicidad perfecta en las propiedades de un hipotético cristal ideal, tratadas
como pequenas perturbaciones.

El problema de electrones en un potencial periddico no solo surge en el contexto de
metales, sino que las consecuencias mas generales aplican a todos los sdlidos crista-
linos y juegan un papel importante en el tratamiento de aislantes y semiconductores.
Tal problema, en principio, es un fendbmeno en el que intervienen muchos electrones,
es decir, no solo hay que considerar el Hamiltoniano de un electrén interactuando con
el nucleo atdbmico, sino también considerar las interacciones entre electrones. En la
aproximacién de electrones independientes esta interaccidn es representada por un
potencial efectivo de un electrén U(r). Aqui simplemente observaremos que sin im-
portar la forma del potencial efectivo, si el cristal es perfectamente periddico, entonces
debe satisfacer 2.2.93. De este hecho podemos obtener numerosas conclusiones im-
portantes.

Ahora examinaremos las propiedades generales de la ecuacion de Schrodinger para
un solo electrén,

Hy = (—%VQ + U(r)) ) = e, (2.2.94)
Los electrones independientes cada uno de los cuales obedece la ecuacion de Schré-
dinger de un electrén con potencial periddico, son conocidos como electrones de Bloch.
Los estados estacionarios de los electrones de Bloch tienen una propiedad muy im-
portante como consecuencia de la periodicidad del potencial U, cumplen el teorema
de Bloch.
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2.2.2.12. Teorema de Bloch

Los autoestados ¢ del Hamiltoniano de un electron —#2V?/2m+U(r), donde U(r+R) =
U(r) para todo R en una red de Bravais, pueden ser elegidos para tener la forma de
una onda plana multiplicado por una funcion con periodicidad de la red de Bravais:

Yk (r+ R) = €™M, (r), (2.2.95)

donde
Uk (F + R) = 11, () (2.2.96)

para todo R en una red de Bravais.

Notar que las ecuaciones 2.2.113 y 2.2.96 implican que

Uk (F) = €® i (r) (2.2.97)

El teorema de Bloch es formulado de forma alternativa como: los autoestados de H
pueden ser elegidos de tal manera que asociados a cada ) haya un vector de onda k
tal que

Y(r+R) = e*Ry(n). (2.2.98)

para cada R en una red de Bravais.

Desarrollaremos dos demostraciones del teorema de Bloch, una desde consideracio-
nes generales de mecanica cuantica y otra por construccion explicita.

2.2.2.13. Demostracion del teorema de Bloch

Para cada vector R de una red de Bravais definimos el operador traslacion Tk el cual,
cuando opera sobre cualquier funcidn f(r), corre el argumento en R:

Trf(r) = f(r+R). (2.2.99)
Debido a que el Hamiltoniano es periodico, entonces

TrH1 = H(r+ R)¢(r + R) = H(r)i(r + R) = HTre). (2.2.100)
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Y como la expresién anterior 2.2.100 se mantiene para cualquier funcion v, se tiene el
operador identidad
TrH = H1TR. (2.2.101)

Ademas, el aplicar dos traslaciones sucesivas o depende del orden en el que son
aplicadas, debido a que para cualquier (r)

TRTR/Q/)(T) = TR/TR@Z}(T) = @ZJ(T +R+ Rl) (22102)

Por lo tanto,
TRTR/ = TR’TR == TR+R/- (22103)

Las ecuaciones 2.2.101y 2.2.103 aseguran que los operadores T para todos los vec-
tores de una red de Bravais R y el Hamiltoniano H forman un conjunto de operadores
conmutativos. Entonces los autoestados de H pueden ser elegidos para ser simulta-
neamente autoestados de Tg:

Hy = ey,
Trt) = c(R)). (2.2.104)

Los autovalores ¢(R) del operador de traslacion estan relacionados debido a la condi-
cion 2.2.103, por un lado

TrTr Y = ¢(R)Trt) = ¢(R)c(R')1), (2.2.105)
mientras que por otro lado, de acuerdo a 2.2.103,
TRTr Y = Trir?) = ¢(R+R'). (2.2.106)
De esto sigue que los autovalores deben satisfacer
¢(R+R’) = ¢(R)¢(R). (2.2.107)

Ahora hagamos que a; sean tres vectores primitivos de una red de Bravais. Siempre
podemos expresar c(a;)
c(aj) = e*mi (2.2.108)

mediante una adecuada eleccién de z;. Al realizar sucesivas aplicaciones de 2.2.107
sigue que si R es un vector general de una red de Bravais dado por

R = niaq + ngdz + nsas, (22109)
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entonces
c¢(R) = c(aq)™c(az)™c(as)™. (2.2.110)
Pero esto es equivalente a
¢(R) = e*R, (2.2.111)
donde
k = x1bq + 23bs + 23b3 (2.2.112)

y los b; son los vectores de la red reciproca que satisfacen b; - a; = 276;;. Hemos
probado que se pueden elegir los autoestados ¢ de H tal que para todo vector de una
red de Bravais R,

TRy = Y(r + R) = ¢(R)y = *Ry(r). (2.2.113)

lo cual es precisamente el teorema de Bloch 2.2.98.

2.2.2.14. Condicion de frontera de Born-Von Karman

Imponiendo una condicién de frontera adecuada en la funcion de onda, podemos de-
mostrar que el vector de onda k debe ser real, y llegar a una condicidén que restringe
los valores permitidos de k. Entonces imponemos la condicién de frontera periddica

B(r+ Noag) = or, i=1,2,3, (2.2.114)

donde los a; son tres vectores primitivos y los N; son todos los enteros de orden N3,
donde N = N; N, N3 es el numero total de celdas primitivas en el cristal.

Aplicando el teorema de Bloch 2.2.113 a la conficion de frontera 2.2.114 encontramos
que
wnk(r + Niai) = eiNik'a‘wnk(r), 1= 1, 2, 3, (22115)

lo cual requiere que
eiNikai _ 1 —123 (2.2.116)

Cuando k tiene la forma 2.2.112, la ecuacion 2.2.116 requiere

e2mNimi — | (2.2.117)
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Yy, en consecuencia, debemos tener
m; entero. (2.2.118)

Por lo tanto, la forma general para los vectores de onda de Bloch permitidos es
> m
k=) —h; (2.2.119)

De la ecuacion anterior sigue que el volumen Ak del espacio k por cada valor permitido

by (b, by
k=t (E x E) . (2.2.120)

de k es

Debido a que b4 - (b, x bs) es el volumen de la celda primitiva en la red reciproca,
la ecuacion 2.2.120 dice que el numero de vectores de onda permitidos en una celda
primitiva de la red reciproca es igual al numero de sitios en el cristal.

El volumen de la celda primitiva en la red reciproca es (27)3 /v, donde v = V/N es el
volumen de la celda primitiva en la red directa, entonces la ecuacion 2.2.120 puede

ser escrita como
(27)?

Ak =
V

(2.2.121)

2.2.2.15. Observaciones sobre el teorema de Bloch

1. El teorema de Bloch introduce el vector de onda k, el cual no es proporcional al
momento electronico p. Esto puede verse debido a que el Hamiltoniano no posee in-
variancia de traslacién en la presencia de un potencial variable y, por lo tanto, sus
autoestados no pueden ser simultaneamente autoestados del operador momento. Po-
demos verlo aplicando el operador momento en v,k

h he . .
“Vi = =V (@ Tuk(r)). (2.2.122)

lo cual no es, de manera general, una constante multiplicada por ,k, €s decir, no es
un autoestado de momento. De todas formas, ik es una extension natural de p para
el caso de un potencial peridédico y es conocido como momento cristalino del electron.

2. El vector de onda k que aparece en el teorema de Bloch puede ser siempre con-
finado en la primera zona de Brillouin. Esto es debido a que cualquier k' fuera de la
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primera zona de Brillouin puede ser escrito como
k=k+K (2.2.123)

donde K es un vector de la red reciproca y k se encuentra en la primer zona. Debido
a que R = 1 para cualquier vector de la red reciproca, si el teorema de Bloch vale
para k’, entonces también valdra para k.

3. El indice n aparece en el teorema de Bloch como consecuencia de que para cada
k hay varias soluciones a la ecuacion de Schrodinger.
n (1
Hkuk(l") = 2— -V+k|+ U(I") uk(l’) = 5kuk(r) (22124)
m 1
La condicion de frontera periddica puede hacer que la ecuacion anterior sea un pro-
blema de autovalores Hermiticos restringido a una celda primitiva del cristal. Debido
a que el problema de autovalores esta fijado en un volumen finito, podemos espe-
rar encontrar infinitas soluciones con autovalores discretamente espaciados, lo cual
identificamos con el indice de banda n.

Podemos notar que el vector de onda k aparece como un parametro en el Hamiltoniano
Hy. Por lo tanto, podemos esperar que cada nivel de energia, para un k dado, varie
de manera continua a medida que k varie. De esta forma, arribamos a la descripcion
de niveles de un electron en un potencial periddico en términos de una familia de
funciones continuas ¢, (k).

4. Como consecuencia de que las funciones de onda y los niveles de energia para
dos valores de k que difieran en un vector de la red reciproca deben ser idénticas,
podemos asignar los indices n de tal manera que por cada n los autovalores y los
autoestados son funciones periddicas de k en la red reciproca

U kK (1) = Yk (1),

Enkik(r) = €nk (),

(2.2.125)

Esto conlleva a la descripcion de los niveles de energia de un electrén en un potencial
periddico en términos de una familia de funciones continuas ¢,k 0 ,(k), cada una con
la periodicidad de la red reciproca. La informacion contenida en estas funciones se
denomina como la estructura de bandas del sdélido.
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Por cada n, el conjunto de niveles electrénicos especificados por ¢, (k) se denominan
bandas de energia.

5. Puede mostrarse que un electrén en un nivel determinado por el indice de banda n
y por el vector de onda k tiene una velocidad media no nula, dada por

v, (K) = %Vkan(k). (2.2.126)

Esto nos dice que existen niveles estacionarios para un electron en un potencial perio-
dico en los cuales, a pesar de la interaccidn de los electrones con la red fija de iones,
se mueven perpetuamente sin ningun tipo de degradacion en su velocidad media.

2.2.2.16. Superficie de Fermi

El estado base de N electrones libres se construye ocupando todos los niveles k de
un electron con energias (k) = #%k*/2m menos que ¢, donde ¢ es determinada
requiriendo que el numero total de niveles de un electron con energias menores a cp
sea igual al numero total de electrones.

El estado base de Bloch se construye de manera similar, excepto que los niveles de
un electrén son descritos con los numeros cuanticos n y k, ¢x no tiene la forma de
electrones libres, y k debe estar confinado a una simple celda primitiva de la red reci-
proca si cada nivel es contado una unica vez. Cuando el nivel mas bajo de estos se
encuentra ocupado con una determinada cantidad de electrones, pueden resultar dos
configuraciones distintas:

1. Una cierta cantidad de bandas pueden estar completamente llenas, y otras perma-
necer vacias. La diferencia en energia entre el nivel mas alto y el mas bajo ocupados
es conocida como “brecha.® “gap”de bandas. Podemos encontrar que soélidos con un
gap de bandas superior a kg1 (T cerca a la temperatura ambiente) son aislantes. Si el
gap de bandas es comparable con kg7, el sélido es conocido como un semiconduc-
tor intrinseco. Debido a que el numero de niveles en un banda es igual al numero de
celdas primitivas en el cristal y debido a que cada nivel puede alojar dos electrones
(uno por cada spin), una configuracion con gap de bandas solo puede surgir cuando
el numero de electrones por celda primitiva es par.
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2. Algunas bandas pueden estar parcialmente llenas. Cuando esto ocurre, la energia
del nivel mas alto ocupado, la energia de Fermi 5, se encuentra en el rango de ener-
gias de una o mas bandas. Por cada banda parcialmente llena existira una superficie
en el espacio k£ separando los niveles ocupados de los desocupados. El conjunto de
todas estas superficies es conocido como la superficie de Fermi, es una generaliza-
cion para los electrones de Bloch de la esfera de Fermi para electrones libres. Las
partes de la superficie de Fermi que surgen de una unica banda parcialmente llena
son conocidas como “ramas.° “branches’de la superficie de Fermi.

Analiticamente, la rama de la superficie de Fermi en la banda n es la superficie en el
espacio k (si existe) determinada por

en(K) = ep (2.2.127)

Asi, la superficie de Fermi es una superficie de energia constante (o un conjunto de
superficies con energias constantes) en el espacio k£, comparables con las equipoten-
ciales de la teoria electrostatica las cuales son superficies de energia constante en el
espacio real.

2.2.2.17. Densidad de niveles

Usualmente se deben calcular cantidades que son sumas ponderadas sobre los ni-
veles electronicos de varias propiedades de un electron. Tales cantidades son de la
forma

Q=2 Qu(k), (2.2.128)
n,k

donde cada n es sumado sobre todos los valores permitidos de k dando fisicamente
distintos niveles.

En el limite del un cristal grande los valores permitidos de k quedan muy cerca uno
de otro, y la suma puede ser reemplazada por una integral. Teniendo en cuenta el
volumen en el k espacio, encontramos que

V—o0

g= lim Q 222/%@1(@, (2.2.129)
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donde la integral es sobre una celda primitiva. Puede mostrarse que si ¢),,(k) depende
de n y k solo a través de la energia ¢, (k), entonces ¢ tiene la forma

g= / deg(£)Q(c). (2.2.130)

Comparando 2.2.129 y 2.2.130 encontramos que

9(e) =Y gale), (2.2.131)
donde g¢,(¢), la densidad de niveles en la banda n, estd dada por
dk
gn(e) = /mé(e —en(k)), (2.2.132)

donde la integral es realizada sobre cualquier celda primitiva.

Una forma alternativa para representar la densidad de niveles puede ser construida
notando que

numero de vectores de onda permitidos en la
()= = (2)V) x P (2.2.133)
banda n en el rango de energias desde = a ¢ + dg)
El numero de vectores de onda permitidos en la banda n en este rango de energias es
simplemente el volumen de la celda primitiva en el espacio k, con € < ¢, (k) < € + de,

dividido por el volumen por vector de onda permitido, Ak = (27)3/V. Entonces

< k) <
ﬁx{ L esen(k)se+de } (2.2.134)

n(e)de =
9a(€) /47T3 0, otherwise

Debido a que de es infinitesimal, esto puede ser expresado como una integral de su-
perficie. Sea S,,(¢) una porcién de la superficie ¢, (k) = ¢ perteneciente a la celda
primitiva, y sea dk (k) la distancia perpendicular entre las superficies S,,(¢) y S, (¢ + de)

en el punto k. Luego
gn(e)de = / d—sjékz(k). (2.2.135)
Sn(e)

473

Para encontrar una forma explicita de Jk(k) debemos notar que, debido a que S, (¢) es
una superficie de energia constante, el gradiente £ de ¢,,(k), Ve, (k), es un vector nor-
mal a la superficie cuya magnitud es igual a la tasa de cambio de ¢, (k) en la direccion
normal; es decir,

€+ de =€ + |Ve, (k)| 0k (k), (2.2.136)
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y, por lo tanto,

Sk(k) = vj—g(k) (2.2.137)

Reemplazando 2.2.137 en 2.2.135, llegamos finalmente a la expresion

as 1
anle :/ L (2.2.138)
( ) Sn(€) 473 Vsn(k)

la cual es una relacion explicita entre la densidad de niveles y la estructura de bandas.

2.2.2.18. Meétodo de enlaces fuertes

La aproximacion de enlaces fuertes se ocupa del caso en el que el solapamiento de
las funciones de onda atémicas es suficiente para requerir correcciones a la imagen
de los atomos aislados, pero no tanto como para hacer que la descripcion atébmica sea
completamente irrelevante. La aproximacion es muy util para describir las bandas de
energia que surgen de las cascaras d parcialmente llenas de los metales de transicion
y para describir la estructura electronica de los aislantes.

Para desarrollar la aproximacién de enlaces fuertes, asumimos que en la vecindad de
cada punto de la red cristalina el Hamiltoniano del cristal peridédico H puede ser apro-
ximado por el Hamiltoniano de un solo atomo ubicado en el punto de la red. Ademas,
asumimos que los niveles ligados del Hamiltoniano atdmico estan bien localizados, es
decir, si ¢, es un nivel ligado de H,; para un atomo en el origen, luego requerimos que
1, (r) sea muy pequefio cuando r supere una distancia del orden de la constante del
la red, a lo cual nos referiremos como el “rango’de ,,.

Hatwn - nwna (22139)

En el caso extremo en el cual el Hamiltoniano del cristal comience a diferir de H,; solo
a distancias desde r = 0 que excedan el rango de ,(r), la funcion de onda v, (r)
sera una excelente aproximacion a los estados estacionarios de la funciéon de onda
del Hamiltoniano completo con autovalores E,,. Por lo tanto, también lo sera la funcién
de onda ¢,,(r — R) para todo R en la red de Bravais, ya que H tiene la periodicidad de
la red.

Para calcular este caso extremo, escribimos el Hamiltoniano del cristal 7 como

H = Hy, + AU(r), (2.2.140)
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donde AU(r) contiene todas las correcciones del potencial atdbmico requerido para re-
producir el potencial periddico completo del cristal. Si ¢, (r) satisface la ecuacion de
Schrédinger atdomica 2.2.139, entonces también lo hara con la ecuacion de Schrodin-
ger del cristal 2.2.140, provisto que AU(r) se anule donde ,(r) no. Si este es de
verdad el caso, entonces cada nivel atomico 1, (r) devolvera N niveles en el potencial
periddico, con funciones de onda ¢, (r — R), para cada uno de los N sitios R en la
red. Para mantener la descripcion de Bloch debemos encontrar las N combinaciones
lineales de estas funciones de onda degeneradas que satisfacen la condicién de Bloch

Y(r+ R) = Ry (r) (2.2.141)
Las N combinaciones lineales requerimos que sean

Unk(r) = D ™R (r = R), (2.2.142)
R
donde k pasa por los N valores en la primer zona de Brillouin consistente con la con-
dicion de frontera peridédica de Born-Von Karman. La condicion de Bloch 2.2.141 es
verificada por las funciones de onda 2.2.142 notando que

Y(r+R)=> e*Ry,(r+ R—R)

R

— eik.R Zeik(R’_R)wn(r_'_ (R/ N R))
LR (2.2.143)

— kR an(r_ﬁ)
| R

= eik'R@D(r).

Asi, las funciones de onda 2.2.142 satisfacen la condicion de Bloch con vector de on-
da k, mientras continuan presentando el caracter atdmico de los niveles. Las bandas
de energia construidas de esta forma tienen poca estructura, ya que, ¢, (k) es sim-
plemente la energia del nivel atbmico FE, sin importar el valor de k. Para solucionar
esto debemos realizar una asuncidon mas realista en la cual ¢, (r) se hace pequefia,
pero no precisamente cero, antes de que AU(r) se vuelva apreciable. Esto sugiere
que podemos buscar una solucion a la ecuacion de Schrodinger del cristal completo
que mantenga la forma general de 2.2.142

Y(r) =) e*Ro(r—R), (2.2.144)
R
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pero que la funcion ¢(r) no sea necesariamente una funcion de onda exacta de estado
estacionario atomico. Si el producto AU(r)y,(r) es extremadamente pequefio (pero
no cero), podemos esperar que la funcidn ¢(r) sea muy parecida a la funcion de onda
atémica ¢, (r) o a las funciones de onda en la cual 1, (r) es degenerada. Basado en
esto, uno puede esperar que la funcién ¢(r) se expanda en un cantidad relativamente
pequefa de funciones de onda atémicas localizadas:

S(r) = butbn(r). (2.2.145)
Si multiplicamos la ecuacién de Schrodinger del cristal
Hp(r) = (Ho + AU(R)(r) = e(K)p(r) (2.2.146)

por la funcion de onda atémica v}, (r), integramos sobre todo r, y utilizamos el hecho
de que

/ U (0 Huth(F)dr = (Hoto (£) (1) dr = E,, / U (r)(r)dr (2.2.147)
encontramos que
(600 = En) [ vt = [, 0AUm(Er (2.2.148)

Utilizando 2.2.144 y 2.2.145 en 2.2.148 y, ademas, la condicion de ortonormalidad de
las funciones de onda atdmicas,

U (DY () dr = S, (2.2.149)

llegamos a una ecuacién de autovalores que determina los coeficientes b,(k) y las
energias de Bloch ¢(k):

n R#0

(e(K) — B = — (c(K) — E,)) Y (Z [ - R>eik~Rdr) by

+) (/ U () AU (r) e, (r — R)dr) b, (2.2.150)

+ (Z [ nmav@er- R)e“‘"‘dr) b

n R#0

El primer término del lado derecho contiene la integral [ ¢, (r)i,(r—R)dr la cual brinda
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la hipétesis de niveles atdmicos bien localizados si su valor es pequefio comparado con
la unidad. Asumimos que la integral del tercer término en el lado derecho es pequefa,
debido a que contiene el producto de dos funciones de onda atémicas centradas en
diferentes sitios. Por ultimo, asumimos que el segundo término del lado derecho es
pequeio debido a que esperamos que las funciones de onda atoémicas se vuelvan pe-
quefias a suficientemente grandes distancias para que el potencial periédico se desvie
apreciablemente del atémico.

Consecuentemente, la lado derecho de la ecuacion 2.2.150 es pequefio siempre y, por
lo tanto, también sera pequefio (¢(k) — E,,,)b,,,. Esto es posible si ¢(k) — E,,, es pequefio
mientras que b,, no y viceversa. Asi, (k) debe estar cerca a un nivel atomico, por
ejemplo FEj, y todos los b,, deben ser pequeios excepto aquellos que vayan con ese
nivel y sus niveles degenerados en energia:

e(k) ~ Ey, b, ~0amenos que E,, ~ FEj (2.2.151)

Si las estimaciones en 2.2.151 fueran identidades estrictas, volveriamos al caso extre-
mo en el cual los niveles del cristal serian idénticos a los atdmicos. Ahora, sin emabrgo,
podemos determinar los niveles del cristal mas precisamente con la ayuda de 2.2.151
para estimar el lado derecho de 2.2.150 haciendo que la suma en n sea solo para
aquellos niveles con energias o degeneradas o muy cercanas a Ej. Si el nivel atdmico
0 no se encuentra degenerado, es decir, un nivel s, entonces 2.2.150 se reduce a una
unica ecuacion dando una expresion explicita para la banda de energia que surge de
este nivel s. Si estamos interesados en las bandas que surgen de un nivel atémico p,
el cual se encuentra triplemente degenerado, entonces 2.2.150 daria tres ecuaciones
homogéneas cuyos autovalores otorgarian las (k) para las tres bandas p, y cuales
soluciones b(k) brindarian las combinaciones lineales apropiadas de los niveles ato-
micos p que componen ¢ a distintos valores de k en la zona de Brillouin. Si quisiéramos
obtener una banda d a partir de niveles atdmicos d, deberiamos resolver un sistema
de ecuaciones de 5 x 5, etc.

Realizaremos un ejemplo de una banda s que surge de un solo nivel atébmico s. Si
todos los coeficientes b en 2.2.150 son cero excepto aquel para un nivel atomico s,
entonces 2.2.150 nos devuelve directamente la estructura de banda correspondiente
a una banda s:

B+ TA(R)e*R
1+ a(R)ekR’

(k) = E, (2.2.152)
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donde E es la energia del nivel atomico s, y

B = —/drAU(r)|¢(r)|2, (2.2.153)
a(R) = / drg*(No(r —R), (2.2.154)
Y(R) = — / drg* (AU (F)$(r — R). (2.2.155)

Los coeficientes 2.2.153 y 2.2.155 pueden simplificarse utilizando algunas simetrias.
Debido a que ¢ es un nivel s, ¢(r) es real y depende Unicamente de la magnitud de r. De
esto sigue que o(—R) = a(R). Esta es una simetria de inversion de la red de Bravais, la
cual requiere que AU(—r) = AU(r), y también implica que v(—R) = v(R). Ignoramos
los términos en o en el denominador de 2.2.152 ya que dan pequefas correcciones al
numerador. Una ultima simplificacion proviene de asumir que solamente los primeros
vecinos otorgan integrales de solapamiento apreciables. Poniendo todo esto junto,
podemos simplificar 2.2.152 a

e(k)=E,— - ~(R)cos(k-R), (2.2.156)

donde la suma se realiza sobre todos aquellos R en la red de Bravais que conecten el
origen con sus primeros vecinos.

2.2.2.19. Funciones de Wannier

Demostraremos que las funciones de Bloch para cualquier banda siempre pueden ser
escritas en la forma 2.2.142 en la cual se basa la aproximacion de enlaces fuertes. Las
funciones ¢ que juegan el papel de funciones de onda atémicas son conocidas como
funciones de Wannier. Tales funciones pueden ser definidas para cualquier banda,
sean o0 no bien descritas por la aproximacién de enlaces fuertes, aunque las funciones
de Wannier tendran poco parecido con cualquier funcién de onda electrénica para un
atomo aislado.

Para establecer que cualquier funcion de Bloch ,k(r) puede ser escrita en la forma
2.2.142, debemos notar que considerada como una funcion de k para r fijo, ¥,k(r) es
periddica en la red reciproca. Entonces tiene una expansion en series de Fourier como
ondas planas con vectores de onda en el espacio directo. Asi, para un cualquier r fijo
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podemos escribir

Uok(1) = fu(R,1)e™, (2.2.157)
R

donde los coeficientes en la suma dependen de r como también de los “vectores de
onda’R, ya que para cada r es una funcién diferente de k la que es expandida.

Los coeficientes de Fourier 2.2.157 estan dados por la funcion inversa

fa(R 1) = = / dke™®¥ e, (r). (2.2.158)

Vo

La ecuacion 2.2.157 es de la forma 2.2.142, provisto que la funcion f, (R, r) depende
de r y R solo por su diferencia, r — R. Pero si r y R son corridos por un vector de la red
de Bravais Ry, entonces f permanece intacta como consecuencia directa del teorema
de Bloch. Asi, f,(R,r) tiene la forma

fa(R 1) = ¢, (r —R) (2.2.159)

A diferencia de las funciones de onda atdomicas de la aproximacion de enlaces fuertes
¢(r),las funciones de Wannier ¢, (r — R) en diferentes sitios son ortogonales. Debido a
que el conjunto completo de funciones de Bloch pueden ser escritas como combina-
ciones lineales de las funciones de Wannier, las funciones de Wannier ¢, (r — R) para
todo n y R forman un conjunto completo ortogonal. Por lo tanto, ofrecen una base al-
ternativa para la descripcion de niveles de electrones independientes en un potencial
de un cristal.
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2.2.3. Método de enlaces fuertes en el grafeno
2.2.3.1. Breve introduccién al grafeno

Dentro de los sistemas compuesto por atomos de carbono solamente se encuentra el
grafeno, un al6tropo bidimensional del carbono, el cual desempefa una papel impor-
tante en la comprensién de las propiedades electronicas de otros alétropos. El grafeno
esta formado por atomos de carbono dispuestos en una estructural de panal (honey-
comb) formada por hexagonos, y puede considerarse que esta compuesto por anillos
de benceno desprovistos de sus atomos de hidrogeno. A pesar de ser la madre de
todos los alétropos del carbono y de que probablemente puede ser producido cada
vez que alguien escribe con un lapiz, fue aislado luego de mas de 400 afios desde su
invencion por Andre Geim y Konstantin Novoselov en 2004. La razén de esto es que
en primera instancia nadie esperaba que el grafeno existiera en estado libre y, luego,
gue no existian herramientas experimentales para buscar de capas de un atomo de
espesor entre los restos de lapiz. De esta manera el grafeno es relativamente facil de
producir, pero no de encontrar.

La flexibilidad estructural del grafeno se refleja en sus propiedades electrénicas. La
hibridizacion sp? entre un orbital s y dos orbitales p conduce a una estructura plana
triangular con la formacion de un enlace o entre los atomos de carbono que se en-
cuentran separados por 1.42 A. El enlace ¢ esta formado por la superposicion de dos
orbitales atomicos a lo largo del eje de enlace, y es responsable de la solidez de la
estructura en todos los alétropos. Debido al principio de exclusion de Pauli estas ban-
das tienen las capas llenas y, por lo tanto, forman una banda de valencia profunda.
El orbital p que no es afectado, el cual es perpendicular a la estructura plana, puede
unirse covalentemente con los atomos de carbono vecinos dando lugar a la formacién
de una banda 7 y, dado que cada orbital p tiene un electrén adicional, la banda 7 esta
medio llena. Se denomina enlace 7 a la superposicién de dos orbitales atdmicos por
encima y por debajo del eje de enlace.

Uno de los aspectos mas interesantes del grafeno es que sus excitaciones de ba-
ja energia se comportan como fermiones de Dirac sin masa y con quiralidad. En el
grafeno neutro, el potencial quimico cruza exactamente el punto de Dirac. Esta disper-
sion particular, que solo es valida a bajas energias, imita la fisica de la electrodinamica
cuantica (QED en por sus siglas en inglés) para fermiones sin masa, excepto por el
hecho de que en el grafeno los fermiones de Dirac se mueven con una velocidad v,
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que es 300 veces menor que la velocidad de la luz c. Por lo tanto, muchas de las pro-
piedades inusuales de QED pueden aparecer en el grafeno pero a velocidades mucho
menores.

El grafeno es unico en el sentido de que comparte propiedades de las membranas
flexibles y al mismo tiempo se comporta de forma metalica, de modo que los fermiones
de Dirac se propagan en un espacio espacio curvo. De esto surgen analogias con
problemas de gravedad cuantica.

Aunque el campo de estudio del grafeno esta aun en sus inicios, las posibilidades
cientificas y tecnoldgicas de este nuevo material parecen ilimitadas haciendo que la
comprension y el control de sus propiedades puedan abrir puertas a una nueva frontera
en la electronica.

2.2.3.2. Estructura de bandas del grafeno en primera cuantizacién

El espaciamiento de la red del grafeno es de a = 1.42 A. Ademas, el grafeno posee
cuatro electrones de valencia de los cuales tres forman enlaces fuertes con sus atomos
vecinos en el plano, con funciones de onda

1

V3

donde .(2s) es la funcion de onda 2s para el carbono y ¢.(0;2p) son las funciones de

(1he(25) + V2uhe(0:2p)), i =1,2,3, (2.2.160)

onda 2p cuyos ejes se encuentran en la direccidon o; que une los atomos del grafeno
con sus tres vecinos en el plano. El cuarto electron se considera que esta en el estado
2p., cuyo eje de simetria se encuentra perpendicular al plano. Los tres electrones que
forman enlaces coplanares no contribuiran a la conductividad, y trataremos al grafeno
con un unico electron de conduccion en el estado 2p..

La celda unidad de la red hexagonal presenta dos atomos inequivalentes, Ay B. Los
vectores primitivos de la red directa son

a1:g<3,\/§>, a, — (3,—\/5). (2.2.161)

a
2
Con estos valores podemos calcular los vectores primitivos reciprocos utilizando la
expresion 2.2.89

by = ?TZ (1, ﬁ) b= g—z (1, —\/3) . (2.2.162)
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Ademas, hay dos puntos de particular importancia en el grafeno Ky K’ en las esquinas
de la zona de Brillouin. Estos puntos de denominan puntos de Dirac por razones que
se mostraran mas adelante. Sus posiciones en el espacio k estan dadas por:

2r 2w 2T 2T
K=(— — |, K=(— —"]. 2.2.163
<36L 3\/§a> <3CL 3\/§a) ( )

Los vectores en el espacio directo de los tres primeros vecinos son

5y = g (1, Jﬁ) R - g (1, —ﬁ) . 3= —a(1,0) (2.2.164)

Ahora consideremos el método de enlaces fuertes. Si x(r) es la funcién de onda del

FIGURA 2.6: Izquierda: Red de panal (honeycomb) del grafeno. Derecha: primera zona
de Brillouin, los puntos de Dirac se encuentranen Ky K'.

orbital 2p. normalizada para un atomo asilado, entonces la funcién de onda para el
método de enlaces fuertes es

Y = o1+ Apy
Y = Z e®Ray(r —Ra) + A Z ¢®Rey(r — Rg). (2.2.165)
RA RB
donde la primera suma corre sobre los vectores posicion de los sitios A y la segunda
sobre los vectores posicion de los sitios B.

Por el método variacional es conocido que el mejor valor de E para esta aproxima-
cion se obtiene multiplicando la funcion de onda 2.2.165 por ¢; y - respectivamente,
integramos y luego eliminamos ) de las dos ecuaciones resultantes.
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Descartaremos la superposicion de las funciones de onda p. centrada en otros atomos,
es decir, asumimos que
X(r—Ra)x(r—Rg)dr=0 (2.2.166)

Luego, substituyendo 2.2.165 en
Hy = Evy (2.2.167)

y, haciendo los pasos mencionados previamente, obtenemos
Hll + )\H12 - ES, (22168)

H21 + )\HQQ == )\ES, (22169)

donde

Hy = | oiHpidr, Hyy = Hy = | ¢iHpodr, Has = [ @3Hpodr (2.2.170)

sz/gp;pldr: s Hopodr. (2.2.171)

Ahora eliminando )\ obtenemos la ecuacion

Hy — ES H
5 N =0 (2.2.172)
Hy Hy — ES
con la cual encontramos los valores la energia
1
E = %[Hu%—ﬂmi \/(HH — Hy)? + 4|Hys 2. (2.2.173)

Debido a que descartamos las integrales de superposicion, S = N, el numero de
celdas unidad en el cristal, y por simetria H;; = Hy, tenemos, finalmente

1 1
B = Hy & —|Hyl. (2.2.174)

El signo positivo actuara por fuera de la zona hexagonal, y el signo negativo por dentro.
La discontinuidad de la energia a través de la frontera es

2
AE = —|H 2.2.175
~[Hy (2.2.175)
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Ahora calcularemos Hyy, Hy Y His.

1 .
Hll = N RZR , e_lk'(RA_RA’) /X*(r — RA)HX(I' — RA/)dr, (22176)
AsNA

Considerando solo las integrales de intercambio de los primeros vecinos de los atomos
A, y escribiendo

By = / - (F) Hy (r)dr. (2.2.177)

Yo = — /X*(r — p'YHx(r)dr, (2.2.178)

donde p’ = a; (por ejemplo) es el vector entre atomos A a primeros vecinos con
posiciones Ry = a4, R; = —a4, R; = a3, Ry = —a3, Rs = a; —a; y Rg = a; — ay,
podemos desarrollar la siguiente expresion

NHll — EO _ 76 {e—ZkR»l + e—ik'Rz —I'_ e—ik~R3 + e—ik‘R4 + e—ik'R5 + e—ZkRG}
= Ey— { (e‘i@’% + ei@’%) (e‘i%“’“z + ei%“’ﬂ + (e‘i\/g“’“y + e"\/g“’“y>}

= Fy— {2 cos (\/gaky) +4 cos <\/2§aky> cos (%Lkz) }

Si escribimos el Hamiltoniano como

H=Hy+ (H—-Hy)=Hy+ AU (2.2.179)

donde H, es el Hamiltoniano para un atomo de carbono aisladoy (H — H,;) = AU =
V — U en donde V es el potencial periddico de lared y U es el potencial de un atomo
aislado, entonces debido a que H,;x = Eox

Ey=F — /X*(r)(U — V)x(r)dr, (2.2.180)
h=F= [ (= p)U = V)x(rar (2.2.181)
Ey es la energia de un electron en el estado 2p, en el carbono.

Ahora calcularemos H;,. Para esto, consideraremos solamente las interacciones entre
primeros vecinos en la red, siendo los primeros vecinos de los atomos tipo A siempre
atomos de tipo B y viceversa. Escribimos

Yo =FE— /X*(r — p)(U = V)x(r)dr, (2.2.182)
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donde p = §4 (por ejemplo), entonces obtenemos

1
Hiy = N"yo {e ik-61 + 6_Zk 02 + 6—zk 63}
1 | |
= N,yoe—lk~53 {1 + e—lk~(51_53) _|_ 6—1k(62_63)}

_ %%emm {1 L emi%h <€4@ky " ei@a@)}

1 . -3a 3
= N’yoe’”kl {1 1 2e % ke s (—\/;aky> }

3 30 3 50 3
|Hyp|? = % {1 + 9e~ 5k g ( 2ak;y> } {1 + 2¢" 5k o <\/2_ak:y> }
3 3 3 3
:%{14‘4008 <\/2_ak:y> cos (?ak:m) + 4 cos? ( 2aky>}

utilizando la identidad cos (2x) = cos® (z) — sin® (z) se obtiene que 4 cos? (@l@) =
2 4+ 2 cos (v/3ak,), entonces

luego

|His| = 2,342 cos (V3ak,) +4 cos (f“@) cos (%‘%) (2.2.183)
Finalmente, escribiendo
F(K) = 2 cos <\/§aky> + 4 cos (@@) cos <3§k) . (2.2.184)
La energia 2.2.174 vale
B(K) = 1 { B~ 17K £ 70v/3+ 7]} (2.2.185)

donde ~y(~ 2.8eV) es la energia de salto a primeros vecinos entre diferentes subredes,
Y 76(0.02v9 S 7 < 0-279) es la energia de salto a segundos vecinos en la misma subred.

Podemos observar que el espectro de energias es simétrico respecto a la energia
cero si v, = 0, mientras que para valores distintos de +(, se rompe la simetria electrén-
hueco y las bandas se vuelven asimétricas. Sin embargo, en nuestro analisis vamos
a estudiar el espectro a primeros vecinos (v, = 0) y, ademas, eliminaremos la energia
Ey ya que al ser una constante no cambia la estructura del espectro. Lo mismo sucede
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con el numero de celdas unidad en el cristal N. Entonces

E(k) = +701/3 + f(K). (2.2.186)

2.2.3.3. Estructura de bandas del grafeno en segunda cuantizacién

Ahora trabajaremos directamente en segunda cuantizacion, y definiremos los opera-
dores de creacion y aniquilacién de un electron en el orbital mas bajo centrado en los
atomos A y B con las relaciones de anticonmutacion:

{A(R),AT(R’)} = {B(R BT(R’)} = 0RR
{A(R), AR} = {B(R), B(R)} = 0 (2.2.187)
{A(R), BR)} = {A(R), BI(R)} =

Debemos notar que los primeros vecinos de un atomo tipo A es un atomo tipo B y
viceversa. Por lo tanto, podemos escribir el Hamiltoniano para el método de enlaces

fuertes como:
=—t Yy A'R)B(R)+ AR)B(R)
(R,R")

(2.2.188)
=—t» A'(R)B(R+6)+ AR)BI(R+ ).

Debido a la invariancia traslacional del sistema, utilizaremos el espacio de Fourier para

escribir
A \/_ Z A sz
kebZ (2.2.189)
Z zk-R
\/_ keBZ

Al igual que los operadores en el espacio real, las relaciones de anticonmutacion que
no se anulan son
{A(k), A'(K)} = {B(k), B"(K')} = k- (2.2.190)

Utilizando esto en el Hamiltoniano, tenemos

:__ZZ a6 Rk AT (k) B(q) + h.c.

R0 k,q

iq. 1 iR-(q—
=—tY Y 99Al(k)B(q) (NZeR(q ")> + h.c.
J kq R

(2.2.191)
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Utilizando el hecho de que (4 > g eR@7W) = 44, obtenemos

H=—t) e*Al(K)B(q) + h.c. (2.2.192)
k,0

Definiendo (k) = (A(k), B(k))", podemos escribir el Hamiltoniano como
H =>4 (k)h(k)v(k), (2.2.193)
k

donde la matriz i, denominada Hamiltoniano de Bloch, toma la forma

[ 0 Ak
h(k)_<A*(k) . > (2.2.194)

con A(k) = —t Y ;e*0 = —te~iahs {1 + 2t % ke cos (@@) } Para encontrar el espec-
tro de energias debemos tomar el determinante de la matriz h, entonces

E(K) = £t\/AKAK) = +t/3 + f(K) (2.2.195)

donde f(k) es igual a 2.2.184.

2.2.3.4. Fisica de Dirac emergente

Existen dos bandas sin “gap”que se tocan en los puntos de Dirac Ky K/, es decir,
estos puntos se encuentran en el espacio k£ cuando E(k) = 0. Estas bandas deben
tocarse en puntos dentro de la primera zona de Brillouin. Ademas, el grafeno tiene un
electrén accesible por atomo y, tomando en cuenta el spin, nos damos cuenta que la
banda inferior se encuentra completamente llena. Entonces, si queremos describir las
pequefias excitaciones del estado base, las excitaciones que contribuiran son aquellas
gue se encuentran en las cercanias de estos puntos.

Primero debemos determinar en qué posicidn se encuentran estos puntos. Es decir,
de 2.2.195 igualado a cero, tenemos

koa \/gak‘y
cos (kpa cos cos
S ( ) ( ’ ; (2.2.196)

2
—sin (kya) + 2 sin (%) cos <\/§ak‘y
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Manipulando algebraicamente

sin (k;a) (—cos (%) + cos (ﬁ;l@)) =0 (2.2.197)

Asi, tenemos dos opciones: hacer sin (k.a/2) = 0 o hacer cos (k,a/2) = cos (@)

47

La primera opcion nos da (0, + ) mas un vector de la red reciproca cualquiera.

3v/3a
HPe 2T 1 2 1 4
La segunda opcion da 3~ (1, 73> y 37 (1, —73) otra vez mas un vector de la red

reciproca cualquiera.

Todos estos puntos caen en las esquinas de la primera zona de Brillouin. Convencio-
nalmente se adoptan Ky K’ como

2m 1 ,2m RS
K= 34 (1,%) , K= 3 (1, \/§) (2.2.198)

Debemos recordar que las bandas de energia se cruzan en estos puntos. Debido a
esto, existen dos ramas de excitaciones de baja energia: una de excitaciones con un
momento dado cerca a Ky otra cerca a K'. Por lo tanto, si queremos centrarnos en la
fisica de baja energia, debemos expandir el Hamiltoniano alrededor de estos puntos.
Expandimos a primer orden alrededor de K, por ejemplo, obtenemos

. . . . 3 3
A(K 4 q) = —te Fete=ita (1 12 eizkragiztasyg (gaky -+ \/—aqy>>

2
P o 3
= —te 1T el [ ] 49 (imeiatacgg T + —\/—GQy
3 2
o 1 3 3 9
~ —te"%(l —iaq,) <1 -2 (5 - Zaqy + Zzaqx - igaz%%/))

eliminando términos de orden superior y realizando algo de algebra

3ta _;2x .
AK+q) = —76 5 (qy + 1qy)
3ta (2.2.199)

Asi, el Hamiltoniano de Bloch y el espectro de energias son

WK+ q) ~ — o0 0 e ar + i) (2.2.200)
2\ €% (g —ig,) 0
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E(K+q)~ i?%a|q| (2.2.201)

Al cambiar las fases de Ay B, lo que significa cambiar la fase de la funciones de onda,
la matriz de Bloch y la energia pueden ser expresadas en la forma

(2.2.202)
E(K+q) ~ +hvr |q]

donde o son las matrices de Pauli. Este es precisamente el Hamiltoniano 2D de fer-
miones de Dirac sin masa, la cual describe electrones relativistas, y donde la velocidad
de la luz es reemplazada por vy = 3ta/2h.

Debemos notar que la fase de la funcién de onda cambia por = a medida que q da
una vuelta alrededor del origen, y un ciclo completo cuando q completa dos vueltas
alrededor del origin.

Ademas, es importante mencionar que la teoria efectiva de Dirac encontrada no es
algo artificial generado por la aproximacion a primeros vecinos sino que puede ser
observada en experimentos y, de hecho, ha sido medida satisfactoriamente.

Finalmente, nuestro problema a gran escala comenzo con electrones no relativistas y
obtuvimos que la fisica de baja energia a niveles microscépicos corresponde a fermio-
nes relativistas sin masa.
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2.2.4. Ecuacién de Dirac
2.2.41. Ecuacion de Dirac en espacio plano

Uno de los requisitos para una formulacion relativista de la mecanica cuantica es que
la funcion de onda asociada sea invariante de Lorentz. La ecuacion de Schrodinger
es de primer orden en la derivada temporal y de segundo orden en las derivadas es-
paciales. Debido a esto, dicha ecuacion no es invariante de Lorentz y, por lo tanto, no
puede describir particulas relativistas. La invariancia de la ecuacion de Schrédinger
bajo transformaciones de Lorentz es una consecuencia de su construccion a partir de
la relacidén no relativista entre la energia de una particula libre y su momento lineal
(utilizando 7 = 1)
p?
E=— (2.2.203)
2m
El primer intento para construir una teoria cuantica relativista se basé en la ecuaciéon
de Klein-Gordon. Tal ecuacion se obtiene de escribir la relacion energia-momento de
Einstein (utilizando ¢ = 1
E? = p* +m? (2.2.204)

como operadores que actuan sobre la funcién de onda,

E2)(x,t) = p2b(x, t) + m>ip(x, t) (2.2.205)

Utilizando los operadores momento p = —iV y energia F = i%, llegamos a la ecuacion

de onda de Klein-Gordon -

i V2 — m*yY (2.2.206)
La ecuacion de Klein-Gordon es ahora invantiante de Lorentz y tiene soluciones de
ondas planas

(X, t) = Ne'Px=EY) (2.2.207)
donde la energia satisface la relacién energia-momento de Einstein £ = ++/p? + m?.

En mecanica cuantica las soluciones de energia negativa no pueden ser dejadas de
lado ya que deben formar un conjunto completo de estados, pero recordando que la
densidad de probabilidad depende de la energia

p=2|NPE (2.2.208)
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vemos que existe una inconsistencia debido a la existencia de probabilidades nega-
tivas, por lo tanto, la ecuacion de Klein-Gordon no puede ser una teoria consistente
particulas relativistas.

Debido al problema con la densidad de probabilidad, Paul Dirac en el afio 1928 encon-
tr6 una formulacion alternativa para obtenemos una teoria relativista de la mecanica
cuantica. Tal formulacién no solo solucioné el problema de la densidad de probabilidad
sino que también brind6 una descripcidn natural para el spin intrinseco de fermiones
con spin semi-entero.

Dirac busco una ecuacidén de onda que sea de primer orden en las derivadas tanto
espaciales como temporales,

A

EY = (o p+ Bm) (2.2.209)

Al elevar al cuadrado la ecuacion anterior se pueden obtener las condiciones que de-
ben satisfacer a y g3,

+ (azay + ayam)% + (g, + azay)% + (a0, + axaz)%
+i(awf + 6%)% +ioy + ﬂozy)g—f +i(azf + /3az)g—f
que debe reducirse a la ecuacion de Klein-Gordon
2 2 2 2
88;2# = g;ﬁ gyf + g;g — m*y (2.2.210)
y, entonces, los coeficientes « y 5 deben cumplir
aizaizaﬁzﬁzl
a;B+ Pfa; =0 (2.2.211)

ajop +age; =0, (j#k)

donde | representa la unidad. Las relaciones de anticonmutacion no pueden satisfa-
cerse si a; y § son numeros normales. El objeto matematico mas simple que cumpla
con tales relaciones son las matrices. Debido a las propiedades ciclicas de las trazas,
Tr(ABC) =Tr(BCA) y del requisito que 32 = Iy o, = —B«;, se puede mostrar que
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tales matrices deben tener traza igual a cero
Tr(ey) = Tr(aifB) = Tr(Ba;f8) = =Tr(a;38) = —Tr(a) (2.2.212)

Ademas, los autovalores de las matrices a; y 3 son +1 (o?X = X — X = \2X).
Debido a que la suma de los autovalores de una matriz es igual a su traza y a que
los posibles autovalores son +1, la unica forma de que la traza pueda ser cero es que
«; Y B sean matrices de dimension par. Por ultimo, debido a que el Hamiltoniano de
Dirac debe ser Hermitico para poder tener autovalores reales, las matrices a 'y 5 deben
también ser Hermiticas,

Qy = al, o, = ai y =41 (2.2.213)
Por lo tanto, o, oy, ., y 3 son cuatro matrices Hermiticas mutuamente anticonmutati-
vas de dimension par y con traza cero. Ya que solo existen tres matrices 2 x 2 mutua-
mente anticonmutativas (matrices de Pauli), la dimension minima de las matrices a,
ay, o, Y S es 4 x 4. La eleccion convencional es la representacion de Dirac-Pauli,

| 0 0 ag;
6=(0 _|> yai=<0i o) (2.2.214)
(1 0) (0 1) <0 —i) (1 o)
= , Oy = . Oy = . y o,=
0 1 10 i 0 0 —1

Esta es una posible representacion de las matrices a y 5. Las predicciones fisicas de

con

la ecuacion de Dirac no dependen de una representacion especifica sino del algebra
que satisfacen las matrices (algebra de Clifford).

Como se comenté anteriormente, la ecuacion de Dirac también predice el momento
angular intrinseco de particulas con spin semi-entero. Podemos probarlo comenzan-
do con la ecuacion para un observable dependiente del tiempo correspondiente a un

operador O
o d

At dt
en donde si el operador para un observable conmuta con el Hamiltoniano del siste-

(O) = i(y|[H, O)|v) (2.2.215)

ma, entonces es una constante del movimiento. El Hamiltoniano de la ecuacién de
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Schrddinger para una particula libre
Hgp = (2.2.216)
m

conmuta con el operador de momento angular L=r+ p vy, por lo tanto, el momento
angular es una cantidad conservada de la mecanica cuantica no relativista. Para el
Hamiltoniano de una particula libre en la ecuacién de Dirac, la correspondiente relaciéon
de conmutacion para la componente x es

[Hp, L] = ay[py, 91p. — a.lps, 2lp, = —i(c x P), (2.2.217)

donde vemos que el momento angular “orbital’no conmuta con el Hamiltoniano de
Dirac y, entonces, no es una cantidad conservada.

Ahora consideremos un operador matricial S 4 x 4 formado con las matrices de spin

5ot ( o 0 ) (2.2.218)

de Pauli,
- 1
S=-
2 2\ 0 o

el cual tiene una relacion de conmutacion con FID igual a

[Hp,S] =iax p (2.2.219)

~

De lo cual nos podemos dar cuenta que la suma J = L+S conmuta con el Hamiltoniano
de Dirac
[Hp,J] = [Hp,L+8] =0 (2.2.220)

y, por lo tanto, el operador momento angular total J es una cantidad conservada.

Con esto, tenemos las herramientas necesarias para probar que una particula que
satisface la ecuacion de Dirac tiene momento angular intrinseco s = 1:

1000
S P 310100

s%z—@ﬁ+22+23::-
4 Y 410010
0001

8% = s(s + 1) = Z;z) Ss== (2.2.221)
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Como observacion final, el Hamiltoniano de Dirac en 2D sin masa se puede expresar
como
Hp = he(e- p) = he(o - p) (2.2.222)

que es casi idéntico a la matriz de Bloch 2.2.202 con la diferencia de que se debe
reemplaza la velocidad de Fermi vy por la velocidad de la luz ¢ y se debe transformar
q— —V.

2.2.4.2. Forma covariante de la ecuacion de Dirac

Hasta ahora la ecuacion de Dirac se ha expresado en términos de las matrices a y
5, lo cual muestra la conexién con el spin. De todas formas, la ecuacion de Dirac es
usualmente expresada en una forma que muestre su covariancia. Esto puede lograrse
pre-multiplicando la ecuacion de Dirac por

R N 11 RN RO [ B
1Pay o + 1fay, ay + iBa, P +1if oy B ma =0 (2.2.223)
Ahora definimos las matrices v de Dirac
0 — 1 — 2 3 —
V=B v =Pfay, Y =Pa Yy V=P, (2.2.224)

usando % = |, etiquetando las cuatro matrices ~ por el indice 1, de tal manera que v* =

(7%, v, %, 4?), y utilizando la definicion de la derivada covariante 9, = (9, 9, 02, 03) =

9 0 090 0

0 a0 Do 8—), la ecuacion de Dirac puede ser expresda en su forma covariante
T y z

(1910, — m) ¥ = 0 (2.2.225)

con el indice p tratado como un indice de Lorentz para un cuadrivector y la suma
implicita sobre indices repetidos.

Las propiedades de las matrices v pueden obtenerse de las propiedades de las matri-
ces a 'y f3, las cuales se pueden resumir en una expresion

("} = A =26 (2.2.226)

La matriz 1° es hermitica mientras que las otras tres matrices son anti-hermiticas, por
ejemplo,
YT = (Bog)t = alpl = a,f = —Pa, = —' (2.2.227)
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entonces
=72y A=A (2.2.228)

2.2.4.3. Ecuacion de Dirac en espacio curvo

Comenzaremos con el formalismo del vielbein de n componentes, también denomi-
nado n-bein. Si {z#} son coordenadas locales en un espacio-tiempo M m luego {dz"}
es el conjunto de uno-formas coordenadas base del espacio cotangente (T*M es el
espacio vectorial dual al espacio tangente T'M). El elemento de linea para el espacio-
tiempo n-dimensional M se puede expresar en coordenadas locales como

ds* = g, (z)da" dz” (2.2.229)

En lugar de trabajar en una base coordenada, es conveniente trabajar en un marco de
referencia ortonormal local que tiene como base uno-formas w*(z) y como elemento
de linea

ds? = n,,w(z)w’(x) (2.2.230)

donde 7,, puede ser el tensor métrico de Minkowski. Se utilizaran indices latinos para
distinguir las componentes de los tensores en un marco de referencia ortonormal local ,
e indices griegos para las componentes en una base coordenada. Debido a que ambos
dz*} y w*(z) generan T* M, debe ser posible expresar

w(x) = e, (v)dz" (2.2.231)
para ciertos coeficientes e, (). Llamaremos ¢, () como n-bein y puede ser pensa-
do como componentes de un campo vectorial covariante e®. Substituimos 2.2.231 en

2.2.230 y al compararlo con 2.2.229 vemos que

g,uz/ (l’) - ea,u(x>ebu<x>nab (22232)

El inverso (dual) del n-bein sera denotado por e *(x), y cumple las siguentes expresio-
nes
et (x)e, (x) = o (2.2.233)

e (w)e’,(z) = &° (2.2.234)

Luego, tenemos
dat = e M (r)w(x) (2.2.235)
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Nap = €4 ()€, ()9, () (2.2.236)

Podemos ver que de 2.2.232 0 2.2.236 el n-bein no esta univocamente determinado
por el tensor métrico g, (z). En cambio, e () y €' (z) satisfacen 2.2.232 si

e (x) = Lab(a:)ebﬂ(x) (2.2.237)

donde
Lac(x)Lbd(x)’r/ab = ncd (22238)

L*,(x) es una matriz que representa una transformacion de Lorentz local. Ya que e, ()
y ', ,(r) dados por 2.2.237 determinan la misma métrica del espacio-tiempo, la accion
o las ecuaciones de campo deben ser independientes de si se elige e*,(z) 0 €'* ().
Esto significa que la accion para un campo es invariante bajo transformaciones de
Lorentz locales.

Consideremos un campo vectorial A*(z). Expresaremos las componentes de este
campo vectorial respecto al marco de referencia ortonormal utilizando el n-bein co-
mo

A%x) = e (z) A (x) (2.2.239)

que bajo una transformacién de Lorentz es
A%x) — A'(z) = L% (2) A%(z) (2.2.240)

No existe razén por la cual suponer que los vectores base del marco de referencia
ortonormal local permanezcan inalterados bajo una transformacién general de coor-
denadas x — z’. Un cambio de coordenadas debe inducir una transformacion de Lo-
rentz local del espacio tangente, lo que significa que bajo una trasformacién general
de coordenadas e“,(x) debera transformar como un vector covariante salvo una trans-
formacion de Lorentz local, y A%(x) debera transformar como un conjunto de escalares
también salvo una transformacioén de Lorentz local,

AYx) = A'%2") = L% (2)A%(x) (2.2.241)

La derivada covariante V,, A’*(z") debe ser definida de tal manera que bajo una trans-
formacion de Lorentz transforme como

V' A (z) = L% (2)V, A% (x) (2.2.242)
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y, bajo una transformacién general de coordenadas, como

v Ay = 2% 1o (v, Ab(a) (2.2.243)

ox'*

Ahora introducimos una conexion con componentes w %, (z) definida tal que
VA =0,A" + wu“bAb (2.2.244)
Las ecuaciones 2.2.242'y 2.2.243 se cumplen si w,%, (x) bajo una transformacioén ge-

neral de coordenadas transforma como

!/ a axl’ a c — a —1\c
Wy p(2) = W{L o, (L l)db — (0, L) (L 1) o) (2.2.245)

donde, en el caso de una transformacion de Lorentz local, 2% = 5;;.

> O

Consideremos la derivada covariante del n-bein ¢“,. Ya que este transforma como
2.2.237 bajo una transformacion de Lorentz local, y como un vector covariante bajo
una transformacion general de coordenadas, deberiamos definir

— Iﬂwea)\ + wu“beby (2.2.246)

Otra manera de motivar esto es requerir que la derivada covariante obedezca la regla
del producto (Liebniz), como es normal en el calculo tensorial. Luego 2.2.239 da

V, A% = (V,e" ) A" + e (V,A) (2.2.247)

Usando VA" = §,A" +T", A" y 2.2.244, se obtiene 2.2.246.

La condicién de que la conexion no contenga torsion hace que la derivada covariante
del n-bein se anule. Esto puede verse facilmente utilizando el enfoque de Cartan a la
geometria diferencial. De w ,, definimos una uno-forma

Wy = w Y dat (2.2.248)

Usando 2.2.231 tenemos
dw® = e, jdx* A dz” (2.2.249)

donde d es la derivada exterior y A es el producto exterior. Hemos utilizado la notacion

1
) = 5 (8.e”, — 0ve”,) (2.2.250)
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La condicién para que la conexion esté libre de torsion es
0= dw® + w% A w® (2.2.251)
De 2.2.248 y 2.2.249 podemos inferir
w, =—¢," (0ue", — F’\We“/\) (2.2.252)

v

La condicion de que la conexion de Levi-Civita esté libre de torsién es equivalente a
r,, =T%,,. Sibajamos el indice a con la métrica de Minkowski en 2.2.252, de 2.2.234

tenemos
Si ahora utilizamos 2.2.252 en 2.2.247, entonces sigue que
Ve, =0 (2.2.254)

Esto muestra que la derivada covariante conmuta con la conversion de tensores desde
y a un marco de referencia ortonormal local.

Por completitud, mostraremos el enfoque de Cartan para definir la dos-forma curvatura
R*, como
Rab — dwab ‘I‘ wac /\ wcb (22255)

Usando 2.2.248 es directo mostrar que

Rab = 1 [aﬂwuab a b + wu cv b —w, W ] da* A dz” (22256)

2 verub

Las componentes de la curvatura dos-forma seran definidas por

1
R, = —§RW“bd:c“ A dx” (2.2.257)
donde podemos ver que
R, = 0w, — 0w,y +w, " w, 5 — w, w5 (2.2.258)

yque R, % = e*¢,”R*,,, donde R*,, es el tensor de curvatura de Riemann.
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Supongamos ahora que tenemos un campo v (x) que bajo una transformacion de Lo-
rentz local transforma como

U(z) — U'(x) = S(L(x)) () (2.2.259)

donde S(L(z)) es alguna representacion del grupo de Lorentz. Asumiremos que ¥(z)
transforma como un escalar bajo una transformacion general de coordenadas, lo cual
para un tensor puede realizarse siempre usando el formalismo del n-bein para relacio-
nar las componentes con un marco de referencia ortonormal local. Una transformacion
de Lorentz local infinitesimal es caracterizada por

L% (x) = 0% + 6€%(x) (2.2.260)
donde ée, = 1,.0¢% = —d¢,,. Escribimos
S(1+de) =1 +ide™%,, (2.2.261)

donde ¥, = —X,, provee una representacion matricial del algebra de Lie para el
grupo de Lorentz SO(1,n — 1) que es independiente de z. Debido a que S(L) forma
una representacion del grupo de Lorentz, debemos tener

S(L)S(LHYS(L™Y = S(LL'L™) (2.2.262)

para dos matrices de Lorentz arbitrarias L, L'. Haciendo que L’ tenga una forma infi-
nitesimal 2.2.260, usando 2.2.261, y trabajando hasta primer orden en §¢* sigue

S(L)Y,,S(L7Y) = % (L, (L7Y) " = L% (L7Y) Y] (2.2.263)

Ahora nuevamente haciendo que L%, tenga una forma infinitesimal 2.2.260, usando
2.2.261, y trabajando hasta primer orden en 5<% nos devuelve

1
[Eab’ Zcd] - 5 (nachd + nadzbc - 7fll)cEad - nbdzac) (22264)

Esto define el algebra de Lie para SO(1,n — 1).

Debido a que la transformacion 2.2.259 es local, la derivada parcial de ¥(z) no trans-
formara covariantemente. Definimos entonces la derivada covariante de ¥ (z) como

V. V(z) =0,¥(z) + Bu(z)¥(x) (2.2.265)
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con el requisito de que bajo una transformacion de Lorentz transforme como
V',V (z) = S(L(z))V, ¥ (x) (2.2.266)
Llamaremos a B, (x) conexion de spin y debera transformar como
By (x) = B'u(x) = S(L(2))Bu(x)S™ (L(2)) — 9.5(L(2))S ™ (L(x)) (2.2.267)

bajo una transformacion de Lorentz local. Utilizando la forma infinitesimal 2.2.261 para
S(L(z)), y trabajando hasta primer orden en §¢* se obtiene

B',(z) = B,(x) + i6¢ [S,, B, ()] — i0,0€™S,, (2.2.268)

La conexion debe adoptar su valor en el &dlgebra de Lie SO(1,n—1), entonces podemos
escribir

B,(z) = B," ()%, (2.2.269)

I

Hasta primer orden en J¢, 2.2.267 queda como
B' =B+ B} — B¢ — 0,0 (2.2.270)
Esta expresion debe ser comparada con la forma infinitesimal de 2.2.245 que es
a/u“” = wua” + wubcéeca - wlﬁcéec’) — 0,0€" (2.2.271)
La comparacion entre 2.2.270 y 2.2.271 muestra que debemos tomar
B,% = jw (2.2.272)
Entonces, la derivada covariante de ¥ es
V.U =0,¥+ zwuabzabqf (2.2.273)

Una consecuencia importante que sigue de 2.2.258 y 2.2.264 es

V,, V] U = —iR %, U (2.2.274)
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Consideremos el caso cuando ¥ es un campo vectorial. Nuevamente expresamos las
componentes del vector con respecto a un marco de referencia ortonormal local. Luego

V0% = 9,0 + i, (5q) ", WP (2.2.275)

donde (3.;)%, denota los elementos de la matriz ¥ _, para una representacion vectorial
del grupo de Lorentz. De 2.2.259 y 2.2.261, tenemos que bajo una transformacién de
Lorentz infinitesimal

U = [0% + i (Sea)”,] T (2.2.276)

Ya que ¥* es un vector, también tenemos
U = (5% + de?,) WP (2.2.277)
Comparando 2.2.276 con 2.2.277 muestra que
(D) = —5 (020 — S3mc) (2:2.278)
Usando 2.2.278 en 2.2.275 nos conduce a
V0% = 9,9 +iw,, ¥° (2.2.279)

de acuerdo con el resultado 2.2.244. Este formalismo puede extenderse de manera
simple para campos tensoriales arbitrarios.

Ahora consideraremos la ecuacién de Dirac. En espacio plano es
[iv'0, —m]¥(z) =0 (2.2.280)
donde las matrices ~“ satisfacen

{(7,7"} = 214 (2.2.281)

La generalizacion de la ecuacion de Dirac a espacio-tiempo curvo se obtiene reempla-
zando J, — ¢,*V,, donde V, es una derivada covariante apropiada para una repre-
sentacién espinorial del grupo de Lorentz. Luego, tenemos

[iv'e 'V, —m]¥(x) =0 (2.2.282)
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Podemos escribir v# = e #~v* como matrices v dependientes del espacio-tiempo, las
cuales satisfacen
{4} =2g" (2.2.283)

de tal manera que podemos escribir
iV, —m]¥(z) =0 (2.2.284)

Lo unico que falta es encontrar una forma explicita para la conexion de spin. Bajo una
trasnformacion de Lorentz local y una transformacién general de coordenadas sigue

que
V'(z) = S(L(x))¥(x) (2.2.285)
¢\ (x) = gi: (L)% e (x) (2.2.286)

Utilizando estos resultados en 2.2.282 conduce a
[iS(L(x))v*S™ (L(z)) L (x)€e',” (2') V', — m] ¥'(2) = 0 (2.2.287)
Para la covariancia de la ecuacion de Dirac debemos requerir que
S(L(x))y*S™H(L(2)) L% (x) =~ (2.2.288)

Esto es lo mismo que requerir en espacio-tiempo plano que la ecuacion de Dirac sea
covariante bajo transformaciones de Lorentz, excepto que las transformaciones aqui
son locales. Usando la forma infinitesimal dada en 2.2.260 y 2.2.261 llegamos a

0 = 0e%" + ey [S7, 7% (2.2.289)
Esto se cumple si .
1

el = ~3 [72%} (2.2.290)

Entonces derivada covariante de un espinor de Dirac en espacio-tiempo curvo es

1
Vil = 0,0+ 2, ] ¥ (2.2.291)

y, finalmente, la ecuacion de Dirac en espacio-tiempo curvo es

{2’7“ (aﬂ + éwu“b [Vas %]) - m} U(z)=0 (2.2.292)
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Como ultimo resultado de esta seccion se puede probar (aunque no lo haremos) que
V.4 =0.

2.2.4.4. Gravedad por torsion y su acoplamiento con espinores

El marco geométrico para cualquier teoria de gravedad es el fibrado tangente. En cada
punto del espacio base existe siempre un espacio tangente adjunto a él (la fibra del
fibrado) en el cual el grupo de gauge actua. Asumiremos que el espacio tangente sera
un espacio-tiempo de Minkowski. Las coordenadas del espacio base se denotaran con
x#, mientras que las coordenadas del espacio tangente se denotaran con z*. Debido
a que unas son funciones de las otras, las derivadas holondmicas en estos espacios
son

0, =(0,2")0, Yy 0y = (0,2")0, (2.2.293)

donde 0,2 es una tetrada trivial (holonémica) con inversa 0,z".

Desde un punto de vista geométrico, una conexion especifica cdmo un campo vecto-
rial es transportado a lo largo de una curva. En una carta de coordenadas local con
vectores base {e,} = {9,}, los coeficientes de la conexion I'*,  estan definidor por

Ve, e, = eAFAW (2.2.294)
Ademas, podemos calcular la accién de V sobre cualquier campo vectorial
VVl=09,Vl+17, V¥ (2.2.295)

Dada una tetrada no trivial 2%, las métricas del espacio base y del espacio tangente
estan relacionadas por
G = nabh“uhby (2.2.296)

Si ¢, es una tetrada trivial, entonces la métrica g, = 7,,¢%,¢", sera simplemente la
métrica de Minkowski en otro sistema de coordenadas. Una conexién satisface la con-
dicidon de metricidad si

Vil = NG — 100 — 172,09, (2.2.297)

Por medio de la tetrada podemos relacionar a la conexion general I, con los co-
eficientes de rotacion de Ricci o conexion de spin w,“, utilizando el hecho de que la
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derivada covariante de la misma se hace cero, es decir,
Vuht, = 9,h%, = T7,,h%, +w,%h", (2.2.298)

0, lo que es lo mismo,
w,u,ab = hburpyuh’ap - hbua,uhay (22299)

Los tensores de curvatura y torsion de la conexion w,”, quedan definidos como

R, = 0w, — 0w, +w, " w,% —w, w5 (2.2.300)

y
1%, =0,h", —0.h", +w, " h, —w, .k, (2.2.301)
Ambos tensores también pueden ser expresados en términos de la conexién general

I'*,, como

Ry, = hapthRabw = 0,17, — 0", + 17,17\, — 17,7\, (2.2.302)

y
1%, =hT, =17, =17, (2.2.303)

La conexién general puede descomponerse en una parte simétrica y otra antisimétrica

re,=1r°",+K", (2.2.304)
donde .
L = 500 + 0ugpu = pG) (2.2.305)
son los simbolos de Christoffel, y
1
K =505 + 1,0 + 1) (2.2.306)

es el tensor de contorsion. También se puede expresar la ecuacion 2.2.304 en términos
de la conexion de spin
o
Ayab — Ayab _|_ Kyab (22307)
La gravedad teleparalela es caracterizada por la llamada conexion de spin de Weitzen-
[ ]
bock que se anula, es decir, A %,. Utilizaremos una notacion en la cual todas las mag-

nitudes relacionadas con geometria Riemanniana se denotaran con un “o”, mientras
que las magnitudes relacionadas con la geometria de Weitzenbdck se denotaran con
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un “e”. Entonces, la ecuaciéon 2.2.307 queda como

o

0=A"%+K,% (2.2.308)
la correspondiente conexion de Weitzenbdck es

T°,, = h, 0,h" (2.2.309)

la cual es una conexidén que presenta torsién pero no curvatura. De esta forma, la
derivada covariante de Weitzenbock se anula y otorga la condicion de paralelismo
absoluto

V,h,=0,n, T ke, =0 (2.2.310)

La torsidon de la conexidon de Weitzenbock es

T, =10, —T7 (2.2.311)

ng

Ademas, los simbolos de Christoffel y la conexion de Weitzenbock estan relacionadas
por

e, =T, +K", (2.2.312)

donde

. 1 o °
K2, =500+, =17 (2.2.313)

)

es la contorsion de Weitzenbdck. Como ya dijimos, la curvatura de la conexion de
Weitzenbock se anula:

RP

= 9,1%,, — 0,17, + 10, 7, —T° 7, (2.2.314)

Ouv

Ahora si substituimos l:pW dado por la expresion 2.2.309, obtenemos

(o] [ ]
0 _ P p
R@MV_RGMV+Q9uV

0 (2.2.315)

o
donde R’ , es la curvatura con los simbolos de Christoffel, y

Q0 = DuK’y, — DK’y + K%, K*,, — K% K’ (2.2.316)

es un tensor escrito en términos de la conexidon de Weitzenbock solamente. En esta
expresion D, es la derivada covariante teleparalela, la cual actuando sobre un vector
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del espacio-tiempo da
D,V = 9,V" + (fgp - fcgp) 8 (2.2.317)

Lo cual no es mas que la derivada covariante de la geometria Riemanniana escrita en
términos de la conexion de Weitzenbock.

La ecuacién 2.2.315 tiene dos componentes: ;2’) que proviene de los simbolos de

Ouv

[ ]
Christoffel y compensa exactamente la contribuciéon de Q”, = proveniente de la cone-

Ouv
xion de Weitzenbodck, brindando una curvatura neta igual a cero. Esta condicion brinda
la equivalencia entre la descripcion Riemanniana de la gravedad y la descripcion tele-

paralela de la gravedad.

La interaccion entre la materia y la gravedad puede ser descrita aplicando el principio
de acoplamiento minimo, en el cual uno reemplaza las derivadas parciales por deri-
vadas covariantes. En este enfoque los potenciales o conexiones de gauge juegan un
papel importante. La conexién de spin (geometria Riemanniana) asumiendo valores
en el algebra de Lie del grupo de Lorentz vale

A, =-A®S, (2.2.318)
El principio de acoplamiento minimo nos brinda la derivada covariante de Fock-Ivanenko:

o Z o ab
D, =0, — EA“ Sob (2.2.319)
El campo de la tetrada puede ser utilizado para transformar tensores de Lorentz a
tensores del espacio base y viceversa, lo cual hace que la derivada de Fock-lvanenko
se reduzca a la derivada covariante usual

o

D,V = h® NV, V" (2.2.320)

Sin embargo, el caso de campos espinorioras de spin semi-entero no existe represen-
tacién en el espacio base. Por lo tanto, la unica derivada covariante posible para un
espinor de Dirac ¢ es

1

Duth = Butb = 5 A, Sy (2.2.321)
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Al querer obtener una expresion similar para el caso de teleparalelismo necesitamos
encontrar una conexién de spin teleparalela correcta. Podemos escribir

A = he 17, b+ 000" = ke NV (2.2.322)

Pero debido a la condicion de teleparalelismo absoluto, vemos que Auab = 0. Estono
significa en gravedad teleparalela la conexién de spin que define el principio de aco-
plamiento minimo sea cero. De hecho, debido al caracter afin de la conexion, existen
infinitas posibilidades.

Adoptaremos una conexion cuyo acoplamiento resulte equivalente al acoplamiento de
la gravedad en geometria Riemanniana. Uno puede obtener

(o}

Ay ==K %40 (2.2.323)

donde
Kuab = hapK”th” (2.2.324)

La conexion “cero.®® necesaria para hacer que el lado derecho de la ecuacién sea
una verdadera conexion. Basado en esto, podemos decir que la conexion de spin
teleparalela es

Q0 = —K,% +0 (2.2.325)

wb

con ello, la derivada de Fock-lvanenko queda
° Z ° “
D,=0,— 59“ bSab (2.2.326)

Y, utilizando la expresiéon 2.2.325, tenemos

e

i
=0, + 5[(#“ Sob (2.2.327)
donde eliminamos la conexion cero por simplicidad. Tal derivada covariante es inva-
riante bajo transformaciones de Lorentz locales, es autoconsistente y es equivalente
a la derivada covariante obtenida en geometria Riemanniana. En el contexto de geo-
metria Riemanniana, la derivada covariante de la tetrada se anula

o

Dby + T2 bt — A5k P =0 (2.2.328)
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[e] [¢]
mientras que la version teleparalela puede obtenerse reemplazando [V, y A,%, por
sus contrapartes teleparalelas, entonces

O,hy’ + (fpw - i{ﬂw> Bt 4 Kb =0 (2.2.329)

donde podemos ver que se cancela el tensor de contorsion, devolviendo la condicion
de paralelismo absoluto
ohy” + 17 b =0 (2.2.330)

que es la ecuaciéon fundamental de la gravedad teleparalela. Esto muestra la consis-
tencia de identificar a la conexién de spin como menos el tensor de contorsion mas
una conexion cero. Realizando esto, se puede mostrar que la gravedad teleparalela
es equivalente con la gravedad en geometria Riemanniana incluso en la presencia de
campos espinoriales.

En espacio-tiempo de Minkowski, el Lagrangiano del campo espinorial es
ich - a 7~a 2.7
Ly == (97" = 0y ) —me*yy) (2.2.331)
con la correspondiente ecuacion de Dirac
ihy* 0,0 — mecp =0 (2.2.332)

El Lagrangiano de Dirac acoplado con la gravedad teleparalela es

ich (- o ¥ _ -

Ly=h [7 (¢7“Duw — DMZWMW/’) — mc%ﬁ@/}} (2.2.333)
donde " = +*(z) = y*h,'. Usando la identidad I.DM(M“) = 0, la version teleparalela
de la ecuacion de Dirac es

ih*D, 3 — meyp =0 (2.2.334)

Comparando las derivadas covariantes de Fock-lvanenko 2.2.321 y 2.2.327 vemos
que en el caso de la gravedad en geometria Riemanniana el espinor de Dirac se acopla
con los coeficientes de rotacion de Ricci A ,, mientras que en la gravedad teleparalela

[¢]
se acopla con el tensor de contorsion K ,.
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2.2.5. Condiciéon de frontera de billar para particulas sin masa de
espin semi-entero

El Hamiltoniano de Dirac que describe particulas sin masa de espin semi-entero bajo
la accion de un potencial V (r) es

H = —ilico -V + V(r)o. (2.2.335)

donde o son las matrices de Pauli, H actua sobre la funcién de onda de un espinor
de dos componentes ) (r) = (¢, 9). Si V(r) describe una pared dura delimitando un
dominio finito D (billares), entonces esto impone una condicion de frontera para v, /1.
Los autoestados de energia pueden obtenerse de la ecuacion de Dirac

(—thco -p+ V(r)o,)Y(r) = Ey(r) (2.2.336)
Dentro del dominio del billar D, V(r) = 0 y podemos escribir 2.2.336 como
(0 %) (D) ) (2.2.337)
&E + Zay 0 "Lpg(r) wg(r>
donde introducimos el numero de onda £k, definido por

E = hek (2.2.338)

La solucion de energia positiva cuyo vector de onda k tiene longitud k£ y forma un
angulo 6 con el eje = es

1 [ exp{-3ib} oo fik.
wk(r>—\/§< exp {16} ) p{ik - r} (2.2.339)

Consideremos ahora que la frontera del dominio D es parametrizada por la longitud
de arcos s y permitamos que el vector normal a s apuntando hacia afuera sea

n(s) = (cos a(s), sin a(s)) (2.2.340)

La condicion de frontera debe ser tal que (r) y 2.2.336 definan H como un operador
hermitico dentro de D. De esta forma, los valores esperados de E en cualquier estado
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FIGURA 2.7: Funciones de onda planas incidentes y reflejadas en un dominio D.

1) deben ser reales. El teorema de Gauss nos da

E= —z'ﬁcj dz dy o - Vi

D
= —ihc fj V - (o) +ihe ff de dy Vy* - oy = —iﬁj{ds n(s)-u(r(s)) + £~
’ ’ (2.2.341)

v ) — 2c[Re (4;(F)(r)) , Im (11 (F)(r))], y entonces

donde u(r(s)) = ¢ (¢1,93) & ( s

la condicion de hermiticidad es

2

mE — —%ﬁj{ds n(s) - u(r(s)) = 0 (2.2.342)

De esto sigue que una condicion de frontera local debe asegurar que no exista una
corriente saliente para cualquier punto de s. Realizando el producto n(s) - u(r(s)) =0

tenemos
cos a Re (Y] (r)ws(r)) + sin o Im (37 (r)we(r)) =0 (2.2.343)
lo cual es equivalente a
% = iB exp{ia(s)} (2.2.344)
1

donde B es real y posiblemente dependiente de s. La libertad en la eleccién de B
implica que no se pueda adoptar una condicion de frontera unica, aunque se debera
respetar que By + n - V¢ = 0 para todo s. El valor de B sera determinado por la
naturaleza fisica de la pared , es decir, por el comportamiento de V (r) en ese lugar.
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Consideraremos aqui el caso
V — 400 outside D (2.2.345)

para el cual demostraremos que
B=1 (2.2.346)

Primero debemos encontrar el coeficiente de refleccion R de la funcion de onda plana
para la incidencia en una frontera recta. Nos fijamos en la figura ?? y en la ecuacion
2.2.339 y vemos que la onda dentro de D (incidente mas reflejada) es

U | [ exp {3t} T exp {—Li0, } .
V2 [( oxp {}ith} )exp{k° r“R( oxp 30y ) TP U] (22340

Ambas direcciones estan relacionadas por especularidad

91 =7+ 20 — 90 (22348)

Las componentes de la onda 2.2.347 dentro de D deben ser continuas con la onda
evanescente fuera de D. Para encontrar esto, resolvemos la ecuacion 2.2.336 para
un potencial constante V' > E. Utilizaremos las coordenadas n, s normal y tangencial
a la frontera, junto con la relacion

0, 10, = exp {£ia} (0, £ 10;) (2.2.349)
La solucién a 2.2.336 que oscila con el numero de onda K a lo largo de la frontera es

—i[(V + E)(q— K)]2 1 ,
¢:T< 1+ E)g ”lmPi?m})emUK&@Mﬂ%%rEKﬂ2Q23&n
(V= E)(g + K)]* exp { ia}
donde T es el coeficiente de transmisién y ¢ esta dado por

E? = RA(K? — ) + V2 (2.2.351)

Para lograr coincidencia en la frontera, K debe ser elegido igual a las componentes
tangenciales kg y k1. Ahora dejemos que V' — +o0, haciendo asi que ¢ — co y a la pa-
red impenetrable. La ecuacion 2.2.350 se simplifica considerablemente, y haciéndola
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coincidir con 2.2.347 en la pared da

exp {—31ibh} + Rexp{—1i,} = —iTexp{—lia}, (2.2.352)
exp {1ify} + Rexp {1i0,} =Texp{iia} o
Eliminando Ty usando 2.2.348 obtenemos
R=1 (2.2.353)

Ahora B en 2.2.344 es obtenido del ratio de las componentes de ) en la pared, y
como resultado se tiene que B = 1. Este argumento es valido para estados con F < 0,
aunque depende en que V sea positivo; si V' — —oo, la condicién de frontera 2.2.344
tiene B = —1.

2.2.5.1. Distribucién de autovalores para billares con contorno circular

Es natural escribir la ecuacién de Dirac en coordenadas polares r = (7, ¢)

_Z-< 0 exp{=ip} (Or = i0/r) ) ( o ) — k < v ) (2.2.354)
exp{ie} (Or +i0,/r) 0 (2 2
la cual tiene soluciones regulares del estilo
(U . Ji(kr)
— = l 2.2.355
v ( s ) ool < i exp{i} Ji (k) ) (2:2:359)

las cuales son autofunciones de la componente > del momento angular total:

Las ondas parciales v, forman un conjunto completo en el que se pueden expandir las
autofunciones de energia de cualquier dominio. Para un circulo, a las funciones 1, se
las pueden hacer cumplir la condicion de frontera 2.2.344 individualmente. Tomando
la frontera como r» = 1 y notando que a = ¢, obtenemos (cuando B = 1) la ecuacién
determina los autovalores £&,,; de 2.2.355 como

T (knt) = Ji1 (k) (2.2.357)



Capitulo 3

Metodologia

El presente trabajo es esencialmente tedrico y por tanto se realizé una investigaciéon
de indole exploratoria. La metodologia se puede resumir en el siguiente itemizado:

I. Se empled la teoria de defectos en sdlidos y su enfoque geométrico respetando
un gauge elastico.

1. Se utilizdé la métrica obtenida por Katanaev para dislocaciones de cufia en el
enfoque geométrico.

1. Se aplicé el método de enlaces fuertes para determinar la velocidad de Fermi en
el grafeno y utilizarla en la ecuacion de Dirac.

Iv. Se calculd el espectro de baja energia en el grafeno utilizando la ecuacién de
Dirac en espacio-tiempo curvo.

81
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Resultados y Discusion

4.1. Presentacion de resultados

Como se ha mencionado en la seccion 2.2.1.8, el proceso para la creacion de una dis-
locacion en cufa coincide con la definicion de una singularidad cénica con la excepcién
de que en este ultimo caso no entra en juego el mddulo de Poisson correspondiente a
la teoria de la elasticidad.

4.1.1. Establecimiento de la ecuacion de Dirac

Eltensor de curvatura se anula en todos los puntos excepto en el origen, lo cual sugiere
la utilizacion de la geometria de Weitzenbdck para describir a los defectos cénicos.
Nuestro objetivo es hallar la ecuacion de Dirac en el grafeno con la presencia de una
dislocacién de cufia en el origen. Para esto, debemos calcular la derivada covariante
de Fock-Ivanenko 2.2.327 desarrollada en la seccion 2.2.4.4 mediante la incorporacion
del tensor de contorsion.

Comenzamos introduciendo la métrica para una dislocacion de cuia correspondiente
a la ecuacion 2.2.81 obtenida en la seccion 2.2.1.8

m2 [, ad(p)r?
ds® = (= dr? dp? 411
s <R) ( r?+ o ) 7 ( )

82
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con0<r<R,0<p<2m,a=1+0y

—00 + /0?02 +4(1 4 0)(1 — o)

o) (4.1.2)

=7 =

donde renombramos por simplicidad a v, por ~. Realizamos una trasformacién de coor-
denadas en la componente radial

T’Y
obteniendo la métrica explicita de una singularidad coénica
ds® = dp* + o*(p)p*dy?, (4.1.4)

con0 < p< %, 0 < ¢ < 2m. Esta métrica puede ser utilizada para describir una hoja
de grafeno con la presencia de una dislocacion de cufa en el origen agregando la
componente temporal y utilizando una signatura (+ — -)

ds® = dt* — dp* — o?(p)p*de?, (4.1.5)

0, expresada en forma matricial,

1 0 0 1 0 0
9p,=10 -1 0 and ¢ =10 -1 0 (4.1.6)
2 2 1

0 0 —a2(p)p 0 0 —mm

donde la dislocacion de cufia puede ser modelada con una funcidén escaldn
a=1+0 , si p>a
a(p) = (4.1.7)

1 , Si p<a

y obtener el defecto haciendo que a — 0. Adoptamos el vielbein como

1 0 0 1 0 0
eiu =1 0 cos(p) —alp) psin(p) and e =1 0 cos(p) sin(p) (4.1.8)
. __sin(p) cos(p)
0 sin(p) alp) pcos(p) N I

Ahora nos centraremos en obtener la ecuacion de Dirac por fuera del defecto, es decir,
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p > a. Para calcular las componentes del tensor de torsion utilizamos la definicion de
la conexion de Weitzenbdck 2.2.309 junto con la ecuacion 2.2.311. Las componentes
no nulas del tensor de torsion son

[ ]
o e
Tpso_ Tsop

a—1
ap

(4.1.9)

lo cual muestra que en ausencia de defecto (o« = 1) la torsién se anula en todos lados,
mientras que en presencia de defecto (o # 1) existe una torsiéon no nula a lo largo de
todo el medio.

Sin embargo, la derivada covariante de Fock-lvanenko depende del tensor de contor-
sion. Para calcular las componentes de dicho tensor utilizamos la ecuacion 2.2.312
teniendo en cuenta que los simbolos de Christoffel no nulos son

Iv,, =—a2, T%, = % (4.1.10)

Se puede mostrar que existe una unica componente no nula del tensor de contorsion

K, =apla—1) (4.1.11)

o

la cual puede ser utilizada en la ecuacion de Dirac adecuando sus indices tensoriales
como
(]
12
K,”=(1-aq) (4.1.12)

A partir de este resultado, contamos con los elementos necesarios para establecer
la ecuacion de Dirac definitivamente. Para poder resolver la ecuacion de Dirac, las
matrices 7* deben respetar el algebra de Clifford

{7} =2¢"1 (4.1.13)

que en (2 + 1)d pueden adoptarse como funcion de las matrices de Pauli 1° = o3,
vt = ioc? y 42 = —ic'. Comenzamos con la forma general de la ecuacion de Dirac

ifieyh (a,t + %f(;bsab) b —mctp =0 (4.1.14)

a la cual escribiremos en la forma de Schrédinger separando la componente temporal
de las componentes espaciales. Con el fin garantizar su hermiticidad, pre-multiplicamos
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la ecuacion de Dirac por +*

]

{iﬁcvt'yt (@ + %f(ﬁbsab) + ihceyty” (@ + Ql.(yabSab) — ch} =0 (4.1.15)
donde v puede tomar valores p o ¢y, utilizando la identidad 7! = g"1
iheld _1 t 2 ih tcua 1ﬁ tcuf(—abs 1ﬁ ]l[.(abs
ihe tw_ﬁ yme” —ihey'y'e 0, + Shey'y e K, Sy | ¥ + She ¢ Sap?)

(4.1.16)
Recordando que ¢" =1y K*, = K*, = 0 obtenemos

1 °
thclo,) = (vthQ —ihey'ye,r 0, + §ﬁcvt'ycec”K“bV Sab) (% (4.1.17)
Ahora expandimos los indices utilizando el convenio de suma de Einstein como

1 .
ihcl0,7) = (’ythQ — ilicy'T ()0, — iﬁcvtf’(gp)i—; + —hey' T () K, Sab> P

2ap
(4.1.18)
donde T'(¢) = ! cos(p) + % sin(p), T'(p) = —' sin(¢) + > cos(ip). Utilizando la
expresion S,, = £ [y,,7s] y teniendo en cuenta que K2, = —K?' , [y1,7] = — [72, 7]

y [71,72] = —2ic® podemos escribir

ihc19,9 = | v'mc® — ihey'T(p)0, — iﬁcytfl(cp)% + Li*zc*y"/f"(gp)f.(u o’ | (4.1.19)
ap  2ap v

Ademas, K”@ =1-—aq,

ihcldp = (ythQ —ihey'T ()0, — iﬁcvtF’(go)i—; + hcg?TpavtF’@p)a?’) P (4.1.20)

donde encontramos explicitamente que el Hamiltoniano de Dirac es

0, 1-
H = ~'mc® — ihicy'T(p)0, — ihey'T' (9)—2 + hc a

t/ 3
o 207 YT (p)o (4.1.21)

4.1.2. Resolucion de la ecuacion de Dirac

Consideramos ahora una geometria cénica bidimensional que describe una disloca-
cion de cuia en el grafeno. Utilizando el transporte paralelo se puede probar que la
funcién de onda electrénica adquiere una fase geométrica dada por la métrica 4.1.5.
Al estudiar las propiedades geométricas de los nano-conos del grafeno necesitamos
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la ayuda del vielbein para transportar paralelamente a un espinor a lo largo de un
contorno cerrado, lo cual nos devuelve la matriz de holonomia. Cuando un vector es
transportado paralelamente a lo largo de un circuito cerrado en una variedad M, la
curvatura de dicha variedad hace que un vector en un punto p inicialmente, aparezca
rotado respecto a su orientacion inicial en el espacio tangente cuando este retorna a
p. La holonomia es la transformacion lineal dependiente de la trayectoria responsable
de esta rotacion y se define como

U(C) = exp (— fc Fu(z)dz“) (4.1.22)

donde I',, es la conexion espinorial dada por ;K ,**S,,. La matriz de holonomia obtenida
del transporte paralelo de un espinor a lo largo de una trayectoria C' alrededor del cono,
esta dada por

U(C) =exp (—f F@dgp) = exp (— /QW %(1 — a)giﬂp) = exp (—in(1 — a)o®)
¢ ’ (4.1.23)
Esta expresion nos brinda la fase cuantica adquirida por la funciéon de onda cuando se
transporta alrededor del nano-cono. Es decir,

v =U(C)y (4.1.24)

Utilizando esto en la ecuacion 4.1.20 remueve el término con la conexion espinorial en
la ecuacion de Dirac, es decir,

ihcl 0,y = (fythQ —ihey'T ()0, — iﬁch’(gp)i—Z) o (4.1.25)

Nos damos cuenta que la ecuacidon de Dirac depende de ¢, por lo que necesitamos
un operador que conmute con el Hamiltoniano 4.1.21 para poder separar la variable
. Este operador corresponde al momento angular total,

1 .
J = —i0,+ 503 (4.1.26)
cuyas autofunciones pueden ser clasificadas por los autovalores j + % es decir, | y

[+ 1. Esto nos lleva a analizar el estado estacionario de la ecuacién de Dirac sin masa
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utilizando el siguiente ansatz para

: u(p)e’
= exp (—ikt , 4.1.27
Yo p( ) ( V(p>ez(l+1)w > ( )
reemplazand = (1 3 Bt u(p)e'” n el Hamiltonian
y, reemplazando ¢ = exp (—%(1 — a)o®p — iEt) V(o) en el Hamiltoniano

4.1.21, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

Bulp) = ~iov(p) —i——v(p)
zp (4.1.28)
EN(p) = —idyu(p) + iQ—pU(p)

Despejando v(p) de la ecuacion inferior y reemplazandolo en la ecuacion superior te-
nemos

2 2 —
d*u(p) +Ldu(p) N <E2 PHl-al

02 op dp ) u(p) =0 (4.1.29)

La solucion de tal ecuacion diferencial es
u(p) = C1p*J,(Ep) (4.1.30)
donde ¢ = “2—;1 yn= i%@’;l. Luego podemos obtener la funcién v(p) como
V(p) = +iCyp* J5(Ep) (4.1.31)

donde los signos + corresponden a estados con energia positiva y negativa respectiva-
mente y, ademas, 77 = +(n+ 1). De esta forma, existen dos soluciones independientes
para cada estado de energia (positiva o negativa) con n,7 > 0y n,7 < 0.

4.1.3. Restricciones, condiciones de frontera, densidad de esta-
dos y espectro de energia

Analizaremos el caso de esados con energia positiva. C'; es una constante que puede
obtenerse de la normalizacion de la funcion de onda. La condicién de normalizacion
puede leerse como

[ Qo+ o)) Vadpdo = 1 4132
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reemplazando las funciones u(p), v(p) tenemos

R/y
27?&012/ P (T2(Ep) + Ty *(Ep)) dp = 1 (4.1.33)
0

El comportamiento de las funciones u(p), v(p) para Ep < 1 es

1 Ep\"
y )
1 Ep\"
Jy1(Ep) = T+1) (7) (4.1.35)
reemplazando estas expresiones en la condicion de normalizacién
7T04012 R/~ sl E,O 2n Ep 27 B
m/o P 7 + 7 dp=1 (4.1.36)

Analizando la expresion anterior vemos que podemos obtener soluciones regulares
para valores pequefios de p imponiendo que las funciones sean cuadrado integrables,
es decir, que los exponentes cumplan las siguentes condiciones

2+ +1>—1 (4.1.37)

2 +2m+3>—1 (4.1.38)

donde encontramos algunas restricciones para los valores que [ puede adoptar. Po-
demos ver que « # 1Y, teniendo en cuenta que el dominio de ¢’ en la métrica 4.1.5 es
0 < ¢ < 2ma, entonces a > 0. Como vimos en secciones anteriores a« = 1 + 6, donde
0 = =2 ¥ nq son las cuhas agregadas o removidas en el grafeno. De esta forma vemos
que 6 > —1 o, lo que es lo mismo, ng > —6. Esto impone [ < min(20 + 1,360 + 2) para
n,n >0yl >max(—1-—46,0) paran,n < 0.

Al integral la condicién de normalizacion 4.1.33 de manera general, podemos obtener
el valor de la constante de normalizacion C;

R/y
2raCy? / P (T2 (Ep) + Jyia*(Bp)) dp = 1
0

EP(R /)&t (2720=m (804 1) 4 4= (3 4 (€ + 4)n* + By + €))

2
2maCly 2+ €€+ D)2+ n+ T (n+2)?

2 I3 (¢) =1
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donde »F5 (¢) es una funcién hiper-geométrica generalizada con ¢ = [n+ 1+ &, +
1/2], 2n+ 1,n+ 1,2+ n+ &), —(R/v)*E?. Asi, la constante de normalizacion vale

o — M+E+D2+n+HI(n+2)?
=
Ta B2 R [y)HEmh) (272070 (5 4 3) + 477 (1 + (€ + 4)n? + 51 + €)) 23 ()
(4.1.39)

Nuestro interés radica en el comportamiento de la funcién de onda cerca del apice
del cono. Para esto analizamos nuevamente el comportamiento de la funcién de onda
para p pequeio y R grande y, despreciando términos de érdenes superiores en FE,

obtenemos e/
+1
Cy ~ BY/? (%) (4.1.40)
( u(p) ) ~ E1/2 (1)§+1/2 P ( (%)7 )
v(p) R (%)
donde la dependenciaen E'y p paran,n > 0es
/240 et
up) ) ol (4.1.41)
V(Io) E / +"7p§+'r]
y, paran,n <0,
EY/2=n 6=
(”(p) ) ~ ( Ll ) (4.1.42)
v(p) BV e
o, explicitamente,
( ) E1+(29+79§l %
u 2(1 1
PPyl T s s |, mi>0, l<min(20+1,30+2)  (4.1.43)
v(p) L2050 prie

1421 l
< u(p) > N ( ?g}gﬁj:ml ) L <0, [>max(—1—0,0)  (4.1.44)
En particular, teniendo en cuenta los términos predominantes, con ¢ = 0,—1/6, —1/3,
obtenemos | = 0y, por lo tanto, oy ~ EY2, ¢ ~ E*5p71/5 y o) ~ EY*p~1/2  respecti-
vamente. De igual manera, para § = 1/6,1/3,1/2, obtenemos | = 1y ¢ ~ E*7p=1/7,
W~ EY8p~1ty ) ~ p~1/3 respectivamente.

Podemos ver que la densidad local de estados diverge para p — 0y es por esto que
consideraremos la densidad total de estados en una region 0 < p < ¢ para § pequeno.
Para esto, debemos integrar la densidad electronica en un disco pequerio, dividir el
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resultado por Ak = 7/« y utilizar la siguiente expresion para la densidad local de
estados

plr, B) = 3 _lei(r)P3(E - Ey) (4.1.45)

DoS = (/071{531 u(p)dp)2 + (/Owgl v(p)dﬂ>2

46-21+3 __ 66—2144 ~

B e 61 e n,1 >0,
DoS (4.1.46)

—2604+21—1

BT g The n,ii < 0.

obteniendo

Nuevamente, teniendo en cuenta los términos predominantes, resulta

(

EY257 6=-1/3, 1=0,
EAP§3/5 6=-1/6, =0,
E&* =0, 1=0,
DoS (4.1.47)
BTS2 9=1/6, 1=1,
EVA§3/2 6=1/3, 1=1,
§h/3 0=1/2, 1=1,

\

Los modelos presentados en (Osipov and Kochetov, 2001) y (Lammert and Crespi,
2000) predice la misma dependencia en E y en ¢ en el limite inextensional (o = 1/2,
es decir, una membrana rigida). A su vez, al igual que lo obtenido en (Osipov and
Kochetov, 2001), no existen estados extendidos para § > —1/2 y sélo pueden existir
estados localizados con exponentes en ley de potencia.

Por otro lado, la energia del sistema se puede discretizar considerando la condicién
de frontera de billar 2.2.344 con un potencial infinito por fuera de p = R/v y con un
contorno circular, es decir, con ¢ = « en la frontera. Tal condicion para las componentes
del espinor puede leerse como

% = i exp {ip} (4.1.48)

1
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donde vy = C1p%J,(ER/7v) exp(ile) y o = iCip*J, 1 (ER/v) exp(i(l+ 1)), con lo cual
obtenemos la siguiente condicién de frontera

S(ER[Y) = Ty (ER/7) (4.1.49)

Teniendo en cuenta que el comportamiento asintético de las funciones de Bessel para

ER/y> les
2 nmwom
Jy(ER/vy) = HWER/VCOS <Ep—7—z> (4.1.50)

entonces obtenemos una condicion de frontera como

cos <ER/7—7777T—%> = sin (ER/’)/—%—%) (4.1.51)

donde el argumento debe igualarse a 7/4+n~ y, de esta forma, obtenemos el espectro
de baja energia para el grafeno con presencia de dislocaciones de cufia

Ty 1 a—20-1
4 Syl == - 4.1.52
E R(n+2—|— D (4.1.52)

4o
llegando al resultado buscado. Por ultimo, podemos considerar el caso con masa sim-

plemente re-definiendo la energia £ como K = v/ E? —m? y extraer la siguiente ex-
presion

E* = +VE2 + m? (4.1.53)

donde E corresponde a 4.1.52.
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Conclusiones

A partir del estudio de los grados de libertad electronicos del grafeno en presencia de
dislocaciones de cuiia se pudieron describir las excitaciones de baja energia en dicho
material, basado en un enfoque geométrico mediante la aplicacion de la ecuacion de
Dirac en espacio curvo. La presencia de estos defectos introduce una conexiéon no
trivial en la ecuacién de Dirac la cual se traduce en un cambio de fase en la funcion de
onda.

La densidad de estados obtenida predice la misma dependencia que otros autores
en la energia F, sin embargo la dependencia en el radio § es diferente debido a la
presencia del modulo de Poisson, coincidiendo en el limite inextensional, es decir,
cuando dicho modulo adquiere el valor 1/2. Por otra parte, para § > —1/2 s6lo pueden
existir estados localizados con exponentes en ley de potencia.

Finalmente, al adoptar una condicion de frontera de tipo billar, se consiguio el espectro
de baja energia para el grafeno con presencia de dislocaciones de cuia como funcion
de las propiedades elasticas del medio.



Referencias

Arcos, H. I. and Pereira, J. G. (2004). Torsion gravity: a reappraisal. International
Journal of Modern Physics D, 13(10):2193-2240.

Bueno, M., Furtado, C., and de M Carvalho, A. (2012). Landau levels in graphene
layers with topological defects. The European Physical Journal B, 85(2):1-5.

Carneiro, F., Ulhoa, S., da Rocha-Neto, J., and Maluf, J. (2020). On the quantization
of burgers vector and gravitational energy in the space-time of a conical defect. The
European Physical Journal C, 80(3):1-9.

Cortijo, A. and Vozmediano, M. A. (2007). Effects of topological defects and local curva-
ture on the electronic properties of planar graphene. Nuclear Physics B, 763(3):293—
308.

Cortijo, A. and Vozmediano, M. A. (2009). Minimal conductivity of rippled graphene
with topological disorder. Physical Review B, 79(18):184205.

de Juan, F., Cortijo, A., and Vozmediano, M. A. (2007). Charge inhomogeneities due
to smooth ripples in graphene sheets. Physical Review B, 76(16):165409.

de Juan, F., Cortijo, A., and Vozmediano, M. A. (2010). Dislocations and torsion in
graphene and related systems. Nuclear physics B, 828(3):625-637.

De Juan, F., Cortijo, A., Vozmediano, M. A., and Cano, A. (2011). Aharonov—bohm
interferences from local deformations in graphene. Nature Physics, 7(10):810-815.

Furtado, C., De M. Carvalho, A., and de Lima Ribeiro, C. (2006). Aharonov—bohm effect
and disclinations in an elastic medium. Modern Physics Letters A, 21(17):1393—
1403.

Furtado, C., Moraes, F., and Carvalho, A. d. M. (2008). Geometric phases in graphitic
cones. Physics Letters A, 372(32):5368-5371.

93



Referencias 94

Gonzalez, J., Guinea, F., and Vozmediano, M. A. (1993). The electronic spectrum of
fullerenes from the dirac equation. Nuclear Physics B, 406(3):771-794.

Guinea, F., Katsnelson, M., and Vozmediano, M. (2008). Midgap states and charge
inhomogeneities in corrugated graphene. Physical Review B, 77(7):075422.

Katanaev, M. (2020). The’t hooft—polyakov monopole in the geometric theory of de-
fects. Modern Physics Letters B, 34(12):2050126.

Katanaev, M. and Mannanoy, I. (2012a). Wedge dislocations and three-dimensional
gravity. P-Adic Numbers, Ultrametric Analysis, and Applications, 4(1):5-19.

Katanaev, M. and Mannanoy, |. (2012b). Wedge dislocations, three-dimensional gra-
vity, and the riemann-hilbert problem. Physics of Particles and Nuclei, 43(5):639—
643.

Katanaev, M. and Volovich, I. (1992). Theory of defects in solids and three-dimensional
gravity. Annals of Physics, 216(1):1-28.

Katanaev, M. and Volovich, I. (1999). Scattering on dislocations and cosmic strings in
the geometric theory of defects. Annals of Physics, 271(2):203—-232.

Katanaev, M. O. (2003). Wedge dislocation in the geometric theory of defects. Theo-
retical and mathematical physics, 135(2):733-744.

Katanaev, M. O. (2005). Geometric theory of defects. Physics-Uspekhi, 48(7):675.

Lammert, P. E. and Crespi, V. H. (2000). Topological phases in graphitic cones. Physical
review letters, 85(24):5190.

Mesaros, A., Sadri, D., and Zaanen, J. (2010). Parallel transport of electrons in graphe-
ne parallels gravity. Physical Review B, 82(7):073405.

Neto, A. C., Guinea, F., and Peres, N. M. (2006). Drawing conclusions from graphene.
Physics world, 19(11):33.

Neto, A. C., Guinea, F., Peres, N. M., Novoseloy, K. S., and Geim, A. K. (2009). The
electronic properties of graphene. Reviews of modern physics, 81(1):109.

Novoseloy, K. S., Geim, A. K., Morozov, S. V., Jiang, D.-e., Zhang, Y., Dubonos, S. V.,
Grigorieva, I. V., and Firsov, A. A. (2004). Electric field effect in atomically thin carbon
films. science, 306(5696):666—669.



Referencias 95

Osipov, V. A. and Kochetov, E. A. (2001). Dirac fermions on graphite cones. Journal
of Experimental and Theoretical Physics Letters, 73(10):562-565.

Roberts, M. M. and Wiseman, T. (2022). Curved-space dirac description of elas-
tically deformed monolayer graphene is generally incorrect. Physical Review B,
105(19):195412.

Ruggiero, M. L. and Tartaglia, A. (2003). Einstein—cartan theory as a theory of defects
in space—time. American Journal of Physics, 71(12):1303-1313.

Sotiriou, T. P, Li, B., and Barrow, J. D. (2011). Generalizations of teleparallel gravity
and local lorentz symmetry. Physical Review D, 83(10):104030.

Tod, K. (1994). Conical singularities and torsion. Classical and Quantum Gravity,
11(5):1331.

Vozmediano, M. A., de Juan, F., and Cortijo, A. (2008). Gauge fields and curvature in
graphene. In Journal of Physics: Conference Series, volume 129, page 012001. IOP
Publishing.

Wallace, P. R. (1947). The band theory of graphite. Physical review, 71(9):622.



	Geometría y descripción relativista de los grados de libertad electrónicos en el grafeno
	Resumen
	Agradecimientos
	Índice general
	Índice de figuras
	Índice de cuadros
	1 Introducción
	1.1 Situación Problemática
	1.2 Formulación del Problema
	1.3 Justificación Teórica
	1.4 Justificación Práctica
	1.5 Objetivos
	1.5.1 Objetivo General
	1.5.2 Objetivo Específico


	2 Marco Teórico
	2.1 Antecedentes de la investigación
	2.2 Bases Teóricas
	2.2.1 Defectos en sólidos y su enfoque geométrico
	2.2.1.1 Deformaciones elásticas
	2.2.1.2 Dislocaciones
	2.2.1.3 Defectos puntuales
	2.2.1.4 Disclinaciones
	2.2.1.5 Energía libre
	2.2.1.6 Adopción del gauge
	2.2.1.7 Dislocaciones paralelas en cuña
	2.2.1.8 Dislocación de cuña en el enforque geométrico

	2.2.2 Introducción a la teoría del estado sólido
	2.2.2.1 Red de Bravais
	2.2.2.2 Redes infinitas y cristales finitos
	2.2.2.3 Número de coordinación
	2.2.2.4 Celda unidad primitiva
	2.2.2.5 Celda unidad convencional
	2.2.2.6 Celda primitiva de Wigner-Sietz
	2.2.2.7 Estructura cristalina, red con una base
	2.2.2.8 Definición de red recíproca
	2.2.2.9 Red reciproca es una red de Bravais
	2.2.2.10 Primera zona de Brillouin
	2.2.2.11 Potencial periódico
	2.2.2.12 Teorema de Bloch
	2.2.2.13 Demostración del teorema de Bloch
	2.2.2.14 Condición de frontera de Born-Von Karman
	2.2.2.15 Observaciones sobre el teorema de Bloch
	2.2.2.16 Superficie de Fermi
	2.2.2.17 Densidad de niveles
	2.2.2.18 Método de enlaces fuertes
	2.2.2.19 Funciones de Wannier

	2.2.3 Método de enlaces fuertes en el grafeno
	2.2.3.1 Breve introducción al grafeno
	2.2.3.2 Estructura de bandas del grafeno en primera cuantización
	2.2.3.3 Estructura de bandas del grafeno en segunda cuantización
	2.2.3.4 Física de Dirac emergente

	2.2.4 Ecuación de Dirac
	2.2.4.1 Ecuación de Dirac en espacio plano
	2.2.4.2 Forma covariante de la ecuación de Dirac
	2.2.4.3 Ecuación de Dirac en espacio curvo
	2.2.4.4 Gravedad por torsión y su acoplamiento con espinores

	2.2.5 Condición de frontera de billar para partículas sin masa de espín semi-entero
	2.2.5.1 Distribución de autovalores para billares con contorno circular



	3 Metodología
	4 Resultados y Discusión
	4.1 Presentación de resultados
	4.1.1 Establecimiento de la ecuación de Dirac
	4.1.2 Resolución de la ecuación de Dirac
	4.1.3 Restricciones, condiciones de frontera, densidad de estados y espectro de energía


	Bibliografía


