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1. fejezet

Bevezeto

Forrasmegjelolés

A fejezetben szdmos magyardzat és példa az alabbi angol nyelvii referencidkbdl szarmazik: [1, 2,
4, 6].

1.1. Mivel foglalkozik a gépi tanulas?

A hétkoznapi szohaszndalatbdl kiindulva a tanulds’ szénak sokféle jelentése, konnotaciéja lehet —
magaban foglalhatja pl. a lexikalis tudas elsajatitasat, vagy akar a gyakorlat tutjan szerzett tapasz-
talatszerzést, és az implicit-explicit skalan is sokféle arnyalata lehet. Most tekintsiink el ettol, és a
gépi tanuldshoz tekintsiink egy altaldnosabb és formalisabb megfogalmazast.

A gépi tanulds abbdl indul ki, hogy van néhany ,, példanyunk” — amelyek lehetnek targyak, események
vagy akér folyamatok valamilyen reprezentédcidi — és amelyek egyuttal példék is (vagy ellenpéldak)
valamilyen kategoéridra. Ezeket a példanyokat, akar tobb kategoéridra nézve is, tanitohalmaznak
nevezzilk. A cél, hogy ha kés6bb latunk egy djabb példanyt, amely a tanitéhalmazban nem szerepel,
akkor a tanul6 mdédszeriink meg tudja mondani, hogy az milyen kategéridba tartozik. Ezt nevezziik
dltaldnositdsnak.

A gépi tanulds altal néhany tipikusan megvélaszolt kérdés lehet, hogy:

e Szék vagy asztal van a képen?

e Szerepel-e emberi arc a képen?

Holnap délelott varhatéan er6sodik majd vagy gyengiil a Forint, és mennyivel?

Mennyi id0s az a felhasznald, aki ezt a Youtube videot nézi?



A kérdések megvalaszoldsahoz sziikségiink lesz valamilyen ,szabélyra” (ez lesz az Gn. hipotézis),
ami a gyakorlatban (éltaldnositds esetén) is jol miikodik!

1.1.1. A gépi tanulas algoritmikus oldala

A hipotézis ,tipusa”’ sem mindegy: mik azok a lehetséges , szabaly-formak”, amik széba johetnek?
Példaul a szabaly-forma &allhat:

Csak konjunkciokbdl (,A és B és nem C és D”)

Csak diszjunkcidkbdl (,,A vagy B vagy nem C”)

Diszjunktiv normalformdkbdl (,,(A és B) vagy (C és nem D)”)

Fuzzy szabalyokbdl (,A kicsit langyos és B magas”)

Grafikus modellekbdl (,,Az adatokat jol lefrja ez a 10 darab rejtett valtozd, az alabbi médon”
+ egy irdnyitott vagy irdnyitatlan graf)

A hipotézis ,,tipusat” szokds modellnek is nevezni. Modelltél fiiggden mas és mas médon fogjuk a

konkrét hipotézist megkeresni.

Fentiek alapjan a tanulémoddszerek kiilonbozhetnek az alabbi algoritmikus kérdésekben:

e a tanitémintdk kivdlasztdsdnak modjaban (feliigyelt / nem feliigyelt? pre-processzalt? hogyan
mintavételezett?)

e a vélasztott modellben (generativ / diszkriminativ? parametrikus / nem parametrikus?)

e a konkrét hipotézis megkeresésének mddjiaban

1.1.2. A gépi tanulas statisztikai oldala

Ezek algoritmikus kérdések voltak, de a tanuldsnak vannak statisztika:i vonatkozasai is, ugyanis mi
torténik, ha példdul a vildg megvaltozik — magyardn, ha hirtelen érvénytelenné valnak a megtanult
hipotézisek? Még az is el6fordulhat, hogy a vildg maga sem determinisztikus. .. (errél j6, ha a fizikusok
és a filozéfusok vitatkoznak, és ez mindenki szamara fontos, de a gépi tanulds gyakorlataban az a
célunk, hogy a helyes védlasztol fliggetleniil praktikus megolddsokhoz jussunk.)

A megtanult modell altaldnositds soran mutatott hibai nagyvonalakban az aldbbi hiba-tipusokra
bonthatéak:

e ,.Variancia tipust” hibdk: ezek a tipusu hibdk arra utalnak, hogy valamilyen szempontbdl a
tanitéhalmaz mintai nem voltak megfeleléek (rossz példényokra tanultunk):

— Kevés példanyon tanultunk, kevés volt az adat

— A tanuldshoz hasznalt példanyok zajosak voltak



variance bias

1.1. dbra. Variancia és torzitds kozotti kompromisszum jellemzése. A nagy bias-szal rendelkez6 modellek
,merevek”, nem kovetik le pontosan a tanitéhalmaz mintait, viszont altaldnositds céljabol esettdl fliggben
jobbak lehetnek (amennyiben a tanitéadatokban lev$ variancia nagy része egyébként is zaj). Forditva, a
magas variancidgju modellek hipotézise nagyon erésen fiigg a tanitéadatoktol, ezért ha azok zajjal terheltek
(vagy mds okbdl kifolySlag nem reprezentativak), a modell szuboptimaélis lehet.

— A tanuldshoz haszndlt példanyok nem voltak reprezentativak (torzitott mintavételezés,
ritka példanyok, 1d. black swan paradox)

e ,.Bias tipusi” hibdk: ezek a tipusd hibak arra utalnak, hogy a véalasztott modell nem volt
alkalmas az adott probléméra

— A ,,No-Free-Lunch tételek” éppen ezt mondjdk ki: nem létezik olyan modell, ami minden
problémara jél miikodik (Wolpert, 1996)

— ,,All models are wrong, but some models are useful” (G. Box, 1987)

A tévedés lehetOsége Osszefligg a variancia-torzitds dilemmadval (variance-bias dilemma): Ha az
Osszes tanitomintat meg akarjuk tanulni, magas lehet a variancia (ami egyenértékili azzal, hogy ha
mas tanitomintakat valasztottunk volna, nagyon més lenne a kapott modell, magyaran: a zajokra
ytanultunk ra”).

Ha viszont egyszeriibb modellhez ragaszkodunk, magas lehet a ,torzitds” (hidba gytijtiink akér tobb
adatot, a modell merev marad, nem képes azokat ,,felszivni”).

Ezt a kommpromisszumot mutatja be a 1.1. dbra. A kés6bbiekben (1.4. fejezet) mindezt matemati-
kailag precizebben is levezetjiik.

1.2. A gépi tanulas matematikai alapjai

Milyen matematikai eszkozokre lesz sziikségilink a gépi tanuldsban? Roviden osszefoglalva az alabbi
eszkozok keriilnek majd széba:



e Analizis: leginkdbb tobbvaltozos fiiggvények parcidlis derivaldsara lesz sziikséglink a gradiens
alapu optimalizaciohoz

e Val6szintiségelmélet alapfogalmai

e (Minim4lis) statisztikai alapismeretek

1.2.1. A probabilisztikus megkozelités motivacidja

A probabilisztikus megkozelités azért nagyon fontos, mert barmit is mond egy modell, a tévedés
valészintisége sohasem lesz 0. Ugyanis:

e Akarmit is tanulunk, a cél ugyis az altaldnositas
e Eléfordulhat, hogy rossz tanitémintakra tanultunk (variancia tipusd hibak), pl. azok:

— szamban kevesek, nem reprezentativak
— nem tartalmaznak ritka mintdkat, amikre nem ,,gondoltunk”

— nem elég pontos a mintavételezésiink, ...

e Elbfordulhat az is, hogy nem a megfelel6 modellt (hipotézis-osztélyt) hasznaljuk (bias tipusi
hibék)

Cél, hogy ezt a valdszinliséget (nemcsak tanuldskor, hanem f6leg altalanositaskor!) statisztikai
mobdszerekkel mégis leszoritsuk. Magyaran: a hiba (éltaldnosan: koltségfiiggvény) varhatéd értékét
szeretnénk csokkenteni!

Eppen ezért célszerti probabilisztikus (valésziniiségi) megoldasokat hasznalnunk!

A probabilisztikus megkozelités tovabbi elénye, hogy a szamunkra ismeretlen tényezéket a ,,szényeg
ald soporhetjiikk”. Példdul: P(a rendszer meghibdsodik) = 0.005. Ebben mint gyfijté-kategdridban
benne lehet az is, hogy egyidében foldrengés és atomtamadas van, és ezért nem helytallé a modelliink;
magyaran a probabilisztikus megkozelités rugalmasan teret enged az empirikus megfogalmazéasoknak.

Ha pedig a kimenet is probabilisztikus — de konkrét valaszra van sziikség — megtehetjiik, hogy vissza-
adjuk azt a valaszt, amelyikben a legbiztosabbak vagyunk. Erre sokféle mdédszer 1étezik, kiilonbozé
szamitasi igényekkel — 1d. késébb, pl.:

e Maximum likelihood estimation (MLE): azt a modellt / kimenetet vélasztjuk, amely az adatok-
kal a leginkdbb Osszhangban all (az adatok valdszintlisége ennek feltételezésével a legnagyobb)

e Maximum a posteriori (MAP): azt a modellt / kimenetet vélasztjuk, amely a leginkdbb 6ssz-
hangban &ll mind az elézetes feltételezésiinkkel (prior), mind a latott tanitéadatok kombindcié-
javal

e Markov Chain Monte Carlo (MCMC), Metropolis-Hastings (MH) és hasonlé szimuldcié alapi
moddszerek: ha a fenti valdsziniiségek nem konnyen szémszeriisithetéek (féleg a normalizélés



nehézsége miatt), valaszthatjuk azt az utat is, hogy a lehetséges modellek szerint sokszor ge-
neralunk hipotetikus adatokat, és azok hasonlésagat vizsgaljuk meg a meglévé adatokhoz vi-
szonyitva. Ez a hasonlésag adhat egy mértéket arra vonatkozdéan, hogy melyik modell mennyire
megfeleld.

Masrészrol viszont, ha valamit részeredményként tovabb hasznalunk, jobb tovabbra is valdszintiségekkel
dolgozni.

1.2.2. A valészintiség formalis definicigja

A valdsziniiség a mindennapokban bizonyossagunk mértékét fejezi ki egy bizonytalan esemény bekovet-
keztében. Példaul: ,, Kis valosziniiséggel esni fog az esé”. A valdszinliség-elmélet ezt az intuitiv
definiciét formalis alapokra helyezi, annak érdekében, hogy ha példaul 1j tudasra tesziink szert, a
szamon tartott valdsziniiségeket megfelel6 miiveletekkel frissiteni tudjuk.

Miel6tt ratérnénk a valdsziniliségek reprezentalasara, meg kell mondanunk, milyen események folott
értelmezziik 6ket egyaltalan. Néhdny tipikus példa:

Kockadobés lehetséges eredményei felett

e Loverseny lehetséges eredményei felett

Lehetséges id6éjarasi viszonyok felett Budapesten

e Egy gép meghibdsodasainak lehetséges okai felett

Valészintiségi valtozok

Egy vdltozo olyan tulajdonsag vagy mérés, ami egy értéket vesz fel tobb lehetséges érték kozil. A
lehetséges értékek terét (-val jeloljik, és a valtozo értékkészletének nevezzik. Példaul:

e Dobdkocka esetén: Q = {1,2,3,4,5,6}

e Loverseny esetén sokkal nagyobb kombinatorikus tér: Q0 = {befutdsok sszes lehetséges sorrendje}

Egy valtozo valosziniiségi vdltozo, ha az értékkészlet elemeihez valészintiségek is tartoznak.

Véletlen események

Egy vagy tobb valdszintliségi véltozo értékeibdl in. véletlen eseményeket képezhetiink a halmaz-
unié és halmaz-metszet, vagy halmaz-negalt miiveletek segitségével. A véletlen eseményeket a kon-
vencié szerint a-val jelolhetjiik. Példaul:

e Dobdkocka esetén egy lehetséges esemény, hogy pératlan szdmot dobunk. Ekkor: oo = {1,3,5}
(diszjunkcid, azaz logikai unié / vagy)



e Loversenyen: ,Kincsem nyer” — minden olyan kimenetelt jelenti, ahol Kincsem az els6 (disz-
junkcid, azaz logikai unié / vagy)

e Vagy a = {els§ dobdsra 5-6st dobok, és holnap hamburgert ebédelek} (konjunkcié, azaz logikai
metszet / és)

A véletlen események definialasakor implicit médon feltételeztiik azt is, hogy létezik egy mérhetd
eseményekbdl all6 S halmaz, mely az Osszes lehetséges véletlen eseményt tartalmazza. Egy valdszintiségi
valtozo6 esetén ez tulajdonképpen € hatvdnyhalmaza (vagy annak valamilyen részhalmaza). Tébb
valészintliségi valtozé esetén beszélhetiink az értékkészletek hatvanyhalmazainak keresztszorzatéarol
is.

Mindazonaltal, a valdszintiségelmélet az S eseménytérre megkoveteli az alabbi tulajdonsagok
teljesiilését is:
e S tartalmazza az lires eseményt és a trividlis eseményt is ({} és Q)
e S zart az unioképzés alatt: o, € S=aUB e S
e S zart a komplemensképzés alatt (igy a tobbi Bool-miiveletre is teljesiil a zartsig): a € S =
Q—aes

Vagyis a dobdkockas példanal maradva:

e Ha a paratlan szamu eseményt belevessziik S-be, akkor a paros szamu eseményt is bele kell —
mert ha az egyik valdszintiségérdl tudunk beszélni, akkor a negéltrdl is tudnunk kell

e Ahogy azokat az eseményeket is, amikor egy szdmot se kapunk (iires esemény), illetve amikor

barmelyiket (trividlis esemény)

Az igy definidlt S eseménytér egyes eseményeihez is (szarmaztatott, de ettél még) valdszintiségeket
tudunk tarsitani.

Valoészintiségi eloszlasok

Egy (2,8) felett értelmezett P valésziniiségi eloszlds az S-ben levé események és valds értékek
kozotti leképezést hatdroz meg az aldbbi feltételek mellett:

e Minden valésziniiség nemnegativ: Yoo € S : P(a) > 0
e A trividlis esemény valészintisége 1: P(2) =1
e Nem &tfed6 unio: o, € S,anNp=0= P(aUpB)=P(a)+ P(B)

Ebbdl a 3 axiomabdl sok minden levezethets. Példdul az iires halmaz valdszintisége 0, mert nincs
kozos eleme omegéaval, ezért:



PlaUp) = P(a) + P(B— (anp))
P(8) = P(B— (an ) + Plan §) = o)
PlaUf) = P(a) + P(B) — P(an ) .
Planp) = P(B) + P(a) — P(aUp)
Mivel barmely « esemény valdsziniisége felirhaté a és § illetve a és = unidjaként, ezért:
P(Oé) :P(OQB)—FP(OQﬁ/B) (13}

Ezt altaldnositva megkapjuk a ,,law of total probability”-t (azaz magyarul a teljes valésziniiség
torvényét). Amikor van I darab (; esemény — melyek koziil az egyik és csak az egyik biztosan teljestil
— akkor:

I

P(a) = P(a,5) (1.4)

i=1

Ezt a miiveletet a teljes valszniiség particidja feletti marginalizdldsnak is nevezziik. (Ez mindossze
az el6z6 eredmény altaldnositasa).

Ha példaul az a kérdés, hogy amikor kétszer dobok egy kockat, mi a valdsziniisége hogy Osszesen
11-et kapok, akkor Gsszegezhetd:

e P(az els6 dobds 1 és 11-et kapok) + ...+ P(az els6 dobés 6 és 11-et kapok)

e Az els6é dobds muszdj, hogy valami legyen 1 és 6 kozott, igy a teljesiil az a feltétel, hogy ami
felett marginalizalunk, a biztos esemény egy particidja.

Ezt az elvet alkalmazzuk altaldnosan akkor is, amikor a tanuldshoz hasznalt modell parametrikus.
Tegyiik fel, hogy a tanitovektoraink egy X matrixban megtaldlhatéak, és minimalizalni akarjuk
az azokra adott gy kimenetek varhaté hibajat. Ehhez figyelembe kell venniink hogy a modell 6
paraméterei sem fixek — igy, feltéve hogy a kapott és kivant kimenet k6zotti ,,tavolsagot” a L fliggvény
adja meg, a varhaté hiba:

BibalX) = [ £ iptolbx)dy = [ £60.0) ( / p(yw,xme\x)de) dy (15)



A valészintliség értelmezései

Intuitivan P(a) megmondja, hogy mennyire vagyunk biztosak benne, hogy « be fog kévetkezni. Ha
P(a) = 1, biztosak vagyunk benne, hogy be fog; ha viszont 0, akkor biztos hogy nem.

Fz a magyarazat ugyanakkor nem mondja meg, hogy mit jelentenek ezek a szamok. Két gyakori
értelmezés:

e Frekventista: milyen gyakran fordul el az esemény (ha végtelen sokszor megismételjiik)

— Tapinthaté értelmezést jelent, konnyen értjiik fizikai rendszereknél is, hogy mit jelent (pl.
kockadobasnél)

— Ugyanakkor arra nem jo, hogy ,holnap esni fog”, mivel nem tudjuk megismételni a hol-
napot végtelenszer

e Szubjektivista: mennyire hiszek benne szubjektivan

— 50% a valdszintisége, hogy holnap esni fog (igy gondoljuk, hogy ugyanannyira valészini
hogy igen, mint hogy nem)

— Itt viszont az a gond, hogy senki sem tudja objektiven megmondani, mit jelent a szubjektiv
hit. Mi tart vissza attdél, hogy az es6 valdszinliséget 0.8-ra tegyem, annak a valdszintiséget
pedig, hogy nem esik, 0.5-re? Semmi!

— Ezen kiviil a hitem valtozhat bizonyos dolgokban, fiiggetleniil attél, hogy maguk a dolgok
nem valtoztak.

Mivel mindkét értelmezés ugyanahhoz a matematikdhoz vezet, szerencsére til sokat nem kell fogal-
koznunk azzal kérdéssel, hogy melyik a mérvadé. Viszont kiilonb6z6 helyzetekben eltérd értelmezés
lesz hasznos.

1.2.3. Feltételes valésziniiség

A gépi tanuldsban gyakran alkalmazott ,,Bayesi” megkozelités inkabb a szubjektivista megkozelitést
tiikrozi. Pont ezért kozponti eleme a feltételes valoszintiség: Mennyire fogok x dologban szubjektiven
hinni, ha tudom, hogy y esemény fennall?

Példaként vegyiink egy eloszlast a Gépi tanulas cimii targyat hallgaté didkok felett. Tegyiik fel,
hogy a didkok intelligencidja és zard osztalyzata a {6 valdszinliségi valtozdink. Legyenek a kovetkezd
eseményeink:

a : egy random didk jegye = 5-0s (1.6)
B : egy random didk intelligencidja = kimagasld '

Fzekhez az eseményekhez valdsziniiségek tartozhatnak, amik megmondjak hogy mennyire hisziink
abban, hogy egy tetszolegesen kivédlasztott didk jegye 5-6s, vagy hogy kimagasldéan intelligens.



De mi torténik, ha egy didkrél mér tudjuk, hogy 5-6s a jegye? Ekkor természetesen valtozhat a
szubjektiv megitélésiink az intelligencidjardl (és forditva is, ha megtudjuk hogy intelligens)!

Ez egy nagyon gyakori kérdés-tipus, és a feltételes valdsziniiség segit annak megvalaszolasaban,
hogy « ismeretében (3 valésziniisége miként valtozik:

(anp)

P(Bla) = Pp<a> (1.7)

Bayesi szempontbdl az egyenlet bal oldala ,,alapabb” mennyiség, mint az egyiittes valdszintiség —
vagyis az emberi tudads szerkezetéhez jobban illeszthets. Miért?

Visszaszorozva latszik ugyan, hogy az egyliittes valdszintiség hogyan néz ki:

Plan ) = P(Bla)P(e) (1.8)

..de az el6z6 valtozat kihangsilyozza, hogy:

e Ha megtudom hogy « igaz, akkor nem hihetek kevéshé abban, hogy f igaz, mint amennyire
kordbban o N B bekovetkeztében hittem

o Riadéasul, minél inkdbb meglepd az o esemény, a két hiedelem kozti kiillonbség annal nagyobb
lesz

A Bayesi értelmezés segit a feltételes fiiggetlenség megértésében is:

o « és [ feltételesen fliggetlenek, ha nincs hatdssal az egyik valdszintiségére az, ha tudom, hogy
a masik teljesiil (ez egyébként szimmetrikus relacio):

al pe Pla|f) =Pla) (1.9)

Ugyanakkor frekventista néz6pontbol pedig a képlet helyességét jol meg lehet érteni:

o Az els6 egyenlet azt nézi, hogy az Gsszes olyan esethez, melyekben « teljesiil, hogyan aranylik
az Osszes olyan eset, ahol « és [ is teljesiil. Ez az ardny adja meg annak a valdsziniiségét, hogy
ha « igaz, akkor (3 is az lesz.

e A madsodik azt mondja, hogy az egyluttes valdsziniiség azt jelenti, hogy megnézziik az egyik
esemény valésziniiséget, és (ezen az eseményen beliil) megszorozzuk azon esetek aranyaval,
amikor a masik esemény is teljesiil. Ezt az esetet szoktdk lancszabdalynak is nevezni.

P(3la) = T ) (1.10)
P(ang) = P(3la)Pla) (111)



Példaul: ha tudom, hogy a didkok 10%-a kiemelten intelligens, és azt is tudom, hogy a didkok 15%-a
kap 5-0st, ezzel a két szammal sok mindent nem csinalhatok, mert nem tudom, milyen atfedés van a
két halmaz kozott.

De ha azt is tudom, hogy ez a 15% 1gy ardnylik, hogy a 6% kiemelten intelligens didk, 9% pedig
nem, akkor:

P(kiem. intell. és 5-0s)

P(5-0s|kiem. intell.) = = 0. 1=0.
(5-0s|kiem. intell.) P (e, intell) 0.06/0 0.6
P(ki intell. és 5-0s) (1.12)
P(kiem. intell.|5-68) = —— 0 B 06/0.15 = 0.4
P(5-6s)
1.2.4. Bayes-tétel
Ha pedig a lancszabalyt kétféleképpen felirjuk, kijon a Bayes-tétel:
P(H,e) = P(Hle)P(e)
P(H,e) = P(e|H)P(H) (1.13)

- pi - PR

Itt a jelolések nem véletlenek: H a hipotézis, e pedig az evidencia (bizonyiték). A tétel azért hasznos,
mert az egyenlet bal oldalat kozvetlentil altaldban nehéz szamolni.

A jobb oldalédt viszont annal kénnyebb. Pl., ha H = a betegnek tiddgyulladdsa van, e = a beteg sapadt
és kohdog. Sokkal konnyebb megmondani, hogy , ha tiidégyulladasa lenne, mekkora eséllyel 1latnank
ezeket a tiineteket”, mint forditva. Azt is tudjuk, hogy a tiidégyulladds, illetve a sirgasag/kohogés
milyen 6nmagukban mennyire gyakori jelenségek.

Ez a fajta kovetkeztetés (,tudasfrissités”) olyan gyakori, hogy a tagoknak kiilon neviik is van:

e Az egyenlet bal oldala a posterior valdésziniiség

e Jobb oldalon a szamldlo els6 tagja a (likelihood) valdsziniliség — ez olyan, mint egy , hi-
hetéségi” mérce

e Jobb oldalon a szdmldlé mésodik tagja a elézetes (prior) valdsziniiség

= P(Hle) = (1.14)

Latjuk, hogy a posteriort igy kapjuk, hogy 6sszeszorozzuk a priort a likelihood-dal (és elosztjuk egy
olyan taggal, ami minden hipotézis felett egyforma; magyardan a nevezd csak skaldzast végez és arrél
gondoskodik, hogy az Gsszes lehetséges posterior hipotézis dsszege 1 legyen).
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Ha kezdetben minden hipotézisben egyforman hisziink, P(H) értéke minden esetben ugyanaz, igy a
likelihood és a posterior ugyanazt jelentik, altaldnos esetben ez azonban nincs igy. Sajnos mivel a pos-
terior pontos értékét csak normalizalassal tudjuk kiszamolni, és a gyakorlati feladatokban altalaban
szamtalan lehetséges hipotézis (vagy magasabb szinten: modell) koziil kell majd vélasztanunk,
ezért sok esetben akar szimuldciéra alapul6 kozelité megolddsokat kell alkalmazni (pl. Monte Carlo
modszerek).

1.2.5. Varhato érték

Egy X valészintiségi véltozé folott értelmezett g(x) fiiggvény varhaté értéke:
Eplg] =) g(x)P(X = z) (1.15)
:p
Ugyanez feltételes esetben is definidlhat6 (pl. feltéve, hogy tudom, hogy Y=y, mi g varhaté értéke?):
Eplglyl = g(x)P(X = z|Y =) (1.16)
P

Ha a valtozok értékkészlete folytonos, akkor szumma helyett integralni kell.

Fontos az is, hogy a képletbol adéddan az Osszeg varhato értéke egyenld a varhatd értékek osszegével
— ugyanis a P(X = z) valdszinliséget az Osszeg folott ,beszorozva” a szumma két azonos forméju
tagra bonthaté.

1.2.6. Variancia és kovariancia

Kitiintetett jelent6ségii az (X —E(X))? fiiggvény varhaté értéke, amit variancidnak (szérasnégyzetnek)
neveziink.

Var(X) =E[(X — E(X))?] = E[X? - 2X % E[X] + E[X)?]
E[X?] - 2E[X * E[X]] + E[E[X)*] = E[X?] — E[X]?

(1.17)

Ugyanigy két véltozé esetén az (X — E(X)) * (Y — E(Y)) fiiggvény varhaté értéke a kovariancia:

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))* (Y — B(Y))] =
E[XY] - E(E[X]Y) — E(XE[Y]) + E(E(X)E(Y)) =
(1.18)
E[XY] - 2E[X|E[Y] + E[X]E[Y] =
E[XY] - E|X|E[Y]

Amennyiben X és Y fiiggetlenek egymadstol, a szorzatuk varhato értéke egyenl6 lesz a varhaté értékiik
szorzataval, igy a kovariancia 0.
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Linearis fiiggvény variancigja

Nézziik most meg, hogy mi X linedris fiiggvényének varianciaja?

Var(aX +) = B[(aX +1)°) - BlaX + ] =
Ela®X?) + E[2abX] + E[V?] — (aE[X] + )2 =

2E[X?] + 20bBIXT + ¥ — o®E[X]? — 20bBIXT] — I =
a*(B[X? ~ E[X]?) = a®Var(X)

(1.19)

Eppen ezért gyakran hasznaljuk a variancia gyokét. Ez a szdras, vagy angolul standard deviation.
Jelolése X valdszintiségi valtozé esetén ox.

Linearis fliggvény kovariancijja

Nézziik ugyanigy a linearis fliggvény kovariancidjat!

Cov(aX +b,cY +d) =
El(aX +b— E[aX 4+ b])(cY +d — E[cY +d])] =
E[(aX — aE[X])(cY —cE[Y])] =
ElacXY — acXE[Y] — acYE[X] + acE[X]E[Y]] =
acE[XY]| —2acE[X|E[Y]+ acE[X]E[Y] =
ac(E[XY] — E[X]E[Y]) = acCov(X,Y)

(1.20)

Vagyis hasonlét kapunk, mint a variancia linearis transzforméciéja esetén, csak most a? helyett ac
jelenik meg, mint egytitthatd.

Transzlacidra pedig ugyantigy érzéketlen a kovariancia is, mint a variancia! (rdadasul itt a két valtozdt
kiilénb6z6 mértékben eltolhatjuk).

Két valészintiiségi valtozo Osszegének variancidja

Nézziik most meg, hogyan alakul két valdszintiségi valtoz6, X és Y Osszegének variancidja:

Var(X +Y)=E[(X +Y - E(X +Y))?] =
El(X - E(X)) + (Y - E(Y))?| =
E[(X — B(X))’] + E[(Y = E(Y))’] + 2% E[(X — E(X))(Y — E(Y))] =
Var(X)+Var(Y)+ 2+ Cov(X,Y)

(1.21)

Amennyiben X és Y fliggetlenek egymdstdl, a kovariancidjuk 0 lesz és igy az Osszegiik variancidja
egyenlé lesz a variancidjuk Osszegével.
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1.2.7. Markov- és Chebyshev-egyenl6tlenség

A legritkdbb esetben fog X olyan értéket felvenni, ami a szérasnak tObbszortsére van a varhato
értéktol. A széras igy egy normalizalt tavolsagmérték a varhato értéktol.

Errol a Chebyshev-egyenl6tlenség ,, gondoskodik”. ElGszor vegyiink egy olyan X valdszintiségi valtozot,
ami csak pozitiv lehet. Ekkor:

t*P(th):t/P(x)zjo
/

o0

< / zP(z) <

=t =0

:>P(X2t)§E[t]

+P(z) = E[X] (1.22)

Ez az in. Markov-egyenlGtlenség. Ahogy t egyre nagyobb, ez a valdszinliség egyre kisebb lesz.

Ha most X helyébe az (X — E[X])? valésziniiségi valtozdt frjuk, ami kétségteleniil biztos hogy pozitiv,
akkor megkapjuk a Chebyshev-egyenlétlenséget:

(1.23)

A két sor bal oldala ugyanaz, mert ha az also teljesiil, akkor a felsé is, és forditva. Ez az eredmény
azt jelenti példdul, hogy kevesebb, mint 25% annak az esélye, hogy X mintavételezésekor tdvolabb
leszlink a varhaté értéktdl, mint a szoras kétszerese.

1.2.8. Korrelacids egyiitthaté

Két valtozo korrelacios egyiitthatdjat tgy kapjuk, hogy kovariancidjukat elosztjuk a két valtozo
szérasanak szorzataval:
Cov(X,Y) E[XY] - E[X]|E]Y]

) = v~ VBT BIXE/ENY] BT 124

Vegylik észre, hogy:

e Ha a két valtozo fiiggetlen, a szamlaloban 1év6 kovariancia értéke 0, igy a korreldcidjuk is 0
lesz.

e Midsrészrol a korrelacio abszolat értéke sose lesz nagyobb, mint 1:
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|Cov(X,Y)| < /Var(X)Var(Y) (1.25)

Ugyanis:

0 < Var(tXY) =t*Var(X) + Var(Y) — 2tCou(X,Y) Lot
= f(t) = t*Var(X) — 2tCov(X,Y) 4+ Var(Y) >0 (1.26)

Marmost, ez csak akkor lehet ¢ értékétol fliggetleniil pozitiv, ha felfelé nyil6 ,,vidam” parabolardl van
sz6, amely legfeljebb egy (de az is lehet, hogy 0) helyen metszi a t tengelyt. Ez ekvivalens azzal,
hogy a diszkriminéns kisebb, vagy egyenl6 0-nal:

b2 —4ac <0
4Cov*(X,Y) — 4Var(X)Var(Y) <0 (1.27)
Cov*(X,Y) < Var(X)Var(Y)

ahonnan be is lathatjuk az eredeti allitast.

Ha most X-et és Y-t O-ra ,helyezziikk” (kivonjuk beléliikk a varhaté értékeket), sem a két valtozo
variancidja, sem a kovariancidjuk nem fog valtozni! Ezért ha ezt megtessziik, a korrelaciés egyiitthaté
egyszerusitheto:

Cov(X,Y) Cov(X — E[X],Y — E[Y))
p(X,Y) = oxoy  Var(X —EX)Var(y —EY])
Cov(X,Y) E[XY] - E[X]E[Y]
\/Var(X')\/Var(f/) \/E[f@] - E[X]Q\/E[fﬂ] — E[Y]? (1.28)
bRy
E[X?E[Y?]

Réadésul a skalazasra sem érzékeny a korrelacié. Ugyanis:

_ Cov(aX,bY) abCov(z,y) B
plaX,bY) = OaXxOby VaVar(X)\/b2Var(Y) =P XY (1.29)

Ez azt jelenti, hogy két valtozd szérdsa is normalizélhaté (ilyenkor egy konstanssal — ami a szérds
— osztunk): a korreldcié ett6l nem fog véltozni. A gyakorlati megvaldsitasokban sokszor fogunk élni
ezzel a lehetOséggel: a tanitéadatok dimenzidinak atlagat O-ra allitjuk be, szérasukat pedig 1-re.

Ezzel a kozottiik levs lényegi Osszefliggéseket (mint korrelacié) nem befolyasoljuk. Ami viszont
j6, hogy a tanuléalgoritmusaink igy (alapbdl) azonos sillyal veszik majd figyelembe az adathalmaz
kiillonb6z6 dimenziéban olvashaté értékeket.
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1.3. A tanulas fajtai

1.3.1. Feliigyelt tanulas

Feliigyelt tanulas esetén jeloljlik az adott x bemenetre adhaté lehetséges véalaszok feletti eloszlast
Px(y|x)-el! Legyen tovabbé:

e X a tanitominta vektor-reprezentacidja

y a kategéria / cimke (bindris osztalyozas esetén y lehet 0 vagy 1)

X a tanitomintdk halmaza

A feltétel azt jelzi, hogy adott y érték valdszinlisége fliigg a mintatdl, és fiigg a tanitéhalmaztdl.
Implicit médon fligg a € vélasztott modelltél is (de ezt sokszor nem jeldljiik)

Ekkor példdul a maximum a posteriori (MAP) jelentése:

§ = argmazS_, Px(y = c|x) (1.30)

Rengeteg alkalmazas, példaul a spam-sziirés, arc-felismerés, stb. feliigyelt tanulasi problémara vezet-
heto vissza.

Ha C értéktartomanya diszkrét, osztdlyozdsrdl beszéliink. Ha folytonos, regressziérdl (egyébként
a kett6 ugyanaz).

1.3.2. Nem feliigyelt tanulas

Nem feliigyelt tanulds esetén ezzel szemben a keresett eloszlds Py(x). Legyen tovabbé:

e X a tanitéominta vektor-reprezentacidja

e X a tanitémintak halmaza

Nem feliigyelt tanulas esetén nem tudjuk, hogy mi a helyes valasz, ezért a cél inkabb a tanitémintakban
levé ,struktira” felfedezése (knowledge discovery)

Ez is nagyon fontos. S6t! Nem feliigyelt tanuldssal lehetséges példdul:

e Adatok automatikus klaszterezése (eleinte persze azt sem tudjuk, hany klaszter van, ez a fel-
hasznélt modelltél fiigg)

— A csillagdszatban pl. 1j csillagtipusokat fedezhetnek fel nem felligyelt tanulassal

— Az iizleti dgazatokban a vasarlé-tipusok klaszterezésével hatékonyabb reklam-tevékenység
lehetséges.
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Lehetséges tovdabba:

e Latens tényezok felfedezése (dimenzié-redukcid).

— Példaul arcképes fényképek magas dimenzionalitastiak, de lehetséges, hogy a képek kozotti
kiilonbséget nagyban leirja néhany paraméter — mint pl. a megvilagitas, az ember pozicidja
a képen, illetve maga az hogy melyik az az ember, akir6l a kép késziilt (kiilonosen akkor,
ha csak néhany emberrél taldlhat6 sok kép az adatbazisban)

— Sz6veges dokumentumok elemzésekor a dokumentum téméja (sport, jog, politika...) latens
tényezo lehet, ami nagyban befolyasolhatja a szohasznélatot, a stilust.

o Graf struktura felfedezése — példaul ha a graf szerkezete valamilyen adatok kozotti korrelaciot
tiikroz.

— Példaul: milyen valtozoktdl fiigg leginkabb, hogy mikor lesz kozlekedési dugd az M1-en?
Ezek a valtozok mitdl fiiggnek leginkabb? Stb.

e Hidnyos matrixok kitoltése

— Pl hidnyzik egy kép pixeleinek egy része, toltsiik kil

— P1. Netflix: jon egy 1j felhasznald, tudjuk hogy A és B filmet szerette, melyik filmeket
szeretheti még?

A nem felligyelt tanulds sokszor nehezebb, mint a feliigyelt, mert a megtanulandé eloszlasban egy
vektor és nem egy skalar talalhaté, magyardn a nem felliigyelt esetben egy sokvaltozés valdszintliségi
eloszlast kell megtanulni!

Ennek ellenére fontos, mert vélhetéen mi magunk is gyakran implicite, nem feliigyelt médon tanuljuk
meg az élet alapvet6 Gsszefliggéseit. Geoff Hinton, a mesterséges neuralis halok egyik uttoréje mondta
példaul, hogy:

» When we’re learning to see, mobody’s telling us what the right answers are — we just
look. FEvery so often, your mother says that’s a dog’, but that’s very little information.
You’d be lucky if you got a few bits of information — even one bit per second — that way.
The brain’s visual system has 10'* neural connections. And you only live for 107 seconds.
So it’s no use learning one bit per second. You need more like 10° bits per second. And
there’s only one place you can get that much information: from the input itself”

Nem véletlen, hogy egyre népszeriibb, és egyre tobb okos megoldas sziiletik a nem feliigyelt tanulas
problémaira.

1.3.3. Generativ és diszkriminativ tanulas

Ha egy osztalyoz6 valdjaban a bemenet és kimenet egyiittes P(y,x) valésziniiségét tanulja meg,
akkor marginalizdlassal meg tudjuk hatdrozni a prior (P(y)) értékét, a ketté hdnyadosaként pedig
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a likelihood (P(x|y)) tagot is. Ez utébbi eloszldsbdl mintavételezve gyakorlatilag a cimkék alapjan
tudunk valészinti bemeneteket is generdlni, ezért ezt a fajta osztdlyozot generativ osztalyozénak
is szokés nevezni.

Ezzel szemben, ha az osztalyozé ,,csak” azt tanulja meg, hogy a kimenet hogyan fiigg a bemenettdl
(P(y|x)), akkor a cimkéket vagy modelleket megkiilonbozteti ugyan, de nem tud szintetikus beme-
neteket generalni, ezért diszkriminativ modellnek nevezziik.

Altaldban a generativ osztalyozék rugalmasabbak, ugyanis a diszkriminativ modellek nem tudnak
hidnyos adatokkal mit kezdeni (nem tudnak szintetikus adatot generdlni), és sokszor lassabban is
illeszthet6ek az adatokra, mivel ez sokszor egy bonyolultabb optimalizaciés probléma megoldasat
igényli.

Bizonyos esetekben azonban a diszkriminativ osztalyozok preferaltak — példaul mert az adatok pre-
processzalasara kevésbé érzékenyek. Ha pl. x helyett ®(x)-et haszndlunk, egy generativ modell alap-
vetd feltételezései (példaul bizonyos esetekben hogy az adatok normél-eloszlasiak) sériilhetnek, mig
egy diszkriminativ modell, amely csak a kategéridk kozotti hatdarmezsgyével foglalkozik, sok esetben
kevésbé lesz érzékeny az ilyen transzformécidkra.

Sokszor jobban is kalibréltak a kimeneti valdsziniiségek, kevésbé extrémek a diszkriminativ, mint
a generativ esetben, ugyanis egy generativ modell gyakrabban képes adatokkal ald nem tédmasztott
miikédést produkdlni, ha a paramétertér egy olyan részébdl generdl bemeneteket, amely az adathal-
mazban alulreprezentalt.

1.3.4. Parametrikus és nemparametrikus tanulas
Fontos kérdés, hogy ahogy egyre tobb tanitomintat haszndlok, ugyanigy fix szdmu paraméterem
lesz-e, vagy egyre néni fog az eltarolandd paraméterek szama?

A korabbi esetben a modell parametrikus, és a tanulds célja a modell paramétereinek olyan
bedllitdsa, amely az adatokhoz illeszkedik.

Az utébbi esetben a modell nem parametrikus, és a cél inkdbb az eddig latott Gsszes tanitéminta
hatékony ,,tarolasa”.

A parametrikus modellek tanitdsa/hasznélata gyorsabb, viszont sokszor erds feltételezést tiikroznek
az adatokrél! A nem parametrikus modellek rugalmasabbak, de nagy adathalmazok esetén kénnyen
kezelhetetlenné valnak.

1.3.5. Példak

Fentiek alapjan rengeteg féle modell és rengeteg féle algoritmus létezik. Néhany példa:

K nearest neighbors: feliigyelt, diszkriminativ, nem parametrikus

e Linedris regresszio: felligyelt, diszkriminativ, parametrikus

Logisztikus regresszio: felligyelt, diszkriminativ, parametrikus

Naiv Bayes osztalyozas: feliigyelt, generativ, parametrikus
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1.2. dbra. K nearest neighbors médszer vizualizicidja

e Kernel Density Estimation (KDE): nem feliigyelt, generativ, nem-parametrikus
e Energia alapi modellek, mint pl. a Korlatozott Boltzmann-gépek (Restricted Boltzmann Ma-

chine, RBM): nem feliigyelt, generativ, fix modellnél parametrikus

Ezek koziil most néhdnyat nézziink at!

Példa: K nearest neighbors (KINN) mddszer és a dimenzionalitis atka
A K nearest neighbor (KNN) osztalyozas: dontés az x bemenethez legkdzelebb esé K darab
szomszéd alapjan.

Megszamolhatjuk, hogy adott ponthoz melyik a K darab legkozelebbi osztaly, és az aranyok valami-
lyen valészintiség-becslést adhatnak. Formalisan:

1
Px(y=clx, K) = > I(yi=c) (1.31)
iENK(X7X)

Példaul az dbran x1 66%-o0s valdszintiséggel az 1-es kategdridba tartozik, xo ugyanigy a 0-dsba.

Ezt a mddszert memoria-alapi tanuldsnak, vagy eset-alapu tanuldsnak is szokds nevezni. A
modszer nem-parametrikus, hiszen az 6sszes tanitémintat meg kell jegyezniink. Ugyanakkor a médszer
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1.3. 4bra. Dimenzionalitds atka szemléltetése

diszkriminativ is, hiszen tipikus pontokat nem tudunk a modell alapjan generalni, a modell nem egy
egylttes eloszlast fejez ki, egyszerlien csak 1j példak kategorizalasara alkalmas.

Ha K =1, 4n. Voronoi-tesszelaciordl beszélhetiink. Ekkor egy V(x;) particiéhoz azok, és csak azok
a pontok tartoznak, amelyek x;-hez vannak a legkozelebb

A memoéria-alapt osztalyozdk legnagyobb problémaéja, hogy magas dimenzionalitasu pontok esetén
nagyon nem hatékonyak. Hogy miért nem, azt a ,, dimenzionalitds dtka” magyarizza, amely a
gépi tanulasban egy alapvetd fogalom.

Tegyiik fel, hogy van egy D-dimenziés egységkockank, és hogy olyan mintakat kell osztalyoznunk,
amelyek az egységkockdban egyenletes eloszlas szerint helyezkednek el. Ezek modellezéséhez egy
adott x pont koriil olyan kockat (hiperkockat) novesztiink, hogy a tanitépontok valamilyen f hdnyada
benne legyen (magyaran: ennyi kozeli példaval szeretnénk tobbségi szavazast csindlni).

Mivel a mintdk eloszldsa egyenletes, a kocka varhat6 él-hossza ep(f) = f /D lesz. Péld4ul, ha két-
dimenziés térben vagyunk, D = 2. Ha f értéke pedig 0.5, a négyzetek él-hosszanak varhaté értéke

V2/2 lesz.

Ugyanigy, ha D = 10 — tehdt 10-dimenzids térben vagyunk — és az adatok 10%-a alapjan szeretnénk
dontést hozni, a tanitémintdk koriil minden dimenziéban az egységkocka 80%-at le kell fedniink!
De ha csak az adatok 1%-dra tdmaszkodunk, akkor is e19(0.01) = 0.63, ami nagyon nagy szam!
Ez a médszer mar nem annyira ,lokélis”, hidba is nevezziik ,nearest neighbor” alapinak (ld. még
1.3. abrat, amely ugyanezt szemlélteti)!

Fentiek alapjan kijelenthetd, hogy a nem-parametrikus megolddsok nemcsak az eltaroland6 adat-
mennyiség miatt nehezen kezelhet6ek, hanem azért is, mert sokdimenziés terekben az euklidészi
értelemben vett ,kozelség” vagy ,hasonlésdg” fogalma nem dgy miikodik, mint ahogy intuitive
elvarhatnank.

Vizsgaljuk még meg, hogyan filigg az eredmény K-t61? Ez megint a variancia-bias dilemmal

e Ha K kicsi, nagyon szabdalt lesz a megtanult vektortér — magas variancia
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1.4. abra. Ha K nagy, akkor erésebben torzitott modellt kapunk. Ha K kicsi, a nagyobb variancia felé mozdul
el a modell.

e Ha K nagy, végiil az egész tanitéhalmaz folott egy maximumot vesziink — magas a bias, és
nagyon sima lesz a megtanult hatarvonal.

Példa: A regressziés modellek mint parametrikus modellek

Parametrikus modellek esetén fix szdmu paraméter van (fiiggetleniil a tanité halmaz méretétol),
ezek értékét kell megtanulni. Ilyenkor eleve feltételezziik, hogy a parametrikus modell tényleg jé
(inductive bias)

Gyakori példa a linedris regresszid. A regresszié azt jelenti, hogy a kategéridk értéke folytonos.
Linedris regresszié esetén feltételezziik, hogy linedris kapcsolat van x dimenziéi és y értékek kozott
(a gyakorlatban ez nem gond, mert x-ben szérmaztatott nemlinedris elemek is szerepelhetnek):

D
y(x) =wlix+e= ijxj +e (1.32)
j=1

ahol € a fennmaradé hiba (miutdn sem a modell, sem a mintavételezés nem lesz feltétleniil tokéletes)

Masfajta regresszidk is léteznek. Példaul fix szdmu kategdria esetén igen népszerti a logisztikus
regresszié (mivel fix a kategéridk széma, ez igazdbdl osztélyozds, de a lineéris regressziéhoz vald
hasonlésaga miatt {gy nevezik)

A | szigmoid” sz6 azt jelenti, hogy ,,S-alaku”, és a szigmoid (logisztikus) fiiggvény igy néz ki:

e 1

e$+1:1+e—z

sigm(z) = (1.33)

Ha x a végtelenhez tart, a fiiggvény értéke 1-hez tart. Ha x a minusz végtelenhez tart, a fliggvény
értéke a 0-hoz tart. A két véglet kozott a fiiggvény S-alak.

Logisztikus regresszio esetén egy ilyen fiiggvényt keresiink, melyet valszinliség-eloszlasként értelmeziink.
Pl. két kategoria esetén:
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1.5. dbra. Példa logisztikus regressziora.
Py = 1|x,w) = sigm(w’x) (1.34)

A feladat ilyenkor megfeleld w paramétereket megtaldlni. Példdul az 1.5. dbra megmondja, hogy
adott életkorban milyen valészintiséggel megytink el legaldbb egyszer orvoshoz (ez egy fiktiv adatok
alapjdn késziilt példa).

De nézziik, milyen megfontolasbdl alkalmazhatjuk a szigmoid fliggvényt regresszids célra — elvégre
tetszéleges masmilyen Osszefiiggést is el lehetne képzelni w, x és y kozott! Osztdlyozasndl kézenfekvd
otlet lehetne példdul a linedris osztalyozés:

Ply=1x,w)=wlx (1.35)

Fzzel két probléma van:

e A kimenet csak 0 és 1 kozé eshet, de a linedris fiiggvény értékkészlete korlat nélkiili
e Legtobb valds példanal bizonyos szint f6lott a bemenet azonos mértékii mdédositdasa a kimeneti

valészintiségen relative kisebb hatast fog gyakorolni.

A kovetkez6 oOtlet: legyen a valdszintliség logaritmusa linearis!

Ply=1lx,w)=e" * (1.36)

...csakhogy az exponencidlis fiiggvény kimenete felfelé nem korldtos, igy a probléma hasonlé (csak
az alsé korlatot értiik el, hogy 0 legyen)

Ezért az oOtletet kicsit moédositjuk: ami két kategéria esetén linedris lesz, az log P(y|x,w)/(1 —
P(y|x,w)). Ez a hinyados (amit odds-nak is neveziink) barmilyen 0 és oo kozotti értéket felve-
het! Ekkor:
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P(y‘X,W) T

IOg—l—P(y\x w) =W X

Pl w) = (1= Pl w)e" wm
Plylx, w)(1+ eV %) =

Pylx,w) = le — sgm(w'x)

Ez pont jél jon ki, mert a sigmoid fiiggvény értékkészlete éppen 0 és 1 kozotti! Raadasul ez a modell
nagyon jol interpretalhaté.

Tegyiik fel pl., hogy x kétdimenzids, jelentése pedig hogy hany cigarettat sziv el valaki egy nap, és
hany percet fut egy nap; tegyiik fel hogy ez alapjan szeretnénk a tiidérak valésziniiségét megmondani.
Ha a kapott w értéke (1.3, —1.1), akkor minden tjabb cigaretta elszivasaval a tiidérdkhoz tarsitott
odds e!3-szoroséra névekszik. Ugyanis:

Py) _
log 1_7}3@) =wlx
P(y) — pl3r1—1lla:
TP P& = (1.38)
P(y) 1.3z1 ,—1.1x2
1—P(y)

1.4. Variancia-Bias Dilemma

A variancia és bias kozotti kompromisszum matematikailag is levezethet6 az aldbbi mdédon.

Tegyiik fel, hogy az adataink egy P eloszlasbol szdrmaznak. A bemenetek és kimenetek tehat igy
néznek ki: (x;,y;) ~ P.

Tegylik fel tovabba, hogy az X adathalmazunk N darab ilyen mintavételezett be-kimeneti parbdl all.

Feltéve most, hogy regresszidés probléman dolgozunk (magyaran: a kimeneti érték egy folytonos
valtozo), az y = f(x) modelliink hibdjat az elvéart és a kapott kimenet valamilyen tavolsidga alapjan
definidlhatjuk. Hogyan tehetjiik ezt meg?

Attdl fuggden, hogy miként gondolkodunk a helyzetrol, kétféle megkozelités is 1étezhet:

1. Ha az Osszes lehetséges input értéket vessziik alapul, a hiba kifejezhet6 igy — feltéve, hogy a
négyzetes hibat alkalmazzuk: Error = Ep [(yl —f (xl))Q] Ezt nevezhetjiik modell-fiiggetlen
hibanak

2. Ha a hibaval a mintavételezett pontokra helyeznénk a hangsilyt, amely alapjan a modelliinket
betanitottuk (méds lehetséges mintavételezett pontokkal, és igy més végsé modellekkel Gsszeha-
sonlitva), a hibat {gy is irhatnénk: Error = Ex [(y — fx(x))?]. Ezt nevezhetjiik tanitéminta-
fiiggetlen hibanak (TMFH).
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Az elsO esetben az Osszes lehetséges input-output par folott vessziik a zéardjelben levd kifejezés
stulyozott atlagat, mikozben az f modellt fixnek tekintjiik; mig a mésodik esetben egyetlen be-kimenet
parunk van, de a sulyozott atlagot az Osszes lehetséges modell f6l6tt nézziik.

A TMFH-t atlakitva az alabbiakra juthatunk:

TMFH =Ey [(y — fv(x))?]
I 1.39
=> pily— fux) Y

=1

ahol f(x) a betanitott modell kimenete az adott bemenetre, amit g-ként is jelolink majd. Ezzel

//////

hogy I kiilénb6z6 adathalmazon tanithatnank be a modellt. (Az aldbbiakban az i-t lehagyhatjuk a
X; jelolésbél, tudvan, hogy az adathalmaz sem fix).

Alakitsuk at a fenti képletet, hogy mélyebb megértésre juthassunk:

1
TMFH = p;ly— i)
= (1.40)
=Y pily— E@) + E@) — 9]
=1

Vegylik észre, hogy a tagokhoz hozzaadott és a beldliik kivont érték egy konstans, skalar érték. Most
lathatjuk, hogy egy (a + b)? alaki kifejezésiink van, igy a levezetés az alabbiak szerint folytathato:

1
TMFH = " p;[y— E(§) + E() - j)°

=1
(1.41)
I I I
=Y pily—E@P+>_ pi[E@) 0> +2> piy — E@)(E®G) —9)
=1 =1 i=1

(Ezt megtehettiik, hiszen az 6sszeg varhaté értéke egyenld a varhaté értékek Osszegével!)

Mit jelent ez a 3 tagu Osszeg?

1.4.1. Bias tag

Az els6 tag az elvart kimenet és a kapott kimenet varhaté értéke négyzetes kiilonbségének varhato
értéke (erre az adott bemenetre). De milyen eloszlas f6l6tt vessziik ezt a varhaté értéket? Természetesen
a lehetséges tanitéhalmazok eloszlasa folott. Itt azonban meg kell jegyezni, hogy a kifejezés egyaltalan
nem filigg a tanitéhalmazt6l! Ugyanis:
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e y nem fligg a tanitohalmaztdl, ez csak egy random mddon valasztott be-kimeneti par kimeneti
valtozoja, és

e E(7) tulajdonképpen egy konstans érték a tanitéhalmaz szempontjabdl — ez az dsszes tanitéhalmazbol
szarmazo6 Osszes lehetséges modell felett vett varhaté kimenet.

Eppen ezért az elso tag ekvivalens ezzel:

ly— E@)? (1.42)

...ami maga a négyzetes bias tag. Egyszerlien megfogalmazva, ez a tag az elvart kimenet és a
modellek folotti atlag kimenet kozotti kiilonbséget fejezi ki.

1.4.2. Variancia tag

A masodik tag ellenben valéban egy véletlen valtozé varhato értéke, a felhasznalt tanitéhalmaz
fliggvényében. Ebben az esetben arra vagyunk kivancsiak, hogy mi a kapott kimenet szérasnégyzete a
lehetséges modellek f6lott. Ez az érték akkor lesz nagy, ha kiillonb6z6, egyarant valészinl tanitéhalmazokkal
betanitott modellekre nagyon eltéré kimenetet kapunk.

1.4.3. A harmadik tag értéke O

Végil az utolsé tag 0-aval egyenls. Emlékezziink vissza, hogy az es6 tényez0 egy konstans. Ami
ezutdn megmarad (miutdn az elsé tagot kivittiik a szumma elé), az egy valdszintliségi véltozd és
véarhato6 értéke kozotti kiillonbség varhatéd értéke, ami éppen 0.

1.4.4. Mit jelent mindez?

A fentiek alapjan a modell-fliggetlen hibat csak gy tudjuk csokkenteni (a modell befolyasoldséval),
ha vagy a bias-t, vagy a variancidt lecsokkentjiik (vagy mindkettét).

Ez utébbi azonban nem lehetséges. Gondoljuk &t, hogy mit jelentene, ha mindegyiket egyszerre
tudnank csckkenteni!

A variancia csokkentése azt jelentené, hogy fiiggetleniil a felhasznélt tanitéhalmaztdl, alig lenne
variacié a modell kimenetében (adott bemenetre). Extrém esetben a 0 variancia azt jelentené, hogy
mindegyik tanitéhalmazra/modellre ugyanazt a kimenetet kapnank — a teljesitmény igy egydltalan
nem fiiggne a tanitéhalmaztol!

Ebben az esetben viszont nem lenne moédunk arra, hogy az adatokkal barmit javitsunk a modell
teljesitményén! Ez pedig azt mutatnd, hogy a modelliink nem veszi figyelembe a tanitéhalmazt,
vagyis magas a torzitdsa (bias).

Mais szempontbdl azt is mondhatjuk, hogy a bias és variancia a kovetkezoket mondjak:
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,,En, a bias, le szeretném magamat csokkenteni, ezért 100%-ig az adatokra figyelek oda,
hogy megfelel6 tanitéhalmazzal a lehetd legjobban megkozelitsem az adatok eloszldsat.
Nincsenek nekem fixa idedim, csak az adatokra szeretnék figyelni!”

Ezzel szemben a variancia azt mondja:

,,En, a variancia le szeretném magamat csokkenteni, ezért olyan viselkedést szeretnék
produkalni, ami nem annyira fiigg az adatoktdl. Tulajdonképpen az adatoktdl fliggetlentil
ugyanugy szeretnék viselkedni”

Magyaran, altalaban véve azok a mechanizmusok, amelyek a bias-t cs6kkentenék, éppen a variancia
csOkkentése ellen dolgoznak — és forditva. Ezért beszéhetiink variancia-bias dilemmardl.

1.5. Modellek kiértékelése: tipikus koltségfiiggvények

Azt a lépést, amikor gyakorlati szempontbdl megnézziik, hogy egy modell tanitdsahoz hasznalt mely
attribiatumok vagy jellemzok a legmegfelelébbek az adott feladat szempontjabdl, feature enginee-
ring-nek szokds nevezni. Egy data scientist (,adatkutatd”) idejének 80 — 90%-at is kitoltheti ez a
1épés! Ehhez viszont tudni kell, hogyan értékeljik ki egy adott modell teljesitményét.

1.5.1. Legkisebb négyzetes hiba

A variancia-bias targyaldsanal lathattuk, hogy egy jeloltként felmeriil6 modell teljesitményét folyto-
nos kimenet esetén jellemezhetjiik a legkisebb négyzetes hibdval (MSE), vagy annak négyzetgyokével
(RMSE):

M
wsE= () X6 - )2 (1.43)

m=1
ahol f modelliinket szeretnénk kiértékelni, y az elvart kimenet értéke az M kiilonb6z6 adatpont
esetén, ahol m 1-t6l M-ig terjed.

1.5.2. Hibak atlagos abszolutértéke

Egy masik alternativa a hibdk dtlagos abszolutértéke (MAE):

M
MAEz(;)Z;mm—mem (1.44)

Ha viszont a kimenet nem folytonos hanem kategorikus, a félre-osztalyozdsra (misclassification) més
mértéket kell taldlnunk. Itt mérvadé lehet példaul a misclassification rate (az 6sszes adatpont f6lott
Osszegezve):
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MCRx(f < )Z Y £ f (z(m)) (1.45)

1.5.3. Keresztentrépia

Tovabbi népszerii lehetéség az in. keresztentrépia (cross entropy loss) hasznélata:

CrossEntropyx(f) = ( ) Z Z ycm log f(x m)) (1.46)

m=1m=c

(m)

amennyiben C' kiilénb6z6 kategdriank van, és ye ~ az m-edik bemenethez tartozé kimeneti vektor
c. eleme. Itt minden kimenet egy C-elemli vektor, melynek elemei idedlisan az adott kategoria
valoszintiségeként értelmezhetoek. Ez az értelmezés megmagyarazza a keresztentropia miikodését is:
azon dimenzidk valdszintiségeit ,,sulyozzuk”, melyek tanitépontonként a helyes kimenethez tartoz-
nak, maga a loss érték pedig a kapott kimenet logaritmusdnak minusz 1-szerese (ami 0-dhoz koze-
li valésziniiségek esetében a végtelenhez tart, 1-hez kozeli valdszintiségek esetében pedig a 0-dhoz
kozelit).

1.5.4. Gini impuritas

Kategorikus osztélyozdk esetében az in. Gini-féle impuritds (Gini impurity) is hasznos tud
lenni. Az e mogotti alapelvek a kdvetkezdk:

e Ha feltessziik, hogy random osztalyozonk van és tetszéleges pontot valasztunk a tanitohalmazbdl,
feltehetjiik azt a kérdést, hogy mekkora lesz az esélye, hogy ezt a pontot félreosztalyozzuk?

e Az erre adott valasz tulajdonképpen a szd szoros értelmében nem egy konkrét osztalyozordl szol,
hanem az adatok eloszlasardl (ezért impuritds). . . ugyanakkor, amikor arra a kérdésre keressiik a
valaszt, hogy az adatok mely dimenziéja mentén milyen értéknél vagy értékeknél bontsunk egy
adathalmazt részkategéridkra, az ijonnan (feltételesen) kapott particiék puritds-vizsgalatdhoz
ez egy hasznos metrika tud lenni!

Nézziik at ezért a Gini-impuritds tulajdonsdgait kozelebbrél. Tegytiik fel most is, hogy C-féle cimke
van. legyen f. azon pontok aranya (az 6sszes tanitépont k6zott), amelyek az ¢ kategoridhoz tartoznak;
és legyen fu|. a c kategoridju tanitépontoknak az az ardnya, amely pontokat ¢ helyett az osztdlyozé
¢ kategériaba sorol. Ekkor a Gini-impuritds:

C c c
Ia(f)=> fo D> foe=>_ fe(l = fu_qe) (1.47)
c'=1,c'#c c=1

c=1

Ehhez a magyarazat: az elsé szummaéaban minden kategéridra végignézziik, hogy a random pont
milyen eséllyel fog az adott, ¢ kategéridba tartozni. Ezzel a valdsziniiséggel megszorozzuk azt a
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valoszintiséget, hogy az adott pontot félreosztdlyozza a random osztalyozo. Lathatjuk azt is, hogy a
mésodik szumma atalakithaté az 1-minuszos tagra, mivel ha a ¢ = ¢ esetet is figyelembe vennénk,
akkor éppen a teljes eseményt (1 valdszintiség) kapnéank.

Vegytik észre azonban, hogy az f.—_.|. éppen azoknak a c-kategéridji pontoknak az ardnya, amelyeket
a véletlen osztdlyozé éppen a c kategoériaba osztalyoz. Ez egy 0 és 1 kozotti valdszintiség lesz, ami
azt jelenti, hogy a szumma tagjainak értéke 0 és f. kozotti lesz, vagyis a teljes impuritds sohasem
lehet nagyobb, mint 1! Ezen kiviil az Gsszes tag pozitiv, ezért az impuritds végsé soron 0 és 1 kozé
esik. Minél kisebb az impuritds, annal homogénebbek az adatok (amelyek f6lott még egy random
osztalyozd is jol teljesitene).

Eppen ezért a Gini-féle impuritds jél hasznalhaté annak eldontésére, hogy pl. egy dontési faban
egy-egy csomépont mennyire végez ‘hasznos’ munkat (1d. kés6bb)

1.5.5. Informéaciényereség (Kullback-Leibler divergencia)

A teljes osztalyozénkrol tobbet mond az un. information gain (méas néven: Kullback-Leibler (KL )-
divergencia). Ehhez definidlnunk kell az entrépia fogalmat (eloszldsokra):

c
Ip(X) = —chIOgQ Je (1.48)

Ha f. értéke 1, az adott tag 0 lesz. .. és hasonléan adédik kb. ha f. értéke 0-hoz kozelit (pont 0 nem
lehet a logaritmus miatt).

Beszélhetlink feltételes entrépiardl is: ilyenkor tovabbi feltételezésekkel élhetiink a ¢ kategéridaba
tartozé egyedekkel kapcsolatban (példdul, hogy egy T predikdtum igaz réjuk):

Ip(X|T(x chl 083 fCJfZT (1.49)

Az entrépia 6nmagaban csak az adathalmaz torzitasait jellemzi a teljesen uniform eloszlashoz képest,
az osztalyozét magat nem. Az information gain (vagy KL-divergencia) ezzel szemben figyelembe veszi
a helyesen kategorizalt adatpontokat is:

IG(f) = Ig(X) — Ig(X|correct) =

< < r(in ¢ and correct) <
:_ZfCIOngc+chlog2 b - :_Zf010g2f0+
c=1 c=1 pr(ln C) c=1

(1.50)

Jinc| ]correct incl |all peimts
+chlog2 M Jinel x |in ¢

szamlalo nevezo reciproka,
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import math
def IG{cat_fregs, corr_freqgs):
igval = 8.8
for inx, elem in enumerate({cat_freqs):
subval = cat_freqgs[inx] * (math.loglcat_freqs[inx]) / math.log(2))
addval = cat_freqs[inx] * (math.log{corr_freqgs[inx])} / math.log(2})
igval = igval - subwval + addval
return igval

=== cat_fregs = [8.3, 8.4, 8.1, 8.2]

== corr_freqs = [1.8, 8.3, 1.8, 1.@]
== IG{cat_fregs, corr_freqgs)

+1516531878845328

== corr_fregqs = [1.8, 8.9, 1.8, 1.9]
== IG(cat_fregs, corr_fregs)

. 7B563B1872929954

== corr_freqs = [1.8, 8.9, @.3, 1.@]
=»> IG{cat_freqs, corr_fregs)
1.611941547B763748

1.6. abra. Példa az informdcié-nyereségre.

Vegylik észre, hogy minél nagyobb azon pontok ardnya c¢ kategérian beliil, amiket jol osztdlyozunk,
anndl tobbet adunk hozza (vagyis: annal kevesebbet vonunk ki) az eredeti értékhez / értékbél.

Erre mutat példat a 1.6. abra. Latjuk, hogy ha kevesebbet tévediink, nagyobb lesz a kinyert in-
forméacié. Ha pedig ugyanannyit tévedink kevésbé fajsilyos, mint a fajsilyosabb mintak esetén, az
eredményben szintén meglatszik: kisebb lesz a kinyert informécid, ha fontosabb kategériat tévesztiink
ugyanannyit.

1.5.6. Receiver operating characteristic és Area under curve metrikak

Ahogy kordbban is emlitettiik, hasznos, ha az osztdlyoz6 kimenete valdsziniiséget is tarsit a kime-
nethez. Sokszor azonban a tévedés iranya sem mindegy: nevezetesen, hogy ,,hamis pozitivat”, vagy
,hamis negativat” ad vissza a modell.

Ha pl. az a feladat, hogy egy kartyds vasarlasndl megmondjuk hogy éppen csalas torténik-e, mindkét
dontésnek van koltsége:

e Ha csalast jelez a rendszer, kozbe kell 1épni, és a vasarld esetleg mérges lesz

e Ha azt mondjuk, hogy nincs csalds, ezzel is lehet hogy, hogy tévediink és kart okozunk.
Ennek szemléltetéséhez hasznos absztrakcié a konfizids mdtrixz (més néven confusion matrix vagy
contingency matrix). Ld. példaul a 1.7. abrat!
Mi torténik, ha itt mdédositjuk a dontési kiiszobot? Nézziik el6bb az extrém példakat:

e Ha a kiiszob 0%, minden linkre azt fogjuk mondani hogy a user rdkattint. Az Osszes link a bal

oszlopban lenne. 17 TP (true positive) lenne, és 118 FP (false positive)

e Ez akkor lenne j6 dontés, ha nem lenne koltsége a FP-nak és nem lenne haszna a TN-nak (true
negative)
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Predicted Class

Actual Class Positive Negative
(Click) (Not Click)
Positive True Positive  False Negative
(Click) 10 7
Negative False Positive  True Negative
(Not-click) 22 96

1.7. dbra. Példa a konfizids métrixra a [1] konyvbdl, egy olyan modell esetén, amelyik megprébélja megjésolni,
hogy egy webes linkre rakattint-e a felhasznald, vagy sem.

e ...100%-ndl hasonlé logikaval okoskodhatunk, csak a forditott esetet kapndnk.

Az extrém példéak a gyakorlatban nyilvanval6an nem jok, ennél megfelel6bb kiiszobértéket kell valasztanunk
- azonban, hogy ez mennyi lesz, a feladattdl is fiigg. Mindenesetre a kiiszobérték moddositasanak
hatésait j6l jellemzi az in. Receiver operating characteristic (ROC), vagy ROC-gorbe, amelyre
példat a 1.8. abran lathatunk.

Az elnevezés, hogy ROC, az eredeti alkalmazasbdl szarmazik — amikor el kellett donteni, hogy van-e
vagy nincs a levegében ellenséges repiilogép. A gorbe maga a helyes pozitivok ratajat abrazolja a
hamis pozitivok ratajaval szemben. Ezek azt fejezik ki, hogy ha egy pozitiv (vagy negativ) mintét
vesziink, mennyire valészinii, hogy jot (illetve hogy rosszat) mondunk ra:

TP TP
TPR‘TP+FN‘? (151)
T L

“FP+TN N

Magéanak a gorbének a megértéséhez hasznos a kdvetkezé gondolatkisérlet:

e Ha nagyon kicsi a dontési kiiszob, minden mintara azt mondjuk, hogy pozitiv — nem lesz FN
és TN - TPR=1¢és FPR=1

e Ha maximalis a dontési kiiszob, minden mintara azt mondjuk, hogy negativ — nem lesz TP és
FP -TPR=0¢é FPR=0

e Vagyis ha maximalis vagy minimdlis a kiiszOb, az x-y tengely bal alsé illetve jobb fels6 sarkaban
lesziink.

e Tegyiik most fel, hogy van egy nem nulla dontési kiiszobtink, és ezt infinitezimalisan csokkentjik.
Ekkor:

— T&bb mintat fogunk pozitivnak mondani, mint kordbban — TP és/vagy FP néni fog
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QOut-of-sample ROC rocks versus mines
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1.8. abra. Példa a Receiver operating characteristic gorbére a [1] konyvbdl.

— A nevezo6k viszont fixen maradnak — TPR és/vagy FPR néni fog (csokkenni viszont egyik
sem tud!)

Az idedlis az lenne, ha mindig a bal fels6 sarokban lennénk. Ez azonban a gyakorlatban nem ilyen
egyszerii:

e A TPR més néven a modell érzékenysége (sensitivity), FPR pedig 1 minusz a specifikussdiga
(specificity).

e Ha az érzékenységet novelnénk, azt fix modellnél csak ugy tehetjiik meg, ha a kiiszobot lejjebb
visszitk. Ezzel egyidében viszont nem tudjuk csokkenteni FPR-t (vagyis névelni a specifi-
kusségot)

Ennek megfeleléen a ROC-gorbe egy jobbra novekvé cikkcakk-ként jelenik meg.

1.6. Modell szelekcid

Hogyha a modelliinket a fentebb ismeretett mddszerekkel mar ki tudjuk értékelni, akkor az a kérdés,
hogy tobb modell koziil melyiket valasszuk ki a késobbi felhasznalasra?

Ezt a kérdést nem feltétleniil konnyii megvalaszolni, hiszen benniinket nem elsésorban a tanitéhalmazon
mért teljesitmény, hanem az dltaldnositds képessége fog érdekelni. Az tin. out-of-sample esetben pe-
dig (altaldban) természetesen romlani fog a teljesitmény, mert nem azokra a mintdkra hangoltuk ra
a modellt. Mindez Osszefiigg a variancia-torzitds dilemmaédval is. Ha ugyanis az 6sszes tanitémintat
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,memorizaljuk”, azzal a varianciat noveljiik, ami tultanulast eredményezhet. Ha viszont nagyon egy-
szeril modellt valasztunk, amely nem rendelkezik kell§ szamu paraméterrel vagy kell6 kifejezoerével
az adatokban rejlé mintdzatok lefedésére, akkor magas bias-unk lesz, ez pedig extrém esetben sem a
tanuldsnak, sem az altalanositdsnak nem kedvez. Az e ketto kozotti atmenetben lesz varhatdan egy
olyan pont, ahol a betanitott modell a tanitéadatokra is elég j6 performanciat nyujt, és az dltalanosito
képessége sem romlik még el nagyon.

1.6.1. Train, validate, test

Ahhoz, hogy ezt a pontot megtaldljuk, és szimuldlni tudjuk az dltaldnositokélpességet, a gépi ta-
nuldsban altalaban az elkiilonitett adatokon valé tesztelés moddszerét alkalmazzuk. Osszesen 3-féle
adathalmazt szoktunk megkiilonboztetni:

1. Tanitéadatok: ezeken az adatokon tanitjuk be az Osszes modellt és a tanitds soran az ezekre
kapott hibat préobaljuk meg csokkenteni;

2. Validaciés adatok: ezeket az adatokat nem hasznéljuk fel a tanitdshoz, de minden epoch
(tanitdsi fazis) végén kiértékeljiik rajtuk a modell(jeink) teljesitményét. Ez segithet annak
eldontésében, hogy melyik modelliink a legjobb (feltéve hogy tobb is van, més hiperparaméterekkel
vagy akdr teljesen mas architekturdval is);

3. Teszt adatok: miutan, és csak miutan kivalasztottuk a legjobb modellt, amivel dolgozni kivanunk,
a modellt a soha nem latott teszt adatokon is kiértékeljiikk. A performancidt ez alapjan a teszt
alapjan szabad csak mésok felé jelenteni / publikdlni, ugyanis ezek az adatok még a modell
szelekcioban sem jatszottak szerepet.

1.6.2. Keresztvalidacié

Abban az esetben, ha nem &all rendelkezésre kell6 mennyiségli adat ahhoz, hogy kiilon validdciés és
teszthalmazt is kijel6ljiink (nem maradna kell§ tanitéadat a tanuldshoz), alkalmazhatjuk az n-szeres
keresztvaliddcio (angolul: n-fold cross-validation mdédszerét!

Ehhez a tanitéhalmazt n szeletre bontjuk, és n kiilonbozé iterdciéban mindig ezek koziil az egyik
szeletet haszndaljuk validalasra, a tobbit tanitdsra. fgy lesz n iteracionk. A végén a hibamértékeket
érdemes atlagolni. Fontos azonban, hogy a szeleteket gy valasszuk meg, hogy ne torzuljon az adatok
statisztikdja (pl. a teszthalmazban mindig legyen mindenféle példa, ehhez 1d. a stratified sampling
modszerét).

Végs6 soron igy a validdcidés halmazt és a tanitéhalmazt eggyé olvasztjuk, igy tobb tanitéadathoz
jutunk Osszességében, azonban az adatok egy — mindig mas — szeletét fenntartunk a validaldsra. Ha
ezek alapjan kivalasztottuk a legjobb modellt / legjobb hiperparamétereket, utdna az sszes (tanité-
és validéciés) adaton wjra tanithatjuk, viszont ez utdn mér csak a tesztadatok maradnak a modell
kiértékelésére, performancidjanak publikalasara.
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2. fejezet

Linearis regresszio és altalanositasai

Forrasmegjelolés

A fejezetben szdmos magyarazat és példa az aldbbi angol nyelvii referencidkb6l szérmazik: [1, 3.

Altaldanosan a linedris regresszié egyszerti médszert ad a feliigyelt tanuldsra (azon beliil a predikciéra
és inferencidra is):

e Predikcié célja: mondjuk meg y-t x alapjan (bemenetbdl kimenet)

e Inferencia célja: inverz kérdés, azaz mondjuk meg mi volt a bemenet (x) a kimenet (y) alapjan.
Ez t6bb tovabbi igényt is magaval von:

— magyarazzuk meg, hogy y melyik x; bemenettdl fiigg leginkabb, melyiktél masodsorban,
stb.

— hatarozzuk meg, hogyan kellene x vektort moddositanunk, hogy y valamilyen mdédon
valtozzon (pl. kétszer akkora legyen)

— mutassuk meg, milyen interakciok vannak a paraméterek kozott

A linearis regresszio alapvéltozata tobb, mint 200 éve ismert, és rengeteg modernebb megkozelités
létezik. Ugyanakkor hasznos tudnunk réla, egyrészt mert a témakorben megjelen6é szempontok més
modszereknél is vissza-visszatéré szempontok lesznek, masrészt pedig azért, mert a linedris regresszié
korszeriibb, tovabbfejlesztett valtozataira sokszor ma is (feladattdl fliggden) hatékony modszerként
tekinthetiink.

A fejezetben el6szor az eredeti elgondoldsokon megytlink végig, majd ratériink a linedris regresszio
kiterjesztéseként tekintheté korszertibb mddszerekre is. A megvizsgalandd kérdéseket egy példan
keresztiil mutatjuk be, amely a [3] konyvbél szarmazik. A példa szerint tegyiik fel, hogy egy hir-
det6cég megkér minket, hogy tervezziik meg marketing portfoliéjat. A létrehozandé modell kimenete
a sales valtozo, amely a cég termékébdl fix id6 alatt eladott mennyiségét jelenti. A bemend pa-
raméterek pedig lehetnek a tv, radio, és newspaper valtozok (ezekben a médiumokban lehet hirdetni,
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és a véltozok értéke a hirdetésekre elkoltott pénzmennyiséget titkrozi). A létrehozandé modell dltal
megvalaszolandé f6 kérdés: hol hirdessiink, hogy a legtébbet tudjuk eladni?

Néhany tovabbi kérdés, amely sziikségszeriien felmeriil:
e Van-e egyaltalan kapcsolat a hirdetési biidzsé és az eladott mennyiség kozott?
e Ha van kapcsolat, milyen er6s?

— Ha csak nagyon nagy hibdval tudjuk megjosolni az eladott mennyiséget, akkor gyenge a
kapcsolat

Ha van kapcsolat, linearis-e egyaltalan, vagy valamilyen bonyolultabb Osszefiiggést érdemesebb
keresni?

Melyik médiumok mennyire jarulnak hozza leginkabb a sikerhez?

— Ha z médiumra 1 dollarral tobbet koltiink, mennyivel né az eladott termékmennyiség?

— Mennyire pontosan lehet ezt egyaltalan megmondani?

Vannak-e szinergidk (interakciok) a médiumok kozott?

— PL lehet hogy 50.000-50.000 tv-ben és radiéban elkoltdtt USD tébbet produkal, mint ha
csak egyikbe vagy masikba fektetnénk bele 100.000 dollart

Amint a fejezetben latni fogjuk, a linedris regresszio segitségével mindegyik kérdés legalabb valamilyen
bizonyossaggal megvalaszolhaté.

2.1. Mit6l (nem feltétleniil) linearis a linearis regresszi6?

Fontos mindjart az elején leszogezni, hogy az itt bemutatott mddszer neve ugyan ,,linearis regresszio”,
de ettdl még el6fordulhat, hogy az x; bemenetek mogott nemlinedris Osszefiiggések dllnak és igy
ezeket a regresszi6 soran fel is hasznéljuk (példaul egy konkrét bemenet jelentése lehet sebesség? vagy
cos (sebesség)). A linedris regresszié lényege, hogy ha a bemend vektort fixnek tekintjiik (fiiggetlentil
attdl, hogy a vektor elemei kozott akar nemlinedris tagok is szerepelhetnek), akkor a vektor elemei
kozott probalunk linearis osszefliggést felallitani:

y~w'x (2.1)

2.2. Jelolések

A tovabbiak soran az alabbi jel6léseket hasznaljuk:

e M — a tanitdshoz haszndlt pontok szdma (a pontok indexdldsa m-mel torténik, ami 1-t61 M-ig
fut)
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e D — a linedris modell dimenziészama. A dimenzidk szdmozasa 1-t6l D-ig fut (altaldnos esetben
d-vel jeldljik).

o Létezik egy 0-as szdmu dimenzi6 is, ami egy konstans torzitast jelent.

e Skalarok esetén — vagy ha az indexalas épp nem érdekes — akkor a tanitépontot alsé indexben
levé m-mel is jelclhetjiik.

e X - a tanitéhalmazt sziikség esetén tovabbra is igy jeloljiik

Ekkor a linedris modell (megjegyzés: itt az m-edik tanitépontrdl volt sz6):

y(m) ~ wo + wlxgm) + .. .wpxgn) (2.2)

2.3. Egyszerii linedris regresszié (OLS) egyvaltozos esetben

Az egyszerii linedris regressziét angolul ordinary least squares-nek (OLS) is szokds nevezni. El6szor
nézzik azt az esetet, amikor egyetlen x1 prediktor valtozonk van. A keresett Osszefiiggés:

Y R wo + wirq (2.3)

Azt is mondhatjuk, hogy y-t xi-re regresszaljuk. Példaul x; jelentheti a tv-hirdetések biidzséjét,
y pedig a sales valtozét. A modell paraméterei, wy és w1 egy kartezidnus egyenes tengelymetszo
pontjat és meredekségét hatarozzak meg. Miel6tt barmit meg tudnank josolni, ezeknek értéket kell
talalni M darab tanitépont alapjan.

Az a kérdés, hogy egy paraméterbeallitdas mennyire illeszkedik egy adott tanitéhalmazhoz, sokféleképpen
megvalaszolhaté. Gyakori mddszer a legkisebb négyzetek kritériuma. Ehhez legyen az m-edik pontra
adott predikcié:

5™ = &g + o™ (2.4)

ahol a kalapok azt jelolik, hogy nem feltétleniil ez a helyes kimenet és a legjobb paraméter-értékek.
Ekkor az m-edik rezidudlis (maradék, hiba):

em =yt — g™ (2.5)
Es az RSS (residual sum of squares):
RSS=el4e24 ... +e3 =
= (y(l) — (2)0 — @11‘&1))2 4+ ...+ (y(M) — (2}0 — (2)1.I§M))2 =
y (2.6)
=Y ('™ — @y — @yai™)?
m=1
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Ahhoz, hogy ezt minimalizaljuk, a derivéltakat kell 0-val egyenlévé tenni (a paraméterek parcidlis
derivaltjat). Egyrészt:

M
8ORSS _ 9 3 [y<m> — (&0 +w1x({”))]2 —0
m=1

oW 0o
M
—2 Z [y(m) — (@o + (1)11'57”))} =0
m=1
M M (2.7)
Mg+ Y at™an =3y
m=1 m=1
M M
Moo + @ Z xgm) = Zy(m)
m=1 m=1
wo + E[xﬂd)l = E[y}
Mésrészt:
M
0 0 2
_ (m) _ CON
9 RSS o mz_:l {y (o +anzy ) 0
M
O3 [0 = 29 @ + ™) 4 (@ + a2 = 0
din = !
. (m) (m)y (m)
Z 2y(m)x1 + 2(@ + @2y )xy"™)| =0
m=1 [ (28)
—2 3 o™ |y — (@0 +@ral™)| = 0

M " M
Z acg )@0 + Z xgm) 20, = Z x(m)y(m)
m=1 m=1 m=1

Elx1]@o + Elai]r = Elzyy)]

Ha a két kék egyenlet koziil az els6t megszorozzuk E[x;]-el, majd a masodikbdl kivonjuk, akkor az
alabbi Gsszefliggéshez jutunk:

Elz1]wo + E[z1]Elr1)en = Elr1]Ely]
E[x1)0 + Elz{]lar = Elz1y)

(E[23] — E[z1]*)én = Elz1y] — E[z1]Ely]

oy = 26" = Bl (™) — Bly)
Ny = Bla])?
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2.1. abra. A valddi regressziés egyenes és a legkisebb hibanégyzetes modellek kimenetei kozotti kiilonbséget
mutatja be ez a [3] konyvbdl szdrmazé dbra.

ahol az utolsé lépésben kihasznaltuk a variancia és kovariancia alternativ definiciéit.

A szamléloban a kovariancia van, a nevezében pedig x variancidja (illetve ezek M-szeresei, de M
kiesik). A mésodik kékbél egyenletbdl pedig wy is szdmithato.

2.3.1. Az egyiutthatok pontossaga és az Osszefliggés 1étezése

Az eredeti képlet igy nézett ki:

YR wy + wix (2’10)

Ez azért approximativ, mert hozzdaddodik egy nulla varhaté értékli random hiba is. Vagyis a teljes
modell:

Yy=wo+wizr+e (2.11)

A hiba tiikrézi a modell helyességét (nem biztos hogy tényleg linedris, sem pedig hogy csak egy
valtoz6 hatdrozza meg); illetve az esetleges mérési hibakat. Ez a modell tehat egy olyan populéciéra
vonatkoz6 regressziés egyenest (RE) ad, ami a legjobb kozelitést jelenti az x; és y kozotti
valédi Gsszefliggésre. Ezt a valodi Osszefiiggést azonban a gyakorlatban nem ismerjiik (a konkrét pa-
ramétereket illetéen), ezért kénytelenek vagyunk az el6bb targyalt legkisebb hibanégyzetes modell-t
hasznélni, amely a legkisebb négyzetes egyenest (LNE) meghatédrozza:

:l:/ = (JJO + oz (2.12)

A [3] k6nyvb6l szarmazd, 2.1. abran egy szimuldlt példa lathaté. A regresszids egyenes pirossal, a
kapott legkisebb hibanégyzetes modell(ek) pedig a tanitéminta fiiggvényében kiilonbozéek lehetnek
— ezeket a kék arnyalataival szemlélteti az dbra szerepel(nek). Az eredeti regresszids egyenest a
kovetkezo modell adja: y =24 3z + €
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A valédi modellt soha nem ismerjiik: ehelyett pontokat kell mintavételezniink, és azokra lefuttatnunk
a regressziot. Ha ezt sokszor megtessziik, mindig picit mas eredményt kapunk, noha a tényleges
regresszios egyenes nem véltozik (pl. mert a tényleges regresszios egyenes alapjan legenerdlunk 10.000
pontot, de a hiba miatt azok nem egy egyenesre esnek és mindig mds pontokkal tanitunk). Az
eredményiil kapott legkisebb hibanégyzetes modellek k6zotti eltérést a variancia jellemzi.

Eleinte furcsdnak tiinhet, hogy beszélhetiink egy tényleges modellrél (RE) és egy kozelitésrdl is
(LNE), de ez a kettésség minden statisztikai mddszer sajitja. Ha egy populacié atlagara vagyunk
kivancsiak:

o A tényleges atlagot szinte sosem ismerjiik

e Helyette mintdkat veszilink, és azokat atlagoljuk. Ha kelléen sok mintat vettiink, bizhatunk
benne, hogy egy precizebb becsléshez jutunk, amely sem lefelé, sem felfelé nem torzit.

Ugyanez igaz a legkisebb négyzetek modszerére is: ha sokszor megismételjiik, reményeink szerint nem
lesz szisztematikus torzitas. Ezt 1latjuk a jobb oldali részén a 2.1. abranak.

Ezek utdn természetesen mertilhet fel a kérdés: mennyire ad jo becslést a mintapontok atlaga a
ténylegesre? (Jelen esetben a mintapontok az egyiitthaték lennének, ezeket ,mintavételezziik” sok
kisérlettel). Ennek megallapitdsdhoz hasznos az aldbbi képlet, amely akkor igaz, ha a mintavételezett
pontok nem korreldlnak egymassal:

o2

Var(fi) = SD(j1)? = 7 (2.13)

Kihasznédlva ugyanis, hogy az dtlagok egymadstdl fiiggetlenek (nem korreldlnak egyméssal):

Var(ps + po + ... + par) = Var(6sszeg) = Mo? | és

. 2
Osszeg 1. 1 ..
Var( % )= Var(Mosszeg) = <M) Var(6sszeg) = (2.14)
1 o?
Mo =g

Ez mutatja, hogy ha 2z-es szorzdval szeretnénk csokkenteni az dtlagban valé bizonytalansagunkat,
akkor 4x annyi mintat kell venniink, ugyanis:

SD(f) = /(Var(f)) = \%M (2.15)

Gyakorlati alkalmazdsokban viszont nem ismerjiik szigmat (a teljes populdcié széréasét), ezért a samp-
le standard deviation-nel (azaz az s-ként jelolt mintaszérassal) dolgozunk. Igy kapjuk meg SD helyett
SE-t (standard error):

SE(fi) = (2.16)

g
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Ha feltessziik, hogy az adatok normél-eloszldsbdl szdrmaznak, még ez is hasznos. Pl 95%-os
konfidencia-szinttel az atlag alsé és fels§ hatéra: [ipoung = it £ (SE * 1.96)

Mindezt felhasznalhatjuk arra is, hogy a linearis regresszié egyiitthatéiban valé bizonytalansagunkat
csOkkentsiik. Ehhez t6bbszor megismételjik (t6bb mintdn) a kisérletet, és a szorést elosztjuk a
mintak szaméanak gyockével. Ez a standard error, amit tobb kisérlettel csokkenthetiink.

Van hogy fontos is csokkenteni. Példaul ha az a kérdés, hogy 1étezik-e valdjaban Osszefiiggés x1 és y
kozott, adott esetben hidba is néznénk meg, hogy wy kiillonbozik-e 0-t6l. Ami sokkal inkébb lényeges,
hogy mennyivel kellene, hogy 0-4t6l kiilonb6zzén? Ha w; standard errorja kicsi (vagyis meglehetésen
biztosak vagyunk az egész populdciéra vett értékében), akkor kis értékét is elfogadhatjuk nem 0-nak.
De ha bizonytalanok vagyunk az egyiitthaté értékében, akkor kérdés hogy egy 0.0001-es egyiitthatd-
érték mit jelent egyaltalan?

A gyakorlatban az Un. t-statisztikat szamitjuk ki, ami megmondja, hogy az approximéciénk a stan-

dard error hanyszorosaval tér el 0-tol:

&1 —0
SE(Gn)

t= (2.17)

Hogy t-nek mennyinek kell lenni ahhoz, hogy azt mondjuk hogy nem 0 az egyiitthato, az attol is
fiigg hogy hany mintat vettiink, illetve hogy mekkora konfidencidval (pl. 95%, vagy 99%) szeretnénk
véalaszt adni. Pl. ha 30 mintank van, akkor ezekhez a konfidencidkhoz ¢ = 2 illetve t = 2.75 a
megfeleld t-érték.

2.3.2. A modell pontossaga

Amint tudjuk, hogy létezik kapcsolat z1 és y kozott (a null-hipotézist elvetettiik), az is kérdés hogy
mennyire illeszkednek az adatok a modellhez? Eddig csak azt tudtuk, hogy van kapcsolat: de hogy
az gyenge vagy eros, azt még nem.

A modell erdsségének jellemzésére kétféle statisztikat szokds hasznélni: a residual standard er-
rort (RSE) és az R2 statisztikat. Emlékezziink vissza, hogy a regressziés modell inheresen nem
lehet pontos, mert van egy € hiba. Ezért még akkor se lenne 100%-os az illeszkedés, ha a pontos
egylitthatékat ismernénk.

A residual standard error (RSE)

Lényegében a regressziés modell € hibajanak szérasa — ha feltessziik hogy a legkisebb hibanégyzetes
modelliink a lehet6 legtokéletesebb:

M
1 1
RSE \/M72RSS 73 E (y g\m)) (2.18)

m=1

A szérastél ez annyiban kiilonbozik, hogy M helyett M — 2-vel osztunk. Példdul, ha a hirdetéssel
kapcsolatos feladatban RSE értéke 3.200 lenne, akkor az azt jelentené, hogy:
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e Ha pontosan ismerjiik wy és w; egyiitthatdkat, akkor is dtlagban legaldbb £3.200-zal tér el az
elérejelzésiink a valéjaban eladott termékek szamatol

e Ez a legoptimistabb becslést adja, és a hibat eleve minimalizaltuk = valéban megmutatja, hogy
mennyire pontos a modelliink.

Mivel az RSE a kimeneti érték egységeiben ad vilaszt, ezért nincs univerzélis értelmezése: 3.200
eladott vagy nem eladott rdgégumi sok vagy kevés? (attdl fiigg, hogy amuigy 10 ezres vagy 10 milli6s
nagysagrendben szoktunk-e eladni).

Az R2 statisztika

Az R2 statisztika ehelyett egy ardnyt fejez ki (0 és 1 kozott), ami fiiggetlen y mértékegységétol. A
kovetkezo képlettel szamitjuk:

_TSS—RSS _ | RSS _
T TSS T TSS
(ytm) — g(m)2

1
(ym) — )2

ahol T'SS az un. total sum of squares, ami azt mondja meg, hogy dnmagukban milyen a tanitépontok
kimeneteinek variabilitisa az dtlagkimenet koril (atlageimke vs m-edik cimke). RSS pedig azt mondja
meg, hogy a modelliink predikcidjanak mi az aktudlis kimenetek korili variabilitdsa (m-edik predikcié
vs m-edik cimke). Ezek koziil fontos, hogy egyrészt egyik sem lehet kisebb, mint 0. Ha az els6 tortet
nézzik, latszik hogy R2 értéke rdaddsul maximum 1. Ugyanakkor 0-nal se lehet kisebb, mert RSS
nem haladhatja meg T'SS-t (ha mégis igy lenne, akkor mar eleve rosszul tanitottuk volna be a modellt,
mert ha a regresszié utan nagyobb a hibank szérasnégyzete, mint az atlaghoz képesti szérasnégyzet,
akkor célszertibb lett volna mindjart fixen a tanitéhalmaz dtlagat visszaadni barmilyen bemenetre).
Tehat indirekt iton beldttuk, hogy nem minimalizalta a modell a tanitdsi hibat sem!

R2
(2.19)

M=

—1—

Tulajdonképpen R2 azt mondja meg, hogy a megolddsunk mekkora hanyadat ,, magyardzza meg” az
eredeti variabilitasnak.

e Ha R2 kozel van 1-hez, akkor a variabilitds nagy részét megmagyaraztuk (RSS ugyanis azt
jelenti, hogy a regresszié utdn mennyi variabilitast hagytunk megmagyarazatlanul)

e Ha kozel van 0-hoz, akkor RSS majdnem akkora volt, mint TSS — nem magyaraztunk meg
semmit, mert ennyi erével atlagolhattuk is volna a tanitopontokat.

A 2.2 dbra alapjan latjuk, hogy az R2 statisztika is sokat elmond a probléma inherens hibajarol.

e Ezen az dbrdn pl. nem létezik olyan legkisebb hibanégyzetes modell, ami jobb lenne.

e Ha ezeket a pontokat valoban regresszids modell alapjan generaltuk, akkor eleve nagy volt az
€ hiba szoérésa.
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A mi lenne, ha?
...

....... o
v egyszer(
/? atlag
y legkisebb
. hibanégyzetes
..., modell
mi lenne, ha?

>

2.2. dbra. Az R2 statisztika értelmezése. A ,mi lenne, ha?” felvetés a bal felsd és jobb alsé adatpontnél arra
vonatkozik, hogy egyrészrél ha ezek a pontok vizszintesen kozelebb keriilnének a piros egyeneshez (a tanult
modellhez), a modell pontossidga nagyobb lenne, azonban a total sum of squares (TSS) védltozatlan maradna.
Maésrészrol viszont ha tavolabb keriilnének a piros egyenestol — ugyanezen a vizszintes tengely mentén — akkor
a modelliink pontossdga romlana, mikézben a TSS szintén vialtozatlan maradna. Ahogy levezettiik, annyira
nem romolhat a modelliink, hogy a TSS-nél is rosszabb legyen, hiszen ekkor a modelliink a T'SS-sel esne egybe.
Viszont ez a feltételezés, hogy ti. a modelliink a lehet&ségekhez mérten a legjobban illeszkedik a tanitopontokra,
azt eredményezi, hogy ennek a kiértékelése a linearis regresszio, mint kategéria, alkalmassagardl is szol.

Az R2 statisztikdt mégis értelmezhetjitk tigy is, mint egy vélaszt arra a kérdésre, hogy alkalmas-e
maga a linearis modell az adatok modellezésére? Ha minimalizaltuk a hibankat, és igy is elég kis
R2-t kapunk, akkor kénnyen lehet, hogy bonyolultabb modell utan kell keresgélniink.

2.4. Egyszerii linedris regresszié (OLS) tobbvaltozés esetben

Az eddigiek tobbdimenzids esetre is dltaldnosithatéak. Ekkor a modell:

Y™ & wy + wla:gm) +.. .le'(Dm) (2.20)

Itt is lesz egy € fennmaradé hiba, ezért beszélhetiink approximaéciérdl. e tovabbra sem konstans, ha-
nem mondjuk egy normal eloszlasi valészintiségi valtozo, p varhatd értékkel és valamilyen o szérassal.
Ezért az y kimenet is normal-eloszlasi:

plylx) = N(w"x + p,0°) (2.21)
(wo-at nem kell kiilén kifrni ha x vektor elejére befrunk egy 1-est. Ugyanigy p is eltiintethet)

A hibédval (p, o) megint nem tudunk sok mindent csindlni, a modell pontatlansagabdl illetve a
mérési hibakbdl addédik. A legjobb stlyok megkereshetéek az tn. mazimum likelihood estimation
modszerrel (maximalizaljuk a ldtott mintdk el6forduldsdnak valdszintiségét, feltéve hogy a modell
alkalmas egyaltaldan a mintdk generdlasara). Nézziik, hogyan!

Amit keresiink az egy valdszinliséget maximalizdlé sulyvektor:
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W = argmaxlog p(y|X) = arg maxlog Hp(y(m)]x(m)) (2.22)

A szorzat azért mikodik mert a tanitomintdkat elvben fiiggetleniil mintavételezziik, igy az Osszes
latott dolog maximum valdsziniisége kiilon a valdsziniiségek szorzatdnak maximuma. Szorzat loga-
ritmusa pedig a logaritmusok Osszege, vagyis:

w = arg ijZlogp(y(m”x(m)) (2.23)

Helyettesitsiik be ide a normal-eloszlést!

A 1 \/2 1
w=arg msz log (27“72) exp <_W(y(m) - wTX(m))2) (2.24)

Tovabb egyszeriisithetiink, mert szorzat logaritmusa = a logaritmusok osszegével, igy amit maxima-
lizélni kell:

1/2
E (log < ! ) + log exp <—1(y(m) — wa(m))2>> (2.25)
2102 202

m

Ezek utan: kitevos tag logaritmusabdl a kitevo ,,lejon”, log exp z pedig maga z:

M 1 1
| _ E = (ym) — yTx(m)2 — (2.26)
2 98 9r52 - 202 (v wix™)
— 1
2 T
—— log(2mo?) ﬁ(y — Xw)" (y — Xw)

Itt az Osszegzés elhagyésa érdekében attértiink egy matrixos jelolésre: X m-edik sora az m-edik
tanitéminta (ezt szorozzuk az Gsszes sillyal). Ezt a kifejezést akarjuk maximalizélni, ami ugyanazt
jelenti, mintha elhagynank az elGjeleket és azt minimalizdlnank. Az els6 tag viszont fliggetlen a
stulyvektortdl, ezért csak a masodikat kell nézni. Ha a derivaltat 0-val tessziik egyenl6vé:

5 (v ~ Xy = X)) =0
Ly~ Xe)(y ~ Xe) =0

O [ TieT T ~T T (2:27)
aTu[w (X' X)w — 20" (X'y)+y'y] =0

2(XTX)w = 2(XTy)
&= (XTX)"' X"y
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2.4.1. Egyiutthatok pontossaga és az osszefiiggés 1étezése

A kapott LSE modellben meg kell nézniink, hogy a stlyvektor paraméterei 0-dk-e (persze megint
tobb kisérlet atlagoldsdval és statisztikai probévall)

Y R wy+ w1 + wakg + w33 (2.28)

Most azonban kicsit bonyolultabb a statisztikai préba, mint egyvaltozds esetben. Ennek az az oka,
hogy minden préba bizonytalansiggal jar, itt pedig nemcsak kett6, hanem jéval tobb egyiitthatonk is
lehet (az egyiknél el6bb-utébb pusztén a véletlenszeriiség miatt tévedhetnénk!). Emlékezziink vissza,
hogy korabban a t-statisztikat igy szamitottuk:

v—0 oV M
_ v _v (2.29)
SE(w) s
ahol s a mintak szérdsa (sample standard deviation) volt; és a kapott t értéket egy megfelels sta-
tisztikai tdblazatbdl kiolvasva lehetett megmondani, hogy adott konfidencia-szinthez (mint 95% vagy

99%) elég nagy volt-e.

t

Most viszont nem arra vagyunk kivancsiak, hogy igaz-e hogy wg = 0, hanem arra, hogy igaz-e, hogy:
wlz...:wd:...:wD:O (230)
FEnnek megvalaszolasara pedig az in. F-teszt alkalmas. Az F-statisztika az alabbiak szerint szamithato:

7 (TSS— RSS)/M
- RSS/(M — D —1)

(2.31)

ahol M tovabbra is a mintak, D pedig a dimenzidk szama. Erdekesség, hogy a nevezo6 negativ szam
lesz — vagy esetenként 0, ha nincsen legalabb annyi megfigyelés, mint dimenzié. Példaul kétdimenzids
esetben D = 1, ezért legaldbb 3 pontra van sziikség (ellenkezd esetben alulhatarozott a feladat)

Emlékezziink vissza, hogy RSS/TSS azt mondja meg, mekkora a megmagyarazatlanul hagyott vari-
abilitas ardnya. Itt az inverzét nézziik, vagyis jé esetben egy , nagy” szamot kapunk, majd kivonunk
beldle 1-et. .. majd ezt megszorozzuk egy M — D —1 osztva D taggal. Ez utébbi is dltalaban egy nagy
szam, mert altaldban M >> D, vagyis F nagyon nagy is lehet. Ezen kiviil mivel 7'SS/RSS mindig
legalabb 1, F' nem lehet 0-ndl sem kisebb (feltéve persze ha a dimenzionalitdshoz mérten van elég
megfigyelésiink). A képletbdl az is latszik, hogy tobb megfigyelés (nagyobb M) nagyobb F-statisztikat
is tud eredményezni, feltéve hogy ugyanolyan ,,jok” vagyunk a rezidualis hiba tekintetében.

Ha nincs semmilyen kapcsolat a valtozok és a kimenet kézott (mindegyik egyiitthaté 0), akkor RSS
alig lesz kisebb, mint TSS és F’ kicsi szam lesz. Ha F jéval nagyobb, mint 1, akkor valamelyik tényezd
mindenképpen jelentos. De mi torténik, ha F értéke kozel van 1-hez? Ilyenkor az tin. F-prébat kell
elvégezni.

Egy masik alternativa, hogy tobbféle modell-valtoztatot kiprébalva — akar tesztadatokon is a tel-
jesitményt ellenérizve — megvizsgéaljuk, hogy egyik vagy mésik egytlitthaté ,kinulldzasa” hatéssal
van-e a teljesitményre — 1d. késébb a 2.5.1. fejezetben.
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2.4.2. Modell pontossaga

Ugyanazokat a mértékeket amiket korabban — mint RSE és R2 — tobbdimenzids esetben is alkalmaz-
hatjuk. Az eltérés annyi, hogy RSE esetében a skaldzaskor D-t is figyelembe kell venni, ezért M — 2
helyett M — D — 1 szerepel benne:

M

1 1
=\/-—F—RSS=,| (m) _ j(m)y2
RSE \/M—D—lRSS M—D_lmzl(y gm) (2.32)

2.5. Inferencia

Mindezek alapjan térjlink vissza a kordbbi példara: Tegyiik fel, hogy egy hirdetécég megkér minket,
tervezziik meg a portfoliéjukat
e A kimenet a sales valtozo

e Bemenetek: tv, radio, és newspaper (ezekben lehet hirdetni)

To6bbek kozott az alabbi kérdések érdekelnek benntinket:

e Van-e, és milyen erés a linedris kapcsolat a bemenetek és kimenet kozott?
e Hol hirdessiink hogy a legtobbet tudjuk eladni?

e Vannak-e szinergidk (interakcidk) a médiumok kozott?

2.5.1. Egyiutthaték fontossaga

A kovetkez6 kérdés: melyek a fontos valtozok? Nem mindig jé véalasz, hogy vegyiik a legnagyobb
egylitthatéjut, mert:

e Lehet hogy az igy kapott legjobb modell is 6nmagédban kritikdn aluli teljesitményt adna (ha a
t6bbi nem lenne)

e Lehetnek nagyon hasonlé egyiitthatok is, illetve nem biztos hogy a valtozdk akar a tanitohalmazban
is normalizaltak.

Az idedlis az lenne, ha az Osszes lehetséges modellt kiprébalhatnank. Pl. ha van D darab pa-
raméteriink, akkor egy vagy tobb paraméter kihagyasaval tjabb regressziés modellt kapunk. Saj-
nos azonban ezen modellek szama 2P, ami kis D-nél is rengeteg! Ezért tn. heurisztikdkat szokds
alkalmazni.

Az egyik népszeril heurisztika az un. forward selection: kezdetben csak konstans eltoldas van, és
ehhez vesziink hozzd a D paraméterbol 1-et. Megnézziik, melyik adja a legkisebb RSS-t, és azt
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tartjuk meg. .. ezt folytatjuk, és minden koérben egy ijabb paramétert vesziink hozza a korabbiakhoz,
addig amig javul az RSS. Ez nyilvanvaléan egyszeriisités, hiszen ha egy valtozot mar hozzavettiink
a megoldéashoz, tobbé nem vessziik el igy azokat az eseteket nem vessziik figyelembe, amikor egy
kezdetben lényegtelennek tiné bemenet egy mésikkal kombinalva mar igen hatékony.

Egy masik lehetdség a backward selection: az 6sszes paraméterrel kezdiink, és mindig egyet-egyet
elvesziink a legkevésbé szignifikansak koziil. Sajnos ha nincsenek normalizalva az adathalmazban
a valtozok, akkor a szignifikancia csak prébakkal hatarozhaté meg, ezért a backward selection csak
koriilményesebben alkalmazhato.

Egy harmadik mddszer lehet az el6z6 ketté kombindacidja, amikor forward selectionnel inditunk, de
idénként el is vesziink a kordbban bevett paraméterek koziil és tijra megvizsgaljuk azok alkalmassdgat.

2.5.2. Prognozis

Tegyiik fel hogy kész a rendszer, mondani kell valamit a jovorol. Ha x, y és z Osszegeket koltiink
a hirdetésekre kiilonb6zé médiumokban, mennyi lesz az eladott termékek mennyisége? A valaszt
konfidencia-intervallumokkal szokas megadni, pontos becslést tobb okbdl sem tudunk adni:

e Lehet hogy nem pont linedris a modell (inherens hiba)

e Ha van is pontosan linearis Gsszefiiggés, mérési hibak torzithatjak a mintakat

e Nem a teljes populacién, hanem csak egy mintan tanitunk, ezért is lehet hibas a modell alapjan
kapott prognozis

2.5.3. Szinergiak

Végezetiil: hogyan tudjuk megnézni, hogy van-e szinergia két valtozo kozott? Két valtozd sziner-
gidjanak vizsgalatakor készithetiink egy 1j, a ketté szorzatabdl allé6 bemeneti komponenst:

Y = wo + w121 + ware + ws(r1x2) + € =
wo + (w1 + wsxe) X1 + wors + € (2.33)
—_——

w1/

Megnézhetjik, hogy az igy kapott modell erésebb-e az eredetinél. Ha igen, akkor hatarozott elénye
van annak, hogy x; hatasat igy modelleztiik, hogy xo novekedésével né. Pl. elképzelhetd, hogy az
Ujsdghirdetések hatékonyabbak, ha mellettiik radiéban is hirdetiink.

2.6. Linearis regresszio kiterjesztései

A linedris regresszi6 alapesetben hajlamos a tultanuldsra (nagy kiilonbséget eredményez a training
és test error kozott). Alapbdl ugyanis minimadlisra prébalja szoritani a négyzetes hibdk Gsszegét, ami
nem biztos hogy idealis. Ha kb. annyi vagy kevesebb adatunk van, mint szabadsagfok, nem nagyon
tudunk jot mondani. Példaul:
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e Két darab két-dimenziés pontunk van, ez alapjdn adnank egyenest — alulspecifikdlt probléma!

o Gének és betegségek kozotti Osszefliggésekre vagyunk kivancsiak. Csakhogy az emberi geném
20.000 génbdl all — 20.000 szabadsagfok, amihez sose lesz elég adatunk. ..

A tovébbiakban bemutatott néhany kiterjesztés lényege, hogy:

e Linedris regressziot csindlunk, de bizonyos megoldédsokat (féleg a til bonyolultakat!), ilyen vagy
olyan médon elkeriiliink

e A lényeg, hogy szisztematikusan csokkentsiik a szabadsdgfokokat (pl. csak az 5 legjelentsebb
gént vegyiik figyelembe)

2.6.1. Forward stepwise regression

Ha visszaemléksziink, nagyon leegyszertiitve az ordinary least squares (OLS) lényege, hogy az egyiitt-
hatok matrixat transzformaljuk-invertaljuk:

Xw=y

XTXw =X"y (2.34)

w=(X"X)"' X"y
A célunk most az, hogy ne csak egy modellt adjunk, hanem tobb, eltér6 komplexitasit. Példaul
lehetséges, hogy minden 1épésben csak n_col szamu oszlopot hasznalunk fel D-bdl. Kivélasztjuk az
Osszes oszlopbdl azt az n_col méretli részhalmazt, amire a legjobb out-of-sample errort kapjuk.
Ez egy n_col bonyolultsdgti modellt eredményez. Ezt a mdédszert n_col novelésével lehet folytatni

A probléma csak az, hogy fix n_col értéknél exponencidlis szamu varidciét végig kell nézni. P1l. ha 10
attributumunk van (10 oszlop X-ben), ennek mar 1000 folotti kiilonboz6 részhalmaza van. Ha min-
den lehetséges n_col-t vesziink 1-t6l 10-ig, minden egyes részhalmazt is valamikor, pontosan egyszer
figyelembe kell venniink! A forward stepwise regression ezen gy segit, hogy a korabbi 1épésbdl
a legjobbat megtartja, és mindig csak 1 oszlopot vesz hozzd a kordbbiakban mar meglévékhoz.

2.6.2. Ridge regression

A ridge regression (RR) egy masik médszer az OLS médositasara, amely révén a bonyolultsig
szabdlyozhaté és a tiltanulas elkeriilhet6. RR-nél a minimalizaland6 OLS kifejezést olyan bilintetotaggal
egészitjiik ki, amelyik a tilzottan bonyolult megoldasokat rontja:

M
* . 1 m m 2
w” = arg min [ g (y( ) — wTx( )) + oszw] (2.35)

m=1

A biintetétag akkor lesz nagy (akkor nehezebb minimalizalni), ha sok olyan tényez van a silyvektorban,
amelyik 0-t6] nagyon kiilonbozik, tehdt a RR a bonyolult megolddsokat ilyen médon biinteti! Az o
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egyutthaté szabalyozasaval allithato a biintetétag szerepének mértéke, igy kozvetetten a megoldasok
bonyolultsaga.

Ugyanezek a mddszerek klasszifikdcids problémara is minden tovabbi nélkiil alkalmazhatéak (csak a
hiba mércéje lesz més, pl. ROC és kiilonosen AUC). Réadédsul az AUC értelmezését tobb-osztalyos
klasszifikdciora is kiterjesztették (Hand & Till, 2001).

Az eddigi két mdédszer tovabbi Gtleteket is sziilt a szakirodalomban: ezek a biintetéses linearis reg-
ressziés médszerek (penalized linear regression methods) — amikor in. regularizalé tagot (regu-
larizer) adunk hozzd a minimalizdlando kifejezéshez. A ridge regression is mar ennek az osztalynak
egy példaja, hiszen azt segiti el6, hogy sok egylitthaté értéke kicsi legyen.

2.6.3. LASSO regression

A ridge regression lényegében ugyanaz, mint amikor attribatumokat elhagyunk, mert ennek hatasa
hasonlé ahhoz, mint amikor sok egyiitthaté értéke kicsi. Egy mdasik médszer az in. LASSO (Least
Absolute Shrinkage and Selection Operator). Ez a megoldds a Manhattan-hosszt, vagyis L1-normét
hasznalja:

1 2
* in | — (m) _ ,Tx(m)
w* = arg min [M mzl (y w'x ) + anHm] (2.36)

Mit csindl mésképp a két mddszer? Roviden: RR sok kis értékii egyiitthatét, a LASSO pedig inkdabb
a sok 0 értékiit preferalja. A kiilonbséget az okozza, hogy a két esetben a biintetések ekvivalens
feliileteinek (iso-feliileteinek) paramétertérbeli topoldgidja mas, ahogy az 2.3 dbra mutatja.

2.6.4. ElasticNet

Az ElasticNet megfogalmazds a Ridge és LASSO biintet6tényezét 6tvozi. Az ElasticNet-ben két
hangolhaté paraméter van:

e A biintetStagok 6ssz-szerepe ()

e Ezen szerepen beliil a ridge és lasso biintetés megoszlasa («)

A kérdés most mar csak az, hogyan lehetne ezt az optimalizacids feladatot megoldani? Els6 6tletiink
az lehetne, hogy derivaljuk a koltségfiiggvényt. Ha a koltségfiiggvény konvex, és csak egy mi-
nimum van — rogton egyenl6vé tehetjiik 0-val és megoldhatjuk a megfelelé silyvektorra. Ha a
koltségfiiggvény bonyolultabb, vagy nem derivalhaté mindeniitt — a lokalis derivalt (ha létezik)
toredékét kivonjuk az aktudlis sulyvektorbdl, és inkrementalisan javitjuk.

A sima ridge regressziét meg lehet oldani analitikusan is (zart képlettel). Ugyanis a hiba (penalized
residual sum of squares):
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Ridge regression

unconstrained

Lasso regression

unconstrained

w2 A minimum W2 minimum
constant constant
E prediction prediction
/ error error
( > >
\ w1 w1
constant constant
penalty penalty

2.3. abra. Ridge és LASSO regression kozotti kiilonbségek. LASSO esetben a minimdlis hiba pontja nem
lehet ugyanaz, mint a Ridge regression esetében, ugyanis mivel ezen pont rombuszként torténé kiegészitésének
sarokpontja mar az iso-feliilet belsejében van, ezért ez a sarokpont kisebb teljes hibat eredményezne (1d. még
[1], amelyben szerepld dbra reprodukdldsaként jott 1létre ez az dbra).

M D
PRSS(w) = Z (™ — T2 4 o Zw?l =
d=1

m=1

(2.37)
= (y = Xw)"(y — Xw) + al|wlZ,

majd annak derivaltja 0-val egyenl6vé téve:

iPRSS(LL)) = 2XT(y — Xw) + 20w =0

Ow
= X"y = (XTX + oI)& (2.38)
o= XTX +al)"'XTy
A kapott kifejezése hasonlit az OLS megoldédsara, de van benne még egy paraméter.

Altaldnosabb esetben (mint Lasso, vagy ElasticNet) viszont nem létezik zart alak a megolddasra
(az abszolutérték-fiiggvény ugyanis nem differencialhaté)! Ilyenkor valamilyen iterativ optimalizacids
eljarast kell hasznélni. A gradient descent az a mddszer, amikor mindig a derivélt (gradiens)
irdnydban (annak -1-szerese irdnydban) moédositjuk az egyiitthatokat:

't =0t — vy ,ahol 0 <y < 1 (2.39)
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Ezzel a naiv mdédszerrel azonban tobb probléma is lehet:
e 1. Ha a gradiens kicsi, j6 volna nagyobbakat 1épni, mint amikor nagy. De a mddszer alapbdl
pont forditva csindlja.
e 2. Ugyenez dimenzidk kozott is igaz: ha egy hossza “volgyben” vagyunk, inkabb kellene a nagy

gradiens mentén kicsit 1épni, a kis gradiens mentén pedig nagyot.

Ezzel a témakorrel egy kiilon tudoményteriilet foglalkozik (nem-konvex optimalizécié). Mivel azon-
ban elég gyakori a biintetéses linedris tanulas, specializalt algoritmusok is 1éteznek. Két ilyen algo-
ritmus a LARS és a Glmnet, melyek gyorsak és hatékonyak.

Optimalizacié megoldasa LARS modszerrel

LARS = Least-Angle Regression. Kidolgozéi Efron, Hastie, Johnstone és Tibshirani. Felfoghaté gy
is, mint a Forward Stepwise Algorithm (FSR) finomitdsa. Az FSR olyasmi volt, hogy:

e Kezdetben minden wy = 0

e Minden 1épésben kiszamitjuk az aktudlis hibat, és. ..

e ... megkeressiik azt a valtozot, ami ezt a hibat a legjobban ,,megmagyarazza”
Ehhez képest a LARS esetében:

e Kezdetben minden wy = 0
e Minden 1épésben megkeressiik azt a valtozdét, amelyik értéke a leginkabb korrelal a hibaval, és
pozitiv korrelaci6 esetén az egyutthatdjat kicsit megnoveljiik; negativ esetén kicsit csokkentjiik

Ennek magyarazata, hogy hiba = elvart_kimenet - kapott_kimenet. Ha egy véltozd ezzel korrelal:

e Pozitivan: amikor a valtozé értéke nd, a hiba is néni fog (a kapott kimenet egyre kisebb lesz,
mint kéne) — ha azt akarjuk hogy a hiba konstans maradjon a vdltozdtdl figgetlendl, ezt a
kimenet-csokkentést ellensilyozando noveljik az egyiitthatot

e Negativan: amikor a valtoz6 értéke nd, a hiba mértéke csokkenni fog (a kapott kimenet egyre
nagyobb lesz) — ha azt akarjuk hogy a hiba konstans maradjon a vdltozdtol figgetleniil, ezt a
kimenet-névekedést ellensulyozando csokkentjik az egytitthatot

° fgy elérhetjiik, hogy amint a sulyok egyre jobbak, az adott védltozé hibaval vett korreldciéja
csOkkenni fog, és mas valtozok véalnak fontossa.

Példa. Az egyenlet, amit kerestink wiz1+wszs+wszrs. Harom tanitépont van, az alabbi x vektorokkal:

1.2w1 + wo + 2wz = 9.3
201 + 2wn + 2.2w3 = 12.8 (2.40)
w1 —wo + 0.3ws = —0.2
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math 2, w3):
x1s[i] wi + x2s[i]'w2 x3s[i] ‘w3) r
numpy 1'errs[e] + xes[i][1]"errs[1] + xes[i][2]

(errs, corrs)

x1s_orig b2, | L al1([errs[i] i in range(len(errs))1):
x2s_orig

last_three_errs_norm - [1te - numpy.mean(last_thry

X3S_0f‘ig y Eed - B all([last_three_errs_norm[i]

[ (*1ast three errors normed: %r' % last_three_errs_norm)

ys_orig

def scale(xs):

m = numpy.mean(xs)

s = numpy.std(xs) errs - [1,1,1]

retxs = [(x-m)/float(s) e

retxs (‘weights\t\t\t\terrors\t\t\t\t

x1s = scale(x1s_orig) e )
x2s - scale(x2s_orig) ters R
x3s SCale(X35_0r‘ig) ws[immax] - ws[inxmax] + sgn(corrs[inxmax]) alpha

last_three_errs - last_three_errs[1:] [sum([err

ys - scale(ys_orig) (

» ws[1], ws[2], errs[e], errs[1], errs[2], corrs[e], corrs[1], corrs

weights errors correlations
O 00ROSA5E0R00 026 L2060 =1L 5237 2= 499000 8D T06
0.00 0.10 0.00 OF5 R0 205 FNER() 2::36 828489 1 Gill
O 00ROMIS EOR00 ()3t (Fateiel =1l ous 22389 6982 161
0.00 0.20 0.00 0202 Watal =117 ZoAllt) 2yl 25
D-0E C=25 L0 OSSN0 8710 BEINTli() L3 2 sier 22 83
0.00 0.30 0.00 0310 T=73 =1L I GARD - DAR DTS
D=0 T35 01000 0.28 0.68 -0.96 1701 Zaler 21
0.00 0.40 0.00 052780 6380700 18586 Nl A0
0.00 0.45 0.00 0526805 (T8 iLeailsy Ala7ie 170
0= (0)8) (Elaalsy (10 05248052806 RSS2 M 6465
0000508005 B2l Eaalsy =) =52 1Lzl ALz 1l 550
0-00 050807510 0520804 SR (68 1L 0)ey ALz 1l Bl
=08 Tas 010 A7 ©=38 =l=5E ) Sh7f AL=200) 1L2200
D00 Cass 1l OSRGROSS (T4 9 0S40 505
0500 R0= 6ORONIE OS1L25 Fa2iel =) oAl 0.73 0.91 0.90
0T 00RO 6OR0T20 0202 ezl =053 0.60 0.76 0.76
000806580720 B0 E=20) =0 203 0S40 80 610 TGl
0500 R0= 6580725 Q07 Gxila =6 2 0.36 0.46 0.46
D08 =70 =28 004000 T4 025 W=l 03l
0.00 0.70 0.30 008005 8=0T 08 @302 =il @107
000 R0N5E0T30 0.00 0.01 -0.01 B2 U2 002

2.4. abra. Példa LARS miikodésére Python nyelven.

Fzeket elobb oszloponként normalizaljuk, majd johetnek a szamitasok:

—0.46w1 + 0.27wy + 0.59ws = 0.36
1.39w; + 1.07wy + 0.82w3 = 1 (2.41)
—0.93w; — 1.34wy — 1.41ws = —1.37

Ezt kovetden johetnek a szamitasok, melyeket az 2.4. abran lathatunk.

Osszességében a LARS kicsit mdst csindl, mint az eddigi médszerek, de a gyakorlatban olyan mint a
LASSO. Az egytitthatok novekedése apré mértékben torténik, de mindig azt az egylitthatét modositjuk,
amelyik a legtobbet mondja a hibarél — sok kis egytitthaté lesz.
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2.5. dbra. Soft threshold fuggvény.

Optimalizacié megolddsa Glmnet mddszerrel

A Glmnet algoritmust Friedman et al dolgoztdk ki a Stanfordon. Emlékezziink vissza, hogy az Elas-
ticNet modell mibdl all: egy A paraméterbol, amelyik a biintetGtag relativ erésségét hatdrozza meg;
és « paraméterbdl, amelyik ha 0, csak Ridge, ha pedig 1, akkor csak LASSO regressziot hasznalunk.

A Glmnet 6 képlete, amit frissitéshez haszndlunk mikozben A értékét folyamatosan csokkentjiik:

)
S<A1/[ zlmdm rm,)\a>
1+ 21—«

ahol r,, az un. partial residual és

Wy <
S(a,b) a soft-thresholding operator, melyre: (2.42)
a—b ,haa>0¢ésb<]|a
S(a,b)=qa+b ,haa<0¢éb<|a
0 , ha b > |a

Ez a soft-thresholding operator ezt jelenti (2.5. dbra)
Vagyis:
e 1. Ahogy lambda értékét csokkentjiik, a bilintetétag silyat csokkentjiik és egyre komplexebb
megoldasokat kapunk

e 2. Ekozben a soft-threshold op. méasodik paramétere egyre kisebb lesz — egyre inkdabb kapunk
0-t6l eltérd frissitéseket az S() fliggvény kimeneteként.

e 3. Ekkor szerepet kap a rezidudlissal (hibaval) valé korreldciéja az egyes attribitumoknak (mint
LARS-nal!) Itt azonban a korreldcié hatdsa dtmegy ezen a soft-threshold op.-on és az sszes
sulyt modositjuk.
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Hogy jon ez ki? (vézlat). Minimalizélni kell:

M
! m m 1
min | 7= Y ("™ =W %P A1 = @)@l Es + allwle) (2.43)
m=1

Ehhez nézziik a gradienst. Ha a d-edik sily pozitiv:

9 1 u (m)/ (m) T (m)
—=— Zmd (Y —w x'"™) + A1 — @)wg + Aa =0

(2.44)

Ha a nevezOhoz 1-et hozzdadunk, az annak szél hogy eleve approximéciérdl beszéliink, és kisebb
lépésekben frissitiink. Vagyis:

M
1 m
Awg i g a;((i )rm — A (2.45)

m=1

Ha a d-edik stly negativ, az utolsé eléjel megvaltozik (ugyanis a sily névelésével a minimalizalandé
képlet utolsd, abszolit értékes tagja nem néne, hanem csokkenne):

M
9 ! () (, () _ T )

7:——Zxd (Y™ —w' x'") + A1 — a)wg — A =
Owg M

(2.46)
;M
Awg ~ i Z xglm)rm + A
m=1
A gyakorlatban A kezdeti értéke akkora, hogy az Gsszes sily értéke 0 legyen. Ehhez azt kell kiszamitani,
hogy melyik oszlop értéke korreldl leginkdbb a hibaval amikor minden suly 0, és ehhez kell illeszteni
A értékét (hogy Aa nagyobb legyen ennél a korreldciéndl). Ezt kovetSen altaldban olyan szorzéval

csokkentjiik lambdat, hogy a 100. iterdciéban legyen kb. 0.001-szerese az értéke az eredetinek. Ez
szorz6 kb. 0.93. De ha a tanuldas nem konvergdl, akkor kozelebb kell vinni 1-hez.

2.7. Mikor haszndaljunk (biintetéses) linearis regressziét, és mikor
inkabb mas moédszert?

A biintetéses linedris regresszié elényei:
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e Rendkiviil gyors tanitasi és kiértékelési fazis
e Pontos informéacid a véaltozok fontossagi sorrendjérol

e Sokféle probléman jo teljesitmény: féleg amikor tobb oszlop van mint sor, vagy az attribitum
matrix ritka

e Sokszor kotelezd linedris modellt adni. Pl. egy biztositasi szerz6désbe nem irhatunk bele egy
ezer dontési fabdl allé szabdlyt, vagy egy 10-rétegli neuralis hdld paramétereit!

Ebbol kévetkezoen: mikor lehet jobb méas modszer?

e Ha a probléma eleve nagyon bonyolult, vagy nehezen fejezhet6 ki a lehetséges megoldas szabalyokkal
(pl. gépi latds: hogyan ismerjiink fel egy széket egy fényképen — melyik pixel-érték lesz jobban
mérvadd, mint a tobbi?)

e Ha rengeteg adatunk van és hozzé képest kevés valtozd

e Latni fogjuk (kés6bb), hogy a dontési fék kiilon jok a véltozdk kozotti Osszefiiggések fel-
deritésében (pl. A és C attributum egyiitt fontosabb, mint ha fontossidgukat kiilon-kiilon
osszegeznénk) — ez hasznos info akkor is, ha végiil linedris modellt haszndlunk!
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3. fejezet

Egyluittes moédszerek

Forrasmegjelolés

A fejezetben szdmos magyardzat és példa az alabbi angol nyelvii referencidkbdl szarmazik: [1].

Az egyilittes médszerek mogotti alapotlet, hogy tobb modell egyiitt jobb eredményt adhat, mint 1 —
legaldbbis, amennyiben a modellek fiiggetlenek egyméstol!

Példaul, ha egy osztdlyoz6 az esetek 55%-aban j6 eredményt ad (két kategéria kozott), azt gyenge
osztalyozonak nevezhetjik. Ha azonban egy ilyen osztalyozébdl van 99 kiilonb6zé modelliink, és
ezeknek a tévedései fliggetlenek egymadstol, akkor a helyes dontés valdszintisége felmegy 84%-ral

Ugyanis:

99 99 ) ‘
p(hibas) = ( ) 0.45" x 0.55(%7%) =

7

=50
. . (3.1)
- f’: 09! x 045" x 0.55(7)
& i1(99 — i)! o

Persze ehhez feltételeztiik, hogy egymdstodl fiiggetleniil hibaznak a modellek (nincs valami k6zos,
implicit feltételezés mogottiik). Ha nem igy lenne, rosszabb lenne a helyzet, mert minden egyes
modellre, amelyik téved, egyre nagyobb lenne a valdszintisége, hogy a tobbi is.

A kérdés tehat, hogy hogyan kaphatunk sok, egymastél 1ényegesen kiilonb6z6 modellt?

Erre az egyik lehetdség, hogy tobbféle algoritmust haszndlunk (pl. linedris regressziét, SVM, kNN,
bindris dontési fakat, ...). Ez azonban koltséges lenne, mert minden esetben specializdlt modellekre
lenne sziikség, és igy biztosan nem tudndnk annyira sok modellt létrehozni (pl. tobbszazezret nem
tudnénk Gsszegytijteni).

Egy masik lehetoség ezért, hogy egy olyan algoritmust hasznalunk, ami sok fiiggetlen modellt képes
generalni. A meglepd, hogy ilyen modell kénnyen készithetd és ez a gyakorlatban is hatékony.
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X[10] <= 10.5250
mse = 0651760539831
samples = 1599

X[9] <= 05750 X[9] <= 0.6450
mse = 0.431494097522 mse = 0.701738805026
samples = 983 samples = 616
X[1] <=0.7475 X[1] <= 04050 X[1] <= 1.0150 X[10] <= 11.5500
mse = 0327614288237 mse = 0.449252990321 mse = 0.705395761246 mse = 0536497769064
samples = 391 samples = 592 samples = 272 samples = 344
mse = (0.2888 mse = 04480 mse = 04861 mse 3926 mse = 0.5911 mse = 0.6000 mse = 0.4950 mse = 0.4297
samples = 328 samples = 63 samples = 144 samples = 448 samples = 262 samples = 10 samples = 206 samples = 138
value = [ 5.20121951] value = | 4 88888889] value = [ 5.83333333) value = [ 5.40401786] value = [ 5.79389313] value = [ 4. value = | 6.12135922) value = [ 6.65217391]

3.1. abra. A [1] konyvbdl szdrmazé dbra a bindris dontési fak bemutatdsara. A fit a gyokértdl a levelek felé
kell olvasni; minden csomoépontjanal egy dontési elagazas talalhaté valamely dimenzié valamilyen kiiszobértéke
szerint.

3.1. Alaposztalyozok és fels6szintii algoritmusok

Legyen tehat két algoritmusunk, hierarchiaban:

e 1. alaposztalyozé (base learner): egy gépi tanulé algoritmus, amellyel sokszdzezer modellt
készitiink. Ilyen lehet példaul a binaris dontési fa modell

o 2. felsOszintli algoritmus: az alaposztilyozd paramétereit igy mddositja, hogy a kapott model-
lek fiiggetlenek legyenek egymdstél. Tipikus példak: zsédkolds (bagging), gyorsitds (boosting),
véletlen erd6k (random forests)

Szigorian véve a véletlen erd6k moédszere egy felsészintii algoritmusnak és a bindris dontési fak egy
specialis kombinacidja.

Alaposztalyozoként szinte barmilyen, paraméterezhet6 algoritmus hasznalhaté, de a leggyakoribb a
bindris dontési fak mddszere. Binaris dontési fara mutat példat a 3.1. dbra.

Egy szinten eltér6 valtozdk szerint is lehet elagazasi dontést hozni, azonban a 6 kérdés, hogy hogyan
lehet egy bindris dontési fat betanitani?

3.2. Dontési fak tanitasa

A taitdshoz a fa minden szintjén, minden csomoépont esetén un. split point-okat (eldgazédsi pontokat)
kell vélasztani. Ehhez tudni kell, hogy melyik dimenziéban és melyik kiiszobérték szerint dgazzunk
el.

3.2.1. Folytonos kimenetekre valé tanitas

Az alapoétlet: folytonos kimeneteknél mindegyik dimenzidra végignézziik a négyzetes hibaosszeget, és

azt vélasztjuk, amelyiknél a legjobban minimalizalhaté a hiba. Ha adott dimenziéban a tanitéhalmazokban
nincs ismétlédo érték, akkor N kiilonb6zé tanitopont esetén a lehetséges kiiszobértékek szama N-1
lehet.
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Ennek a mdodszernek azonban hatuliitdi is vannak:

e ahogy n6 a dimenzidk szama, kezelhetetlenné valik

e riaadasul nagy adathalmazokban a lehetséges toréspontok nagyon kozel is eshetnek egymaéshoz

A fentiek okdn gyakran approximativ és parhuzamosihaté algoritmusokat hasznalnak a gyakorlatban.
A tovéabblépéshez azonban vizsgdljuk meg azt is, mi torténik, ahogy né a fa mélysége?

Ilyenkor az egyes szintekre egyre kevesebb pont jut — kifogyhatnak, mire a végére jutunk! Altaldban
ezért beallithatd, mi az a legkisebb szdmu adatpont, amit méar nem osztunk ketté.

3.2.2. Kategorikus kimenetekre val6 tanitas

Osztalyozasnal hasonlé mddszert kovethetiink, csak a hibametrika lesz mas (nem MSE). Lehet
példaul:

o Két osztaly esetén AUC

e T6bb osztaly esetén:

félreosztalyozasok ratdja (misclassification rate)
— Gini impurity measure

— Information gain

AUC éltalanositdsa (Hand & Till, 2001)

... melyek koziil tobbféle modszer megtalalhaté az 1.5 fejezetben.

3.3. Tipikus felsoszintili algoritmusok

Fels6szintti algoritmusokra azért van sziikség, hogy a bindris dontési fa (azaz BDF, vagy més alap-
osztalyozd) paramétereit (vagy a bemend adathalmazt) mdédositva sok, egyméstdl fiiggetlen médon
hibéz6 BDF j6jjon ki.

Néhany gyakori moédszer, amelyek az 1990-es évektdl kezd6dben alakultak ki:
e Bagging (bootstrap aggregation)

e Gradiens alapu gyorsitds (gradient boosting)

e Véletlen erddk
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3.3.1. Bootstrap aggregation

A Bagging (,,Bootstrap aggregation”) feltalildja Leo Breiman. Ebben a mddszerben mindig
egy-egy ,boostrap sample”-t generdlunk a tanitéadatok mintavételezésével (visszahelyettesitéssel —
with replacement: ilyenkor ugyanabbdl az adatpontbdl tobb példany is elfogadott

A bagging mddszere gyakorlatilag barmilyen alaposztalyozoval hasznalhatd, mivel csak a tanitéadatok
mintavételezésérol szél.

Azonban ha a lehetséges hibak fajtdit nézziik, konnyen belathatd, hogy ezzel csak a variancia tipusu
hibat fogjuk tudni csokkenteni, hiszen maguk az alaposztilyozok fixek, és a bagging moddszere
csak a tanitohalmazok szaméanak novelésével foglalkozik. Ha a kimeneteket atlagoljuk, a varian-
ciat csokkenteni tudjuk — hiszen a variancia definicié szerint is éppen azt mutatja meg, hogy , ha més
tanitémintaink lettek volna...”, mennyire lenne més az eredmény.

Osszefoglaléan a bagging nagyon egyszerii médszer, ezért bevezetének jo. . . de ennél szofisztikaltabb
megoldasak is léteznek.

3.3.2. Gradient boosting

A Gradient boosting Jerome Friedman mddszere (akit az ElasticNet-bdl is ismeriink). A mddszer
lényege:

o Kategorizalas esetén: kiillonb6z6 cimkékhez kiilonbozé osztalyozokat tarsitunk — majd ezeket
kombinaljuk

o Regresszié esetén: az ijabb osztdlyozokat mindig a korabbi osztdlyozok hibaira tanitjuk ré

e A lényeg mindkét esetben: ,,szakérték gyijteményét” hozzuk létre. Mindegyik alap-
osztalyozo egyvalamiben legyen jo, de abban tényleg.

Gradient boosting esetén a keletkezett kiillonbo6zo ,szavazatokat” Ossze kell adni. Regresszio esetén
ezt altaldban gy csinaljuk, hogy a legelsé modell predikcidit (pontosabban: annak egy €1 toredékét!)
kivonjuk az elvart kimenetbdl, és a fennmaradoé értékeket kell a kovetkez6 modellel prediktdlni. A
kovetkez6 modell kiértékelésénél mar az epsilon x modell, + epsilons x modells predikciot vonjuk le
az eredetileg elvart kimenetekbdl, és ezt igy folytatjuk, mikdzben €; értéke egyre csokken. Mindez
gyakorlatilag egyfajta gradiens-csokkentésként is felfoghato.

Erdekesség7 hogy — ellentétben a bagginggel — a gradiens alapi gyorsitdis (meg a véletlen erddk is,
ld. késébb) csikkenteni tudja a bias tipusi hibdkat is. Ugyanis ahogy az adathalmaz jellemzd részein
csOkken a hiba, egyre jobban ,oda fog figyelni” a szélekre is — mivel mindig a hibara tanul ra.
Tovabba, ellentétben a bagginggel, itt figyelembe vessziik a kumulativ hibéat is. Az 1jabb modellek
ezen hiba leszoritasat célozzak.

3.3.3. Véletlen erd6k (Random forests)

A Véletlen erddk (Random forests, RF) Leo Breiman és Adele Cutler algoritmusa. A mdédszer
lényege, hogy:
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e Kicsit mint bagging esetén, sampling-with-replacementtel miikédik

e Ugyanakkor tovdbbi random elem, hogy nemcsak a tanitépontoknak haszndlja csak egy részét,
hanem az attributumoknak is csak egy részhalmazat veszi alapul minden modell esetében

Ez alapjan nem mindegyik fa testesit meg azonos komplexitdast — ez is a bias csokkentésének iranyaba
hat (mint gradient boosting esetében a hibék feliilreprezentalasa).

3.4. Osszefoglalss

Utols6 megjegyzés: noha az ensemble (egyiittes) tanulds lassabb mint a biintetéses regressziok, fontos
benyomasokat adhatnak a valtozok kozotti interekciék megértéséhez.

Egyrészt a fa mint alaposztdlyozé konnyen 6ssze tud keverni tobb kiillonb6zé dimenziéban levd
dontéseket.

Maésrészt a véletlen erd6k modszere pl. minden alaposztalyozohoz kicsit mas attribitum-kombinaciot
alkalmaz, ezért az egyes modellek hatékonysaga kiilon-kiilon is sok informaciét adhat az interakciéoban
levé attribitumokrol.
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4. fejezet

Neuralis halok alapjai

4.1. Neuralis modellek motivacidja

Neurdlis halékkal mar a mesterséges intelligencia kezdeti korszakaiban is sokan foglalkoztak. A
témateriilet fontos inspiracidjat adta Warren McCullogh és Walter Pitts korai munkdssaga, akik
mar a 40-es években megmutattédk, hogy barmely 0-adrendli (propozicionalis) logikai kifejezés ekvi-
valens médon leirhaté egy egyszerli processzalé elemekbdl 4ll6 haloval, és hogy ezek a halok elvben
egy univerzalis Turing-gép szdmitdsi kapacitdsdval rendelkeznek [5, 8]. A 20. szdzad kés6bbi pe-
riédusaiban kiilonb6z6 mértékben, de egyre vonzobba valt az az elképzelés, hogy egyszerii ,,sejtek”
sulyozott Osszekotésével, és a sejtek aktivacidinak silyokon keresztiili tovabbterjesztésével egy az
emberi agy miikodéséhez hasonlé szerkezethez juthatunk.

Az egyik legkorabbi és a maga idejében leginkabb befolydsos neurdlis hdlé modell megalkotdsa Frank
Rosenblatt nevéhez filizédik, aki 1958-ban dolgozta ki a perceptron modellt és annak tanuldsi
algoritmusat [7]. A perceptron modell eredeti alkalmazasi teriilete a képfelismerés volt (els6 hardver-
implementécidja egy 400 fotocellabdl &ll6 bemeneti periféridval rendelkezett), egyes kutaték azonban
a mesterséges intelligencia egészére alapveté mdédon kihaté 1jité megoldasként tekintettek ra. Rosen-
blatt megmutatta, hogy perceptronok héalézata alkalmas barmilyen bindrisan kifejezhet6 mintazatok
osztalyozasdra — e szerint nem volt pl. elvi akadélya, hogy egy perceptron-halé kiilonb6z6 binarisan
kédolt fényképeket aszerint osztalyozzon, hogy szerpel-e rajtuk valamilyen targy, vagy sem. Ugyan-
akkor abban az idében még nem volt ismert olyan altalanos algoritmus, amely a perceptron-halok
tanitasara képes is lett volna.

1960-ban az un. Widrow-Hoff szabdly (mas néven delta-szabdly) megjelenésével tovébb fejlédott
ugyan a mesterséges neuronok (azaz: kiilon-kiilon egy-egy perceptron) tanitdsdnak elmélete [9], a
f6 probléma azonban tovabbra is fenndllt: nem létezett olyan ismert mddszer, amely perceptron-
hélézatban alkalmas lett volna a bemenetek és a rejtett asszociativ egységek kozotti sulyok bedllitasara
is, ezért a gyakorlatban csak olyan perceptron-héalékat lehetett alkalmazni, melyeknek mindossze egy
bemeneti és egy kimeneti rétege volt — tobbrétegii halot tovabbra sem lehetett hatékonyan tanitani.

Az utolsé szog a perceptronok koporséjdban Minsky és Papert hires ,, Perceptrons” c. konyve volt,
amelyben a szerzék megmutattak hogy a tobbrétegiiség kovetelménye marpedig fontos, tovdabba
bizonyos Boole-fiiggvények reprezentdlasara a tobbrétegii perceptron-haldok is csak abban az eset-
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ben képesek, ha a koztes rétegben létezik olyan sejt, amelyik mindegyik bemenettel (nem-nulla)
Osszekottetésben all. Az elmélet szerint tehat a perceptron-halékkal két probléma is adodott:

1. Sok esetben elengedhetetlen, hogy legyen benniik rejtett réteg, annak tanitdsdra azonban
tovabbra sem létezett hatékony maédszer.

2. Bizonyos fiiggvények modellezéséhez olyan globalis Gsszekottetésekre volt sziikségiik, mint ami-
lyenek az emberi agyban kevéssé valdszinii, hogy léteznek, és ellentmondott a kutatok in-
tuiciéinak, miszerint egy elegdns megoldas csakis lokélis kotéseken keresztiil miikodhet.

Fzen felismerés kovetekeztében a 70-es évek a neuralis hdlék hattérbe szoruldasat hoztak. Azon
kevesek, akik még hittek a neurdlis halok 1étjogosultsagaban, mas, els6sorban asszociativ memoria-
modellekkel kezdtek el foglalkozni, melyeket alkalmasnak véltek altalanos és specifikus informaéciok
kozotti kapcesolatok modellezésére. Az elgondolds szerint ez a képesség fontos ahhoz, hogy példaul
hézagos informaciok alapjan is el6hivhatdak legyenek valamilyen korabban eltdrolt mintazatok —
mindez az emberi agy miikodésérol szerzett ismeretekkel is Gsszecsengett. Tovabbi fontos elv, amely
ebben a korszakban alakult ki, az in. versengés elve volt, amely szerint a sejtek parhuzamosan lezajlé
dinamikaja idGvel felerésiti az aktivitasbeli kiilonbségeket, ezaltal kisziirve a zajok és egyéb ellent-
mondasok hatasat. Ebbol a korszakbdl befolyasos hélé-tipusok példaul a Grossberg-féle adaptiv re-
zonancia elmélet (angolul: adaptive resonance theory) és az arra tdmaszkodé modellek, a Kohonen-
féle 6nszervez6dd térképek (angolul: self-organizing maps), illetve a Hopfield altal kidolgozott
autoasszociativ Hopfield-halék.

A neuralis halék igazi attorése az 1980-as évek kozepétdl kovetkezett be. Rumelhart, Hinton és
Williams ekkor javasoltdk a backpropagation-algoritmust, amely tobbrétegii neuralis hdlékban
is alkalmazhat6 akar a rejtett rétegbeli sejtek sulyainak hangoldsdra is. A mddszer lényege, hogy
a kimeneten kapott szdmszerisitheté hiba alapjdn minden hdloban levd paramétert olyan mértékben
frissitink, amilyen mértékben hozzdjdarult a hibdhoz.

Késobb 1djszerti és hatékony moddszerek sziilettek az autoasszociativ és rekurrens héalék tanitasara
is, igy a korabban szerteagazé részteriiletek napjainkra Osszekapcsolodtak és elképesztdé mértéki
fejlédést tettek lehetové mind a feliigyelt, nem-felligyelt és megerGsitéses gépi tanulasban.

A fejezeben elészor attekintjiik a f6bb neurdlis-hdlé architekturakat (feed-forward halck, rekurrens
hdlok és szimmetrikusan dsszekdtott hdalok). FEzt kovetéen bemutatjuk a f6bb neuron-tipusokat, me-
lyek mindhdrom architekturdban el6fordulnak. A fejezetben bOvebben a hdrom architektira koziil
a feed-forward hdlok tanitdsat tekintjik at. Végil kis kitérot tesziink a logisztikus regresszié bemu-
tatdsara, amely nevében regresszids eljaras ugyan, de fontos parhumazokat tartalmaz a feed-forward
neuralis halok témakdréhez.

4.2. Fobb neuralis haldé architekturak

Hérom {6 architekturat kiilonboztetiink meg, melyek a 4.1. &bran lathatéak. Az architekturdk
jellemz6i az alabbiak szerint foglalhatéak Gssze:

o A feed-forward haldk két vagy tObb sejtréteg Osszekotésével jonnek létre olyan médon, hogy
a kotések irdnyitottak és nincsenek benniik hurkok vagy korok (magyardn ha egy sejttdl el-
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4.1. dbra. Neurdlis hdlék tipusai.

indulva az élek mentén tobb 1épcsén keresztiil ,,bolyongunk”, nem &allhat elé olyan eset hogy
az eredeti sejthez visszaériink). Minden rétegbdl kiindulé kotések egy kés6bbi rétegbe kell,
hogy mutassanak. Elvileg nincs megtiltva, hogy egy sejtbdl kiinduld kotés egy olyan sejtbe
mutasson, amely egy jéval fentebbi rétegben foglal helyet, azonban legtébb esetben minden él
szomszédos rétegek kozott huzodik. Feed-forward haldk esetében kiilon beszélhetiink bementi
rétegrol, kimeneti rétegrol, és egy vagy tobb koztes rétegrol. Ha egy haléban tobb koztes réteg
szerepel, mély hdlonak nevezziik.

A rekurrens halék hasonlitanak a feed-forward hélékra amennyiben szintén irdnyitott kotéseket
tartalmaznak, azonban a kotések struktirdjaban hurkok, korok is megengedettek. Eppen a
korok jelenléte miatt a rekurrens halék dinamikéja bonyolult lehet és altalanossagban nehéz
Oket tanitani. Napjainkban azonban mar tobb olyan rekurrens modell ismert, amely specidlis
esetként jol tanithaté és igen hasznos pl. idébeni mintdzatok modellezésére. Rekurrens hélék
esetében nincs értelme kettonél tobb rétegii halokrdl beszélni, ugyanis egy ilyen tébbrégetu hald
mindossze olyan specidlis esete lenne a kétrétegli rekurrens haléknak, melyben bizonyos rejtett
sejtek kozott nincs kapcesolat (a rejtett sejtek nem alkotnak teljes gréafot).

A szimmetrikusan 6sszek6tott halok a rekurrens hélék olyan valtozatai, melyben a kotések
kétiranyiak. Hopfield és tarsai vették észre, hogy ezen halék hatékonyabban tanithatéak, mint
a rekurrens halék, mivel modellezo erejiik korlatozottabb, tovabba viselkedésiiket egy globélisan
definidlhaté ,energia-fiiggvény” vezérli. A rejtett réteg nélkiili szimmetrikusan Osszekotott
hélékat szokds Hopfield-hdlonak nevezni, a rejtett réteggel rendelkezdket pedig Boltzmann-
gépeknek.
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4.2. dbra. Egyszerii neuron modellje.
4.3. Linearis, szigmoid és sztochasztikus neuronok

Korébbi jelolésiinket megtartva nézziink egy olyan neuront, amelyik D-dimenziés x(™) tanitémintak
(m = 1..M) alapjén szémitja (™ kimenetét. Nagy altaldnossdgban a neuron miikodését a 4.2.
abra mutatja be. Az dbran lathatd egyrészt, hogy a sejt in. preaktivacidéja egy bemeneti vektor
és egy sulyvektor skaldris szorzatdbdl valamint egy torzitdsb6l (dn. bias termbél) all Gssze. A
formalizmusok egyszeriisitése érdekében gyakran a bias termet nem jel6ljiik kiilon, hanem egy D + 1.
sulyként képzeljiik el, amelyhez tartozé bemenet mindig 1.

Az dbra bemutatja azt is, hogy az dn. aktivédciés (kimeneti) fiiggvény alkazatdnak fiiggvényében
eltérd tulajdonsagu neuronokhoz juthatunk. Ha a g aktivacios fiiggvény:
e linedris, pl. y = k1a + ko akkor linearis neuronrdl beszélhetiink;

e korrigalt linedaris, vagyis alakja:

0, ha a < ko
y= - (4.1)
k1(a — kg) kiilénben
akkor rectified linearis (RELU = rectified linear unit) neuronrdl beszélhetiink. Mi-

vel a felhasznalt sejtek sokszor eleve tartalmaznak torzitast, ezért ko értéke gyakran 0. Ha
feltételezziik tovabba hogy az aktivacids fliggvény meredeksége 1, akkor a kovetkezd szokasos
leirashoz jutunk: y(a) = maz(0, a);
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e s-alaku (szigmoid), pl.

1
Yy = HTP(—CL)’ vagy
(4.2)
y = tanh(a) = exp(a) — exp(—a) _ exp(2a) —1

exp(a) + exp(—a)  exp(2a)+ 1

akkor szigmoid neuronrdl beszélhetiink. A szigmoid fiiggvények kozkedvelt aktivacids fiiggvények,
mert jél modellezik azt, amikor egy sejt karakterisztikdja a lényeges bemeneteknél kozel linedris,

az azoktdl eltéré bemeneteknél pedig szaturald. A két fentebb emlitett fliggvény kozil az elsd

az un. logisztikus fliggvény, melynek értékkészlete 0 és 1 kozotti, ezért valdszinliségként is
konnyen értelmezheto;

o valdsziniiségként értelmezett (0 és 1 kozotti értékkészlettel rendelkez6) fiiggvény, mely valészintiségnek
megfelelGen a kimenet 0 vagy 1, akkor sztochasztikus binaris neuronrdl beszélhetiink.

Abban az esetben, ha egy neuralis halé kimeneti rétegében valamilyen kategorikus vélaszra van
sziikséglink (példdul hogy egy fényképen kutya vagy macska vagy valamilyen mas allat lathato),
gyakran alkalmazzuk az Un. softmax aktivacios fliggvényt. Ez a fiiggvény az Osszes kimeneti
sejt preaktivacidjanak exponencidlis fliggvényét skdlazza 0 — 1 kozotti tartomanyra. Ha K darab
kimeneti sejtiink van, akkor a softmax fiiggvény altaldnosan:

Yk = softmazx(a), = M (4.3)

> exp(ap)

k'=1
ahol a nevezében egy normalizalo kifejezés szerepel, melynek segitségével az Osszes lehetséges szamldld
folott Osszegezve valdszinliségként értelmezett kimeneteket kapunk. Ha példaul arrdl kell dontést
hoznunk, hogy kutya vagy macska szerepel egy fényképben, K = 2 és ap illetve as a megfelel§
kimeneti sejtek preaktivacioi.

4.4. Neuronok és neuralis halék kapacitasa

Egyetlen neuron egyetlen linearis dontésre képes (mint latni fogjuk, ez akkor is igaz, ha az ak-
tivacios fliggvénye nemlinearis de bemenete szerint monoton névekvé — a fentebb ismertett aktivacios
fiiggvények pedig ilyenek). Ennek beldtdsat — legaldbbis két-dimenzids esetben, ami tobb dimenziéra
is altalanosithaté — a 4.3 dbra segiti. Az dbrén el6szor a bemeneti vektor és sulyvektor skaldrszorzatat
a vektorok hosszanak és a bezart szog koszinuszanak fliggvényében fejezziik ki. Egyszeriisités utan
egy olyan kifejezést kapunk, amely csak a silyvektor hosszatol és egy olyan n-nel jelolt eléjeles valds
szamtol fligg, amelyik azt mondja meg hogy mennyivel kell a stulyvektort ahhoz megszoroznunk, hogy
éppen egy olyan derékszogli haromszog oldalat kapjuk meg, melynek atfogdja éppen a bemeneti vek-
tor. A mésodik sor bal oldali részébrajdn latszik, hogy ha a bezart szog meghaladja a 90 fokot (és a
180 fokot nem), n eléjele negativ lesz. Mindazondltal a skaldrszorzat értéke minden olyan bemene-
ti vektor esetén konstans, amelyhez tartozé derékszogii haromszog oldalat a sdlyvektor ugyanolyan
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tehat: egy neuron csak ilyesmire képes....

A

tobb neuron kombinalasaval nemlinearis dontéseket is hozhatunk...

4.3. abra. Neuronok és neurélis halok kapacitésa
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mértékii meghosszabbitdsdval kapjuk. Példdul a mésodik sor jobb oldali 4brajan x(M) és x(2) egyazon
w sulyvektorral azonos skaldrszorzatot adnak.

Az 4bra alsé felén latszik, hogy ha egy ilyen skaldrszorzatot akar nemlinéris, de monoton névekvd
aktivdciés fliggvénnyel transzformalunk, majd egy dontési kiiszobnél elvagunk, 6sszességében linedris
dontést hozunk. To6bb neuron kombinacidjaval azonban 6sszességében nemlinedris dontés is kénnyedén
hozhaté. Ha példaul a harmadik sor bal oldali sejtjének 0 — 1 (bal-jobb) kimenetét 5-tel, a jobb oldali
sejtjének 0— 1 (bal-jobb) kimenetét pedig 10-zel szorozzuk majd a kett&t Osszegezziik, akkor a legalsé
sejt altal particionalt teriiletek silyai éramutaté iranyaba balrdl elindulva 0, 5, 15 és 10 lesznek. Ha
ekkor a dontés kiiszobét 2-nél hiuzzuk meg, akkor éppen a bal oldali vilagoszold teriiletet valasztjuk
el a tobbitdl egy nemlinearis hatarolofeliilet mentén.

Fontos belatni, hogy ahhoz hogy tobbrétegii neurdlis halé nagyobb kapacitassal rendelkezzen, mint
egy rejtett réteggel nem rendelkez6 héld, a rejtett réteg aktivacids fiiggvényei kozott kell, hogy nem-
linedris fliggvény is szerepeljen. A 4.4. abran ldthaté két neurdlis halé példaul ekvivalens. Ahhoz,
hogy a rejtett neuronok tobblet-kapacitast adjanak a haldhoz, legalabb az egyiknek nemlinearis ak-
tivéciés fliggvénnyel kell rendelkeznie (akkor is, ha ez a nemlinearitds pusztén kiiszobolést és bindris
kimenetet jelent, mint a 4.3. dbra aljan lathaté példédban).

4.5. Feedforward halék tanulasa backpropagation algoritmussal

A Kklasszikus feed-forward neuralis halok tanitdsat kezdetektol fogva feliigyelt médon végezték. Ilyen-
kor minden x,, tanitémintahoz tartozik egy elvart y,, kimenet, amely egy koltségfiiggvény segitségével
Osszehasonlithaté a kapott ¥, kimenettel. Ezt kdvet6en a haléban szereplo sejtek kozotti sulyokat
és a sejtek bias termjeit azzal ardanyos mértékben szokas moddositani, amilyen mértékben ezen pa-
raméterek a hibdt befolydsoljak. Ha pl. egy w;; sily apré novelése jobban csokkenti a kimeneten
mért hibat, mint egy madsik stly ugyanilyen mértékli novelése, akkor inkabb a w;; stly erdsségét
célszerd novelni. Formalisan ezt ugy fejezziik ki, hogy a paramétereket a kimeneti hiba paraméterek
szerinti gradiensével ellentétes iranyba mddositjuk.

Az alkalmazott koltségfiiggvény alakja gyakran Osszefiigg a kimeneti aktivacios fiiggvény alakjaval;
eltérd aktivaciés fiiggvények esetén mas és mas koltségfiiggvényt célszeri hasznalni. Tovabbi szem-
pont a neurdlis halé regularizacidjanak kérdése: ha az adatok mennyiségének megfelelé bonyo-
lultsdgti modellt szeretnénk hasznalni és ezt a bonyolultsdgot a silyok nagysdganak korlatozasaval
szeretnénk elérni, ez tovabbi additiv tagokat eredményezhet a koltségfiiggvényben (minél nagyobbak
a sulyok, anndl nagyobb a megoldds koltsége). Osszességében a koltségfiiggvény altaldban ana-
litikusan nem derivalhaté (vagy praktikusan nem derivalhaté mert til sok paramétere van), ennek
megfeleléen a fliggvény globdlis minimuma (derivélt = 0) nem hatdrozhat6 meg; tovabbé legtobbszor
a koltségfiiggvény nem lesz konvex tulajdonsigi sem (ez azt jelenti, hogy ha barmely két pontjat
egyenessel Osszekotjiik, nem lesz minden esetben igaz, hogy az 6sszekotd egyenes minden pontja a
fliggvényen vagy a folott helyezkedik el; magyaran a fiiggvény feliiletén ‘hullamok’ taldlhatéak és
nem sima). Ez a két tény egyiittessen azt eredményezi, hogy a gradiens minimalizdldsakor altaldban
aprankénti csokkentéssel érdemes a megoldas felé haladni, ugyanakkor tigyelni kell arra is, hogy a
keresés kozben ne ‘ragadjunk benne’ az elébb emlitett hullimok altal képzett lokalis minimumok-
ban. Az erre irdnyuld iterativ folyamatot sztochasztikus gradiens-cs6kkentésnek szokas nevezni,
amely matematikailag a nem-konver optimalizdlds témakoréhez tartozik (ezzel a névvel jelezziik, hogy
a koltségfliggvény altaldban nem konvex).
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S5=mga + by
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w31 w12
w11 w32
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x1 X2 x3
S3=mza+ by

ul=k1mwill1+k2m, w12 +
(b4/ 3 x1)+ (by/ 3 x1)

ul u2 u3 U2=k1 m1W21+k2 m2W22+
(b,/ 3 x2) + (b,/ 3 x2)

u3 =k1 m;w31+k2m, w32+
(b4/ 3 x3) + (by/ 3 x3)

4.4. dbra. Ha az Osszes rejtett neuron aktivéciés fiiggvénye linedris, nincs hozzdadott értékiik

x1 x2 x3

4.5.1. Aktivaciés fiiggvények derivaltja

Ebben az alfejezetben levezetjiik néhany jellegzetes aktivacids fiiggvény derivaltjat.

Logisztikus fiiggvény derivaltja.

0 0 1 0
. — - (1 —x—lz_l —:(:—2__1_—:t:
8x89m(x> orl+e® 8:1:( +e™) (14e™) ¢ (4.4)
1 e " 1+e -1 '
= sgm(z) - ————— = sgm(z) [1 — sgm(z)]

:1+6_$'1+€_m 1+e

Softmax fliggvény derivaltja. A softmax fiiggvény kétféle derivaltjara is kivancsiak lehetiink:
amikor azon sejt preaktivacidja szerint derivalunk, amelyhez tartozé kimeneti softmax komponenst
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derivaljuk, illetve amikor egy masik (szintén kimeneti) sejt preaktivicidja szerint derivélunk (ez
utébbi is kihatdssal van a derivélt fiiggvényre, hiszen a normalizdldsba beleszdl!). A két esetet
mutatja be az alabbi két levezetés:

0 ek

ar Yy e
e ek

— —_ . eak — (45)
25:1 e’ <Z£§:1 e“k/)2

= softmaz(a), — softmax(a)? = softmax(a)y - [I — softmaz(a)y]

——softmax(a)y

day,

ahol felhasznéltuk, hogy:

N C(p N Zp o LT
B o S

ugyanigy ha maés preaktivacié szerint derivalunk:

2 softmaz(@)y = - —pe—
softmax = —
Oay, K Oay, 25:1 etk
e
:O——'eau: (47)

2
(hmr )

= —softmax(a)y - softmaz(a),

4.5.2. Koltségfiiggvények tipusai

Eldljaroban megjegyezziik, hogy ha a kimeneti sejt aktivacios fliggvénye szigmoid, és nagyon extrém
(1-hez vagy 0-dhoz kozeli) y; kimenetet kapunk, a hiba derivéltja is elenyészéen kicsi lesz, hiszen
ekkor a szigmoid fliggénynek értékkészletének a ,kozel 0 meredekségli” részénél tartézkodunk (a
derivalt pedig y;(1 — y;), mely két tag koziil az egyik biztosan 0-dhoz kozeli). Ezen a probléméan
semmilyen koltségfiiggvény nem tud segiteni, igy a kimeneti rétegben a szigmoid fiiggvényt mint
koltségfiiggvényt érdemes keriilni.

Regresszio esetén a kimeneten célszertien valamilyen linearis aktivacids fliggvényt érdemes hasznalni,
hiszen ilyenkor a héalé kimenete valds szamként értelmezendo.

Ezzel szemben ha kategorizacids feladaton dolgozunk, a halét célszerii ugy felépiteni, hogy a kime-
neti réteg sejtjei egymast kizard kategériat reprezentalnak, azzal a megfontolassal, hogy a kime-
neteket valdszinliségként értelmezve megallapithaté az adott bemenet kategéridja, illetve az ezen
megallapitashoz kapcsolédo bizonytalansagunk is. Ilyenkor az Osszes kimenet Gsszege mindenkor 1
kell, hogy legyen; tovabba az egyik kimenetet mdédositani csak a tobbivel Gsszefliggésben lehet. Mind-
ezen finomsagokat egy szigmoid aktivacios fiiggvényeket haszndlé kimeneti réteg nem képes repre-
zentalni; a softmax aktivacids fiiggvény viszont igen. Ezért kategorikus kimenetek esetén érdemes a
softmax aktivaciét hasznalni.
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Az eddigi fejtegetést mindenesetre az motivédlja, hogy kiilonb6z6 feladatokhoz eltérd kimeneti ak-
tivdciés fiiggvény illik, és az értelmezés (valamint szamitési kényelem) az idedlis koltségfiiggvény
alakjat is befolyasolja.

Regresszio kontextusdban a négyzetes hiba kézenfekvd koltségfiiggvény:

Esqerror = (y - g)Q (48)

, ahol y az elvart, § pedig a kapott kimenet.

Amennyiben azonban kategorizacids feladatrdl van szo, és a fentieknek megfeleléen softmax aktivacids
réteget hasznalunk, akkor a keresztentréopia alkalmasabb koltségfliggvény. A keresztentropia alakja
egyetlen adatpontra a kovetkezo:

Ecrossentropy = - Z Yi IOg Qz (49)
(2

, ahol y; a kimeneti réteg i. sejtjére vonatkozik. A hiba értelmezése a kovetkezd: ha az i. sejt
elvart y; kimenete (vagyis az i. kategéria valdszintlisége) kozel van 1-hez, akkor az Gsszegben a
—logy; tag jelent6s sullyal fog szerepelni, tovabba ¢; értéke minél kisebb 1-nél (és minél inkabb a
0-dhoz kozelit), a negativ logaritmusa annal nagyobb lesz. Magyaran a keresztentrépia a kategdridk
elvart valészintlisége alapjan szamitott silyozott Osszege olyan tagoknak, melyek értéke minél kisebb,
koltségiik annal nagyobb.

A keresztentrépia koltségfliggvény preaktivacio szerinti derivaltja — softmax aktivacios réteget feltételezve
— az alabbiak szerint alakul:

aE‘crosseni&ropy o Z aE’crossentropy 8@1 o
8@1 8ak

Oay, ,
(A

I
—Yk . N —Yi
=l -g)+ Y —
Yk =T,k Yi
I
=~y Uk + Ok Y Yi=
i=1,i#k
———
1y

— ik =
(4.10)

= Uk — Yk
ahol az els6 tag annak a specialis esetnek felel meg, amikor ¢ = k. Lathatd, hogy az eredménytil

kapott kifejezés konnyen szamithatd, ezért is hasznos a softmax aktivaciét és a keresztentropiat,
mint koltségfliiggvényt egyiitt alkalmazni.

4.5.3. Backpropagation algoritmus

A backpropagation algoritmus bemutatasahoz els6ként tekintsiink egy leegyszertisitett neurdlis halét,
amely két sejt soros lancolatabdl &1l (1d. 4.5. abra). Az abran két sejt miikodését 1atjuk kiteritve:

67



bemenet: w1*x

kimenet: y1

kimenet bemenet

szerinti derivaltja: y1(1-y1)

bemenet: w2*y1

kimenet: y2

kimenet bemenet

szerinti derivaltja: y2(1-y2)

/\\

bemenet: y1
kimenet: y1*w2 e= Y'yz
kimenet bemenet

szerinti derivaltja: W2 bemenet: y2
kimenet: e
kimenet bemenet
szerinti derivaltja: -1

4.5. dbra. Minimalis példa backpropagation mddszerének bemutatdsira.

mindegyik egy skalar bemenetet var, amelyet egyetlen stllyal 6sszeszoroz, majd az igy kapott preak-
tivaciot a logisztikus fliggvényen keresztiil transzformalva juttatja el a kimenetéhez. Végiil a hibat
az elvart y és kapott yo érték kiilonbségeként fejezziik ki.

Egyenletekkel kifejezve a kimenet és a hiba az aldbbi mdédon szamithato:

e —
Y 1+ exp( wix) sgm(wi)
1 (4.11)
2= = sgm(w )
y 1+ exp(—way1) gm(wayr)
€E=Y—Y2

ahonnan a keresett parcidlis derivaltak a lancszabalyon keresztiil:

i o 36 8y2 — (1 — )
0 de 0Oyy Oy

8_’11)16 = 8_y2 . 8_y1 . 8_’11)1 == _yQ(]- - y2)w2y1(1 - yl)x

(4.12)

A két eredmény alakjabdl és Gsszehasonlitasabdl latszik egyrészt, hogy a wy sily szerinti derivaldsnal
tobb olyan tag szerepel a szorzatban, amely mar a w; sily szerinti derivalasndl is szerepelt. Ez a
mar meglevé eredmény tulajdonképpen a halé kimenethez kozelebbi részei feldl visszaterjesztett hiba-
gradiens, amit valtoztatas nélkiil tovabb szorzhatunk a lancszabaly szerint. Megfigyelhetd tovabba,
hogy mindig amikor egy adott paraméter szerinti derivaltra vagyunk kivancsiak, a kimenet fel6l
érkezo gradienst Ossze kell szoroznunk a paraméter bemenetével:
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4.6. abra. Kicsit 0sszetettebb példa backpropagation médszerének bemutatdsara.

8—6 = backrop; - bemenet = —y(1 — y2)y1
w2 (4.13)

0
8—6 = backrop; - backprops - bemenet = —ys(1 — yo)wayr (1 — y1)x
w1

Ez az elv jol kiolvashatoé a 4.5 abrabdl is. Lathato, hogy minden szamitési egységnél csak az kell, hogy
érdekeljen benniinket, hogy az egység kimenetének mi a bemenete szerinti derivéltja. Ezt a derivaltat
kell a kimenethez kozelebbi részekrdl érkezé backpropagation taggal 6sszeszorozni. Amennyiben egy
paramétert utkozben mdédositanank is, akkor a szorzat tovabbterjesztése mellett a visszafele beérkez6
backpropagation tagot meg kell szorozni a paraméter ,bemenetével” is, melynek eredményeképpen
megkapjuk a kimenet (hiba) paraméter szerinti derivaltjat.

Bonyolultabb haloknal a backpropagation elve ugyanez, azzal a kiilonbséggel hogy ha egy adott
paraméter a kimeneti hibat tobb tutvonalon is befolyasolja, akkor a kiilénb6zé utvonalakon érkezé
visszaterjesztett gradienseket Osszegezni kell, majd tgy a bemenettel szorozni illetve az Osszeget az
aktualis lokalis gradienssel Gsszeszorozva tovabbitani a halé bemeneti rétegei felé.

Példéul a 4.6. abran lathaté héléban a kimeneti keresztentrépia fiiggvény értékét a wy sily négy (fenti
és lenti, azon beliil pedig o1-en és 0o-n keresztiili) itvonalon is befolydsolja. Ezért a hiba paraméter
szerinti derivaltja a lancsszabaly alapjan a kévetkezéképpen néz ki:
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4.7. abra. Még osszetettebb példa backpropagation mddszerének bemutatdsara.

e _[0Oe Qo1 Oy2  Oe Oop Oys  Oe Do Oys  Oe 0o 092] I _
Owy Qo1 Oya Oy1  OQoy Oys Oyir 0Oo1 Oys Oy1  0Ooz Oya Oyi1| Ow
__t 8 1
=|— (01(1 —01) -yl — y2) - wy — 01 - 0 - y3(1 — y3) - w3)] LI
L 01 8w1
[—t2 Oy
2 (0y(1— (1— _ (1 — 1) - =
o 02 02) y3 y3 c W3 — 0102 yz( yz) w2)] dwy
0 4.14
= |wz - y2(1 —y2) | —t1 +t101 + 1201 N (4.14)
_,_/ owy
0
= |ws-y3(1 —y3) | —t2 + t202 +tio2 | | - 8ﬂ =
w1
[ws o1 — t1)y2(1 — y2)
pr— 1 —_— . $
_ws} [( 02 — t2)y (1 —Y3) yl =)

Egy még Osszetettebb (nemkonvenciondlis struktiraji) példa a 4.7. dbran lathat6. Ha a haléban a
kimeneti negativ log-probabilitds (keresztentrépia) hidbjat derivaljuk a wq; paraméter szerint, akkor
az alabbi szamitasokat kell elvégezniink:
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(4.15)

4.5.4. A backpropagation algoritmus vezérlése

Ahhoz, hogy mindez hasznalhaté legyen, sziikséglink van néhdny tovdbbi dontés meghozataléra,
nevezetesen hogy:

e milyen menetrend szerint optimalizdljunk, vagyis milyen sorrendben, hanyszor tekintsiik a
tanitémintakat és hogyan frissitsiik a silyokat (tanitémintdnként? tSbb tanitéminta felett
atlagolva? az Osszes felett atlagolva?)

e hogyan keriiljiik el a tultanuldst és altalanositsunk jol?

Ezen kérdések megvialaszolasakor tobb lehetdségilink van, melyeket a kovetkez6 alfejezetekben muta-
tunk be.

4.6. Sztochasztikus gradiens-csokkentés optimalizacigja
Arra a kérdésre, hogy milyen menetrend szerint frissitsiik a silyokat, tobbféle valaszunk lehet:

e online esetben tanitémintaként frissitjlik a sulyokat a derivaltaknak megfeleléen

e full batch esetben az 0sszes tanitomintara egyiittesen frissitjiik a sulyokat a derivaltak atlaganak
megfelelGen

e minibatch esetben a teljes tanitéhalmazt particiondljuk, sorra vessziik a particidkat és a
benniik szereplé tanitémintdkon kiszamitott derivaltakat dtlagolva particionként frissitjik a
sulyokat

Ezek koziil a megoldasok koziil az online médszer altalaban elég pazarld, a full batch viszont azért
lehet szuboptimalis, mert ha az adathalmaz redundanciat tartalmaz, tobbszor szamoljuk ugyanazt és
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az atlag nem valtozik. A két megoldds 6vozéseként altalaban a minibatch mddszer javasolt. Ilyenkor
még kapdra is jon, hogy tébb kiillénb6z6 bemeneti mintara kell a gradienst kiszamitani, ugyanis ha a
hélé kézben nem véltozik, mindez hatékony matrix-miiveletekkel GPU-n gyorsan megoldhaté.

Tovabbi szempont a kiszdmitott stulyok skalazdsanak kérdése, ugyanis altaldban a derivaltak szerint
kiszamitott frissitési értéknek csak egy toredékét adjuk hozzd a silyokhoz (elkeriilendd a zajos mintak
extrém hatdsait). A skéldzast illetéen szintén tobbféle lehetdség adddik, melyek egyike-mdsika még
kombinalhato is:

o fix, globalis tanulasi rata haszndlata
e adaptiv, globalis tanulasi rata hasznilata

e siilyonként kiil6nb6z6 tanuldsi rata haszndlata. Foleg az eltind gradiensek (vanishing
gradients) jelensége — miszerint a sorozatosan visszaterjesztett gradiens a bemenethez kozelitve
egyre kisebb, majd a végén elenyészé lesz — motivalhatja ezt a vélasztdast. Egy lehetséges
modszer, hogy kezdetben minden paraméter gradienséhez tartozé lokalis szorzé 1, és amikor a
kovetkez6 gradiens eldjele megegyezik a mindenkori aktudlissal, az erdsséghez hozzaadunk egy
¢ konstanst; amikor viszont nem egyezik meg akkor szorozzuk 1 — § konstanssal. Az igy kapott
lokalis tanulasi ratakat szorozzuk a globdlis tanuldsi ratdaval

Fentieken kiviil a legmeredekebb (gradiens) irdny kovetése helyett mehetiink valamilyen médositott,
a végsod cél szempontjabdl optiméalisabbnak igérkezd irdnyba is. Képzeljiik el, hogy egy hosszu sz-
zakadékban’ vagyunk a hibafeliileten, a szakadék mélyén pedig egy szinte vizszintes lejtoé visz a
minimum pont felé. Ilyenkor a szakadék falainak irdnyaba nagy a gradiens, a szinte vizszintes lejté
irdnyaba viszont kicsi — pont forditva, mint ahogy idedlis lenne, hiszen inkabb a szakadék alja felé
mennénk tovabb, mint hogy a szakadék falai mentén cikkcakkozzunk! Ezért ha a paraméter-vektort a
gradiensek méretének megfelelden frissitenénk, bizonyos esetekben csak nagyon lassan konvergalnank,
célszeriibb lenne azok reciprokéaval szamolni.

Fzzel egytitt ez csak bizonyos esetekben van igy, nem mondhatd, hogy mindig igy lenne, hiszen
el6fordulhat hogy éppen egy nagyon meredek Ut visz a célhoz. A példdnal maradva, a probléma
inkabb a szakadék falaival van, hogy az egymast koveto frissitéseknél a derivalt falak iranydba mutatd
komponense lényegében eljelet valt. A probléma megoldaséra tobbek kozott az aldbbi lehetéségek
kinéalkoznak:

e momentum mddszer alkalmazasa: a sulyvektor irdnyat nem a gradienssel, hanem annak egy
mozgé atlagaval mdédositjuk. Képzeljiink el egy labdéat, ami egy bonyolult feliilet minimuma
felé gurul. Kezdetben a labda a tényleges gradiens mentén gurul, azonban ahogy n6 a sebessége,
a momentuma révén korlatozottan ‘emlékszik’ a korabbi irdnyokra. A frissités képlete tehdt
konceptudlisan egy sebességvektor karbantartdsaval az alabbi médon alakul:

Aw(t) = aAw(t —1) — engV(t) =
=« <aAw(t —-2)— egVEV(t — 1)) - eg‘]i(t) (4.16)
Aw(0) = —engv(O)
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A momentum mdédszernek létezik egy Nesterov altal 1983-ban javasolt mddositott valtozata
is. A Nesterov mddszer haszndlatakor nem az torténik, hogy elOszor kiszamitjuk a gradiens
irdnyat, majd egy nagyot lépilink abba az irdnyba (ahogy a momentum mdédszerben tessziik), ha-
nem el6szor a korabbi gradiens iranyaba tesziink egy kis 1épést, majd az 1j allapotban szdmitjuk
a kovetkezd gradienst és lépiink el az altala mutatott irdnyba. Informaélisan azt is mondhat-
juk, hogy okosabb dolog egy hibat azutan kijavitani, miutan mar elkGvettiik, mintha mar elére
javitani probalnank, amikor a pontos mértékét és iranyat még nem is ismerjiik. Formalisan
pedig mindez annyit jelent, hogy a frissités képlete az alabbiak szerint alakul:

Aw(T) = —ea—E(T)

ow
(4.17)
Aw(t) = —(1+ a)eg—f’(t)if t; T

...csak az utolsé frissitéskor nem szamit a momentum-tag (o)

e rmsprop madszer: az a megfigyelés motivélja, hogy amikor sokféle méretli gradiens van a
haléban, nehéz megfelel6 globalis tanulasi ratat valasztani; ezért célszerii a gradienseket az azok
normajanak mozgd atlagaval normalizalni:

OF
0

T T
092" (t—1)2E(t—1)+ 01257 (1) 2E (1)

Aw(t) = (4.18)

4.7. Neuralis halék regularizacigja

A modellek betanitdsdhoz hasznalt adatokat a be- és kimenetek kozotti regularitdsok bemutatasahoz
hasznaljuk. Az adatok azonban kétféle hibat is tartalmazhatnak:

e A mérések lehetnek zajosak (ez dltaldban a kisebbik gond)

e Az adatokban lehetnek mintavételezési hibak — pusztan attol, hogy az 6sszes lehetséges adatnak
egy szlk halmazat tekintjiik, el6fordulhat hogy olyan szabalyszeriiségek is megfigyelhetoek
benniik amik altalanossagban nem érvényesek.

A mintavételezési hibdk komoly altaldnositasbeli romlashoz vezethetnek, hiszen a modell pusztén az
adatok alapjan nem tudja megmondani, mi a valédi és mi a mintavételezésbdl ad6dé szabalyszeriliség.
A probléma kikiiszoboléséhez neurdlis haldk esetében tobbféle javaslat sziletett:

e stlyok biintetése: hatranyban részesitjiik azokat a konfiguracidékat, melyekben sok nagyértéki
suly van. Tobbféle valtozat lehetséges: blintethetjiik a sdlyokat egyenként, vagy bluntethetjiik
a teljes silyvektor magas normajat. Ez utobbi mellett sok érv szol: konnyebb egy hatékony
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értéket valasztani, és nem toltiink felesleges id6t az olyan silyok alacsony értéken tartasaval,
amelyek egyébként sem nyomnak sokat a latban (ha példaul egy mésik stly is mutat ugyanazon
sejtbe, melynek értéke nagysigrendekkel nagyobb).

e silyok megosztasa: weight sharing esetben kikotjlik, hogy bizonyos silyok értéke ugyanaz
kell, hogy legyen (ekkor tigy tanitjuk éket, hogy a frissitéshez kiszdmitott tagokat atlagoljuk)

e korai megallas: nem varjuk meg, amig a halé a tanitéadatokra optimaélisan teljesit. Ettol azt
reméljiik, hogy cserébe j6 kompromisszumot ériink el az altaldnositdashoz.

e modellek atlagolasa: tobb modellt tanitunk be és a kimenetiiket atlagoljuk. Ha a modellek
egymastol fiiggetleniil hibdznak (a hibaik nem korreldlnak) akkor altaldnossdgban csokkentjiik
a teljes modell varianciajat.

e Bayes-alapu tanitas: a bonyolultabb modelleket mindaddig nem tekintjiik rosszabbnak a
tobbinél, ameddig nincsen novekv6 bizonyitékiink elleniik. Ezért fix architektirat hasznalunk
de tobbféle sulyvektorral, melyek hatasat egy elézetes hiedelem szerint silyozottan atlagoljuk

e dropout: minden frissitési korben néhany random mdédon kivalasztott sejt aktivitasat ki-
nullazzuk, ezzel egyfajta kiszamithatatlan zajt visziink a modell viselkedésébe és a nem ki-
nulldzott sejtek miikddésiikben nem tamaszkodhatnak fixen a tébbi miikddésére (mindegyik
sejt remélhetSleg valami fiiggetlen, ‘hasznos’ dolgot fog csindlni)

e generativ el6tanitas: a generative pre-training médszere nem feliigyelt médon hoz létre olyan
koztes reprezentaciokat, melyek tobb rétegen keresztill keriilnek legeneralasra, igy magukban
hordozzédk az eredeti adathalmaz valamilyen desztilldlt tulajdonsagait.

4.8. Példa: logisztikus regresszidé visszavezetése neuralis halokra

Létszolag messzirdl inditunk. Kategorikus kimenetek esetén hasznos médszer a (biintetéses) logisz-
tikus regresszié, amely tulajdonképpen nem is regressziés mddszer, azonban nevében mégis szerepel
a ,regresszié” szd mert a linedris regresszio ,,unokatestvérének” tekinthetd.

4.8.1. Logisztikus regresszi6 két osztaly esetén

Logisztikus regresszié esetén egy szigmoid-fiiggvényt keresiink, amelyet valdszintiség-eloszldasként
értelmezhetiink egy linedris bemenet felett. Példaul két kategdria esetén:

Py = 1x,w) = sgm(w") (4.19)

A feladat ilyenkor olyan w stlyokat talalni, amelyek altal generalt kimenet jol illesztheté a problémahoz.
Fontos megérteni, hogy mi motivalja ezt a modellt. Osztalyozasnal kézenfekvo Gtlet lehetne a linedris

osztalyozés is:

Py =1lx,w) = wlx (4.20)
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FEzzel két probléma van: egyrészt a kimenet csak 0 és 1 kozé eshet, de a linearis fiiggvény értékkészlete
korlat nélkiili; masrészt pedig legtobb valds példanal bizonyos szint f6l6tt a bemenet azonos mértéki
moédositasa a kimeneti valdszinliségen relative kisebb hatast ér el.

Ezért a kovetkezo otlet, hogy legyen a valdszinliség logaritmusa lineéris. Ekkor

T

Ply = 1x,w) = ¢ (4.21)

Csakhogy az exponencidlis fliggvény kimenete felfelé nem korldtos, igy a probléma hasonl6 (csak az
alsé korldtot értiik el, hogy 0 legyen). Ezért az Otletet kicsit médositjuk: ami két kategéria esetén
linedris lesz, az a log odds-ként is ismert hanyados: log P(y|x,w)/(1 — P(y|x,w)). Az odds barmilyen
0 és oo kozotti értéket felvehet, ezért nem probléma, ha ezt tekintjiik linedris fiiggvénynek.

Ezek utan csak meg kell nézniink, mit jelent ez maga a valdésziniiség szempontjabol:

Plylx,w) T

log T Plaxo — (y|x w) =w'x

Plalxw) = (1 = Plylx ) o (422)
P(ylx,w)(1 +¢*") =

P(ylx,w) = ———— = sgm(w"x)

1+ e wTx

Ahogy sejthettiik, éppen a logisztikus fliggvényt kaptuk vissza. Ez a fliggvény értékkészletét tekintve
is alkalmas, és teljesiti a nemlinearitdsra vonatkozdan megfogalmazott igényiinket is. Ugyanakkor a
log odds fogalman keresztiil azt is lathattuk, hogy ez a modell nagyon jél interpretalhato.

Tegyiik fel pl., hogy x kétdimenzids, jelentése pedig hogy hany cigarettat sziv el valaki egy nap, és
hany percet fut egy nap; tegyiik fel hogy ez alapjan szeretnénk azt a valdszinliséget megmondani,
hogy az illetének tiidordkos megbetegedése lesz. Ha a kapott w értéke (1.3, —1.1), akkor minden
jabb cigaretta elszivasaval a tiidérdkhoz tarsitott odds el3-szorosira noévekszik. Ugyanis:

log P(y) =wlx
1-Py)
P(y) pl3z1—1.122
T—rG = (4.23)
P(y) _ l3w Ll
1-P(y)

vagyis ha példaul z; értéke 1-r6l 2-re né, akkor éppen egy ujabb e'? keriil bele a képletbe, mint
szorzotényezo.

4.8.2. Logisztikus regresszié tobb osztaly esetén

Fentiek altalanosithatéak tobb kategéridra is. Ehhez elég ha K kiilonboz6 osztaly esetén K — 1
kiilonboz6 logisztikus regresszort allitunk fel:
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P(y:1|wi) _ ., T
1—- Py = K|x,w)
P(y:2|wi) _ T

log

lo = X
1 _Ply=Kxw) 2 (4.24)
P(y:K_HXvw) T
1 = WK_
Ogl—P(y:K]x,w) K- %
Az egyenletek atrendezésével azt kapjuk, hogy:
Py =1|x,w) =[1 - P(y = K|x,w)] 1" X o g1 X
Ply = 2x,w) = [(1 — Py = K|x,w)] €2 * o e¥2" % (4.25)
Ply=K —1|x,w) = [(1 — P(y = K|x,w)] eK—1Tx o w1 Tx
Mivel az Osszes valosziniiség osszege 1 kell, hogy legyen, igy adédik, hogy:
ewlTx
P(y = 1’X7 U.)) = K*l
a+ S ewk’x
k=1
ew2 X
P(y = 2’X? w) - K—1
a+ > ewk " x
k=1
(4.26)
eUJK_lTX
P(y:K—HX,W): K—1
a+ Y ewn’x
k=1
o
P(y = K’X7 U.)) = K*l
a+ Y ewk’x
k=1

, ahol a lényegében barmilyen pozitiv szam lehet — gyakran 1-re szokds allitani. Konkrét értékének
azonban nincs jelentOsége, hiszen értékének megfelelen a tanulas eredményeképpen kapott w vektor
is skalazédhat.

4.8.3. Logisztikus regresszié megoldasa

A logisztikus regresszié megoldasat egy olyan w vektor formdjaban keressiik, amely az adatokhoz jol
illeszkedo sigmoid-fiiggvényt eredményez.
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crossentropy

softmax

\/ >/

4.8. dbra. Logisztikus regresszié neurdlis hdlé megfeleltetése.

A feladat megoldéséra els6 oOtletiink lehet, hogy az tn. (log)-likelihood értéket maximalizdljuk! Ez
azt jelenti, hogy a sigmoid-fliggvényt gy allitjuk be, hogy az adatok ‘Osszesitett’ valészintlisége minél
magasabb legyen.

Mit értiink ‘Osszesitett valdsziniiség’ alatt? Ha van M darab megfigyelésiink, és ezek fliggetlenek
egymastol, akkor a valdszintiségeiket Gsszeszorozhatjuk (igy jon ki a likelihood). Vagyis, ha binéris
kimenet esetén p(x(m)) a valdszintisége, hogy az m. bemenetre adott kimenet 1, akkor a likelihood:

H plx™)™ (1 = pxm)) ) (4.27)

(attdl fiiggben, hogy az m. kimenet 0 vagy 1, az egyik valdszintiséget a 0.-onra emeljiik). Ennek
a kifejezésnek az egyszerliség kedvéért vessziik a logaritmusat (annak érdekében, hogy a szorzatok
osszegekként legyenek kifejezhetéek), majd kicsit dtalakitjuk. Felhaszndlva azt is, hogy y(™) csak 0
vagy 1 lehet:

m=1
M
=3 4™ log p(x™) + (1 — ™) log(1 — p(x™))
. (4.28)
= 5"y log(1 4 e =) (1 -y log(1 4 e )7
m=1
M
= Z log(1 + e(=2™)wTx(m)y—1
m=1
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Az eredményiil kapott kifejezés egy un. ,transzcendentdlis fiiggvény”, mely derivaltjanak nincs zart
forméaban megoldasa, hidba is akarnank hogy derivéljuk és a derivaltat 0-val tegyiik egyenlové. Ilyen-
kor ugyanis megtalalhatd lenne a képletben w és e¥, végiil pedig nem lehetne kifejezni w-t. Innen
latszik, hogy a korabbiaknak megfelel6en valamilyen iterativ-approximaciés médszerre van sziikség
a logisztikus regresszié megoldasahoz, ez azonban a fejezetben bemutatott sztochasztikus gradiens
modszerek ismeretében nem jelent problémat.

Ugyanakkor a fenti levezetésbol azt is lathattuk, hogy a logisztikus regressziét dltalanosan meg tudjuk
oldani, ha a korabban ismertetett keresztentrépia-fliggvényt probaljuk minimalizalni. T6bb valtozo
esetén ugyanis a log likelihood:

M K
log £(w) = log H Hp(y(m) = k)f{y<m)=k}
v m=1k=1 (429)
= Z Z[{y(m) = k}log [p( (m) _ k:)}

Az egész felallas pedig interpretdlhatd gy, mint egy egyrétegii hald, melynek kimenetén az egyes
kategoridk valdszintisége szerepel (tehat softmax kimenetet hasznélunk), és amely tanitdsdhoz a ke-
resztentropia fliggvényt hasznéljuk, mint koltségfiiggvényt (1d. 4.8. dbra):

M K
log £(w) = Y > 5" log (31™) (4.30)

m=1 k=1

Ezzel megmutattuk, hogy a logisztikus regresszié sz6 szerint egyenértékii egy specidlis (nagyon egy-
szerll) feed-forward neurdlis hélé tanitasaval.
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5. fejezet

Grafikus modellek

Forrasmegjelolés

A fejezetben szdmos magyardzat és példa az alabbi angol nyelvii referencidkbdl szarmazik: [4].

Tanulaskor érdemes probabilisztikus megkozelitéseket hasznalni, hiszen tébb okbdl is kijelentheto,
hogy a tévedések valdsziniisége sohasem 0:

a tanulast kovetéen mindig altalanositanunk kell, ami inheresen nem egzakt feladat;

e variancia tipusi hibdk: elképzelhet6 hogy rossz tanitéhalmazzal tanultunk (ritka példdnyokat
nélkiilozte az adathalmaz, vagy a mintdk nem voltak reprezentativak vagy til zajosak voltak)

e bias tipusid hibak: elképzelheté hogy a modell, amit valasztottunk, a feladatra 6nmagaban nem
alkalmas

e végiil lehetséges, hogy a vildg maga sem determinisztikus, ezért maga a problémafelvetés is
olyan, hogy nem lehet egzakt szabdlyossagokat megéllapitani

A grafikus modellek kapcsolatot teremtenek a valdszinliségelmélet és a grafelmélet kozott. Elénytik,
hogy vizudlisan is szemléletessé teszik a probabilisztikus modellek Gsszefiiggéseit, raadasul nemcsak
az Osszefliggések reprezentalasara, hanem kovetkeztetésre és tanulasra is hasznalhatéak.

5.1. Miért fontosak a grafikus modellek?

Tegyiik fel, hogy szamitasainkhoz fel szeretnénk haszndlni néhény (diszkretizdlt) valésziniiségi el-
oszlast. A helyzet nem til biztaté: N bindris bemenet esetén a teljes eloszlds megadaséahoz 2V
val6szintiséget kell eltdrolnunk (pontosabban 2V — 1-et, hiszen az Osszes valészintiség Gsszege 1 kell
hogy legyen, igy az utols6 érték a tobbi alapjan meghatdrozhatd). Ez mindenesetre egy hatalmas
szam, figyelembe véve hogy a legalapvetobb Moricka-példaktdl eltekintve akar tobb tiz, vagy tébbszaz
bindaris bemenetiink is lehet.
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A probléma azonban nemcsak ebben all. Tegyiik fel, hogy valahogy sikeriilt reprezentalnunk egy N-
dimenzids valdszintiségi eloszlast, és segitségével kovetkeztetéseket szeretnénk végezni. Egy tipikus
kovetkeztetési feladat sordan a bemeneti valtozok egy részhalmaza folotti valdsziniiségekre vagyunk
kivancsiak. Ha a részhalmazba tartozé valtozdknak van egy fix értéke, és arra vagyunk kivancsiak, mi
ennek az értékkombinacidénak a valdszintisége, akkor az 6sszes olyan teljes valdsziniiséget Osszegezniink
kell, amelyben a tobbi (részhalmazban nem szerepld) véltozé értéke is szerepel minden lehetséges
kombinaciéban! Formélisan:

p(xz,,...,21,) :Z-"Zp(le,...xzk,le =j1,... X7 =71) (5.1)

ahol az eredeti eloszlas valtozoinak szdma N = k + [, Z a benniinket érdekl6 részhalmaz, J pedig
a részhalmaz komplemense. Ha példdul N = 100, azaz 100 bemeneti valtozénk van és annak a
valoszintiségére vagyunk kivancsiak, hogy az elsé valtozé értéke 1, akkor az aldbbi szamitast kell
elvégezniink:

p(r1 =1) ZZ ZP (X1 =1,X5 =29, X3 = 23,... X100 = T100) (5.2)

T2 X3 Z100

Lathatd, hogy ez a szamités is 2% tag Osszegzését jelenti akkor, ha a valtozék bindrisak (tobbértéki
véltozdk esetén a helyzet még rosszabb lenne), ami kezelhetetlen koltség. Fontos azonban figyelembe
venni, hogy a gyakorlatban sokszor ennél egyszeriibb a helyzet, ugyanis bizonyos feltételes fligget-
lenségi viszonyok kihasznaldsaval a szamitasi igény csOkkenthets. Ha példaul tudjuk, hogy X7, Xo és
X3 valészintiisége fiiggetlen X, ... X190 valtozok értékétdl abban az esetben, ha X7, ... X9 értékeit
mar ismerjiik, akkor a szdmitandé kifejezés az aldbbiak szerint egyszertisodik:

p(z1 =1) ZZ Zle—ng_xQ,Xg x3, ... X100 = T100) =

T2 3 100
= E E E p(X1 =1|Xy = 29, X3 = 23,... X49 = 249, X50 = T50.~X100 = T100)-
T2 T3 100

p(Xo = 29| X3 = 23,... X49 = x4g,W).
P(X3 = 23| Xy =24,... Xy9 = $49,W)'

P(X4 = 24,... X100 = T100) =
—Z ZPX1—1\X2—$2,X3—ZU3, - Xag = T49)-

49
P(Xz = 29| X3 = x3,... X49 = 249)-
p(X3 = 23| X4 = x4, ... Xag = 249)-

Z...Zp(X4:{L‘4,.‘.X100:xloo)

x50 Z100

/

~~
C
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Mennyi igy a megtakaritdsunk? Egyfajta dinamikus programozdssal' a c-vel jelolt kifejezés részben
kiilon szamithaté (25! tag Gsszegzésével, csak ezt 246 alkalommal kell megtenniink amikor az Xy . .. X49
valtozok valamelyikének médosul az értéke, vagyis Gsszesen 27 miivelet elvégzésével), ezt kdvetSen
pedig a maradék 248 tagot kell 6sszegezniink. Fontos, hogy ezek is nagy szdmok ugyan, de a 297 4 248
nagysigrendileg kisebb szam, mint a 29°. Tovabba, mint ahogy gyakorlati példakon keresztiil 1atni
fogjuk, a gyakorlatban ennél nagyobb megtakaritdsok is lehetségesek (jelen esetben sem esett sz6 az
els6 harom valtozo melletti tobbi valtozd kozotti feltételes fliggetlenségekrol).

Fentiek alapjan sejthetjiik, hogy a grafikus modellek hatékony reprezentdciot adhatnak sokvéltozos
valészintiségi eloszlasokra és a veliik torténd szamitasokra. Osszességében harom szempont szerint
beszélhetiink a grafikus modellek elényeirdl, ezeket vessziik sorra a szakasz maradék részében.

5.1.1. Reprezentaciés hatékonysag

A grafikus modellek elénye, hogy deklarativ reprezentdciot adnak a tudas taroldsara. A deklarativ,
vagy kijelento reprezentacidk azért elényosebbek sokszor, mint az imperativ reprezentacidk, mert igy
a felhasznalt reprezenticié fliggetlen attdl, hogy azt milyen algoritmusokon keresztiil értelmezziik,
vagy hogy egyaltaldn milyen témateriileten beliil dolgozunk. A deklarativ reprezentaciok:

1. Alkalmazasi tertilettdl fliggetleniil alkalmasak tudés tarolasara

2. Anélkiil finomithatéak / médosithatéak, hogy a rajtuk operald kovetkezteté- és tanulé-algoritmusok
modosulnanak

A grafikus modelleknek tovabbi elonye reprezentacios szempontbdl, hogy jé az interpretalhatdsaguk.
Ez azt jelenti, hogy ha egy a témateriileten jartas ember ranéz egy grafikus modellre, sokszor azonnal
észreveszi, ha valami nem stimmel rajta. Ezen kiviil bizonyos kérdéseket konnyen megfogalmazhat,
pl: ,,vizsgdljuk meg, mi torténne ha ezt a valtozét vagy valdszinliséget itt igy modositandm”, vagy
éppen ,mi tortént volna, ha ezt a valtozét itt nem igy &llitottuk volna be?” (ez utébbi az un.
counterfactual eset).

Reprezentacios szemponthdl fontos végezetiil, hogy a grafikus modellek sokféle finomséagi szinten te-
szik lehetové a problémak reprezentalasidt. Ha szeretnénk, konnyedén a ,,sz0nyeg ala séporhetiink”
bizonyos benniinket nem érdeklé részleteket, igy példaul azt hogy valami kozelebbrél nem meg-
hatarozott ,varlatlan” dolog torténik.

5.1.2. Kovetkeztetési hatékonysag

Mint ahogy korabban emlitettiik, a kovetkeztetés grafikus modellek esetén azt jelenti, hogy egy tel-
jes eloszlas reprezentacidja alapjan meg szeretnénk mondani, hogy a valtozdk egy részhalmazanak
valamilyen egyiittes érték-kombindcidja milyen valdszintiséggel fordulhat eld. Az ilyen kérdések
megvalaszoldsira a grafikus modellek kifejezetten alkalmasak, mint ahogy a szakasz bevezetéjében
lathattuk.

!Bz a R. Bellman &ltal javasolt elnevezés annyit jelent, hogy bizonyos részeredmények sokszor torténé jraszamitésa
helyett a koztes eredményeket ‘okosan’ eltdrolva (angolul: memoization) kezelhetetlen szadmitdsok kezelhet6vé valnak.
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5.1.3. Illeszkedés tanulasi paradigmakhoz

Végiil fontos megemliteni, hogy a grafikus modellek gyakran hatékonyan tanulhatéak. Ilyenkor a
modellt nem szakérté hozza létre, hanem azt akér teljesen automatizdltan, akar szakérté bevonasaval
hibrid médon hozzuk létre. A modell szelekcié elmélete is kifejezetten jél alkalmazhaté grafikus
modellekre, vagyis ha van 2 vagy tobb alternativank, hatékonyan kivalaszthat6 az a modell, amelyik
az adatainkhoz bizonyos szempontbdl leginkabb illeszkedik.

5.1.4. Grafikus modellek alkalmazasi teriletel

Mivel a fent targyalt modon a grafikus modellek segitenek szétvalasztani a targyteriilet probléma-
reprezenticidjanak sajatossagait a felhasznalt kovetkezteté- és tanuldalgoritmusoktol, kifejezetten al-
kalmasak a magasszintii (szimbolikus) tudas hasznositdséra. Segitségiikkel szdmos sikeres alkalmazas
valésult meg pl. az orvosi diagnosztika, miiszaki hibaelemzés, vagy éppen a genetikai szabdlyossagok
vizsgdlatanak teriiletén. Ezen tilmenden a teriilet egyre inkdbb kezd Osszefonddédni a szubszim-
bolikus (pl. neurdlis) médszerekkel is, példdul képek szegmentédldsa és zajszlirése teriiletén, ahol
egy-egy képpont vagy képrész valamilyen sziirkeskaldju vagy szinértékkel rendelkez6 valdsziniiségi
véaltozonak tekinthetd (ilyenkor a szomszédos teriiletek erésebb kolesonhatdsban vannak egymaéssal,
mint az egymastél tavolabbra esé teriiletek, ami jél modellezheté valészintiségi hélé struktirajaban).

5.2. Grafikus modellek tipusai

Nagyvonalakban az iranyitott és iranyitatlan grafikus modelleket szokds megkiilonboztetni. Ezek
a halok mas jellegii informaciok kodolasara alkalmasak, ezért masfajta inferencia-algoritmusokat is
szokas rajuk alkalmazni.

Az iranyitott grafikus modellek neviikkbdl adéddan irdnyitott éleket tartalmaznak, melyeknek van
forras- és célcsomépontjuk. Egy ilyen él azt hivatott reprezentdlni, hogy a forras- és célcsomopont
kozott ok-okozati Osszefiiggés lehetséges. Ez a feltételes modbeli megfogalmazas fontos: pusztan egy
él megléte nem feltétleniil jelenti azt, hogy az a konkrét eloszlas amelyet a hilé modellez valéban
olyan is, hogy a célcsomépontbeli érték fiigg a forrascsomopontbeli értéktol. Ezért majd latni fogjuk,
hogy ezek a halék nem is annyira az ok-okozati Osszefliggések reprezentaldsra alkalmasak, hanem
sokkal inkabb a feltételes fiiggetlenségek reprezentdlasara, melyek bizonyos szabalyok betartasaval
kiolvashatoéak beldliik.

Irdnyitott grafikus modellre egy példat mutat a 5.1. abra bal oldala. A modell azt mutatja be,
milyen okok vezethetnek arra, hogy valakinek a hazdban, illetve a szomszédja hazaban megszdlal
a riasztd, és ezen keresztill hogy mikor érdemes az illetének értesitenie a rendorséget. Az abra
jol szemlélteti, hogy egy betorés az illeto riasztéjanak megszoélalasat okozhatja, mig egy foldrengés
mindkét riasztéd megszolalasat okozhatja. Tovabba kihatassal lehet arra, hogy az illet6 végiil kihivja-e
a renddroket vagy sem, hogy megszolalt-e a riasztdja (pozitiv értelemben), illetve hogy a szomszéd
riasztdja megszdlalt-e (negativ értelemben). Természetesen olyan is eléfordulhat, hogy a betorék
egyre iigyesebbek és mar elére meg tudjak hekkelni a riasztérendszert, vagy hogy az illeté minden
apro zajra kihivja a rendorséget, ilyenkor az élek mentén nem feltétleniil figyelheté meg ok-okozati
Osszefiiggés. A f6 hangsuly azonban azon van, hogy ez is egy modell, amit a megfigyelések vagy
megerdsitenek, vagy nem (ez utébbi esetben a modellt célszer(i boviteni, pl. ,,a betord ligyes,, illetve
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Ponyvaregény Bridget’.'Jones
napléja
be't ores foldrengés
nalam
Star Wars Mtrix
riasztod riaszto a
nalam szomszédnal
Amelie csodalatos
élete
A Keresztapa
hivni kell a \
renddrseéget A John Malkovich
/ menet

Cabiria éjszakai
5.1. dbra. Példa irdnyitott és irdnyitatlan grafikus modellre.

»az illetd zsémbes Oregasszony” cimii valtozdk felvételével). Egy ilyen modellen miikodé kovetkeztetd-
algoritmus megmondhatna példaul, hogy ha pusztan annyit tudunk hogy valakinek megszdlalt a
riasztdja, mekkora valdszinliséggel fogja kihivni a rendérdket; vagy, hogy ha nem vagyunk otthon
és értesiiliink hogy megszolalt a riaszténk, majd felhivjuk a szomszédunkat hogy nédla megszdlalt-e
a riasztd, akkor a kapott valasz fuggvényében hogyan érdemes cselekedniink. Tanulds esetén pedig
automatizaltan vagy félig automatizaltan finomitanank a modellt.

Az iranyitatlan grafikus modellek neviikb6l adédéan irany nélkiili (vagy kétirdnyt, ami ezzel
ekvivalens) éleket tartalmaznak. Egy ilyen él azt hivatatott reprezentalni, hogy az altala 6sszeko6tott
csomépontok értékei egylitt szoktak valtozni, vagyis valamilyen erGsségli pozitiv vagy negativ kor-
relacio 1étezik kozottiikk. Egy ilyen grafikus modell reprezenticios képessége merében maés, mint az
irdnyitott grafikus modelleké: hogy a kauzacié és a korreldcié mennyire mast jelentenek, azt jol
szemlélteti Tyler Vigen humoros oldala ( http://tylervigen.com/spurious-correlations ). Egy példa:
vajon pusztan az a tény, hogy nyaron tobb a vizbe fulladdsos baleset, mint télen, és hogy ugyanigy
nyaron tobb fagylaltot esznek az emberek, mint télen jelentheti-e azt, hogy a fagylaltevés vizbe ful-
ladésos halalt okozhat? Nem, a ketté kozott nincs Osszefiiggés: ehelyett azt mondhatjuk, hogy 1étezik
egy koz0Os rejtett tényezd, vagyis az évszak, ami dontéen befolydsolja azt is, hogy sok fagylalt fogy,
és azt is, hogy megné a vizbe fulladasos balesetek szama. Altalénosséugban amikor két valtozé (X
és Xo) kozott korrelaciét fedeziink fel, annak tobb oka is lehetséges:

e X; magdval vonja (okozza) Xo-6t
e X, magdval vonja (okozza) Xi-et

o Létezik egy rejtett X3 tényezd, amely egyilittesen magdaval vonja Xi-et és Xo-0t is
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e (Csak a véletlen miive, hogy korrelaciot figyeltiink meg és az is elképzelhetd, hogy tjabb mérések
azt nem tamasztandk ala

Irényitatlan grafikus modellre egy példat mutat a 5.1. dbra jobb oldala. A modell egy Moricka-
példa arra vonatkozodan, milyen adatbazisokat haszndlhat pl. a Netflix vagy hasonlé filmekre vo-
natkozé ajanlérendszer. Az élek ebben a grafban azt mutatjak be, mennyire jelentheté ki hogy egy
tetszéleges felhasznald esetében két film szeretete vagy nem szeretete mennyire mozoghat egyiitt
vagy ellentétesen. A példa alapjan gy tiinhet, hogy példdul akik a Star Warst szeretik (vagy nem)
azok gyakran a Matrixot is szeretik (vagy nem); illetve az is hogy aki a Cabiria éjszakdihoz hasonlé
miivészfilmek kedvelGje, esetleg elitélheti a Bridget Jones napléja tipusu filmek altal kindlt konnyed
szérakozast (ilyen negativ korrelacié esetén haszndlhatunk majd negativ éleket). Ami lényeges,
hogy ez a modell is egyfajta tapasztalati tudast ir le, csak nem ok-okozati Osszefiiggésekkel mint
a korabbi irdnyitott modell, hanem gyengébb korrelacids Osszefiiggéseken keresztiil. Ezzel egyiitt
persze az irdnyitatlan modellekre is 1éteznek (masfajta) kovetkezteté- és tanuldalgoritmusok, melyek
segitségével hézagos informacidk alapjan megallapithatndank, hogy egy felhasznalénak melyik filmet
ajanljuk leginkabb, vagy sok visszajelzés alapjan automatizaltan is finomithatnank a modellt.

5.3. Bayes hiedelemhalék

Bayes-hiedelemhdlé (vagy rovidebben: Bayes-hdlé) minden olyan felbontédsa egy p valdsziniségi el-
oszlasnak, melynek alakja:

D
p(a,...,ap) = | | pladpatea)) (5.4)
d=1

ahol pa(x) az x véltozé szildvdltozdit (parents) jelenti. Lathat6, hogy a definicié szerint a felbontas
olyan szorzatként kell, hogy kifejezhet6 legyen, amelyben:

e pont annyi tényezd van, ahdny valészinliségi valtozd
e mindegyik tényez6 mas és mas valtozordl szol

e mindegyik tényez6 egy feltételes valdszintliség, mely feltételében az adott valtozé sziilévaltozoi
talalhatoak

A | szilévaltozd” elnevezés nem véletlen, ugyanis ez a leirds egy-az-egyben megfeleltethetd egy
irdnyftott grafnak, melyben D kiilénbozé csomépont szerepel és mindegyik x4 csomépontba azon
pa(xy) csomépontokbdl érkeznek élek, amelyek az x4-hez tartozd tényezé feltételében szerepelnek.

Fontos l4tni, hogy a lancszabdly segitségével minden teljes eloszlds felbonthaté igy. Ehhez annyit
kell tenniink, hogy a valtozdkat valamilyen sorrendben kiemeljiik és a maradék (még nem kiemelt)
véltozét tekintjiik az adott valtozé sziilévéltozdinak. Vagyis barmely m = (w1, 72, ... 7p) sorrendezés
esetén:
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5.2. dbra. Kétféle Bayes-hdls teljes eloszlds lancszabaly itjan torténd nafv felbontdsa alapjan.

p(1, .., 2D) = P(@ny |Trgs o ooy T )D( Ty ooy Trpy) =
= D(Tn) [Trgs o ooy T )D( Ty [Ty oy Ty )P (T e ooy Trpy) =
= ... (5-5)
D
= Hp(xﬂ'd|xﬂ'd+1’ o Trp)
d=1

Ekkor alapesetben a 5.2 abran lathaté irdanyitott modellt kapjuk. Lathaté azonban, hogy a 7 sor-
rendezéstdl fliggben mas lesz a valtozok viszonya is. Ez egyrészt azért lényeges, mert az dbra bal
oldaldn szereplé haléban ugy tekintjiik, hogy az xp valtozénak jut primér szerep és annak értéke
befolyasolja a tobbit, mig a jobb oldali haléban az x4 valtozdénak jut ugyanez a szerep, mig xp a tobbi
valtozo6 allapotdnak kovetkeztében kap(hat) értéket (dltaldban). Eléfordulhat tudjuk, hogy egy-egy
tényezében ,karcsusitani” tudjuk a feltételben levé valtozdk szamossagat, hiszen mint ahogy a be-
vezetOben lathattuk, lehetnek olyan valtozok, amik bizonyos méas valtozdk ismeretében feltételesen
fliggetlenek. Ahhoz viszont, hogy a tényezOket a lehetd leginkabb karcsisitani tudjuk, lényeges szem-
pont hogy a kezdeti 7 sorrendezés optimalis legyen.

Ha pl. tudjuk is, hogy x4 feltételesen fliggetlen xo értékétdl x; ismeretében, a 5.2 abra bal oldali
héaléjaban ezt nem tudjuk kihaszndlni, hiszen nincsen olyan tényezé a felbontasban, amely x4-r6l
(vagy xo-16l) szélna és a feltételében szerepelne xo (vagy x4) és x1 is. A jobb oldali haléban ezzel
szemben létezik egy p(za|z1,...,x4) tényezd, melynek feltételébdl x4 tehét kihizhato.

Ezek az egyszeriisitések azért 1ényegesek, mert késSbb a szamitésokat megkonnyitik. Altalanossdgban
azonban minden lehetséges sorrendezés végigprébalasa nélkiil eldonthetetlen kérdés, hogy melyik
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j6 a piac ugyes ingatlanos

m . B 5 j6 kapcsolatai
sok lakast eladtam” — > sok lakast eladott vl

l |

magas beosztasu

6 referenciak .
munkatars

5.3. dbra. Példa érvelési tipusok szemléltetéséhez.

sorrendezés az optimélis; ezért fontos a szakért6i tudas, amely alapjan megmondhatjuk hogy melyek
azok az elsodleges valtozok amelyek a tobbire primér moédon kihatnak.

5.3.1. Ervelés tipusai hiedelemhalékban

Ezt a kérdést igyeksziink példan keresztiil megvélaszolni. Tegylik fel, hogy szeretnénk eladni a
lakasunkat, ehhez pedig célszeri iigyes ingatlankozvetitot valasztani. Azonban ahogy a 5.3. dbra
is mutatja, ebben a kérdésben kozvetleniil nehezen tudunk dontést hozni. Segitségiinkre szolgal
azonban, hogy hallhatjuk az ingatlanos bemutatkozasat, lathatjuk az ingatlanos ajanlasait, valamint
a cégen beliili beosztdsat. Ekkor az aldbbiak szerint haromféle érvelési tipust kiilonboztethetiink meg.

Kauzalis (okok alapjan torténd) érvelés

Tegyiik fel, hogy az ingatlanos azt mondja magardl, hogy amiéta a bizniszben utazik, rengeteg lakast
adott el. Ezt vagy elhissziik, vagy nem, mindenesetre a modelliink szerint (5.3. dbra) mutat él az
ingatlanos nyilatkozatatol a ,,sok lakast eladott” nevl véltozéba. Ez azt jelenti, hogy a nyilatkozata
mindenképpen befolydsolja abba vetett hitiinket, hogy sok (vagy éppen kevés, ha nem nyilatkozik
ilyet) ingatlant adott el.

Ezt a fajta, okok feldl okozatok felé torténd érvelést értelemszertien kauzalis érvelésnek nevezziik.

Evidencidlis (okozatok alapjian torténd) érvelés

Tegyiik fel, hogy az ingatlanos ezek utan mutat egy weboldalt, ahol legalabb 15 referencia talalhato a
legkiilonboz6bb hatteri tigyfelekrdl, melyekben az ingatlanos munkéjaval kapcsolatos elégedettségiiknek
adnak hangot. Ez egyfajta bizonyiték arra vonatkozéan, hogy az ingatlanos tényleg jol végzi a dolgot.
Lathatjuk, hogy ennek megfeleléen a modellben talalhato él a ,,sok lakast eladott” és ,,jé referenciai
vannak” valtozok kozott. Persze ez az él a korabbi fel6l az utébbi felé mutat, és nem forditva, de ez
érveléskor nem jelent problémat, a jé referencidk egyfajta bizonyitékként szolgalnak, tehat a hatdsok
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irdnya az éleken forditott irdnyba is terjedhet. Ez a bizonyiték tehat azt eredményezi, hogy akkor
is jobban hisziink benne, hogy az ingatlanos sok lakast eladott, ha az adott szava nem is teljesen
gy6zOtt meg benniinket.

Ezt a fajta, okozatok fel6l okok felé torténé érvelést evidencidlis érvelésnek nevezziik.

Interkauzalis (okok kozotti) érvelés

Van azonban egy probléma. Taldlkozunk tobb ismerdssel, akiktol megtudjuk, hogy az elmult két
évben nagyon porgott az ingatlanpiac, és boldog-boldogtalan lakast vasarolt. Hogyan valtoztatja ez
meg az ingatlanosrol alkotott képiinket? Természetesen nem tagadhatd, hogy szakmailag eredményes
emberrdl van sz, ugyanakkor némiképpen arnyalhatja a képet, ha megtudjuk hogy esetleg konnyti
dolga is volt. Ahogy a modellben lathatd, az ingatlanos nyilatkozatat tikrozé valtozd, valamint a
,,s0k lakast eladott” nevii valtozdé felé fentebbi irdnybol két él is érkezik: egyrészt a ,,jé a piac” feliratt
valtozotdl, méasrészt az ,ligyes ingatlanos” feliratu valtozétdl. Minket ez utébbi valtozo valdszintisége
érdekel (méar csak azért is, mert ha most rosszabb a piac mint az elmilt idészakban volt, akkor ez
létfontossagu informadcié), azonban a példa alapjan is lathat6, hogy a két ok fenndlldsa egymasra is
tud hatni.

Ezt kovetéen tegyiik fel hogy ujabb Gsszefiiggésre deriil fény: némi kutakodds utan rajoviink, hogy
az ingatlanos vezetékneve kotojeles, és a kotGjel utdn ugyanaz a név szerepel, mint ami a cég tulajdo-
nosanak neve. A cégvezér lanyat vette el feleségiil! Ezek utdn a ,,jé kapcsolatai vannak” nevil valtozo
valoszinilisége megno és kevéssé lepddiink meg azon, hogy magas beosztdasban dolgozik a cégnél. Vi-
szont ez ugyszolvan ki is magyarazza a ,sok ingatlant eladott” nevili valtozdét: nem volt feltétleniil
sziikség arra, hogy sok ingatlant eladjon ahhoz, hogy jé pozicidba keriiljon.

Ezt a fajta okok kozotti érvelést interkauzalis érvelésnek vagy maés széval kimagyarazasnak
nevezzilk. Fontos, hogy ezt a fajta érvelést csak az okozat megfigyelését kovetGen alkalmazhatjuk.
Példaul ha nem tudunk semmit arrdl, hogy az ingatlanos sok vagy kevés ingatlat adott el, akkor
éppenséggel fliggetlen annak a valdszintisége hogy jé a piac attdl, hogy az adott ingatlanos tigyes-e.
Hogy megértsiik, miért van ez igy, képzeljiik el hogy jé meg rossz piaci viszonyok kozott taldlkozunk
egy random ingatlanossal. A két esetben annak a valdsziniisége, hogy az ingatlanos inherensen iigyes,
nem lehet mas, hiszen random médon vélasztottuk ki az 0sszes ingatlanos koziil, a piaci viszonyok
pedig sem a valasztasunkra, sem pedig az ingatlanos képességeire vonatkozdan nincs hatéssal.

5.3.2. Mit fejeznek ki a Bayes-halok?

Hogy mit fejez ki egy Bayes-halo, azt az in. Bayes-halo feltételezés mondja ki: minden vdltozo
feltételesen fiiggetlen a beldle nem leszdrmazo valtozoktol, ha adottak a szilei. Ez az allitds min-
denesetre igaz, de segitségével nehezen lehet fiiggetlenségi viszonyokrol altalanossagban érvelni. Mi
torténik példaul akkor, ha olyan valtozok kozotti viszonyokra vagyunk kivancsiak, amelyek egymésbol
szarmaznak?

Noha a Bayes-feltételezésrol fontos tudni, éppen a felmerilé kérdés miatt célszerii altalanosabban a
fentebb ismertetett érvelési fajtakbdl kiindulni. Lathattuk, hogy a hatasok élek mentén és élekkel
ellentétes iranyba is terjedhetnek. Mi sziikség van akkor iranyitott élekre?
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A kérdésre az interkauzalis érvelés ad valaszt, illetve a kimagyarazas jelenségén keresztiil szdmunkra
nyilvanvalova lett tény, miszerint nem mindegy hogy egy valtozé értékét megfigyeljiik, vagy sem.
Amikor két valtozé kozott lehetséges hatdsokat keresiink, akkor olyan irdnyitatlan utakat keresiink
kozottiik, melyeken a hatas terjedni tud. De vegylik észre, hogy pont forditott esetben tud a hatas
tovaterjedni, amikor un. ,V-alakzatokkal” (A — B < C formdji alakzatokkal) taldlkozunk, mint
amikor nem.Ez azt jelenti, hogy:

e A — B — (C alkazat esetében B véltozd megfigyelésével A és C filiggetlenek lesznek egymastol,
hiszen C valdszintliségének megallapitdsat A értéke kozvetlentil mar nem befolyasolja (elég hogy
B-t ismerem); és forditva;

e A — B« (C alakzat esetében ellenben B véltoz6 megfigyelésével a kordbban fiiggetlen A és C
valtozok viszont méar nem lesznek egymastdl fiiggetlenek

A példéanal maradva, ha nem figyeljiikk meg, hogy az ingatlanos sok ingatlant adott-e el, akkor fligget-
len marad egymastol, hogy mennyire j6 a piac, és hogy 6 mennyire tigyes. A hatas ezen az Gtvonalon
csak akkor tud terjedni, ha megfigyeljik a kozos okozatot. Illetdleg még akkor is, ha az okozat vala-
mely leszarmazottjat, vagy éppen egyéb sziil6jét megfigyeljiik! Ilyenkor ugyanis attételesen tudunk
vele kapcsolatos kovetkeztetésre jutni, az evidencialis és kauzdlis kovetkeztetési moédokon keresztiil!

Ezzel szemben ha harom valtozé A, B és C kozott A — B — C vagy A < B — C irdnyba mennek
élek, az semmi ilyesmit nem jelent, hanem inkdbb azt, hogy A és C fiiggetlenek B ismeretében.

Osszességében: Bayes-hdldkban egy valdszintiségi vdltozok kozétti wtvonal aktiv, ha a rajta szerepld
dsszes (A — B < C alaki) ,V-alakzat” aktivdlva van, €s a rajta szerepld dsszes tobbi vdltozd értékét
nem figyeljik meg. Eqy ,V-alakzat” akkor van aktivdlva, ha a kézépen levd (B) valdsziniiségi valtozo,
vagy annak valamely egyéb, az utvonalon nem szerepld szildjének vagy leszarmazottjanak értékét
megfigyeljik. Azt mondjuk, hogy B vdltozd-halmaz d-szepardlja az A és C vdltozéhalmazokat, ha B
megfigyelését kévetben nem létezik aktiv ut A és C kozott.

Fontos, hogy a d-szeparacié tulajdonképpen a klasszikus értelemben vett feltételes fiiggetlenséget
jelenti.

D-szeparacié megéllapitasa moralizaciés algoritmussal

Altaldnos esetben nehéz ranézésre megmondani, hogy két valtozé-halmaz egy harmadik ismeretében
d-szeparacioban all-e. Ez egyrészt azért igaz, mert az aktiv utak irdnyitatlanok ezért nem feltétleniil
kell, hogy a Bayes-hdlé élei az ut irdnyaba mutassanak; masrészt pedig azért, mert az a 5 halmazbeli
csomopont, amely egy utat aktivva tesz, valamely uton 1évé csomoépont barmely tavoli leszarmazottja
is lehet. Ezt szemlélteti a 5.4. abra fels6 sora, ahol az a és b esetekben a z6ld és sarga csomépontok
ugyanugy fliggd viszonyban vannak a fekete csomopont ismeretében, illetve ahol az is latszik, hogy d
esetben mindez nem valtozik, fliggetlentil attol hogy a fekete csomépontot érinté él iranya megfordult.
Létezik azonban egy négylépéses algoritmus, ami konnyedén alkalmazhatd, és amelyet az dbraban is
felhasznalunk a fliggéségek / fliggetlenségek megitélésére:

1. Oshalé megkonstrudlasa: az 0sszes olyan csomdpontot a beléjiikk mend és beldliik indulé élekkel
egyltt toroljik a halébdl, amelyek nem tartoznak az A, B vagy C halmazokba és nem Gsiik
valamely ezen halmazokba tartozd véaltozénak.
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5.4. dbra. Példak d-szeparicié alapt fiiggetlenségre moralizacids algoritmus alkalmazésival. A d-szeparécié
eredeti definiciéjabdl kiindulva is latszik, hogy az a, ¢ és d esetekben a zold és sarga csomoépontok kozott
egyetlen ut létezik, melyet a fekete csomépont aktivvd tesz. A c esetben azonban hidba van rajta a két
csomépont kozotti utvonalon fekete csomdpont, ugyanis nincsen a fekete csomépontnak az itvonal mentén
legalabb két sziilGje, tehat nem V-alakzatban helyezkedik el ezért a megfigyelése éppen hogy Ossszefiiggévé
teszi a szomszédait.
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5.5. abra. Szdmszerti élda kimagyardzds szemléltetéséhez.

2. Moralizacié: azokat a csomépontokat, melyeknek van kozos gyermeke de nincsen kozottiik él,
osszekotjiik egy irdnyitatlan éllel

3. Diszorientacio: minden fennmaradt élnek toroljiik az irdanyat.

4. Adottak torlése: éleikkel egytitt toroljiik azon csomépontokat a grafbél, melyek a B halmazban
levo véltozékhoz tartoznak

Ezt kovetéen ha maradt irdnyitott 1t az A halmazbeli és a C halmazbeli csomdépontok kézott, akkor
feltételesen fliggetlenek a B-beli csomépontoktdl.

5.3.3. Példa szamolassal

Klasszikus szdmoldsos példat mutatunk be, a 5.5 dbra szerint. Tegytik fel, hogy Jézsi a munkahelyén
értesiil réla, hogy megszdlalt a riasztdja (J = 1). Nem tudja, hogy betorés volt ndla (B = 17), vagy
csak foldrengés okozta (F' = 17)...ezért aggbdva felhivja Kareszt, aki azt mondja, ndla is megszolalt
ariaszté (K = 1). Ezek utdn J6zsi megnyugszik: a foldrengés (vagy barmilyen k6z6s ok ami mindkét
riaszté megszolalasat okozhatja) kimagyardzza a betorés lehetéségét. Més széval: ahhoz, hogy Jézsi
megmagyarazza, miért szélalt meg a riasztéja, mar nincs sziiksége arra, hogy betorést feltételezzen.

Hogy néz ez ki formélisan? Az aldbbi felbontdst érdemes haszndlni (az ok-okozati viszonyok miatt
igy logikus, azonban természetesen grafikusan egyszeriibb elindulni, ahogy a 5.5 dbran tettiik):

p(F,B,K,J)=p(J|K,F,B)p(K,F,B) =
(JIK, F, B)p(K|F, B)p(F|B)p(B) = (5.6)
(JIF, B)p(K|F)p(F)p(B)

I
=
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A végén egyrészt kideriilt, hogy Jézsi riasztdja nem fiigg Karesz riasztéjanak megszélaldsatol ha
mar F valtozét ismerjiik, vagyis tudjuk hogy volt-e foldrengés vagy sem (ez azért fontos, mert
természetesen a két riaszto Gssze is fligghet, ha mindkett6ét foldrengés okozza, de ha mar tudjuk hogy
volt-e foldrengés vagy sem, egymdastol fiiggetleniil valaszolhatunk arra a két kérdésre, hogy egyik
vagy masik riaszté megszdlaldsanak mi a valésziniisége). Nem pont ugyanigy de hasonlé médon a
foldrengés (F) is fliggetlen a betoréstol (B) a tekinteben, hogy a vildgrdl alkotott ismereteink szerint
az utébbi nem okozhatja a korabbit; ahogy Karesz riasztéjanak megszélalasa (K) sem fligghet attol,
hogy Jézsihoz betortek-e (B). Ezt a hdrom tényt felhasznédlva jutunk el a felbontéds végsé formdjahoz,
vagyis a 5.5. dbrahoz.

Ha most val6szintiségekkel szeretnénk dolgozni, minden csoméponthoz meg kell adnunk, hogy a ben-
ne levo valtozo értékeinek mi a valdszinlisége a sziilovaltozdk kiilonbozé értékkombindcidi esetén.
Lathato, hogy ehhez a felbontasnak koszonhetoen 15 helyett 8 értéket kell csak megadnunk. Ezt
kovetben, ha arra vagyunk kivancsiak, mi a valészintisége annak hogy Jézsihoz betortek, ha megszdélalt
a riasztdja, azt kapjuk hogy:

p(J|F, B)p(K|F)p(F)p(B)

_p(B,J)  KF _
B = = S p(IIE. By (KIE)p(F)p(B)
K,F\B
p(B) > p(J|F, B)p(F) > p(K|F)
- r K = (5.7)
p(J|F, B)p(F)p(B) > p(K|F)
F.B K

p(B) ;p(J!F, B)p(F)

p(J|F, B)p(F)p(B)
F.B

Itt azt hasznaltuk ki, hogy a szummak atrendezhet6ek annak fliggvényében, hogy mely tényezdk fligg-
nek a futé paramétertél és melyek nem. A végén a K értékei folott Osszegzett feltételes valdszintliség
Ossze biztosan 1, hiszen valdszintiség.

Ha a szamlalét B = 1-re és B = O-ra is kiszamitjuk, a nevez6t nem kell kiszamitanunk hiszen a kett6
eredmény Osszege 1 kell, hogy legyen (csak skaldznunk kell). Ez alapjan:

numeratory = p(B = 0) Zp(ﬂF, B =0)p(F) =
F
=9.99999 x 10" - (-107*-9.999 - 107! +-0.99 - 107) =

=9.99999 x 107" - (9.999 - 107° +9.99 - 107°) = 9.99999 x 10~ " - 1.9989 - 10~* = 1.9989 - 10*

numerator; = p(B = 1) Zp(J|F,B =1)p(F) =
F

=1075-(-0.99 - 0.0001 + -0.999 - 0.9999) =
=107%.0.99=99.10""
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Ez alapjan:

P(B=1J=1)= 9.9-1077 = 0.00495 ~ 0.5% (5.9)
- 99-107+1.99-10-4 e '

Ehhez képest, ha azt is tudjuk, hogy Karesz riasztoja megszolalt, a szamitdasok az aldbbiak szerint
modosulnak:
numeratory = Zp(J|F,B =0)p(K = 1|F)p(F)p(B=0) =

— p(B = 0) Zp = 1|F)p(J|F,B = 0)p(F) =

—0.99999 x 10~ - (o .10=%-6:999-10" +1-0.99 - 10*4> -

=9.99999 %« 1071-9.9-1074=9.9.107*

(5.10)

numerator; = Zp(J|F,B =1)p(K =1|F)p(F)p(B=1) =

=p(B=1) Zp = 1|F)p(J|F, B = 1)p(F) =

=10~ 6~(W+1~0.999'0.9999) =

=107%.099=9.9-10""
Fz alapjan pedig:
9.9-1077

PB=1J=1,K=1)= = 0.00099 ~ 0.1% (5.11)

9.9-10-74+9.9-10~4

Maésszéval a kimagyarazas jelensége otodére csokkentette annak a valdsziniiségét, hogy Joézsihoz
betortek.

5.3.4. Kovetkeztetés Bayes-halékban
Erdekes médon be lehet bizonyitani, hogy tetszdleges Bayes-hdléban valé kovetkeztetés bonyolultsaga
NP-teljes!

Ha ugyanis meg tudnank tenni, tetszéleges 3-SAT kifejezéshez konstrualhaté lenne olyan graf, mely-
ben a 3-SAT kérdés eldontése megfelelne egy olyan kérdéssel, hogy p(z,) > 07

Az se segit rajtunk, ha megengedett az approximéacié (pl. ha azt mondjuk, hogy adott tliréshataron
beliil kell csak megmondani, mennyi lesz vminek a valdszintisége)

Mégis rengeteg olyan szamunkra érdekes eset van, ahol még a pontos inferencia sem probléma. Mas
esetekben meg léteznek olyan approximéciés médszerek, amik miikodhetnek.
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Kovetkeztetés valtozo-eliminacidéval

Képzeljiink el egy A — B — C — D alaki hiedelem-halét. Tegyiik fel, hogy feladatunk P(B)
eloszlas meghatarozasa. Ekkor, mivel B csak A-tl fiigg(het):

ZP P(B|a) (5.12)

Itt az Osszes érték rendelkezésre 41l P(a)-k és P(bla)-k formajaban. Ha A valtozé k-értéki, B valtozo
pedig m-értékii, akkor adott b-hez k darab szorzast kell végezni, és k — 1 Osszegzést. Mivel m
kiilonboz6 b-érték lehet, ezért ez dsszesen m x (2k — 1) = O(k x m) a miivelet bonyolultsiga.

Tth most az a feladat, hogy P(C) eloszlast meghatarozzuk! Ehhez:

Z P(b)P(C|b) (5.13)

Itt az Osszes P(c|b) érték rendelkezésre all. P(b)-t kozvetlenill nem ismerjiik ugyan, de az elébb
kiszamoltuk! Vegylik észre, hogy a hélé strukturdja elengedhetetlen ahhoz, hogy ez miikédjon. Ha
pl. C sziilgje lett volna A is, akkor nem lett volna elég az, hogy P(b)-ket kordbban kiszamoltuk.
Vegyiik észre azt is, hogy egy eloszlds kiszdmitasakor nem egy szamot, hanem egy egész eloszlast
szamitunk ki. Ez fontos!

Altalénosszigban, ha van egy X1,..., X, lancunk, és mindegyik valtozd lehetséges értékeinek szdma
k, akkor:

2+1 ZP xz Hl\wi) (5.14)

kiszamitdsa O(k?) bonyolultsdgi. Mivel n véltozé van, ez dsszesen O(nk?). Ezzel szemben, ha a
teljes eloszlast akartuk volna kifejezni — és abbdl elvégezni a kovetkeztetést — akkor k™ kiilonbozo
valtozékombinacidohoz kellett volna valdszintiséget legenerdlni.

Nézziink egy példat altalanos jelolésmoddal. Tth célunk a Job véltozd valésziniiségének meghatarozasa
(P(J)). A graf szerint a teljes valésziniiséget kifejezetjiik:

P(C,D,I,G,S,L,J,H) =P(C)P(D|C)P(I)P(G|I, D)P(S|I)

P(L|G)P(J|L,S)P(H|G,.J) (5.15)

Ezt a képletet un. faktoros tényezékre bonthatjuk. A faktorok azt fejezik ki, hogy melyik tagban
melyik valtozordl beszéliink, és hogy melyik tag Gsszességében mely valtozoktdl fiigg:

P(C,D,1,G,S,L,J,H) =P(C)P(D|C)P(I)P(G|I,D)P(S|I)
P(LIG)P(J|L,S)P(H|G, J)
=0c(C)2p(D,C)21(I)2G(G, I, D)®s(S,I)
&, (L,G);(J,L,S)0y(H,G,J)

(5.16)
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5.6. abra. Példa kovetkeztetésre (az dbra és a példa is a [4] konyvbél szdrmazik).

Ha egy véltozét elimindlunk, az 6sszes olyan tagot 0ssze kell gyiijteni, ahol a paraméterekben szerepel
az adott valtozd. Pl. C-t igy eliminalhatjuk:

\1’1(07 D) = <I>C(C’) ) q)D(DaC)
7_1<D) _ Z\Ill (5.17)

C
Ugyanigy folytathatjuk. D eliminaldsa (®p(D, C)-t mar elimindltuk, de van helyette 71 (D) ami meg
fiigg D-t6l):

Uy(G,I,D) = ®c(G,1,D) - m(D)
7(G, 1) =) Wy(G,I,D) (5.18)
D

I elimindldsa:

\P3(G7Ias) = <I>I(I) '(I)S(S’I) 'TZ(GaI)

73(G,8) =Y Ws3(G,1,5) (5.19)
I

H eliminalésa:

Vy(G,J,H) = oy (H,G,J)
(G, J) =) V4G, J H) (5.20)
H
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G elimindlédsa:

Us(G, J, L, 8) = 14(G, J) - 13(G, S) - b1.(L, G)
5(J,L, ) prg) ,J,L,S) (5.21)

S elimin&lasa:

W(J, L, S) = 75(J, L, S) - ®5(J, L, S)
L)=% W4/, L,5) (5.22)
S

L elimindldsa:

U (J,L) =716(J, L)
L

Ennek eredményeképpen megkapjuk J valdszintiségét. A valtozok persze tetszbleges sorrendben
elimindlhatéak, de nem mindig ugyanannyi a koltség!

Kérdés: mi a faktorok jelentése? Sokszor ugy néznek ki, mint egy véltozéra (vagy véltozéhalmazra)
vonatkozé marginalizalt valosziniiségek.

Példdul amikor C-t elimindljuk, 7p (D) tulajdonképpen D valdszintisége

Jé tudni, hogy ez nincs mindig igy. Példaul ha adva van egy ilyen Bayes halo:

P(X,A,B,C)=P(X)-P(A|X)-P(B|A)- P(C|B,X) (5.24)
és eliminaljuk X-et, azt kapjuk, hogy:

7(A,B,C) =Y P(X)  P(A|X)  P(C|B, X) (5.25)
X

Ez pedig semmilyen valdsziniiségnek nem felel meg.
7(A,B,C) = ZP P(A|X) - P(C|B, X) (5.26)

B nem szerepel egyik tag bal oldaldn sem, ezért nem is lehetne olyan valészintiség, amiben B benne
van bal oldalon. Ugy tiinhet, mintha P(A, C|B)-rél lenne sz6, de nem. Ehhez az kellene, hogy A
fiiggetlen legyen B-t8l! (csak akkor lehetne a fenti jobb oldali felbontés igaz... vagyis, ha bal helyett
jobb):
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5.7. dbra. Tényez8k szemantikdja (az dbra és a példa is a [4] konyvbél szdrmazik).

P(X,A,B,C) = P(X)  P(A|IX)- P(C|B, X) (5.27)

Mi torténik, ha néhany valtozot megfigyeliink, és ugy szeretnénk kovetkeztetni? Tth latjuk, hogy
adott hallgatoé intelligens, de nem boldog. Ekkor mi a valdszinlisége annak, hogy jé dllasa van? Ehhez
elég P(J,i = 1,h = 0) valésziniiséget kiszamitanunk. Mivel a kovetkez& képletben:

(5.28)

a nevezo konstans J-ben, ezért a nevezot nem kell kiszdmitani! Elég, ha csak a végén normalizaljuk
az Osszes valoszinliséget, hogy 1 legyen az Gsszegiik. A teljes valdszinliséget pedig ugy kapjuk meg,
hogy minden véltozot eliminalunk, kivéve J-t, I-t és H-t.

Nézziik a koltséget! Tth n random véltozénk van és kezdetben m tényezénk. Bayes-haléban
egyébként pont n = m lesz mindig, mert valtozénként van egy tényez6: P(X;|pa(X;)).

Minden lépésben kivélasztunk egy X; valtozot, és minden faktort Osszeszorzunk, amelyben az a
valtozé szerepel. Ekkor megkapjuk W;-t. Ezt kovetden ,kisummazzuk” a valtozot a nagy faktorbdl,
és megkapjuk 7; faktort. Ebben és az Osszes tobbi faktorban mar nem szerepel X;. Legyen N; a
U, faktorban levé bejegyzések szama. Pl. ha az 6sszes valtozd binaris, és a faktor gy néz ki hogy
U, (A, B,C), akkor... 8 bejegyzés van. Legyen Nyqz = m?XNi.

Hény szorzast kell elvégezni?

Az m darab ®; tényez6 mindegyikével egyszer szorzunk. Ennek a koltsége legfeljebb NV;, mivel ¥;
egyetlen bejegyzéséhez ®; egyetlen bejegyzésével kell szoroznunk. Pl. itt N3 = 8, ezért 8 darab
szorzast kell elvégezni:

U3(G,1,8) = ®;(I) ®5(S,1)-72(G, 1) (5.29)

Osszesen n + m faktor lehet, amit be kell szorozni (mert nemesak ®-k, hanem 7-k is vannak). Ezért
a szorzas koltsége O((n 4+ m)Npaz)-

Osszeaddsok: minden egyes ¥ esetén egy valtozét elimindlunk, N; — 1 dsszeadéssal (az Osszes be-
jegyzést osszeadjuk). Ezért az osszeaddsok koltsége O(nNoyaz)
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A koltség 6sszesen O(mNpqz).
Npaz azonban exponencidlis is lehet a valtozok szamaban!

Léatszik, hogy minden azon mulik, hogy a koztes ¥; tagokban hény valtoz6 van. Ha sok, az rossz.
Ez pedig az elimindlas sorrendjétol fiigg.

Sajnos az is NP-teljes probléma, hogy eldontsiik, mi a jé sorrend a valtozdk elimindldsara. Léteznek
azonban heurisztikédk.

Pl. ha par valtozét mar elimindltunk, célszerli azokkal folytatni, amelyek szomszédjai kozott a legtobb
elimindlt valtozé van. Miért? Mert az elimindlt valtozé mar nem lesz a bejegyzésben!
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6. fejezet

Energia alapt modellek — A mély
tanulas kezdetei

A mély tanulds napjainkban a gépi tanulds (és dltaldban véve a mesterséges intelligencia) egyik, ha
nem a legsikeresebb dgdnak szamit. Ennek az agnak a kialakuldsa azonban nem volt trividlis, még
ha a jovébeni hatékonysagat illetden végig szilard intuicidk is kisérték a fejlodését.

Ebben a fejezetben a mély tanulds megvaldsitasanak igényét a nem feliigyelt tanulds irdnyabdl
vezetjiik le. Ezt kovetoen attekintiink néhdny alapveté modellt, amelyek létrejotte és elméleti-
gyakorlati fejlédése a mély tanulds korai fazisara jelentos mértékben hatott. Jollehet a tudoméany
mai dlldsa szerint az Gjabb mddszerek és modellek (pl. a rezidudlis kapcsolatok, vagy a transformer
halék hasznalata) feliilirta ezeknek a korai modelleknek a szerepét, kiindulépontként mindenképpen
érdemes ezekkel a korabbi modellekkel is megismerkedni.

6.1. Miért kisérleteznek hosszu ideje a mély tanulassal?

Miel6tt a mély tanulds mikéntjének jobban utana néznénk, fontos arrdl is szot ejteni, hogy pontosan
mit jelent ez a fogalom, és miért kezdtek el egyaltalan a kutaték a mély tanulassal foglalkozni.

A tobbrégetli mesterséges neuralis haldok egyik alapelve, hogy minden rejtett réteg egy ,,elosztott rep-
rezentacionak” felel meg. Fontos felismerés, hogy a rejtett rétegek elemei nem kolcsénosen kizardak
(egyszerre tobb is lehet aktiv), ezért mindegyik elem egy kiilon feature-t jelenthet, amelyek adott
bemenet hatdsara nem kizardlagosan vannak jelen.

Ez a fajta szubszimbolikus miikédés tobb szempontbdl is nagyon vonzé mar régéta a kutatok és a
mesterséges intelligencia rendszereket fejleszték szaméra.

Az intuicié egyrészt az, hogy az emberi agy miikédése is hasonlé médon sok rétegbdl tevodik Gssze,
ha példdul az LGN, V1, V2, V4, PIT és AIT agyteriiletek kozotti kapcsolatokat nézziik.

Ennél azonban méginkabb kézzel foghatd az a felismerés, hogy bizonyos fiiggvényeket sokkal nagyobb
hatékonysaggal tudunk reprezentdlni, ha nemcsak egy reprezenticiés réteget hasznalhatunk.
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Fentiek miatt régdéta cél, hogy minél tobb rétegbol allé mesterséges neuralis haldkat épitsenek, és
hogy ezeknek a rétegei tovabba automatikusan tanuljak meg a felhasznalt reprezentécidkat az adatok
alapjan (ne kelljen a sulyokat kézzel beéllitani, ami ma mar teljesen vildgos, hogy nem optimalis). A
sok rétegbol 4ll6 halokat mély haloknak, ezek tanulasat pedig mély tanuldsnak nevezziik.

6.2. Nem feliigyelt tanulas neuralis halékban

A nem feliigyelt tanulds jellemzéje, hogy csak az x(™) tanitémintdkat hasznaljuk, cimkék nincsenek.
Célunk ekkor a jelent6séggel bird feature-ck automatikus kinyerése, annak kihasznélasa mellett, hogy
rengeteg cimkézetlen adat all rendelkezésre (jéval t6bb, mint a feliigyelt tanulds esetében).

A {6 kérdés azonban, hogy nem feliigyelt tanulds esetén mi alapjan tanulhatunk egyéltalan, milyen
,koltséget” kellene, hogy minimalizdljunk? Itt megjegyezziik, hogy a koltség ez esetben csak a
bemeneti adatoktdl fiigghet!

Az alapétlet, hogy a kovetkezd regularizalé tagot hasznaljuk: —log p(x(™). Ez azt eredményezi,
hogy egy olyan modellt tanulunk meg, amely az adathalmaz elemei k6zott a gyakrabban szerpeld
(jellemz6bb) példdkhoz tulajdonit relativan magasabb valdsziniiséget.

Ez ugyanakkor azt is jelenti, hogy 6hatatlanul generativ tanuldsrol beszélhetiink.

6.2.1. Miért generativ a nem feliigyelt tanulas?

Ha visszaemlékeziink, diszkriminativ tanulds esetén amit optimalizalunk, az a —log p(y|X) kifejezés.
Fz azt jelentette, hogy ha adott bemenetre olyan kimenetet adott a modell, amely az adathalmaz
alapjan nagyon valészinii, akkor annak a valészintisége kozel lesz 1-hez, aminek a minusz logaritmusa
alig haladja meg a 0-4t. A neurédlis hél6 ilyenkor tehdt azt tanulja meg, hogy adott bemenet esetén
milyen cimke valészinii.

Generativ tanulds esetén viszont amit optimalizdlunk, az a —log p(y,X) kifejezés. Ez azt jelenti,
hogy ha a modell a teljes eloszlast jol tanulja meg, akkor tébbszor fog olyan mintdkat , generdlni”,
amelyek valésziniisége 1-hez kozeli (és ardnyaiban kevesebbszer olyanokat, amelyeknek nem). Ezt a
kifejezést tovabb alakitva:

—log p(y,X) = —log p(y|X) p(X) = —log p(y|X) — log p(X)

Itt az utolsé tag olyan, mint egy regularizalé tag (a diszkriminativ esethez képest!). Ez a tag azt
mondja, hogy lehetéleg olyan X-eket kellene alapul venniink, amik eleve gyakoriak. Es ez a tag
ugyanaz a tag, mint amit a nem-feliigyelt tanulas koltségfiiggvényeként az el6z6 oldalon javasoltunk.

Megmutathaté, hogy ha egy modell helyes (az adatokat is olyan modell generélta, még ha nem is
pontosan azonos paraméterekkel), akkor a generativ tanulds dltaldnositds szempontjabdl jobb lesz.
Ha azonban egy modell nem helyes, az adathalmaz méretétol fiigg, hogy melyik mddszer a jobb:

e Kevés adat: generativ jobb

e Sok adat: diszkriminativ jobb
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FEzzel kapcsolatban tovabbi részletek Ng és Jordan ,,On Discriminative vs. Generative Classifiers”
c. frasadban taldlhatéak.

6.3. Boltzmann-gépek

Az egyszertliség kedvéért kezdetben hasznaljunk egyetlen rejtett réteget — egy ,lathaté” (visible) és
egy ,rejtett” (hidden réteggel rendelkez6 halét (késébb megnézziik, hozza tudunk-e adni tovabbi
rétegeket). Ez alapjdn az elsé modelliink a Boltzmann-gép (BG).

A Boltzmann-gépek parametrizicidja a Boltzmann-eloszlds szerint irhato le:

1
plx) = e 000

ahol az energia fliggvény és a 0 paraméterek:

1
EG(X’ h) = _5

0 ={U.Y,W,b,c}

xTUx — %hTYh—xTWh—bTx— c’'n

x és h vektorok pedig binarisak.

Lathatjuk, hogy a halé megadasanak modja lényegében egy un. faktoros megfogalmazasnak felel meg:

1

p(x, h) = 76—69(){,11)
(. h) = -
1 1 1
= Eea:p(ixTUx + 5hTYh +x"Wh + bx + c’h) =
_ %e%xTUx cesh"Yh  x"Wh _b"x c"h

A faktor-graf a 6.1. abran lathato.

Mivel a kitevOben negativ energia szerepel, ezért minél kisebb az energia (akdr pozitiv, akdr ne-
gativ: minél kisebb), anndl valészinlibb a konfigurdcié. Az energia a véltozok és a paraméterek
illeszkedésétol fligg. particidfliggvény pedig:

r1=1 rp=1h;=1 hpg=1

Zy = Z Z Z Z e—€o(x;h)

x1=0 zp=0h1=0 hg=0

Ezt a Zy particidfiiggvényt sajnos nagyon koltséges kiszamitani: az Osszes lehetséges érték-kombindciéra
ki kell szdmitani a halé energidjat (p(x,h)-k 6sszege ugyanis az Osszes lehetséges értékkombindciéra
kell, hogy 1 legyen).

Példaként tekintsiik a 6.2. dbran lathaté Boltzmann-gépet! Mivel a Boltzmann-gép dltaldban véve
is egy iranyitatlan graf, az élek silyai korrelacidt fejeznek ki. Ennek a Boltzmann-gépnek az allapot-
valOsziniiségei:
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U kotései
Y kotései

b1 bz bD W kotései

6.1. dbra. Boltzmann-gépek parametrizdcidja.

( ) = (1/2)e~(7970-0=0-0) — 1/7 ~ 0.12
p(0,0,1) = (1/2)e(70-0-0-02-0) 1 29/7 ~ (.14

( ) = (1/2)e”(7070-0-0-0) — 1/7 ~ 0.12

( ) = (1/2)e(70-0-0-02-0) 1 29/7 ~ 0.14

Tovabba...

p(1,0,0) = (1/2)e~(7070-0=0-01) 1 1/7 ~ 0.13
p(1,0,1) = (1/2)e~(7070-08-02-01) 3/ 7 ~ 0.35
p(1,1,0) = (1/2)e~(70+0.7/2=0-0-0) ~ (. 03/Z ~ 0
p(1,1,1) = (1/2)e~(70+0.7/2208-0.2=0.1) (0 09/ Z ~ 0.01

6.3.1. Mintavételezés Boltzmann-gépbdl

Hogyan mintavételezhetiink dltaldnossdgban egy tetszoleges valtozd értékébél (a tobbi ismeretében)?
Vegylik észre, hogy az i. sejt aktivacidja csak egy bias tényez6tol és a bemenetek sulyozott Gsszegétol
fiigg (ezt eddig is tudtuk a faktor-grafbdl)...a kimeneti eloszlas pedig definicié szerint legyen az
aktivacid logisztikus fiiggvénye szerinti:

a; = bi + E SjWjj5
J

1

Ploi =1 = 13w

101



cl=0.1 c2 =

e, -0.7 RYTN, .
1 $ E 4 }2 hidden
’..ll »* ’..ll"‘ Va rS
0.8
3 b =002 visible

vars

6.2. dbra. Példa egyszerti Boltzmann-gépre.

Ez altalanosan miikodik a latott és rejtett valtozok esetén is. Pl. rejtett valtozé esetén:

h=0..1 B

a

exp(xTWCOl_i + 0.5 Yrow—ih +¢i) -k _

Tk Y. exp(XTWoo_ilbl + 0.5 - B Y you i + hlci)
R=0..1

ak 1
kE(1+a) 1+4+a-!

A levezetésben a éppen a valtozé stlyozott aktivitasat jeloli (k pedig az attdl fiiggetlen részt). Eppen

a szigmoid-fiiggvény jon kil

6.3.2. Boltzmann-gépek tanitasa

Tanuldshoz sziikség lesz az tin. posterior eloszlasbél — azaz p(h|x(™)-bél — térténd mintavételezésre

Ha ugyanis p(h|x)-b8l tudnék mintat venni, abbdl le tudnék generdlni egy olyan x’-t, mely esetén az
e(x’, h) energia kisebb lenne (ehhez elég a szigmoid fiiggvényt hasznalni a rejtett vektor ismeretében).
Ezt kovetéen a delta-szabdly segitségével frissiteni tudndm a stlyokat olyan médon, hogy ezt az

energia-kiilonbséget csokkentsem. . . vagyis hogy x’ legkozelebb jobban hasonlitson z-re!
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Az hj rejtett valtozot és az i-edik bemenetet 0sszekotd sulyra:

0

8w]~i

(e(x,h) — e(x’, h))* = =2 [e(x, h) — e(x’, h)]
k

(—x"Wh + xTWh) = —2k - (2} — z;)h;

0

= =2k
8wji

= wji = wi + 7 - hy(ws — 27)
Mivel a modell nem irdnyitott, ezért egyméstdl fliggetleniil mintavételezhetiink a posterior eloszlas
kiilonb6z6 valtozdibdl a lathatd valtozdk ismeretében (megj.: nem lesz a ,kimagyardzassal” probléma).

Osszefiiggések persze tovabbra is lehetnek h; véltozok kozott is (még ha nem is ok-okozatiak), ezért
h; értéke nemcsak x-t6l, hanem a tobbi h;-tdl is fiigg:

h1=1 —1= 1hz+1 1 hH 1
p(hulx) = 3 -+ Z 2 o 2 plhieby)
h1=0  h;_1=0h;11=0

Ezt azonban sajnos megintcsak igen bonyolult lesz kiszamitani. .. Az 0sszegzendé tagok szama expo-
nencialisan fiigg a rejtett valtozdk szamatdl! Ezért inkabb vegyiink egy djabb, némiképp mdédositott
modellt — a Korldtozott Boltzmann-gép modellt!

6.4. Korlatozott Boltzmann-gépek (RBM-ek)

A Kklasszikus Boltzmann-égpek esetében alapvet6 probléma, hogy a rejtett réteg valtozoéi kozott lehet-
nek direkt kotések is, ezért nem elég hogy adott rejtett valtozdval osszefliggnek a lathaté paraméterek:
a rejtett valtozok egymadssal is Osszefliggnek!

Ezért célszerli az Un. korldtozott Boltzmann-gépet hasznalni (Restricted Boltzmann Machine, RBM)
a Boltzmann-gép helyett (ha egyaltalan ilyen modellel dolgozunk). Az RBM paros graf, és hasonl
a klasszikus Boltzmann-géphez, azzal a kiilonbséggel, hogy az energiafiiggvényben U =Y = 0.

Mivel a rejtett valtozdk kozott nincsenek kotések, a feltételes valdszintliségek szamitasa sokkal egy-
szerlibb:

p(hfx) = p(x,h)/ Y p(x, )
o

exp(x’Wh+ b x +c'h)/Z
> exp(xTWh' +bTx + cTh)/Z
h’e{0,1}H

A kitevékben ha Osszeg van, az felbonthaté a tagok szorzatira. Utdna, mivel b”x nem fiigg attol,
ami felett Osszegziink, ezért kiemelheto. Z-vel is egyszertisithetlink:
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exp(xT Wh)ezp(ch) B
Y exp(xTWh' +cTh’)
h’e{0,1}7

p(hlx) =

exp(xT Wh)ezp(c'h)

> Teap(ehl; + 52, mwijhy)
hie{0,1} he{0,1} J

Tovabba vegytlik észre, hogy mindegyik Osszegzéstdl csak az egyik exponencidlis tag fiigg (pl. csak
Jj = H esetén fiigg a szorzattényezd az utolsd Gsszegzéstdl), igy a tobbi sorra kiemelhetd:

T T
exp(x* Wh)exp(c' h
p(hfx) = b Whjerp(e'h) -
( > exp(erhy + >, xiwilh’l)> < > exp(.. ))
hye{0,1} R, €{0,1}
B exp(x’ Wh)ezp(c'h) B
UL X eap(eih + 32 wiwighl)
J hie{o,1}
mint nevez6ben csak
nem osszegziink hj-re
_ exp(x"Wh)exp(c™h) H exp((xTW);h; + c;h;)
I+ exp(e; + 30 wiwyg)) 1+ exp((x"W); + ¢))
J

A szorzat j-edik tényezdOje éppen azt a silyozott Osszeget tartalmazza, amelyik a j-edik rejtett sejt
aktivacidja (plusz a bias tényez8) — amit az el6bb is megmutattunk hogy egy véltoz6 valésziniisége.

Kis atalakitdssal az is latszik, hogy ez a valésziniliség egy szigmoid-fliggvény (ezt mondtuk az elébb
is), és hogy konnyen tudunk a posteriorbdl mintavételezni:

exp(x’ W); +c))
(hj = 1]x) T+ copTWY, + ¢ sgm % Tiwij + ¢;

Vagyis: a szorzat tényezdi éppen p(h; = 1]x) tagok. Innen latszik, hogy az egyes rejtett paraméterek
tényleg fiiggetlenek egymastol:

p(hlx) = [ [ p(hjlx)

J
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6.4.1. RBM-ek tanitasa

Hogyan tanithatunk egy RBM-et? Azt mondtuk, hogy a latott vektorok valdsziniiségét szeretnénk
megtanulni. Ezért, ha valamit sokat latunk, dgy kell beallitani a modell paramétereit, hogy a rejtett
valtozok inkdbb azt a vektort generaljak le (hogy egyiittes energia kicsi legyen).

Egy kézenfekvo Otlet, hogy mivel van sok tanitémintank, azt szeretnénk ha a tanitémintdk valésziniiségeinek
szorzata nagy lenne. Egy tanitominta valdsziniisége azonban fiigg az aktudlisan aktiv rejtett pa-
raméterektdl is (hiszen a halé probabilisztikus, és h vektort is mintavételezéssel kapjuk):

—e(x(™) h')

(™) =Y px™ W) =Y

Amit kerestink:

M
arg max /o x(m)
g max log IT px")

m=1

Mivel szorzat logaritmusa megegyezik logaritmusok Gsszegével, ez egyenértékii az alabbival:

M
arg max lo x(m)) =
g1 > log p(x'™)

m=1

5 (1 )
arg max log — | =
¢ m=1 h’ Z

(Z nem fugg h-tol, ezert kiemelheto)

M
1 m) B
arg max Z (log 7 Zeff(x( )h )) =

Y m=1 h’

Ahhoz, hogy ezt maximalizaljuk, elég tagonként maximalizdlni (vagy: a minusz egyszeresiiket mini-
malizélni). Ehhez: keressitk meg egy minusz egyszeres tagnak adott w;; suly szerinti derivéaltjat! A
végén a derivaltak atlaga szerint modosithatunk.
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_ —¢( x(m) h')
l ) —log 4
awij 8w,] ( o9 Z € 09 >

[ logz X(”“)—i—logZ

(log(x) derivaltja 1/x, aztan a belso fv-eket (x) is derivalni kell)

8wl j

(exp(x) fv derivaltja exp(x), aztan a belso fv-t (x) is derivalni kell)

1

a _6( (m) h/) 1 a
= — X ? —_— Z
Z e*e(x(m)vh') Bwij zh’: € + A awij

(jelen esetben — e(x,h’) derivaltja x;h;, hiszen ez lesz

w;j szorzotenyezoje az energiafv-ben)

1 Ce(x(m) 1 0
_ e(x\™) h’) (m)h/ =
= e + Z
Ze (0™ 1) ; 7 dwy
1 m) 1 1 9
_ —E(X( )7h ) (m)h/ N
= e z, . Z
Z - p(X(m)) %: A 0wij
—e(x(T”),h’) 1 9
= — e - 77 (m)h/ il —e(x,h’)
ZZ‘p(X(m))xz I 7wy Zh:/e
- Z p(x 2"+ Z e M)t
Z

x,h’

e(x,h’)

= - Zp(h’]x( (t)h' + Z wih
h/

x h/w_/
p(x,h’)
= —FEn [ﬂfgt)hﬂx(m)} + Exn [2ih;]

Ennek a —y-szorosat adjuk hozzd w;;-hez.

A képlet elso fele azt jelenti, hogy adott x; és h; kozotti kotés egyrészt erésodik, ha ezek a véltozok
(4dtlagban, az M darab tanitémintdra nézve) egyszerre aktivak a tanitémintakban és a tanitémintakhoz
tartozo leginkabb valdszini rejtett vektorokban.

Miésrészt ugyanezen kotés gyengiil akkor, ha adott x; és h; gyakran egyszerre aktiv azokban az
esetekben is, amikor nemcsak a tanitémintakra (hanem az Gsszes lehetséges x, h {616tt) nézziik.

Ez utébbi azt jelenti, hogy ha adott z; és h; minden zagyvasdgra (nemcsak a tanitémintakra) egyszer-
re aktiv, akkor a kozottiik levé kotés nem igazan alkalmas arra, hogy jellegzetes mintak tanuldsara
hasznaljuk — inkabb gyengiteni kell a kotést.

Ugyanez altalanosan:

OE(x(™) h)
o0

Af = Ey, xM | — By p

AE(x™, h)
o9
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Az elsé tag az Un. pozitiv fazis, és viszonylag konnyii szdmitani. A maésodik tag az Un. ne-
gativ fazis, amit sajnos nehéz szdmitani, mert az Osszes lehetséges bemenet f6l6tt kell integralni /
szummazni. Ezért approximalni szokés.

Példaul a pozitiv fazis a W matrixra:

h = Eh [_hjx;im) x| =

aE(X(m)a h) |x(m)
ijk

= > hrnllx™) =
h;e{0,1}

=~ p(h; = 1x™) =
= —:E](Cm) - sgm(b; + W ;x™)

A negativ fazis kellemetlenebb: ahhoz, hogy p(x, h) valészintiségeket kiszdmitsuk, sziikséglink van Z
ismeretére is, ami iszonyatosan sok szamitdst igényel minden egyes frissitéskor!

Geoff Hinton 6tlete 2002-ben, hogy a fenti nehézségek miatt a teljes eloszlas figyelembe vétele helyett
vegyiink egy approximélt vektorpart. A képlet els6 tagjat reprezentslja x(™ és egyetlen, hozzd
tartozé h vektor. A képlet méasodik tagjat pedig reprezentdlja egyetlen altaldnos % és h vektor, amik
nem azt tiikkrozik, hogy a halé jelenlegi allapotaban dltaldban ,,miben hisz”, hanem hogy , miben hisz
jobban” (mint a tanité-vektorpar).

Ez azt jelenti, hogy a negativ fiazisban nem a bemeneti és rejtett vektor kiilonboz6 értékeinek
egylittes valdszintliségei felett Osszegziink, hanem egyetlen egy , atlagos” vektorpart hasznalunk, amit
1 valdszintliséglinek tekintiink. Az eredmények azt mutatjak, hogy a gyakorlatban ez is j6l miikodik!

Az approximativ vektorpéart pedig az in. Markov Chain Monte Carlo sampling segitségével kap-
hatjuk meg. Elvben végtelen hosszi ideig (gyakorlatban: stabil dllapotig, vagy még addig sem)
felvaltva vesziink mintdkat a lathaté és a rejtett réteghdl. Ezt az elgondolast kontrasztiv diver-
gencidnak nevezzik (1d. 6.3. abra).

Ha nem mindig el6rél kezdjiik az iteralast, hanem a legutébbi approximalt vektortdl, akkor a médszert
perzisztens kontrasztiv divergencianak nevezziik. Ez altalaban jobb, ha nem csak koztes rep-
rezentaciot keresiink, hanem osztédlyozni is szeretnénk.

Ehhez a tanitépontok (atlaganak) helyén csokkentjiik a modell energidjét, az altalanosnak vélt helyen
viszont noveljiik (1d. 6.4. dbra). A frissités pedig:

_ 121 00 7,00
Awj, = xph; — i hj

Mivel ez til id6igényes (,végtelen” iteracid) a gyakorlati hasznositdshoz, jé kompromisszum, ha a
lancot csak fix hosszon futtatjuk. Specidlis eset, amikor csak egyetlen 1épést tesziink meg (ha csak
reprezenticidt keresiink tovabbi tanuldshoz, és nem mindjart tanulni szeretnénk, ez is j6 empirikus
eredményeket ad). A frissités ekkor:

_ o 1pl 272
Awjy, = zph; — xph;
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<x;,hy>t = <X ,h;>inf =

ir,]
<xORO>  <x;,hy>? <X ,h>
[ 11} [ 1 1] ([ 1]} [ 11}
a fantasy

OwO| [OmO|

6.3. abra. Markov-Chain Monte Carlo mintavételezés a kontrasztiv divergencidhoz.

energy

A

(x7 h) xhy >

6.4. abra. Az abra a modell energia-konfigurdcidjanak védltozdsit mutatja be konceptuélisan kontrasztiv
divergencia alapu tanulds esetén.

Mindennek van egy jopofa (informélis) szemléltetése. Abbdl indulunk ki (1d. 6.5 dbra), hogy az RBM
tulajdonképpen ekvivalens egy végtelen hosszu, irdnyitott modellel. Az explaining away problémaja
itt azért nem gond, mert ha x> megfigyelése antikorrelalja is h°° valtozéit, azok egy szinttel feljebb
ko6z6s okkal rendelkeznek, ami viszont korreldlja 6ket (a két hatds remélhetéleg kioltja egymast!). Ha
most a végtelen hosszi haloban szeretném megtanulni w;; stlyokat, erre a delta-szabaly szerint a pre-
szinaptikus aktivitdst kell megszorozni a kivant és a kapott poszt-szintaptikus aktivitas kiilonbségével.

Awij (0.8 hj (:EZ — i’l)

A 0. szinttél lefelé indulunk el. z!' szinten x?—ét szeretnénk visszakapni, de ez nem mindig sikeriil,
mert h-kat csak mintavételezni tudjuk (az egész halé probabilisztikus).

Aw;j h?(x? — le>

108



restricted infinite
Boltzmann deep_
machine learning

6.5. abra. Az RBM Kkiteritett valtozata egyfajta , végtelen” mélytanuldsnak feleltethetd meg.

Masrészt a W sulyok tjra és ujra el6fordulnak, vagyis lentebbi szinteken is korrigalni kell ket a hibak
derivéltjaval. A végleges korrekcié Osszegszerti:

Aw;; h?(x?—xl)—i-

%

zi(hY = hi) + -+ B (@7 — 2°)

2

A koztes tagok ebbdl mind kiesnek! Végiil ezt kapjuk:

Aw;j o x?h? — z7°h5°

Fz ugyanaz, mint amit kordabban irtunk! A fix lépéses valtozat ezzel szemben azt feltételezi, hogy a
lanc id6vel stabilizalodik, és a derivaltak kozel nullak lesznek. Ez valéban nem irracionalis feltételezés,
és akar kiindulépontja lehet egy adaptiv eljarasnak is. Egyébként mint mondtuk, a (perzisztens)
kontrasztiv divergencia empirikusan nagyon j6. Ezekbdl a megfontoldsokbdl kiindulva johet majd a
kovetkezé 1épés: tobbrétegii RBM tanitdsa (minél tobb réteg, annal jobb reprezentécid!).

6.5. Autoenkdderek

Az autoenkdderek alternativ mdédszert jelentenek koztes reprezentacio elérésére.

Az autoenkdderek feed-forward haldk, amelyeket osztdlycimke helyett a bemenetiik reprodukélasara
tanftunk (Id. 6.7. abra).
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6.7. abra. Autoenkéder felépitése

Gyakori valasztas az aktivaciokat illetéen:

h(x)
x(h)

g(a(x)) = sgm(b + Wx)
o(a(x)) = sgm(c + W*x) = sgm(c + W'x)

Mivel mindkét rétegben azonos sulymétrix van, tanitdskor minden gradiens két gradiens 0sszegébol
fog allni. Egy lehetséges koltségfiiggvény a keresztentropia:
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D
l(\(f} x)=— ;iﬂd log(Za) + (1 — zq) log(1 — Z4) (6.1)

X

Ha x4 = 1, akkor az adott komponens —log(#4) lenne. Ha ezt minimalizdljuk, akkor log(Zg)-t
maximalizalnank, vagyis a kimenetet 1 felé 16knénk. Ellenkez6 esetben forditva, 0 felé 16knénk.

Ha a kimenet egyenld a bemenettel, akkor lesz minimélis a koltségfiiggvény. Akkor is miikodik, ha
nemcsak binaris bemenetek vannak, viszont ekkor a minimum nem 0-nal lesz.

Tanitaskor hasznalhatjuk a korabbi gradiens-moddszert. Ellenben az is latszik a jelenlegi halon, hogy
til sok érdekes dolgot nem fog csinalni. Ugyanis:

e Ha a koztes réteg kisebb, mint a bemeneti (H < D), a halé alulvezérelt (undercomplete), és
tomoriteni fog. .. viszont csak a tanitémintdkra tudja ezt megtenni (éltaldnositani nem fog, és
random mintékra is rossz lesz)

e Ha a koztes réteg nagyobb, mint a bemeneti (H > D), a halé tulvezérelt (overcomplete).
Ilyenkor nincs sziikség kompresszaldasra. Azt is megteheti, hogy a bemenetet az elsé D rejtett
valtozéba bemadsolja. De nincs garancia arra, hogy a koztes réteg barmit elarul a bemenetek
strukturajarél — pedig az eredeti cél éppen ez lenne!

6.5.1. Denoising autoencoder

Egy lehetséges megoldds az un. denoising autoencoder haszndlata. Az alapoGtlet, hogy olyan
reprezentdciét keresiink, amely a zajra érzéketlen. A bemeneti réteg és a rejtett réteg kozé betesziink
egy szintén D-dimenzidju réteget, amit X-szel jeloliink, és ami egy kis zajt ad hozzd az eredeti
bemenethez. Ekkor a rekonstrukcié x szerint torténik, de a koltséget az eredeti bemenethez képest
nézzik!

Ebben az esetben az autoenkdéder mar nem ,,csalhat” gy, hogy leméasolja a bemenetét.
6.5.2. Contractive autoencoder

Egy masik megoldast adhat a contractive autoencoder. Ebben az alapotlet, hogy a koltségfliggvényhez
hozza adunk egy biintetétényezot, amivel az érdektelen megoldasokat el tudjuk keriilni. Példaul, ha
azt szeretnénk, hogy az autoencoder csak a tanitémintak variabilitasat képezze le, mds variabilitast
nem:

D
(%,%) = =Y x4 log(&q) + (1 — 24) log(1 — £q)+
d=1

oh(xm);
2o ()
J

m
0x;,
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Ha a parcidlis derivalt 0, a bemenetbdl mint nyers informdaciébdl biztos, hogy semmit se tartunk
meg — mivel ez azt jelenti, hogy a j-edik rejtett valtozd nem véltozik meg a k-adik bemenet kicsi
modositasaval.

6.5.3. Denoising és contractive autoencoderek értékelése

A gyakorlatban a zajtalanité és kontraktalé autoenkdderek is jol mitkodnek.

A denoising autoencoder a kévetkezd szempontok szerint értékelheto:

e Pozitivum, hogy csak par 1j sort kell az eredeti programkddhoz hozzaadni

e Pozitivum, hogy nem kell a koztes réteg bemeneti réteg szerinti, paronkénti derivéljtait (Jacobi-
matrix) kiszdmitani

e Pozitivum, hogy nem kell a Jacobi-métrix szerint gradiens-csokkentést csinalni

A contractive autoencoder elénye ezzel szemben, hogy determinisztikus gradienssel tanithaté (mivel
nincsen zajréteg), ezért tobb lehetéség van a parhuzamositdsra / optimalizécidra.

6.6. RBM és Autoencoder alapi mély tanulas

Az el6zéekben szamos példat lathattunk feed-forward neuralis haléra. A gyakorlatban sokdig az volt
megfigyelhetd, hogy a legritkdbban , nyertek” a kutaték azzal, amikor tobb mint 1 rejtett réteg volt
és a backpropagationt hasznéltak. Ez meglep6 volt, hiszen az ellenkezjét vartdk volna sokan!

A mély halék tanitasanak nehézségével kapcsolatban két f6 hipotézis mertilt fel a szakirodalomban:

o Ezek koziil az egyik hipotézis, hogy ,alultanulunk”: sok réteg haszndlata mellett a kimenet
feldl visszakiildott gradiens ,,eltlinik” (vanishing gradient problem). Kiilonésen amikor szigmo-
id fiiggvényeket hasznalunk a kimeneteken, a szaturald sejtek kimeneteinek bemenetiik szerinti
derivaltja kozel 0. Mindekozben mégis cél, hogy bizonyos sejtek szaturdljanak, hogy az ak-
tivaciés fliggvények nemlinedris részei is kihatassal legyenek a mukodésre.

e A misik hipotézis, hogy éppen ellenkezdleg, ,tultanulunk”, mivel minél mélyebb egy halo,
annal tobb paramétere van és annal komplexebb fiiggvény-osztalyt ir le. Ez a magas variancia
és alacsony bias tipikus esete.

A fentiek miatt két lehetséges regularizaciés médszer terjedt el a mély tanulds korai fazisaiban.

6.6.1. Nem feliigyelt el6tanitas

Ezek egyike a nem feliigyelt el6tanitds (unsupervised pre-training). Ennek alapotlete, hogy inicia-
lizaljuk a rejtett valtozok paramétereit nem felligyelt tanuldssal. Ezzel kényszeritjiik a haldt, hogy az
allapottér olyan szegmensébe kertiiljon, ahol remélhetéleg olyan lokalis minimumok vannak, amik nem
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tanulnak til. Mindekozben arra is kényszeritjiik a héalét, hogy latens strukturédt (is) reprezentédljon
(ne csak a kimeneteket tanulja meg) — példdul azt, hogy egy adott kép miért egy irott karakter, és
nem egy random mintavétel.

Az egyik legnépszeriibb mdédszer: greedy layer-wise pre-training (mohd, rétegenkénti elétanitds). A
mobdszer négy alapelve:
1. Rétegenként vessziik és tanitjuk meg az ujabb és ujabb rejtett rétegeket, valamilyen nem

feliigyelt kritérium szerint

2. Minden tjabb réteg hozzaadasakor lekotjiik az elézoleg tanitott rejtett rétegek paramétereit,
és csak a legujabbat modositjuk.

3. Az eggyel korabbi réteget mindig az aktudlis réteg ,feature-extraktoranak” tekintjik
4. Utolso 1épés: finomhangolas. Hozzaadunk egy kimeneti réteget, és az egész halét backpropa-

gationnel betanitjuk.

Ekkor a rétegek jelentése:

e Els6 réteg: rejtett feature-ok, amik gyakoribbak a tanitébemenetekben, mint a random be-
menetekben

e Masodik réteg: rejtett feature-6k kombinacidi, amik gyakoribbak, mint a random rejtett
feature-ok

e Harmadik réteg: ...feature-6k kombindciéinak kombin&ciéi ...

e Finomhangolaskor mar alig lesznek valtozasok, csak néhany f6bb helyen.

Ha rengeteg jeloletlen, cimkézetlen adatunk van, még jél is jarunk mert kihasznaljuk ezek rendel-
kezésre dllasat.

6.6.2. Példa: tobbszintes RBM

A 6.8. dbra szerint ,fagyasszuk” be a legalul megtanitott RBM stilyait, és ehhez vegyiink hozz4a egy
ijabb RBM-et.

Ennek a masodik RBM-nek az lesz a feladata, hogy h valtozdkat jobban le tudja irni, mint a kordbbi
végtelen hélé.

A szabad paraméterek szamat minden fézis utan megnoveljiik. Mivel az eredeti mély hélé végtelen
mélységii, a maradék is az lesz, csak legalul véges szamu sulymatrixot lefixdlunk.

Az eredmény: W2 jobban tudja modellezni h! régetet, mint amennyire W1 tudta volna (hiszen W?!
feladata inkdbb x! modellezése volt!)

Erre az alapelvre tobbféle médszer épiilt a 2000-es és 2010-es években:

e Stacked RBMs: Hinton, Teh, Osindero (2006)
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2 RBMs

W?better at
approximating
prior distribution

RBM

6.8. abra. Unsupervised greedy layer-wise pre-training

— Hinton: ,, To recognize shapes, first learn to generate images”

e Stacked Autoencoders: Bengio, Lamblin, Popovici, Larochelle (2007)
e Altaldnosités ritka autoenkéderekre: Ranzato, Poultney, Chopra, LeCun (2007)

e ...és még rengeteg

Hugo Larochelle példéja (youtube sorozat, 7-es rész 4. video) megmutatja, hogy az el6tanitas olyan,
mint a regularizalds: nagy kapacitas esetén kevésbé tanul tul, kis kapacitas esetén pedig alultanulast
eredményez

6.6.3. Dropout training

E maésik mddszer a regularizdciéra az un. dropout training (,torléses tanulds”). Az alap otlet: a
finomhangoldsi fazisban minden tanitémintandl ,,csonkitsuk meg” a héalét — atlagban a rejtett sejtek
felét toroljik (allitsuk a kimenetiiket O-ra).

Az ilyenkor lejatsz6do folyamat kicsit olyan, mint a zajtalanitd autoenkddereknél, csak itt a rejtett
és nem pedig a bemeneti vagy kimeneti rétegekre teszlink zajt. Az eredmény az, hogy nem hagyjuk
a rejtett rétegbeli sejteket egymdshoz adaptélédni (less co-adaptation). Ezzel elérjik, hogy a rejtett
sejtek azokra a feature-okre fokuszélnak, amelyek dltaldnossdgban jok (akkor is, ha egy szomszédjuk
éppen atmenetileg hianyzik.

Mindez egy kicsit megvéltoztatja a backpropagation analitikus képleteit, de nem szamottevéen (csak
figyelembe kell venni a maszkot).
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6.7. Kitekintés a napjainkra vonatkozdéan

Napjainkra sok minden megvaltozott a mély tanulds elméletével kapcsolatban: a leghatékonyabb
modellek méar nem a stacked RBM-ek illetve autoencoder-ek, és a backpropagation mély haléknal is
rendkiviil hatékonyan miikodik.

A fejlédés mogott szamos intuitiv médon kikisérletezett 1j elméleti konstrukeid és mérnoki braviur all.
Fontos szerephez jutottak az utébbi években példaul a rezidudlis halok (melynek alapmechanizmusai
az un. skip connection-0k — az olyan kotések, amelyek bizonyos koztes régetegeket ,,atugornak” és a
kimenetiikhoz hozzdadédnak), illetve a transformer architektirdban is jelen 1év6 figyelmi mechaniz-
musok.

Ezen eredmények Osszefoglaldasa egy tjabb fejezetet igényelne, megismerésiik azonban mindenképpen
javasolt.
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