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Analisis modelo Solow

Resumen

El modelo de Solow, propuesto por el economista Robert Solow en la
década de 1950, es una herramienta fundamental para comprender
el crecimiento econémico a largo plazo. Solow fue un pionero en
el estudio del crecimiento econémico, sentando las bases para que
futuros economistas estudiaran de forma mas profunda las causas
y consecuencias de este. El objetivo de este Trabajo de Fin de
Grado es analizar el modelo de Solow, contemplando diferentes
funciones de produccion, especificamente las funciones de Cobb-
Douglas y CES. Se examinarda como estos cambios afectan a la
dindmica del crecimiento y la estabilidad de equilibrio en el marco

de dicho modelo.
1 Introduccion

El crecimiento econémico ha sido un tema ampliamente tratado por numerosos
economistas desde la creaciéon de ésta como ciencia. Esto fue asi debido a que,
hasta la Primera Revolucién Industrial y durante los primeros 18 siglos de nuestra

era, el crecimiento fue practicamente nulo.

Este advenimiento del desarrollo de la producciéon llamoé la atencion de autores
como Robert Malthus (Malthus, 1872) o David Ricardo (Ricardo, 1817), los cudles
comenzaron a crear sus primeras teorias o modelos para tratar de explicar las causas
de lo que estaba sucediendo. Si bien los modelos representaban de una forma creible
la realidad, estos primeros economistas no supieron explicar cuestiones como por
qué unos paises crecian mas rapido que otros. Fue entonces cuando surgi6 la escuela
neoclasica que, por medio de las matematicas, desarrollé modelos que permitieron

explicar estas cuestiones que anteriormente no tenian respuesta.

Entre estos economistas neoclasicos aparecié Robert Solow, el cual introdujo en
1956 un modelo que explicaba el crecimiento econémico a largo plazo (Solow, 1956)
y que le sirvié para ganar el premio Nobel de Economia en 1987. Dicho modelo
resuelve las dudas acerca del crecimiento de la renta nacional o por qué algunos

paises crecen mas rapido que otros.
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La estructura en la que se ordena el trabajo es la siguiente: en el segundo
apartado se introducira el modelo econémico mencionado, considerando todas las
variables que contiene, asi como los supuestos simplificadores iniciales. A conti-
nuacién, en el siguiente capitulo se formulara la ecuacién fundamental del modelo
y concretaremos su forma especifica para las funciones Cobb-Douglas y CES, asi
como se analizara su estabilidad dinamica concluyendo con la ejemplificacion de cada
caso. Por tltimo, en el cuarto apartado se relajaran los supuestos simplificadores

del comienzo.

2 Modelo econémico

Para medir este crecimiento, Solow se apoyd en la tasa de variacion de la produccion,
la cual se puede medir a traves del PIB. Para empezar, denotaremos Y'(¢) como la

produccion de bienes y servicios de la economia en el instante del tiempo ¢.

A su vez, Y (t) se puede descomponer de la siguiente manera:
Y(t)=C(t)+I(t)+ G(t) + NX(¢) (1)
donde:

o (C(t): Consumo privado de las familias en bienes y servicios (alimentos, vehiculos,

smartphones, educacion, transporte,...).

o I(t): Inversion de las empresas en bienes o servicios necesarios para su produccién

(materias primas, mdquinas, edificios,...).

o ((t): Gasto del sector publico para proveer a la ciudadania de bienes (cons-
truccion de parques, hospitales, escuelas,...) y servicios (iluminacion de las

calles, alcantarillado, suministro de agua,...).

o NX(t): (Exportaciones netas) Diferencia entre el gasto de los extranjeros en
bienes producidos dentro de nuestro pais (exportaciones) y el gasto de los

residentes de nuestro pais en bienes del extranjero (importaciones).

Por simplicidad, en la primera parte de este trabajo asumiremos que:
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» No existe ningin tipo de gasto publico:

G(t) = 0. 2)

» No se intercambian bienes y servicios con el exterior (economia cerrada):

NX(t)=0. (3)

Por tanto, la ecuacién (1) queda de la siguiente manera:

Y(t)=C@) +1(t), (4)

es decir, que la producciéon de un pais depende tnicamente del consumo de las
familias y de la inversiéon de las empresas. Por otro lado, consideraremos otros

supuestos simplificadores:

o El ahorro de las familias se traduce directamente en inversién por parte de las

empresas:

S(t) = I(t), (5)
o El ahorro es una tasa constante proporcional a la renta:
S(t) = sY (1), (6)

donde s es la tasa de ahorro (0 < s < 1). De esta manera, y utilizando (4), (5)
y (6), podemos llegar a la conclusién de que el consumo es la parte restante

de la renta que no se destina al ahorro:
C(t) =(1—9)Y(1). (7)

 La produccién depende de dos factores: la mano de obra (L) y el capital (K):

Y(t) = F(K, L), (8)

donde F(K, L) representa una funcién de produccién en la que existe una

relacion entre los dos factores, los cuales se combinan para obtener una cantidad
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de producto final.

» La variacion del capital es la diferencia entre la inversion necesaria para reponerlo

y la depreciaciéon de mismo:

dK
T = 10 =K, Q)

donde § corresponde a la tasa de depreciacién del capital (0 < § < 1).

« El tamano de la poblacion es equivalente a la oferta laboral (L), es decir, no

existe desempleo, y esta crece a un ritmo constante igual a n

dL

o= nL(t), donde n > 0. (10)

Ademas, al ser la funcion F una funcién neoclasica, cumple las siguientes cuatro

propiedades:

1. Es homogénea de grado uno, es decir, F(AK, L) = AF (K, L), VA > 0.

2. Solo utilizando uno de los factores no puede existir produccion, por lo tanto,

F(K,0)=F(0,L) =0

3. Tanto el producto marginal de K como de L son positivos: g—f;(K L) >
0, Z—Z(K ,L) > 0. Y esta productividad marginal es decreciente: gif; (K,L) <

0, ZL(K,L)<0

4. Cumple las condiciones de Inada (Inada, 1963), lo cual significa que la productividad
de las primeras unidades de capital y trabajo es alta, pero cuando hay muchas

unidades de alguno de los factores sus productos marginales tienden a cero.

3 Formulacion del modelo

Con todo esto, tenemos ya la base para comenzar a construir el modelo. Comenzaremos
)
por transformar la funcién de produccién en términos per capita. Como la funcion

es homogénea de grado uno, podemos dividirla por la poblacién, que como dijimos
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en (10), es equivalente a la oferta laboral L:

Y F(K,L) (K
L__F(

> -, 1) _ Pk, 1) = y(k) (11)

donde k = % Si teniendo en cuenta esto, derivamos k respecto al tiempo:

L

dk:_d(K) d(l K>:_fg§ 1 dK 1 4 1 dK
L? L dt L L L dt
Teniendo en cuenta (6), (7), (9) y (10), sustituimos:

dk 1 1
E——Z-n-K%—Z(sY—cSK)——nk+3y—5k—sy—(n+5)k.

En consecuencia, la ecuacién fundamental de Solow quedaria:

dk
YT (n+90)k, (13)
donde y = f(k) = F(IE’L), es decir, y depende de la funcién de producciéon que

escojamos para representar el modelo. De esta manera, vamos a proceder al estudio

de las dos funciones con las que realizaremos este trabajo, la Cobb-Douglas y la

CES.

3.1 Funcién Cobb-Douglas

Esta es la funcién neoclasica basica que se utiliza en los cursos introductorios
de microeconomia en todas las universidades del mundo. Su origen procede de
principios del siglo XX, cuando el economista y matematico Charles Cobb observo
que la parte que les correspondia a los trabajadores era el 70% de la renta nacional,
mientras que para los capitalistas era el 30% restante. Esto le llevd a plantearse
si existia alguna funcién de producciéon en la que cada factor recibia su producto
marginal, y ademas este reparto fuese constante. Fue entonces cuando, junto a Paul
Douglas, publicé un trabajo sobre crecimiento econémico (Cobb y Douglas, 1928)
en el que definian lo que ahora se conoce como funcién Cobb-Douglas. Esta funciéon
es de la siguiente forma:

F(K,L)= AK*L'"°, (14)
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donde A representa el progreso tecnoldgico (el cual es exdgeno al modelo), K es el
stock de capital, L es la fuerza laboral, « es el peso del capital sobre la produccion,
y por ende, 1 — «, es el peso complementario sobre el total de la renta que recae

sobre el trabajo.

Si introducimos esta funcién en y tenemos:

K K\® .
v=r () =A(g) -4

Y sustituyendo y(¢) en (11), nos queda la ecuacién de Solow para el caso de la
funciéon Cobb-Douglas:

iﬁzﬂAW—%n+®b (15)

Se trata de un ecuacion diferencial ordinaria no lineal. En concreto es una ecuacion

de Bernouilli (Gandolfo, 1997), que deberemos linealizar para poder resolver. Para

ello realizaremos el cambio de variable u = k!~ obteniendo:
u'(t) = —(0+n)(1 — a)u(t) + sA(l — a). (16)

Podemos dividir estd ecuacién en tres términos: la primera se corresponde con
la derivada de u, la segunda seria la variable u y el coeficiente constante que la
multiplica, la cual denominaremos a; y por ultimo, el ultimo termino constante,
que llamaremos b. Ahora si, procedemos a resolver esta ecuacién integrandola de la

siguiente manera:

Primero comenzaremos por calcular la solucién homogénea, que se corresponderia

con la situacién en la que el término b fuese igual a 0:

1
wu (t)=—=(0+n)(1-a) (17)

Integrando a ambos lados de la ecuacion, obtenemos:

/i&mﬂﬂ@+q;/—®+nxhwmﬁ:—®+MG—aﬁ+@ (18)
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[gualando ambos miembros y haciendo algunas operaciones:

In(u) =—(+n)(1—a)t+C

In(u) 0+n)(1—a)t+C

e = e_(

uh(t) _ Cef(5+n)(17a)t

donde C' = ¢; + co. Esta es la solucion de la parte homogénea. Para calcular la
solucién particular, buscamos el estado estacionario, es decir, lim;_,», u(t) = 0. Esto

significa que u'(t) es igual a 0. Por lo que nos queda:
(0+n)(1—a)u(t) =sA(l — «a)

Despejando u(t), que denominaremos wu,(t):

B sA
5+ n

up(t) (19)

Agrupando uy, y u, y deshaciendo el cambio de variable de u = k'~* nos queda:

sA
d+n

sA
d+n

_1
k(t) = <C’e_(5+")(1_a)t + ) " eonC = ki — (20)

es decir, C' es una constante que representa la desviacion del valor inicial de k& con

respecto a su valor de equilibrio.

3.1.1 Estabilidad

Empezaremos por analizar la situacion de estado estacionario. Dicha situacion se
da cuando la economia se encuentra en equilibrio a largo plazo, esto es, cuando el
capital per capita no experimenta cambios. Para el caso de una EDO auténoma como
esta, las soluciones estacionarias estan caracterizadas como las raices del segundo

miembro de la ecuacion (15), que denotaremos como f(k).
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Si igualamos a 0 esta ecuacién y despejamos k, obtenemos:

sAK* — (n+d)k=0= k[sAk:o‘_l —(n+0)]=0
sA >1la
d+n

k1:00k2:( (21)
Asi, vemos que f(k) tiene dos soluciones. La primera no tiene ningun significado
econémico, pues un £ = 0 no genera ningun tipo de crecimiento econémico. La
segunda es el punto de equilibrio del modelo, que denotaremos como £k*, en el cual
no hay crecimiento ni decrecimiento de la economia. Podemos extraer la conclusion
de que f(k) es positiva entre (0, k3), v negativa entre (k2,00). De aqui se deduce
que ki es un punto de equilibrio inestable, pues si la EDO se inicializa con cualquier
condicién inicial mayor que cero (por muy pequena que sea), crecerd y se alejard de
k.

Por otro lado, podemos concluir que ks es un punto de equilibrio globalmente
asintéticamente estable en sentido econémico. Para cualquier condicion inicial con
k > 0, el sistema evolucionard acercandose a ky. Si la renta per capita inicial es
superior a ks, decrecerd (pues f(k) es negativo). En cambio, si la renta per capita
inicial es inferior a ko, estd crecerd hasta ky (pues f(k) es positivo en ese intervalo).

Con todo esto, podemos representar la curva de fase:

dk/dt

KIL

Figura 3.1: Curva de fase con funcién Cobb-Douglas

Para confirmar que los célculos son correctos, hallaremos el limite cuando ¢ tiende
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a infinito de la funcién (20). Por lo tanto:

= 1
].lm <Cle_(6+n)(1_of)t _|_ SA ) I—a _ ( SA ) 11—«

De manera analoga, obtenemos el mismo resultado del valor del capital de estado

estacionario que en la ecuacion (21).

3.1.2 Ejemplos

Vamos a ilustrar este andlisis con dos ejemplos. Uno sera el pais A, el cual tiene
una tasa de ahorro (s) del 9% y una tasa de natalidad (n) del 2%. Por otro lado
tenemos al pais B, que tiene una tasa de ahorro del 16% y una tasa de natalidad
del 5%. Ambos coinciden en que el estado de la tecnologia (A) es igual a 1, y que
la depreciacion del capital (§) es del 4%. Si tenemos en cuenta que la funcién de
produccién es ' = AK*3L%" y que ambas economias parten de una cantidad de
k igual a 1, veamos como serian las funciones de produccion y el capital de estado

estacionario (k*) de las mismas:

Stock de capital [k]

22}
20
18+
16+
14}
121

20 40 60 80 100 120 140

—— Pais A — Pais B

Figura 3.2: Representacion de la funcién de produccion de los paises A y B.

Como vemos, la funcién de producciéon del pais B es mayor que la del pais A.
Esto se debe a que, aunque el primero tiene una tasa de natalidad més baja (2 vs
5), también tiene una tasa de ahorro significativamente inferior a la del segundo
pais (9 vs 16). Asi, podemos afirmar (aunque no los hayamos calculado todavia)

que el capital de estado estacionario (k*) del pais B serd mas alto que el del pais A.
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Procedemos ahora a calcularlos:
k% = 1.78467, kj = 2.27493.

Por tanto, vemos que se cumple la prediccion que habiamos realizado sobre qué pais
tendria el capital mas alto en estado estacionario. De esta forma, comprobamos
que ambas economias tienden en el largo plazo a su capital de estado estacionario.

Vamos ahora a hacer un anélisis similar para la funcion CES.

3.2 Funcion CES

La funcién CES, o de elasticidad de sustitucién constante, es una funcién introducida
por el mismo Robert Solow, que mas tarde fue perfeccionada por Kenneth Arrow
(Arrow et al., 1961), en la que se determina la facilidad con que los factores de
producciéon pueden ser sustituidos entre si en el proceso de produccién. La funciéon

toma la siguiente formas:

S

F(K,L) = A(aK? + (1 — a)L)?, (22)

donde p es el parametro de sustitucién entre capital y trabajo, que viene a representar
la sustituibilidad entre ambos factores de produccién. De hecho, en este trabajo
tomaremos el supuesto de que p < 1, debido a que asi se pueden mantener las
propiedades referentes a rendimientos marginales decrecientes mencionadas en el

apartado 2. Esta p estd relacionado con la elasticidad de sustitucién (o) de los

-(2)

Ademas, tenemos de nuevo el parametro A, el cual es un indicativo de la producti-

factores de la manera:

vidad, y el parametro «, que se situa entre 0 < @ < 1, el cual hace referencia al peso
de cada factor de produccion sobre el output final. Si nos damos cuenta, cuando p
tiende a 0 la funciéon CES tiende a la Cobb-Douglas de pardametro v y o = 1. Esto
significa que los factores de produccién son sustitutos en una proporcion constante,
es decir, que pueden sustituirse uno por otro siempre que la relacion entre ambos

factores se mantenga constante.

10
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Si introducimos la funcién (22) en y(t):

1

(1 a)) ’ (23)

P(K.L) _ ,(aK? +(1 —a)L)r ) (aKﬂ

y=—1 L Le

y definiendo & = £ en (23), obtenemos:
y=A(ok? + (1 —a))r (24)

Si esto lo introducimos en la ecuacién (13), nos queda la ecuacién fundamental de

Solow cuando la funciéon de produccién considerada es la CES:

dk

=7 = SA(K + (1= )7 — (n+0)k (25)

3.2.1 Estabilidad

En este apartado haremos un analisis del estado estacionario similar al realizado
con la funciéon Cobb-Douglas. Para representar la curva de fase, primero debemos
determinar en qué casos el modelo representa un punto de equilibrio estable. Para
ello, calcularemos en qué situaciones existen raices reales positivas de la ecuacion

(25):

sA(ak? + (1—a))r — (n+ 8k =0= (ak’ + (1 —a))r = (”;45> k

Si denotamos (Z—f) como f3 v y elevando todo a p, se obtiene:

ak? +(1—a) =0k = (B—a)k? = (1 —a) = k* = (;:Z)
Se distinguen por tanto dos casos: el primero es el caso de que 5 < «. No existe
solucién real positiva, y por tanto no hay puntos de equilibrio. La funcién f(k) es
siempre positiva, es decir, k crece de forma indefinida. El segundo caso es que 5 > «.
Existe una solucion de equilibrio, dada por k*. En este caso, razonando igual que
el caso de la Cobb-Douglas (f(k) es positiva entre (0,k*) y negativa entre (k*,00)
deducimos que £* es globalmente asintéticamente estable en sentido econémico. Por

lo tanto, sea cual sea el capital per capita inicial, el sistema evolucionard hacia la

11
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solucién de equilibrio. De esta forma, si calculamos el limite de la ecuacién (25) con
pf<a:
lim [sA(ak” + (1 — a))r — (n + 6)k] = oo (26)

k—o00
La representacién de la curva de fase para este primer caso la podemos ver en la

figura 3.3 (izq). Dénde como vemos, el capital per capita crece de forma indefinida,

dk/dt dk/dt

KL

k\
KIL

Figura 3.3: Curva de fase CES con p.e. inestable (izq) y p.e. estable (dcha)

y no existe un k* de estado estacionario. En este caso, el modelo representa una
solucion explosiva. Por contra, si calculamos el limite de esta ecuacién (25) con

B > «, obtenemos:
Jim [sA(ak” + (1 - a))r — (n+6)k] = —00 (27)

Siendo la representacién de dicha situacion la correspondiente a la figura 3.3 (dcha).
Viéndose asi, como la curva de fase es similar a la que podriamos encontrar en el

caso de la Cobb-Douglas, en la que el capital per capita tiende a un k*.

3.2.2 Aproximaciéon Numérica

Como la ecuacién (25) no tiene solucién analitica conocida, esto nos lleva a emplear
métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias. En concreto, en este
trabajo emplearemos el método de Euler, tanto en su forma implicita como explicita.
Estas técnicas buscan estimar la solucion analitica de la ecuacion diferencial mediante

la generacion de una serie de puntos que se aproximan a la solucién. Estos métodos

12



Analisis modelo Solow

aproximan la primera derivada de y utilizando el siguiente esquema en diferencias:
y(z +h) = y(z) + hy (2)

Asi, se permite aproximar el valor y(z + h) a partir de un valor anterior y(z) y de la
derivada (correspondiente a la ecuacion diferencial). El pardmetro h hace referencia

a la distancia que hay entre x, y T,11.

A partir de aqui es dénde se diferencian el método explicito del implicito. El
explicito emplea la informacién del punto (z,,y,) para estimar el valor del siguiente

punto (41, Ynr1) de la forma:

Ynt1l = Yn + hf(xm yn) (28>

Mientras que el implicito utiliza el siguiente esquema para aproximar ¥, 1:
Yn+1 = Yn + hf(xn+17 yn+1)7 (29>

Ambos métodos son de orden 1. Esto quiere decir que el error cometido en la
aproximaciéon es de orden h, correspondiente al pardmetro de discretizacién. El
método de Euler explicito es condicionalmente estable, mientras que el método
de Euler implicito es incondicionalmente estable (Gandolfo, 1997). Esto quiere
decir que en el primer caso, si el parametro h no es suficientemente pequeno, la
aproximacién numérica puede degenerar. En cambio, esto no ocurre con el segundo

procedimiento, pero este exige un mayor coste computacional.

3.2.3 Ejemplos

Procedemos a calcular la solucion numérica para el caso del Pais B, utilizado en
el apartado de la funciéon Cobb-Douglas, a través del método de Euler implicito y

explicito con p=0.6 y h =0.6 :

El capital de estado estacionario en este caso seria: k* = 2.45818. Como
podemos ver en la figura 3.4 (izq), tanto el método de Euler explicito como implicito
aportan aproximaciones similares con estos parametros. También cabe mencionar

que, aunque la forma de la funcién es similar a la obtenida con la funcién Cobb-

13
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Stock de capital [k] Stock de capital [k]

8 _— = 350

2.0 7 300

250
15 "
104 ' 150
100 .
05 . -
0 20 30 4 s e 70 ool 10 20 30 40 50 60 Tiampe. It

e Euler implicito Euler Explicito —e— Euler Implicito —=— Euler Explicito

Figura 3.4: S.N CES con punto de equilibrio estable (izq) e inestable (dcha).

Douglas, la obtenida con la funcién CES es superior a esta. Esto se debe al parametro
p, que en la Cobb-Douglas seria 0, y en la funcién CES es 0.6 (en este caso). El
razonamiento econémico subyacente en esto es que, en la Cobb-Douglas o = 1, y
en la CES seria ¢ = 2, y cuanto mayor es la elasticidad de sustitucién entre los
factores, quiere decir, que si por ejemplo, un factor se vuelve mas costoso, se podra
retirar parte de ese factor para compensarlo con mas cantidad del otro, lo que lleva

a que pueda llegarse a un capital de estado estacionario mas alto.

Si calculamos la solucién numérica de tipo explosiva de la funcién CES anterior-
mente analizada en el apartado de "Estabilidad”, podremos comprobar como es el
comportamiento del stock de capital a medida que se avanza en el tiempo. Esto
lo vemos en la figura 3.4 (dcha). Teniendo en cuenta los pardmetros del caso que
refleja una dindmica estable excepto la consideracion de una tasa de ahorro del 80%,
comprobamos que el stock de capital tiende a crecer de forma exponencial a lo largo
del tiempo con estos parametros. Esto puede ser debido a que la elevada tasa de

ahorro puede trasladarse a una mayor inversién en capital.

4 Ampliaciéon del modelo

La finalidad de esta tultima secciéon es completar el modelo teniendo en cuenta las
otras dos variables de las que depende el PIB que en un principio no incluimos por
simplicidad, siendo éstas el gasto ptblico y las exportaciones netas. Si definimos el
gasto publico como:

G=r1Y (30)

14



Analisis modelo Solow

donde 0 < 7 < 1 representa un tipo impositivo sobre la renta que financia el gasto
publico. Ademds, vamos a considerar que existe equilibrio presupuestario: G = T.

Introducimos también las exportaciones netas de la siguiente manera:

NX(t)=X - M
NX(t) = Xo + x1e — (m1Y — mae) (31)
NX(t) = Xg—mY + ®e (32)

siendo X una variable exégena al modelo que viene a representar que la demanda
externa de bienes domésticos es un valor dado, 0 < m; < 1 es la propension marginal
a importar, y —1 < ®e < 2 es (r1e + mge), la cual representa la suma de la
sensibilidad de las exportaciones y las importaciones a una variaciéon en el tipo de

cambio €.

Ahora bien, vamos a considerar ahora que el ahorro privado, .S, es igual a:
S, =s(1—-1)Y, (33)

donde S, es igual a al porcentaje de la renta s que ahorra la gente después de detraer
la tasa impositiva 7. Si partimos de nuevo de la ecuacién (1), podemos restar en

ambos miembro los impuestos 1" y pasar el consumo al lado izquierdo de la ecuacion:
Y-C-T=I1+G-T+(X-M) (34)

Vamos a despejar ahora la inversion [ para obtener:
Y-C-T+T-G)+(M—-X)=1 (35)

De esta manera, vemos cémo el primer elemento del lado izquierdo de la ecuacion se
corresponde con el ahorro privado S,, el segundo es el ahorro ptblico, que llamaremos
Sy, v el tercero es el ahorro exterior, que denominaremos S.. La suma de estos tres
es igual al ahorro total de la economia St. Si sustituimos cada uno de los elementos

por las variables de las que depende, llegamos a:

(s(1=7)4+m)Y —Xog—Pec=1 (36)
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Esta es la nueva identidad Sy = I. Vamos ahora con la funcién de produccion.
Consideraremos una funciéon Cobb-Douglas similar a la utilizada en el modelo de

(Mankiw et al., 1992), pero sustituyendo el capital humano por G:
F(K,L,G) = AL'" P K*GF, (37)

donde A sigue siendo el parametro de la tecnologia, K es el factor capital, L es el
factor trabajo, y G es el gasto publico de la economia. Si esta ecuacién la dividimos

por el trabajo L, obtenemos la produccién per cépita:

Y F(K,L,G) AL PK°GP
L L N L

= Ak%g’ = Akvg'™ =y, (38)

siendo k el capital per capita y g el gasto piblico per capita, donde por simplicidad
estamos considerando que § = 1—a. En cuanto a esta funcién de produccion, vemos

que cumple algunas de las propiedades de las funciones de producciéon neoclasicas:

1. Exhibe rendimiento constantes a escala, es decir, F(AK, AL, \G) = \F(K, L,G),
VA > 0.

2. En caso de utilizar solo uno de los factores no puede existir produccion.
3. El producto marginal de K, L y GG son positivos.

4. Cumple las condiciones de Inada (Inada, 1963)

Si realizamos de nuevo los célculos como en (12):

dk  d (K 1 4 1 dK
— — __ .4t K .
( ) [ AT (39)

dt — dt \L

pero en este caso I es igual a la ecuacién (36), por lo tanto:

dk 1 1

= — K+ [(s(1 = 7) +m)Y — X — @ — 5K]
=—nk+[(s(1—=7)+m1)y —xo — ¢pc] — 5k =

= [(s(1 = 7) + m)ly — w0 — de — (n + Ok (40)

Ahora introducimos en esta dltima ecuacién la funcién y de (38), para conseguir la
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nueva ecuacion fundamental de Solow con los supuestos ampliados:

dk
pri [(s(1 —7) +my)|Ak*g" ™ — 29 — e — (n + 0)k (41)
Vamos ahora con la definicién de gasto publico. Partiendo de la ecuacién (30),

expresandola en términos per cépita y sustituyendo y por (38), obtenemos:

G 1Y o 1o

Si despejamos g en términos de k:
g° = TAK = g = (TAkY)a = g = (TA)ak (43)

Vamos a sustituir este valor de g en la ecuacién (41) y a simplificar términos para

llegar a:
dk

— = ls1-7) +m)A(TA) S — (n+ 8)k — mo — ¢ (44)

Por 1ultimo, tomaremos la simplificacién de que el primer término que multiplica a k

lo denominaremos [ y el segundo término lo llamaremos =, de modo que nos queda:

dk

= = 18—k — a0 — ge (45)

4.1 Estabilidad

En este apartado, analizaremos la dindmica de evolucion de la ecuacién (45) a lo
largo del tiempo. Para ello denominaremos como en los anteriores casos al segundo

término de la anterior EDO como h(k). Si igualamos h(k) a 0, obtenemos:

(46)

N S

Si observamos esta ecuacion nos damos cuenta de que cualquier valor negativo de
k no serfa econémicamente admisible. Partiendo de que (2o + ¢¢) lo consideramos
negativo, existen dos casos: el primero es que 5 > 7. En esta situacién, la curva de
fase tiene pendiente positiva y el capital per capita tiene un crecimiento explosivo

de forma infinita y por tanto tendria un punto de equilibrio inestable. El segundo
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caso es que 3 < 1y, en cuyo caso la curva de fase tendria una pendiente negativa, lo

que llevaria a la economia a tener un equilibrio de estado estacionario estable.

4.1.1 Ejemplo

Para ilustrar este andlisis vamos a considerar dos casos. El caso A tiene unos valores
que son similares a los de Espana en los ultimos anos: a = 0.8,5 = 0.076,m; =
0.08,7=0.145,A = 1,n = 0.02,6 = 0.057, 2o = 0.057,¢ = —0.84,c = 1.03. En este
caso 8 > 7. El caso B tiene los mismos valores que el caso A, pero con o« = 0.3,
lo que entonces provoca [ < «. Esto hace que tenga un crecimiento al comienzo,
hasta que alcanza el k£ de equilibrio, y un decrecimiento desde valores superiores al
equilibrio hasta llegar a este. Vamos a graficar estos dos casos en las figuras 4.1
y 4.2, donde los de la izquierda son con punto de equilibrio inestable y los de la

derecha con punto de equilibrio estable.

A raiz de estas dos graficas, vemos que un ahorro de la economia demasiado
alto podria llevarla a un crecimiento excesivo a través de la inversion en capital, y
un sobrecalentamiento de la economia como consecuencia. Esto evidentemente es
danino para el pais porque puede provocar fenémenos como una alta inflacion. En
cambio, un ahorro mas moderado en comparacién con n y ¢ pueden llevarla a que
se tienda a un k de estado estacionario en el que la economia tiene una tasa de

crecimiento sostenido.

Stock de capital [k] Stock de capital [k]

500 - 101

400 | 8|

300 - 6.
2 E

00 al
100 -

2

L L L Tiempo [t] L L L . Tiempo [f]
50 100 150 20 40 60 80

Figura 4.1: Funciones de produccién con p.e. inestable (izq) e estable (dcha).
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dk/dt dk/dt

KL

KL

Figura 4.2: Curvas de fase modelo ampliado con 5 > 7 (izquierda) 5 < =y (derecha).

5 Conclusiones

El modelo tradicional estudiado en un principio con la funcién Cobb-Douglas refleja
las hipotesis que establecié Robert Solow, siendo estas que la acumulacién de capital
per capita contribuye al crecimiento de la economia, pero este tiene rendimientos
decrecientes a medida que avanza el tiempo. En cuanto a la estabilidad, este modelo

tiene una solucién estable en todo momento.

En el modelo trabajado en el siguiente capitulo, sea este el modelo con funcién

CES, sigue las principales hipotesis del anterior, pero sin embargo, cuando el ratio

sA

entre p—

es menor o igual que el peso del capital sobre la produccién total (a), no
existe punto de equilibrio estable, y tiende a un crecimiento exponencial del capital

per capita.

En el dltimo modelo del trabajo nos encontramos con una ecuaciéon lineal, que
se ha obtenido tras una severa simplificaciéon que no refleja de forma feaciente la
realidad, ya que el caso en el que el modelo tiene un punto de equilibrio inestable,
es cuando la parte que hace que aumente k () es superior a la parte que genera
el crecimiento de este (7). Esto desde un punto de vista econémico es inverosimil,
porque un ahorro elevado no tiene porque ser causante de un crecimiento exponencial
de la economia. Mas bien incluso al revés: puede debilitar la demanda agregada,

generar un gasto publico bajo y desequilibrios en la balanza comercial.
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Anexo: Cdédigo de Mathematica

https://docs.google.com/document/d/1gRNgtYavbPLEFZDALVNE20mzWATOP9ibvCoZnLDOUPE/

edit?usp=sharing
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