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INTISARI 

 

Graf 𝐺 merupakan pasangan himpunan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan tak-kosong dari titik-

titik dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan sisi yang menghubungkan sepasang titik. Misalkan 𝑝 merupakan 

banyaknya titik dan 𝑞 merupakan banyaknya sisi. Fungsi 𝑓 disebut pelabelan rata-rata (mean labeling) 

jika pada graf 𝐺 himpunan titik dipetakan ke bilangan 0, 1, 2, …, q merupakan pemetaan injektif dan 

menghasilkan fungsi yang setiap sisinya dipetakan ke bilangan 1, 2, 3, …, q merupakan pemetaan bijektif. 

Misalkan 𝑢, 𝑣 merupakan titik-titik di graf 𝐺. Label sisi (𝑢, 𝑣) adalah rata-rata dari penjumlahan 𝑓(𝑢) 
dan 𝑓(𝑣) jika hasil penjumlahannya genap dan rata-rata dari penjumlahan 𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣) dan 1 jika ganjil. 

Graf yang dapat dilabelkan dengan pelabelan rata-rata disebut graf rata-rata. Pada artikel ini dikaji 

mengenai pelabelan rata-rata dan ditunjukkan bahwa graf ular segitiga bergantian 𝐴(𝑇𝑛) dan graf ular 

segiempat bergantian 𝐴(𝑄𝑛) merupakan graf rata-rata. Graf 𝐴(𝑇𝑛) terbentuk dari lintasan 

𝑢1, 𝑢2, 𝑢3,⋯ , 𝑢𝑛  dengan menggabungkan 𝑢𝑖 dan 𝑢𝑖+1 dengan 𝑖 ganjil ke titik baru. Graf 𝐴(𝑄𝑛) dibentuk 

dari lintasan 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3,⋯ , 𝑢𝑛   dengan menggabungkan 𝑢𝑖 dan 𝑢𝑖+1, 𝑖, dengan 𝑖 ganjil ke titik-titik baru. 

Tujuan dari penelitian ini adalah menyusun pola pelabelan rata-rata pada graf 𝐴(𝑇𝑛) dan 𝐴(𝑄𝑛). 
Dikonstruksikan dua buah graf yaitu graf 𝐴(𝑇𝑛) dan 𝐴(𝑄𝑛). Setelah graf terbentuk, dilakukan pelabelan 

untuk menemukan pola yang memenuhi kondisi pelabelan rata-rata.dan diperoleh pola pelabelan rata-rata 

pada graf 𝐴(𝑇𝑛) dan 𝐴(𝑄𝑛). 
 

Kata Kunci : graf rata-rata, pemetaan injektif, lintasan. 

 

PENDAHULUAN 

     Pelabelan pada graf adalah fungsi yang memasangkan unsur-unsur pada graf yaitu titik dan sisi 

dengan bilangan bulat non negatif. Pelabelan graf menurut daerah asalnya (domain) dibagi menjadi tiga 

yaitu pelabelan titik (daerah asalnya titik), pelabelan sisi (daerah asalnya sisi), dan pelabelan total 

(daerah asalnya titik dan sisi) [1]. Salah satu perluasan dari pelabelan titik yaitu pelabelan rata-rata. Graf 

yang dapat dilabelkan rata-rata merupakan graf rata-rata [2]. Diberikan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) dengan himpunan 

titik 𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺). Jika 𝑓: 𝑉(𝐺) → {0, 1, 2,⋯ , 𝑞} injektif, dengan 𝑞 menyatakan 

banyaknya sisi pada graf 𝐺 dan menghasilkan 𝑓∗: 𝐸(𝐺) → {1, 2,⋯ , 𝑞} bijektif , maka 𝑓∗(𝑢, 𝑣) =
𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)

2
 untuk 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) genap dan 𝑓∗(𝑢, 𝑣) =

𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)+1

2
 untuk 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) ganjil.  

     Pada tahun 2011, Ramya dan Jayenthi melabelkan rata-rata pada beberapa graf pohon dan diperoleh 

hasil bahwa graf 𝑇𝑛 adalah graf rata-rata [3]. Kaneria dan Meghpara pada tahun 2015 melabelkan rata-

rata pada beberapa graf sikel (𝐶𝑛), bistar (𝐵𝑛), dan kipas ganda (𝐷𝑓𝑛) serta dapat disimpulkan bahwa 

graf-graf tersebut adalah graf rata-rata [4]. Ditahun yang sama, Ponraj dan Narayanan melabelkan rata-

rata cordial pada graf ular segitiga (𝑇𝑛), graf ular segitiga bergantian  𝐴(𝑇𝑛), dan graf ular segitiga 

ganda bergantian  𝐷𝐴(𝑇𝑛) serta diperoleh hasil graf tersebut adalah graf rata-rata cordial [5]. Pada tahun 

2016 Jadav dan Ghodasara melabelkan terhubung kuat pada graf ular segitiga bergantian  𝐴(𝑇𝑛) dan 

graf ular segiempat bergantian 𝐴(𝑄𝑛) serta diperoleh hasil graf tersebut adalah graf terhubung kuat. 

Berdasarkan penelitian-penelitian sebelumnya, diambil definisi pelabelan rata-rata dan graf 𝐴(𝑇𝑛) dan 

𝐴(𝑄𝑛). 

     Pada artikel ini disusun pola pelabelan rata-rata dan diaplikasikan pelabelannya pada graf 𝐴(𝑇𝑛) dan 

𝐴(𝑄𝑛). Dikonstruksikan dua buah graf yaitu graf 𝐴(𝑇𝑛) dan 𝐴(𝑄𝑛). Setelah graf terbentuk, selanjutnya 

dilakukan pelabelan untuk menemukan pola yang memenuhi kondisi pelabelan rata-rata. Jika graf 𝐴(𝑇𝑛) 

dan 𝐴(𝑄𝑛) dapat dilabelkan dengan pelabelan rata-rata, maka graf tersebut adalah graf rata-rata.
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BEBERAPA DEFINISI YANG DIGUNAKAN 

     Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah sebarang himpunan tak kosong. Relasi 𝑓 dari 𝐴 ke B merupakan fungsi jika 

setiap elemen 𝐴 dihubungkan tepat satu elemen di B. Fungsi 𝑓 dinotasikan sebagai 𝑓: 𝐴 → 𝐵.  

Definisi 1 [7] Fungsi 𝑓 dikatakan satu-satu atau injektif jika tidak ada dua elemen dari himpunan 𝐴 

yang memiliki image yang sama, dengan kata lain jika 𝑎 ≠ 𝑏 maka 𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝑏) atau secara ekuivalen 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) 𝑚𝑎𝑘𝑎 𝑎 = 𝑏. 

Definisi 2 [7] Fungsi 𝑓 dikatakan pada atau surjektif jika setiap elemen himpunan 𝐵 merupakan image 

dari satu atau lebih elemen himpunan 𝐴, dengan kata lain himpunan 𝐵 merupakan range dari 𝑓 [3]. 

Definisi 3 [7] Fungsi 𝑓 dikatakan bijektif jika fungsi 𝑓 merupakan fungsi injektif dan juga fungsi 

surjektif.  

     Diberikan 𝑥 bilangan riil. Fungsi floor dari 𝑥 dinotasikan dengan ⌊𝑥⌋ menyatakan bahwa nilai 

bilangan bulat yang lebih kecil atau sama dengan 𝑥 (floor) dan ⌈𝑥⌉ menyatakan nilai bilangan bulat 

terkecil yang lebih besar atau sama dengan 𝑥 (ceiling). Dengan kata lain floor membulatkan 𝑥 ke bawah, 

sedangkan ceiling membulatkan 𝑥 ke atas [7].  

     Graf 𝐺 merupakan pasangan himpunan 𝐺 = (𝑉, 𝐸) yang dalam hal ini  𝑉(𝐺) adalah himpunan tak-

kosong dari titik (vertices) dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang titik 

[7]. Pasangan dua titik yang dihubungkan oleh suatu sisi biasanya dinotasikan dengan (𝑢, 𝑣) [8]. 

Banyaknya titik pada suatu graf 𝐺 disebut dengan order yang dinotasikan dengan |𝑉(𝐺)|, sedangkan 

banyaknya sisi pada suatu graf 𝐺 disebut ukuran yang dinotasikan dengan |𝐸(𝐺)| [9]. Pada penelitian 

ini diasumsikan order sebagai 𝑝 dan ukuran sebagai 𝑞. Lintasan adalah jejak tanpa titik berulang yang 

dapat ditulis dengan 𝑢1, 𝑢2 , 𝑢3, ⋯ , 𝑢𝑛  [10]. 

 

PELABELAN RATA-RATA PADA GRAF 𝑨(𝑻𝒏) 

     Sebelum membahas pelabelan rata-rata pada graf 𝐴(𝑇𝑛), terlebih dahulu diberikan definisi graf ular 

segitiga bergantian (𝐴(𝑇𝑛)). 

Definisi 4 [5] Graf ular segitiga bergantian 𝐴(𝑇𝑛) adalah graf yang terbentuk dari lintasan 

𝑢1, 𝑢2 , 𝑢3, ⋯ , 𝑢𝑛  dengan menghubungkan titik  𝑢𝑖 dan 𝑢𝑖+1 ke titik baru 𝑣
⌈
𝑖

2
⌉
 dimana 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑖 ganjil. 

A.            

 

(a)                                                                (b) 

Gambar 1. (a) Graf 𝐴(𝑇𝑛) dengan 𝑛 Ganjil, (b) Graf 𝐴(𝑇𝑛) dengan 𝑛 Genap 

Definisi 5 [3] Misalkan Graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 simpul dan 𝐸 sisi dikatakan graf rata-rata jika 

memiliki fungsi injektif 𝑓 yang memetakan 𝑉(𝐺) ke  {0, 1, 2, … , 𝑞} sehingga untuk setiap sisi (𝑢, 𝑣) 

dilabelkan dengan 𝑓∗(𝑒) =
𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)

2
 jika 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) genap dan 𝑓∗(𝑢, 𝑣) =

𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)+1

2
  jika 𝑓(𝑢) +

𝑓(𝑣) ganjil. Setiap label sisi yang dihasilkan berbeda. 

Teorema 6 Graf 𝐴(𝑇𝑛) dengan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑛 ∈ ℕ adalah graf rata-rata. 

Bukti Diberikan graf 𝐴(𝑇𝑛) untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan Gambar 1, diketahui 𝑉(𝐴(𝑇𝑛) =

{𝑢𝑘|1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} ∪ {𝑣𝑗|1 ≤ 𝑗 ≤ [
𝑛

2
 ]} dan 𝐸(𝐴(𝑇𝑛)) = {(𝑢𝑘 , 𝑢𝑘+1), (𝑢𝑘 , 𝑣⌈𝑘

2
⌉
)| 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑘 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙}  ∪

{(𝑢𝑘 , 𝑣[𝑘
2
]
)| 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑘 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝}. Selain itu, diketahui bahwa graf 𝐴(𝑇𝑛) memiliki titik sebanyak 1 +

𝑢1 𝑢2 

𝑣1 𝑣
[
𝑛−1
2
]
 

𝑢𝑛−2 𝑢𝑛 𝑢𝑛 𝑢1 𝑢2 𝑢3 

𝑣1 𝑣2 𝑣
[
𝑛
2
]
 

𝑢4 
𝑢𝑛−1 𝑢𝑛−1 
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3 (
𝑛−1

2
), jika 𝑛 ganjil, 3 + 3(

𝑛−2

2
), jika 𝑛 genap dan sisi sebanyak 4 (

3−1

2
), jika 𝑛 ganjil, 4 + 3(

𝑛−2

2
), 

jika 𝑛 genap. Didefinisikan 𝑓:𝑉(𝐴(𝑇𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 𝑞 } dengan 𝑞 adalah banyaknya sisi sebagai 

berikut. 

𝑓(𝑢𝑖) = {
4 ⌈
𝑖

2
⌉ − 4, 𝑖 ganjil

4 (
𝑖

2
) − 1, 𝑖 genap

                   

𝑓(𝑣𝑗) = 4𝑗 − 2 

Akan dibuktikan bahwa 𝑓 memenuhi injektif dan setiap sisi  (𝑢, 𝑣) dilabelkan dengan 𝑓∗(𝑢, 𝑣) =
𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)

2
 jika 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) genap dan 𝑓∗(𝑢, 𝑣) =

𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)+1

2
 jika 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) ganjil. 

i). Akan ditunjukkan 𝑓 injektif. 

    Ambil 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝑉(𝐴(𝑇𝑛)).  

    Diketahui                       𝑓(𝑣𝑖) = 𝑓(𝑣𝑗). 

    Maka                     4𝑖 − 2 = 4𝑗 − 2 

4𝑖 = 4𝑗 

𝑖 = 𝑗 

   𝑣𝑖 = 𝑣𝑗 

    Misalkan 𝑢𝑘 , 𝑘𝑙 ∈ 𝑉(𝐴(𝑇𝑛)) 

    a). Apabila 𝑘 dan 𝑙 bilangan ganjil 

𝑓(𝑢𝑘) = 𝑓(𝑢𝑙) 

4 ⌈
𝑘

2
⌉ − 4 = 4 ⌈

𝑙

2
⌉ − 4 

  𝑘 = 𝑙 

    b). 𝑘 dan 𝑙 bilangan genap  

 

𝑓(𝑢𝑘) = 𝑓(𝑢𝑙) 

4 (
𝑘

2
) − 1 = 4(

𝑙

2
) − 1 

𝑘 = 𝑙 

    𝑢𝑘 = 𝑢𝑙  

Jika setiap titik pada graf 𝐴(𝑇𝑛) dipetakan tepat satu ke setiap sisi dan tidak ada dua titik yang dikatakan 

pada bilangan yang sama, maka graf 𝐴(𝑇𝑛) memenuhi sifat injektif simpul ke sisi. 

ii). Akan dibuktikan setiap label sisi 𝐴(𝑇𝑛) berbeda. Didefinisikan 𝑓∗(𝑢, 𝑣) pada graf 𝐴(𝑇𝑛) adalah   

sebagai berikut. 

𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) =

{
  
 

  
 
⌈
4 ⌈
𝑖
2
⌉ + 4 (

𝑖 + 1
2
) − 5

2
⌉ , 𝑖 ganjil 

⌈
2𝑖 + 4 ⌈

𝑖 + 1
2
⌉ − 5

2
⌉ , 𝑖 genap

 

     𝑓∗(𝑣𝑗, 𝑢𝑖) =

{
 
 

 
 
⌈
4 ⌈
𝑖
2
⌉ + 4𝑗 − 6

2
⌉ , 𝑖 ganjil

2𝑖 + 4𝑗 − 3

2
, 𝑖 genap

 

Akibatnya setiap sisi memiliki label berbeda maka 𝐴(𝑇𝑛) adalah graf rata-rata. ∎ 
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Kasus I: 𝑛 ganjil 

𝑓:𝑉(𝐴(𝑇𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 4 (
𝑛 − 1

2
)} 

𝑓(𝑢𝑖) = {
4 ⌈
𝑖

2
⌉ − 4, 𝑖 ganjil

4 (
𝑖

2
) − 1, 𝑖 genap

                   

𝑓(𝑣𝑗) = 4𝑗 − 2 

𝑓∗: 𝐸(𝐴(𝑇𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ ,4 (
𝑛 − 1

2
) } 

𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) =

{
  
 

  
 
⌈
4 ⌈
𝑖
2
⌉ + 4 (

𝑖 + 1
2
) − 5

2
⌉ , 𝑖

⌈
2𝑖 + 4 ⌈

𝑖 + 1
2
⌉ − 5

2
⌉ , 𝑖

 

𝑓∗(𝑣𝑗, 𝑢𝑖) =

{
 
 

 
 
⌈
4 ⌈
𝑖
2
⌉ + 4𝑗 − 6

2
⌉ , 𝑖

⌈
2𝑖 + 4𝑗 − 3

2
⌉ , 𝑖

 

Kasus II: 𝑛 genap 

𝑓:𝑉(𝐴(𝑇𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 4 + 3 (
𝑛 − 2

2
)} 

𝑓(𝑢𝑖) = {
4 ⌈
𝑖

2
⌉ − 4, 𝑖 ganjil

4 (
𝑖

2
) − 1, 𝑖 genap

                   

𝑓(𝑣𝑗) = 4𝑗 − 2 

𝑓∗: 𝐸(𝐴(𝑇𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 4 + 3 (
𝑛 − 2

2
) } 

𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) =

{
  
 

  
 
⌈
4 ⌈
𝑖
2
⌉ + 4 (

𝑖 + 1
2
) − 5

2
⌉ , 𝑖 ganjil

⌈
2𝑖 + 4 ⌈

𝑖 + 1
2
⌉ − 5

2
⌉ , 𝑖 genap

 

𝑓∗(𝑣𝑗, 𝑢𝑖) =

{
 
 

 
 
⌈
4 ⌈
𝑖
2
⌉ + 4𝑗 − 6

2
⌉ , 𝑖 ganjil

⌈
2𝑖 + 4𝑗 − 3

2
⌉ , 𝑖 genap

 

Dengan demikian graf 𝐴(𝑄𝑛) adalah graf rata-rata. 

 

 

 

 

ganjil 

genap 

genap 

ganjil 
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Diberikan contoh pelabelan rata-rata pada graf 𝐴(𝑇4) dan 𝐴(𝑇5) pada Gambar 2. 

 

 

  

   (a)                   (b) 

Gambar 2. (a) Graf 𝐴(𝑇4) dan (b) Graf 𝐴(𝑇5)  

Definisi 7 Graf ular segiempat bergantian 𝐴(𝑄𝑛) dibentuk dari lintasan 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, ⋯ , 𝑢𝑛 

dengan menghubungkan titik  𝑢𝑖 dan 𝑢𝑖+1 ke dua titik baru 𝑣
⌈
𝑖

2
⌉
 dan 𝑣

⌈
𝑖

2
⌉+1

 dimana  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑖 

ganjil, sehingga setiap sisinya diubah menjadi sikel 𝐶4 bergantian.  

 

 

 

(a)                                                         (b) 

Gambar 3. (a) Graf 𝐴(𝑄𝑛) dengan 𝑛 genap, (b) Graf 𝐴(𝑄𝑛) dengan 𝑛 ganjil 

Teorema 8 Graf 𝐴(𝑄𝑛) dengan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑛 ∈ ℕ adalah graf rata-rata. 

Bukti Diberikan graf 𝐴(𝑄𝑛) untuk 𝑛 ≥ 3, 𝑛 ∈ ℕ. Berdasarkan Gambar 2, diketahui 𝑉(𝐴(𝑄𝑛) =

{𝑢𝑘|1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} ∪ {𝑣𝑘|1 ≤ 𝑗 ≤ [
𝑛

2
 ]} dan 𝐸(𝐴(𝑄𝑛)) = {(𝑢𝑘 , 𝑢𝑘+1), (𝑢𝑘 , 𝑣𝑘), (𝑣𝑘 , 𝑣𝑘+1)|1 ≤ 𝑘 ≤

𝑛, 𝑘 ∈ ℕ} . Selain itu, diketahui bahwa graf 𝐴(𝑄𝑛) memiliki titik sebanyak 4 ⌊
𝑛

2
⌋ + 1, jika 𝑛 ganjil, 

4 (
𝑛−2

2
) + 4,  jika 𝑛 genap dan sisi sebanyak 5 ⌊

𝑛

2
⌋ jika 𝑛 ganjil, 5 (

𝑛−2

2
) + 4, jika 𝑛 genap. Didefinisikan 

𝑓:𝑉(𝐴(𝑄𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 𝑞 } sebagai berikut. 

Didefinisikan 𝑓: 𝑉(𝐴(𝑄𝑛)) → {1, 2, 3, … , 𝑞} dengan 𝑞 adalah banyaknya sisi dikatakan graf rata-rata 

jika memenuhi 2 syarat yaitu injektif dan setiap sisi  (𝑢, 𝑣) dilabelkan dengan 𝑓∗(𝑢, 𝑣) =
𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)

2
 jika 

𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) genap dan 𝑓∗(𝑢, 𝑣) =
𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)+1

2
 jika 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) ganjil. 

i). Akan ditunjukkan 𝑓 injektif. 

Ambil 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝑉(𝐴(𝑄𝑛)).  

Diketahui              𝑓(𝑣𝑖) = 𝑓(𝑣𝑗),  

   a). Apabila 𝑖 dan 𝑗 bilangan ganjil 

𝑓(𝑣𝑖) = 𝑓(𝑣𝑗) 

5 ⌈
𝑖

2
⌉ − 5 = 5 ⌈

𝑖

2
⌉ − 5 

   𝑖 = 𝑗 

   b). 𝑖 dan 𝑗 bilangan genap 

𝑓(𝑣𝑖) = 𝑓(𝑣𝑗) 

5 (
𝑖

2
) − 1 = 5(

𝑖

2
) − 1  

   𝑖 = 𝑗 

   Diberikan 𝑢𝑘, 𝑘𝑙 ∈ 𝑉(𝐴(𝑄𝑛)).  

   Jika   𝑓(𝑢𝑘) = 𝑓(𝑢𝑙) 

 

𝑢1 𝑢2 𝑢𝑛−1 𝑢𝑛 

𝑣1 𝑣2 𝑣𝑛−1 

0 3 4 7 

2 6 

6 2 

3 

4 

5 7 1 

0 3 4 7 8 

2 6 

6 8 2 

3 

4 

5 7 1 

𝑣𝑛 

𝑢1 𝑢2 

𝑣1 𝑣2 𝑣𝑛−2 𝑣𝑛−1 

𝑢𝑛−2 𝑢𝑛−1 𝑢𝑛 
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   a). Apabila 𝑘 dan 𝑙 bilangan ganjil 

𝑓(𝑢𝑘) = 𝑓(𝑢𝑙) 

5 ⌈
𝑖

2
⌉ − 3 = 5 ⌈

𝑖

2
⌉ − 3 

  𝑘 = 𝑙 

 

   b). 𝑘 dan 𝑙 bilangan genap 

𝑓(𝑢𝑘) = 𝑓(𝑢𝑙) 

5 (
𝑖

2
) − 2 = 5(

𝑖

2
) − 2 

  𝑘 = 𝑙 

Setiap titik pada graf 𝐴(𝑄𝑛) dipetakan tepat satu ke setiap sisi dan tidak ada dua simpul yang dikatakan 

pada bilangan yang sama, maka graf 𝐴(𝑄𝑛) memenuhi sifat injektif simpul ke sisi.  

ii). Dari pelabelan titik di atas diperoleh pelabelan sisi dengan fungsi: 

𝑓∗(𝑣𝑗, 𝑢𝑖) =

{
 
 

 
 10 ⌈

𝑖
2
⌉ − 8

2
, 𝑖 ganjil

⌈
10 (

𝑖
2
) − 3

2
⌉ , 𝑖 genap

 

 

𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) =

{
 
 

 
 5 ⌈

𝑖
2
⌉ + 5 (

𝑖 + 1
2
) − 6

2
, 𝑖 ganjil

5 (
𝑖
2
) + 5 ⌈

𝑖 + 1
2
⌉ − 6

2
, 𝑖 genap

 

𝑓∗(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1) =
5 ⌈
𝑖
2
⌉ + 5 (

𝑖 + 1
2
) − 5

2
 

Dengan demikian graf 𝐴(𝑄𝑛) adalah graf rata-rata.∎  

 

Kasus I: 𝑛 ganjil 

𝑓:𝑉(𝐴(𝑄𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 5 ⌊
𝑛

2
⌋ } 

𝑓(𝑢𝑖) = {
5 ⌈
𝑖

2
⌉ − 5, 𝑖 ganjil

5 (
𝑖

2
) − 1, 𝑖 genap 

 

𝑓(𝑣𝑖) = {
5 ⌈

𝑖

2
⌉ − 3, 𝑖 ganjil

5 (
𝑖

2
) − 2, 𝑖 genap

       

𝑓∗: 𝐸(𝐴(𝑄𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 5 ⌊
𝑛

2
⌋ } 

𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑣𝑗) =

{
 
 

 
 10 ⌈

𝑖
2
⌉ − 8

2
, 𝑖 ganjil

⌈
10 (

𝑖
2
) − 3

2
⌉ , 𝑖 genap
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𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) =

{
 
 

 
 5 ⌈

𝑖
2
⌉ + 5 (

𝑖 + 1
2
) − 6

2
, 𝑖 ganjil

5 (
𝑖
2
) + 5 ⌈

𝑖 + 1
2
⌉ − 6

2
, 𝑖 genap

 

𝑓∗(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1) =
5 ⌈
𝑖
2
⌉ + 5 (

𝑖 + 1
2
) − 5

2
 

 

Kasus II: 𝑛 genap 

𝑓:𝑉(𝐴(𝑄𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ , 5 (
𝑛 − 2

2
) + 4} 

𝑓(𝑢𝑖) = {
5 ⌈
𝑖

2
⌉ − 5, 𝑖 ganjil

5 (
𝑖

2
) − 1, 𝑖 genap 

 

𝑓(𝑣𝑖) = {
5 ⌈

𝑖

2
⌉ − 3, 𝑖 ganjil

5 (
𝑖

2
) − 2, 𝑖 genap

       

𝑓∗: 𝐸(𝐴(𝑄𝑛)) → {0, 1, 2,⋯ ,5 (
𝑛 − 2

2
) + 4 } 

𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑣𝑗) =

{
 
 

 
 10 ⌈

𝑖
2
⌉ − 8

2
, 𝑖 ganjil

⌈
10 (

𝑖
2
) − 3

2
⌉ , 𝑖 genap

 

𝑓∗(𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1) =

{
 
 

 
 5 ⌈

𝑖
2
⌉ + 5 (

𝑖 + 1
2
) − 6

2
, 𝑖 ganjil

5 (
𝑖
2
) + 5 ⌈

𝑖 + 1
2
⌉ − 6

2
, 𝑖 genap

 

𝑓∗(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1) =
5 ⌈
𝑖
2
⌉ + 5 (

𝑖 + 1
2
) − 5

2
 

 

Diberikan contoh pelabelan rata-rata pada graf 𝐴(𝑄4) dan 𝐴(𝑄𝑛) pada Gambar 4. 

 

 

 

 

   (a)          (b) 

Gambar 4. (a) Graf 𝐴(𝑄4) dan (b) Graf 𝐴(𝑄𝑛) 
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PENUTUP  

     Pelabelan rata-rata pada suatu graf 𝐺 dapat dilakukan dengan memetakan bilangan-bilangan 

{0, 1 2,⋯ , |𝑉(𝐺)|} ke setiap titik dari graf 𝐺 sedemikian sehingga memenuhi sifat injektif titik ke sisi 

dan 𝑓∗(𝑒) =
𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)

2
 jika 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) genap dan 𝑓∗(𝑒) =

𝑓(𝑢)+𝑓(𝑣)+1

2
  jika 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) ganjil 

menghasilkan setiap label yang berbeda. Suatu graf dikatakan sebagai suatu graf rata-rata jika dapat 

dilabelkan dengan pelabelan rata-rata. Pada artikel ini dapat disimpulkan pelabelan rata-rata pada graf 

ular segitiga bergantian 𝐴(𝑇𝑛) dan graf ular segiempat bergantian 𝐴(𝑄𝑛). Jadi, graf 𝐴(𝑇𝑛) dan 𝐴(𝑄𝑛) 

adalah graf rata-rata.   
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