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DEKOMPOSISI GRAF PRISMA
Mubhlisin
INTISARI

Dekomposisi graf adalah kumpulan subgraf tak kosong {H;|i = 1,2,3,...,t} dari graf G sedemikian
sehingga H; adalah subgraf yang dibangun oleh himpunan bagian sisi (H; = (E;) untuk suatu E; himpunan
bagian dari E(G)) dan {E;|i = 1,2,3, ..., t} adalah partisi dari E(G). Subgraf H; untuk i = 1,2,3, ..., t pada
dekomposisi graf G tidak memuat simpul terpencil. Jika {H;|i = 1,2,3, ..., t} adalah sebuah dekomposisi
dari graf G, maka G dapat dinotasikan dengan G = H,® H,®H;® ... ®H,. Jika {H;|i = 1,2,3, ..., t}
merupakan dekomposisi dari graf & sehingga {H;|i = 1,2,3, ..., t} isomorfis dengan graf H, maka graf G
dikatakan H —dekomposisi. Pada penelitian ini dikaji dekomposisi pada graf prisma. Graf prisma
merupakan graf yang diperoleh dari hasil kali Kartesius antara graf sikel dengan graf lintasan.
Berdasarkan penelitian, diperoleh bentuk dekomposisi graf prisma D,,, dengan m > 3 antara lain
3K, —dekomposisi yaitu partisi graf berbentuk subgraf yang terdiri dari 3 graf lengkap K, dan
P, —dekomposisi yaitu partisi graf berbentuk subgraf yang terdiri dari graf lintasan P,. Lebih khusus ketika
m adalah bilangan genap, maka berlaku 2P, —dekomposisi yaitu partisi graf berbentuk subgraf yang
terdiri dari 2 graf lintasan P,.

Kata kunci: Partisi, subgraf,graf lengkap, graf lintasan.

PENDAHULUAN

Teori graf adalah salah satu bagian dari ilmu matematika yang dapat digunakan untuk memudahkan
penyelesaian suatu permasalahan. Pokok bahasan tentang teori graf pertama kali muncul pada tahun
1736, yaitu ketika Leonard Euler berusaha untuk memecahkan suatu permasalahan yang sangat terkenal
yakni Jembatan Konigsberg. Teori tentang graf ini telah mengalami perkembangan dalam teori ataupun
terapannya. Beberapa masalah kehidupan sehari-hari dapat diselesaikan dengan menggunakan konsep
teori graf, misalnya permasalahan jaringan dalam bidang ilmu komputer, komunikasi dan berbagai
masalah lainnya. Beberapa bentuk graf yang banyak diketahui misalnya graf lengkap, graf lingkaran,
graf lintasan, dan lain-lain [1].

Pada perkembangan teori ini, sangat banyak bermunculan kajian-kajian tentang teori graf, salah

satunya tentang dekomposisi graf. Dekomposisi graf dapat diterapkan untuk menyelesaikan berbagai
masalah misalnya pengaturan jaringan listrik, dimana dalam suatu daerah dapat dibagi dalam beberapa
gardu listrik yang berfungsi sebagai pengatur dan pembagi daya listrik yang di alirkan ke rumah-rumah
dan fasilitas lainnya [2]. Kajian tentang dekomposisi graf telah banyak dibahas oleh para
matematikawan. Salah satunya adalah artikel yang membahas tentang dekomposisi pada graf sikel, graf
roda, graf gir dan graf persahabatan [3]. Selain dekomposisi graf tersebut masih banyak dekomposisi
graf lain yang menarik untuk dibahas salah satunya dekomposisi graf prisma. Graf prisma adalah graf
yang diperoleh dari hasil kali Kartesius antara graf sikel dan graf lintasan [4]. Oleh karena itu penelitian
ini membahas cara menentukan dekomposisi graf dan bentuk-bentuk dekomposisi yang berlaku pada
graf prisma. D, , denganm > 3 dann = 2.

Penelitian ini dimulai dengan menentukan bentuk graf dengan jumlah simpul dan sisi tertentu
membentuk graf prisma, tahap selanjutnya adalah melakukan partisi terhadap graf prisma tersebut
menjadi himpunan sisi graf. Setelah itu, himpunan sisi graf tersebut dikelompokkan menjadi subgraf-
subgraf yang saling isomorfis. Bentuk pengelompokkan subgraf yang diperolen menentukan bentuk
dekomposisi yang berlaku pada graf graf prisma. Langkah selanjutnya adalah menentukan pola aturan
pengurutan simpul-simpul pada setiap himpunan sisi pembangun subgraf. Langkah terakhir adalah
menentukan teorema-teorema yang berlaku pada dekomposisi graf prisma tersebut dan
membuktikannya.
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DEKOMPOSISI GRAF

Sebuah graf G merupakan pasangan terurut dari dua himpunan, yaitu himpunan berhingga tak kosong
yang dinotasikan dengan V(G) yang elemen-elemennya disebut simpul dan himpunan berhingga yang
mungkin kosong dinotasikan dengan E (G) yang elemen-elemennya disebut sisi sehingga setiap elemen
dalam E(G) adalah pasangan tak berurutan dari simpul di V(G) [1].
Definisi 1 [5] Sebuah graf H didefinisikan sebagai subgraf atau graf bagian dari graf ¢ (H € G) jika
dan hanya jika setiap simpul di V(H) adalah anggota himpunan V (G) dan setiap sisi di E(H) adalah
anggota himpunan E(G). Graf H dikatakan subgraf terinduksi (dibangun) sisi dari graf G jika graf
H dibangun dari subhimpunan sisi dari G dan himpunan simpulnya beranggotakan simpul yang
terhubung langsung dengan subhimpunan sisi dari G. Subgraf terinduksi sisi dinotasikan (E;).
Definisi 2 [5] Gabungan dua graf G; dengan G, yang dinotasikan dengan G = G; U G, mempunyai
himpunan simpul V(G) = V(G,) U V(G,) dan himpunan sisi E(G) = E(G,) U E(G,). Gabungan dua
graf G yang sama G U G dinotasikan dengan 2G.
Definisi 3 [6] Dekomposisi graf G adalah kumpulan subgraf G tak kosong {H;|i = 1,2,3, ..., t} dari graf
sedemikian hingga H; = (E;) untuk suatu E; himpunan bagian dari E(G) dan {E;|i = 1,2,3,...,t}
adalah partisi dari E(G). Subgraf H; untuk i = 1,2,3, ...,t pada dekomposisi graf G tidak memuat
simpul terpencil. Jika {H;|i = 1,2,3,...,t} adalah sebuah dekomposisi dari graf G, maka dapat
dinotasikan G = H;® H,® ... ®H, dengan t = |{H;|i = 1,2,3, ..., t}].
Definisi 4 [6] Jika {H;|i = 1,2,3, ..., t} merupakan dekomposisi graf G sedemikian hingga H; = H,
maka graf G dikatakan H —dekomposisi.
Contoh 5 Diberikan graf sikel C, pada Gambar 1.

Gambar 1 Graf Sikel C,
Simpul-simpul dan sisi-sisi dari graf sikel C, yaitu V(C,) = {vy,v,,v3,v,} dan E(C,) =

{e1, e,, e5,e,}. Partisi sisi dari graf sikel C, pada Gambar 1 ditunjukkan seperti pada Gambar 2.
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Gambar 2 Partisi Sisi dari Graf Sikel C,
Berdasarkan Gambar 2 diperoleh 4 partisi sisi dari E(C,), yaitu e; = (v1,v,), e; = (V5,V3), €3 =
(v3,v4), €4 = (v4, v1). Partisi sisi dari graf sikel C, tersebut dapat kelompokkan menjadi subgraf H;
untuk i = 1,2 seperti pada Gambar 3.
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Gambar 3 Subgraf dari Graf Sikel C, dalam bentuk 2K,
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Berdasarkan Gambar 3 terlihat bahwa diperoleh 2 partisi subgraf H; untuk i = 1,2 dari E(C,),
dengan H; = ({(vy,v,), (v3,v,)}) dan H, = ({(vy,v3), (v4,v1)}). Pada masing-masing subgraf
terdapat partisi yang terdiri dari 2 sisi berupa graf K,. Formula pengelompokkan partisi subgraf yang
diperoleh adalah H; = ({(v;, vi41), (Viz2,Vis3)}), dimana setiap i +3 >n maka i + 3 dinyatakan
sebagai bilangan bulat 1,2,3,..., t(mod n).

Pada H,, i + 3 > n maka untuk simpul v yaitu bilangan 5 di ambil sebagai 1(mod 4). Partisi graf
C, = Hi® H, dan H; = 2K, untuk setiap i, maka graf sikel C, disebut sebagai 2K, —dekomposisi [7].

Untuk lebih jelas memahami teori dekomposisi graf berikut diberikan contoh dekomposisi graf
dalam bentuk yang berbeda.

Contoh 6 Diberikan graf persahabatan F, pada Gambar 4.

Gambar 4 Graf Persahabatan F,
Simpul-simpul dan sisi-sisi graf persahabatan F, yaitu V (F,) = {vy, V3, V3, V4, Vs, Vg, V7, Vg, Vg, } dan
E(F,) = {ey, e, €3, €4, €5, €6, €7, €5, €9, €10, €11, €12 }-
Partisi sisi dari graf persahabatan F, pada Gambar 4 ditunjukkan seperti pada Gambar 5 berikut.
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Gambar 5 Partisi Sisi dari Graf Persahabatan F,

Berdasarkan Gambar 5 diperoleh 12 partisi sisi dari E(F,), yaitu e; = (v1, 1), 3 = (v, V9), €3 =
(v1,V9), €4 = (V3,V9), €5 = (V3,V4), €6 = (V4, Vo), €7 = (V5,V9), €g = (U5, Vg), €9 = (Vg, Vo), €19 =
(v7,v9), €11 = (v7,vg), dan e, = (vg, vg). Partisi sisi dari graf persahabatan F, tersebut dapat
kelompokkan menjadi subgraf H; untuk i = 1,2,3,4 seperti pada Gambar 6 berikut.
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Gambar 6 Subgraf dari Graf Persahabatan F, dalam bentuk Cs
Berdasarkan Gambar 6 terlihat bahwa diperoleh 4 subgraf H; untuk i = 1,2,3,4 dari E (F,), yaitu:
Hy = {(v1,v2), (01, V9), (V2, v9)}),
Hy = {{(v3,v4), (v3,V9), (v4, V9)}),
Hz = ({(vs, v6), (vs, o), (v, v9)}), dan
Hy = ({(v7,v5), (v7,v9), (vg, Vo) }).
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Pada masing-masing subgraf terdiri dari 3 sisi membentuk graf sikel C5. Formula pengelompokkan
subgraf yang diperoleh adalah H; = ({(v;, viy1), Wi, Vans1), (Wis1, Vane1)}), dimana setiap i =
1,2,3,4.

Partisi graf F, = H;® H,@®H;®H, dan H; = C5; untuk setiap i, maka graf persahabatan F,
dikatakan sebagai C; —dekomposisi.

Dekomposisi Graf Prisma

Graf prisma memiliki bentuk seperti prisma bangun ruang, yang di gambarkan menjadi bangun datar.
Dalam teori geometri, prisma adalah bangun ruang tiga dimensi yang dibatasi oleh alas dan tutup
berbentuk segi—n dan sisi-sisi tegak berbentuk persegi atau persegi panjang Graf prisma dalam
penelitian ini merupakan perluasan dari prisma yang memiliki bentuk seperti prisma bangun ruang yang
bertingkat.
Definisi 7 [4] Graf prisma D,, , adalah graf hasil kali Kartesius C,, X B, dari sebuah graf sikel C,,
dengan m simpul dan sebuah graf lintasan P, dengan n simpul.

Graf prisma D,, , dengan m > 3, banyak simpulnya adalah 2m sedangkan banyak sisinya adalah
3m yaitu V(Dmyz) = (Wi, Wy, o, Wap} dan E(Dp2) = {(Wie, Wies1), Wies 1, Wit 2)s s (Wi, 1)} U
{Wi, Wiem), Wi, Wick14m)s 0 Wi, Wor)} U {(Wikms, Wik 14m)r Wik 14mo Wiea24m)y Wik 14m

Wict24m)s -+ r (Wam, Wi 4m)} dengan k = 1.
Sebagai contoh diambil graf prisma D, ,, dengan m > 3 untuk C,,, dan n = 2 untuk P, kemudian

graf prisma D,, , dipartisi menjadi subgraf H; untuk i = 1,2,3, ..., t. Berikut akan di uraikan bentuk
dekomposisi yang berlaku pada graf prisma D, ,.
Contoh 8 Diberikan graf prisma D, , seperti pada Gambar 7.

€11

Gambar 7 Graf Prisma D, ,
Simpul-simpul dan sisi-sisi dari graf prisma D, , yaitu V(D,,) = {wy, wy, ws, wy, ws, we, wy, wg}
dan E(D4,2) = {e1, €3, €3, €4, €5,€6, €7, €5, €9, €10, €11, €12}
Partisi sisi dari graf prisma D, , seperti pada Gambar 8.
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Gambar 8 Partisi Sisi dari Graf Prisma D, ,
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Berdasarkan Gambar 8 terlihat bahwa diperoleh 12 partisi sisi dari E(D“), yaitu e; = (wq,w,),
e; = (Wp,w3), e3 = (W3, wy), es = (Wg, W), €5 = (W1, Ws), eg = (Wp,Wg), €7 = (W3, W), eg =
(Wy, Wg) €9 = (W, W), e19 = (We,W7), e11 = (Wy,wg), dan e;, = (ws,wg). Partisi sisi dari graf
prisma D, , tersebut dapat kelompokkan menjadi subgraf H; untuk i = 1,2,3, ..., t sebagai berikut.

Graf prisma D, , dipartisi menjadi subgraf H; untuk i = 1, 2,3, ..., t berbentuk 3K,.
Graf prisma D, , dipartisi menjadi subgraf H; = (E;) berbentuk 3K,. Pengelompokkan partisi sisi
dari graf prisma D, , pada Gambar 8 ditunjukkan seperti pada Gambar 9.
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Gambar 7 Subgraf dari Graf Prisma D, , dalam bentuk 3K,
Berdasarkan Gambar 9 diperoleh 4 subgraf H; untuk i = 1,2,3,4 dari E(D“), yaitu sebagai berikut.
Hy = ({(wy, ws), (Wz, w3), (We, w7)}),
Hy = ({(wz, we), (W3, wy), (W7, wg)}),
Hz = ({(w3, w7), (Wy, wy), (Wg, ws)}), dan
Hy = ({(ws, wg), (W1, w3), (Ws, we)}).

Pada masing-masing subgraf terdiri dari 3 sisi berbentuk graf lengkap K,. Formula pengelompokkan
subgraf adalah H; = ({(W;, Wism), Wit1, Wit2), Wis14m Wita+m)}), dimana untuk setiapi + 1,i +
2 >mmakai+ 1dan i+ 2 dinyatakan sebagai bilangan bulat 1,2,3,..., t(mod m).

Pada H; karena i + 2 > m, maka untuk simpul ws dan wq yaitu bilangan 5 dan 9 di ambil sebagai
1(mod 4) dan 5(mod 4). Sedangkan untuk H, karenai + 1 > m pada simpul ws danwg dani +2 >
m pada simpul wg dan wy, maka untuk simpul ws, wg, wg dan wy, yaitu bilangan 5, 6, 9 dan 10 di
ambil sebagai 1(mod 4), 2(mod 4), 5(mod 4) dan 6(mod 4).

Partisi graf D, , = H;® H,@®H3®H, dan H; = 3K, untuk setiap i, maka graf prisma D, , dikatakan
sebagai 3K, —dekomposisi [7]. Dengan menggunakan formula yang sama maka dapat menentukan
dekomposisi graf dengan jumlah simpul m yang berbeda sehingga diperoleh dekomposisi graf yang
disajikan pada tabel 1.

Tabel 1 Dekomposisi dari Graf Prisma D,,, , dalam bentuk 3K,

Graf . . ) .
Prisma Dekomposisi H —dekomposisi Banyak simpul dan sisi
D D3;,=H, @ H, ® H; H; = 3K, [V(H)| = |V(H)| = |V(H3)| =6
32| (3 partisi) |E(H)| = |E(Hp)| = |[E(H3)| =3
b D,,=H, ® H, ® H; = 3K, [V(H)| = V(H)| = [V(H3)| = [V(Hy)| =6
2 | H; @ H, |E(H)| = |E(Hp)| = |[E(H3)| = |[E(Hy)| =3
Ds,=H, ® H, © H; = 3K, [V(H)| = V(H)| = [V(H3)| = [V(Hy)| =
D H; ® H, @ Hy |V(Hs)| =6
52 |E(H)| = |E(Hp)| = |[E(H3)| = |[E(Hy)| =
|E(Hs)| =3
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Graf . . . .
Prisma Dekomposisi H —dekomposisi Banyak simpul dan sisi
Dg,=H, ® H, ® H; = 3K, [V(H)| = V(H)| = V(H3)| = [V(Hy)| =
D H; ®© H, © Hs © Hg |V(Hs)| = |V(Hg)| =6
o2 |E(H,)| = |E(Hy)| = |E(H3)| = |E(Hy)| =
|E(Hs)| =IE (Ho)| = 3
Dy 2,=H, © H, © H; = 3K, [V(H)|=IV(H)| = |V(H3)|=..=
D H; D H, D Hs D |V (Hy)| =6
™ He @ ..® Hy, |E(H,)| = |E(H)| = |E(Hs)| = ... =
|E(Hm)| =3

Dari Tabel 1 berlaku teorema berikut.

Teorema 9 Graf prisma D,, ,, dengan m > 3 merupakan 3K, —dekomposisi.

Bukti

Diambil sebarang graf prisma D,,,, dengan m >3 vyaitu V(Dm,z) = {wy, Wy, W3, ..., Wy, } dan
E(Dm,z) = {Wi, Wes 1), Wies1, Wier2)5 - ) Wi, Wi) F U {Wie, Wi ), Wit 1, Wik 14m)s ) (Wi, Wagm ) }
U A{(Wicsm Wit 14m)r Wit 14m W 24m)s -+ r Wam, W)} dengan k = 1.

Partisi graf prisma D,, , menjadi subgraf H; = (E;) yang berbentuk K,, dimana i # j maka H; N H; =
@, dan H; = H;. Partisi graf prisma D, , sebagai berikut.

H; = ({(w;, Wizm), Wis1, Wis2), Wis14m Wisaem)}), dimana setiapi+1, i+2 >m maka i +1
dan i + 2 dinyatakan sebagai bilangan bulat i = 1,2,3,..., t(mod m).

Untuk menunjukkan bahwa pada setiap subgraf H; saling lepas dimana i # j maka H; N H; = @.
Diandaikan H; N H; # @ maka Je, € H; N Hj, k € N. Hal ini mengartikan bahwa e; € H; dan e, € H;.
Jika e, € H; maka ex = (Wy, Wiyqn) atal (Wigq, Wiyz) atau (Wiy14m, Wis24m) dan e, € H; maka e, =
(Wj, Wj+m) atau (Wj+1,Wj+2) atau (Wj+1+m, Wj+2+m). Akibatnya (w;, wiym) = (Wj,Wj+m),
Wigr1, Wig2) = (Wj+1'Wj+2) dan (Wiy14m Wisz4m) = (Wj+1+m' Wj+2+m): sehingga { = j. Jika i = j,
maka untuk i + 1,i + 2 > m dinyatakan sebagai bilangan bulat 1,2,3,..., t(mod m), sehingga pada
setiap subgraf tidak terdapat sisi yang sama. Dikarenakan sebab itu diperoleh i # j, H; N H; = @
kontradiksi dengan pengandaian. Sedemikian hingga D,, , = H,® H,® ... ®H,, E|H;| = 3 maka D,y, ,
merupakan 3K, —dekomposisi.

Graf prisma D, , dipartisi menjadi subgraf H; untuk i = 1,2,3, ..., t berbentuk P,
Graf prisma D, , akan dipartisi menjadi subgraf H; = (E;) berbentuk P,. Pengelompokkan partisi
sisi dari graf prisma D, , pada Gambar 8 ditunjukkan seperti pada Gambar 10.

Wy €9

€11

Gambar 10 Subgraf dari Graf Prisma D, , dalam Bentuk P,




Dekomposisi Graf Prisma 491

Berdasarkan Gambar 10 terlihat bahwa diperoleh 4 subgraf H; untuk i = 1,2,3,4 dari E(D4,2), yaitu

sebagai berikut.

Hy = {{(wy, wy), (W, ws), (Ws, we)}),

Hy = ({(wy, w3), (wa, W), (We, w7)}),

Hy = ({(w3, wy), (W3, W), (W7, wg)}), dan
Hy = ({(ws, wy), (s, wg), (wg, ws)}).

Pada masing-masing subgraf terdiri dari 3 sisi membentuk graf lintasan P,. Formula
pengelompokkan subgraf yang diperoleh adalah H; = ({(W;, wis1), Wi, Wirm), Wism Wis14m) 1)
dimana setiap i + 1 > m maka i + 1 dinyatakan sebagai bilangan bulat 1,2,3,..., t(mod m).

Pada H,, i +1 > m maka untuk simpul ws dan wq yaitu bilangan 5 dan 9 di ambil sebagai
1(mod 4) dan 5(mod 4).

Partisi graf D,, = H;® H,@®H3®H, dan H; = P, untuk setiap i, maka graf prisma D, , dikatakan
sebagai P, —dekomposisi. Dengan menggunakan formula yang sama maka dapat menentukan
dekomposisi graf dengan jumlah simpul m yang berbeda-beda yang disajikan dalam tabel 2.

Tabel 2 Dekomposisi dari Graf Prisma D,, , dalam bentuk P,

Graf

Prisma Dekomposisi H —dekomposisi Banyak simpul dan sisi
D D;,=H, ® H, ® Hi =P, [V(H)| = [V(H)| = |V(H3)| =4
32 | Hy (3 partisi) |E(H)| = |E(Hy)| = |E(H3)| =3
D Dy,=H, ®H, @ Hy=P, [V(H)| = V(H)| = V(H3)| = [V(H)| =4
“* | H; ® H, |E(Hy)| = |E(Ho)| = |[E(Hs)| = |[E(Hy)| =3
Ds,=H, @ H, ® Hi =P, [V(H)| = [V(H)| = V(H3)| = [V(Hy| =
Ds, H; © H, © H; [V(Hs)| =4
’ |E(Hy)| = |E(H,)| = |E(H3)| = |[E(H,)| =
|E(Hs)| =3
D¢,=H; @ H, © Hi =P, [V(HDI = [V(H)| = [V(H3)| = |[V(Hy)| =
De., H; D H, @ Hs © [V(Hs)| = |V(Hg)| = 4
’ Hg |E(Hy)| = |E(H,)| = |[E(H3)| = |[E(H,)| =
|E(Hs)| =|E(Hg)| =3
Dpo,=H, @ H, @ Hi=P, [V(H)I = V(H)| = |V(H3)| = ... =
D,y H; ® H, ® Hs D [V(Hy)| =4
"™ | He @ ... ® Hy, |E(HD| = |[E(H)| = |E(Hs)| = ... =
|E(Hn)| =3

Dari Tabel 2 berlaku teorema berikut.

Teorema 10 Graf prisma D,, ,, dengan m > 3 merupakan P, —dekomposisi.

Bukti

Diambil sebarang graf prisma D,,,, dengan m =3 yaitu V(D) = {wy, wy, w3, ..., wy,,} dan

E(Dmz2) = {Wi, Wi1), Wiet1, Wit 2)s - oo Wi, W)} U {Wie, Wiewm)s Wi 1, Wi 14m)s - -» (Wi, Warn )}
U {(Witmm Wit 14m)s Wit 1m0 Wit 24m)s ) (Wam, Wi4m)} dengan k = 1.

Partisi graf prisma D,,, , menjadi subgraf H; = (E;) yang berbentuk P,, dimana i # j maka H; N H; =
@, dan H; = H;. Partisi graf prisma D, , sebagai berikut.

H; = ({(w;, wiz1), Wi, Wirm), Witm, Wis14m)}), dimanasetiap i + 1 > m maka i + 1 disebut sebagai
bilangan bulati = 1,2,3,..., t(mod m).
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Untuk menunjukkan bahwa pada setiap subgraf H; saling lepas dimana i # j maka H; N H; = .
Diandaikan H; N H; # @ maka terdapat e, € H; N H;, k € N. Hal ini mengartikan bahwa e, € H; dan
ex € H;. Jika e, € H; maka e, = (W;, wiyq) atau (W, Wiy atal (Wi ym, Wit14m) dan e, € H; maka
ey = (Wj, Wj+1) atau (Wj, Wj+m) atau (wj+m, wj+1+m). Akibatnya (w;,wjy 1) = (Wj,Wj+1),
Wi, Wigm) = (er Wj+m) dan (Wipm Wig14m) = (Wj+m’Wj+1+m): sehingga i = j. Jika i = j maka
setiap i + 1 > m dinyatakan sebagai bilangan bulat i = 1,2,3,...,t(mod m), sehingga pada setiap
subgraf tidak terdapat sisi yang sama. Dikarenakan sebab itu diperoleh i # j, H; N H; = @ kontradiksi
dengan pengandaian. Sedemikian hingga D,, , = H® H,® ... ®H,, E|H;| = 3 maka D,, , merupakan
P, —dekomposisi.

Pada graf prisma D, , yang dipartisi menjadi subgraf H; untuk i = 1,2,3, ..., t berbentuk P, juga dapat
dikelompokkan menjadi subgraf berbentuk 2P,, namun hanya berlaku ketika m adalah bilangan genap.
Pengelompokan partisi sisi dari graf prisma D, , pada Gambar 8 ditunjukkan seperti pada Gambar 11.

Gambar 11 Subgraf dari Graf Prisma D, , dalam bentuk 2P,

Berdasarkan Gambar 11 diperoleh 2 subgraf H; untuk i = 1,2 dari E(D“), yaitu sebagai berikut.
Hy = ({(wy, wy), Wy, ws), (Ws, wg), (Wa, w3), (Wz, We), (We, w7)}). dan
Hy = ({(ws, wy), (W3, w7), (W7, wg), (Wy, wy), (Wa, wg), (Wg, ws)3}).

Pada masing-masing subgraf terdiri dari 6 sisi membentuk sebanyak 2 graf lintasan P,. Formula
pengelompokkan partisi subgraf yang diperoleh adalah sebagai berikut.

H; = {wi, wiz 1), Wi, Wizm), Wigm Wis14m), Wit Wis2), Wit Wis10m), Wig14m, Wis24m) D)
dimana setiap i + 2 > m maka i + 2 disebut sebagai bilangan bulat i = 1,2,3,..., t(mod m).

Pada H, karena i + 2 > m, maka untuk simpul ws dan wq yaitu bilangan 5 dan 9 di ambil sebagai
1(mod 4) dan 5(mod 4).

Partisi graf D,, = H,@® H, dan H; = 2P, untuk setiap i, maka graf prisma D, , dikatakan sebagai
2P, —dekomposisi. Dengan menggunakan formula yang sama maka dapat menentukan dekomposisi
graf dengan jumlah simpul m yang berbeda yang disajikan dalam tabel 3.

Tabel 1 Dekomposisi dari Graf Prisma D,, , dalam Bentuk 2P,

Graf . . . .
Prisma Dekomposisi H —dekomposisi Banyak simpul dan sisi
D D4,=Hy @ H; H; = 2P, [V(HD|=|V(H)| =8
4.2 (3 partisi) |E(Hy)| = |E(Hy)| =6
D De = H;y ®H, ® H; = 2P, |[V(H)| = |V(H)|=|V(H3)| =8
62 | Hy |E(H)| = |E(H)| = |E(H3)| = 6
D Dg,=H; ®H, ® H; = 2P, [V(H)| = [V(H)|=V(H3)| = |V(Hy)| =8
82 | H; ® H, |E(H)| = |E(H)| = |E(H3)| = |[E(Hy)| =6
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Graf . - . -
Prisma Dekomposisi H —dekomposisi Banyak simpul dan sisi
Dyp,=H, ® H, D H; = 2P, [V(HDI = [V(H)| = [V(H3)| = |[V(Hy)| =
Dyo H;® H, ® Hs D |V(Hs)| =8
“ | Hg |E(H)| = |E(HR)| = |E(H3)| = |[E(Hy)| =
|E(Hs)| =6
Dm,=H, ©H, D H; = 2P, [V(HD| = [V(H)| = [V(H3)| = ... = | V(H%N
Dm, H; ® H, ® H: © =8
2" |He® .. Hnm |E(H)| = |E(H)| = [E(H3)| = ... = |[E(Hm)|
=6

Berdasarkan Tabel 3 diperoleh teorema berikut:

Teorema 11 Graf prisma D,, , dengan m > 3, m bilangan genap merupakan 2P, —dekomposisi.
Bukti

Diambil sebarang graf prisma D,,,, dengan m =3 yaitu V(D) = {wy, Wy, ws, ..., Wz} dan
E(Dp2) = {(Wi, Wies1)s W1, Wiea2)s - -» Wan, W)} U {Wie, Wietean ), Wit 1, Wi 146m ) - - » Wi, W)}
U {(Witm Wick 14m) Wics 14ms Wit 24m)s 0 Wam, W)} dengan k = 1.

Partisi graf prisma D,,, , menjadi subgraf H; = (E;) yang berbentuk 2P, dimana i # j maka H; N H; =
@, dan H; = H;. Partisi graf prisma D, , sebagai berikut.

Hy = {wi, wir ), Wi Wism), Wism Wis14m), Wis, Wisz), Wis1, Wiz1om), Wis14m, Wiszem)})
dimana setiap i + 2 > m maka i + 2 disebut sebagai bilangan bulat i = 1,2,3,..., t(mod m).

Untuk menunjukkan bahwa pada setiap subgraf H; saling lepas dimana i + j maka H; N H; = @.
Diandaikan H; N H; # @ maka terdapat e, € H; N H;, k € N. Hal ini mengartikan bahwa e, € H; dan
ex € H;. Jika e, € H; maka e, = (w;, W) atau (w;, Wiyp,) atau (Wipm, Wiy14m) atau (Wiyq, Wiiz)
atal (i1, Wit14m) ataU (Wig14m Wivasm) dan e, € H; maka e, = (wj, wyyq) atau (wy, wy,p) atau
(Wjtm Wis14m) atau (wjpq,wjpz) atau (Wieq, Wisgim) atal  (Wip1em Wiszem). Akibatnya
(Wi, Wir1) = (W, Wjs1), Wi, Wirm) = (Wi Wiem)s Wit Wit1em) = (Wism Wis1em ) Wi, Wit2)
= Wiz, Wjs2), Wity Wig14m) = (Wj+1'Wj+1+m)a Wis14m Wisz24m) = (Wj+1+mv Wj+2+m)1 maka
i =j. Jika i =j maka setiap i +2 > m disebut sebagai bilangan bulat i = 1,2,3,...,t(mod m)
sehingga pada setiap subgraf tidak terdapat sisi yang sama. Dikarenakan sebab itu diperoleh i # j, H; n
H; = @ kontradiksi dengan pengandaian. Sedemikian hingga D,,, = H,@® H,® ... ®H,, E|H;| = 6
maka D,, , merupakan 2P, —dekomposisi.

KESIMPULAN

Berdasarkan pada hasil dan pembahasan, maka diperoleh kesimpulan sebagai berikut.

a. Graf prisma D, , dengan m > 3 merupakan 3K, —dekomposisi yaitu partisi graf berbentuk
subgraf yang terdiri dari graf lengkap K, dan merupakan P, —dekomposisi yaitu partisi graf
berbentuk subgraf yang terdiri dari graf lintasan P,. Lebih khusus ketika m adalah bilangan
genap maka berlaku 2P, —dekomposisi yaitu partisi graf berbentuk subgraf yang terdiri dari 2
graf lintasan P,.

b. Graf prisma D,, dimana m >3 dengan pengelompokkan subgrafnya H; =
Wi, Wism), Wis1, Wiv2), Wit14m Wis2+m) ), dimanasetiapi +1, i +2 >mmakai+ 1
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dan i+ 2 dinyatakan sebagai bilangan bulat i =1,2,3,...,t(mod m) maka berlaku
3K, —dekomposisi. Sedangkan Graf prisma D,,, dimana m > 3 dengan pengelompokkan
subgraf H; = ({(w;, wir1), Wi, Wism), Wi, Wis1+m)}), dimana setiap i + 1 > m maka i +
1 dinyatakan sebagai bilangan bulat i = 1,2,3,..., t(imod m) maka berlaku P, —dekomposisi.
Lebih khusus ketika m bilangan genap dengan pengelompokkan subgraf H; =
(W wig1), Wi Wigm), Witm Wis14m), Wigt, Wig2), (Wi+1, Wi+1+m)r (Wi+1+m, Wi+2+m)})
dimana setiapi+2>m maka i+ 2 dinyatakan sebagai bilangan bulat =
1,2,3,...,t(mod m) maka berlaku 2P, —dekomposisi.
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