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Resumen

En esta primer parte de una serie de articulos sobre el Porismo de Poncelet, se presentan algunas
pruebas elementales de casos particulares del resultado y se propone el problema de hallar cuadrilateros
bicéntricos racionales. El material esta dirigido a estudiantes de geometria y calculo elementales. Se

construyé un sitio web de libre acceso:

https://sites.google.com/view/juan-garza/nigromante/poncelet

para ilustrar algunos ejemplos interesantes.
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Introduccion

El Porismo de Poncelet o Gran Teorema de
Poncelet, fue descubierto por el ingeniero y ma-
tematico francés Jean-Victor Poncelet durante sus
anos de encarcelamiento en la prisién de Saratoff
(1813-1814). Poncelet estuvo bajo el mando de
Napoleén en su campana contra Rusia.

Para enunciar el resultado es conveniente in-
troducir la siguiente definicién (véase Figura 1):

Definicion 1. Sean C, D dos conicas no singula-
res en R%. Un n-dgono de Poncelet respecto al par
ordenado (C, D) es un poligono (den lados/vérti-
ces, n € N, n = 3) cuyos vértices son puntos de C
y cuyos lados son segmentos de rectas tangentes
a D. De ezistir, decimos que (C, D) admite un
n-dgono de Poncelet.

En su version mas sencilla, el Porismo de Pon-
celet dice lo siguiente (ver la Figura 2):

Figura 1: Un pentagono de Poncelet respecto

a (C, D).



Figura 2: El Porismo de Poncelet para n = 3.

Teorema 1.1. Sea (Cy,Cs) un par de circunfe-
rencias en R?. Si existe un n-dgono de Ponce-
let respecto a (C,Cs), entonces eziste una infi-
nidad. Mdas todavia, si Cy estd en el interior del
disco definido por C4, entonces todo punto en C}
es vértice de un n-dgono de Poncelet respecto a

(C1, Cy)L.

El Porismo de Poncelet para circun-
ferencias en R?

Comenzaré dando una prueba del Teorema
1.1 en el caso en que tenemos un par de circunfe-
rencias (C1, Cy) en R?, con Cy estrictamente con-
tenida en el interior del disco cuya frontera es C'.
La geometria de la configuracion que nos interesa
estudiar esta completamente determinada por los
radios de las circunferencias y la distancia entre
sus centros. Por lo tanto no hay pérdida de gene-
ralidad si suponemos que las ecuaciones de C y
(s son las siguientes:
oyt =1,

Cy (1a)

Cy: (x—d)? +y* =12 (1b)

donde d > 0y r > 0 son un par de nimeros reales
que satisfacen ademas d + r < 1 (ver Figura 3).

Los pasos de la prueba son los siguientes:

!Dualmente, toda tangente a Cy contiene un lado de un n-adgono
de Poncelet respecto a (Cy, Cs).

Figura 3: El par de circunferencias (Cy, Cs)

1. Se asociara una funcién f : [0,00) — R al
par de circunferencias (C7, Cs) que medird
qué tan rapido recorremos la circunferencia
(' en sentido positivo (esto es, en sentido
contrario de las manecillas del reloj) al tra-
zar tangentes a (.

2. Se impondran condiciones a la n—ésima ite-
racion de f para garantizar la existencia de
un n-agono de Poncelet respecto a (Cq, Cs).

3. Se mostrara que si un punto satisface las
condiciones del inciso anterior, entonces lo
mismo es valido para cualquier punto de Cf.

Paso 1: La funciéon f

Pensemos en los puntos P € C; como imége-
nes del mapeo ¢ : [0,0) — R? dado por

(2)

es decir, estamos recorriendo la circunferencia C
en sentido opuesto a las manecillas del reloj co-
menzando en el punto (0,1) = (0). Por cual-
quier punto P = ¢(t) pasan dos cuerdas tangen-
tes a Cy (ver segmentos PQ1 y PQs en la Figura
4).

@(t) := (cost,sent),

Sea ()1 el punto mas cercano a P recorrien-
do C] en el sentido antes mencionado. Definimos



Q1

Figura 4: Construyendo la funcion f.

f(t) como el nimero minimo que satisface:

p(f(1) = Qu. (3)

Obsérvese que cualquier nimero de la forma f(¢)+
2mm con m € N es mapeado bajo ¢ en (J1, de
aqui el requerimiento de minimalidad para la de-

finicion de f(t).

Paso 2: Construyendo n—agonos de
Poncelet

Por construccion, la existencia de un n—agono
(n = 3) de Poncelet respecto a (Cf,Cs) es equi-
valente a que exista un ¢y = 0 tal que

[T (to) = to + 2mm, (4)
para algin m € N. Geométricamente, la ecuacién
(4) dice que después de trazar n tangentes man-
teniendo la orientacion, volvemos al punto inicial
P = p(ty) (ver Figura 5).

Determinar explicitamente la regla de corres-
pondencia que define a la funcién f es complica-
do. Como veremos enseguida, resulta mas conve-

d—f. El hecho de
dt

que f sea derivable se sigue de que las circun-
ferencias son curvas no singulares. Calcularemos

niente trabajar con su derivada

P = p(ty) = ¢(f*(t)))

P (1)) ‘A

Figura 5: Un caso en que f%(t) = tq + 2.

— directamente, tomando el limite

dt

fE+h) = f(D)
i h ' (5)

Sean P 1= ¢(t), P := p(t + h); Q1 := @(f(t)),
Q2 := @(f(t+ h)). Por construccién, los niimeros
f(t+ h)— f(t) y h son las medidas de los arcos
de circunferencia comprendidos entre los puntos

Q1,Q2 vy P, P, respectivamente. Denotaré tales
medidas con Q1Q2 vy P Ps.

Sea O := Pi()1 n P>,()9. Para calcular el limi-
te (5), observemos que los tridngulos AP, PO y
AQ-(Q10 son semejantes (ver Figura 6).

Figura 6: APngO ~ AQngO

Por lo tanto

Q10| _ Q10|
PPy |OR)|’




donde |-, | denota la longitud del segmento co-
rrespondiente. Cuando h tiende a 0, o equivalen-
Q2

tiende

temente P, tiende a P, el cociente

PP
a (6), ambas cuerdas tangentes se sobreponen y

el punto O tiende al punto de tangencia con Cs.
Por lo tanto si tomamos una cuerda tangente P(Q)

d T
con punto de tangencia 7', tenemos d_]; = —:Pg%;

(ver Figura 7).

Figura 7: El limite h — 0.

Las longitudes |PT| y |[T'Q)| pueden calcularse
en funcion de los radios de la circunferencias, 1 y
ry la distancia entre sus centros, d de la siguiente
manera (ver Figura 8):

Figura 8: Construcciones auxiliares.

Denotaré con M y N los centros de C; y
(5 respectivamente. Por construccién |[MQ)| = 1,
IMN| =dysiP=p(t),el dangulo ZQM N mide
f(t). Por la ley de cosenos tenemos:

INQ|> = 1+ d® — 2d cos(f(t)) (7)

y por el Teorema de Pitagoras aplicado al triangu-
lo ATQN tenemos:

ITQ| = /1 + d? — 12 — 2d cos(f(t)).

Anélogamente uno calcula:

(8)

|PT| = /1 +d?—72—2dcos(t). (9

Por lo tanto:

a A1+ d®—1r2—2dcos(f(t))

- 10
dt A/ 1+ d? — 1?2 — 2dcos(t) (10)
o bien:
! i _
A1+ d?—r?2—2dcos(f(t))dt
1 (1)
B 1+ d —r2—2dcos(t)
Consideremos la funcion
1
g(r) : (12)

- 1+ d— 12— 2dcos(z)

Por construccion g es estrictamente positiva y
continua. Por lo tanto existe una funcién inyecti-

va G tal que
dG

e g(z).

Afirmo que existe una constante w tal que para
todo t = 0:

(13)

G(f(t) - G(t) = w. (14)
En efecto, por (13) y la regla de la cadena:
C@um) =grmT )

combinando esta ultima ecuacién con (13) y (11)
tenemos:

d

5 (G(f(t) = G(2) = 0. (16)

De aqui se sigue (14).



Aplicando (14) para t = f°/(t) con j desde 1
hasta n — 1 y sumando las n ecuaciones resultan-
tes, tenemos:

(17)

Por lo tanto la existencia de un n—agono de Pon-
celet respecto a (C,Cs) equivale a la existencia
de un ty > 0 y un natural m tales que:

G(to + 2mm) — G(ty) = nw. (18)

Paso 3: Independencia respecto al
vértice inicial

El paso final de la prueba consiste en observar
que la condicién impuesta por la ecuacion (18) no
depende de t;. Esto es consecuencia de que G es
una antiderivada de una funcién 27 —periodica.
La condicién impuesta por (18) para la existencia
de un n—agono de Poncelet consiste precisamente
en que la integral en un intervalo formado por m
periodos concatenados de una funcion periddica
sea igual a nw. Es bien sabido que el valor de
dicha integral no depende de la eleccién de los m
periodos concatenedos. En otras palabras, si (18)
se cumple para t;, entonces se cumple para todo
t > 0. Esto demuestra el resultado de Poncelet.

JPor qué porismo?

El resultado de Poncelet es llamado porismo
porque no resuelve el problema de hallar poligo-
nos de Poncelet respecto a un par de circunferen-
cias. Poncelet dedujo la existencia de una infini-
dad de poligonos interinscritos siempre que exista
al menos uno.

El Problema de Fuss para triangu-
los

El problema de Fuss consiste en dar una so-
lucion explicita al Porismo de Poncelet para cir-
cunferencias en un plano. Como veremos a conti-
nuacion, tal solucién esta dada por una ecuacién

algebraica en los pardametros que determinan la
posicion relativa de las circunferencias: sus radios
y la distancia entre sus centros. La complejidad
de estas ecuaciones crece considerablemente jun-
to con el niumero n de lados de los poligonos bus-
cados. En esta primera parte, estudiaremos los
casos n = 3,4 de forma elemental.

Proposicion 1. Consideremos un par de circun-
ferencias coplanares C1,Cy de radios R y r res-
pectivamente tales que la distancia entre sus cen-
tros d satisface d < R —r (en otras palabras, Cs
estd contenida en el interior del disco cuya fron-
tera es C ). Supongamos que existe un tridngulo

AABC de Poncelet respecto a (C1,Cy). Enton-
ces:

R*> — d* = 2Rr.

(19)

Figura 9: Probando la Proposicion 1.

Prueba: En la Figura 9, O e I son los centros
de C} v Cs respectivamente. Prolongamos Al has-
ta intersecar de nuevo C en J. PQ y JK son los
diametros de C que contienen a los segmentos
10 y JO respectivamente. S es el punto de tan-
gencia de Cy con AB.

Es claro que los triangulos AAPI y AIJQ
son semejantes. Luego |AI|-[IJ| = |PI|-|IQ|. Es
decir:

AIl-|IJ] = (R—d)(R+d).  (20)

Falta probar que |AI| - |I.J]| = 2Rr. Para ello ob-
servamos que los tridngulos AAST y AKJC son



semejantes: £ ASI es recto porque su vértice es
la interseccion de un radio y una tangente de Cb.
/JCK es recto por subtender un diametro de
C;. Por otro lado ZIAS = ZCAJ porque AJ

es bisectriz de LZCAB y LCAJ = ZCKJ por
subtender la misma cuerda. De aqui se sigue que:

|AI| - |JC| =|KJ|-|SI| = 2Rr. (21)
Finalmente |JC| = |IJ|, pues LCIJ = £JCI

(ambos dngulos son iguales a 5(LCAB+2BCA)).

De aqui y (20) obtenemos el resultado. Q.E.D.
El reciproco de la Proposicion 1 también es
valido:

Proposicion 2. Sean C7 y Cy dos circunferen-
cias coplanares de radios R y r respectivamente.
Sea d la distancia entre sus centros. Supongamos
que R? — d? = 2Rr. Entonces existe un tridngulo
de Poncelet respecto a (Cy,Cy) (y por el Porismo
de Poncelet, una infinidad).

Figura 10: Recuperando un triangulo de Pon-
celet.

Prueba: Tomemos un punto A’ en Cj. Sean
A'B" y A'C" las cuerdas tangentes a C5. Prolon-
guemos A’l hasta intersecar a C de nuevo en
J'. Prolonguemos también J’O hasta obtener el
didmetro J'K’. Sea S’ el punto de tangencia de
A’B’ con Cy. Al igual que en la prueba de la Pro-
posicién 1, tenemos

\A'I|- 1| = R* — d*

(22)

pero R? — d?> = 2Rr. Por lo tanto

|A'I| - |IJ'| = 2Rr. (23)
Como los triangulos AA'S'] y AK'J'C" son se-
mejantes, tenemos

|A'T| - |JC'| = 2Rr. (24)
De (23) y (24) se sigue que |IJ'| = |J'C’|. Por lo
tanto

01 =2JC'I.
Ahora ZC'[J = £ZIC'A" + LC'A'T y
LJC'I =/B'C'I+ £JC'B'. Pero
£J'C'B" = £J'A'B' por subtender la misma cuer-
day ZJAB" = ZC'A'I por ser A’[ bisectriz del
angulo en A’. Por lo tanto

(25)

LIC'A = /B'C'I. (26)

De aqui se sigue que I es incentro de AA'B'C".
En particular B’C’ es tangente a (. Q.E.D.

Cuadrilateros bicéntricos

Recordemos que un cuadrilatero es llamado
bicéntrico si es de Poncelet respecto a un par
de circunferencias (C1,(C3). A continuacion en-
contraremos una condicién necesaria para la exis-
tencia de cuadrilateros bicéntricos analoga a la
obtenida en la Proposicion 1.

Proposicion 3. Sean C7 y Cy dos circunferen-
cias coplanares de radios R y r respectivamente
tales que la distancia entre sus centros d satis-
face d < R — r. Supongamos que existe un cua-
drilatero ABC'D de Poncelet respecto a (Cy, Cy).
Entonces:

(R* — d*)* = 2r*(R* + d). (27)
Prueba: Sean O, [ los centros de C y C5 res-
pectivamente. Prolonguemos Al y CI hasta in-
tersecar a C7 en los puntos L y M. Sean J y K

los puntos de tangencia de Cy con los lados AB
y BC' respectivamente (ver Figura 11).



Figura 11: Problema de Fuss para cuadrilate-
roS.

Como ABCD es ciclico, ZDAB + £ZBCD = .
De aqui se sigue que

LIAB + /BCI = g (28)
y como |[[K| = |IJ| = r, existe un tridngulo
rectangulo con catetos de longitudes |CI|y |[A|
e hipotenusa de longitud |AJ| + |KC|. El doble
del area de este triangulo puede calcularse de dos

maneras obvias, dando lugar a la siguiente igual-
dad:

|ICI|-|IA| =r (|AJ] + |KCY). (29)
Por el Teorema de Pitagoras:
(JAJ| + |[KC|)* = |CI* + [IA]*.  (30)
De (29) v (30) se sigue que:
ICI|” - |[IAP = r* (|CI]? + |IA]?), (31)
o equivalentemente:
|Ll4|2 ! |011\2 - (32)

Observemos ahora que los puntos L, O y M son
colineales, porque ZMOD =2/MCD, /DOL =
2/DALy ZMCD + ZDAL = 3. De aqui se si-

gue que OT es mediana del tridngulo ATLM. Por
lo tanto:

LM

|LI* 4 |[IM|* = 2|01 + 2(R? + d?).

(33)

AL, CM y el didmetro de C; que contiene a OI
son cuerdas con un punto en comun. Entonces:

|LI|-|IA| = |CI|-|IM|=R*—d*  (34)
Usando (33) y (34) tenemos:
2, 72
|Ll4|2 * |011\2 - ?gj —+dc2l>2)' (35)
De (32) y (35) concluimos que:
(R* — d?)? = 2r*(R* + d°). (36)
O.E.D.

El lector interesado puede probar como ejer-
cicio que la ecuacion (36) es también una condi-
cioén suficiente para la existencia de cuadrilateros
bicéntricos.

Proyecto numérico

En esta secciéon se propone un proyecto con
dos objetivos: que el lector interesado reafirme
el material expuesto e introducir algunas de las
ideas que se utilizaran en las siguientes partes de
este trabajo.

Un problema numérico interesante es encon-
trar configuraciones de circunferencias para las
cuales se cumpla el Porismo de Poncelet y ta-
les que los pardmetros que las definen (los ra-
dios y la distancia entre sus centros) sean ntime-
ros racionales. El problema no es trivial incluso
para un numero de lados relativamente chico de
los poligonos. Por ejemplo, si uno considera cua-
drados regulares, digamos de lado de longitud 2,
tendremos que el radio del circuncirculo R sera

R =72,

Una solucioén en el caso de cuadrilateros, es la
siguiente:

1. Considere un triangulo rectangulo AABC
con catetos de longitudes ¢; := |AB| y /5



:= |BC'|. Supongamos 1 < {5. Sea D la re-
flexién de B respecto a la hipotenusa C'A.
Es facil probar que ABCD es bicéntrico.
Uno calcula los radios de las circunferencias
circunscrita e inscrita, R y r respectivamen-
te, asi como la distancia d entre sus centros
en términos de f1 y fo:

I e d N
R—21/51+€2, r—€1+€2, .
S BB (37)

1+ &

2. Del punto anterior, se sigue que si £1, 5 € N,
entonces R, r,d € Q. Por lo tanto, basta re-
solver el problema numérico clasico de en-
contrar todas las ternas pitagoricas enteras.

3. Muestra que, realizando los pasos anterio-
res, uno obtiene una infinidad de configura-
ciones esencialmente distintas de pares de
circunferencias que cumplen el Porismo de
Poncelet para n = 4 (observa que podria
pasar que todos los parametros obtenidos
de esta manera fueran proporcionales en-
tre si respectivamente, de forma que uno
obtuviera una sola configuracién y copias
homotéticas de la misma).

En la Parte II de esta serie, explicaré la rela-
cion entre el proyecto anterior y un famoso teore-

ma de Faltings, (anteriormente conjetura de Mor-
dell).
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