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Resumen

Se discute la discretización de las ecuaciones de Saint-Venant en una dimensión espacial, usando un
esquema de Lax-Wendroff expĺıcito para discretizar con respecto al tiempo t y un esquema de diferencia
central de segundo orden para discretizar con respecto a la variable espacial x. Asimismo, se discute la
implementación del esquema resultante en MATLAB para simular el desplazamiento de una joroba de
agua.
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Introducción

Las ecuaciones de Saint-Venant modelan el
comportamiento del agua en ŕıos, canales, la-
gos, zonas costeras, y en general, en regiones po-
co profundas. Por tanto, constituyen una herra-
mienta importante para el estudio de una gran
variedad de problemas relacionados con la inge-
nieŕıa costera, la oceanograf́ıa y los estudios me-
dio ambientales, entre muchos otros, Vázquez-
Cendón [8]. Las ecuaciones de Saint-Venant, tam-
bién se conocen en la literatura como las ecua-
ciones de las aguas someras, [1], y en la litera-
tura inglesa como shallow water equations, [5].
En dinámica de fluidos, el flujo de un fluido está
gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes,
[9]. Las ecuaciones de las aguas someras se pue-
den deducir de las ecuaciones de Navier-Stokes, y
resultan ser una buena aproximación a las ecua-
ciones de movimiento del fluido cuando la densi-

dad del fluido es homogénea y la profundidad es
pequeña en comparación con las distancias hori-
zontales ([1], [2]).

Las ecuaciones homogéneas de las aguas so-
meras en 1D están dadas por el sistema de ecua-
ciones ([3], [10]):

∂h

∂t
+
∂(uh)

∂x
= 0

∂(uh)

∂t
+
∂(u2h+ 1

2gh
2)

∂x
= 0,

(1)

donde h = h(x, t) es la profundidad del agua (ti-
rante o calado) en cada punto x en el dominio
espacial al tiempo t ≥ 0, la variable u = u(x, t)
representa el valor promedio turbulento tempo-
ral y promediada en profundidad de la velocidad
horizontal del agua en cada punto x en el domi-
nio espacial al tiempo t ≥ 0, y g es la aceleración
de la gravedad.
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Definiendo

U =

(
h
uh

)
y

F(U) =

(
uh

u2h+ 1
2gh

2

)
,

el sistema (1) se puede escribir como:

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0. (2)

Discretización de (2)

Se discretizará el sistema (2) usando el es-
quema de Lax-Wendroff ([7], Strikwerda [6]), que
está dado por:

U(x, t+ ∆t) = U(x, t) + ∆t
∂U(x, t)

∂t

+
(∆t)2

2

∂2U(x, t)

∂t2
+O((∆t)3).

(3)

De (2) se sigue que

∂2U(x, t)

∂t2
= − ∂

∂x

(
∂F(U)

∂t

)
− ∂

∂x

(
∂F

∂U

∂U

∂t

)
=

∂

∂x

(
∂F

∂U

∂F(U)

∂x

)
=

∂

∂x

(
J(U)

∂F(U)

∂x

)
,

(4)

donde

J(U) =
∂F

∂U
=

(
0 1

−u2 + gh 2u

)
(5)

es la matriz Jacobiana de F con respecto a U.
Sustituyendo (2) y (4) en (3) resulta

U(x, t+ ∆t) = U(x, t)−∆t
∂F(U(x, t))

∂x

+
(∆t)2

2

∂

∂x

(
J(U(x, t))

∂F(U(x, t))

∂x

)
+O((∆t)3).

(6)

Ahora se discretizarán las derivadas espacia-
les que aparecen en (6) con un esquema de dife-
rencia central de segundo orden, es decir,

∂F(U(x, t))

∂x
=

F(U(x+ ∆x, t))− F(U(x−∆x, t))

2∆x
+O((∆x)2).

(7)

Tomando

H(x, t) = J(U(x, t))
∂F(U(x, t))

∂x
,

resulta al usar los nodos x−∆x/2, x y x+∆x/2,
que

∂H(x, t)

∂x
=

H(x+ ∆x
2 , t)−H(x− ∆x

2 , t)

∆x

+O((∆x)2) =
1

(∆x)2

{
J(U(x+ ∆x

2 , t))

[F(U(x+ ∆x, t))− F(U(x, t))]

−J(U(x− ∆x
2 , t)) [F(U(x, t))

−F(U(x−∆x, t))]}+O(∆x).

(8)

Sustituyendo (7) y (8) en (6), se obtiene

U(x, t+ ∆t) = U(x, t)

−1

2

∆t

∆x
[F(U(x+ ∆x, t))

−F(U(x−∆x, t))] +

1

2

(
∆t

∆x

)2 {
J(U(x+ ∆x

2 , t))

[F(U(x+ ∆x, t))− F(U(x, t))]

−J(U(x− ∆x
2 , t)) [F(U(x, t))

−F(U(x−∆x, t))]}
+O((∆x)2∆t) +O((∆t)2∆x)

+O((∆t)3).

(9)

Denotando por

xi = i∆x, tj = j∆t,

Uj
i = U(xi, t

j),

Fj
i = F(Uj

i ), i ≥ 0, j ≥ 0,

Uj

i± 1
2

= U
(
xi ± ∆x

2 , t
j
)
,

Jj

i± 1
2

= J
(
Uj

i± 1
2

)
, i ≥ 1, j ≥ 0,
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resulta de (9) que el esquema de Lax-Wendroff
expĺıcito y de segundo orden para la ecuación
unidimensional homogénea de aguas someras es:

Uj+1
i = Uj

i −
1

2

∆t

∆x

[
Fj

i+1 − Fj
i−1

]
+

1

2

(
∆t

∆x

)2 (
Jj

i+ 1
2

[
Fj

i+1 − Fj
i

]
−Jj

i− 1
2

[
Fj

i − Fj
i−1

]) (10)

para todo i ≥ 1 y para todo j ≥ 0; donde las
matrices Jacobianas Jj

i± 1
2

se aproximan por

J

(
1

2
(Uj

i + Uj
i±1)

)
, i ≥ 1 y j ≥ 1,

para evitar evaluaciones en los puntos interme-
dios, [4].

Implementación computacional

Se resolverá numéricamente (2) sujeta a las
condiciones iniciales:

U(x, 0) =

 1 +
1

(1 + d)
√

2π
exp(−1

2(x−md )2)

0

 ,

donde 0 ≤ x ≤ 4, d =
√

0.05, m = 2, y a las
condiciones de frontera:

U(0, t) =

(
1

0

)
y

U(4, t) =

(
1

0

)
, 0 ≤ t ≤ 10.

Discretizando los intervalos [0, a] y [0, b] por
N + 1 y M + 1 puntos, respectivamente, dados
por

xi = (i− 1)∆x y tj = (j − 1)∆t,
i = 1 : N + 1, j = 1 : M + 1,

donde ∆x = a/N y ∆t = b/M , se obtiene un
mallado rectangular de [0, a] × [0, b] con nodos
(xi, t

j), i = 1 : N + 1 y j = 1 : M + 1.

El esquema de Lax-Wendroff expĺıcito (10),
se escribe ahora como:

Uj+1
i = Uj

i −
1

2

∆t

∆x

[
Fj

i+1 − Fj
i−1

]
+

1

2

(
∆t

∆x

)2 {
J
(

1
2(Uj

i + Uj
i+1)
) [

Fj
i+1 − Fj

i

]
−J
(

1
2(Uj

i + Uj
i−1)
) [

Fj
i − Fj

i−1

]}
,

(11)

para todo i = 2 : N y para todo j = 1 : M + 1.
Para facilitar la programación del esquema

(11) en MATLAB/OCTAVE, es conveniente es-
cribirlo para cada componente de U. Para ello,

si se escribe U =

(
U
V

)
, entonces F(U) y J(U)

dadas por (1) y (5), respectivamente, se convier-
ten en

F(U) =

(
R
S

)
=

 V

V 2

U
+

1

2
gU 2


y

J(U) =

(
0 1
C D

)
=

 0 1

gU − V 2

U 2

2V

U

 .

Aśı, el esquema para la componente U será:

U j+1
i = U j

i −
1

2

∆t

∆x

[
V j
i+1 − V

j
i−1

]
+

1

2

(
∆t

∆x

)2 [
S(U j

i+1, V
j
i+1)− 2S(U j

i , V
j
i )

+S(U j
i−1, V

j
i−1)
]
,

para i = 2 : N y j = 1 : M + 1; y el esquema
para la componente V será:

V j+1
i = V j

i −
1

2

∆t

∆x

[
S(U j

i+1, V
j
i+1)− S(U j

i−1, V
j
i−1)
]

+
1

2

(
∆t

∆x

)2 {
C
(

1
2(U j

i + U j
i+1, V

j
i + V j

i+1)
) [
V j
i+1 − V

j
i

]
+D

(
1
2(U j

i + U j
i+1, V

j
i + V j

i+1)
)

[
S(U j

i+1, V
j
i+1)− S(U j

i , V
j
i )
]

−C
(

1
2(U j

i + U j
i−1, V

j
i + V j

i−1)
) [
V j
i − V

j
i−1

]
−D

(
1
2(U j

i + U j
i−1, V

j
i + V j

i−1)
)

[
S(U j

i , V
j
i )− S(U j

i−1, V
j
i−1)
]}

,

para i = 2 : N y j = 1 : M + 1.
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Resultados y conclusiones

La condición inicial del ĺıquido bajo estudio,
agua por ejemplo, simula una joroba centrada
a la mitad del dominio como se muestra en la
figura 1a. La altura inicial que describe la joroba
está dada por

f1(x) = 1 +
1

(1 + d)
√

2π
exp(−1

2
(
x−m
d

)2),

donde 0 ≤ x ≤ 4, d =
√

0.05 y m = 2.
La velocidad inicial es idénticamente 0. Las

condiciones de frontera corresponden a un tiran-
te de 1 y velocidad 0 en ambos extremos del do-
minio espacial. La serie de imágenes que se mues-
tran en la figura 1, representan la altura del agua
en diferentes tiempos una vez iniciada la simula-
ción. Es importante notar que la joroba comien-
za a disminuir su altura, se divide en dos y cada
una de las partes avanza hacia los extremos del
dominio espacial correspondiente (figuras 1b, 1c,
1d y 1e). Cada una de las jorobas se estrella con
las fronteras del dominio (figura 1f), luego se re-
gresan (figura 1g) hasta volverse a encontrar por
el centro del dominio aproximadamente (figura
1h). El movimiento continúa pero las alturas de
las olas generadas son cada vez más pequeñas
(figura 1i), hasta alcanzar el estado estacionario
a partir de los 2 s aproximadamente (figura 1j).

(a) t = 0 s. (b) t = 0.5 s.

(c) t = 0.01 s. (d) t = 0.16667 s.

(e) t = 0.26667 s. (f) t = 0.38 s.

(g) t = 0.5 s. (h) t = 1 s.

(i) t = 1.5 s. (j) t = 2 s.

Figura 1: Serie de imágenes que muestran la
altura del agua en diferentes tiempos una vez
iniciada la simulación. Es importante notar
que aproximadamente a los 2 s se alcanza el
estado estacionario.
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Término Fuente. PhD thesis, Universidad
de Santiago de Compostela, 1994.

[9] H.K. Versteeg and W. Malalasekera. An
Introduction to Computational Fluid Dyna-
mics. Pearson Education Limited, second
edition, 2007. ISBN 978-0-13-127498-3.

[10] N.T. Vo-Thi. One Dimensio-
nal Saint-Venant System. Analy-
sis of PDEs [math.AP], University
of Orleans, 2008. URL https://

dumas.ccsd.cnrs.fr/dumas-00597434.

5


