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Resumen

Se discute la discretizacion de las ecuaciones de Saint-Venant en una dimension espacial, usando un
esquema de Lax-Wendroff explicito para discretizar con respecto al tiempo ¢ y un esquema de diferencia
central de segundo orden para discretizar con respecto a la variable espacial x. Asimismo, se discute la
implementacién del esquema resultante en MATLAB para simular el desplazamiento de una joroba de

agua.
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Introducciéon

Las ecuaciones de Saint-Venant modelan el
comportamiento del agua en rios, canales, la-
gos, zonas costeras, y en general, en regiones po-
co profundas. Por tanto, constituyen una herra-
mienta importante para el estudio de una gran
variedad de problemas relacionados con la inge-
nieria costera, la oceanografia y los estudios me-
dio ambientales, entre muchos otros, Vazquez-
Cendén [8]. Las ecuaciones de Saint-Venant, tam-
bién se conocen en la literatura como las ecua-
ciones de las aguas someras, [1], y en la litera-
tura inglesa como shallow water equations, [5].
En dinamica de fluidos, el flujo de un fluido esta
gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes,
[9]. Las ecuaciones de las aguas someras se pue-
den deducir de las ecuaciones de Navier-Stokes, y
resultan ser una buena aproximacion a las ecua-
ciones de movimiento del fluido cuando la densi-

dad del fluido es homogénea y la profundidad es
pequena en comparacion con las distancias hori-
zontales ([1], [2]).

Las ecuaciones homogéneas de las aguas so-
meras en 1D estan dadas por el sistema de ecua-
ciones ([3], [10]):
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donde h = h(z,t) es la profundidad del agua (ti-
rante o calado) en cada punto x en el dominio
espacial al tiempo t > 0, la variable u = u(x,t)
representa el valor promedio turbulento tempo-
ral y promediada en profundidad de la velocidad
horizontal del agua en cada punto x en el domi-
nio espacial al tiempo t > 0, y g es la aceleracion
de la gravedad.



Definiendo

o= ()

uh
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el sistema (1) se puede escribir como:

oU  OF(U)
8t+ P = 0. (2)

Discretizacion de (2)

Se discretizara el sistema (2) usando el es-
quema de Lax-Wendroff ([7], Strikwerda [6]), que
esta dado por:
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es la matriz Jacobiana de F con respecto a U.
Sustituyendo (2) y (4) en (3) resulta
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O((At)3).

Ahora se discretizaran las derivadas espacia-
les que aparecen en (6) con un esquema de dife-
rencia central de segundo orden, es decir,

OF(U(z,t)) F(U(z+ Ax,t)) — F(U(z — Az,1))
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resulta al usar los nodos x — Az /2, vy x+ Az /2,
que
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Sustituyendo (7) y (8) en (6), se obtiene
U(z,t + At) = U(x, t)

1 At

—5 = [F(U(r + Az, 1))

—F(U(z — Az,t))] +

1 Az
5 (—) {J(U(z+52,1)) 9
[F(U(z + Az 75)) — F(U(z,1))]
—J(U(z - 55, 1)) [F(U(z,1))
—F(U(x — A:z: S}
+O((Ax)2At) + O((
+O((At)?).
Denotando por
r; = iAx, t = jAt,
U = U(z;, t/),
F/ =F(U)), i>0,j>0,

Uli =U (2, £ §5,19),

At)?Ax)

1
2

¥, =3(Ul,), iz1j>0

1 1
2 2



resulta de (9) que el esquema de Lax-Wendroff
explicito y de segundo orden para la ecuacion
unidimensional homogénea de aguas someras es:
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para todo ¢ > 1y para todo j > 0; donde las
matrices Jacobianas J‘Z L1 Se aproximan por
2
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para evitar evaluaciones en los puntos interme-

dios, [4].

Implementacién computacional

Se resolverd numéricamente (2) sujeta a las
condiciones iniciales:
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donde 0 < x < 4,d = +/0.05, m = 2, y a las
condiciones de frontera:

oo (1)

1
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Discretizando los intervalos [0, a] y [0, b] por
N 4+ 1y M + 1 puntos, respectivamente, dados
por

r,=({—1)Az y t/=(j—1)AL
i=1:N+1, j=1:M+1,

donde Az = a/N y At = b/M, se obtiene un
mallado rectangular de [0,a] x [0,b] con nodos
(xi,t)),i=1:N+1yj=1:M+1.

El esquema de Lax-Wendroff explicito (10),
se escribe ahora como:
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para todo?=2: N y para todo j =1: M + 1.
Para facilitar la programaciéon del esquema

(11) en MATLAB/OCTAVE, es conveniente es-
cribirlo para cada componente de U. Para ello,

, entonces F(U) y J(U)
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para la componente V' sera:
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Resultados y conclusiones

La condicién inicial del liquido bajo estudio,
agua por ejemplo, simula una joroba centrada
a la mitad del dominio como se muestra en la
figura la. La altura inicial que describe la joroba
esta dada por

1 1l x—m

(1—|—d)\/%exp(_§< d )2>)

donde 0 <z <4,d=+v0.05ym=2.

La velocidad inicial es idénticamente 0. Las
condiciones de frontera corresponden a un tiran-
te de 1 y velocidad 0 en ambos extremos del do-
minio espacial. La serie de imagenes que se mues-
tran en la figura 1, representan la altura del agua
en diferentes tiempos una vez iniciada la simula-
cion. Es importante notar que la joroba comien-
za a disminuir su altura, se divide en dos y cada
una de las partes avanza hacia los extremos del
dominio espacial correspondiente (figuras 1b, 1c,
1d y 1e). Cada una de las jorobas se estrella con
las fronteras del dominio (figura 1f), luego se re-
gresan (figura 1g) hasta volverse a encontrar por
el centro del dominio aproximadamente (figura
1h). El movimiento continia pero las alturas de
las olas generadas son cada vez mas pequenas
(figura 1i), hasta alcanzar el estado estacionario
a partir de los 2 s aproximadamente (figura 1j).

filz) =1+

(@) t=0s. (b) t =0.5s.

(c) t=0.01s. (d) ¢ = 0.16667 s.

(e) t = 0.26667 s. (F) t=0.38s.

(g) t=05s. (h) t=1s.

(i) t=15s. () t=2s.

Figura 1: Serie de imagenes que muestran la
altura del agua en diferentes tiempos una vez
iniciada la simulacion. Es importante notar
que aproximadamente a los 2 s se alcanza el
estado estacionario.
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