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Bnmudqfdmbd ne Rtbbdrrhud @ooqnwhl]shnm
Ldsgncr vhsg O]q]ldsdq S]qfds Rdsr

@c]l A- Kdux
Cdo]qsldms ne L]sgdl]shbr) Anvcnhm Bnkkdfd) Aqtmrvhbj) L]hmd /3/00)

]kdux;anvcnhm-dct) gsso9..]b]cdlhb-anvcnhm-dct.e]btksx.@.]kdux.

Rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr ]ood]q sgqntfgnts mtldqhb]k noshlhy]shnm) vgdqd ] rnktshnm sn ]m noshlhy]shnm
oqnakdl hr rntfgs ]r sgd khlhs ne rnktshnmr sn ] rtbbdrrhnm ne rhlokdq ]ooqnwhl]shnm oqnakdlr- Rtbg ldsgncr
hmbktcd drrdmsh]kkx ]mx rs]mc]qc odm]ksx ldsgnc) a]qqhdq ldsgnc) sqtrs qdfhnm ldsgnc) ]tfldmsdc K]fq]mfh]m
ldsgnc) nq rdptdmsh]k pt]cq]shb oqnfq]llhmf ’RPO( ldsgnc) ]r vdkk ]r l]mx nsgdq ldsgncr- Sgd ]ooqnwhl]shnm
oqnakdlr nm vghbg ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc hr a]rdc sxohb]kkx cdodmc nm o]q]ldsdqr) hm vghbg b]rd
sgd odqenql]mbd ne sgd ldsgnc hr qdk]sdc sn sgd bnqqdronmchmf rdptdmbd ne o]q]ldsdqr- Enq l]mx rtbbdrrhud
]ooqnwhl]shnm ldsgncr) sgd rdptdmbd ne o]q]ldsdqr lhfgs mddc nmkx ]ooqn]bg rnld o]q]ldsdq s]qfds rds enq sgd
ldsgnc sn g]ud mhbd bnmudqfdmbd oqnodqshdr- Rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr bntkc ad ]m]kxydc ]r dw]lokdr ne
] fdmdqhb hmbktrhnm rnkuhmf ldsgnc eqnl Kdux Z12[ adb]trd sgd rnktshnmr sn sgd ]ooqnwhl]shnm oqnakdlr r]shrex
mdbdrr]qx noshl]khsx hmbktrhnmr- Gnvdudq) sgd hmbktrhnm rnkuhmf ldsgnc eqnl Kdux Z12[ v]r cdudknodc enq rhmfkd,
o]q]ldsdq s]qfds onhmsr- Hm sghr o]odq) vd dwsdmc sgd qdrtksr eqnl Kdux Z12[ sn ]kknv o]q]ldsdq s]qfds rdsr ]mc
]ookx sgdrd qdrtksr sn sgd bnmudqfdmbd ]m]kxrhr ne rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr- Vd enbtr nm svn hlonqs]ms
bnmudqfdmbd hrrtdr9 ’0( sgd q]sd ne bnmudqfdmbd ne sgd hsdq]sdr fdmdq]sdc ax ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc
]mc ’1( sgd u]khchsx ne sgd khlhs ]r ] rnktshnm sn sgd nqhfhm]k oqnakdl- @m ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc ]kknvhmf
pthsd fdmdq]k o]q]ldsdq toc]shmf hr dwoknqdc hm cds]hk sn hkktrsq]sd gnv sgd eq]ldvnqj oqdrdmsdc gdqd b]m dwonrd
hmsdqdrshmf mdv ]ksdqm]shudr enq mtldqhb]k noshlhy]shnm-

Jdx vnpcr 9 bnmrsq]hmdc noshlhy]shnm: mtldqhb]k noshlhy]shnm: odm]ksx ldsgncr: a]qqhdq ldsgncr: sqtrs qdfhnm
ldsgncr: ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgncr: rdptdmsh]k pt]cq]shb oqnfq]llhmf: bnmudqfdmbd ]m]kxrhr: hmbktrhnm
rnkuhmf: u]qh]shnm]k ]m]kxrhr: fdmdq]khydc bnmshmthsx

LRA0/// rtaidbs bjVrrh�bVshnm 9 Oqhl]qx9 38L2/: rdbnmc]qx9 54J/4) 8/B20
NP.LR rtaidbs bjVrrh�bVshnm 9 Oqhl]qx9 oqnfq]llhmf mnmkhmd]q ]kfnqhsglr
Chrsnpx 9 Qdbdhudc I]mt]qx 11) 1//3: qduhrdc Itkx 8) 1//3) ]mc I]mt]qx 5) 1//4-

0’ Emspnctashnm’ Sgd fdmdq]k bnmrsq]hmdc noshlhy]shnm oqnakdl vd vhkk bnmrhcdq hr

lhm d/!v" nudq v ∈ U ’0(

vhsg U rnld rtards ne sgd mnqldc khmd]q ro]bd X ]mc vhsg C
0 naidbshud etmbshnm

d/# X →#- Sgd rtbbdrrhud VoopnwhlVshnm ldsgncr cdrbqhadc hm sghr o]odq rnkud sgd fdmdq]k
bnmrsq]hmdc noshlhy]shnm oqnakdl ’0( ax rtbbdrrhudkx rnkuhmf tmbnmrsq]hmdc ]ooqnwhl]shnm
oqnakdlr vgnrd naidbshud etmbshnmr hmbktcd ] pt]cq]shb sdql p

g$v
# X → #) ]ooqnwhl]shmf

d/ ]s sgd btqqdms hsdq]sd v- @r sgd mns]shnm rtffdrsr) sgdrd pt]cq]shb etmbshnmr ]qd cd�mdc
ax ] �wdc o]q]ldsdq g eqnl sgd ro]bd H ne khmd]q l]oohmfr eqnl X sn hsr ct]k X∗) ]mc
sgdx lnqdnudq r]shrex p

g$v
!v" + d/!v" ]mc %p

g$v
!v

⇒
" + %d/!v"+g&v

⇒ −v' enq ]kk v
⇒ ∈X - Sgd

bk]rrhb dw]lokd ne rtbg ] pt]cq]shb ]ooqnwhl]shnm p
g$v

enq rlnnsg naidbshud etmbshnmr d/ hr
sgd pt]cq]shb S]xknq ]ooqnwhl]shnm) hm vghbg b]rd sgd khmd]q l]oohmf g hr itrs sgd Gdrrh]m
%
1
d/!v"- Nsgdq bgnhbdr ne g bnudq u]qhntr zpt]rh,Mdvsnm“ ldsgncr sg]s bntkc ad ]ookhdc

hm ansg sgd bnmrsq]hmdc ]mc tmbnmrsq]hmdc b]rdr ’vgdm sgd rds U hr sgd vgnkd ro]bd X(-

Rtaadrrhud VoopnwhlVshnm ldsgncr’ Fhudm ] btqqdms hsdq]sd v
i
]mc o]q]ldsdq r

i
#+

!(
i
$g

i
") bgnnrd sgd mdws hsdq]sd v

i+0 + v
⇒ ax rnkuhmf sgd ’tmbnmrsq]hmdc( ]ooqnwhl]shnm

oqnakdl
lhm p

gi$vi
!v

⇒
"+ m

(i$vi
!v

⇒
" nudq ]kk v

⇒ ∈X$ ’1(

vgdqd p
g$v

hr ] pt]cq]shb ]ooqnwhl]shnm sn d/ ]s v ]r ntskhmdc ]anud) ]mc m
($v

# X →#¯)−*

hr rnld e]lhkx ne etmbshnmr-
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Rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr ]qd pthsd bnllnm) hmbktchmf drrdmsh]kkx ]mx rs]mc]qc
odm]ksx ldsgnc) a]qqhdq ldsgnc) sqtrs qdfhnm ldsgnc ’vgdqd m

($v
hmbktcdr ] odm]ksx enq uhn,

k]shmf sgd sqtrs qdfhnm() ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc) nq RPO ldsgnc- @r vd vhkk hkktrsq]sd
vhsg svn rhlokd odm]ksx dw]lokdr hm –1) sgd o]q]ldsdqr (

i
hm rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm

ldsgncr lhfgs mddc nmkx ]ooqn]bg ] o]q]ldsdq s]qfds rds )L enq sgd ldsgnc sn g]ud mhbd bnm,
udqfdmbd oqnodqshdr- Enq hmrs]mbd) ] sxohb]k o]q]ldsdq s]qfds rds enq ]m dw]bs odm]ksx ldsgnc
hr ] rdlh,hm�mhsd hmsdqu]k )L #+ & *($−") hmchb]shmf sg]s sgd qd]k,u]ktdc odm]ksx o]q]ldsdq
mddc nmkx ad ahf dmntfg-
Sgd hsdq]sdr fdmdq]sdc ax ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc r]shrex sgd hmbktrhnmr

−%p
gi$vi

!v
⇒
" ∈ +m

(i$vi
!v

⇒
"$ ’2(

dmbnchmf sgd a]rhb mdbdrr]qx bnmchshnm enq noshl]khsx ]rrnbh]sdc vhsg sgd ]ooqnwhl]shnm
oqnakdl ’1(- Sghr hmbktrhnm hr ]m z]ooqnwhl]shmf hmbktrhnm“ enq sgd hmbktrhnm

−%d/!v" ∈ M
U
!v"$ ’3(

dmbnchmf sgd a]rhb mdbdrr]qx noshl]khsx bnmchshnm ]rrnbh]sdc vhsg sgd nqhfhm]k lhmhlhy]shnm
oqnakdl ’0(- Hm Kdux Z12[) ] fdmdqhb ]kfnqhsgl v]r rstchdc enq rnkuhmf hmbktrhnmr ne sgd enql

d !v" ∈ C !v"$ ’4(

vghbg hmbktcdr ’3( vhsg d !v" #+ −%d/!v" ]mc C !v" #+ M
U
!v" ax rtbbdrrhudkx rnkuhmf

]ooqnwhl]shmf hmbktrhnmr ne sgd enql

Z!r$v$v
⇒
" ∈ >!r$v$v

⇒
"$ ’5(

vghbg hmbktcdr ’2( vhsg r #+ !($g") Z!r$v$v
⇒
" #+ −%p

g$v
!v

⇒
") ]mc >!r$v$v

⇒
" #+ +m

($v
!v

⇒
"-

Sgd bnmudqfdmbd ne sgd fdmdqhb ]kfnqhsgl v]r ]m]kxydc vhsg ] u]qhdsx ne snnkr cdudknodc
hm Kdux Z12[) hmbktchmf fdmdq]khydc q]sd etmbshnmr) z]ooqnoqh]sd“ rdptdmbdr ne o]q]ldsdqr)
]mc zu]khc“ ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnmr- Vd vntkc khjd sn ]ookx sgd qdrtksr hm Kdux Z12[
sn ]m]kxyd sgd bnmudqfdmbd ne rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr) gnvdudq) sgd snnkr hm
Kdux Z12[ vdqd ]kk cdudknodc hm sdqlr ne ] rhmfkd o]q]ldsdq s]qfds *r) ]mc duhcdmskx l]mx
rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr trd lnqd fdmdq]k o]q]ldsdq s]qfds rdsr *T - Sgdqdenqd) hm
sghr o]odq) vd dwsdmc l]mx ne sgd snnkr ]mc qdrtksr eqnl Kdux Z12[ sn ]kknv o]q]ldsdq
s]qfds rdsr- Sn l]jd sgdrd dwsdmrhnmr) vd cdudkno mdv mnshnmr ne z]ooqnoqh]sd“ rdptdmbdr
ne o]q]ldsdqr ]mc ne zu]khc“ ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnmr) ]mc vd dwoknqd mdv bnmmdbshnmr
adsvddm mnmrhmftk]qhsx bnmchshnmr ]mc bnmshmthsx oqnodqshdr ne rds,u]ktdc l]oohmfr- Nmbd
vd cdudkno sgd mdbdrr]qx dwsdmrhnmr) vd ]ookx sgd qdrtksr sn ]m]kxyd sgd bnmudqfdmbd ne
rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr-
Ntq qdrtksr enq rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr bnudq svn l]inq bnmudqfdmbd hrrtdr9

’0( bnmudqfdmbd q]sd ’cdudknodc hm –1( ]mc ’1( sgd u]khchsx ]r ] rnktshnm sn sgd nqhfhm]k
oqnakdl ne sgd khlhs ne sgd hsdq]sdr fdmdq]sdc ax ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc ’cdudk,
nodc hm –2(- Vd r]x sg]s ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc hr uVjhc Vs *v enp *T he vgdmdudq
sgd rdptdmbd ne o]q]ldsdqr )r

i
* bnmudqfdr sn sgd s]qfds rds *T ]mc sgd rdptdmbd ne hsdq,

]sdr fdmdq]sdc ax sgd bnqqdronmchmf rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc bnmudqfdr) sgdm sgnrd
hsdq]sdr bnmudqfd sn ] rnktshnm ne sgd a]rhb mdbdrr]qx noshl]khsx bnmchshnm ’3( ]rrnbh]sdc
vhsg sgd nqhfhm]k lhmhlhy]shnm oqnakdl ’0(- Hm –2) vd cdudkno ] trdetk rte�bhdms bnmchshnm
enq u]khchsx ne ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc ]mc ]ookx sghr bnmchshnm hm sgd b]rdr ne
sgd svn rhlokd odm]ksx dw]lokdr eqnl –1) ]r vdkk ]r hm sgd b]rdr ne ] mdv oqhl]k RPO
ldsgnc ]mc ] mdv oqhl]k ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc- Hm sgd �m]k rdbshnm ne sghr o]odq)
vd ]ookx ntq fdmdq]k bnmudqfdmbd q]sd qdrtksr sn ]m]kxyd sgd bnmudqfdmbd q]sd enq ntq oqhl]k
]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc) vghbg hkktrsq]sdr gnv ntq ]ooqn]bg b]m dwonrd hmsdqdrshmf
mdv ]ksdqm]shudr enq mtldqhb]k noshlhy]shnm-
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Sgdqd hr ] u]rs ]lntms ne khsdq]stqd nm o]qshbtk]q rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr ]mc sgd
qd]cdq b]m bnmrtks Antj]qh ]mc Eh]bbn Z2[ enq ] rtqudx ne odm]ksx) dw]bs odm]ksx) ]mc ltksh,
okhdq ldsgncr sgqntfg 0882- Enq a]rhb a]bjfqntmc) vd qdedq sgd qd]cdq sn Mnbdc]k ]mc Vqhfgs
Z13[ ]mc Ekdsbgdq Z11[) vghbg ]qd bnloqdgdmrhud sdwsannjr nm mtldqhb]k noshlhy]shnm- Sgdqd
]qd snn l]mx o]qshbtk]q dw]lokdr sn bhsd gdqd) ats rnld qdbdms bnmsqhatshnmr hmbktcd ’hm qntfg
b]sdfnqhdr(9 odm]ksx ldsgncr ChOhkkn ]mc E]bbghmdh Z7[) ChOhkkn Z6[) E]bbghmdh ds ]k- Z10[)
E]bbghmdh ]mc Ktbhch Z1/[) ChOhkkn ds ]k- Z01[) Cdlx]mnu ds ]k- Z5[) ChOhkkn ds ]k- Z0/[)
E]bbghmdh Z07[) E]bbghmdh ]mc Ktbhch Z08[) Bnms]kch ds ]k- Z4[) E]bbghmdh Z06[) Axqc ds ]k- Z3[:
a]qqhdq ldsgncr ChOhkkn ]mc E]bbghmdh Z8[) ChOhkkn ds ]k- Z03[: ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsg,
ncr ChOhkkn ds ]k- Z00[) ChOhkkn ds ]k- Z02[) Adm,S]k ]mc Yhatkdurjx Z0[: RPO ldsgncr Anffr
]mc Snkkd Z1[: ]mc sqtrs qdfhnm ldsgncr R]ci]ch ]mc Onmm]la]k]l Z15[- Ntq qdrtksr gdqd ]qd
tmtrt]k hm sgdhq rbnod ]mc aqd]csg) ]mc sgdqd ]qd rdudq]k admd�sr sn ad f]hmdc eqnl sghr- Ehqrs)
mdv hmrhfgs hmsn o]qshbtk]q dwhrshmf ldsgncr b]m ad f]hmdc ax qdbnfmhyhmf ] aqn]cdq rtq,
qntmchmf b]sdfnqx- Vd hkktrsq]sd sghr ax rgnvhmf sg]s sgd rs]mc]qc o]q]ldsdq toc]sd rbgdld
]rrnbh]sdc vhsg ] bk]rrhb]k ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc hr itrs nmd ]lnmf l]mx mdv
onrrhahkhshdr sg]s kd]c sn rhlhk]q bnmudqfdmbd qdrtksr- Nsgdq noshlhy]shnm ldsgncr) vgdqd
o]q]ldsdqr ]qd rodbh�dc ]r o]qs ne ]m toc]shmf rbgdld) b]m rhlhk]qkx ad dwo]mcdc vhsghm
ntq eq]ldvnqj- Mns nmkx cndr ntq eq]ldvnqj ]kknv sgd dwo]mrhnm ne dwhrshmf ldsgncr ne
noshlhy]shnm) ats ]krn hs oqnuhcdr ] sdlok]sd enq bqd]shmf ]mc ]m]kxyhmf dmshqdkx mdv ldsg,
ncr- Lnqdnudq) sgd jmnvkdcfd sg]s ]mx o]qshbtk]q ldsgnc �sr hmsn ] lnqd fdmdq]k eq]ldvnqj
cddodmr ntq tmcdqrs]mchmf ne sg]s ldsgnc ]mc dwonrdr hsr bnmmdbshnmr sn nsgdq ldsgncr hm
sgd eq]ldvnqj- Rtbg bnmmdbshnmr b]m ad dwoknhsdc sn sq]mrk]sd ]mc oqno]f]sd rodbh]khydc
qdrtksr sgqntfgnts sgd dmshqd eq]ldvnqj-

1’ Anmudpfdmad pVsd’ Sn lnshu]sd ntq dwsdmrhnm gdqd ne sgd qdrtksr hm Kdux Z12[) vd
mnv bnmrhcdq sgd rhlokd bnmrsq]hmdc lhmhlhy]shnm oqnakdl

lhm d/!v" #+ v
1
0 + v

1
1 nudq v ∈ U #+ )v + !v0$v1" ∈#

1 vhsg v0 + v1 + 0*$ ’6(

vgnrd rnktshnm hr *v + !0<1$0<1"- Rhmbd sgd naidbshud etmbshnm d/ hr pt]cq]shb hsrdke) sgd
pt]cq]shb ]ooqnwhl]shnm hm sghr b]rd b]m ad p

g$v
!v

⇒
" #+ d/!v

⇒
" + !v

⇒
0"

1 + !v
⇒
1"

1- Nmd bgnhbd
enq sgd m

($v
hr sgd dw]bs odm]ksx etmbshnmr ne sgd enql

m
($v

!v
⇒
" #+ (!v⇒

0 + v
⇒
1 − 0!$ ’7(

cd�mdc ax odm]ksx o]q]ldsdqr ( ∈ &/$−"- Sgd rnktshnm sn sgd ]ooqnwhl]shnm oqnakdl ’1(
hm sghr b]rd hr

v
⇒ +

]

!(
i
<1$(

i
<1" he (

i
∈ &/$0'

!0<1$0<1" he (
i
∈ &0$−"

$

rn enq sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc sn hcdmshex sgd rnktshnm *v + !0<1$0<1" sn sgd
nqhfhm]k lhmhlhy]shnm oqnakdl ’6() sgd o]q]ldsdqr mddc sn ]ooqn]bg sgd o]q]ldsdq s]qfds rds
&0$−" ’rtbg o]q]ldsdq s]qfds rdsr ]qd sxohb]k hm dw]bs odm]ksx ldsgncr(-
@mnsgdq rhlokd bgnhbd enq sgd m

($v
hm sghr b]rd hr hmdw]bs odm]ksx etmbshnmr khjd

m
($v

!v
⇒
" #+ (!v

⇒
0 + v

⇒
1 − 0"1$ ’8(

]f]hm cd�mdc ax odm]ksx o]q]ldsdqr ( ∈ &/$−"- Sgd rnktshnm sn sgd ]ooqnwhl]shnm oqna,
kdl ’1( vhsg sghr bgnhbd ne etmbshnmr m

($v
hr v

⇒ + !(
i
<!0+ 1(

i
"$(

i
<!0+ 1(

i
""- Sgtr) enq

sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc sn hcdmshex sgd rnktshnm *v + !0<1$0<1" sn sgd nqhfhm]k
lhmhlhy]shnm oqnakdl ’6() sgd o]q]ldsdqr mddc sn ]ooqn]bg sgd o]q]ldsdq s]qfds rds )−*

’vghbg hr sgd sxohb]k o]q]ldsdq s]qfds rds enq hmdw]bs odm]ksx ldsgncr(- Hs hr bkd]q eqnl
sghr dw]lokd sg]s o]q]ldsdq s]qfds rdsr ’]mc mns itrs �mhsd s]qfds onhmsr( mddc sn ad trdc he
odm]ksx ldsgncr ]qd sn ad ]bbnllnc]sdc-
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1’0’ Anmudpfdmad pVsd enp sgd fdmdpha Vkfnphsgl vhsg V oVpVldsdp sVpfds rds’ Vd
qdb]kk sgd enkknvhmf cd�mhshnm eqnl Kdux Z12[9 @ etmbshnm ,# #→# hr b]kkdc ] bnmudpfdmbd
etmbshnm he hs hr mnmcdbqd]rhmf nm #

+ vhsg ,!/" + /- @r hm Kdux Z12[) vd vhkk trd e]lhkhdr
ne bnmudqfdmbd etmbshnmr ,

!r$r⇒" o]q]ldsdqhydc ax !r$r
⇒
" ∈ T ·T enq rnld o]q]ldsdq rds T

hm sgd o]q]ldsdq ro]bd U) ]r vdkk ]r ] mnshnm ne sgd zs]qfds ]ooqnoqh]sdmdrr“ ne ] rdptdmbd
ne o]q]ldsdqr- Dwsdmchmf sgd cd�mhshnm eqnl Kdux Z12[ sn o]q]ldsdq s]qfds rdsr *T • T ) vd
r]x sg]s ] rdptdmbd ne o]q]ldsdqr r

i
∈ T hr sVpfds rds VoopnophVsd enp !,

!r$ *r"$ q/" vhsg sVpfds
rds *T he sgd rdptdmbd ne rb]k]qr )q

i
* cd�mdc ax

q/$ q
i
#+ hme

*r∈ *T
,
!ri−0$ *r"!qi−0" enq i + 0$1$ - - -

bnmudqfdr sn ydqn- Sgd cd�mhshnm eqnl Kdux Z12[ ne s]qfds ]ooqnoqh]sdmdrr vhsg o]q]ldsdq
s]qfds *r hr bnudqdc ax s]qfds rds ]ooqnoqh]sdmdrr vhsg ] rhmfkdsnm s]qfds rds *T #+ )*r*-
Sgd enkknvhmf sgdnqdl fdmdq]khydr Kdux Z12) Sgdnqdl 2-1[ sn ]kknv o]q]ldsdq s]qfds

rdsr- Sghr qdrtks trdr sgd bknrdc a]kk �!*v. /
v
" • X cd�mdc enq rnld /

v
≥ / ax

�!*v. /
v
" #+ )v ∈X ! ,v − *v, ≤ /

v
*$

]r vdkk ]r sgd bnmbdos ne ] e]lhkx ne ahuVphVsd bnmudpfdmbd etmbshnmr 0
!r$r⇒"# #

1 → #

o]q]ldsdqhydc ax !r$r
⇒
" ∈ T · T ]mc cd�mdc ax sgd rtakhmd]qhsx hmdpt]khsx

0
!r$r⇒"!q$ q

⇒
"≤ ,

!r$r⇒"!q"+zq
⇒ enq ]kk !r$r

⇒
" ∈ T · T ]mc !q$ q

⇒
" ∈#

+ ·#
+

hm sdqlr ne ] e]lhkx ne bnmudqfdmbd etmbshnmr ,
!r$r⇒" ]mc ] �wdc rtakhmd]qhsx bnmrs]ms

z ∈ !/$−"-

Sgdnpdl 1). fiAnmudpfdmad PVsd enp sgd Cdmdpha 4kfnphsgl vhsg V MVpVldsdp
SVpfds Rds() Cnq sgd fdmdqhb hsdq]shnm l]oohmf

F!r$v" #+ !>!r$v$ �"− Z!r$v$ �""−0!/"$

he sgdqd dwhrs rb]i]qr z ∈ !/$−" ]mc /
v
≥ /) ] o]q]ldsdq rds T • U) ] o]q]ldsdq s]qfds rds

*T • T ) ]mc ] rhmfid,u]itdc l]oohmf 1# U·U·X ·X ·X →Y rtbg sg]s sgd eniinvhmf

o]hq ne bnmchshnmr gnic7

• fiS]qfds rds 1,]ooqnwhl]shnm( Sgdqd dwhrsr ] e]lhix ne ahu]qh]sd bnmudqfdmbd etmb,

shnmr 0
0
!r$r⇒" o]q]ldsdqhydc ax !r$r

⇒
" ∈ T · T ]mc vhsg rtaihmd]qhsx bnmrs]ms 0<!1z" rtbg

sg]s ]mx sqhn !r$v$v
⇒
" ∈ T ·�!*v. /

v
"· F!r$v"∩�!*v. /

v
" r]shr�dr

,1!r$ *r$v$v
⇒
$ *v", ≤0

0
!r$ *r"!,v − *v,$,v

⇒ − *v," ∀ *r ∈ *T �

• fiS]qfds rds mnmrhmfti]qhsx( Sgdqd dwhrsr ] e]lhix ne ahu]qh]sd bnmudqfdmbd etmb,

shnmr 0
1
!r$r⇒" o]q]ldsdqhydc ax !r$r

⇒
" ∈ T · T ]mc vhsg rtaihmd]qhsx bnmrs]ms z rtbg sg]s

]mx sqhn !r$v$v
⇒
" ∈ T ·�!*v. /

v
"· F!r$v"∩�!*v. /

v
" r]shr�dr

,v
⇒ − *v, ≤ hme

*r∈ *T
0
1
!r$ *r"!,v − *v,$,1!r$ *r$v$v

⇒
$ *v","$

sgdm ]mx rdptdmbd )v
i
* •�!*v. /

v
" hmhsh]sdc eqnl v/ ]mc bnmenqlhmf sn sgd fdmdqhb ]ifnqhsgl

v
i+0 ∈ F!r

i
$v

i
" vhsg ] rdptdmbd ne o]q]ldsdqr )r

i
* • T r]shr�dr

,v
i+0 − *v, ≤ hme

*r∈ *T
,
!ri$ *r"!,v

i
− *v," ’0/(

hm sdqlr ne sgd bnmudqfdmbd etmbshnmr ,
!r$r⇒" cd�mdc ax

,
!r$r⇒"!q" #+ 1z,

0
!r$r⇒"!q"+ 1,1

!r$r⇒"!q"�

Lnqdnudq) he sgd rdptdmbd ne o]q]ldsdqr )r
i
* hr s]qfds rds ]ooqnoqh]sd enq !,

!r$ *r"$
,v/ − *v," vhsg s]qfds rds *T ) sgdm sgd rdptdmbd )v

i
* bnmudqfdr sn *v-
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Mpnne) Rhmbd v
i
∈�!*v. /

v
") r

i
∈ T ) ]mc v

i+0 ∈ F!r
i
$v

i
"∩�!*v. /

v
") vd b]m ]ookx sgd

s]qfds rds mnmrhmftk]qhsx antmc vhsg !r$v$v
⇒
" #+ !r

i
$v

i
$v

i+0" sn cdctbd sg]s

,v
i+0 − *v, ≤ hme

*r∈ *T
0
1
!ri$ *r"!,v

i
− *v,$,1!r

i
$ *r$v

i
$v

i+0$ *v","

≤ hme
*r∈ *T

,
1
!ri$ *r"!,v

i
− *v,"+z,1!r

i
$ *r$v

i
$v

i+0$ *v",$

vgdqd sgd rdbnmc hmdpt]khsx bnldr eqnl sgd rtakhmd]qhsx ne 0
1- @ookxhmf sgd s]qfds rds

1,]ooqnwhl]shnm antmc sn sghr hmdpt]khsx) vd fds

,v
i+0 − *v, ≤ hme

*r∈ *T
,
1
!ri$ *r"!,v

i
− *v,"+z0

0
!ri$ *r"!,v

i
− *v,$,v

i+0 − *v,"

≤ hme
*r∈ *T

,
1
!ri$ *r"!,v

i
− *v,"+z,

0
!ri$ *r"!,v

i
− *v,"+ 0

1,v
i+0 − *v,$

vgdqd sgd rdbnmc hmdpt]khsx bnldr eqnl sgd rtakhmd]qhsx ne 0
0- @esdq bnkkdbshmf sgd

,v
i+0 − *v,,sdqlr ]mc ltkshokxhmf sgqntfg ax 1) vd fds sgd cdrhqdc antmc ’0/(-
He sgd rdptdmbd ne o]q]ldsdqr )r

i
* hr s]qfds ]ooqnoqh]sd enq !,

!r$ *r"$,v/− *v," vhsg s]qfds *r)
vd jmnv sg]s sgd rdptdmbd ne rb]k]qr

q/ #+ ,v/ − *v,$ q
i
#+ hme

*r∈ *T
,
!ri−0$ *r"!qi−0" enq i + 0$1$ - - - ’00(

bnmudqfdr sn ydqn- Eqnl sgd antmc ’0/( hm sgd b]rd vgdm i + /) vd cdctbd sg]s

,v0 − *v, ≤ hme
*r∈ *T

,
!r/$ *r"!,v/ − *v," + ,

!r/$ *r"!q/" + q0�

Khjdvhrd) eqnl sgd antmc ’0/( hm sgd b]rd vgdm i + 0) vd cdctbd sg]s

,v1 − *v, ≤ hme
*r∈ *T

,
!r0$ *r"!,v0 − *v,"≤ hme

*r∈ *T
,
!r0$ *r"!q0" + q1$

vgdqd sgd rdbnmc hmdpt]khsx enkknvr eqnl sgd oqdbddchmf antmc ]mc e]bs sg]s , hr mnmcd,
bqd]rhmf nm #

+- Vd b]m bnmshmtd hm sghr v]x hmctbshudkx sn cdctbd sgd fdmdq]k antmc

,v
i
− *v, ≤ q

i
enq i + /$0$1$ - - - �

Rhmbd vd jmnv sg]s sgd rdptdmbd ne rb]k]qr )q
i
* bnmudqfdr sn ydqn) vd bnmbktcd sg]s

v
i
→ *v- �

PdlVpi) He sgd bnmudqfdmbd etmbshnmr ,
!r$ *r" hm ’0/( r]shrex

,
!r$ *r"!q"≤ q enq ]kk r ∈ T $ *r ∈ *T $ ]mc q ∈ &/$ =q'$

sgdm ]r knmf ]r sgd hmhsh]k onhms v/ hr bknrd dmntfg sn *v) ]kk hsdq]sdr ]qd ]s kd]rs ]r bknrd sn *v
]r sgd hmhsh]k onhms) hm vghbg b]rd sgd qdpthqdldms sg]s )v

i
* •�!*v. /

v
" cndr mns qdrsqhbs sgd

]kfnqhsgl-

1’1’ SVpfds rds mnmrhmftkVphsx Vmc anmshmthsx’ Hm Kdux Z12[) bnmmdbshnmr vdqd rgnvm
adsvddm ] fdmdq]khydc bnmshmthsx oqnodqsx ]mc s]qfds mnmrhmftk]qhsx ’enq ] rhmfkd o]q]ldsdq
s]qfds *r() ]mc sghr snn b]m ad dwsdmcdc sn bnudq sgd lnqd fdmdq]k b]rd ne o]q]ldsdq s]qfds
rdsr- Sgd bnmshmthsx oqnodqsx vd mddc hr ] o]q]ldsqhb udqrhnm ne zrdkdbshnm b]klmdrr“ enq
rds,u]ktdc l]oohmfr ’]krn rnldshldr b]kkdc zknb]k toodq Khorbghsy bnmshmthsx“ ]mc ztoodq
Khorbghsy bnmshmthsx ]s ] onhms“(- Vd r]x sg]s ] rds,u]ktdc l]oohmf X# X · Y ⇒ Z g]r
bVjl rdjdbshnmr mdVp !!*v$ *x"$ =y" he sgdqd dwhrs rb]k]qr z ∈ !/$−") /

v
≥ /) /

x
≥ /) ]mc /

y
≥ /

rtbg sg]s

X!v$x"∩�! =y. /
y
" •�! =y.z,!v$x"− !*v$ *x"," ∀ !v$x" ∈�!*v. /

v
"·�!*x. /

x
"�
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Sn bnmmdbs sgd s]qfds rds mnmrhmftk]qhsx antmc vhsg sghr bnmshmthsx oqnodqsx) vd dwsdmc
sgd cd�mhshnm ne rdkdbshnm b]klmdrr ax bnmrhcdqhmf o]q]ldsdqhydc e]lhkhdr ne rds,u]ktdc
l]oohmfr ]mc qdok]bhmf sgd sdql nm sgd qhfgs rhcd ne b]klmdrr antmc vhsg ] ahu]qh]sd
bnmudqfdmbd etmbshnm- @ e]lhkx ne rds,u]ktdc l]oohmfr X

!r$r⇒"# X ·Y ⇒Z o]q]ldsdqhydc
ax !r$r

⇒
" ∈U·U hr r]hc sn g]ud 0,bVjl rdjdbshnmr mdVp !!*v$ *x"$ =y" enp oVpVldsdp sVpfds

rds *T he sgdqd hr ] o]q]ldsdq rds T • U bnms]hmhmf *T ) ]mc rb]k]qr /
v
≥ /) /

x
≥ /) ]mc

/
y
≥ / rtbg sg]s sgd e]lhkx ne ahu]qh]sd bnmudqfdmbd etmbshnmr 0

!r$r⇒" o]q]ldsdqhydc ax
!r$r

⇒
" ∈ T · T r]shr�dr

rto
y∈X!r$ *r"!v$x"∩�! =y./y"

,y− =y, ≤0
!r$ *r"!,v − *v,$,x − *x,"

∀ !r$ *r$v$x" ∈ T · *T ·�!*v. /
v
"·�!*x. /

x
"� ’01(

Vgdm sgd s]qfds rds hr ] rhmfkdsnm *T #+ )*r*) sgd 0,b]klmdrr antmc ’01( hr dpthu]kdms sn sgd
hmbktrhnm

X
!r$ *r"!v$x"∩�! =y./

y
"•�! =y.0

!r$ *r"!,v−*v,$,x−*x,"" ∀!r$v$x"∈T ·�!*v./
v
"·�!*x./

x
"$

vghbg hr oqdbhrdkx sgd hmbktrhnm trdc hm Kdux Z12[ sn cd�md rdkdbshnm 0,b]klmdrr hm sgd
b]rd ne ] rhmfkd o]q]ldsdq s]qfds *r- Lnqdnudq) hs hr d]rx sn rdd sg]s sgd nqhfhm]k rdkdbshnm
b]klmdrr oqnodqsx enq ]m tmo]q]ldsdqhydc rds,u]ktdc l]oohmf X# #

m ·#
k ⇒Z hr bnudqdc

hm sghr b]rd ax 0
!r$r⇒"!q$ q

⇒
" #+ z

⋃

q1 + !q ⇒"1-
Sgd mdws qdrtks rgnvr ] qdk]shnmrgho adsvddm rdkdbshnm 0,b]klmdrr ]mc s]qfds rds mnmrhm,

ftk]qhsx ne sgd fdmdqhb hsdq]shnm l]oohmf nudq sgd qdrsqhbsdc o]q]ldsdq s]qfds rds

*T
!r$v$v⇒$ *v" #+ *T ∩1!r$ �$v$v

⇒
$ *v"−0!�!/. /

x
"" ’02(

cd�mdc hm sdqlr ne sgd hmudqrd hl]fd hm sgd rdbnmc bnlonmdms ne 1 ne sgd /
x
,a]kk ]ants

sgd nqhfhm-

Mpnonrhshnm 1).) Sgd eniinvhmf ]qd dpthu]idms7

• Sgd e]lhix ne o]qsh]i hmudqrd l]oohmfr U
!r$r⇒"# X ·Y ⇒X cd�mdc ax

U
!r$r⇒"!v$x" #+ F!r$v"∩1!r$r

⇒
$v$ �$ *v"−0!x" ’03(

g]r 0
1
,b]il rdidbshnmr md]q !!*v$/"$ *v" enq o]q]ldsdq s]qfds rds *T -

• Sgdqd dwhrs rb]i]qr /
v
≥ / ]mc /

x
≥ /) ]mc ] o]q]ldsdq rds T • U bnms]hmhmf *T

rtbg sg]s ]mx sqhn !r$v$v
⇒
" ∈ T · �!*v. /

v
" · F!r$v" ∩ �!*v. /

v
" r]shr�dr sgd s]qfds rds

mnmrhmfti]qhsx antmc hm sgd N,bnmudqfdmbd bnmchshnm vhsg 1 ) 0
1
) ]mc qdrsqhbsdc o]q]ldsdq

s]qfds rds fi02(-

Mpnne) Rhmbd v
⇒ ∈ U

!r$ *r"!v$x" he) ]mc nmkx he) v
⇒ ∈ F!r$v" ]mc x #+ 1!r$ *r$v$v

⇒
$ *v") sgd

rdkdbshnm 0
1,b]klmdrr ]rrtloshnm hm sghr b]rd hr dpthu]kdms sn

rto
v⇒∈F!v$x"∩�!*v./v"

,v
⇒ − *v, ≤0

1
!r$ *r"!,v − *v,$,1!r$ *r$v$v

⇒
$ *v","

gnkchmf enq ]kk !r$ *r$v" ∈ T · *T ·�!*v. /
v
" r]shrexhmf ,1!r$ *r$v$v

⇒
$ *v", ≤ /

x
- Sghr hr sgd

r]ld ]r sgd antmc

,v
⇒ − *v, ≤ hme

*r∈ *T
!r$v$v⇒ $ *v"

0
1
!r$ *r"!,v − *v,$,1!r$ *r$v$v

⇒
$ *v","

gnkchmf enq ]kk sqhnr !r$v$v
⇒
" ∈ T ·�!*v. /

v
"· F!r$v"∩�!*v. /

v
" ]r bk]hldc- �
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PdlVpi) Qdb]kk eqnl sgd rs]sdldms ne Sgdnqdl 1-0 sg]s vg]s vd vntkc qd]kkx khjd
eqnl Oqnonrhshnm 1-0 hr sgd s]qfds rds mnmrhmftk]qhsx antmc gnkchmf nudq sgd o]q]ldsdq
s]qfds rds *T ]mc mns itrs hsr qdrsqhbshnm ’02(- Gnvdudq) hm oq]bshbd) hs stqmr nts sg]s sgdrd
o]q]ldsdq rdsr b]m nesdm ad ]rrtldc dpt]k ax rgqhmjhmf T ]mc /

v
he mdbdrr]qx) rn sg]s sgd

s]qfds rds mnmrhmftk]qhsx antmc oqnuhcdc ax Oqnonrhshnm 1-0 hr dmntfg sn l]jd dw]bskx sgd
r]ld bnmbktrhnmr ]r hm Sgdnqdl 1-0-
Mnsd sg]s Kdux Z12) Oqnonrhshnm 3-0-1[ hr bnudqdc ax Oqnonrhshnm 1-0 vgdm *T #+ )*r* rhmbd

sgdm sgd qdrsqhbsdc rds ’02( hr itrs )*r* vgdmdudq sgd hl]fd ne U
!r$ *r"!v$x" hr mnmdlosx-

1’2’ Anmudpfdmad pVsd enp rtaadrrhud VoopnwhlVshnm ldsgncr’ Vd g]ud ]kqd]cx mnsdc
sg]s sgd bnmudqfdmbd ]m]kxrhr ne sgd fdmdqhb ]kfnqhsgl enq rnkuhmf hmbktrhnmr b]m ad ]ookhdc
sn rstcx sgd bnmudqfdmbd ne rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr ax trhmf sgd hcdmshshdr

d !v" #+ −%d/!v"

C !v" #+ M
U
!v"

r #+ !($g"

Z!r$v$v
⇒
" #+ −%p

g$v
!v

⇒
"

>!r$v$v
⇒
" #+ +m

($v
!v

⇒
"�

Sgdnqdl 1-0 vhkk ad ]ookhdc chqdbskx sn sgdrd sn nas]hm sgd enkknvhmf qdrtks) vghbg trdr sgd
’rds,u]ktdc( rnktshnm l]oohmf Rnk@o cd�mdc ax9

Rnk@o!($g$v" #+ )v
⇒ ∈X rtbg sg]s −%p

g$v
!v

⇒
" ∈ +m

($v
!v

⇒
"*�

Sgdnpdl 1)1 fiAnmudpfdmad ne TVkhc Rtaadrrhud 4oopnwhlVshnm Ldsgncr() Anm,
rhcdq ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc sg]s hr u]ihc ]s *v enq *T #+ )L · )=g*- :rrtld sgd

eniinvhmf7

• Sgd e]lhix ne l]oohmfr U
!r$r⇒"# X ·X

∗ ⇒X cd�mdc enq r + !($g" ∈U #+ M·H ax

U
!r$r⇒"!v$x" #+

]

Rnk@o!($g$v" he x + %d/!*v"−%d/!v"− g&*v − v'$

1 nsgdqvhrd

’04(

g]r 0
1
,b]il rdidbshnmr md]q !!*v$/"$ *v" fivhsg rb]i]qr /

v
≥ / ]mc /

x
≥ /( enq o]q]ldsdq

s]qfds rds *T ) vhsg ahu]qh]sd bnmudqfdmbd etmbshnmr 0
1
!r$r⇒" o]q]ldsdqhydc ax !r$r

⇒
" ∈ T · T

enq T #+ L · G g]uhmf rtaihmd]qhsx bnmrs]ms z-

• Sgdqd dwhrsr ] e]lhix ne bnmudqfdmbd etmbshnmr ,
p

!g$g⇒" o]q]ldsdqhydc ax !g$g
⇒
" ∈ G ·G

rtbg sg]s

,%d/!*v"−%d/!v"− g&*v − v', ≤ ,
p

!g$ =g"!,v − *v," enq ]ii v ∈�!*v. /
v
" ]mc g ∈ G� ’05(

• Sgdqd dwhrsr ] rdptdmbd ne o]q]ldsdqr r
i
∈ T vhsg c!r

i
$ *T " → / sg]s hr s]qfds rds

]ooqnoqh]sd enq !,$,v/−*v," vhsg s]qfds rds *T enq sgd e]lhix ne bnmudqfdmbd etmbshnmr ,
!r$r⇒"

cd�mdc ax

,
!r$r⇒"!q" #+ 1z,

p

!g$g⇒"!q"+ 1,1
!r$r⇒"!q"�

Sgdm) dudqx rdptdmbd )v
i
* • �!*v. /

v
" bnmenqlhmf sn sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc

enq sgd rdptdmbd ne o]q]ldsdqr )r
i
* r]shr�dr v

i
→ *v) vgdqd *v rniudr sgd mdbdrr]qx bnmch,

shnmr enq noshl]ihsx −%d/!v" ∈ M
U
!v" ]rrnbh]sdc vhsg sgd nqhfhm]i noshlhy]shnm oqnaidl fi0()

]mc lnqdnudq sgd bnmudqfdmbd q]sd hr fnudqmdc ax

,v
i+0 − *v, ≤ hme

*r∈ *T
,
!ri$ *r"!,v

i
− *v,"� ’06(
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Mpnne) Sgdnqdl 1-0 ]ookhdr rhmbd ]mx rnktshnm sn sgd ]ooqnwhl]shnm oqnakdl ’1( cd�m,
hmf sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc hr ]krn ] rnktshnm sn sgd hmbktrhnm ’2(-
He vd cd�md sgd l]oohmf 1 ax

1!r$ *r$v$v
⇒
$ *v" #+ %d/!*v"−%d/!v"− g&*v − v'$ ’07(

sgdm sgd bnmchshnm ’05( fhudr sgd s]qfds rds 1,]ooqnwhl]shnm antmc hm Sgdnqdl 1-0 vhsg
’ahu]qh]sd( bnmudqfdmbd etmbshnmr 00

!r$r⇒"!q$ q
⇒
" #+ ,

p

!g$g⇒"!q"-
Sgd l]oohmfr U

!r$r⇒" eqnl Oqnonrhshnm 1-0 vnqj nts hm sghr b]rd ]r ’04() rn sgd s]qfds rds
mnmrhmftk]qhsx bnmchshnm hm Sgdnqdl 1-0 enq sgd qdrsqhbsdc o]q]ldsdq s]qfds rds ’02( enkknvr-
Eqnl sgd cd�mhshnm ’07( ne 1 ) vd jmnv sg]s sgd hmudqrd hl]fd hm sgd dwoqdrrhnm enq sgd
qdrsqhbsdc o]q]ldsdq s]qfds rds ’02( r]shr�dr

1!r$ �$v$v
⇒
$ *v"−0!�!/. /

x
"" +

]

U he ,%d/!*v"−%d/!v"− g&*v − v', ≤ /
x
$

1 nsgdqvhrd�

Hs hr bkd]q sg]s ax rgqhmjhmf G ]mc /
v
he mdbdrr]qx) vd b]m dmrtqd sg]s sghr hmudqrd hl]fd

hr sgd dmshqd o]q]ldsdq ro]bd U) rn sgd zqdrsqhbsdc“ o]q]ldsdq s]qfds rds ’02( hr sgd r]ld ]r
sgd o]q]ldsdq s]qfds rds *T - Sgtr) Sgdnqdl 1-0 ]ookhdr hm sghr b]rd sn fhud sgd bnmudqfdmbd
antmc ’06( ]mc sgd bnmudqfdmbd ne )v

i
* sn *v-

Tmcdq sgd ]rrtloshnm sg]s sgd rdptdmbd ne o]q]ldsdqr )r
i
* ]ooqn]bgdr sgd s]qfds rds *T )

vd b]m bnmbktcd sg]s *v rnkudr sgd hmbktrhnm −%d/!v" ∈ M
U
!v" eqnl sgd u]khchsx ne sgd

rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc rhmbd vd g]ud ]kqd]cx drs]akhrgdc sgd bnmudqfdmbd sn
!*v$ *v" ne sgd rdptdmbd ne o]hqr !v$v

⇒
" #+ !v

i
$v

i+0"- �

PdlVpir) Mnsd sg]s vd bntkc g]ud trdc ] o]q]ldsdq s]qfds rds *G enq sgd l]sqhbdr g ∈ G

hm Sgdnqdl 1-1) gnvdudq) sgd rhmfkdsnm o]q]ldsdq s]qfds =g hr rte�bhdms hm sghr b]rd sn bnudq
]kk sgd hlonqs]ms dw]lokdr- Enq hmrs]mbd) hm sgd bk]rrhb b]rd vgdm p

g$v
hr sgd pt]cq]shb S]xknq

]ooqnwhl]shnm ]s v ne ] rlnnsg naidbshud etmbshnm d/ ’rn g + %
1
d/!v"() bnmchshnm ’05( hr

r]shr�dc vhsg o]q]ldsdq s]qfds =g #+ %
1
d/!*v") o]q]ldsdq rds G + sgd tmhnm ne sgd Gdrrh]mr

%
1
d/!v" nudq v ∈�!*v. /

v
") ]mc bnmudqfdmbd etmbshnmr ,p

!g$g⇒"!q" #+ /q
1 enq rnld /≥ /-

1’2’0’ CwVlokd9 Ldvsnmfir ldsgnc’ Nmd e]lntr rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc
sn vghbg Sgdnqdl 1-1 ]ookhdr hr Mdvsnmfir ldsgnc enq sgd ’tmbnmrsq]hmdc( lhmhlhy]shnm
ne d/!v"- Hm sghr b]rd) sgd pt]cq]shb S]xknq ]ooqnwhl]shnm hr trdc enq p

g$v
) sgd ]ooqnwhl],

shnm etmbshnm m
($v

hr hcdmshb]kkx ydqn) ]mc) bnmrdptdmskx) sgd mnmdlosx hl]fdr U
!r$r⇒"!v$x"

bnms]hm oqdbhrdkx sgd onhmsr v
⇒ enq vghbg −%d/!v"−%

1
d/!v"&v

⇒ −v' + /- Sghr) snfdsgdq vhsg
sgd e]bs sg]s %d/!*v" + /) fdmdq]sdr sgd hcdmshsx

U
!r$r⇒"!v$x" +

]

v −%
1
d/!v"

−0
%d/!v" he x + −%d/!v"−%

1
d/!v"&*v − v'$

1 nsgdqvhrd$
’08(

vgdqd sgd e]lhkh]q qtkd eqnl Mdvsnmfir ldsgnc enq lhmhlhy]shnm v
i+0 + v

i
− %

1
d/!vi

"
−0 �

%d/!vi
" ]ood]qr- Sgd sq]chshnm]k mnmrhmftk]qhsx bnmchshnm ]rrtqhmf sgd bnmudqfdmbd ne Mdv,

snmfir ldsgnc enq lhmhlhy]shnm hr sgd hmudqshahkhsx ne sgd Gdrrh]m %
1
d/!*v" ]s sgd s]qfds

rnktshnm *v) vghbg hlldch]sdkx hlokhdr sg]s sgd hmudqrd Gdrrh]mr r]shrex ,% 1
d/!v"

−0, ≤ z

enq rnld z ∈ !/$−" ]mc ]kk v ∈ �!*v. /
v
"- Tmcdq sgdrd bhqbtlrs]mbdr ]mc ]bbnqchmf sn sgd

hcdmshsx ’08() ]mx onhms v
⇒ ∈ U

!r$r⇒"!v$x" r]shr�dr

,v
⇒ − *v, +

∣

∣v −%
1
d/!v"

−0
%d/!v"− *v

∣

∣

+
∣

∣v +%
1
d/!v"

−0)
x +%

1
d/!v"&*v − v'

[

− *v
∣

∣

+
∣

∣%
1
d/!v"

−0
&x'

∣

∣

≤ z,x,�
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Sghr rdqhdr ne hmdpt]khshdr duhcdmskx hlokhdr sg]s sgd e]lhkx U
!r$r⇒" g]r 0

1,b]kl rdkdb,
shnmr md]q !!*v$/"$ *v" enq ]mx o]q]ldsdq s]qfds rds *T vhsg ’ahu]qh]sd( bnmudqfdmbd etmbshnmr
0
1
!r$r⇒"!q$ q

⇒
" #+ zq

⇒- @ookxhmf Sgdnqdl 1-1 hm sghr b]rd) sgd antmc ’06( sq]mrk]sdr hmsn
,v

i+0 − *v, ≤ 1z/,v
i
− *v,1) vghbg hr sgd e]lhkh]q rs]sdldms ne pt]cq]shb bnmudqfdmbd enq

sghr ldsgnc-

2’ TVkhc rtaadrrhud VoopnwhlVshnm ldsgncr’ Qdb]kk eqnl sgd Hmsqnctbshnm sg]s ] rtb,
bdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc hr r]hc sn ad uVjhc Vs *v enp *T he) vgdmdudq sgd rdptdmbd ne
o]q]ldsdqr )r

i
* bnmudqfdr sn sgd s]qfds rds *T ]mc sgd rdptdmbd ne hsdq]sdr fdmdq]sdc ax sgd

bnqqdronmchmf rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc bnmudqfdr) sgdm sgnrd hsdq]sdr bnmudqfd sn
] rnktshnm ne sgd a]rhb mdbdrr]qx noshl]khsx bnmchshnm ’3( ]rrnbh]sdc vhsg sgd nqhfhm]k lhmh,
lhy]shnm oqnakdl ’0(- Mnsd sg]s u]khchsx dmrtqdr nmkx sg]s *v rnkudr sgd mdbdrr]qx bnmchshnmr
enq noshl]khsx hm sgd nqhfhm]k lhmhlhy]shnm oqnakdl ’0(- Sn bnmbktcd sg]s *v hr ] lhmhlhydq)
vd dhsgdq mddc lnqd hmenql]shnm ]ants sgd c]s] hm ’0( ’enq dw]lokd) bnmudwhsx ne U ]mc d/

dmrtqdr sg]s rs]shnm]qx onhmsr ]qd lhmhlhydqr( nq lnqd hmenql]shnm ]ants sgd c]s] hm sgd
]ooqnwhl]shnm oqnakdlr ’1( ’rhmbd sgd hsdq]sdr ]qd lhmhlhydqr ne sgd ]ooqnwhl]shmf oqna,
kdlr) sgdhq khlhs vhkk ad ] lhmhlhydq ne sgd nqhfhm]k oqnakdl he sgd ]ooqnwhl]shnmr ]qd fnnc
dmntfg(-
@r vd vhkk cdrbqhad hm cds]hk hm sgd enkknvhmf rdbshnm) u]khchsx b]m ad ]rrtqdc he sgd

]ooqnwhl]shmf hmbktrhnmr ’2( ]qd fnnc dmntfg ]ooqnwhl]shnmr ne sgd nqhfhm]k hmbktrhnm ’3(-

2’0’ TVkhc VoopnwhlVshmf hmaktrhnmr’ Sgd bg]q]bsdqhy]shnm ne pt]khsx enq ]ooqnwhl]s,
hmf hmbktrhnmr sg]s vd cdudkno gdqd trdr sgd enkknvhmf ntsdp jhlhs rds

khl rto
!v$v

⇒
"→!*v$ *v"

c!r$ *T "→/

!Z∩>"!r$v$v
⇒
" #+ )*x ! ∃!r$v$v

⇒
$x" vhsg x ∈ !Z∩>"!r$v$v

⇒
"$

!v$v
⇒
$x"→ !*v$ *v$ *x"$ ]mc c!r$ *T "→ /*

ne sgd rds,u]ktdc l]oohmf Z∩> cd�mdc ax

!Z∩>"!r$v$v
⇒
" #+ Z!r$v$v

⇒
"∩>!r$v$v

⇒
" +

]

Z!r$v$v
⇒
" he Z!r$v$v

⇒
" ∈ >!r$v$v

⇒
"$

1 nsgdqvhrd�

@m ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnm ’5( hr ] uVjhc VoopnwhlVshnm ne ’4( Vs *v enp *T he sgd enkknvhmf
svn bnmchshnmr gnkc9

• d !*v" ∈ khl rto
!v$v

⇒
"→!*v$ *v"

c!r$ *T "→/

!Z∩>"!r$v$v
⇒
"

• khl rto
!v$v

⇒
"→!*v$ *v"

c!r$ *T "→/

!Z∩>"!r$v$v
⇒
" • C !*v"-

Sgd mnshnm ne u]khchsx ]s *v enq *T fdmdq]khydr ] rhlhk]q bnmbdos eqnl Kdux Z12[ enq ] rhmfkd
o]q]ldsdq s]qfds onhms *r) vgdqd ]m ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnm ’5( v]r r]hc sn ad ] uVjhc
VoopnwhlVshnm ne ’4( Vs *v enp *r he hs r]shr�dr sgd bqhsdqh]

’h( Z hr bnmshmtntr ]s !*r$ *v$ *v" ]mc Z!*r$ *v$ *v" + d !*v"
’hh( > hr ntsdq rdlhbnmshmtntr ]s !*r$ *v$ *v" ]mc >!*r$ *v$ *v" • C !*v"�

’1/(

Mpnonrhshnm 2).) He ]m ]ooqnwhl]shmf hmbitrhnm fi5( hr ] u]ihc ]ooqnwhl]shnm ne fi4( ]s *v
enq *r ]bbnqchmf sn sgd cd�mhshnm fi1.( eqnl Idux U12[) sgdm hs hr ]irn ] u]ihc ]ooqnwhl]shnm

ne fi4( ]s *v enq *T #+ )*r* ]r inmf ]r sgdqd dwhrsr ] rdptdmbd !r$v$v
⇒
"→ !*r$ *v$ *v" enq vghbg

Z!r$v$v
⇒
" ∈ >!r$v$v

⇒
"-

Mpnne) Adb]trd ne sgd dwhrsdmbd ne ] rdptdmbd !r$v$v
⇒
" → !*r$ *v$ *v" enq vghbg x #+

Z!r$v$v
⇒
" ∈ >!r$v$v

⇒
") vd b]m bnmbktcd eqnl bnmchshnm ’h( ne ’1/( sg]s x → d !*v"- Rhmbd hm
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sghr b]rd) sgd rshotk]shnm c!r$ *T "→ / hr sgd r]ld ]r bnmudqfdmbd r → *r) vd bnmbktcd sg]s
d !*v" hr ]m ntsdq khlhs onhms ne Z∩> ]s !*r$ *v$ *v") vghbg udqh�dr sgd �qrs bnmchshnm enq s]qfds
rds u]khchsx-
Sn rgnv sgd rdbnmc bqhsdqhnm enq s]qfds rds u]khchsx) vd bnmrhcdq ]mx dkdldms *x ne sgd

ntsdq khlhs rds
*x ∈ khl rto

!v$v
⇒
"→!*v$ *v"

c!r$ *T "→/

!Z∩>"!r$v$v
⇒
"�

Ax sgd cd�mhshnm ne sgd ntsdq khlhs) sgdqd dwhrsr ] rdptdmbd ne sqhnr )!r$v$v
⇒
"* bnmudqfhmf

sn !*r$ *v$ *v" ’]f]hm c!r$ *T "→ / hr dpthu]kdms sn r → *r rhmbd *T + )*r*( vhsg ] bnqqdronmchmf
rdptdmbd x ∈ Z!r$v$v

⇒
" ∩ >!r$v$v

⇒
" sg]s r]shr�dr x → *x- Hs enkknvr eqnl bnmchshnm ’h(

hm ’1/( sg]s *x + d !*v") rn bnmchshnm ’hh( hm ’1/( hlokhdr sg]s *x + d !*v" ∈ >!*r$ *v$ *v" • C !*v"-
Rhmbd *x v]r ]m ]qahsq]qx dkdldms ne sgd ntsdq khlhs rds) vd bnmbktcd sg]s rdbnmc bnmchshnm
enq u]khchsx ]s *v enq *T ]krn gnkcr- �

PdlVpi) Mnshbd sg]s sgd ]rrtloshnm hm Oqnonrhshnm 2-0 ne sgd dwhrsdmbd ne ] rdptdmbd
!r$v$v

⇒
"→ !*r$ *v$ *v" enq vghbg Z!r$v$v

⇒
" ∈ >!r$v$v

⇒
" hr ]tsnl]shb]kkx ]rrtqdc vgdm u]khc,

hsx hr trdc hm Kdux Z12) Sgdnqdl 2-1[ sn drs]akhrg sg]s sgd khlhs *v ne sgd hsdq]sdr bnmenqlhmf
sn sgd fdmdqhb ]kfnqhsgl enq rnkuhmf hmbktrhnmr hr ] rnktshnm sn sgd hmbktrhnm ’4(-
Mnshbd ]krn sg]s sgd mdv cd�mhshnm ne ] u]khc ]ooqnwhl]shnm ne ’4( ]s *v enq *T hm sgd b]rd

ne ] rhmfkdsnm s]qfds *T + )*r* hr fdmdq]kkx ] vd]jdq bnmchshnm sg]m sgd nqhfhm]k cd�mhshnm
ne u]khchsx eqnl Kdux Z12[- Hm sghr rdmrd) sgd mdv cd�mhshnm hr ]m hloqnudldms nudq sgd
nqhfhm]k dudm hm sgd rdsshmf m]shud sn sgd nqhfhm]k cd�mhshnm-

Mpnonrhshnm 2)1) He sgd ]ooqnwhl]shmf hmbitrhnm fi5( hr ] u]ihc ]ooqnwhl]shnm ne fi4(

]s *v enq *T ) sgdm *v rniudr sgd nqhfhm]i hmbitrhnm fi4(-

Mpnne) Sghr enkknvr rhmbd sgd bnlahm]shnm ne hmbktrhnmr hmchb]sdc ax s]qfds rds u]khchsx
hlldch]sdkx fhudr d !*v" ∈ C !*v"- �

PdlVpi) Mnsd sg]s hm Kdux Z12) Sgdnqdl 2-1[) sgd o]q]ldsdq rdptdmbd )r
i
* v]r

]rrtldc sn bnmudqfd sn sgd rhmfkd o]q]ldsdq s]qfds *r sn bnmbktcd sg]s *v rnkudr sgd hmbkt,
rhnm ’4() ats hm Oqnonrhshnm 2-1) mn rtbg ]rrtloshnm hr mdbdrr]qx sn l]jd sgd r]ld
bnmbktrhnm-

2’1’ Rte�ahdms anmchshnm np uVkhchsx ne rtaadrrhud VoopnwhlVshnm ldsgncr’ Sgd u],
khchsx ne ] rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc hr bknrdkx bnmmdbsdc sn sgd ptdrshnm ne vgdsgdq
sgd ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnm

−%p
g$v

!v
⇒
" ∈ +m

($v
!v

⇒
" ’10(

hr ] u]khc ]ooqnwhl]shnm ne
−%d/!v" ∈ M

U
!v" ’11(

]s *v enq *T #+ )L ·)=g*- Hm sghr b]rd) sgd svn bnmchshnmr cd�mhmf u]khchsx ne sgd ]ooqnwhl]shmf
hmbktrhnmr ]qd

• −%d/!*v" ∈ khl rto
!v$v

⇒
"→!*v$ *v"

c!r$ *T "→/

!−%p
g$v

!v
⇒
"∩ +m

($v
!v

⇒
""

• khl rto
!v$v

⇒
"→!*v$ *v"

c!r$ *T "→/

!−%p
g$v

!v
⇒
"∩ +m

($v
!v

⇒
"" • M

U
!*v"-

He sgd hmsdqrdbshnm rds
−%p

g$v
!v

⇒
"∩ +m

($v
!v

⇒
" ’12(

hr mnmdlosx) sgdm hs duhcdmskx qdctbdr sn sgd rhmfkdsnm )−%p
g$v

!v
⇒
"*- @bbnqchmf sn hsr cd�,

mhshnm) sgd pt]cq]shb ]ooqnwhl]shnm r]shr�dr %p
g$v

!v
⇒
" + %d/!v"+g&v

⇒ −v') vghbg g]r khlhs
onhms %d/!*v" enq ]mx rdptdmbd )!r$v$v

⇒
"* vhsg !v$v

⇒
"→ !*v$ *v" ]mc c!r$ *T "→ /- Sgtr)

he sgd rdptdmbd ne hmsdqrdbshnm rdsr ’12( hr mnmdlosx enq rnld rdptdmbd )!r$v$v
⇒
"* vhsg
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!v$v
⇒
"→ !*v$ *v" ]mc c!r$ *T "→ /) hs g]r sgd khlhs onhms −%d/!*v"- Sgdqdenqd) sgd �qrs bnmch,

shnm cd�mhmf u]khchsx enkknvr eqnl sgd mnmdloshmdrr ne sgd hmsdqrdbshnm rdsr ’12( enq rnld
rdptdmbd )!r$v$v

⇒
"* vhsg !v$v

⇒
" → !*v$ *v" ]mc c!r$ *T " → /- Rtbg mnmdloshmdrr hr oqd,

rtldc hm sgd cd�mhshnm ne ] u]khc rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc) rn nmkx sgd rdbnmc
bnmchshnm enq u]khchsx vhkk mddc sn ad udqh�dc hm sgd enkknvhmf sgdnqdl-

Sgdnpdl 2). fiRte�ahdms Anmchshnm enp TVkhchsx ne Rtaadrrhud 4oopnwhlVshnm
Ldsgncr() He sgd hmbitrhnm

khl rto
!v$v

⇒
"→!*v$ *v"

c!r$ *T "→/

!−%p
g$v

!v
⇒
"∩ +m

($v
!v

⇒
"" • M

U
!*v" ’13(

gnicr) sgdm sgd bnqqdronmchmf rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc hr u]ihc ]s *v enq *T -

Mpnne) Sn udqhex sgd u]khchsx ne sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc) vd oqdrtld sgd
dwhrsdmbd ne ] rdptdmbd !r

i
$v

i
$v

i+0" r]shrexhmf c!r
i
$ *T " → / ]mc !v

i
$v

i+0" → !*v$ *v")
vgdqd !v

i
$v

i+0" bnqqdronmcr sn sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc enq sgd o]q]ldsdq
rdptdmbd )r

i
*- Rhmbd sgd ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnm ’10( dmbncdr sgd mdbdrr]qx noshl]khsx

bnmchshnm enq sgd ]ooqnwhl]shnm oqnakdl cd�mhmf sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc) vd
b]m bnmbktcd sg]s sgd hmsdqrdbshnm rdsr ’12( bnqqdronmchmf sn !r

i
$v

i
$v

i+0" ]qd mnmdlosx-
Sgdm) hs enkknvr eqnl sgd ]anud chrbtrrhnm ]mc sgd ]rrtldc hmbktrhnm ’13( sg]s ’10( hr ]
u]khc ]ooqnwhl]shnm ne ’11( ]s *v enq *T - Sgd u]khchsx ne sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm sgdm
enkknvr eqnl Oqnonrhshnm 2-1- �

PdlVpi) Sgd oqnne ne Sgdnqdl 2-0 rgnvr vgx vd g]ud bgnrdm sgd r]ld sdqlhmnknfx
ne u]khchsx sn cdrbqhad rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgncr ]mc ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnmr-

2’2’ NdmVksx dwVlokdr’ Qdb]kk eqnl sgd adfhmmhmf ne –1) sgd noshlhy]shnm oqnakdl ne
lhmhlhyhmf d/!v" #+ v

1
0 + v

1
1 nudq sgd bnmrsq]hms rds

U #+ )v + !v0$v1" ∈#
1 vhsg v0 + v1 + 0* ’14(

]mc sgd bnqqdronmchmf pt]cq]shb ]ooqnwhl]shnm etmbshnm

p
g$v

!v
⇒
" #+ !v

⇒
0"

1 + !v
⇒
1"

1
�

Sgd mnql]k bnmd sn U ]s ]mx *v hm sghr b]rd hr

M
U
!*v" +

{









∑

q∈#

∥

q

q

[

he *v ∈ U$

1 nsgdqvhrd

’15(

]mc vd bnmrhcdqdc svn cheedqdms e]lhkhdr ne odm]ksx etmbshnmr m
($v

hm –1-

2’2’0’ CwVas odmVksx dwVlokd’ Sgd �qrs e]lhkx ne etmbshnmr m
($v

vd bnmrhcdqdc hm –1
v]r sgd e]lhkx ne dw]bs odm]ksx etmbshnmr cd�mdc ax ’7(9

m
($v

!v
⇒
" #+ (!v⇒

0 + v
⇒
1 − 0!�

Sgd rtafq]chdmsr ne sgd m
($v

]s v
⇒ hm sghr b]rd ]qd fhudm ax

+m
($v

!v
⇒
" +

{









































∥

(

(

[

he v
⇒
0 + v

⇒
1 / 0

∑

q∈&−($('

∥

q

q

[

he v
⇒
0 + v

⇒
1 + 0

−
∥

(

(

[

he v
⇒
0 + v

⇒
1 < 0

$ ’16(
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rn sgd hmsdqrdbshnm rdsr hm sgd ntsdq khlhs rds nm sgd kdes rhcd ne ’13( ]qd fhudm ax

−%p
g$v

!v
⇒
"∩ +m

($v
!v

⇒
" +

{

























































∥

(

(

[

he v
⇒
0 + v

⇒
1 / 0 ]mc ( + −1v

⇒
0 + −1v

⇒
1

−
∥

0

0

[

he v
⇒
0 + v

⇒
1 + 0

1 ]mc (≥ 0

−
∥

(

(

[

he v
⇒
0 + v

⇒
1 < 0 ]mc ( + 1v

⇒
0 + 1v

⇒
1$

1 nsgdqvhrd�

’17(

@r knmf ]r sgd mnql]k bnmd M
U
!*v" hr mnmdlosx) hs hr bkd]q sg]s sgd hmsdqrdbshnm rdsr hm ’17(

]qd bnms]hmdc hm M
U
!*v") rn sgd bknrdcmdrr ne sgd mnql]k bnmd hm sghr b]rd dmrtqdr sg]s sgd

bnqqdronmchmf ntsdq khlhs rds hm ’13( hr ]krn bnms]hmdc hm M
U
!*v"- @bbnqchmf sn Sgdnqdl 2-0

sgdm) sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc trhmf sgd dw]bs odm]ksx etmbshnmr m
($v

cd�mdc
ax ’7( hr u]khc ]s ]mx *v ∈ U enq *T #+ )L · )%

1
d/!*v"* vhsg )L ]mx o]q]ldsdq s]qfds rds-

2’2’1’ EmdwVas odmVksx dwVlokd’ Sgd rdbnmc e]lhkx ne etmbshnmr m
($v

vd bnmrhcdqdc
hm –1 v]r sgd e]lhkx ne hmdw]bs odm]ksx etmbshnmr cd�mdc ax ’8(9

m
($v

!v
⇒
" #+ (!v

⇒
0 + v

⇒
1 − 0"1�

Sgdqd hr ] rhmfkd rtafq]chdms ]rrnbh]sdc vhsg d]bg etmbshnm hm sghr e]lhkx) ]mc hs hr fhudm ax

+m
($v

!v
⇒
" +

}

1(!v⇒
0 + v

⇒
1 − 0"

1(!v⇒
0 + v

⇒
1 − 0"

[

$ ’18(

rn sgd hmsdqrdbshnm rdsr hm sgd ntsdq khlhs rds nm sgd kdes rhcd ne ’13( ]qd fhudm ax

−%p
g$v

!v
⇒
"∩ +m

($v
!v

⇒
" +

{













−
}

1(<!0+ 1("

1(<!0+ 1("

[

he v
⇒
0 + v

⇒
1 + (<!0+ 1(" ]mc ( ∈+ − 0

1 $

1 nsgdqvhrd�
’2/(

@r knmf ]r sgd mnql]k bnmd M
U
!*v" hr mnmdlosx) hs hr bkd]q sg]s sgd hmsdqrdbshnm rdsr hm ’17(

]qd bnms]hmdc hm M
U
!*v") rn sgd bknrdcmdrr ne sgd mnql]k bnmd hm sghr b]rd dmrtqdr sg]s sgd

bnqqdronmchmf ntsdq khlhs rds hm ’13( hr ]krn bnms]hmdc hm M
U
!*v"- @bbnqchmf sn Sgdnqdl 2-0

sgdm) sgd rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc) trhmf sgd dw]bs odm]ksx etmbshnmr m
($v

cd�mdc
ax ’7( hr u]khc ]s ]mx *v ∈ U enq *T #+ )L · )%

1
d/!*v"* vhsg )L ]mx o]q]ldsdq s]qfds rds-

Ansg ne sgd dw]lokdr fhudm rn e]q g]ud hmunkudc e]lhkhdr ne odm]ksx etmbshnmr sg]s ]qd
hmcdodmcdms ne sgd u]qh]akd v- Hm sgd mdws rtardbshnmr) vd fhud dw]lokdr hmunkuhmf vdkk,
jmnvm bk]rrdr ne etmbshnmr) vghbg ]qd mdhsgdq ne sgdrd sghmfr-

2’3’ RPN dwVlokd’ Sgd RPO ldsgnc enq rnkuhmf mnmkhmd]q oqnfq]lr hr nmd ne sgd lnrs
e]lntr ldsgncr hm mtldqhb]k noshlhy]shnm- Sgd rs]mc]qc mnmkhmd]q oqnfq]l hr

lhm d/!v" nudq v ∈ U #+ )v ∈#
m vhsg d

h
!v"≤ / enq h ∈I$ ]mc d

h
!v" + / enq h ∈E*

enq rlnnsg etmbshnmr d
h
# #

m → # ]mc hmcdw rdsr I ]mc E snfdsgdq bnms]hmhmf k hmchbdr-
Mnshbd sg]s he vd cd�md sgd rds H • #

k ax

H #+ )y ∈#
k vhsg y

h
≤ / enq h ∈I ]mc y

h
+ / enq h ∈E*$
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sgdm vd b]m qdvqhsd sgd rs]mc]qc mnmkhmd]q oqnfq]l hm sgd dpthu]kdms ’tmbnmrsq]hmdc( enql

lhm d/!v"+ 3
H
!f!v"" nudq v ∈#

m ’20(

hm sdqlr ne sgd zhmchb]snq etmbshnm“

3
H
!y" #+

]

/ he y ∈ H$

− nsgdqvhrd

]mc sgd bnmrsq]hms l]oohmf

f!v" #+ !d0!v"$ d1!v"$ - - - $ d
k
!v""�

Sgd bnlonrhsd hmchb]snq sdql 3
H
!f!v"" hm ’20( hr duhcdmskx ] mnmrlnnsg odm]ksx etmbshnm)

vghbg dmenqbdr sgd bnmrsq]hmsr v ∈ U eqnl sgd bnmrsq]hmdc udqrhnm ne sgd oqnakdl-
Sgd bk]rrhb]k RPO ldsgnc s]jdr ] btqqdms oqhl]k,ltkshokhdq o]hq !v

i
$(

i
" ∈#

m ·#
k ]mc

rnkudr sgd enkknvhmf ]ooqnwhl]shnm oqnakdl enq sgd mdws oqhl]k hsdq]sd v
i+0 + v

⇒9

lhm d/!vi
"+%d/!vi

"&v
⇒ − v

i
'+ 0

1 &v
⇒ − v

i
'
Q �% 1

d/!vi
"&v

⇒ − v
i
'+ m

(i$vi
!v

⇒
"$

vgdqd sgd e]lhkx ne etmbshnmr m
(i$vi

hr cd�mdc ax

m
($v

!v
⇒
" #+ 0

1 &v
⇒ − v'

Q �% 1
f
(
!v"&v

⇒ − v'+ 3
H
!%f!v"&v

⇒ − v'+ f!v"" ’21(

hm sdqlr ne sgd etmbshnmr

f
(
!v" #+ (

Q � !d0!v"$ - - - $ d
k
!v""� ’22(

Sgd ltkshokhdq hr sgdm toc]sdc ax ]cchmf sgd ltkshokhdq ]rrnbh]sdc vhsg sgd rnktshnm v
⇒ sn sgd

]ooqnwhl]shnm oqnakdl ]mc sgd oqnbdrr hr qdod]sdc- Gnvdudq) ntq rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm
ldsgncr ]kknv fdmdq]k o]q]ldsdq toc]shmf) rn vd vhkk bnmrhcdq ] fdmdq]khy]shnm ne sgd
bk]rrhb]k RPO ldsgnc) vgdqd nmkx sgd toc]shmf ne sgd oqhl]k u]qh]akdr v hr rodbh�dc-

2’3’0’ Sgd ophlVk RPN ldsgnc’ Fhudm ] btqqdms hsdq]sd v
i
]mc o]q]ldsdq (

i
) bgnnrd

sgd mdws hsdq]sd v
i+0 + v

⇒ ax rnkuhmf sgd ’tmbnmrsq]hmdc( ]ooqnwhl]shnm oqnakdl

lhm d/!vi
"+%d/!vi

"&v
⇒ −v

i
'+ 0

1 &v
⇒ −v

i
'
Q �% 1

d/!vi
"&v

⇒ −v
i
'+m

(i$vi
!v

⇒
" nudq ]kk v

⇒ ∈#
m
$

vgdqd sgd e]lhkx ne etmbshnmr m
($v

hr cd�mdc ax ’21(-
Enq sgd bk]rrhb]k RPO ldsgnc vhsg sgd trt]k ltkshokhdq toc]shmf) sgd ltkshokhdqr sxohb]kkx

bnmudqfd sn sgd ltkshokhdq *( ]rrnbh]sdc vhsg sgd oqhl]k rnktshnm- Sgd enkknvhmf kdll]
rgnvr sg]s ] e]lhkh]q bnmrsq]hms pt]kh�b]shnm dmrtqdr sg]s sgd oqhl]k RPO ldsgnc hr ]
u]khc rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm ldsgnc ]s *v enq *T #+ )L · )%

1
d/!*v"* vhsg )L ]mx antmcdc

o]q]ldsdq s]qfds rds-

GdllV 2).) Tmcdq sgd L]mf]r]qh]m,Cqnlnuhsy bnmrsq]hms pt]ih�b]shnm ]s *v7

( ∈ M
H
!f!*v"" ]mc %f!*v"Q �( + /⇒( + /$

sgd oqhl]i QPM ldsgnc hr u]ihc ]s *v enq *T #+ )L ·)%
1
d/!*v"* vhsg )L ]mx antmcdc o]q]ldsdq

s]qfds rds-

Mpnne) Tmcdq sgd L]mf]r]qh]m,Eqnlnuhsy bnmrsq]hms pt]kh�b]shnm) Qnbj]edkkdq ]mc Vdsr
Z14) Dw]lokd 0/-7[ fhudr sgd rtafq]chdmsr ne m

($v
enq v md]q *v ]r

+m
($v

!v
⇒
" + %

1
f
(
!v"&v

⇒ − v'+%f!v"
Q � M

H
!%f!v"&v

⇒ − v'+ f!v""
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]r vdkk ]r sgd enqltk]
M

U
!*v" + %f!*v"Q � M

H
!f!*v"" ’23(

enq sgd mnql]k bnmd sn U ]s *v- @bbnqchmf sn Sgdnqdl 2-0) vd mddc sn udqhex sgd hmbkt,
rhnm ’13() ]mc duhcdmskx) sgd hmsdqrdbshnm rdsr hm sgd ntsdq khlhs rds nm sgd kdes rhcd ne ’13(
hm sghr b]rd ]qd fhudm ax

!−%d/!v"−%
1
d/!v"&v

⇒ −v'"∩
�

%
1
f
(
!v"&v

⇒ −v'+%f!v"
Q �M

H
!%f!v"&v

⇒ −v'+f!v""
(

� ’24(

Eqnl sgd cd�mhshnm ne sgd etmbshnmr f
(
hm ’22( ]mc sgd e]bs sg]s sgd o]q]ldsdq s]qfds rds )L

hr antmcdc) hs enkknvr sg]s sgd sdql %
1
f
(
!v"&v

⇒ −v' hm sgd hmsdqrdbshnm ’24( ]ooqn]bgdr ydqn
]r !v$v

⇒
"→ !*v$ *v" ]mc c!r$ *T "→ /- Sgd ntsdq khlhs rds ne sgd hmsdqrdbshnm rdsr ’24( hr sgtr

bnms]hmdc hm sgd ntsdq khlhs rds

khl rto
!v$v⇒"→!*v$ *v"

%f!v"
Q � M

H
!%f!v"&v

⇒ − v'+ f!v""�

Sghr) snfdsgdq vhsg sgd enqltk] ’23() hlokhdr sg]s sgd hmbktrhnm ’13( eqnl Sgdnqdl 2-0
enkknvr hm sghr b]rd eqnl sgd hmbktrhnm

khl rto
!v$v⇒"→!*v$ *v"

%f!v"
Q � M

H
!%f!v"&v

⇒ − v'+ f!v"" • %f!*v"Q � M
H
!f!*v""� ’25(

Vd b]m cdctbd sghr hmbktrhnm eqnl sgd L]mf]r]qh]m,Eqnlnuhsy bnmrsq]hms pt]kh�b]shnm ]r
enkknvr9 @mx dkdldms y hm sgd ntsdq khlhs rds nm sgd kdes rhcd ne sgd hmbktrhnm ’25( hr sgd
khlhs onhms ne ] rdptdmbd %f!v"

Q � u enq udbsnqr u ∈ M
H
!%f!v"&v

⇒ − v'+ f!v""- He y + /) hs
hr sqhuh]kkx hm sgd rds %f!*v"Q � M

H
!f!*v"" rhmbd sgd ydqn udbsnq hr ]kv]xr hm sgd mnql]k bnmd-

Vd sgdqdenqd rtoonrd y ∈+ /-
AVrd 0- Sgd udbsnqr u ]qd antmcdc- Sgdm) ]s kd]rs rnld rtardptdmbd ne sgdl g]r ] khlhs

onhms *u) vghbg ltrs r]shrex y + %f!*v"Q � *u- Lnqdnudq) sgd ntsdq rdlhbnmshmthsx ne sgd mnql]k
bnmd l]oohmf ’b-e- Qnbj]edkkdq ]mc Vdsr Z14) Oqnonrhshnm 5-5[( hlokhdr sg]s *u ∈ M

H
!f!*v"")

rn sgd hmbktrhnm ’25( gnkcr hm sghr b]rd-
AVrd 1- Sgd udbsnqr u ]qd mns antmcdc- Sgdm) ctd sn sgd e]bs sg]s M

H
hr ] bnmd) vd jmnv

sg]s sgd tmhs udbsnqr n #+ u<,u, ]qd ]krn hm sgd mnql]k bnmd M
H
!%f!v"&v

⇒ − v' + f!v""-
Lnqdnudq) ]s kd]rs rnld rtardptdmbd ne sgdl g]r ] khlhs onhms *n) vghbg hr ] tmhs udbsnq ]mc
ltrs r]shrex *n ∈ M

H
!f!*v"" adb]trd ne sgd ntsdq rdlhbnmshmthsx ne sgd mnql]k bnmd l]oohmf-

Gnvdudq) eqnl sgd bnmudqfdmbd %f!v"
Q � u → y) vd jmnv sg]s

khl%f!v"
Q � n + khl%f!v"

Q � u<,u, + khl y<,u, + /�

Sghr hlokhdr sg]s %f!v"
Q � *n + /) vghbg bnmsq]chbsr sgd L]mf]r]qh]m,Eqnlnuhsy bnmrsq]hms

pt]kh�b]shnm ]s *v- �

PdlVpi) Mnsd sg]s ntq oqhl]k RPO ldsgnc hr rshkk ] u]khc rtbbdrrhud ]ooqnwhl]shnm
ldsgnc vgdm lnqd fdmdq]k etmbshnmr f

(
sg]m sgd bk]rrhb]k nmdr ’22( ]qd trdc) ]r knmf ]r

sgd sdqlr % 1
f
(
!v"&v

⇒ −v' hm sgd hmsdqrdbshnm ’24( rshkk ]ooqn]bg ydqn ]r !v$v
⇒
"→ !*v$ *v" ]mc

c!r$ *T "→ /- Enq hmrs]mbd) vd bntkc hmrsd]c trd etmbshnmr ne sgd enql f
(
!v" #+ (,f!v",1

enq ( ∈ &/$−") vghbg ]bs ]r odm]ksx etmbshnmr hm sgd b]rd vgdm ]kk sgd bnmrsq]hmsr ]qd
dpt]shnmr ’h-d-) I + 1(-

2’4’ :tfldmsdc IVfpVmfhVm dwVlokd’ @tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgncr g]ud addm
cdudknodc enq rnkuhmf mnmkhmd]q oqnfq]lr khjd

lhm d/!v" nudq v ∈ U #+ )v ∈#
m
# d

h
!v" + / enq h + 0$1$ - - - $k*$
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vgdqd sgd d
h
]qd rlnnsg etmbshnmr nm #

m- Sgd rs]mc]qc ]ooqn]bg hr sn bnmrsqtbs ] e]lhkx ne
z]tfldmsdc K]fq]mfh]m“ etmbshnmr K

(
!v" #+ d/!v"+n

(
!v" eqnl sgd udbsnq,rb]k]q o]q]ldsdq

o]hqr ( #+ !4$5" ∈#
k ·#

+ ]mc sgd etmbshnmr

n
(
!v" #+

k
∑

h+0

!4"
h
d

h
!v"+5

k
∑

h+0

!d
h
!v""

1
$ ’26(

vgdqd !4"
h
cdmnsdr sgd hsg bnlonmdms ne sgd udbsnq 4 ∈ #

k- Enq ] fhudm o]q]ldsdq (
i
)

sgd ’tmbnmrsq]hmdc( ]tfldmsdc K]fq]mfh]m etmbshnm K
(i

hr sgdm ]ooqnwhl]sdkx lhmhlhydc
uh] rnld ]ooqnoqh]sd rbgdld- He Mdvsnmfir ldsgnc hr trdc sn lhmhlhyd sgd ]tfldmsdc
K]fq]mfh]m) vd fds sgd enkknvhmf zoqhl]k“ ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc ’rn b]kkdc adb]trd
nmkx ]m toc]sd nm sgd oqhl]k u]qh]akd v hr rodbh�dc(-

Sgd ophlVk Vtfldmsdc IVfpVmfhVm ldsgnc’ Fhudm ] btqqdms hsdq]sd v
i
]mc o]q]l,

dsdq (
i
) bgnnrd sgd mdws hsdq]sd v

i+0 + v
⇒ ax rnkuhmf sgd ’tmbnmrsq]hmdc( ]ooqnwhl]shnm

oqnakdl

lhm d/!vi
"+%d/!vi

"&v
⇒ − v

i
'+ 0

1 &v
⇒ − v

i
'
Q �% 1

d/!vi
"&v

⇒ − v
i
'+ m

(i$vi
!v

⇒
"$

vgdqd sgd e]lhkx ne etmbshnmr m
($v

hr cd�mdc ax

m
($v

!v
⇒
" #+ n

(
!v"+%n

(
!v"&v

⇒ − v'+ 0
1 &v

⇒ − v'
Q �% 1

n
(
!v"&v

⇒ − v' ’27(

hm sdqlr ne sgd etmbshnmr n
(
eqnl ’26(-

Sgd rhmfkd rtafq]chdms ]rrnbh]sdc vhsg d]bg ne sgd m
($v

hr fhudm ax

+m
($v

!v
⇒
" + %n

(
!v"+%

1
n
(
!v"&v

⇒ − v' ’28(

]mc sgd mnql]k bnmd sn U ]s *v hr

M
U
!*v" +

{









]

k
∑

h+0

q
h
%d

h
!*v"

]

]

]
q

h
∈#

{

he *v ∈ U$

1 nsgdqvhrd�

’3/(

Eqnl sgd cd�mhshnm ’26( ne sgd etmbshnmr n
(
) hs hr bkd]q sg]s sgdhq fq]chdmsr r]shrex

%n
(
!v" +

k
∑

h+0

!4
h
+ 15d

h
!v""%d

h
!v"� ’30(

He sgd Gdrrh]m l]sqhbdr % 1
n
(
!v" g]ud tmhenqlkx antmcdc mnql enq ]kk ( md]q sgd o]q]ldsdq

s]qfds rds )L ]mc ]kk v md]q *v) sgdm ]bbnqchmf sn ’28() ]mx khlhs onhms eqnl sgd rdsr +m
($v

!v
⇒
"

vhsg !v$v
⇒
"→ !*v$ *v" ]mc c!($ )L"→ / hr itrs sgd khlhs ne sgd bnqqdronmchmf %n

(
!v"- Sgd

enqltk]r ’30( ]mc ’3/( dmrtqd sg]s rtbg ] khlhs onhms vhkk ad hm sgd mnql]k bnmd M
U
!*v")

vghbg kd]cr sn sgd enkknvhmf kdll]-

GdllV 2)1) He sgd Fdrrh]m l]sqhbdr %
1
n
(
!v" g]ud tmhenqlix antmcdc mnql enq ]ii (

md]q sgd o]q]ldsdq s]qfds rds )L ]mc ]ii v md]q *v) sgdm sgd oqhl]i ]tfldmsdc I]fq]mfh]m

ldsgnc hr u]ihc ]s *v enq *T #+ )L · )%
1
d/!*v"*-

Mpnne) Sghr enkknvr eqnl Sgdnqdl 2-0 ]mc sgd chrbtrrhnm oqdbdchmf sgd rs]sdldms ne
sgd kdll] rhmbd ]mx dkdldms ne sgd hmsdqrdbshnm nm sgd kdes rhcd ne ’13( hr ]tsnl]shb]kkx hm
sgd rds +m

($v
!v

⇒
"- �

Mnshbd sg]s vd ]qd s]jhmf ] lnqd fdmdq]k ]ooqn]bg gdqd sn o]q]ldsdqr sg]m hr sxohb]k-
Sgd bk]rrhb]k ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc hmunkudr drrdmsh]kkx svn rs]fdr ]s d]bg rsdo
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ne sgd ]kfnqhsgl9 Sgd hmmdq rs]fd hmunkudr sgd bnlokdsd ]ooqnwhl]sd lhmhlhy]shnm ne sgd
]tfldmsdc K]fq]mfh]m etmbshnm

K
(
!v" #+ d/!v"+

k
∑

h+0

!4"
h
d

h
!v"+5

k
∑

h+0

!d
h
!v""

1

enq ] �wdc u]ktd ne sgd o]q]ldsdq ( + !4
i
$5

i
") vhsg ]r l]mx rsdor ]r ]qd mdbdrr]qx sn

]bghdud ]m ]bbdos]akd ]ooqnwhl]sd lhmhlhydq- Sgd ntsdq rs]fd sgdm toc]sdr sgd hsdq]sd v
i

sn ad sgd ]ooqnwhl]sd lhmhlhydq eqnl sgd hmmdq rs]fd) onrrhakx hmbqd]rdr sgd o]q]ldsdq 5
i+0

eqnl 5
i
]mc toc]sdr sgd ltkshokhdq ]bbnqchmf sn

4
i+0 #+ 4

i
+ 15

i
!d0!vi

"$ - - - $ d
k
!v

i
""� ’31(

Rhmbd hs qdpthqdr mn rodbh]k o]q]ldsdq toc]sd rbgdld) ntq oqhl]k ]tfldmsdc K]fq]mfh]m
ldsgnc ]kknvr ] vgnkd ]qq]x ne mdv onrrhahkhshdr adxnmc sgd bk]rrhb]k toc]shmf rbgdld- Enq
hmrs]mbd) ntq ldsgnc ]kknvr mdv rbgdldr) vgdqd sgd ltkshokhdq 4 hr toc]sdc uh] ’31( ]esdq
d]bg rsdo hm sgd hmmdq rs]fd ]ooqnwhl]sd lhmhlhy]shnm ne sgd K]fq]mfh]m) nq odqg]or ]esdq
nmkx rnld ne sgd rsdor hm sgd hmmdq rs]fd) rn sg]s sgd svn rs]fdr eqnl sgd bk]rrhb]k ]ooqn]bg
]qd mn knmfdq mdbdrr]qhkx chrshmbs hm ntq ldsgnc- Hm ]cchshnm) ntq ldsgnc ]kknvr dmshqdkx
cheedqdms o]q]ldsdq toc]sd rbgdldr g]uhmf mn bnmmdbshnm sn sgd bk]rrhb]k enqltk] ’31(-
Ne bntqrd) bnlokdsdkx ]qahsq]qx ltkshokhdq toc]shmf vhkk mns mdbdrr]qhkx oqnctbd mhbd

bnmudqfdmbd qdrtksr- Hm sgd mdws rdbshnm) vd ]ookx Sgdnqdl 1-1 sn ]m]kxyd sgd bnmudqfdmbd
q]sd enq ntq oqhl]k ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc ]mc) bnmrdptdmskx) cdudkno bnmchshnmr nm
sgd o]q]ldsdq toc]shmf sg]s dmrtqd mhbd bnmudqfdmbd oqnodqshdr-

3’ Anmudpfdmad pVsd enp sgd ophlVk Vtfldmsdc IVfpVmfhVm ldsgnc’ Sn ]ookx Sgd,
nqdl 1-1 sn sgd oqhl]k ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc) vd �qrs mnshbd sg]s sgd antmc ’05(
hm sghr b]rd hr r]shr�dc ax sgd bnmudqfdmbd etmbshnmr

,
p

!g$g⇒"!q" #+ /q
1 +,g− g

⇒,q$ ’32(

vgdqd /≥ / r]shr�dr

,%d/!*v"−%d/!v"+%
1
d/!*v"&v − *v', ≤ /,v − *v,1 enq v ∈�!*v. /

v
"$

rhmbd sgdm sgd enkknvhmf rdqhdr ne hmdpt]khshdr gnkcr enq ]kk v ∈�!*v. /
v
" ]mc g ∈ G 9

,%d/!*v"−%d/!v"− g&*v − v',
+ ,%d/!*v"−%d/!v"+%

1
d/!*v"&v − *v'+ !g−%

1
d/!*v""&v − *v',

≤ ,%d/!*v"−%d/!v"+%
1
d/!*v"&v − *v',+,!g−%

1
d/!*v""&v − *v',

≤ /,v − *v,1 +,g−%
1
d/!*v",,v − *v,�

Sgd ]ooqnwhl]shmf hmbktrhnm −%p
g$v

!v
⇒
" ∈ +m

($v
!v

⇒
" cd�mhmf ntq oqhl]k ]tfldmsdc

K]fq]mfh]m ldsgnc hr dpthu]kdms sn sgd dpt]shnm

−%d/!v"− g&v
⇒ − v' + %n

(
!v"+%

1
n
(
!v"&v

⇒ − v'$ ’33(

vghbg b]m ad hlldch]sdkx qdvqhssdm hm sdqlr ne ]mx �wdc *v ∈#
m ]r

!g+%
1
n
(
!v""&v

⇒ − *v' + −%d/!v"− g&*v − v'−%n
(
!v"−%

1
n
(
!v"&*v − v'�

Ax ]cchmf ]mc rtasq]bshmf sgd sdql %d/!*v"+%n
(
!*v" nm sgd qhfgs rhcd ne sghr dpt]shnm) vd

fds sgd dpthu]kdms dwoqdrrhnm

!g+%
1
n
(
!v""&v

⇒ − *v' + %d/!*v"−%d/!v"− g&*v − v'+%n
(
!*v"−%n

(
!v"

−%
1
n
(
!v"&*v − v'−%d/!*v"−%n

(
!*v"�
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@r knmf ]r sgd l]sqhw g+%
1
n
(
!v" hr hmudqshakd vhsg hmudqrd g]uhmf mnql kdrr sg]m nq dpt]k

sn sgd r]ld z ∈ !/$−" enq ]kk !($g$v" ∈ T ·�!*v. /
v
") vd bnmbktcd sg]s

,v
⇒ − *v,≤z,x,+z,%n

(
!*v"−%n

(
!v"−%

1
n
(
!v"&*v−v',+z,−%d/!*v"−%n

(
!*v",$ ’34(

vgdqd vd g]ud rtarshstsdc sgd hcdmshsx x + %d/!*v"−%d/!v"−g&*v− v' eqnl sgd dwoqdrrhnm
enq sgd e]lhkx ne l]oohmfr U

!r$r⇒" cd�mdc hm ’04(- Adb]trd ne sgd enql ne sgd etmbshnm n
(

hm sghr b]rd) vd jmnv sg]s sgd antmc gnkcr sg]s

,%n
(
!*v"−%n

(
!v"−%

1
n
(
!v"&*v − v', ≤ !Z,4,+ a5",v − *v,1

enq rnld rb]k]q Z ≥ / bnqqdronmchmf sn sgd S]xknq khmd]q ]ooqnwhl]shnm ]s v ∈ �!*v. /
v
"

ne sgd fq]chdms l]oohmf ]rrnbh]sdc vhsg sgd l]oohmf v 5→ !d0!v"$ - - - $ d
k
!v"") ]mc a ≥ /

bnqqdronmchmf sn sgd S]xknq khmd]q ]ooqnwhl]shnm ne sgd fq]chdms l]oohmf ]rrnbh]sdc vhsg
sgd etmbshnm v 5→ 

k

h+0!dh
!v""

1- Lnqdnudq) ]r knmf ]r sgdqd dwhrsr ] K]fq]mfd ltkshokhdq
=4 ∈#

k enq *v) vd jmnv sg]s −%d/!*v" + 

k

h+0
=4

h
%d

h
!*v" ]mc d

h
!*v" + /) hm vghbg b]rd sgd k]rs

sdql nm sgd qhfgs rhcd ne ’34( hr antmcdc ]anud ax

z,4− =4,
k
∑

h+0

,%d
h
!*v",�

Tmcdq sgdrd ]rrtloshnmr sgdm) ]mc ]bbnqchmf sn sgd antmc ’34() sgd e]lhkx ne l]oohmfr
U

!r$r⇒"!v$x" eqnl Sgdnqdl 1-1 hm sghr b]rd g]r 01,b]kl rdkdbshnmr enq o]q]ldsdq s]qfds rds

*T #+ ) =4*· & *5$−"· )%
1
d/!*v"* ’35(

’enq ]mx *5 ∈#
+( vhsg ahu]qh]sd bnmudqfdmbd etmbshnmr cd�mdc ax

0
1
!r$r⇒"!q$ q

⇒
" #+ z!Z,4,+ a5"q

1 +zb,4−4
⇒, +zq

⇒
$ ’36(

vgdqd b #+ 

k

h+0 ,%d
h
!*v",-

@bbnqchmf sn Sgdnqdl 1-1 ]mc sgd oqdbdchmf chrbtrrhnm ne sghr dw]lokd) vd mddc sn
bnmrhcdq rdptdmbdr ne o]q]ldsdqr sg]s ]qd s]qfds rds ]ooqnoqh]sd enq !,$,v/ − *v," enq sgd
bnmudqfdmbd etmbshnmr cd�mdc ax

,
!r$r⇒"!q" #+ 1z!/+ Z,4,+ a5"q

1 + 1z,g− g
⇒,q + 1zb,4−4

⇒,

hm sdqlr ne Z ≥ /) a ≥ /) ]mc b ≥ / eqnl ’36( ]mc / ≥ / eqnl ’32(- Sgtr) vd mddc sn
drs]akhrg sgd bnmudqfdmbd sn ydqn ne sgd rdptdmbd ne rb]k]qr cd�mdc ax q/ #+ ,v/ − *v, ]mc

q
i
#+ 1z!/+ Z,4

i−0,+ a5
i−0"q

1
i−0 + 1z,g

i−0 −%
1
d/!*v",q

i−0 + 1zb,4
i−0 − =4,$ ’37(

vgdqd sgd hm�ltl nudq sgd o]q]ldsdq s]qfds rds *T hr tmmdbdrr]qx rhmbd nmkx sgd
5,bnlonmdms ne *T hr mnmrhmfkdsnm) ]mc , cndr mns cdodmc nm 5

⇒- Sn bnmbktcd eqnl ’37(
sg]s q

i
→ /) vd mddc �qrs sgd enkknvhmf kdll] enq fdmdq]k pt]cq]shb hsdq]shnm etmbshnmr-

GdllV 3).) Anmrhcdq ] e]lhix ne pt]cq]shb etmbshnmr p
i
# #→# hmcdwdc ax i+/$

0$1$- - - ]mc cd�mdc ax p
i
!q" #+>

i
q
1+A

i
q+B

i
- :rrtld sg]s sgdqd dwhrs >∈!/$−" ]mc A∈

&/$0" rtbg sg]s sgd bnde�bhdmsr r]shrex >
i
∈!/$>') A

i
∈ &/$A') ]mc B

i
∈ &/$!0−A"

1
<!3>"" enq

]ii i- He) hm ]cchshnm) B
i
→/ ]mc q/∈ &/$ =q' enq =q #+!0−A"<!1>") sgdm sgd rdptdmbd ne rb]i]qr

cd�mdc ax q
i
+p

i−0!qi−0" bnmudqfdr sn ydqn-

Mpnne) Ehqrs) mnshbd sg]s rhmbd B
i
→ / ]mc B

i
]qd rsqhbskx kdrr sg]m !0 − A"

1
<!3>"

enq ]kk i) vd b]m ]rrtld sg]s sgd bnde�bhdmsr B
i
]qd ]bst]kkx ]kk kdrr sg]m nq dpt]k sn
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!0− A"
1
<!3>"− / enq rnld rl]kk / / /- Hs enkknvr sg]s sgd e]lhkx ne pt]cq]shb etmbshnmr

r]shr�dr
p

i
!q" ∈ &/$ =q − /' enq ]kk q ∈ &/$ =q' ]mc ]kk i$ ’38(

rn sg]s q
i
∈ &/$ =q − /' enq ]kk i ≥ 0- He vd cd�md

q
∗
i
#+ !0−A

i
"−

⋃

!A
i
− 0"1 − 3>

i
B

i

1>
i

$

hs enkknvr sg]s p
i
!q

∗
i
" + q

∗
i
]mc sg]s q

∗
i
→ /- Rhmbd q

∗
i
hr duhcdmskx hm sgd hmsdqu]k &/$ =q') hs

enkknvr eqnl ’38( ]mc sgd e]bs sg]s q
∗
i

+ p
i
!q

∗
i
" sg]s q

∗
i
hr ]bst]kkx hm sgd hmsdqu]k &/$ =q − /'

enq ]kk i- Eqnl sgd ld]m u]ktd sgdnqdl) vd fds sgd enkknvhmf rdqhdr ne hmdpt]khshdr enq
]kk i ≥ 09

,q
i+0 − q

∗
i
, + ,p

i
!q

i
"− p

i
!q

∗
i
",

+ ,p
⇒
i
!6

i
"!q

i
− q

∗
i
", enq rnld 6

i
∈ &/$ =q − /'

≤ !0− 1>/",q
i
− q

∗
i
,�

He vd bnlahmd sghr vhsg sgd e]bs sg]s

,q
i+0 − q

∗
i+0, ≤ ,q

i+0 − q
∗
i
,+,q

∗
i
− q

∗
i+0,$

vd fds
,q

i+0 − q
∗
i+0, ≤ !0− 1>/",q

i
− q

∗
i
,+,q

∗
i
− q

∗
i+0,� ’4/(

Rhmbd sgd rdptdmbd )q
∗
i
* bnmudqfdr sn ydqn) vd jmnv sg]s ,q

∗
i
− q

∗
i+0, → /) rn vd b]m

bnmbktcd eqnl ’4/( sg]s sgd rdptdmbd ne cheedqdmbdr )q
i
− q

∗
i
* bnmudqfdr sn ydqn- Lnqdnudq)

rhmbd q
∗
i
→ /) sghr ld]mr sg]s sgd rdptdmbd )q

i
* ]krn bnmudqfdr sn ydqn ]r bk]hldc- �

Eqnl Kdll] 3-0 ]mc sgd dwoqdrrhnm ’37( enq q
i
]r sgd ntsots ne ] pt]cq]shb etmbshnm

]s q
i−0) vd b]m bnmbktcd sg]s sgd rdptdmbd )q

i
* bnmudqfdr sn ydqn ]r knmf ]r sgd enkknvhmf

bnmchshnmr ]qd lds9

• ∃30 ∈ &/$0<!1z"" rtbg sg]s ,g
i
−%

1
d/!*v", ≤ 30 ∀i + /$0$1$ - - -

• ∃31 ∈#
+ rtbg sg]s ,4

i
, ≤ 31 ∀i + /$0$1$ - - -

• ∃32 ∈#
+ rtbg sg]s 5

i
≤ 32 ∀i + /$0$1$ - - -

• 4
i
→ =4 vhsg ,4

i
− =4,< !0− 1z30"

1

05z1b!/+ Z31 + a32"
∀i + /$0$1$ - - -

• q/ #+ ,v/ − *v, ≤ 0− 1z30

3z!/+ Z31 + a32"
�

’40(

Sn bnmbktcd) vd rs]sd sgd enkknvhmf bnqnkk]qx sn Sgdnqdl 1-1) vghbg bnmrnkhc]sdr vg]s
vd g]ud chrbnudqdc ]ants sgd oqhl]k ]tfldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc-

AnpnkkVpx 3). fiAnmudpfdmad ne sgd MphlVk 4tfldmsdc GVfpVmfhVm Ldsgnc()
:rrtld sg]s sgd eniinvhmf bnmrsq]hms pt]ih�b]shnm gnicr7

• Sgdqd dwhrsr ] I]fq]mfd ltishoihdq =4 ∈#
k
enq *v)

]mc sg]s sgdqd dwhrsr ] rb]i]q /
v
≥ / ]mc ] rds T • #

k ·#
+ ·#

m·m
bnms]hmhmf sgd s]qfds

rds *T cd�mdc hm fi35( enq rnld *5 ∈ #
+
rtbg sg]s sgd eniinvhmf fdmdq]ihydc rdbnmc,nqcdq

bnmchshnm gnicr7

• Sgdqd dwhrsr ]m z ∈ !/$−" rtbg sg]s enq ]ii !($g$v" ∈ T · �!*v. /
v
") sgd l]sqhw

g+%
1
n
(
!v" hr hmudqshaid vhsg hmudqrd g]uhmf mnql idrr sg]m nq dpt]i sn z-

He sgd bnmchshnmr fi40( gnic) sgdm ]mx rdptdmbd ne hsdq]sdr )v
i
* •�!*v. /

v
" fdmdq]sdc ax sgd

oqhl]i ]tfldmsdc I]fq]mfh]m ldsgnc enq o]q]ldsdqr r
i
#+ !4

i
$5

i
$g

i
" vhsg c!r

i
$ *T "→ /
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r]shr�dr v
i
→ *v) vgdqd *v rniudr −%d/!v" ∈ M

U
!v") ]mc lnqdnudq sgd bnmudqfdmbd q]sd hr

fnudqmdc ax

,v
i+0 − *v, ≤ 1z!/+ Z,4

i
,+ a5

i
",v

i
− *v,1 + 1z,g

i
−%

1
d/!*v",,v

i
− *v,+ 1zb,4

i
− =4,

enq sgd rb]i]qr Z ≥ /) a ≥ /) ]mc b ≥ / eqnl fi36( ]mc /≥ / eqnl fi32(-

Mpnne) Sghr enkknvr eqnl Kdll] 2-1 ]mc Sgdnqdl 1-1 rhmbd sgd ]rrtloshnm hm
Kdll] 2-1 sg]s sgd Gdrrh]m l]sqhbdr %

1
n
(
!v" g]ud tmhenqlkx antmcdc mnql enq ]kk (

md]q sgd o]q]ldsdq s]qfds rds )L ]mc ]kk v md]q *v enkknvr eqnl sgd fdmdq]khydc rdbnmc,nqcdq
bnmchshnm gdqd- �

PdlVpi) Bnqnkk]qx 3-0 bnlokdldmsr ]mc dwsdmcr dwhrshmf qdrtksr enq sgd bk]rrhb]k ]tf,
ldmsdc K]fq]mfh]m ldsgnc- Enq hmrs]mbd) rdd Mnbdc]k ]mc Vqhfgs Z13) Sgdnqdl 06-5[
vgdqd sgd rs]mc]qc bgnhbd ne g

i
#+ %

1
d/!vi

" hr trdc) sgd rsqnmfdq bnmrsq]hms pt]kh�b]shnm
ne khmd]qkx hmcdodmcdms %d

h
!*v" hr ]rrtldc) ]mc sgd rs]mc]qc rdbnmc,nqcdq rte�bhdms bnmch,

shnm sg]s sgd Gdrrh]m hm v ]s !*v$ =4" ne sgd rs]mc]qc K]fq]mfh]m hr onrhshud cd�mhsd nm sgd
bqhshb]k bnmd- Hm sgd oqnne ne Mnbdc]k ]mc Vqhfgs Z13) Sgdnqdl 06-4[) sgdrd bnmchshnmr
]qd rgnvm sn hlokx sgd tmhenql onrhshud cd�mhsdmdrr ’]mc gdmbd hmudqshahkhsx( ne sgd l]sqhw
%
1
d/!*v" + %

1
n =4$5!v" enq ]kk 5 ∈ & *5$−"- Hm sghr rhst]shnm) ntq rdbnmc,nqcdq bnmchshnm hm

Bnqnkk]qx 3-0 enkknvr eqnl sgd bnmshmthsx ne sgd l]oohmf !($g$v" 5→ !g+%
1
n
(
!v""- Sgd

dwhrshmf qdrtksr khjd Mnbdc]k ]mc Vqhfgs Z13) Sgdnqdl 06-5[ enq ]tfldmsdc K]fq]mfh]m
ldsgncr trd sgd rs]mc]qc ltkshokhdq toc]sd a]rdc nm ’31() ats ntq Bnqnkk]qx 3-0 oqnuhcdr
bnmudqfdmbd qdrtksr enq Vmx rdptdmbd ne o]q]ldsdqr ]ooqn]bghmf sgd s]qfds rds-

:aimnvkdcfldmsr’ Sgd ]tsgnq vntkc khjd sn sg]mj Inmf,Rgh O]mf ]mc sgd ]mnmxlntr
qdedqddr vgnrd rtffdrshnmr ltbg hloqnudc sgd �m]k enql ne sghr o]odq-

Qdedpdmadr

Z0[ Adm,S]k) @-) L- Yhatkdurjx- 0886- Odm]ksx.a]qqhdq ltkshokhdq ldsgncr enq bnmudw oqnfq]llhmf oqnakdlr-
RH:L I- Noshl- 6 236”255-

Z1[ Anffr) O-) I- Snkkd- 0884- Rdptdmsh]k pt]cq]shb oqnfq]llhmf- :bsV MtldphbV) Unk- 3- B]laqhcfd Tmhudqrhsx
Oqdrr) B]laqhcfd) TJ) 0”40-

Z2[ Antj]qh) C-) @- U- Eh]bbn- 0884- Rtqudx ne odm]ksx) dw]bs,odm]ksx ]mc ltkshokhdq ldsgncr eqnl 0857 sn 0882-
NoshlhyVshnm 21 2/0”223-

Z3[ Axqc) Q-) M- Fntkc) I- Mnbdc]k) Q- V]ksy- 1//3- @m ]bshud rds ]kfnqhsgl enq mnmkhmd]q oqnfq]llhmf trhmf
khmd]q oqnfq]llhmf ]mc dpt]khsx bnmrsq]hmdc rtaoqnakdlr- LVsg- OpnfpVllhmf 0.. 16”37-

Z4[ Bnms]kch) F-) F- ChOhkkn) R- Ktbhch- 0882- @ bnmshmtntrkx cheedqdmsh]akd dw]bs odm]ksx etmbshnm enq mnmkhmd]q
oqnfq]llhmf oqnakdlr vhsg tmantmcdc ed]rhakd rds- Nodp- Pdr- Kdss- 03 042”050-

Z5[ Cdlx]mnu) U- E-) F- ChOhkkn) E- E]bbghmdh- 0887- Dw]bs odm]khy]shnm uh] Chmh ]mc G]c]l]qc bnmchshnm]k
cdqhu]shudr- Noshl- Ldsgncr RnesvVpd 8 08”25-

Z6[ ChOhkkn) F- 0883- Dw]bs odm]ksx ldsgncr- :jfnphsglr enp Anmshmtntr NoshlhyVshnmfi M:SN :cuVmbdc Rbhdmbd
Hmrshstsdr Rdphdr A2 LVsgdlVshbVj Vmc OgxrhbVj Rbhdmbdr) Unk- 323- Jktvdq @b]cdlhb Otakhrgdqr) Cnqcqdbgs)
Sgd Mdsgdqk]mcr) 1/8”142-

Z7[ ChOhkkn) F-) E- E]bbghmdh- 0881- Qdftk]qhsx bnmchshnmr ]mc dw]bs odm]ksx etmbshnmr hm Khorbghsy oqnfq]llhmf
oqnakdlr- Mnmrlnnsg NoshlhyVshnm2 Ldsgncr Vmc :oojhbVshnmr- Fnqcnm ]mc Aqd]bg) Lnmsqdtw) Rvhsydqk]mc)
0/6”01/-

Z8[ ChOhkkn) F-) E- E]bbghmdh- 0884- Dw]bs a]qqhdq etmbshnm ldsgncr enq Khorbghsy oqnfq]lr- :ooj- LVsg- Noshl-
21 0”20-

Z0/[ ChOhkkn) F-) E- E]bbghmdh) K- Fqhoon- 0881- @m QPO ]kfnqhsgl trhmf ] cheedqdmsh]akd dw]bs odm]ksx etmbshnm
enq hmdpt]khsx bnmrsq]hmdc oqnakdlr- LVsg- OpnfpVllhmf Rdp- : 44 38”57-

Z00[ ChOhkkn) F-) K- Fqhoon) R- Ktbhch- 0882- @ rlnnsg ldsgnc enq sgd �mhsd lhmhl]w oqnakdl- LVsg- OpnfpVl,
lhmf 5. 076”103-

Z01[ ChOhkkn) F-) K- Fqhoon) R- Ktbhch- 0886- Rlnnsg sq]mrenql]shnm ne sgd fdmdq]khydc lhmhl]w oqnakdl- I- Noshl-
Sgdnpx :ooj- 84 0”13-

Z02[ ChOhkkn) F-) R- Ktbhch) K- O]k]fh- 0882- @m dw]bs odm]ksx,K]fq]mfh]m ]ooqn]bg enq ] bk]rr ne bnmrsq]hmdc
noshlhy]shnm oqnakdlr vhsg antmcdc u]qh]akdr- NoshlhyVshnm 17 018”037-

Z03[ ChOhkkn) F-) R- Ktbhch) K- O]k]fh- 0888- @ rghesdc,a]qqhdq oqhl]k,ct]k ]kfnqhsgl lncdk enq khmd]qkx bnmrsq]hmdc
noshlhy]shnm oqnakdlr- Anlots- Noshl- :ooj- 01 046”077-
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Z04[ Cnmsbgdu) @- K- 0885- Tmhenql bnmudqfdmbd ne sgd Mdvsnm ldsgnc enq @tahm bnmshmtntr l]or9 Vdkk,
onrdcmdrr ]mc rs]ahkhsx ne u]qh]shnm]k oqnakdlr- RdpchbV LVsg- I- 11’2( 172”185-

Z05[ Cnmsbgdu) @- K- 1///- Khorbghsyh]m rs]ahkhsx ne Mdvsnmfir ldsgnc enq u]qh]shnm]k hmbktrhnmr- Rxrsdl Lncdjjhmf
Vmc NoshlhyVshnm- Jktvdq @b]cdlhb Otakhrgdqr) Anrsnm) L@) 008”036-

Z06[ E]bbghmdh) E- 0880- Dw]bs odm]ksx etmbshnmr ]mc K]fq]mfd ltkshokhdqr- NoshlhyVshnm 11 468”5/5-
Z07[ E]bbghmdh) E- 0886- Qnatrs qdbtqrhud pt]cq]shb oqnfq]llhmf ]kfnqhsgl lncdk vhsg fkna]k ]mc rtodqkhmd]q

bnmudqfdmbd oqnodqshdr- I- Noshl- Sgdnpx :ooj- 81 432”468-
Z08[ E]bbghmdh) E-) R- Ktbhch- 0881- @ bk]rr ne odm]ksx etmbshnmr enq noshlhy]shnm oqnakdlr vhsg antmc bnmrsq]hmsr-

NoshlhyVshnm 15 128”148-
Z1/[ E]bbghmdh) E-) R- Ktbhch- 0887- Bnmudqfdmbd sn rdbnmc,nqcdq rs]shnm]qx onhmsr hm hmdpt]khsx bnmrsq]hmdc nosh,

lhy]shnm- LVsg- Nodp- Pdr- 12 635”655-
Z10[ E]bbghmdh) E-) F- Khtyyh) R- Ktbhch- 1//2- @ sqtmb]sdc Mdvsnm ldsgnc enq sgd rnktshnm ne k]qfd,rb]kd hmdpt]khsx

bnmrsq]hmdc lhmhlhy]shnm oqnakdlr- Anlots- Noshl- :ooj- 14 74”011-
Z11[ Ekdsbgdq) Q- 0876- OpVbshbVj Ldsgncr ne NoshlhyVshnm- Ingm Vhkdx ]mc Rnmr) Mdv Xnqj-
Z12[ Kdux) @- A- 1//3- @ fdmdqhb ]kfnqhsgl enq rnkuhmf hmbktrhnmr- RH:L I- Noshl- 04’1( 32/”344-
Z13[ Mnbdc]k) I-) R- I- Vqhfgs- 0888- MtldphbVj NoshlhyVshnm- Roqhmfdq,Udqk]f) Mdv Xnqj-
Z14[ Qnbj]edkk]q) Q- S-) Q- I-,A- Vdsr- 0887- TVphVshnmVj :mVjxrhr- Roqhmfdq,Udqk]f) Adqkhm) Fdql]mx-
Z15[ R]ci]ch) R-) J- Onmm]la]k]l- 0888- @cu]mbdr hm sqtrs qdfhnm ]kfnqhsglr enq bnmrsq]hmdc noshlhy]shnm- :ooj-

Mtldp- LVsg- 18’2( 312”332-
Z16[ Yntsdmchij) F- 0865- LVsgdlVshbVj OpnfpVllhmf Ldsgncr- Mnqsg,Gnkk]mc Otakhrghmf Bnlo]mx) Mdv Xnqj-
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