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Considérons le probléme de programmation non 1li-
néaire :

min f(x)
g(x) €0

ot £ : R"» R oy 5 R R™
qui consiste & trouver un point X tel que g(X) <0 et
f(x) £« £f(x) pour tout x satisfaisant g(x) £0.

Pour résoudre ce probléme , on connait bien la
méthode de pénalisation quadratique[:e ], qui consiste
& minimiser la fonction de pénalisation :

m

f(x) + j_{—l Ak fmax (0, g;(x) ) 3
' 2

pour une suite de nombres ‘ik strictement positifs et
tendant vers 1l'infini.

Cette méthode présente un inconvénient : lorsque
‘Jk prend des valeurs treés grandes, la matrice Hessien-
ne de la fonction de pénalisation devient mal condition-
née et il devient de plus en plus difficile de la minimiser.

Pour éviter cette difficulté , Rockafellar [15]
en 1970 d'une part et Powell et Hestenes[14,7] en 1969
d'autre part ont proposé une autre méthode que nous
nous proposons d'étudier dans une premiére partie. Cette
méthode est appelée méthode des multiplicateurs mais elle
est connue aussi sous le nom de méthode du Lagrangien aug-
menté ou méthode du lagrangien pénalisé ( nous verrons pour-
guoi quand nous la décrirons.)L'exposé de cette premiere
partie est basé sur un article de P.Bertsekas [1] .

Ensuite , dans la deuxieme partie , nous verrons com-




ment cette méthode va donner lieu & une méthode pour
résoudre certains problémes non différentiables , cest-a-
dire des problémes ol la fonction f(.) du probléme ci-
dessus est non-différentiable. L'exposé de cette seconde
partie sera également basé sur un article de P.BertsekasL2]
Enfin, dans la troisiéme partie , nous montrerons
comment nous avouns implémenté la méthode des multipli-

cateurs et nous donnerons quelques résultats.




PREMIERE PARTIE

LA METHODE DES MULTIPLICATEURS
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Introduction

a. Description de la2 méthode et nrésentation de 1l'analyse

———————— i . S o T S ——— — —— T ————— ——— — S— — — o " t—— —— " _—— — - S — —— —— ——" " o o oo co—

Nous allons étudier dens cette nremiére partie une
méthode numéricue pour résoudre le probléme suivant de
minimisation avec contraintes :

minimiser f(x) _ (1)
sous contraintes : hi(x) = 0 i=l,...,m

o2 f: RAsR et hi: R5 R sont des fonctions données.

Si X est une solution optimale pour ce probléme
et ¥ = (?1,...,§m) le vecteur optimel des multiplica-
teurs de Lagrenge associé, alors le lagrangien du pro-
bléme :

LQ(ny) = £(x) + j‘i::lyl hi(x)
L, : R°'x R™—R

satisfait au point (X,¥) les conditions nécessaires
d'optimalité de Kithn-Tucker , et en particulier :
m _' :

VI (%:7) =V£(X) § ‘El }thi(i) =0 (2)

le symbole V indique que dans le gradient, oh dérive
par raprort & x. (Pour le détail, voir par exemple
£61, Fizcco et Mc Cormick (1968)). :

Mais malheureusement X n'est pas toujours un mi-

nimum de L(.,y) sur r" et d'ailleurs, on ne connz2it

pas 7.




En effet, on 2aimerait bien remener ce problémg
avec contraintes & un probléme sans contraintes pour
lequel on connait be2ucoupn de méthodes efficientes de
minimisation. (Voir par exemple [9) ,Murray (1972)).

Une idée consiste % minimiser par rapport a xe'Rn,
la fonction : :

B v m

£(x) + &g ¥ hy () + 5k J'El [ (x]] 2 1(3)
pour une suite de vecteurs Fii% (yi,...,yﬁ) et une
suite de scalaires ‘Ck}‘ Cette méthode est souvent
connue sous le nom de méthode des multiplicateurs.

La fonction (3) peut &tre }nte?prétée comme une
fonction lagrangienne [?(x) 5 %;l yi hi(%ﬂ mé laguelle
on a ajouté un terme de pénalisetion [c%Z %gl[hi(XZI%].
C'est la raison pour lazguelle on l'appelle " lagrangien
augmenté” . ' ‘ ;

On a pronosé plusieurs maniéres d'ajuster les sca-

laires Cy ¢ 1'une d'elles consiste &% faire croftre Cy

jusqu'ad 1'infini d'une manidre bien déterminée, par

exemple en posant :
¢, = 3 ol ryl

Une autre possibilité est de garder ¢, fixé apres
un certain indice.

Aprés chague minimisation sans contraintes, donnant
le point de minimum x, , le vecteur y, est ajusté per
1'itération suivente :

i i

s

Y1 =¥ * Ckhi(ix) i=1l,...,m (4)

& condition que y; + ckhi(x) € S , un ensemble horné

-
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donné arbitraire

;
g uilh 3 Bk . eme .
et ou Y v Beq désignent la i composante resnecti-

vement de Ve s Viepn -

Nous montrerons la convergence de cette itération
vers ¥ , le multiplicateur optimal de Iagrange du pro-
bléme (1). ‘

RENARQUE

Si pour le lagrangien augmenté

L(x,yk,ck) = Flx) + g;i yi hi(x) + 2—-[?i(xﬂ 2 (5)

1=12.

aprés chaque minimisation sans contrainte par rapport 2
X, au lieu de mettre & jour les yi par 1l'itération (4),
on garde yi = 0 pour tout k et i=l,...,m: et que .la
suite de scalaires &ckktend'vers 1'infini, on retombe
sur la méthode de pénelisation quadratigue qui consiste
4 minimiser la fonction :

m z ;
£(x) + ;'{' igl [hi(X)]z i3

pour une suite non bornéde de scalaires {dk}.

Cette remarque nous servira dans la suite pour
comparer les résultats de convergence de deux méthodes
celle des multiplicateurs que nous étudierons plus en
détail et celle de pénalisation quadratique.

En effet, l'analyse que nous allons faire sere
celle d'une méthode plus générale appeldée méthode de
pénalisation généralisde ; la méthode des multiplice-
teurs et la méthode de pénalisation gquadratique en se-
ront des cas particuliers. Le méthode de pénalisation
généralisde consiste en unc minimisation du lagrangien

augmenté pour une suite de scalaires {ck} et une suite

se
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de vecteurs Ve & laguelle on impose uniguement d'@tre
inclue dens S , un ensemble borné donné, arbitraire.

On pourra déduire les résultats des deux méthodes

aui nous intéressent en vrenant les cas particuliers :

i i .
Vi1 = ¥+ Sk hi(Xk) s 5% SRECAR R, )
A condition que
i
Ve + ©p hi(xk)e S
i i i
sinon  yi . 4 =¥y

2) pour_la méthode de pénalisation

— . o . o, et B, e S T S — S -~

Y ¥ 0 pcﬁr tout k

c
k
1'infini

L'analyse que nous 2llons faire comportera quatre
parties :

A, Sous des hyvothéses gue nous spécifierons dans
la suite, nous montrerons que pour la méthode de péna-

lisation générale décrite ci-dessus :

il existe des scalaires c* et M positifs tels que

pour tout c, plus grend que c* et - appartenant & S

k

tend vers 1'infini quand k tend vers



1.1

“Xk - %]l ¢m uykc | (7)
k
|1 ~ 7| ¢ ¥ RS, i (8)
I x

ol X , ¥ sont respectivement 12 solution optimale et le

vecteur optimal des multiplicateurs de Lagrange pour

le probléme (1),

ou Xy, est un point minimisant localement le lagrengien

augmenté (5) dans un voisinage de X, .

Yy, €st donné en termes de 1 ¥y et ¢ var 1'itération (4).
Ce résultat montre gue dans la méthode des multi-

plicateurs la suite ‘“Yk - ?W\Sconverge 2au moins liné-

airement si ¢, est borné supérieuvrement etlsuperliné-

airement si ¢, tend vers 1l'infini. ( Pour les renseigne-

k
ments concernant la vitesse de convergence, voir par
exemple [11) Orthega et Rheiboldt (1970)). Par contre,
avec la méthode de néna2lisation quadraticue ( Vie = 0 ),

la vitesse de convergence est beaucoup moins favorable.

B.

Au point de vue
de ne faire la minimisation
lement aqu'approximativement

de l'approximation & chague

calcul , il est intéressant

du lagrangien augmenté seu-

, en augmentant la précision

étape.

C'est ce que nous considérerons également et nous

(3) et (8)

\

a

obtiendrons deg estimations similaires

pour deux critéres d'arréts différents.

C.

truire une

Nous utiliserons ces
dualité

sultets pour cons-

théorie de la dans l1l'esuarit

‘Nous montrerons que 1la fonctionnelle duale est
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continuement différentiable et cue sz valeur, ainsi que
son gradient peuvent &tre colculés par une minimisation

sans contrainte du legrangien ausmenté (5).

n. Le probldme (1) ne comwmorte que des contrain-
tes d'égalité.

L'analyse cependant s'appliguera dans son entiéreté
aux contraintes d'inégalité puisaue celles-ci peuvent
8tre converties en contraintes d'égalité en utilisant
des variables d'écart.

Considérons le problime de programmation non linédaire:

minimiser f(x) : e (9)
sous contraintes : hi(x) =0 i=1l,...,m
& n :
ou f,h. :R—R 130 ;e m

Soit ¥ une solution optimale du probléme (9).
On feit les hypothéses suivantes concernant f et hi’

sur une boule ouverte B(X,t) :

(A) : Le vo
plicateurs de Lag

‘d

93 5

t X , avec son vecteur ¥ des multi-
nge , satisfzit les conditions suf-
fisantes de second ordre pour gue X soit un minimunm
local , c'est-h-dire :
(1) : Les fonections f , hy i=1,...,m
sont deux fois continuement différentizables dans

la boule B(x,¢).




(B)

continues A

c'est

(A2) : Les gradie

n
sont linéairement indépends
l1tinlicat

vecteur unigque des mu

- Ak

7= Y., 7™ tel que :
m

V £(x) + Z—

i=1 a

]__—.:

est définie positive

pondant aux contreintes ,
2 - -
w'V L,(X%,y) w>0

n
pour tout we R

i:l,...,m .

ms :

sur 1lé nlan tange

c'est-2

13
i—_—-l’-.-’m

il existe un

eurs de Lagrange

Vh (%)

nt corres- .

—dire :

tel que w# o , w 'Vhi(i\. =0,

L 2. 3 ’
Les matrices Hessiennes V f ,VEH_sont lipschitz
1'intérieur d'une boule ouverte B(X,e) ,

-2-dire qu'il existe un

pour-tout x , x'e B(%, L)

et

o |

V%60 - Ve | ex

“ Vzhi(:f:) -~ V%ai(x' )“ &

K>0

=
Fal
I

K “y

tel que :

x|l .
Y'“ i=1

-}

.’...,m

Il désigne 12 norme Euclidienne habituelle.
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c. L'algorithme de 1la méthode de nénalisation généralisée

s > ‘ ok ; m
Soit S un sous-ensemble borné arbitraire de R .
Considérons un scalaire ¢ >0 et un vecteur ye S et

le lagrangien augmenté :

L(x,v,c) = f(x) + y'h(x) v c/2j‘h(X)"2 (10)
ot h'(x) = (hl(x),...,hm(x)) , (" * " ddsigne la transvo-
sition.)

Considérons l'algorithme suivant :

Pas 1 : étant donné Cy. 7 0, V€S
trouver un point Xy minimisant ( peut - &tre appro-
ximativement) la fonetion L(. ,yk,ck) définie
par: (10).

Pag 2 : détermin 0 € S en fonection 4
S déterminer e » Ve A e
X309V Cc suivant une certaine procédure.

Retourner au pas 1.

I1 est facile de vérifier gque pour tout x apparte-

nant & RT , nous avons :
~ > Ciln ()l 2 i
L(‘c’ylf’ck) 2 f(x) 6 "k h(X)‘ =B “ yk“
c 7 = )

En effet o
m m

1( BF )y BERE Z[h(ﬂ2
Xy FprCyplyeIiX) F s Vi By AX) + o E8s A5
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B e
; 8 i p
2 1,2 + k 2
3.2 gy =) 1 A (yy) 2 = [y ()
T~—72 il k — i=1'k 1=} - 4
Ck Ck
m
.k
= f(x) + SE fgj (L hl(x) +2_ vi )2 o
- Yk el R 6
m m
i k| h.(x)
-1 gél (“k) i ggl“? [ * ]
ck
ey LARWSE
> 2(x) ~ 2 4=1 Yo' "% 7

k

. Ainsi, lorsque c, tend vers 1'infini , L(x,yk,ck)
tend vers 1'infini , pour toutes les suites {yk} inclwes
deans S et tous les vecteurs non 2dmissibles x

On peut donc imaginer une méthode gui consisterait
2 minimiser I(L,yk,ck) pour une suite de scalaires icki,
Cye tendant vers 1'infini et une suite de vecteurs iyk},
Y, appertensnt 4 S. On espére ainsi obtenir un voint
admissible ( car s'il ét2it non-admissible, & la limite
L(X,yk,ck)btendrait vers l'infini ) qui minimise f(x) .

Une guestion trés intéressante également, est de
déterminer des méthodes avantageuses pour ajuster o
de facon & avoir une convergence plus rapide. .
Dans le chanitre I , on verra gu'il vaut mieux choisir-
le vecteur Y aussi proche que possible du vecteur optimal
des multivliceteurs de Legrenge §. On montrera que si

x(y,c) minimise L( .,y,c) alors le vecteur

¥ = v+ c b[x(y,c] (11)
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est une approximation du multipliceteur de Lazgransge ¥

dens le sens cue

limy =3y

CcC - O°

Donc on peut perticulariser le nas 2 de 1l'2lgorithme

en employant pour a2juster les vecteurs P s anras une
minimisetion donnent x, , 1'itération ci-dessus (11).
C'est celle utilisée dans la méthode des multiplicateurs.
En plus on montrerz que cette iiération donne une
vitesse de convergence plus repide cue celle de 1z méthode
de pénalisation ordineire et que pour cu'elle converge
vers le multiplicateur ¥ , il n'est vzs nécessaire que

¢, tende vers 1l'infini ; ce qui est également un avantage

k .
car on sait que pour 1la méthode de pénalisation cuadra-
tioue, on 2 1l'instebilité numériocue lorsaque ¢, tené vers

1'infini ( voir psr exemvle pour celz [8] Lostsma (1970)).
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CHAPITRE I

LA CONVERGENCE DE L'ALGORITHNE

A. Proposition 1
I1 existe un sczlaire 63)0 tel que pour tout c> 51
et tout ye S , le lagrangien augmenté
3 i (
] B ¥k G, 2 {138
a un point unique de minimum x(y,c) par rapport & x
dens une boule centrde en X.
En outre, il existe un scalaire M1>'O , tel que,
I x(y,e) = xlle¥y |y =¥ )
o . ¢ ..
~ s = _ 14
| y(y,c) =y £ Wlu X—E"X" 142
pour tout c 7013 et tout yesS
et ol le vecteur F(y,c)e BR™ est donné par
¥(y,e) =y + ¢ h[x(y,c)] (15)

B. Interorétation de l2 proposition 1 !

1) méthode de pénalisetion guadratique

.............................. * e s o v

( ¥y, = 0 pour tout k et en supposant donc que 0€S )
k ;
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La proposition donne les estimations suivantes :

Ix(0,e,) - %Il & T"714 “%Jl

I

“}(O;Ck) - i” & Ml

o <
N =

On a donc la convergence si ¢, tend vers 1l'infini

~

et les suites X(O,Ck) A §(O’Ck) tendent respectivement
vers X et y.

2) méthode des multiplicateurs

® s o 8 0 0 0 s 0 0 s » ® © @ 0 8 6 & s e 0 e s e 0 0 e

Le vecteur est ajusté por 1l'itération :

iyl = Y(Tpoy) = e + 0 h[X(kackﬂ

cette itération est celle de la proposition ( voir
(15)). |
D'aprés celle — ci , l2 convergence est plus rapide puis-

ou'on obtient les estimations suivantes :

x
'|X(yk’ck) - i“ LMy "yk_:_zu
®x
Remarqgue .
Pour guarantir aque la suite Fie reste bornée, on

effectuera 1' ajustement unicuement si

Vi + ck[h[x(yk,ckj € S

Sinon

Vel = Yi
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c'est - & - dire que y, est inchangé.
- 49

b) Résultats 2u point de vue de 1l'ajustement

s e i e e S i o i e St S e S S o T e . o W S S o S T . B, e St . S

des scalaires Cye

1) méthode de pénalisation cusdratique

LR R I Y B A B I I I R T T T T I I I R R )

\

Comme on 1'a déji signalé plus haut , pour avoir
la convergence , c, doit tendre vers 1l'infini.
L

2) méthode des multiplicateurs

# 6 ® 8 % ® e 0 6 s e e e s e s 8 e PP e e s e s e e a0

¥ si Cye tend versil'infini

1im “yk'*‘l ___yﬂz 0

‘g —
k= Ik

c'est - & - dire que la suite {ykf converge vers §
indairement ( voir Orthesga et Rheinboldt (1970)).

¥ si ¢, tend vers c , un scalaire fini ( ol ¢ est
assez grand pour assurer que c>-‘Ml 3 G 2 c; et que
Ve * © h(xk)e 4 une boule ouverte centrée en y et

contenue dans 8§ ).

; " yk+ i ’
lim sup T
Kus ov. J0Q 7
c'est — & - dire cue la2 suite fywﬁ converge Vers y au
moins linéairment 2vec un coefficient de convergence

z

inversément provortionnel 2 c.
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1) Convergence globale

R . T I N .

La méthode des multiplicateurs converge & partir
d'un voint de départ arbitreire 4 1l'intérieur d'un en-

semble S borné pourvu que Cy soit suffisamment grand.

2) ¢, n'a pas besoin de croitre jusqu'a

* -2 e 8 % e 8 e e e e s e s e B e et e e e s e s e e we e o0

1'infini : on peut alns% Fv%ﬁer les problemes d'insta-
e s s e e c'es e CAS
bilité numéricue commeYd~ns la méthode de penellsatlon

quadratigue.

3) la vitesse de convergence est plus

T 9 P e e e e e e s e T e e e s e e e S ALY ey e e .

repide que celle de l=a methode de yenallsatlon cuedrati-

gue ordinaire.

J..L(_/,'.‘lk,)__e
5 'I 434 = ¢

. pour la méthode de pénalisation , on a que :

-

-k

1x(0,e,) - Ff| & Wy} 7Y s
. pour la méthode des mult 1011c°tebrs y BVet ¥y, = 0 ¢

k+1

sbﬁl ﬂ7" S—(1+2+...+k)

" }:(yk’ Ck) = }?l

Le rapport des deux membres de droite des inégalités

ci-dessus est :
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T : g
l\,lllc+1 “5“ S—(1+2+...+k) i=0 Ml

Lorsque k tend vers 1'infini , ce rapport tend vers
1'infini également, d'ol 1l'avantage évident de la méthode
des multiplicateurs .

d) Remaroue

Pour éviter de créer des impressions fausses, il
faut soulignér que la propriété de convergence globale
de la méthode des multiplicateurs dépend de la méthode
employée pour la minimisation sans contrainte de L(.,yk,ck).

En effet, une méthode particuliére employée pour
la minimisation sans contrainte du lagrangien augmenté
génére une suite de points x(yk;ck) qui sont des minima
locaux de L(.,yk,ck) , proches de Xx. Mais L(.,yk,ck)
peut avoir d'autres points de minimum local vers lesquels
la méthode de minimisation sans contrainte peut &tre atti-
rée et , & moins gqu'aprés un certain indice la méthode
de minimisation sans contrainte reste dans le voisinage
du méme point de minimum local du probléme (9) , notre
analyse de la convergence n'est pas valide et il n'y

"a pes de raison de croire que la méthode des multipli-

cateurs soit meilleure ou pire gue la méthode de pénali-
sation quadratique.

Soulignons cependant qu'en pratique, on utilise sou-

vent le dernier point x, de 1la k°™® minimisation comme
point de départ de la (k+1)°™® minimisation et que cela

contribue beaucoup & produire des suites{xkgqui sont
proches du méme point de minimum local du probléme (9).
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e Démonstration de la propnosition 1

La démonstration se fait en deux étapes : d'abord
nous démontrons la proposition sous 1l'hypothése supplé-
mentaire :

(C) : La metrice hessienne de la fonction lagrangienne
ordinaire : :

m

VL,(%,7) = V5(X) + & F* Vh, (%)

est une matrice définie positive ( c'est-a-dire gu'on
a la convexité locale stricte ).

Aprés on étendra la démonstration au cas général.

Premiére partie

On suppbse donc gque 1l'hypothése (C) a lieu ;
pour tout x eB(X,t) et pour y fixéeS , ¢ >0,
considérons les variables auxiliaires :

p=X-—}—(
y + ¢ hix) - ¥

o]
1l

od h(x)" = (b (x),...,h (%))

Voici 1'idée générale de la démonstration dans le cas
ot 1'hypothdse (C) a lieu :

pour ¢ 70 et ye S donnés , nous cherchons donc un point
x(y,c) qui est un minimum de L(.,y,c).
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2

Pour ce noint x(y,c) , on aurz donc que
Vi({x(y,c),y,c)

En remplacgant dans YIL(x,v,c) , VI(x) et hi(x) %75 Wl I

var leur développement arrété emier ordre, on obtien-

dre. un systéme d'équations en p et q.

On démontrera ensuite en utilisant deux lemmes de
Polyak ﬁs] , aue ce systéme a une solution unicgue satis-
faisant une certaine provriété de laguelle nous pourrons
déduire les estimations (13) et (14).

Enfin , on montrera que cette solution est bien un
minimum local du lagrangien augmenté en vérifiant que

se matrice Hessienne est définie positive.

Pour tout xe B(%,£) nous avons :

Vi(x) =Vi(x) + VT (X)o + (p) {(17)
Vihi(x) ( 2) +V.a (X)p & 2, (n) i=1,...,m (18)
ou ry et r; sont des fonctions de p a valeurs dans R
vérifiant :
rl(O) = r;(O) =0 i=l,...,m

V(o) =VE(x) - VE(3)
vri(p) =V, (x) -7, (2)

En effet rltp)=£Vin) —-Vf(i)}—-V%%i)p donc r4(0)=0
et Vrl(p) :sz(:c) + 0 —VLf(?:)
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2 23 ;
idem pour vr, (p) i=1l,...,m
Par 1'1V~Jot.qese (3) (condition de Lipschitz) , nous

avons gue pour tout p tel que npu<g:
1vry (o) & = Jo | . (20)
||Vr;(p)” & X o) i=1,...,m (21)

Considérons maintenant le lagrangien sugmenté
L(x,y,c). En dérivant on a :

vV IL(x,y,c) —VJ.( ). 4 j_gl ythi(x) g igl hi(X)Vhi(}:)

m

=Vi(x) + iZ:l (yi 4 & hi(:c))Vhi(::)
(16), (17) et (18) donnent :
Vilx,y,c) =V £(%) +Vi‘( ) p + ry {p) %

m
+ 'Zl(qi + ¥ ) (Vh (%) +Vh (X)p + r (P))

m
o T Wl
=7 (X)p + g (at+ yl)vhi(X)p +

il

+V f(i) + ry(p) + jél (ats ?i)[Vhi(?C) + r;(p)]
soit @

VI(xz,y,¢) :VL Lo (% ,J)*J +Vn(<\o + ry(p) +

. L £ ,
g ) Z ' . )
+£‘1 (0" + §) rhlo) + Loy oV (F)
ou Vh(xX) est la matrice nxm dont les colonnes sont les
Vhi(i) ? izl’.o,- ’rﬂ.
On peut évidemment mettre T.(x,y,c) sous la forme
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z o 1 s . ')
VI(x,y,c) =V L (%,7)p +Vh(x)ag + r3(p,q) {22}
ol r,(p,q)e " est le vecteur défini par

3

nl m

R gy B TG BRI LRV g N e
ri(p,0) = ry(p) + o3(a™+ 7)) p(0) + £ a” ¥V hy (X)p (23)
Nous evons également cue (16) implique :

QALY = nix) = h(x) BV hi(x)'p + ra(p)

ou , ce qui revient au méme :
(F-v) - » (v) (24)
4 oy

. o : 151 IERE I i
ou la fonction r, : B(0,£)—~»R vérifie :

4

r, (0) =0
4 : -{25)
i e |
Vrﬂr(p)*Vhi(X) -—Vhi(x) 1*1,...',m
Utilisons & nouveau 1l'hypothdse (B) - condition de Lip-
schitz=--pour obtenir :
i NE
Iz () = 178 (x) -0y ()|
2
:H(?hi(x')p“ oli X' est un voint intermé-

diaire entre x et X

éﬂvaibﬂwm”
4, (x) =Vh (D + Vo D sl

$-g NV D).l (26)
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Combinons maintenant (22) et (23) : en effet, pour
gu'un vpoint x e B(X,£) satisfasse

VIL(x,y,c) =0

il est éouivalent gque le point correspondant s= (p',aq')’,

donné vpar (16) résolve les égquations suivantes :

e i
VI,(%,§)p +Vh(X)g = -r,(p,0q)

(27)
Va(R)'p -2 g == (F -y) = r,(p)
. Wi ¢ v 4.9
ou sous forme plus compacte :
As = t + r(s)
ol on 2 utilisé les notations suivantes :
- o i o : 3
VL,(%,¥)  Vh(Z) P
A = S = a
(= . % —]; 9.
v.ka.(.tx) C
o I = matrice identité m x m
bk - r53(p,a)
o r(s)= (28)
¥y - —r4(p)

c
liaintenant, voyons cue pour r(s) , on 2 des propri-

és analogues & celles obtenues pour'rl(p),r?(n) et rd(p)

1). (19), (23),(24) et (16) donnent :
' r(0)=0 (29)
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m TH -
f : Jes el CudE st ¥ iy
r3(9,o) = 1“1(0) +_1=1 0+ 3 r2(o) +im O.Vhi(x)O_O

2) En outre, pour uan s correspondant i un
xeB(X,&) , (20),(21),(23),(26) et (28) donnent ,
cpres calculs : '

Ivr{s)ll «4lls| (30)

ol & >0 est une constante ne dépendant cue de & .
En effet

||Vr(s)\l‘ —uVr (p,a)|| . +uVr (n)“
Cavneal? s (RPN o)

¢N|vrs (o, ) 2 p% s 7 (31)

oh/az = (K& +“Vﬁhi(i)“ )? ne dépend que de .

st = o) + o)

0

% restcé,calculer'VTB(p,q) et & majorer la norme :

m
vrile) + izz-l(qi + ?/.)\71";( z:_:o v‘l (x)
V%(mq) = : ;
[(ré(p);.. m(n)) +(Vhl(x\n.... Vﬂl (A)u)] ?\\1
& - m
197, (e e ory (o), + & (a3 vrito) + Lot v %

+{]ré(p)+v}hl(§)p ...._rg(p) + V&hm(f)p“2
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Majorons d'abord le premier terme du membre de droite
de 1'inégalité ci-dessus :
m m

19 () + & b e FHvrie) + £ oten (@)

i=1 i=
m

1
m 5
£ ey (o) + E—l la* | J7r5 ()] + g—l |7 Vri)] +

X

Me

+ I Lol o)

m . L .
£ xlof o+ & Lot xlel+ E 174K o) +
m ¢
+ 12;41 lall Vzk}i(sé)ll
m 2
£ ko) + ooyl cUFleyope fay Zlvh @l

ol C est la constante infervenant dsns 1'inégalité ex-

priment 1l'équivalence des normes :

1%9] + Ix,0 + ... #lx | &€ Ix , xeR™

m
< K|llslh + cxllsh +cliyllgllsh + sl izzluvthi(f{')"

m
& (KB CE - +clF1 R+ igluv"himu ) sl
£ ¥ fsf
2 tA
o ¥=K +:0k '+ ¢ll Flix + fél“Vhi(;‘)"

et ¥ ne dépend que de &.

(32) donne =2lors :
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“Vr3(mq)“2 & ‘o’:’isu2 + “(l"é(@’)) +v2'h1(§)p
r'5(p) +VLhm(5Z)p)“2 (33)

"z jorons maintenant le second terme du membre de droite

de l'inégalité ci-dessus
”(rl(*o) +Vlh (x)p rm(n).+vzh (X))
A Tk Bl bk m x

1
. z_ v
¢ 2 lrio) +Vh (E)s) (34)

. z g . : o
I x5(0) +Vh (R | =] Vo (%) -V, (x)]

<p lisl

ol A est défini ) plus hzust.
(33) et (34) donnent
m
1V ey (osa)l 2ey Asli? « &, p2usl?

i=

¢ (¥2 & npd) || sll?
On obtient finalement :
||VT(S)”25:(}2 ¥ mp;z)lls“2 +f’2‘|3”2

% d2l|s”2 ;

ot ol =\/2(2 + (m+l)/:.2 >0 et ne dépend que de €.
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Maintenant , on va démontrer que (27) a une solution
unigue & l'intérieur du domaine de définition de s pour
veS et co» ci , ol ci est une constante suffisamment
grande.

Pour faire cela , on utilise les 2 lemmes suivants ;
on trouvera leurs démonstrations dans Polyak [13]

Lemme 1

La matrice A de (28) a un inverse pour tout ¢ » O.
En outre , l'inverse est uniformément bornée , ,
c'est - & - dire qu'il existe un scalaire ml>40 tel aque
pour tout ¢ >0
—lﬂ

| & £2M (35)

Lemme 2

L'équation (27) , As = t + r(s) a une solution uni-
que s* dans la boule ouverte B(O,8Ml“tﬂ)<:B(O,£)
pour tout ye S et tout c suffisamment grand pour gua-
rantir que

] 1 &
Lt ¢ min {16 My o ] 8 Ty S

ou & et M, sont définis dans (30) et (35).

*

Ia. solution s satisfait :

ls*ll < g el
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Ainsi d'aprés le lemme 2 , pourvu que c¢ soit suffi-
semment grand , il existe un s™ unique satisfaisant
1'équation

As = t + r(s) F ;
ou d'une maniére équivalente , d'aprés (27) il existe

un point x(y,c) unigue satisfaisant

vi(x(y,c),y,c) =0

En outre
hs™l < my | 4] | (36)
avec 0 donc ut\l= ul_g.i“
s (X_;_i ) ;

Is™ 1% = Ip*1% + Jg™|?

il

\bdy,q)—-i“2-+“y-kc h@d } §“2_
hQn'obtient.donc x d'aprés (36) 1
I x(y,e) = xl & iy “Z_g_i“

Iy + ¢ n(x) - 5l ¢my uy__;;i\\

Ce sont les inégalités qui étaient a prouver.
Par conségquent pour achever la preuve de la pre-—

mieére partie de la proposition 1 , nous n'avons plus
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qu'a montrer que pour ¢ suffisemment grand le point
x(y,c) est un minimum local de L(.,y,c).
~ Pour cela , il suffit de montrer que la matrice
Hessienne du lagrangien augmenté en ce point k(y,c)
est définie positive pour tout ye S et tout ¢ suffisam-
ment gfénd. |
Calculons d'abord VkL(x(y,c),y,c)

VLL(X(ch)QYyC) = vlf[‘x(y,c‘.)] &
& .m j z
. 12;1 (y© + ¢ hi':_x(yrc)]) v hy x(y,c)l

+ ¢ Vnk(y,e)]l Ynlx(y,cd * ('37)

Le troisi®me terme du membre de droite dg 1t'égalité

ci-dessus
cVhlx(y,c) Valx(y,c)]

est une matrice semi-définie positivé. I1 suffit donc
de montrer que 3}
m
' Z' i L
Vfx(y,ell + £ + ¢ by [x(y,e)] )V b, x(y,c)]

est définie positive. :

Or , d'aprés l'hypothése (C) ,
i 3 il m ey i
V1,(%§) =VE£®E + &, 7 Vh, (%)

est définie positive et per continuité , il existe une
boule ouverte B(X,§) et une boule ouverte B(y,$) telles
que pour tout xe B(xX,8) et tout ye B(y,S) ,
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m
2 Z i St

Vi(X) # S Y Vhi(x)
est définie positive.

Puisqu'on a déja démontré que pour c suffisamment
grand on a (

» 4 -

Ix(y,c) - %l < = |y = ¥

et
4 1‘1'1'1 %
Iy + ¢ hix(y,ell =¥l - |v - ¥

si ¢ est suffisamment grand x(y,c)e B(X,S8) et y+ch[x(y,c)]
¢ B(y,S) et donc on a bien que

m : .
Vek(y,ed + Ly (74 e by e(y,el ) Vay (x(y,e)

est une matrice définie positive.

Ainsi , V'L [x(y,c),y,c] est la somme d'une matrice
définie positive et d'une matrice semi-définie positive
donc est une matrice définie positive et x(y,c) est
bien un minimum local de L(.,y,c).

Nous &avons ainsi terminé la premiére partie de la
démonstration , c'est -~ & - dire que nous avons prouvé
la proposition 1 sous 1l'hypoth&se supplémentaire (C).

Etendons maintenant la démonstration au cas général.

Deuxiéme partie

On va changer le probléme (9) de programmation non -
linéaire général en un probléme localement convexe équi-
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valent pour lequel la condition (C) est satisfaite.
On obtient la convexité locale en ajoutant un
terme de pénalisation assez greand a la fonction objective.
Il est évident que le probléme (9) est équivalent
pour tout »F,720 au probléme sulvant

mlnlmlser £(%) +/‘ "h(Xﬂlz
(38)

sous les contraintes : hi(x) = s () SPCARR,

Le problZme (38) 2 X comme solution optimale et
y comme vecteur optimal des multiplicateurs de Lagrange.
En effet :

Lu(x,y) = £(x) +A&| nG) % + y'a(x)
et
#(X,y) =V f(x) +/th(>\) h(x) +Vh(x). v

=VE(X) +Vh(x) ¥ =Vi,(%,7)
ot L,(x,y) est le lagrangien ordinaire du probldéme (9).
Maintenant , considérons la matrice Hessienne par

rapport & x du Lagrangien ordinaire du prbbléme (38).

Nous avons :

m
VLu(%,7) = V() ¥ 5D IBED T + . 7 Oh ()

+
'ﬁ["la

h, (x) V h (x)

- V5, (5,F) + e [Va(DNE)] (39)



35 |
En utilisant 1'hypothése (43) , on obtient le lemme
suivant :

Lemme 3

Tl existe un scalolre/ApO tel que pour tout M 7}*,
la metrice V'Qk(x,y) définie par (39) est deflnle positive.

Nous allons démontrer cela , c'est - & - dire nous
allons démontrer que

w'V}pyﬂi,i)w> 0 pour tout w £ 0 ¢ R™
ou encore que
w'VzLo(i,i)w +pw' [In(X) 9n(X)'Tw 70 pour tout w # 0
et comme ceci est équivalent & démontrer que

w' v Lo(%x,y)w +/u_w' [V h(x) Vh(x)ﬂw >0 pour tout wg0 eR™
Hwi nwit “ nwi ffwil

il suffira de démontrer qu'il ex1ste/u »0 tel gue pour

tout /U-— 7/"*-

z s s R L
W'V Lo(x,¥y)w +/u.w' [V h(x)Q? h(x) ']w >0 pour tout we R:
tel que ||w| =1

1) Supposons d'abord que w est tel que ||w| = 1 et
w! Vh(}—c') =

Alors on a que :
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v L
w' ¥ L/,L(i,i)w = w' VL, (X,y)w

L
or d'aprés 1l'hypothése (43) ,V L,(X,¥) est définie
positive et donc la thése est démontrée pour tout A2 0.

¥
2) Per continuité de YV L, (x,y) , il existe ) tel que

N

pour tout we V avec ||w =1 , ou
V = gwe Rn\ | w'V n(x)l < h }
W'V"Lo(}-c,i)w 5
Ceci entraine que
2 Lo L - o . ‘
w' VvV Lf,‘(x,y)w = w'V L,(x,y)w + w'[Vn(X)Vn(x)]w >0
et la thése est démontrée pour tout A O.

3) Meaintenant dans le cas ol x ¢V, posons :

L

* = (- W VL (X, 3w

el |- TRV RE w }
v =1

Comme on prend le sup sur un ensemble compact , il
n'est pas infini et on 2 trouvé un/\f}O vérifiant la thése.

La conséquence immédiate de ce lemme est que le
probléme (38) satisfait la condition de convexité locale
pour tout M »\. On peut alors appliquer le résultat de
la proposition 1 qui a été prouvé sous la condition (C) ,
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en remplagcant c par c—yf pour le probléme

min f(x) +—4§ “h(xﬂ’2

B (20)
En effet consi.dérons L/:(X,y,c).
Liey,e) = £(0) + A JaGf? + y'nGx) + § n0)?
e £(x) + y'h(x) + —C—ié-ﬁll n(x)] ®
d ol <Y

I’)}_(X)Y7C -)':) = L (X7Y1C)-

ou L(x,y,c) est le}lagrangicn eugmenté du probléme (9).

En appliguant la proposition 1 , on obtient le
résultat suivant :

I1 existe ¢ »0 tel que pour tout c 7pf>; et tout
yeS , le lagrangien augmenté du probléme (9) L(x,y,c)

& un minimum sans contrainte unique x(y,c) dans une bou-

le ouverte centrée en x.

En outre , il existe une constante M >0 telle que

|x(y.,e) - X0 ¢ u l\%’_}/%ll (41)

et

17 + ¢ nlx(y,ell = nlx(y,c] - 7] en ML= I (42)

¥

L'inégalité 42) peut encore s'écrire :

faityie) - 7.8 Sl &% “%——:—}:l'
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oty §(y,¢) =pnix(y,c)l
et ¥(y,¢) =y + ¢ hix(y,c)]
150l = In ety el =p | ix(y,e- n@)|
et comme |
HXWm)~§“éM“%§%“
| ® 4
il existe une constente B telle que
“M%cmsﬁB“%€%ﬂ
On obtient 1'estimation suivente :
17(r,e) - 71 =1F(r,0) = 7 = Strye) + (3,0
¢ Fy,e) -7 - el + 18,0l
£ M “%~{}j§“.+/2'B"M‘”ﬁi{§i%“ |
= T
& (u +}*B M) ll%’_:_ijl (43)

/».

Posons maintenant :
M. = (M + K'B M) (4 K)
1. S
e * "
cl_-c+/u.

*
Pour tout ¢'% c1 on a @
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M_ o, m+Mem M
¢ —)C c -t R

La premiére inégalité est évidente. Vérifions la seconde .

En remplagant Ml par sa valeur , on obtient 1'inégelité

M+ MBM o (M .+ M8 M)( + )
e —/ﬂ c c*

gui est équivalente & toutes les inégalités suivantes

1 | ¢ c 4+ M
¢ .~y il c c*
c e (S +p)(e - )

3
cc égc—cvﬁhﬁc—}ﬁ

O
N

- ¢+ —,k*

ce qui est bien vrai pour tout c»> CI

D'aprés (41) et (43) , pour tout c » cz , on ob-
tient donc les estimations suivantes

Ix(y,e) - xlI ¢ Wy “X_g_iu
I7(y,e) = ¥l 2 My le_;__i“ _ |

Ce sont les estimations qu'on devait prouvef.
La démonstration de la proposition est donc totalement

terminée.

RN |
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CHAPITRE 1II

LA CONVERGENCE DE L'ALGORITHME DANS LE CAS D'UNE
MINIMISATION NON EXACTE DU LAGRANGIEN AUGMENTE

e ot et e i o e e e e e o T . o e et e o e e e, e e e S ) i ot s o i

Nous allons donc maintenant enslyser la méthode
de pénalisation généralisée dans laguelle , étant donné
Ci et Y » le lagrangien augmenté L(.,yk,ck) n'est pes
minimisé exactement mais ol le processus de minimisati-
on est considéré comme terminé lorsqu'un certain cri-
tére d'arrét est vérifié.

Nous considérons deux critéres d'arrét différents :

1) la minimisation de L(.,yk,ck) est terminée

au point X satisfaisant :

H vL(Xk’yk’ck) “ é \(_IS
Cx

A\

ol {ka est une suite bornée avec ¥, 20

2) ou alors la minimisation est terminéde au
point X satisfaisant :

l‘VL(xk,yk,ckm érmhlgkk , Yk “h(xk)“g

c
k

f\ 8

ol {Ykk ; r(k's sont bornées , aVecY’,Xk';O

Les résultats concernent le convergence de catte

méthode sont rassemblés dans la proposition 2.
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A. Proposition 2

"Il existe un scalaire cg 70 tel gue pour tout

cH c; , pour tout ye S et pour tout vecteur a e R™ avsc

lal 4:(}_
c

ol {Ykﬁ est une suite bornée de nombres positifs ou nuls,
il existe un point unique xa(y,c) dans une boule ouverte

centrée en x , satisfaisant
VL(xa(y,c),y,c) =a

En outre il existe un scalaire Hz tel que

“xg(Y,C) - E\\ézmz (v - i“z LN )Vz
c

~ b e If
“ ya(yyc) = Y" SMZ ( “y = Z“z & Ykz ) =

Yo(ys¢) =y + ¢ hx,(y,c)]
Si en plus a et xa(y,c) satisfont
lale¥ier || nix, (y,e)1 ]|

pour tout c >cg et pour tout yeS , il existe M, tel que

2

Ix,(rre) - %0 ¢ M2y - F) (14 a2

1y, (vse) =5 «¥2 lly -7 ( 1+ 4 ") )
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. Interprétation de la Proposition 2

A 1'itération k , x, est le point unique Xa(yk’ck)
correspondant & :

a= VL (xk,yk,ck)

c'est-a-dire que X est le point généré par la procédure
de minimisation sans contrainte du lagrangien 2ugmenté ,
celle - ci étant terminée lorsqu'est satisfait

soit le critére d'arrét 1 :

VL (Xk’yk’ck) 4 XE
“x

soit le critére d'arrét 2

v (xk,yk,ck) "3 min%rzg , Jk' “h(xk)“}
: c
k

Ensuite cket Y sont ajustés d'une certaine maniére.

:::_—:::::::::::::‘__‘:::::_::::::::::_k

Lz propositon donne une procédure d'ajustement des
multiplicateurs trés avantageuse puisqu'elle accélére
la convergence. Cette procédure est la méme gque celle
proposée dans le cas d'une minimisation exacte et est
donnée par l'itération :

Vies1 = Yie + 0 Blx)
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Cet ajustement aura lieu uniquement si le point thenu €S.

e o e e e . et R e e et e

1) critére d'arrét 2

® o 8 00 0 20 0 80 0000 a0

D'apreés la proposition , la suite{(xk,yk)}générée
par l'algorithme et cette itération , 2insi que le cri-
tére d'arrét 2 , converge vers (X,y) pourvu que ¢, s0it
suffisamment grand et que y appartienne & S.
De plus ,
¥ guand Ci tend vers 1l'infini
la suite %yk} converge vers y au moins Q-superlinéairement
¥ quand Cy reste fixé apres un certain
indice ( en supposant gu'il est suffisamment grand) ,
la suite ‘yk}converge linéairement vers y .

® quznd Cy tend vers 1'infini , on a également
la convergence Q-superlinéaire.

¥ par contre quand Cx est gardé fixé apreés un cer-
tain indice , la convergence linéaire ne peut plus &étre
guarantie et de plus , a4 moins que ltk} soit une suite
convergente vers 0 , pour atteindre la convergence glo-
bale , il faut nécesszirement faire tendre C, vers 1l'in-
fimi, '

Q. Démonstration de la Proposition 2

L'idée générale de la démonstration est la méme
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gue celle de la proposition 1 . Nous démontrerons d'e-
bord la proposition sous la condition (C). Ensuite , on
étendra la démonstration su cas général.

Premiere partie

Supposons que l'hypothdse (C) est vérifide.
En reprenant le raisonnement de la démonstration de la
proposition 1 , et avec les mémes notations , on a gue :

v
V"L(X)y’c) =VL0(}—C’§)p' + Vh(}?)q gt I‘3(p,q)
et

Vh(X)p - = q = =

pour tout xe B(x,§) , tout ye S et tout ¢ >0

Par conséquent, pour que le point xa(y,c) , o aeRr™

ne“gi% ou {st est une suite bornée etYk;O

est tel que

satisfasse
VIL(xa(y,c),y,c) ='a

il faut et il suffit que xa(y,c) soit solution du sys-
téme suivent

VzLo(?c,i) Vh(x) D a J - r3(p,q)
= P :
Y h(x)' _:C_:_[_ q Y (‘3‘ Y F I'4(P)
A s t r(s)
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Pour démontrer que ce systeme admet . une solution
et qu'elle est unique , nous allons & nouveau utiliser
les lemmes 1 et 2 que nous avons cités dans le chapitre I.
Le lemme 2 peut €tre appliqué puisque “EMSE% et qu'on a

supposé que {Yk§est une suite bornée.

On a donc qu'il existe 63370 et M170 tels que
pour tout ye S et tout c>c’§'L 3
il existe un point xa(y,c) unigue qui est solution de

VL(x,y,c) SR
En outre le lemme 2 donne l'estimation suivante :
I P

o s* est la solution du systéme As = t, + ris) -

Ce qui donne :

. . sy
UE A T AP A T L PAS{

d'olu %
el & my ( u_au2 +lly__;?ﬂ12)'/a
Fal ¢wy (lal® « “l_;éiﬂz)'/z |
o Saies
EXCHAINEES P N ”leigiﬂz NERC (51)
19, (vse) = 7 &0y €z =3° + all2)r o)
2
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On obtient finalement :

/,
Ix,(y2e) - %0 2™ Qy - 712+ v, 2 )" (53)
C
o~ - NI — &
15, (r,0) - 7le 2 Qy - 712+ 7, &* (54)

Ce sont les relations qui étaient & prouver
concernant le critére d'arrét 1.

Maintenant , supposons en plus que a et X, satisfont :
lall ¥ ' Iinfx, (v,
De (51) et (52) on déduit :

-\ 2
[ %, (vs0) = 2l ¢ my ( NE=Z 4 (0 )2 |nlx, (7,0 0]P)
5 (55)

Zp2
15, (r0) = 7l ¢ w12 =2T 4 (¥ )2n & (v,0 017
¥ | (56)

D'sutre pert on a que :

le nix, (yyell| =1c h[xa(y,cA)] +y -5 - (-9 |
tlle nix,(rse)l +y -5l +1y -5l
JATE SEBE e

=y 2 )
2 Mﬂ“y-—;-gl“ + (V) T, (v, e 2)4hy 7

& Ml("}’__g_i“ + Yk'“hfxa(y,CZl“H“y -7l
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M -
”c h[xa(y,c)]ll é( -C—l + 1) “Y ; V” + My }’k'”h[xa(y,c)]ﬂ

d'ou :

Ml *
oz, (voe| & SE—= ) ly - 7l (57)

Pour ¢ »(1 + 23&')M1 ona ¢+ M

Yy 2
C(C - I‘hlfk )

ol

( en effet si c»(1+ 2¥')M; , ona c - 2Y 'M

K ¥y 2 My
done 2c¢ - 2% 'V 2c + M; ou encore:
C + l‘u'fl .(; g
SENE v
clc thk ) c )

Combinant ceci avec (57) , si ¢ est suffisamment
grand on obtient :

o fx, (v,e)l <2 \\y__;_;ZIl

Ainsi d'aprés (55) et (56) , pour c suffisamment
grand on obtient les estimations suivantes :

=y 2
| x,(vse) - x| ¢ my ( “L:_zlll s (6,12 4 Iy b

E ’ : ’ _ Fi2.%
17, (rr0) = 51 ey (= FI° + ug)24ﬂx;§ﬂ)‘
C

Ce qui donne finalement :

<1+uxw2hw- 71

AH

EAC S

=
=

17.(rre) - 57l & <1+4(ﬁw2uw-§n

°|
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Nous avons 2insi terminé le démonstration de 1la
proposition 2 dans le cas ou on a l'hypothése (C).
L'extention au cas général se fait de la méme maniére
gue pour la proposition 1.

Deuxiéme partie

Dans la propdsition 1l , on a obtenu que lé pro-
bléme (9) est équivalent au probléme :

min f(x) + zg'“h(x)ng

hi(x) = 30 A=l yeseslt

pour tout My0 ,

Pour ce probldme , on a démontré qu'il existe }fZO
tel que pour tout Mk bﬂf, la matrice Hessienne du la-
grangien ordinaire pour ce probleéme est définie positive.
Ce nouveau probléme satisfait donc 1l'hypotheése (CG) pour
laquelle la proposition 2 a déja été démontrée. On obtient

alors les résultats suivants

I1 existe un scalezire ci'z.o tel que pour tout
c —/?>ci' et pour tout yesS
Yk

VL(x,y,c) = a o | a4z

a une solution unique xa(y,c) dans une boule ouverte
centrée en x .

En plus , on obtient qu'il existe une constante
M>0 telle que :




“? + Vi 2 )&
C—}K '
\2

v + o nlx,(y,00 - nbx, (0 - 71 =11

Ix, (yye) - xI ¢ m (ly - §

j&

Cette derniere inégalité , par un raisonnement
analogue a celui fait pour la proposition 1 , peut se
transformer de la meniére suivante :

. 2 . '
[T (yse) =57 + & (yye)l ¢m (ly < Z“_ - e,
/u
ol 5a(y,c) =}fh[xa(y,0ﬂ
On @a aussi qu'il existe une constaente B telle que :
“éa(y,c)ﬂs/ﬁIBHxa(y,c) - %l

ctn oy (1 - T2+ YiRyn

C —
On obtient alors 1l'inégalité :
= 2 e ‘
\lga(y,c) -7l ¢ m ( ly - 7 o B ) + H&a(y,c)u

c -

, B M - P2
¢ O+ 2BM _jj.) Uy - 712+ % A"

Posons

g5, x
Cp = Cy +)*2O

ice a4 R el el
12 = +)" it Cq +

»!
G

+ ¥, °
X
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*
Pour tout c» c, » On a que :

—
=

% %
M cM+pBM T2
c - . c - R

et on obtient finalement les inégalités qu'on voulait
prouver :

Y
2 Qv - 7124 A0

| %o (vie) - x| £

1Fa0) -7 ¢ M2 (v - 72+ ¥ 2"

ol&%
N

Maintenant si en plus xa(y,c) et a satisfont :

la] <Y, | nlx (v,0)]

alors on a les estimations :

-y 2 L
er(y,c) - i” é:M("%—:jiiz + (Xk')ZHh[xa(y,cBuz 35
- :

Iy + (¢ =) nix (y,00 - 7] ¢ w (JL=X V"
¥+ (¢ -p vsc y“ (s jk) +

+(F. )2 lx, (ype ]2 )

En combinsnt les raisonnements employés dans la
prbposition 1 et dans la premiére partie de la propo-
sition 2 , on obtient :

(c - )l noxy(y,c}] £ m v(llx__le + (9. 2nix (y,e]]2) +
R . ,._}A)z

sy - 7]
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&( CM“}* £ 3 “y - §“ + M 'b’k' “h[xa(y,c)]“

Ce qui donne :

“h[X (y,C)]“ & r(,ic.*— ;«J{C}i )/.“— PiI'KKa) “y . 5“

pour ¢ -78';( 1+ 2%, ')N ona :

M+ c - A° < 2
(c —-/‘;)(c -Iw—I.-Z ){k') c —}.u

donc

X c ég “L':_i“
|8 x, (v,e)) =

Pour tout c¢ suffisamment grand , on obtient les estimations :

=, (y,e) - xllem (Hl(’—c-—;i)i" + (% ')2(——-——7/: v - 712 )H*®
7., (7)) = 7 —nfx (y,e) |l

ua(LL—l’— (.92 4 iy -t E
/‘) I Yy T _F)z |

ou encore :

%, (v,e) - %[ £ M/u ly -7l (1420, 2 )z

17, (yse) - 7l ¢ 5 _,},]ly -1 (@ s 2002 ] nix (v,
comme il existe une constante B telle que

“h[x,a(y,c)]“ ¢ B “Xa(y’c) -z} o en B3
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v
Ix,(y,e) - xlg = *|y-ﬂ(1+4W'>ﬁ
17, (vse) = Fl& ( 5=+ p*Bg ) Iy - ¥l +e(?( Zal

J*

Posons

* *

c5 = ¢ iﬂfzo

My = ( M +/J.*BM ) ( c3 “u)

alors pour tout c c;

M_ o M+ MBM O, T2
R D o PR

Et on obtient les inégelités cherchées , c'est - & - dire
& _ : ,

2

pour tout c>c et tant-ye S5 ¢

I %, (rhe) -5l ¢ Y2 |y - F1 (14 a(¥ %)%
6]
M A
|Farie) =3 € By -7 (14205

Ceci termine la démonstretion de la propositidOn 2.
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CHAPITRE III

LA METHODE DES MULTIPLICATEURS DANS UN CADRE DE
DUALITE GLOBALE

- o S i, T o S o o — —— — Y — - o " " = W~ — —V— — S~ ——_— -~ - — o — . T -

Introduction

Dans ce chapitre , on va utiliser les résultats
des deux chapitres précédents pour construire un cadre

de dualité pour le probléme (9).

minimiser f(x)

sous les contraintes hi(x) =0 175 RN

ou f: R"™» R , h,: R'> R i=l,...,m

Un des résultats les plus importents est que 1le
fonctionnelle duale est une fonction concave & valeurs
réelles (finies) et pertout définie. On démontrera aussi
une 2utre propriété tres importente : la différentiz-
'bilité de cette fonctionnelle.

On verra également que s2 valeur et ses dérivées
dans un ouvert arbitreire peuvent &tre calculées par
une minimisation locale sans contrainte du lJagrangien
augmenté.

Enfin , on interprétera la méthode des multiplica-

teurs comme une itération du gradient au sens global.

A, Solution du probléme non linézire avec pertur-

bation des contreintes

m ) > 4 N
Pour un vecteur ue R , considérons le probleme
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de minimisation suivant

minimiser f(x) (61)

sous les contraintes hi(x) = uy el oo pitt
oun f : R°%5 R et hy § R» R i=1,...,m

Pour ce probléme , on a le résultat suivant :

Lemme 4

Sous 1l'hypothése (A) , il existe des scalaires
Aet § tels que pour tout u tel que |Iu||<F>, le pro-
bleme (61) a une solution unique x(u) dans la boule
ouverte B(xX,$) , avec un multiplicateur de Lagrange

y(u) satisfaisant

Nyu) - 7)) < $

‘De plus , les fonctions x(u) et y(u) sont conti-
nuement différentiables dans la boule ouverte B(0,p)
et satisfont

x(0)
y(0)

<t Xl

1

Ce lemme exprime que si le probléme initial (9)
a une solution vérifiant les conditions suffisantes
de second ordre , le probléme avec une petite pertur-
bation sur les contraintes , a aussi une solution
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unigue gqui a une propriété importente pour la suite
de notre analyse , a savoir la différentisbilité conti-
nue de cette solution par rapport au paremétre mesu-
rant la perturbation.

Ce lemme est une a@pplication immédiete du théore-
me des fonctions implicites dont on trouvera 1'énoncé

dans l'appendice A ( voir par exemple Dieudonné [4] ).

Pour appliquer ce théoréme , et par conséquent dé-
montrer le lemme , il suffit de vérifier gue les con-
ditions du théordme sont vérifides , en faisant les
correspondances suivantes :

- ueR™ joue le rdle du x du théoréme

- (x,7) e R™ x B™ joue le réle du y du théordme

- les n+m fonctions suiventes , 4 veleurs réelles :

m : -
(x,5) » 9£(x) + 2 vyt vn (x)-

(X’Y) = hi(X) i ui i=1,...,m

jouent le rdle des g5 du théoreéme.
Elles sont continues et continuement différen-
tiables. ’
Vérifions maintenent les hypotheéses :
i) u = 0 joue le rdle du x, du théoréme -

(x,y) joue le rdle du y, du théoréme et

m
VEE + & Fvng® = o
h.(X) = 0 i=l,...,m

ii) Les dérivées du systéme de fonctions ci-
dessus par rapport a4 (x,y) existent et
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sont continues.

iii) Le Jacobien .  du systime est :
L R -
VL,(%,¥) Vh(x)

Yh(x)"’ 0

J # 0 puisque per 1l'hypothése (A3) ,
VLLO(E,i) est définie positive sur le
plen tangent correspondant aux contraintes
et que les gradients des contraintes au
point X sont linéezirements indépendsnts.
Toutes les hypothéses sont donc vérifiées et on
peut appliquer le théoréme des fonctions implicites
pour obtenir immédiatement le lemme 4.

B. La fonctionnelle duale et ses prqpriétés

Définissons d'abord la fonctionnelle primale s
p : B(0,p)~R
p(u) = min f(x) = f[x(u)] i (62)
h(x)=u

x e Jlx,6)

Comme par le théoreme des fonctions implicites ,
on a , pour tout ue B(0,p)

VEx(uw)] + Vhakx(u)]-y(u) =0 (a)

n(x(w)] =fw (b)
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en trangpossnt 1'égalité (a) ci-dessus et en la multi-
pliant par la matrice nxm dont les lignes sont les

v

% x (u) i=1,...,n. On obtient alors :

Vo) + y(u)' v, alx(u) =0

ot V hx(u)] est la metrice m x m dont les lignes
sont les V hi[x(uﬂ i=1,...,m. Or par 1'égalité (b) ,
cette matrice est la matrice identité m x m.

On obtient donc que pour tout ue'B(O,f) s

Vrp(u) = - y(u) ’ (63)

Puisque y(u) est continuement différentiable dans
la boule B(0,2) , p(u) est deux fois continuement diffé-
rentiable dans la boule B(0,p). Sans perte de générali-
té , nous pouvons supposer que la matrice Hessienne de
p(u) est uniformément bornée dans cette boule ( en effet,
puisque la matrice Hessienne de p(u) est continue , elle
est uniformément bornée sur toute boule fermée contenue
dans B(0,p) : il suffit alors de considérer une boule ou-
verte contenue dans une de ces boules fermées.)

Maintenant , pour c 3 O considérons la fonction :

Lo} 2
py(w) = p(u) + 3 |lul
Pour c suffisamment grand , 1ls metrice Hessienne de p,
est définie positive et donc Po est strictement convexe
sur B(0,p) . Pour un tel c , on définit la. fonctionnelle
duale A
d, : R">R
a,(y) = inf {p(u) + £ Wj? + y'uj=inf Jp_(w) + y'ui (64)
ué_B(O,/b) ue B(0,p)
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La fonction d  de (64) 2 les propriétés suivantes

Proposition 3

¢ pour lequel

'~

Sous 1l'hypothese (&) , pour chaque
la matrice Hessienne de P. est définie positive sur

B(0,p) , nous avons les propriété suivantes

(2) La fonction dc est une fonction concave, partout

continuement différentiable , & valeurs réelles.

De plus , elle est deux fois continuement différenti-

able sur l'ensemble ouvert
A = Xyly = —Vpc(u) " ueB(O,/s)}

(b) Pour ye A , 1'infimum de (64) est atteint en un

point unique u e B(O,P) et on a :
va (y) = Uy,

Ve, = -[Thtun]

(¢) La fonctionnelle dc a un point unique de maximum

le multiplicateur de Lagrange.

Démonstration

Dans la démonstration qui ve suivre , on utilisera

des notions d'analyse convexe ( voir Rockafellar [16]
mais on trouvera cependent les références d'une manié-
re précise. Pour une explication plus détaillée de 1l'u-
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tilisation des théoreémes d'analyse convexe dans la dé-
monstration de la différentiabilité continue de la fonc-
tionnelle duale , voir appendice B.

(a) Considérons la fonction g(u) qui prend la valeur :

pc(u) sur B(O,AQ
giu) = {

+ o° gilleurs

Cette fonction est strictement convexe.

Considérons aussi la fermeture de cette fonction :

(el g) (u) = sup (y'u - p')
(y’)}—*)éD

ou D = ))(y,/hf) \ ye,Rm, y'u —jL*&g(u);ueRm3

La fermeture est strictement convexe sur B(0,p) (th.7.4)

et le domaine effectif de cette fonction ( 1'ensemble

des points ou (cl g)(u) est fini ) est la boule fermée

E(O,f) ,, qui est un ensemble compact. v
Considérons meintenant la fonction conjuguée de

el g3

(cl gfk(y) = sup ( y'u = (cl1 g)(u))
u

cette dernidére fonction est :

1) & valeurs réelles finies;en effet :
(cl g) (¥) = syp (y'u - (c1 g) (u))

= sup (y'u - (cl g) (u))
e B(O,/Q
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or y'u - (cl g)(u) est une fonction continue sur la
boule compacte B(0,p).
2).convexe et continuement différentizble ( voir th.26.3
et cor.25.5.1 )

De plus , on a que

(cl g) (y) = sup (y'u - p(u)) = - inf(p (u) - y'u)
ueB(O, ) ueB(O,/b)
= - a_(-y)

On obtient donc que dC est partout finie et continue-

ment différentiable ; puisque (cl g) (y) est convexe ,

dC est concave.

En appliquant le cor. 23.5.1 , on obtient

Vdc [—Vpc(u)] =u pour tout u eB'(O,/S)
(66)
Vv P, [vdc(y)]= -y pour tout ye A

ot A={yly=-Yp,(w), uen(0,p |
=¥y | Ve, (3) =u, uen(o,p]
Puisque V’dc est continue , A est 1l'image réciproque

de la boule ouverte B{O,F) par une fonction continue :
A est donc ouvert.

- Soient maintenant 5 un point de A
et U = VdC(S;)

On a que : U eB(O,p)

Vp, (W) = - F
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Nous 8llons aplliquer le théoréme des fonctions
implicites & cette équation ( voir énoncé appendice A)
On feit les correspondances suivantes

théoreéme notre cas particulier
AR : ~
53w Yy ¥
o Sy Yy u , it
g5 v r. () + ¥

Toutes les hypothéses sont satisfaites
1)

~

pc(ﬁ) = -y

2) V%%Ju) existe et est une fonction continue
de y et de u
3)
% ~
| 75, @) # 0

puisque P, est définie positive
4) pc(u) est continuement différentiable dans

B(0, p)

I1 suit qu'il existe une boule ouverte B(?,X)<;A et
une fonction continuement différentiable

u( . )t B(FA)=B(0,)
telle que : u(y) = 5

v pCLu(y)l = -y pour tout ye B(¥,A)
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(66) donne alors

vdc(y) = 7a, [-Vpc[u(y)]] = u(y) pour tout yeB(¥,*)

or u(y) est continuement différentiable sur B(V,))
doch4iC(y) dgalement.

Ainsi dC est deux fois continuement différentiable
en ;. Puisque § est un point srbitraire de A , on a

gue dC est deux fois continuement différentiable sur &

ce qu'on devait démontrer.

(b) 1) montrons d'abord gque pour chague ye A ,
1'infimum dans

inf {p(u) + % Hu"2 »: ¥yta S
uEB(O,/S)

est atteint en un point unigue uyé;B(O,ﬁ)

en effet
pour chaque ye & , il existe uyA;B(o,f) tel que

d'ou Y, Cpé(u) + y'u)(uy) = V’pc(uy) +y=0
et on sait que
pe(w) = p(w) + gl uf?
est continue sur B(o,p) et strictement convexe et donc

pc(u) + u'y est egalement continue sur B(0,A) et stric-

tement convexe : uy est donc un minimum unique.
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Pour chaque yec A , on obtient donc que

2) dérivons 1'égalité :

vVa, [—Vpc(u)] = 1

par rapport & u . Cela donne :
£ L :
vdc L_Vpc(u)] {187 p,(u) =1 vpour tout ueB(0,p)
On obtient finalement que pour chaque ye A
L t =]
Vay)=-( Vpc(uy))

Et comme §7Lp%(u) est définie positive pour tout ue B(0,p)
vzdc(y) est définie négative pour tout yeA.

(¢) Vp,(0) =¥p(0) + £ 0=Vp(0) = - y(0) = - F

donc ui = 0 et on a que :

et y est le point de maximum unique de d, puisque celle-
ci est strictement concave.
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C. Calcul de la valeur de la fonctionnelle duale ,

de ses dérivées partielles ainsi que de sa

matrice Hessienne

Maiantenant , nous allons montrer que la valeur
et les dérivées de la fonctionnelle duale peuvent &tre
obtenues par une minimisation du lagrsngien augmenté
L(.,y,c) pourvu que c¢ soit suffisamment grand. Ceci

nous est donné par la proposition suivante :

Proposition 4

Soit S un sous-—ensemble ouvert borné de R™.
Supposons que les hypothdses (A) et (B) aient lieu.
Alors il existe un scalaire c¢* 30 tel que pour tout
ye S et pour tout ¢ >c¢", la fonctionnelle duale sa-
tisfait :

(2) v d,(y) = hix(y,c)]

ou x(y,c) est le point qui minimise localement
L(-’Y’C)- \

(b) 18, (y)

i

f[x(y,CH + y'hfx(y,c]] + %“3hCX(chﬂl?

= min L(x,y,c)
X

(c) dc est deux fois continuement différentiable sur
S et Vde(y) est donné par la formule :

V‘dC(Y) = -Vh [X(Y:Cj {VLL[X(Yac)’Y;C)} —lvh LX(Yrc)]
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Démonstration

(2) soit S un sous - ensemble ouver:t borné de /",
Alors pour tout ye S, et pour tout ¢ suffisamment grand

on a , d'aprés la proposition 1 :

Ix(y,e) - &l e m 1Z=EN <5

I5r,e) - 71 ey Mz Tl o

ol ¥(y,e) =y + ¢ hx(y,c)l

I

% = nfx(y,e)] @) <p

En outre , nous avons

m .
VElx(y,e)]l + izzl 7lyie) Vi, Ix(y,cll = 0

D'aprés le lemme 4 , x(y,c) est le point de minimum
unigue pour le probléme

min f(x)
n(x) = u

%'e B(X,4)

(62) et (63) donnent

p(a) = f[x(y,c))
Vp(ﬁ') i ;(Y7C) A A L A G.

et donc §7pc(ﬁ) +y=Vp@) + cU+y=0
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~
Par conséguent ye &/ et u atteint 1'infimum dans le
membre de droite de

d (y) = inf (p_ (u) + u'y)
u e B(0, ) '

et par la partie (b) de la proposition 3
d,(y) = U = hix(y,c)]

(®) & (y)

1l

p(d) + y'8 + %Hﬁ“2

l

fix(y,e)]l + ¥y hix(y,e) + 3 |nk(y,ed .

]

min L(x,y,c)

ol l2 minimisation est locale au sens de la proposition 1.
(¢) Maintenant , il ne reste plus gu'a calculer
D (y) = Va_(y)
L4 -
) = Valy
Dérivons par rapport & y 1l'égalité : Vdc(y) = h[x(y,c)
&
Vi (y) =V nix(y,c)] 'V, x(y,c)
o Vh[x(y,c) est la matrice n x m dont les colonnes

sont les gradients Vhi [_x(y,c)] Sz oo B Vy x(y,c)
la matrice n x m dont les lignes sont les gradients

K]y x*(y,c) par repport & y i=l,...,n .

On a gue

Y L [x(y,c) ,y,c] =0
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c' est - & - dire :
VEfxlyie)] + Vh[x(y,c)]y 3+ h[x(y,cf_lli?h[x(y,c)]'m 0

Dérivons cette égalité -par rapport & y :
m
2 - - Z: i t g ;
v f[X(y,c)JVYX(y,c) +Vnlx(y,c)]l+ £, v Vhi[x(y,c)] yX(y,c)

+ c_Vh[:x(y,c)]Vh[x(y,c)]' Vyx(y,c) +
m . 3 :
+ le ¢ hi[x(y,cllv'hi[x(y,cilvyx(y,c) = 0
ce gui donne :
2 2 Zrn i = %,
[VfIX(y,c)J+ £, + ¢ by [x(y,e)] )V hy [x(y,c)]
g cVh[x(y,c)]Vh[x(y,c)]'lvyx(y,c) +Vh|:x(y,c)]== 0
ou encore : :
& .
VLLX(Y,C),Y,'C-] VyX(.‘/‘,c) +Vh[_X(,Y,C)1= 0
On en déduit | :
- =i}
P 4 68 RRE [\/ Lx(y,c),¥,c] Vh(x(y,ec)]

2
Remplagons cette veleur de V& x(y,c) dans V’dc(y).
On obtient :

Vbdc(y) = -Vn[x(y,c)] '[VE[X(y,C),y,c]]"l Vh[i(y,C)]
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D Interprétation de la méthode des multiplicateurs
a

dans le cadre de la dualité

Puisque par la proposition précédente ,
d,(y) = h[x(y,c)]

on peut écrire 1l'itération de la méthode des multipli-

cateurs , pour c¢ suffisamment grand :

Nige1 = T + O ¥ dcéyk)

Cette itération peut a2lors &@tre.interprétée com-
me une itération du gradient & pas fixé pour maximiser
la fonctionnelle duale dc >

Ainsi on peut obteni% des résultats sur la vitesse
de convergehce en utilisant les résultats connus pour
la méthode du gradient.

En particulier, lors de 1z mise en pratigue de
cette méthode , il faudra veiller & ce que c¢ soit suffi-
samment grand pour assurer la convergence, mais d'autre
part, il ne devra pas étre trop grand pour ne pas ob-
tenir un probléme dual mal conditionné car les valeurs
propres de Dc dépendent étroitement devdc.

Cette interprétation primale-duale suggére aussi
d'autres possibilités pour ajuster les multiplicateurs.
L'une d'elles réside dans le fait qgue si les dérivées
secondes sont calculées durant un cycle de minimisation
sans contrainte, alors on obtient 1la matrice Hessienne
DC(,V) =Vzéc(y) en plus du gradient Vd, . Il est alors
possible d'exécuter une itération de Newton pour
maximiser dc au lieu de 1l'itération du gradient comme

on le fait dans la2 méthode des multiplicateurs.
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CHAPITRE IV

T s o e et S et b e et e W Bt o . T e B i P, o S b b o e, e . S s, o e, S ol

Le traitement des contraintes d'inégalité peut se
faire d'une maniére trés simple en introduisant des
variables d'écart

le probleéme

min f(x) g {T)
gj(X)SO J=dy v ey ®

ou f,gj o i ST

est équivalent au probleme suivant, qui ne comporte
que des contraintes d'égalité :

min f(X) . : (II)
gj(x) + e o 0 Sa). o Eah T

ol Zqyeeer o, sont des variables additionnelles.

A, Validité de l'enalyse pour les problémes avec

contraintes d'inégalité
S

Supposons que (X,7)est une paire de solution et de
vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé pour le
probléme (I) satisfaisant les conditions suffisantes de
second ordre suivantes




70

(A') : Les fonctions f,g'j j=1,...,r sont deux fois

continuement différentiables dans le boule ouverte

B(ije) .
Les gradients des contraintes‘ng(i) s edix) ot

3@ ={i|ag;x) =0}

sont linéairement indépendants.

Nous avons que :
r

VER + £ F Ve (R) =0
750
FIr o0 jed(®)

En outre ,
Y

[Vf(X) + Zl 7 V g (x)] w >0
pour tout w £ 0 tel que

VJ'ng(i) = 0 pour tout je J(x)

5 s e
On voit que (xflgl(x)lk yo ooy |8 (x)\hﬂ &R
est solution optlmale du probléme (II)
Le poit ((x,[gl(x)L...,|g (X)VQ),Y) ({% ZW,Y) (x',¥y)

€ R™TxRY  satisfait 1'hypothdése (A) de 1'introduction.

N

'

#

En effet :
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(Al) : les fonctions f , f, pour i=l,...,r ou
f .y Rn+r 2

i R et fi(xfz)zgi(x) + 2.

i
sont éeux‘fois continuement différentiables dans la
boule B(X,¢&) par l'hypothése (A').

(42) : les gradients : : Vs

DOUY Jo diieesE |
sont linéaimment indépendants puisque les V’gj(i) le sont.
I1 existe un vecteur des multiplicateurs de

Lagrenge y unigue tel que

|
V(%) ng(i) 0
0 {? 0 .
TRl B
0 0 0
ou encore
|

VEE) + & 7 Ve () 4

2 7 | g (1" 0

0

) %
2 7 | e (01"

¥ = (51,...,§r) existe : c'est celui du probléme (I).
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(£3) La matrice Hessienne du lagrasngien ordinaire
X

fo(?c s¥) = £(x) + j‘%l yd ( gj(X) + zj.g)

est définie positive sur le plan tengent correspondant
gux contraintes .
En effet

ve(®) O Vg, (%) QO
VL(X’y)OOle O e

:
£(F) + 7 g (%) O
=1 J e
= 2 ar
: 2§r
Nous devons donc montrer ague
W Lvi, (x YW >0 pour tout weRT tel que
- 5

~ —

W'ij(X) = O j=l".o’r

c'est - & - dire montrons que

TM =

2 M AN L L - ~
w [v Lo(x ,y)]w' = erVIb(x,y)]w 4 12 79 (Wn+j)27 0
pour tout we R°TT W £ 0, i (W,G; 1"“’Wn+r)

tel que

o

w"7gj(§) ¥ S B lgj(i)\ =0 i L DRI,

n+ j
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Ce qui revient & montrer que

L —
w YI,(%,¥) w»0 pour tout W £ 0 , weR™T

i v
o ) e o~ n

v=(w,w Lok W weR™ tel que
w=( ATS ”n+r) : : .

I

W'ng(i) 0 jed(x) (a)

w' gj(:‘c) + x‘F.fmj 2 lgj(i')\lz 0 j¢J(x) (b)

Ceci est vrai d'aprés (A') pour les R

qui vé-
rifient (a) donc & fortiori pour ceux qui vérifient
(2) et (b).

Par conséquent, nous pouvons aplliquer & ce nou-
veau probléme toute la théorie que nous avons construite
pour le probléme & contraintes d'égalité & condition que
l'hypothése (B) de Lipschitz soit également vérifiée.

Ainsi on peut utiliser la méthode des multipli-
cateurs pour résoudre le probléme (II) au lieu du pro-

bléme (I).

B} Calcul du lagrangien auvgmenté , de 1l'itération

des multiplicdteurs et des critéres d'arrét.

Remarquons que les variables d'écart ne doivent
pas figurer explicitement dans les calculs. En effet,
on peut faire 12 minimisation du 1agrangieh augmenté
L(x,2,y,c) d'abord par rapport & Zyreens e
r

L(x,z,y,C) = f(x) + g;a yl (gi(x) + Zi2) -+

r

T 2: (gi(x) + z.2)

1=1 i

2
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I

AN
L(x,y,c) min  L{x,4,y,¢)
z

i
£lx) .+ g;l vt g; (x) +

Il

T
LA | L S BB
28 ey m;ngy B:° 4 B (g;(x) + z;°) }

] i
Cherchons le m1n< vYiz +

o

( g;(x) + Zi2 5 }:

¥ G@dérivons le terme entre accolades par rapport & Z;

et annulons cette dérivée :

2 yi Z; + c(gi(x) + 212)2 z, = 0
on obtient 2 racines :
1) Z; = 0
2) yi 4 gi(x) 4 € zj_'2 =0
d'ou
Zi2 = - %i e gi(X)

¥ la dérivée seconde doit &tre strictement positive
pour que z; soit minimum. Cette dérivée seconde est
égale & :

a 2 2
¥y . &C gi(x) + 2 @5 e 2,
= Yi +c g.(x) + 3z &
i i
1) 2.2 = ¢ est solution si yl + ¢ 85 {x) 20

1

i £
clest-t-dire si %~ - g;(x) <0
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2 2 . ¥y _ - {:
) 2, = - & gi(x) est solution si

Ro . - i
yu o+ g (x) + 3¢ (- L - g (x))

£ i
y +c gfE) -3y - 30cgix)

il

~2 (¥ +c g;(x)) >0

c'est-a-dire si :

i .
—%——gi(x)>o

En résumé la solution est

- {O, :%i - gi(x)}

1

Calcul du lagrangien augmenté

r .
" : : ' g
L{x,ys0) = E{X) + ;El gl | gi(x) + max gO, - %— - gi(x)k)
c XE . 5 '
* = [gi(x) + max{ A e e gi(x)i}
1Y gil= %i - gi(X) <0

le terme correspondant & l'indice i1 dans la somme est:
v g (x) + S g (x) ?
Vi
2) 8i = s gi(x))-O

le terme correspondant & 1l'indice i dans la somme est :




! B

C

Z i
+ % [gi(x)] 8 + 2 % gi(x) ( - %“ = gi(x) )2

2
) & % Lgi(xﬂ_g

: i
= - D7+ § [ ]7 + 515
C C

E

yt g (x) Bt L g (x) + S (=gt - g (x) )2
vy~ 8, (s - Yy & 5 (-1 - g;x +

L. - &g . w 2
42 < ieopry () c g;(x) X c gi(X)]
RN 3=

C

Récapitulons : le terme correspondant & 1l'indice i dans
la somme est égal & :

1Yimt . 3a e g;(x) 20 Lonk y™ g g; (x) )= —v(xi)2
. 2 ¢ v 2 C
2y si yt 4+ ¢ gi(x)410 : 0 - (zi)g
: 2c
On obtient donc que
N 2 : 2 #
L(x,y,c) = £(x) + %—C- iZ___l ( [mex {0, y© + c g; (x)}] ~(y")?

Maintenant , on peut minimiser IL(x,y,c) par rapport & x
et on obtient un vecteur x(y,c).

Calcul de 1l'itération des multiplicateurs

Fori i ¥ g; [x(y,0)N + z; [x(y,¢),¥,¢] %)

i=l, o o ’r
i
o ;

s yi + C (gi[x(y,cﬂ + max {O, o - e 1 x(y,c)f)
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. _
. Ve 1 AN
LY gi = et gi[x_(y,c)Jso (donec si Ve + © gi[x(y,c_)lao )

{ i -
Vi1 = ¥y + © 84 [x(y,e)l

: 4
hd . :
2) si - -C—l-c- ~ 85 x(y,c)| >0 (donc si yf{ + C gi[x(y,c)]<0). -
yi
i 7 k
Va1 = Vo * © gi[x(y,c)]- B et = 0T [x(y,c)]: 0

c
En résumé
Vo1 = max {0, vy + c g (x(y,cl}

Calcul du critére d'arréis

3 T
HVL(Xk’yk’Ck)“s min{l}i . th ViZ___l(gi(xk) + zi2)2 }

"
¥ r : -—yi VL
) Akt o Zl . Jea } 2
£ mll’l{ c, k' [1;_ ( g;(x.) + max{O,.-—--ck gi(xk) )I i
yi yi '
& e k . k
1) 8% - '6:; - gi(xk) <0 donc si -E; L gi(xk)
g.(x,) + 2.2 = g.(x,.)
e 1 P e
Yi yi
. k > \ k
2) si - - gi(xk) > 0 donc si bi(xk) Brindie
k k
i i
.2 Ty Iy
g8; (%) + 2;° = g;(x) - o g; (%) = - [

On peut rassembler ceci en écrivant :
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_ e ¢ Yie
gi(xk) + 2;° = max %gi(xk) y - S,

D'oll on obtient le critére dtarrét :
r y
~ . ‘o 2 L
llVL(xk,yk,ckﬂ‘ < mlntgg G Y E;l[maxigi(xk), - %&}] ) }
k k

Et ceci termine termine l'anelyse de la méthode
des multiplicateurs.

——— . o . St T S ——————— o~ — - — — o3 Yo T—



DEUXIENE PARTIE :
APPLICATION A DES PROBLEMES NON DIFFERENTIABLES

UNE METHODE D'APPROXIMATION
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Introduction
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Dans cette partie, nous allons appliquer l'enalyse
de la méthode des multiplicateurs & des problémes parti—
culiers de minimisation ou la fonction objective nlest pas
différentiable.

Nous considerons les problémes de la forme :

minimiser g(x)
x ¢ QcRY (1)

ou g est non différentiable mais seulement & cause de
la présence dans son expression de termes de la forme :

'K[fi(x)] - max{ 0, fi(x)k iel (2)

y e Rn

i — R

On aimerait pouvoir appliguer les méthodes habi-
tuelles de minimisation mais pour cela, il faut que le
probléme soit différentiable. Une méthode consisterait
donc & approximer chague expression de la formeYIfi(xﬂ
par une fonction rézulidre et résoudre le probléme
différentiable obtenu par des méthodes bien connues.

En faisant cela, on obtiendra une solution approchant
la solution du probléme et en rendant l'approximation de
plus en plus précise , on espére qu'elle convergera

vers la solution exacte.
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En effet, considérons 1'expression Y [f(x)].
En utilisant une variable auxiliaire z , on peut écrire :

Y[E(x)] = min z
f(x) ¢z
z 20

(3)

Nous pouvons appliquer & ce probléme la méthode des

multiplicateurs vue dans la premieére partie. Ainsi,

utilisant le lagrangien augmenté, on obtient un pro-
bléme de minimisation approximent YE(x)]

mi7no &z 3 515 ( [max{O, Yy + ¢ [f(x) - z]}]z - y2 )’§ (4)
Z 7

avec ¢>0 et 0¢y ¢l ( nous justifierons plus loin
pourquoi y ¢1)

Minimisons maintenant cette expression par rapport
a z.

1) Supposons que pour x,y,c fixds vy + ¢ f(x) 20

Considérons la fonction :

H=n R

([ +c £ - 21]2 - y2) (5)

r\)l!—'
e}

et cherchons son minimunm.
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Annuvlant la dérivée , on obtient
: 2 £ ,
1+ 5z 2(y+clf(x) -2z))ec.(-1) =0
v+ ¢ ({ flxy -2z ¥=1

2=f(x) - (253)

cette valeur de z est donc celle qui minimise la fonction
définie par(5). On a deux cas

(2) f£(x) —(:—L——;—l Yo

dans ce cas 2z = 0 sera le solution du probléme
(4) et on obtient que :

maxg O,y + ¢ [f(x) - zJS: yi+ ¢ £lx)
ce qui donne en remplagant z par sa valeur dans(4)
: 1 (r 2 2\
mln.XZ e (Lmax {O y ¥ + c[f(x) - zlgl o % ) }

s ([y+cfx)]2-5)

]

It

5% ( c? f(x)2 2.3y c Tlx).)
=. £ [e]f + ¥ 200)

(b) f£(x) - (2=F) 30

alors z = f(x) - (l~§—l) est solution et




max{lo s 7+ & [£(x) - 2] }

= max %O , v + ¢ [f(x)
=mex{0, 1} =1

‘et on obtient pour (4)
: (L - 1
ke v et -l

o flxb s N3l 4]

1

- Fh
=

+

L
Oil
L
[
[

[
}
g

2C

2
£x) - g

2) Supposons maintenant que y

+ o F{x) 2D

Alors pour tout z 30

y + ¢ [f(x) - z] 0

et
mexd 0 oy e [E(xl -2 }=
le probléme (4) se réduit donc
2
min {z,— %E }
zz 0

Le minimum par rapport & z est

comme valeur pour (4) :

2
e M.
2c

z = 0 et donc on obtient
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Si on rassemble tous ces résultats , le lagrangien
augmenté du problizme (3) nous donne une approximation
de ¥[f(x)] qui s'exprime de la manidre suivante :

2
£x) - =3 si  £(x) p =X
YieG,y, sy £60 « £ [r:x)] 2 o1 L ¢ £ e 2x T (O
q |
- ;2[_5 si f(x) ¢~ %

Remarquons que si f est différentiable , alors
YIf(x),y,c] est également différentiable.
Son gradient est donné par :

Ve () L R L PTe)
VEEG), 7, 4 Iy + ¢ £ V8(x) s1 - Lgf(x) ¢ 25E (1)
0 si- f£(x) s-%

e e e . o s o o o o e S . St o S, i, et S o, i

Nous allons montrer que pour tout t+ , ¢ >0, 0¢y <1
Y( t’Y’C )$ Y(tjé Y(t7YyC) + "2"'6 max %y N (1 - Y)ZS (8)

i .
1) Montrons que V¥ (t,y,c)& Y& )pour tout +.
Soit t appartenant &2 R, arbitraire.

1er ceg s O L.~ ¥t
c
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%J(t’.Y;C) =t - (1L - .‘{)2_{. t =Yk)
2c

oM oag : 0gt é(lng;z)
L 2 c

?(tﬂY’C) = 1ty + 5 c t° = t( y + 3 ) & th(t)
car ¥y + % t ¢y + ct gl

by

35% onp 4 % & kL0
¢ i c
Y(t,7,¢) =ty + 2 ct® =4t (y+ St )40-YG)
2 Q \—‘-_;6_&/ =
car ¥y + % t =y + ct - %E > 0
70 20

\ o e X
4eme casv. t £ =

Y . o3 - ¥(t)

ol o
In
O

2) Montrons que

v 1 2 2
Y(t)e Y (t,y,c) e max\y . (3> ¥) S pour tout t
Soit t un réel arbitraire

3% cand: tID (:_L__g_i) ,

Y(t) = ¢

2
TR s 2 (l-z-g—l)
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T(t) = ¢
f(t,7,0) =3t + & 42
2

Y
’J o
montrons que Y (%) = % L%, y.e) » (3-_2_.0._&’.)

2

~ -

T(tyype) # LI R -3¢ c2t2 + (Lo y)? -t
C

2 2

1k 2
_—é-é'(l+y T M

- 29~ 2¢c kT

:i(l—y—ct)zao
2C
3eme cas : - %st <0
¥T(t) =0
2

~
T(t,y,0) =y b+ S5

¢ y SN
montrons que 0=¥(%t) ¢ ¥(t,y,¢) + B
ey 1 - 2 1 2 7 ’
Y(tyy’c)'{"é‘ay“yt*‘_c__;_*'ch

- | a2 gy
_20(20y.t+c t°+ y© )

.—_—é~JC:(c’c+y)2>,O=Y(t)




4éme cas :
; 2
?(t7Y7C) e e 2¢c
Y(t) = 0

ol
Qp N

Y (£)= Y(t,y,¢) +

87

On peut donc rassembler les résultats des quatre cas

en écrivant :

Y(t) e ¥(t,y,0) + -2%- max )\yz , (1 - &)2}

Y(t,¥,0)

A (t)

il q(t',Y:C)
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Puisque y¢1 , de (6) on peut tirer :
?(t,y,c)s Y(t) e ¥(t,y,c) + -2%- pour tout t eR

donc le parameétre c¢ mesure la précision de l'approxi-
mation : plus c¢ est grand , plus l'approximation est

précise. Par contre , reprenent 1'expression de § (t,y,c)

0 _
(1 - ’ . 1 -y
L o 56 si t 3 =
¥ (t,y,¢) = yt+92~t2 _ si —%st s.l__.;‘_l
2 :
T . ey
50 | si t £ =

on voit que y détermine si 1l'approximation est plus pré-
cise pour des valeurs positives ou négatives de t :

- Si y est proche de 1 , l'approximation est plus pré-
cise pour des valeurs positives de *
~
pour y= 1 ¥ (t,y,c)= ¥(t) si t30

- S8i y est proche de 0, l'approximation est plus pré-
cise pour des valeurs négatives de %
pour y = O,f(t,y,c) =¥(t) 81 t40

Nous pourrons nous servir de ces remarques pour inter-
préter 1l'ajustement des parametres y et ¢ dans 1l'algo-
rithme que nous allons congidérer pour résoudre le

probléme (1).
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Etant donné les paramétres ck,y;, ie¢ I,
avec ¢, > O« o0& yi £ 8 5

remplacer chaqgue terme‘&[fi(xﬂ , ieI , dans l'ex-

pression de la fonctionnelle g paz“?[fi(x), y;,ck]
pour obtenir une fonction g% et résoudre le probléme :

min é;(x)
xe Q cR™

Pas 2

si x, est une solution de ce probléme, faire un

ajustement de Cie de telle fagon que ck:_}_l>ck

(par exemple , °k+l TPk avec A21)
et de yi , 1eI d'une certaine maniére , pour
; i N
obtenir Ye,1 @avec 0 € Vi1 sk

Pas 3

Paire k = k+1

et retourner au pas 1.

: N i 5
e. L'ajustement des parasmetres y, , 1€l

L'analyse de la méthode des multiplicateurs nous
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a fourni une procédure d'ajustement des parameétres yi
qui augmentait d'une meni2re significetive la vitesse
de convergence de la méthode. On peut alors s'attendre ,
si on utilise une procédure analogue , & obtenir éga-
lement des résultats avantageux. Ceci sera discuté

plus loin. On considérera donc la formule d'ajustement
suivante : :

1 si yi + Cp fi(Xk) 5.4
yi+1 = yi + Cp fi(xk) si (Léyi o ckfi(xk)siL {7}
0 si yi + Cp fi(xk)s.o
Interprétation

Supposons que X, tend vers X ou X est une solution
optimale du probléme (1), et que pour k assez grand on 2

(L -y)
S

Ceci i1ndigue qu'on aura fi(i):;o et donc il vaudreit

mieux qu'on approxime avec plus de précision f{fi(x)]‘
pour des valeurs positives de fi(x). D'aprés ce qu'on

a remarqué dens le paragraphe précédent, on le fait en
posant

g
Ve = 1

i
& i v
De m8me si £.(x) & -7k
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fi(i)' sera négative et pour cue l'approximation soit

plus précise pour des veleurs négatives de fi(xk) ,

on pose
1
Fiev1 =P
81
A i
1 Beiga 4
_Jk o F5 () ‘(L"EE"‘E)
C ) k

on voudrait ajuster la précision de 1l'approximeation de
¥ () lorsque f,(x) passe de valeurs positives 2 des
valeurs négatives ou vice-versa. En effet , fi(xk) A
est proche de zéro , et peut changer de signe d'une
étape & 1l'autre.

Si fi(xk) est fort proche de zéro , I'itération

ne change pas beaucoup la valeur du paremetre y et on
ne veut donc aucune précision spéciale de r (t,y,0)
pour des valeurs positives ou négatives de fi(x).

Meis si fi(xk) devient "plus positive" par exemple,
fi(xk) se repproche de (1 - yi)/c, plutdt que de

- yi / c, et donc fi(xk) + €y fi(xk) se rapproche de 1.

L'approximation devient de plus en plus précise pour
; | des valeurs positives de fi(x).
Si fi(xk) devient négative, par contre, fi(Xk)
se rapproche plutdt de -~ y% et donc

Ck
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fi(Xk) + zﬁ se rapproche de zéro. L'itération
c
k

contribuera donc & rendre l'approximation de plus

en plus précise pour les valeurs négatives de fi(x).

e U S N

T e e e S . S . o S, e S S . G i o o S T — o~ o —— -

La classe de problames de la forme (1) cue nous
avons considérée est fort vaste. Par exemple , s'y
trouvent des problémes de la forme

max %fl(x),..., fm(X)}

En effet on peut montrer par récurrence que
mex § fl(x),,..,fm(x)k =

= £3(x) +¥ [£,(x) - £(x) +7L... Y[ £, _;(x) - £, (x)

m—2

4Y B tx) ~ £ )] ]

Puisque cette classe de problémes est si veride , il
esh impossible de fournir une description et des nota-—
tions valables pour tous les problémes et ceci est un
obstacle & 1l'analyse de la convergence pour le cas
général.

Pour cette raison , on va se restreindre & la classe

de problémes suivants

min g [x, T[fl(x)} oy Y[fm(X)J]

xeQcrR”
ou g,fl,...,fm sont des fonctions continuement diffé-
rentiables.
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Remarquons cue cette classe de probleéemes com-
prend celui de résoudre des systémes d'égquations de
la forme :

hi[:x,ﬁ'[fl(xi],...,X'[fm(xil] =0 S R SR |

au moyen du probléme de minimisation :
m

i e L, Ve GOy RN G 2

Voici comment nous allons procéder pour analyserbla
méthode :

Dans le chapitre I , on donnera les résultats de
convergence pour notre méthode d'approximation. ;

Dans le chaepitre II , on montrera qu'on peut obtenir
des quentités qui jouent un rdle analogue % celui des
multiplicateurs de Lagrange dans l2 minimisation avec
contreintes. On verra zussi que nos résultats de con-
vergence peuvent &tre utilisés pour obtenir des con-
ditions ¢'optimalité pour la classe de problemes que
nous considérons.

Dans le chapitre III,on examinera la possibilité
d'accélérer la convergence en utilisent 1l'itération (7).
On clarifiera aussi la connexion de cette méthode avec
la méthode des multiplicateurs. '



95

CHAPITRE I

CONVERGENCE DE LA LETHODE

- — — —— — — T — {— o — ——{— —— — — — o — -

Considérons le probléme (9) , ol l'on suppose que

Q est non vide et que les fonctions :

f- . R r— R i=1,...,mi

sont partout continuement différentiables .
Nous noterons ng'le vecteur colonne des n pre-
miéres dérivées de g.
Par contre, on notera %% i=l,...,m les dérivées
3
partielles de g par rapport au (n+i)

D
- S -

Considérons maintenant le k

&
e argument

éme X \
probleme de mini-

migation approximant

| min g [ x, ?{fl(X)’yllc’Ck] T [:fm(x),yi,ckn (10)
| xX€eQ

N

ou 0 «<ec cx —> o=

£ C K

k k+1
OSyllcsl I RS S N A

L A
et X-{f.(x),yi,c 1 est donné par (6).

On peut utlllser une régle pour aguster les yk

(par exemple Yk est gardé constant ou yk est ajusté
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par L'itération (7).)

Soit x), une solution du probléme (10) ( en suppo-
sant gqu'elle existe).

On a la proposition suivante :

Proposition 1

| &*- & [ (e ()] ,...,fo x| <& 5 k=0,1,... (1)

ol g* = inf g‘:x,X[fl(xﬂ,...,XT?m(xﬂ] (12)
X €Q
m
o iz=l sup I %—% (x,tl,...,tm)l (13)
(x,t t Jem

l’ono’ m

M:%(x,tl,...,tm) : xeQ ,Y[fi(x)]- -]2; co £T5 & V[fi(x)] }

i'——_—'l,oo- m
& condition que L soit fini.

Démonstration

Par la formule de Taylor on & que pour tout xe€Q

,g |-_x,“o’[f1(><)] ,.-.,b’[fm(X)]] - g [Xﬁ[fl(X),y}lc,ckl poss
S Sk ?(_fm(x),yrl‘{q,ck]]

S:[fl(x) ’y]};’cl{]
: (ol b R
S (0,500, oty a’c \(x £

ESLED)

HELE M

V[fm(x)] ; 4 m
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[ ou (x tl,...,tm) est un point intermddiaire entre

e W2 (0] eeey X[ER (2] o8 (x, §[2,(x) 7000, ]
oy B TR0 ) ]

Z (XLf (X)] g K[f (X)’yk’ckl ) é"

)
m

Z o] - S0 | |

et d'aprés (8) :

1| %g
i=1 2c 2t \ g l ay)
k i (x,fi,. .,tm)
5 )
Lok 98
= Ter im1 supl AT (x,%,, .,tm)\
Mk
ou M g

1'ensemble de tous les points intermédiaires
entre (x,r[fl(xﬂ,..., T[fm(xﬂ ) ek

Y 1 m ;

(x, T[fl(x)aykyck] yeeoy %[fm(x)’yk’ckl )

M, :j}(x,tl,...,tm):er,ﬂ?i(X),y;,c 14% §'X[?i(xﬂ_s

i:l,...,m

o CICTRRR ML e ACHIE ﬁétisﬂfiml}
1

,a-.,m

& % (%, ‘bl,. ,tm) : XeQ yY[fi(X)l 7 'é%;étj_éy[fi(x)]} M

i::l’..o’m
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Donec , pour tout xeQ , on a obtenu :

[GER NS PRI oL CO IPIEVICOR A ENCORH P

...,g[fm(x),yrﬁ,ckl) \

m
1. 28 L
4 = sup ‘S%i(x,tl,...,tm)\ - 53; (15)

Ce qui entraine également que

inf g(x,\([fl(x)l ,...,K[fm(x)l) -

xeQ = o~
’ 1 >
lnf& gl X, ¥ [fl(x)’yk’ck] yeoer ¥ [fm(X),yrfé,Ck]}
E g i
g
_QCk

i €St une solution optimale du probléme (10),

cette derniére inégalité peut s'écrire :

‘g* = g[}{k, % E‘l(xk)’Y%’ck] ""’F(fm(xk)’yrﬁ’ckﬁ\%gk. (16)

En combinant (15) et (16) on va enfin obtenir (11).
en effet :

*

\ g - g [xk,}[fl(xk)] x...,h’[fm(xk)n\ -

-k

£ | g% = g[xk’\?@l(xk)’yi’ck] fer oy %[_fm(xk)’yg;’ckﬂ

g[xk’?[fl(xk)’yi’ckI""’%[fm(.xk)’yrﬁ’ckl ¥ g[}‘k’ LIESY I PS

...,y[fm(xk)ll

|
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s A
= 2ck * .

On peut déduire de cette proposition plusieurs co-
rollaires , dont le suivant qui nous assure gue la
méthode considérée converge dans le cas ou Q est un
ensemble borné.

Corollaire 1.1

Soit @ un ensemble borné.
Alors

lim g[xk,U{fl(xk)],...,K[fm(kkﬂl RES T A T

k = oo

Démonstration

Puisque Q est borné, l'ensemble M de la proposi-
tion 1 est ensemble compact et comme les dérivées par-
tielles de g par rapport aux ti i=l,...,m sont continues

P) o
Sup ‘ }i%'. (x’tl’...’tm) - l:l,...’m'
i
(x,tl, abs ,tm) EM

sont ‘finis d'ou L est fini. :
Puisque Cye tend vers l'infini, en passant & la 1i-
mite dans 1'inégalité (11) , on obtient :
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vin g, 1l (o 8 s oeea e, (o - 8"

k - o

Le corollaire suivant nous donne un résultat inté-
ressant dans un cas particulier car il nous procure

une borne & priori de l'erreur d'approximation.

Corollaire 1.2

Supposons que g a la forme particuliére suivante :
m

g[x, T[fl(x)] ,...,b’{fm(x)]] = golx) .+ :El)’{fi(x)-l

ou gq ¢ R™ — R
Alors

l é’;*__ g[xk,\f[fl(xkf_\ ,...,Y(fm(xk)]] \46%

Démonstration

Reprenons 1'inégalité (a) de la proposition 1.
Pour tout X€Q , on aj:

glx, ¥[e) ()] oo, BlE () - e, $E (003 ] oo
oo ,%Lfm(x) ,yrﬁyck]

2 28

] s
eBp il Oy \(X'Ei""’tm) \

m
cikl 2
%
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ou (x, tl, . ,{;) est un point intermédiaire entre
_ 5 s
(¢, Ve ()] 5eees ¥[EL G ) ot (%, § [, (%) 3500y ]
.-,%Fm(X),yI;,Ck] )

g

oxr
éti

x,tl,...,tm) =1 pour tout (x,tl,...,tm)

Ceci nous donne :

l g[xfx[fl(x)]y--o,\({fm(}()]]— g e
= g[_x,?[fl(x),yi,ckl, ?[f (x),yk,ck'n‘ _2.1{1__

et donc aussi :

* s
I & = g[Xk’ ?[fl(xk)’yi’ Ck“\ ,...,‘(Lfm(xk) ,yrkn,ck] \ 4 -‘?—-rén—-

~

d'ou

| & - & [xr ¥ [F1 (%] "°"7f[fm(xk)]] l

%

< e "g{xk’?[fl(xk)’yllc’ck]""’f[fm(xk)’yﬁ’ck]]l"'

! g[xk,§1?l(xk),Yi,Ck ,...,g[f (X‘)’yi’ckﬂ 3
- g[xo v [E ()] e ¥ [EL () oJ)|
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Le corollaire suivant prouve que chaque point d'ac-
cumulation de la suite ngH est une solution du pro-

bléme (9) , dens le cas ou Q est un ensemble fermé.

Corollaire 1.3

Soit X un point d'accumulation de la suite {xks

et soit Q un ensemble fermé.
Alors

g[%, Y[£, ()] ,...,y[fm(i)]J = min g[x,}’[fl(x)] g5 ..,)'[fm(x)ﬂ

X e Q

Démonstration

Sans perte de généralité , supposons gue la suite
toute entidre {xk& converge vers X et soit S une boule
fermée contenant la suite {xks :

Alors , on a que Xy est une solution optimale du

probléme :

min g[x,?[fl'(x) ,yi,ck] B bt 4 ?[fm(x) ,yr;{l,ckﬂ
xe QNS

et comme QNS est un ensemble borné , on peut appliquer
le corollaire 1.1 et on obtient

Antelx, ¥[5 (], ¥ [E ()] -
X QNS
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ko=

Or , on a aussi que :

1hng[§vykﬁkaﬂ,..”x{qﬁxkq

Koo b

= s[5 Y[ ) e W[, (]

En rassemblant ces deux résultats on trouve :

e[ ¥ ey F)] .een¥[e, @] = ant g fe, e G, W]
XE QnS

= Vmin g[x, K[fl(x)] yese ,K[fm(X)]]

XeEQNS

puisque , Q étant fermé et S compacte , QN3 est compact.

I1 reste & montrer que :

min  gfx, ¥[f; (x) ,...,x[fm(xﬂ .
XeQns

= min g[x,\&[fl(x)] ,...,b’[fm(x)ﬂ . (18)

X €Q

Mais comme S est une boule fermée contenant la sﬁite {Xk}
arbitraire , on peut la prendre de rayon aussi grand

que l'on veut et 1'égalité (18) est donc vraie : le
corollaire est démontré.
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On a ainsi démontré que chague pont d'accumulation de
la suite {Xk} est un point de minimum du probléme (9),
mais rien ne dit qu'il existe un point d'accumulation.
D'autre part si Q est un ensenble compact, comme
la fonction objective g[x,F[fl(xﬂ ,.,.,E{fm(xﬂ] est

continue par rapport & x, le probldme (9) possdde au
moins une solution. De plus chaque point de la suite
{xk} est solution du probléme :

min g[x’ym?l(k)’yi’ck]"";?[fm(X)’yE’ckﬂ

XeQ

Q étant fermé , stSCQ et comme Q est borné , cette

“suite posseéde au moins un point d'accumulation et par

le corollaire gue nous venons de voir, ce point est
une solution du probléme (9).

La proposition 1 et ses corollaires justifient donc
1'emploi de la procédure d'approximation telle que

nous l'avons construite , pour résoudre le probléme (9).

Remarquons que pour prouver la convergence de la
méthode , on a dd imposer aucune condition sur les pa-
rameétres y; yi=l,...,m et ceci nous laisse totalement
libres de choisir une procédure d'ajustement qui accéle-
rerait la convergence ( voir chapitre III).
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CHAFITRE II

CONVERGENCE DES NULTIPLICATEURS

Puisque la procédure d'epproximation proposée est
étroitement lide & 1la méthode des multiplicateurs , on
s'attend & ce que le vecteur yktaRm , 8'il est ajusté
d'une manidre appropriée ( par une itération analogue
34 celle employée dans la méthode des multiplicateurs ),
converge vers un vecteur qui joue un rdle similaire a
celui du vecteur optimal des multiplicateurs de Lagran-
ge pour le probléme différentiable avec contraintes.

Dans ce chapitre , nous verrons que ce vecteur des
multiplicateurs existe effectivement et nous établi-

rons les conditions d'optimalité pour le probléme (9).

On supposera dans ce chapitre que Q est un ensemble

convexe fermé.

Considérons & nouveau le probléme approximant :

min g[x,%[}f‘l(x) ,yi,ck] o 5w %;[fm(X) ,yrlrcl,ck]} (19)
Xe Q

On a le résultat suivant :
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Proposition 2

Soit Q un ensemble convexe fermé
et soit (X,y) un point d'accumulation de la suite
v h ~ Nl ~Tn v .
*(Xk’Yk)} ou yk = ( yk(xk))-..’yk(xk))' est de:flnl

de l2 maniére suivante

: g
1 sil&y + ¢ fi(xk)
~i i B i
V(%) = Vi + ¢ £5(x) si 0¢yp + ¢ Filx) €1
0 ' si y; + oy £.(x)€0

Alors x est une solutian optimale du probléme (9)
et ¥y est un vecteur des multiplicateurs vérifiant :
m

<ng 3 igl 3% Sf-i vfj_\ _ s (x - 55)>),O pour tout
Lot b | X € Q

ol 1'on a adopté les notations du début du chapitre I,
ou ¢.,.» désigne le produit scalaire dans r™

et ou
¥ =0 si £,(X) ¢0
§l_= 1 al fi(i)> 0
O£F ¢l s§ 7. (%) = 0
Démonstration

Calculons le gradient par rapport & x de la fonction

objective du probléme (19) :
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v g[x,?[fl(x) ,yi,ck] L L ,?[fm()() 1y§§yck]]

m
N 2 dg ool i

P

e . 3,
Par définition de Y[fi(x),yk,ck] :
. ; g e
Vfi(x) si lsyk+ckfi(x)
~ o 3 - i ' . i
V'Y[?i(x),yk,cklz [yé + ckfi(x)lvfi(x) si Oéyk+ckfi(x)$l

0 si y;+ckfi(x)5o

Le gradient par rapport & x de la fonction objec-
tive peut alors s'écrire :

Y8+ £y 3F Fie0o Vi - (20)

ol ?;(x) , i=l,...,m est donné par :

i
i : el 14y, + o fi(x)
”i(x)- A + 0. . (x) si O <yi'+ e, T.(2Y&1  (21)
Tk =\Yx ki v, Yk oo %
0 si y; + ¢ f.(x) 40

Puisque Q est un ensemble convexe et que Xy est
une solution optimale du probléme (19) , on a la con-
dition nécessaire :




|

f

m
g x4
<Vx &k iél Fhghe  dc (%) Vfi\
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X=X,

-

: (x—xki>>() (22)
pour tout xe Q

Soit gxk\ke g+ une sous-suite de{xk& gui converge
vers X.
Puisque , par'hypothése , Q est fermé , d'apreés le
corollaire 1.3 , X est une solution optimale du pro-
bléme (9).

Ve étant une fonction continue de x , la suite (yks

)\ykﬂxjx\(yi(xk)"" EACRE) R

a sussi une limite ¥ = (¥ ,...,70)"
1 si fi(?c) v 0

§i=§i’(i)=< 0LFHEIQ i £(X) =0

l 0 si fi(i)(o

10

En passant & la limite dans (22) , on a que (X,¥)
doit vérifier :

pour tout x4 Q

kel
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Maintenant , avant d'établir les conditions néces-—
saires d'optimalités, définissons les notions de mini-

mum local et de minimum locel isolé pour le probléme (9).

Définition
X est appelé minimum locel pour le probléme (9) si
X minimise g[x,}{fl(xﬂ ,...,YP%JXQH sur un ensemble

de la forme Qn{x : |Ix - Xl ¢t

oull .|| désigne la norme euclidienne et £>0 est un scalaire

X est appelé minimum local isolé pour le probléme (9)

si X est un point de minimum unique de
ngTUE(Xﬂ,.”,Yﬁmhdﬂ sur Qnﬂxtm —§H$£}

Proposition 3

(condition nécessaire d'optimalité pour le probléme (9))

Soit Q un ensemble convexe fermé et X un point-de
minimum local isolé pour le probléme (9).
Alors 1l existe un vecteur des multiplicateurs

(?1,...,§m)‘ vérifiant :

v =

m
V. g + ¢ 28 y- V£, (x ~.§)> > 0
< p 1=1 gti 1, = 5 i

pour tout xe Q
—i i -
¥y o= 0 si fi(x)l.o
—i , >
y-o=1 si fi(x)>()

0¢ yi¢1 si £,(X) =0
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Démonstration

Soit § un ensemble de la forme QN {x :bx - XU €&}
contenant x , un point de minimum unique de g sur Q.
Considérons la procédure d'approximation pour le pro-
bléme suivant :

mnlg{x,r&i(xﬁ,.../rﬁm(Xﬂ

xeQ

puisque §Q est compact , la suite-{xks est bien
définie et possede au moins un point d'accumulation,
gui d'apreés le corollaire 1.3 est une solution opti-
male du probl2me ci-dessus. Puisque celle-ci est uni-
que, on a que la suite{xk\converge vers X.

Considérons maintenant la suite‘fkﬁ ou ;k est dé-
fini comme dans la proposition 2. Puisque %xk}converge
la suite {yk(‘a également une limite y. On peut mainte-
nant appliquer la proposition 2: (X,y) satisfait :

m

| Sy _i =
{ Vpv eS8 7 Foil o (=50
5 8 =X
pour tout x ¢ Q
-i ' ; -
y =1 si fi(x) > 0
-1 y - '
¥y = 0 si fi(x) {0
0's §y 41 si £.4K) =0
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Remarque
Lorsque Q = R , 1la condition nécessaire ci-dessus
donne :
m
V; g .+ 221 %%_ vt Vfi\ e O
L Xt

Cette remarque peut étre utile en pratique car on

peut l'utiliser dasns un programme comme critére d'arrét.
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L'ITERATION DES MULTIPLICATEURS ACCELERE

e s St e A — . B 2 T T 1 S i S — i S " i T B S i i S, B ot i

o s S S i o S S, o

Dans 1'introduction, nous avons déja donné une
formule d'ajustement des multiplicateurs ( voir (7))
qui est analogue & celle employée dans la méthode des
multiplicateurs. Nous en avons déja donné une inter-
prétation. Maintenant, nous allons voir que , comme
dans la méthode des multiplicateurs, cette méthode
d'ajustement est trés avantageuse car elle accélere
la convergence.

Pour le faire, nous envisagerons d'abord un cds
particulier du probléme (9) , puis nous ferons deux
généralisations. _

Nous nous intéressons donc & la formule d'ajuste-
ment des multiplicateurs suivante : |

v : i
3 8l l &y .+ 8y fi(xk)
yi = yi & gy T (xR si 0 Cyi‘+ o el ) 61 (23]
kel = Tt S t4 R M T T -
. i , L
0 - S e - fi(xk)-0

a.) Considérons d'abord le cas particulier du problémé (9)

m m ,
min {g(x) + Lo V[ G0N} = mindeo(x) 4 izzlb[aifi(xﬂj
X X
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ou 2§ i=l,...,m sont des scalaires strictement
positifs.
En introduisant des variables supplémentaires

ZyyesesZ, 5 CE€ probleme est équivalent au probléme :

: m
min ggo(x) " fzi Z . § (24)

i
I

a, T, (x) ¢Zg
O0s 2,
i

qu'on peut résoudre par la méthode des multiplicateurs,
c'est-a-dire minimiser par rapport & x et z le problée-

me suivant :

m
min {gp(x) & 521 Zg + ,
m
: g
1 7. i - A ©1
* %6 fil[E“aX [0, v + o Cogf 30 = 2] (o) 1

(25)

pour une suife croissante {ckgde scalaires strictement
positifs et une suite; ykﬁ > yke;Rm , Ou Vi est ajusté
par l'itération suivante

i i ; g
Ve = T+ Olay T(R ) - Zik) G Yk*“k(aifi(xk)‘zik)>’o
- (26)
i , .
Vil /2 0 sinon

ou Xp s Zy i=l,...,m est solution optimale du pro -
blime (25)%
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Maintenant par une procédure analogue & celle em-—
ployée dans le paragraphe b de 1l'introduction, on peut
minimiser la fonction objective du probldme (25) par

rapport & z et le probléme (25) se rdéduit au probléme
m

min {go(x) + fgl Y’[ai fi (x) ,Yi,ck]§
X

= min g[x{?[al fl(x),yi,ckl,...,?[gm fm(x),yﬁ,ckﬂ (27)
x

gui est le probléeme approximant de la procédure que nous
étudions.

Voyons meintenant comment se transforme l'itéra-
tion (26).581 X,

mant (27), on a trois cas :

est une solution du probléme approxi-

N ; i
er = . 3 1 - ) _(1- ._)-
5 3 cas :- si y. + ¢ 2y fokx ) » O et aifi(xk) —Eik <0

ce qui est équivalent a avoir

0¢ yi + Cyf ay

3 fi(xk) &1

dans ce cas on & vu gue la solution de la minimisation de
1 i 2 1,2
Baut Eak[[max f0, v + o (27 (x) - z;)}] 2 -G ] (28)
par rapport & zZg était z;, =0
Dans ce cas , l'itération (26) donne :

i v ; )
Va1 = Y * O 24 fi(xk) puisque yi + ¢, &, fi(xk);()
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i
2 cas : ¥ + Cp 8y fi(xk)zIL

Dans ce cas, la solution de la minimisation de (28)
par rapport & z; est :

o
Ze= BT (Xk) -— (!'_..;__Xk)_

i i-"4 .
et 1'itération (26) donne

yi+1 = max{ 0, yi + Cy (2.

i (%) - Zi)}

= max{0, vy + o) (24, (1) - 8y, (x) + ﬁg?f;li)]}
' I

Il

max{O,l}: 1

fi(xk) ¢0

: 4
cas Y + Cp 8y
.

Ia solution de la minimisation de (28) par rapport &
Z3 était :

et 1'itération (26) donne , puisque y; + Cy aifi(xk)éo :
af

yk+1 = P

En rassemblant les résultas des trois cas , on
obtient que 1l'itération (26) donne 1l'itération :

1 si yi #oe B, (%) 31
4 s JEE : i .
Yiee1 =% Y * G 24 fi(xk) si 0¢yy + ¢ a8, fi(xk) $1
0 si yllc + Cp By fi(xk) <0
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qui est identique & 1l'itération (23) que nous étudioans.
Donc la méthode d'spproximation avec 1'itération(23)
est équivalente 2 la méthode des multiplicateurs dans
le cas ou le probléme (9) a la forme particulidére que
nous avons considérée ici. Donc, comme 1l'itération des
multiplicateurs (26) accélére la convergence et que
pour cette itération, on a pas besoin de faire croitre
Cy vers 1'infini pour que la méthode converge, on
gardera ces avantages en ejustant les multiplicateurs
par 1l'itération (23) dans la procédure d'approximation

pour le probléme particulier considéré.

b.) Premidére généralisation

Supposons que Q = Y,
Considérons le cas particulier du probléme (9) ou
la fonction objective a la forme suivante :
m

e[, y[Ey ) 5o s Y, (0] = 80 (x) & pe (0¥ (] (29)

ou g3 : R R i=1,. & ;1
Supposons que X est un minimum loczl 1solé du pro-—
bleme (29) dans une boule ouverte B(X,&)

Nous définissons :

it =i £ M) 0 ,0=1,...m ]
Bo=41 s e W) Lo, L om]
¥4 =§i t £.(X) = 0 ,i=l,...,m}
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Supposons que & est suffisamment petit pour assurer que
fi(x)>0 pour tout x e«B(X,¢) ieI’
fi(x) <0 pour tout xeB(x,£) ieI
5 _— (o]
Supposons aussi que gi(x) # 0 pour tout ieI . (30)
I1 existe un voisinage V de X inclu dans B(X,£) pour

lequel le probléme (29) peut s'écrire localement

minlgo(x) + g (01,0 + 2 max{o,e; (0, (0]

. ielT iel
(31)
+ i%Io- min )10, gi(x) fi(x)a}
o I =di: g (D) vo, £,(X) =0}

0 ]

En-effet, s8i 167, gi(X)B’[fi(x)] = gi(x).o = 0

1" =it g (X) 2o, £,(3)

1l

pour tout xe B(x,&)
siiel™, g (x)¥[;(x)] = g;(x)f,(x)

pour tout x eB(X,¢&)
et il existe un voisinage V de X inclu dans B(X,£) tel que
(o]
gi(x)>0 pour tout xeV , ieI

0
gi(x)éo pour tout xeV , ieI
donc

pour ie1 ¥ g; (x)¥[f, (x)]

g;(x) £,(x) si £, (x)g;(x)>0

Il

gi(x) .0 . si fi(x)gi(x)ﬁo
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d'on gi(x)X{fi(xﬂ = max {O,fi(x)gi(x)}

poux'j.éIO" gi(x)x[fi(xﬂ

Il

gi(x) fi(x) si fi(x)gi(xj 40

= gi(x) ol si fi(x)gi(x)6>0

d'ou gi(x)X[fi(xﬂ = min %O, fi(x)gi(x)}

Le probléme (31) est encore équivalent au probléme :

: - o]
Xy Z ie]l ieI ' s

(32)
gl(x)fl(x) ézl 3 Z‘ o_ mln{O,gl(X)fl(X)}}
+ s 1€l

min {go(x) + §: > gi(x)fi(x) + 2; Bl

4 0
0 szi P A

0 3
Remarquons gque comme pour i €T :

minlo,g; ()£, (x) ¢e; ()£, (%)
et
minlO,gi(X)fi(XH ¢0
on a que :

52210_ min%O,gi(x)fi(x)S & i%éfo" gi(x)fi(x)

~o

pour tout sous-—ensemble I ~ C I

De plus ,

44 svo il e - -y
:%;Io_ m1n40,gi(X)ii(X)5 s €Io_gi(x)fi(x) =0

Alors, on peut conclure que X est également une solu-
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tion optimale du probléme

min {go(x) + Z + gl(x)fl(X) =+ Z o Z. +

ieT 18 T."
g; (x)f;(x) ¢z -
" o 33
7. =
0 ~Z1 A I o ZNO__ gl(x)fl(x)}
ieT
N — —
pour tout Io [ I0 .

Si on fait 1l'hypotheése que

Vg Of (=] _ 4 ieT (34)

X=X

sont des vecteurs linéairement 1ndependants, alors I A
est vide.

En effet , puisgue % est une solution du probléme
(33) , il doit satisfaire la condition nécessaire de
Kuhn-Tucker :

Vellx) + = LV [ ()1, (x)]

Pa (%) £, (x)
iert b“ ﬂ_ieth@JX)lxlhi
s 2, Ve e (el 2 = 0 (35)

ieT
e 0
pour tout sous-ensemble I ¢ de I

o X est le multiplicateur optimal de Lagrange pour
0
la contrainte gi(x)fi(x) -2;€0, {ei T

o]
Puisque les V[gi(x)fi(xﬂ|x_§ , 1€ sont liné-
airement indépendants , 1'égalité (35) entraine que
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nNQ . (¢ (08
tous les sous—-ensemble I de I sont vides et donc

,« T
que I est vide.
Finalement, le probléme (29) dans un voisinage V
de X est équivalent au probléme

min Lgo(x) + 5_ +gi(x)fi(x) o = Zi& (36)

i€éeT ieT
gi(x)fi(x) ¢z,

(o]
0°gzy ¥ I&Y

Nous allons résoudre ce probléme par une méthode
analogue & celle des multiplicateurs mais ou le para-
métre de pénalisation dépend de x. Cette méthode possede
les mémes avantages gue la méthode des multiplicateurs
que nous avons étudiée dans la premidre partie ( pour
la description et l'analyse de cette nouvelle méthode,
voir appendice C).

Cette méthode , appliquée au probléme (36) consiste

L

0 b
a trouver Xy et z;, 5 1€1 résolvant le probléme :

min { g,4x) + Z: 4 gi(x)fi(x) + Z: Z; +
ieT ie Io
X, %5

0¢zg,iele

; : g . B o
= k. e [[max§o,yb&?{(}()[gi(x)fi(x)—zi-m‘@’}lcﬂ

1€ T 20}];(X)
(43)
ou on a pris gﬁ(x) = *k
b k i gi(x5

et si X0 %4 ieI° est une solution du probléme (43),poser
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i i ~i

T { 0, ¥y + Ck(xk)[bi(xk)fi(xk) il Zi]S ieT0
k41 7 Cx

Minimisons d'abord (43) par rapport & zZ5 ieJIoO

Soit 16 I°, x eB(X,&) fixés et cherchons le minimum
par rapport A z;, du terme

min I\Zi %y [[max(O, yk + c, L(x) [g (x)f (x) - Zm _yk }

& &
Ziz 0 2Ck(X) (44)

1) supposons' d'abord que yllc + gi(x)gi(x)fi(x) ¢0

i
donc y, + ¢ fi(x) <0

alors pour tout zi}o

. max{ K, y}i{ A ;}ic(x) [gi(x)fi(x) — zi}} =0 (45)

et la solution du probléme (44) est z. = 0
et le terme correspondant & i€ I° du probléme (43) se
réduit & ¢

i (1122 = g.(x} (=2 (1122
2 Ell{(x) i i 2 (3k

¥ G
2) Supposons maintenant que y}l{ + oll{(x)gi(x)fi(x)z 0

2
ou encore que ¥,

kit Cy fi(x);O
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Cherchons d'abord le minimum par rapport & Z; » 2320 de

1 s s .2 )
5 ;g}i{(x) [[yi + o (x) [g; (0T, (x) - ZiJJ ~(vy ) ]

Dérivons cette expression par rapport 3 Z; et annulons
cette dérivée

1+ cpx) z; - ck(x)gi(x)fi(x) =\ =40

i

Vi

Gl B c;(X)gi(X)fi(x)

By (x)

On trouve donc comme solution du probléme (44) :

¥ si y; + gi(x) gi(x)fi(x)ZIL

=¥ (%) 80000)

et dans ce cas :

Bt L9 Sies)p ke, (1)
max 40, y; . C;(x) [fi(x)gi(x) Yk + C\X)g; Xv i -]}

S (x)

+ gi(x)fi(x)gi(x) - yi TN gi(X)gi(X)fi(x)}

W

= mex{ Uy ¥
- max{O,ls = 1 (47)

et donc le terme correspondant X i e To dans 1l'expression
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du probléme (43) se réduit & :

yi w1 gi(x)g.(x)f.(x) 1 i
- 3 6 1 4 .y (1 = yk )
Ck(X) : 2Ck(X)

2 yi -2 + ZSi(X)gi(X)fi(x) + X = yi

ZEi(x)
= g, ()1, (x) - g, (x) L - v
2 Cy
(1 -4y2)?
= gl(X) [fl(X) - chk ]

¥ par contre si 0 £yj + ci(x)gi(x)fi(x)ﬁil

alors c'est z;= 0 qui est solution du probléme (44) et

max|0, yii + Sp(x) [g; ()€ (x) - 2,1}

et le terme corrspondant & i €I° dans l'expression du
probléme (43) se réduit & :

Necomem .H [ ]

- ton
il « Ameel - 1

2

—

% ck(x)

e - L(yi)L+ [Ei(x)gi(x)fi(xﬂ + 2y; k(x)g (x)f. (X)—@k}

]
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S} o

i ) .
= = ck.'(X)[éi(X)fi(X)l + ini(X)fi(X)gi(X)
& -
= % ¢, &5 (x) [fi(XH + yi fi(X)gi(X)
C . .
= g;(x) [55 [?i(X)]L+ yi fi(X)]

Se rappelant 1l'expression de'?[fi(x),yi,ck] (voir(6)),

le probléme (43) peut s'éerire :

min g, (x) +i%§I+ g; (x)f; (x) + 12%10 gi(X)%Wfi(X),Yi,Ck]

o (48)

Maintenant voyons ce que devient 1'itération des mul-
tiplicateurs si X, est une solution optimale du pro-—
bléme (48).

i i i .
Vi1 = mex{0, yi Cic(xyc) [8; (50T, () = 2,1} ieTo
1) si yp 4 oi(x,)e. (x,)f, ( MG LN

°F Tt Cp'Folg W IEiing) = o+ e f, (%) g0
5 i
d'apreés (45) on a Vw1 = O
: i
2) si % Ly + o fi(xk)
AT : R
d'apres (46) on a ¥5.q =l

3) 0eyy + o T,(x) €1

d'aprés (47) on a ykil = yi + Cp fi(xk)
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maeintenant, on voit clairement que si on est assez
proche de X , résoudre le probléme (29) par la procé-
dure d'approximation et la méthode d'ajustement des
multiplicateurs utilisant 1l'itération (23) revient &
résoudre le probléme équivalent (36) par la méthode des
multiplicateurs ot le paramdtre de pénalisation dépend
de %X,

D'aprés ce que nous avons vu sur cette derniére mé-
thode ( voir appendice C) on a donc de grands avanta-
ges & utiliser cette itération (23) puisqu'elle accé-
lére la convergence et qu'on a pas besoin de faire croi-
tre C,. Vers 1'infini, évitant ainsi les problémes d'ins-
tabilité numérique.

Tout ceci est valable uniguement pour des problémes
de la forme (29) . Nous allons maintenant faire une
derniére géhéralisation , montrant que l'analyse de
ce chapitre est également valable pour le cas général
du probléme (9). ;

c.)Deuxitme généralisation

Considdrons 1 problime (9)

i T R 4l
m}l{n g[x 7([ 3 x)] [m k)]]

ou g et fi i=l,...,m sont des fonctions différentiables
Pour faciliter les celculs et sans perte de généra-—
1ité ', supposons qgue I° ={1,...,m5

Développons la fonction objective autour de

T o=(y[e, RN §.. .5 e, (2] )
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G(X)'= 8[Xarﬁﬁxxﬂ ""’Yﬁﬁ(xﬂ]

i

[x Y E 5. ¥, (5]
1231 %t ERC3) IR EAE)) RN e
b 0, glr[fi<x>1> (49)

ob 0, est une fonction de x,ET?i(xﬂ i=1l,...,m telle que

pour tout x ’

o ( 2 %[,
1im x{ o FE ) B (50)

[Fi(x=0 25 ¥[F;(x]

Maintenant, remarquons que la fonction (49) est de
la forme de la fonction objeective du probléme (29) sauf
des termes d'ordre plus grand ou égal a 2. On s'attend
A ce que ces termes supplémenteires soient négligeables
si on est assez proche de X et qu'ils tendent vers O
lorsque Xy tend vers xX. Ainsi, tout ce que nous avons
dit dans le paragraphe précédent serait valable asymp-—
totiquement pour le cas général.

C'est ce que nous allons voir un peu plus en détail.
Considérons la fonction E(X) du type de la fonction
objective du probléme (29) du paragraphe précédent :

G(x) = g[x ¥[E, (x)] v...,\([fm(x)"j]+

121 LS (C IR T NCO))
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Puisque X est une solution optimale du probldme (49)
on a d'aprés la proposition 3 du chapitre précédent,
la condition nécessaire
Il existe un vecteur y = (?1,...,§m)' ;s avec
O{-S-fiél tel que : '
o -
V, gz + & %.féi 7 vr

X i=1

l\x=i = 0 (51)

L'expression (51) ci-dessus peut encore ¢'écrire :

¥, &[% YEL (R ..., ¥ (]

m
Z1 3 [5G vie, (R 795 = 0 (52)
o~

Remarquons maintenant que G(x) est a2ussi une fonc-
tion de Tﬂ?i(xil vérifiant également la condition (51)
En effet :

p 1, B

eI Vi)

e

o~
V;Glx:;c %

= Vx[g X, X[fl(;{)—l 7""’K{fm(§5ﬂ X=X 4

m
H X g%’i[x,x[flm] ,...,B‘[fm()_cﬁx 2L AE €S

m

Y B IR R

= 0 d'apres (52)
Supposons alors que X est aussi une solution optimale
du probileme :
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min E(x) (53)

(Cette hypothdise n'est évidemment pas toujours vérifiée
mais 8 lieu cependant dans la plupart des cas.)

Si nous utilisons la procédure d'approximation pour
minimiser G(x) , alors & 1'étape k , le gradient de la
fonction objective approximante sera nul au point Ko
Puisque

m

6(x) = 6(x) + 0, ( Z Y[, (x)])

alors le gradient de la fonction approximante du pro-
bléme (53) sera égal &
L
. 7 i
Comme OX ne contient que des termes d'ordre 2 ou
d'ordre plus grand et que xk—ai : yk—9§
m

m
Vo, (& (%,),¥75,03 )= 02 ( Z¥E (2)]) =0

b Xk i=1

p
VI,
et donc la minimisetion de E(J) est asymptotiouement
exacte. Nous pouvons donc conclure qu'asymptotiquement
la procédure d'approximation pour le probléme général est
équivalente & la procédure d'approximation pour le pro-
bléme (53), qui est de la forme de celui 'du paragraphe
précédent, pour lequel on a étebli les avantages de 1'i-
tération (23) pour ajuster les multiplicateurs.

On déduit donc que dans le cas général également,
on a intérét & employer 1l'itération proposée pour ajuster
les multiplicateurs puisqu'elle posséde les propriétés
gue nous connaissons bien. :




129

Ceci termine le chapitre III ainsi que notre analyse
de la procédure d'approximation proposée pour résoudre
une classe particulieére de problémes d'optimisation
non différentiables.




TROISTIEME PARTIE
L'IVPLEMENTATION DE L'ALGORITHME

DE LA METHODE DES WMULTIPLICATEURS
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Introduction

Dans cette troisiéme partie, nous décrirons comment
nous avons implémenté l'algorithme de la méthode des
multiplicateurs , en s'inspirant du programme de

D.L. Pierre et NM.J.Lowe ( voir [4£l ).

Nous décrirons d'abord comment est construit le

programme et le rdle des différentes sous-routines.

Ensuite suivront guelques renseignements utiles

pour l'utilisateur, notamment l'entrée des données.

Et enfin, nous donnerons des résultats numériques.




132

CHAPITRE I

Si nous nous rappelons l'algorithme de la méthode

des multiplicateurs, nous constatons cu'il est une suite

de cycles comportant chacun deux phases

1. une phase de minimisation sans contrainte
du lagrangien augmenté L(.,yk,ck) ol Vi
et Cy sont fixés

2. une phase d'ajustement des paramétres de
pénalisation et des multiplicateurs Ve

2) La phase de minimisation sans contrzinte du lz-

@ 6 0 8 0 0 0 0 0 0 P 0P T 0L 0L O P OO O S 0 OO0 00 SO 0SS0 0 0 e e e 000

grangien augmenté

ooooo ® ®© o 00 0 0 0 0 0 0 0

¥ une direction de descente est d'abord générée
-soit par la méthode DFP
-s0it par une méthode DFP- self-scaling
selon l'option de 1l'utilisateur
On peut aussi faire une réinitialisation & la direc-
tion du gradient aprés chaque cycle.
¥ Lorsgu'on a une direction de descente, on recherche
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le point oui minimise le lagrangien sugmenté dens cette
direction, & partir du point donné & 1'étape précédente;
autrement dit on fzit une recherche unidirectionnelle.
On obtient ainsi un nouveau point x.

On effectue alors plusieurs tests dans le but de
déterminer si la phase de minimisation du lagrangien
aumenté peut &tre considérée comme terminée ( auquel
cas on pesse & la phase d'ajustement ) ou non. Dans ce
dernier cas, il faut recommencer le processus , c'est-a-
dire chercher une nouvelle direction de descente, etc.

On pesse & la phese d'ajustement dans le cas ou @

(1) le point trouvé n'apporte pas beaucoup de
changement par rapport au point précédent (l=
phase de minimisation peut alors &tre consi-
dérée comme terminée ) .C'est le cas lorsque

" Xk—l = Xk” £ E3

V1, ; - VLl ¢zpv

et

o1 VLk = VI(x,¥sc))
23 est donné par l'utilisateur

1075 £y ¢ 1074

EPV = 52 au début du programme

=€1 lorsqu'aprés une phase d'ajustement
on & eu WVLII€10.¢,

(2) ou bien on a a2tteint le nombre maximum
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de recherches unidirectionnelles & l'intérieur
d'un cycle : ce nombre est donné par l'utili-

sateur ( en général 2n+l ).

(3) ou bien on & fait plus de n recherches
unidirectionnelles dans le cycle et le gradient

du lagrangien augmenté est suffisamment petit

| VL, || <EPV
(4) ou bien encore lorsquencp%sieurs recher-
ches unidirectionnelles ont été faites en ne
produisant aucun point donnant une plus peti-
te valeur du lagrengien augmenté.

b) La phase d'ajustement

Les

dans le

dans le

Les
formule

oooooooo @ e 0o 00 0 0 00 0 0o

multiplicateurs sont ajustés par la formule :
Vs = Vi + O B(%)

cas des contreaintes d'égalités et
Viey1 = max{ 6, Yie + Cp g(xk)s

cas des contrainte d'inégalité

parametres de pénalisation sont a2justés par la
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ol w est donné wy 1l (en général w = 2 ) ainsi que c,.

On effectue cette itération uniguement si Cie,1

ne dépasse pas une limite donnée whAX.

2) Construction du progremme - Description sommaire

des sous-routines

Le programme suivra donc l'organigramme suivant :

\ Initialisation
) k=0

Calcul d'une direc-
tion de recherche

L

minimisation
unidirectionnelle

N
eveluetions au
point trouvé

|

‘ résu ltats intermédisires

résultats -
finaux ajustement
L des parametres

stop




136

L'organigramme seres exécuté par la sous - routine
LPNLP. Chacune des étapes de l'organigramme est exécutée
par une ou plusieurs sous-routines.

LPNLP , suivant le schéme donné par l'organigram-
me, les appelle tour & tour jusqu'a la convergence ou
l'arrét du programme. Reprenons toutes ces étapes :

i) Initialisation de 1l'algorithme

(effectuée per la sous-routine INITL)

ii) Calcul de la direction de recherche
(sous-routine DFPRV)

iii) Minimisation unidirectionnelle
(sous-routine SEARCH)

iv) Evaluation du gradient du lagrangien augmenté
au point X

k+1
(sous-routine GALAG)

Evaluation des fonctions objectives et des con-
traintes

(sous-routine FXNS, DELTA)

v) Impression des résultats intermédisires ( en option)
(sous-routine OUTPUT)

vi) Tests pour déterminer si la minimisation du
lagrangien auzgmenté est terminée

vii) Si oui , on fait un ajustement des multipli-
cateurs et des paramétres de pénalisation
(sous-routine UPDATE)
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viii) Si non et aprés la phase d'ajustement, on

fait les tests de convergence

ix) s'ils sont satisfait on imprime les résultats
finaux ( sous-routine OUTPUT)

et le programme est terminé
X) sinon on retourne & 1'étape ii)

La sous-routine INITL

C'est cette sous-routine gqui initialise l'algorithme.
Elle initialise certains parameétres et 1lit les autres.
(1) Tous les gradients et les multipliczteurs sont

d'abord mis & zéro.

(2) Lecture du point initial
des paramétres de pénzlisation
(3) Evaluation des fonctions du probléme en ce point
du lagrangien augmenté
et de son gradient
(4) Impression des conditions intiales
et de toutes les variables importantes

La sous-routine CONGR

Elle est appelée par la sous-routine INITL et
imprime les composantes constantes non nulles des
gradients des fonctions objectives et des contraintes.

La sous-routine DFPRV

Elle calcule une direction de recherche par la
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méthode de Davidon-Fletcher-Powell ( voir (3] Davidon (1959)
et [5] Fletcher et Powell (1963))
principales étapes de la sous-routine
(1) Tests pour déterminer si la direction de descente
est engendrée pear le méthode DFP ou est égale &
l'opposé du gradient du lagrangien augmenté.
Ce dernier cas arrive :
¥ si & 1'étape précédente, on a pes trouvé de
de point X dommant une plus petite valeur
du lagrangien augmenté
¥ si on se trouve au début d'un nouveau cycle
et gqu'on 2 choisi une variante de la méthode
consistant & réinitisliser la direction de
descente & l'opposé du gradient apreés chaque
cycle
(2) Ssi la direction n'est pas celle de 1l'opposé du gra-
dient, alors elle est engendrée per lz méthode DFP
ou une variante DFP-self-scaling (voir [10] )
(3) On vérifie si la direction engendrée est bien une
direction de descente (rk-VLk 40) sinon on pose
Ty = —VLk et on calcule la norme de cette direction.

La sous-routine SEARCH

Cette sous-routine calcule le pas tk pour lequel
X + tk T, minimise L(Xk+tjrk’yk’ck) en utilisant une
procédure d'approximation gquadratique.

La sous-routine VALUE

Elle est utilisée par la sous-routine SEARCH
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dans la recherche unidirectionnelle.

D'abord elle évalue les fonctions du probléme en appe-

lant la sous-routine FXNS en un point-test xt:xk+drk
ou d est une valeur du pas.

Ensuite, elle évalue le lagrangien augmenté en
ce point, en appelant la sous-routine AULAG.

Cette valeur du lagrangien augmenté est alors com-
perée & la meilleure valeur obtenue dens lea recherche
jusqu'id présent et si elle est meilleure, on la retient
& la place de l'autre.

La sous-routine DN IN

Elle calcule le point de minimum de 1l'approximation
guadratiocue locale du lagrangien a2ugmenté dans la direc-
tion de recherche.

La sous-routine DELTA

Elle est appelée par la sous-routine LPNLP lorsque
la recherche unidirectionnelle est terminée.
Elle calcule les différences

Axkz }lxk— Xk-l“

AVL, =VL, -vVL, |

N

qui seront utilisées dans DFPRV & la prochaine étape.
Elle calcule aussi les normes de AX, AVLk et VLk

puisqu'on en aura besoin dans les tests de convergence
et pour déterminer s'il y 2 lieu d'ajuster Cy et Ve



140

La sous-routine AULAG

Elle est appelée par INITL dans l'inmtialisation
de l'algorithme
par SEARCH dans la recherche uni-
directionnelle

par LPNLP aprés la phase d'ajustement

Elle évalue tout simplement le lagrangien augmenté

en un point (xk,yk,ck).

La sous-routine GALAG

Elle est appelée également par les sous-routines
INITL,SEARCH et LPNLP.
Elle évalue le gradient du lagrangien augmenté.

La sous-routine UPDATE

C'est la sous-routine d'ajustement.
Elle donne les valeurs de Vit et Cr1 suivant la pro-
cédure décrite plus haut.

La sous-routine QUTPUT

Elle imprime les résultats intermédisires epres
k recherches unidirectionnelles ( ol k est choisi par
l'utilisateur) et & la fin du programme , elle imprime
les résultats finaux.
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CHAPITRE II

Nous allons expliquer dans ce chapitre comment 1'u-
tilisateur doit procéder s'il veut résoudre un problée-
me de programmation non linéaire avec contrazintes & 1l'aide
du programme.

Le programme 2 été congu 2fin de faciliter au maxi-
mum l'utilisation du programme . En effet, pour passer
d'un programme & l'autre, on ne devra modifier que quel-
ques cartes.dans le programme principal pour donner les
dimensions exactes des vecteurs spécifiques au problémes et
donner l'expression analytigque des fonctions objective
et des contradintes ainsi que leurs gradients dans deux
sous-routines ; les autres paramétres sont entrés dans
les données. Toutes les autres sous-routines décrites
précédemment n'ont besoin d'aucune modification.

Voyons cela un peu plus en détail.

I1 est trés court et comportera les cartes suivantes:

IMPLICIT REAL=8(A-H,0-2)

DIMENSION DLX(N),DLG(N),GAL(N),GF(N),GO(N),
1 IX(N),R(N),X(N),XT(N),H(N=N)

DIMENSION HI(NE),HIS(NE),EMULT(NE),GE(N*NE)
DIMENSION GI(NI),GIS(NI),OMULT(NI),GIN(N=NI)

(S B =S UV \C I
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6 DIMENSION C(N),D(N),XMULTL(N),XNMULTU(N)

7 CALL LPNLP(C,D,DLX,DLG,HI,HIS,GI,GIS,GAL,GE,GF,
8 1 GIN,GO,H,EMULT,ONMULT,XVMULTL,XMULTU, IX,R,X,XT)
9 STOP
10 END

I1 n'y a que les cartes comportant l'instruction
"DIMENSION" qui doivent €tre changées : 1l'utilisateur
remplacera les lettres N,NE,NI,N*N,Nx%NE,NxNI par les
valeurs effectives propres au probléme ;

N = nombre de variables Xy

NE = nombre de contraintes d'égalité

NI = nombre de contraintes d'inégalité
Remaraoue

Les contraintes du genre :

. R o : 1 4 - n ont pa on-
clgxl\ i Ou c;<&Xx, ou xlédl e s pas ¢
sidérées comme des contraintes d'inégalité en ce sens
gu'elles sont traitées & part dans le programme.

NI ne comptera donc pas le nombre de contraintes de ce

type.

Si NE
Si NI
S'il n'y a pas de contrainte du genre variable

bornée , on a pas besoin de mettre la carte 6.

En procédant de cette maniére , il ne faudra
faire aucune modification dans les autres sous-routines
puisqu'on peut utiliser l'instruction :

DIMENSION VECT(1)

0 , on aura pas besoin de mettre la carted
0 , on aura pas besoin de mettre la carte 5
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2) La sous-routine FXNS

On y exprime les fonctions du probléme.

Elle comporte les cartés suivantes:

SUBROUTINE FXNS (X,F,HI,GI)
DIMENSION X(1),HI(1),GI(1)
F=

I.{I(l)=

HI(NE)=
6I(1)=

GI(NI)=
RETURN
END

On exprime d‘'abord la fonction objective (F),

puis les NE contraintes d'égalité ( si NE=O , on ne met

rien) et enfin les NI contraintes d'inégalité ( si NI=0

on ne met rien).

Remargues

1) Rappelons que les variables bornées ne sont pas con-

2)

sidérées comme des contraintes d'inégalité : elles
sont traitées dans le programme par l'intermédiaire

des données.

On considére des contraintes de la forme :
hi(x) = 0 pour les contraintes d'égalité et
gi(x) € 0 pour les contraintes d'inégalité.
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Donc si on a des contraintes de la forme :
hi(x) = a; pour les contraintes d'égalité ou
gi(x) ¢ b; pour les contraintes d'inégalité ,
il ne faudra pas oublier de faire passer la constante
a; ou bi dans le membre de gauche guand on exprimera
les fonctions dans le programme. De méme on veillera
& ce que pour les contraines d'inégalité , le signe d'iné-
galité soit tourné dans le méme sens que ci-dessus.

3) La sous-routine GRAD

On y exprime les composantes non constantes des
gradients des fonctions du probleme. Elle comporte les
cartes suivantes

SUBROUTINE GRAD(X,GF,GE,GIN)
DIMENSION X(1),GF(1),GE(1),GIN(1)
GF(1)=

GF(2)=

GF ()=
GE(1)=

GE (N%NE )=
GIN(1)=

GIN(N%NI)
RETURN
END

On exprime d'abord les n composantes du gra-
dient de F (GF). Si 1'une (ou plusieurs ou méme toutes )
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constante , on ne lz met pas.

Ensuite , de la méme maniére on exprime les com-

posantes non constantes du gradient des contraintes d'é-

galité en commencant par les N composantes du gradient

de la premiére contrainte d'égalité, puis suivent les N

composantes du gradient de la deuxiéme contrainte ,etc.

Enfin , on traite de la méme maniére les compo-

santes non constantes du gradient des contraintes d'iné-

galité.

Remarquons que pour un probléme linézire , cette

sous=routine est vide.

4) Les données

Nous décrir ons dans l'ordre quelles variables

vont figurer dans les données et suivant quel format

il faut les écrire.

(2)

(b)

Sur la premiere carte, l'utilisateur écrira un com-
mentaire : le titre du probléme ou son numéro ou tou-
te autre information comme l'auteur, la description
du probléeme, s2il est linéaire ou non, avec contrain-
tes,etc.

Attention ! on ne dispose que d'une seule carte

pour ces commentaires mais cette carte doit obli-
gatoirement figurer en téte des données ( on peut

la remplacer par une carte blanche).

Sur la deuxiéme carte on indiquera suivant le
FORMAT (10I5) 1les variables suivantes :
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N,NE,NI,NBV,IMAX,NPRINT,NUP,NSRCH,ISS,IRESET

N= nombre de variables Xy

NE = nombre de contraintes d'égalité
NI
NBV= nombre de variables bornées ( soit inférieurement,

nombre de contraintes d'inégalité

soit supérieurement, ou soit des 2 maniéres)
NBV est au maximum égal & N.

IMAX = nombre maximum de recherches unidirectionnelles
permises par l'utilisateur : le programme s'arréte
lorsgque IMAX recherches unidirectionnelles ont été
faites.

NPRINT : Le programme imprime automatiguement les in-
formations disponibles au début du programme et
les résultats finaux. Si l'utilisateur ne désire
rien d'autre il pose NPRINT = 0. S'il veut 1l'im-
pression des résultats toutes les J recherches ,
il pose NPRINT = J ol J€{1,2,3,...,INAX}

NUP = si NUP=0O , le programme imprime les informations
aprés chaque phase d'ajustement des multiplicateurs
et des parametres de pénalisation.
si NUP = 1 , le programme n'imprime pas ces infor-
mations.

NSRCH = nombre maximum de recherches unidirectionnelles
pour un cycle ( d'habitude on pose NSRCH = 2N+1)

ISS = 0 : 1l'utilisateur choisit la méthode DFP comme
méthode de recherche d'une direction de descente

= 1 : il choisit la méthode DFP-SS.

IRESET = 1 : l'utilisateur choisit de réinitialiser

la direction de descente & 1l'opposé du gradient-é
la fin de chaque cycle & condition qu'au moins
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N recherches unidirectionnelles cient été faites de-
puis la derniere réinitialisation.
IRESET = 0 : l'utiliseteur choisit de ne pas réinitiali-

ser.

(c) On indiquera suivent le FORNAT (7I5) les variables

IGF,IGE,IGI,IENULT ,IOMULT , IXNLTL , IXNLTU

IGF = nombre de composantes constantes non nulles

du gradient de la fonction objective.
IGE

I

nombre de composantes constantes non nulles
des gradients des fonctions exprimant les con-
traintes d'égalité

IGI = idem pour les contraintes d'inégalité

IENMULT = nombre de multiplicateurs des contraintes
d'égalité oui ne sont pas initialisés & O
(=0 si NE =0 ou s'ils sont tous initi-
alisés & zéro , ce que l'on fait généralement)
IOMULT = idem pour les contraintes d'inégalité
IXWVLTL = idem pour les multiplicateurs des variables
. bornées inférieurement
iXMLTU = idem pour les variables bornées supérieurement.

(d) On indiquera suivant le FORMAT(3D10.5) les variables

EPS1,EPS2,EPS3

EPS1 = partie du critére de convergence
on a la convergence lorsgue :

NV, ||$EPST et x5 - x| <EPS3

8

En général 107° ¢ EPS1 £ 1074
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EPS2,EPS3 = partie du critére d'ajustement

on fait un ajustement quand :
“xk - xk_lusEPS3
| VIl ¢zpv

ou EPV = EPS2 au début du programme _
puis est réduit dynamiguement & EPS1.
EPS2 peut étre différent de EPS3 et
en général :

1074 ¢ EPS2 2107°

10™4 ¢EPS3 ¢1072

(e) Sur les cartes suivanteson indioue les composantes
du point de départ X suivant le FORMAT(8D10.5) ;
on met donc 8 composantes par carte et on utilise
autant de cartes gqu'il le faut.

(f) Si NE+NI+NBV:0, c'est-a-dire si le probléme est sans
contraintes aller en (g).
Sinon suivant le FORMAT(5D10.5) indiquer les variables :

Wl,W2,W1MAX,W2NMAX ,WF

W1l paramétre de pénalisation initial pour les con-

traintes d'égalité

W2 = parameétre de pénalisation initial pour les con-
traintes d'inégalité

W1MAX = valeur maximale gque peut prendre le paramé-

tre de pénalisation pour les contraintes d'égalité.




(g)

(h)

(1)

(3)
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W2MAX = valeur maximale gue peut prendre le perame-
tre de pénalisation pour les contraintes d'iné-
galité.

WF = facteur d'accroissement du parametre de péna-
lisation

(pour avoir une idée des valeurs & donner & ces pa-

ramétres voir le chapitre suivant)

Si IGF = 0 aller en (h).
Sinon , suivant le FORMAT(4(I5,D15.5)) , indiquer
la valeur des composantes constantes non nulles du

gradient de F en indigquant chague fois avant cette
valeur le numéro de la composante. On peut donc mettre
4 données p&r carte.

Si IEMULT = D aller en (i).

Sinon , suivant le FORMAT(4(I5,D15.5)) , indiquer
la valeur des multiplicateurs initizux non nuls en
écrivant chaque fois avant cette valeur le numéro
de la contrainte d'égalité correspondante.

Si IGE = 0 aller en (j).

Sinon, suivant le FORMAT (4(I5,D15.5)) , indiquer
en procédant de lz méme maniére que décrit en (g)
les composantes constantes non nulles des gradients
des contraintes d'égalité.

Si IOMULT = D aller en (k)

Sinon , en procédant exactement de la méme maniere
que décrit en (h) , indiquer la valeur des multi-
plicateurs non nuls correspondants aux contraintes
d'inégalité.




(k)

(1)

(m)
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Si IGI = 0 2ller en (1)

Sinon , en procédant exactement de la méme maniére
gue décrit en (g) , indiquer les composantes cons-
tantes non nulles des gradients des fonctions expri-
mant les contraintes d'inégalité.

Si NBV = 0 , on a terminé d'entrer les données.
Sinon, suivant le FORMAT(2(I5,I5,D15.5)) , on va
exprimer les contraintes du type variable bornée en
procédant de la meaniére suivante :

- on indique d'abord le numéro de la composante:K
- ensuite on indigue le code correspondant IX(X)
IX(K) = 0 : la variable X(K) n'est
pas bornée

IX(K) = 1 : X(K) est bornée infé-
rieurement uniguement

IX(K) = 2 : X(K) est bornée supé-
rieurement uniguement

IX(K) = 3 : X(K) est bornée inféri-

eurement et supérieurement

- puis on indique la borne inférieure C(K) - s'il
n'y en a pas on laisse 15 blancs - et enfin la bor-
ne supérieure D(X). Remarguons que seules les va-
riables n'ayant pas le code IX(K)=0 sont ainsi
représentées dans les données.

Si IXMLTL = O aller en (n).

Sinon , en procédant exectement de loa méme maniére
que décrit en (h) , indigquer les multiplicateurs
initiaux non nuls correspondant aux variables bornées
inférieurment.




151

(n) Si IXMILTU = 0 , on a terminé d'entrer les données.
Sinon , en procédant exactement de la méme maniere
que décrit en (h) , indigquer les multiplicateurs ini-
tiaux non nuls correspondants auvx variables bornées
supérieurement.
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CHAPITRE III

RESULTATS NUMERIQUES

Nous avons testé le programme sur 4 problémes de
petite taille ( le code ne donne pas de résultats sa-
tisfaisants pour un plus grand nombre de varisbles et de
contraintes ) avec des conditions initiales différentes
(voir tableaux et résultats commentés plus loin).

Problémerﬁ‘

minimiser -xl.x

2
Xq 4 X2 7 0
2
X, + %, <1
; X ® _ 5
Point optimal 2y =i 0.666667
® ¥
pour lequel la valeur de la fonction objective est
F* = -~ 0.3849
les multiplicateurs optimaux valent :
y§ = Qs

3* ¥
Yp =\f§ & 0.57735

Conditions initiales communes & tous les tests effec-

tués sur le probléme A :
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| - point de départ : X, = Loy X, = k
- multiplicateurs de départ : y, = ¥, = 0.
|

- EPS1 = 10‘6 , EPS2 = EPS3 = 10~

- nombre maximum de recherches unidirectionnelles per-
mises dans un cycle = NSRCH = 5

Autres conditiors initiales portant

2) sur la méthode de recherche d'une direction de

ooooooooooooooooo ® 0 ® 00 0 0 0 6 00 00 P 6 0 s 0 e P e e e 0 e e

les paramétres de pénalisation sont les mémes pour
les guatre tests , & savoir

- paramdtre de pénalisation de départ : Co = 2.

- facteur d'accroissement du paramétre de pénalisa-

tion : WF = 2. ( Crr1l = Ck - WF )

- limite du paramétre de pénalisation : CMAX = 100.
On a testé les quatre méthodes suivantes

A1l : DFP-SS avec réinitialisation & la direction de 1l'op-

e

posé du gradient aprés chaque cycle
A2 : DFP-SS sans réinitialisation
A3 : DFP avec réinitialisation

AL DFP sans réinitialisation

L)

b) sur différentes maniéres d'ajuster les parametres

® @ 0 & 0 0 5 0 0 8 6P B 0 6N OO 60 P O LS S C O SO OSSO0 S0 e 00000 o

de pénalisation

@ 8 0 0 0 0 00 0 00 0 0 0 0

pour les quatre tests , la méthode de recherche
d'une direction de descente est la méme , & savoir :
DFP-SS avec réinitialisation
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On a fait les quatre tests suivants

Al : C, = 2. ,WF = 2. , CMAX = 100.
A5 : C, = 2. , WP = 2. , CMAX = 16.
A6 : C, = 3. , WP = 3. , CMAX = 81.
A7 : C; = 3. , WF = 2. , CHMAX = 24.

Probléme B ( proposé par D.A.Pierre )

minimiser - X

2
2 2 -
Xq + x2 =1 x3 = L.
. <
2x2 x, & ] ..
1 2 o*.—_3_ x—i x—
A 1'optimum : Xy = E 4%, = B ) x3 b B
* 4
rE Y
® _ 1 SRR |
1.5 T 9 F 16
gonditions_initiales communes
- point de départ : X, = - Qs 5 X, = -1. , x3 = 0,1
- multiplicateurs de départ : Y =¥, = s
- EPS1 = 10™° , EPS2 = EPS3 = 1072
— NSRCH = 7

Autres conditions initiales porta