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RESUMO

O Planejamento de caminhos no R3 é um problema computacional que tem despertado

o interesse dos pesquisadores por sua vasta aplicabilidade em otimização. Dados um ambiente

3D com obstáculos, um ponto origem e um ponto destino, a resposta esperada é se existe algum

caminho, livre de obstáculos, entre origem e destino e havendo, qual dos caminhos minimiza custo.

Este problema pertence à classe de complexidade computacional NP-Difícil. A presente pesquisa

se propõe a estudar este problema e propor técnicas que permitam obter o caminho mínimo em

tempo computacional razoável. A pesquisa consiste em elaborar algoritmos, propor otimizações,

analisar seus desempenhos e qualidade dos seus resultados na intenção de, pelo menos, se

aproximar do ótimo em tempo polinomial. Apesar de se vislumbrar inúmeras aplicações práticas,

a pesquisa se atém apenas a propor variações do algoritmo planejador que recebe dados do

ambiente e retorna um caminho a ser seguido, ignorando como os dados de entrada foram obtidos

e como os dados de saída se converterão em ações posteriormente. Este trabalho propõe com

otimizações simples que em teoria reduzem drasticamente o custo computacional para este

problema no caso geral.

Palavras-chave: Planejamento de caminhos 3D. Grafo de visibilidade 3D. Grade 3D. Caminho

mínimo euclidiano 3D.



ABSTRACT

Path planning inR3 is a computational problem that has aroused the interest of researchers

due to its wide applicability in optimization. Given a 3D environment with obstacles, a source

point and a target point, the expected answer is whether there is a path, free of obstacles, between

source and target and if so, which path minimizes cost. This problem belongs to the NP-Hard

computational complexity class. This research proposes to study this problem and propose

techniques that allow obtaining the shortest path in reasonable computational time. The research

consists of developing algorithms, proposing optimizations, analyzing their performance and

the quality of their results with the intention of at least approaching the optimum in polynomial

time. Despite envisioning numerous practical applications, the research just sticks to proposing

variations of the planner algorithm that receives data from the environment and returns a path to

be followed, ignoring how the input data were obtained and how the output data will be converted

into actions posteriorly. This work proposes simple optimizations that in theory drastically reduce

the computational cost for this problem in the general case.

Keywords: 3D Path Planning. 3D Visibility Graph. 3D Grid. 3D Euclidean Shortest path.
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1 INTRODUÇÃO

Existe grande demanda por otimização de aplicações computacionais relacionadas a

ambientes tridimensionais, sejam reais ou virtuais. Tecnologias como veículos autônomos,

drones, jogos digitais, simulação de multidões, robótica, impressoras 3D, entre outros, necessitam

de algoritmos eficientes. Neste contexto, surgiu o tema de pesquisa chamado Planejamento de

Caminhos, cujo objetivo é criar e refinar algoritmos para suporte à movimentação otimizada de

objetos. Entenda-se por objeto um personagem, uma ferramenta, um veículo ou algum outro

agente, que precisa se movimentar, com segurança e custo minimizado, no ambiente escolhido.

O planejamento de caminhos resolve o problema de encontrar rotas seguras entre as

posições de origem e destino do objeto no ambiente desejado. Um caminho pode ser descrito

como uma curva simples ligando o ponto de origem ao ponto de destino. Um caminho é

considerado seguro se o objeto evitar a colisão com obstáculos durante o seu percurso.

Encontrar o caminho mínimo entre dois pontos no ambiente é um dos problemas

clássicos em geometria computacional. Sem obstáculos para bloquear a linha de visão entre

origem e destino, o caminho mínimo é, trivialmente, o segmento de reta que conecta a origem ao

destino. O problema, entretanto, se torna desafiador quando origem e destino não são visíveis

entre si, devido à oclusão de obstáculos, sendo necessário adicionar desvios ao caminho para

contornar estes obstáculos.

Eventualmente, os obstáculos estão dispostos no ambiente de tal maneira que se torna

impossível encontrar um caminho ligando a origem ao destino. Detectar rapidamente esta

condição, da inexistência de caminhos, também é desejável.

Por outro lado, havendo caminhos, é necessário comparar as diversas opções de caminho

entre origem e destino, para identificar aquele de menor custo, ou seja, encontrar o caminho

mínimo.

Quanto à complexidade computacional, segundo Berg et al. (2008), o planejamento de

caminhos no R3 é bem mais difícil que o planejamento de caminhos no plano ou em superfície

(R2). Tanto em R2 como em R3 o conjunto de caminhos ligando uma origem a um destino,

ou é vazio, ou é infinito. Em 2D sabe-se que os menores caminhos passam pelos vértices dos

obstáculos (pontos) (ver Figura 1.1). Já em 3D os menores caminhos passam pelas arestas dos

obstáculos (intervalos) (Balstan e Sharir, 1988; Canny e Reif, 1987b).

Figura 1.1: Caminho mínimo 2D. Os polígonos em cinza são os obstáculos. Os segmentos de reta mostram algumas

alternativas de caminho. As setas em azul formam o caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡. (Bygi e Ghodsi, 2007)
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Outra diferença é que para desviar de um obstáculo no R2 é feita a escolha entre duas

alternativas apenas, ou seja, passando à direta ou à esquerda de um polígono. Mas no R3 a

escolha passa a ser entre muitas alternativas de desvio ao redor de um poliedro (ver Figura 1.2).

Por estas diferenças, encontrar o caminho mínimo euclidiano em 2D (2ESP) é um problema

polinomial e encontrar o caminho mínimo euclidiano em 3D (3ESP), foi provado por Canny e

Reif (1987a), ser um problema NP-Difícil.

Figura 1.2: Alternativas para desviar de um obstáculo no 3D.

Existem algoritmos polinomiais para instâncias específicas do problema 3ESP. Por

exemplo: poucos obstáculos, os obstáculos são prismas verticais, na superfície de um poliedro,

poucos obstáculos disjuntos, se existe alguma superfície limite (por exemplo o terreno), se for

possível reduzir uma dimensão a um número discreto de camadas (tipo andares de um edifício).

Mitchell (2017) apresenta um levantamento dos casos especiais.

Para solução deste problema, geralmente é criado um grafo cujos nodos são os pontos

de passagem do caminho e os arcos são pares de nodos cujos segmentos de reta são livres

de obstáculos. Depois deste grafo construído, são aplicados algoritmos clássicos de busca de

caminho mínimo em grafos, tais como, Dĳkstra, Floyd-Warshall ou Bellmann-Ford.

A versão bidimensional do planejamento de caminhos livre de obstáculos ganhou

extensiva atenção dos pesquisadores e vários métodos exatos e aproximados foram propostos

para lidar com as diferentes instâncias do problema. Mas a maioria das aplicações e demandas

de planejamento de caminhos não está no plano, mas no espaço 3D. E muitos dos métodos

propostos para problemas 2D são ineficientes na terceira dimensão.

Vários métodos foram propostos para as diferentes instâncias deste problema de

planejamento de caminhos. O foco de alguns métodos é primariamente na otimalidade da solução.

Já o foco de outros métodos é oferecer soluções aceitáveis, em menor tempo, mas sem garantia

de encontrar ou se aproximar da solução ótima.

Este estudo investiga métodos de otimização para encontrar o caminho mínimo livre de

colisões entre origem e destino, aplicável a qualquer ambiente 3D estático. O objeto, que se move,
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é representado por um ponto, sendo capaz de se movimentar em qualquer direção. Os obstáculos

são representados como poliedros convexos. A métrica adotada é a distância euclidiana. Os

métodos desejados são repetíveis, ou seja, para determinado ambiente, mesmo mudando a ordem

de entrada, ou se executado diversas vezes, as saídas geradas serão equivalentes, ou seja, geram

o mesmo caminho ou caminhos de custo similar. Embora, o caminho mínimo exato não seja

garantido, pela discretização do ambiente e por limitação combinatória, as respostas, em sua

maioria, são próximas do ótimo. O mínimo exato é obtido para uma sequência de arestas

escolhida, porém não é trivial identificar a sequência de arestas que contém o mínimo exato

global.

1.1 OBJETIVOS

O objetivo desta pesquisa foi estudar detalhadamente este problema, avaliar abordagens,

identificar atalhos que possam abreviar o tempo de execução procurando manter a proximidade

da resposta com o ótimo em ambientes 3D limitados apenas por obstáculos convexos em qualquer

disposição, inclusive sobrepostos.

1.2 CONTRIBUIÇÕES

Neste trabalho são apresentadas técnicas baseadas na geometria computacional. Em

sua maioria são técnicas simples, mas muito eficientes. São propostos, métodos e otimizações

do planejamento de caminhos nas abordagens por grafo de visibilidade e por decomposição

em células, nos contextos ativo e passivo. Em cada uma destas abordagens são apresentadas

variações. Em destaque, a geração do grafo de visibilidade de arestas. As otimizações propostas

reduzem o drasticamente o volume de dados e a geração de grafo de espaços livres tem redução

de tempo esperada de cúbico para quadrático.

1.3 ORGANIZAÇÃO DO TEXTO

Este documento está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2, são apresentadas as

definições necessárias para Planejamento de Caminhos. No Capítulo 3 é feita a delimitação do

problema de estudo. No Capítulo 4, é apresentada uma revisão do planejamento de caminhos

2D descrevendo as diversas abordagens adotadas e o estado da arte. O Capítulo 5, revisa o

planejamento de caminhos 3D, apresentando as abordagens já propostas para 3D, métodos 2D

adaptados para 3D e a descrição das dificuldades inerentes ao ambiente 3D. No Capítulo 6, são

propostos métodos e otimizações baseados em grafo de visibilidade. No Capítulo 7, são propostos

métodos baseados em decomposição do ambiente em células. No Capítulo 8 são discutidos

os contextos ativo e passivo do problema de planejamento de caminhos e são apresentados

os roteiros de passos para cada contexto. E finalmente no Capítulo 9, apresentam-se algumas

considerações finais e sugestões de trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo, são apresentadas as definições relacionadas ao planejamento de caminhos

que servem de base para o restante deste documento. Primeiramente, na Seção 2.1, são

apresentadas definições de termos que são usados com frequência em planejamento de caminhos.

Na Seção 2.2, é comentado sobre variações do problema de caminho mínimo. Na Seção

2.3, é comentado sobre o problema de caminho mínimo e métodos de busca em grafos. Em

perspectiva mais geométrica, nas Seções 2.4 e 2.5, são apresentados os problemas de encontrar

o caminho mínimo entre poliedros e entre segmentos de reta, respectivamente. A Seção 2.6,

aborda a representação geométrica de poliedros e formatos comuns de arquivos geométricos. E,

finalmente na Seção 2.7, são abordados os tipos e estruturas de dados utilizados em problemas

de planejamento de caminhos.

2.1 DEFINIÇÕES

As definições, a seguir, padronizam o significado dos termos usados na descrição dos

problemas em estudo.

2.1.1 Espaço de Trabalho

Definição 1 Espaço de trabalho é a representação do ambiente onde os componentes (sólidos
3D) são descritos com localização e geometria exatas (grandezas físicas).

O espaço de trabalho é representado por 𝑊 . No espaço de trabalho 3D os sólidos

são representados em detalhes exatamente como são percebidos no ambiente, sem qualquer

simplificação ou discretização. No espaço de trabalho admite-se inclusive sólidos que não

podem ser representados como poliedros, por exemplo, os corpos redondos.

2.1.2 Espaço de Configuração

Definição 2 Espaço de configuração é a representação do ambiente onde cada componente do
espaço de trabalho sofreu transformações para permitir, a busca da solução de maneira mais
eficiente computacionalmente.

O espaço de configuração é representado por 𝐶. No espaço de configuração 3D os

sólidos são representados por poliedros. Ou seja, admite apenas sólidos com faces planas e

arestas retas.

Definição 3 Configuração inicial é a disposição dos componentes do espaço de configuração no
início do processo.

Definição 4 Configuração objetivo é a disposição dos componentes do espaço de configuração

no final do processo.

Definição 5 A transformação do espaço de trabalho em espaço de configuração consiste em
ignorar as características dos componentes do ambiente que são irrelevantes para o problema
em estudo.
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Na transformação do espaço de trabalho para espaço de configuração os componentes

do ambiente são redimensionados, simplificados e/ou discretizados.

O método de conversão de espaço de trabalho para espaço de configuração foi

introduzido por Udupa (1977). Através da soma de Minkowski, os componentes fixos são

dilatados e o componente que se movimenta no ambiente é reduzido a ponto, de forma

coordenada.

Na geometria computacional tanto o espaço de trabalho, como o espaço de configuração
são espaços geométricos.

2.1.3 Poliedro

Embora o conceito de poliedro seja bem conhecido, a seguir, é dada a definição adequada

para este estudo.

Definição 6 Um poliedro é uma região do espaço cuja fronteira é composta por um número
finito de faces, vértices e arestas (O’Rourke et al., 1998).

Definição 7 A face de um poliedro é um polígono plano. Duas faces quaisquer do poliedro ou
são disjuntas ou se encontram em uma aresta ou um vértice (O’Rourke et al., 1998).

Definição 8 A faceta é um polígono plano convexo que subdivide a face.

As facetas unidas compõem uma face. As facetas, de uma face, são coplanares entre si.

Geralmente as facetas são triângulos. A adoção de triângulos é frequente pela sim-

plicidade. O número de arestas e vértices é fixo. O triângulo é sempre convexo. Também é o

polígono com menor quantidade de vértices e arestas. Qualquer polígono pode ser subdividido

em triângulos. Por estas características, o triângulo é conhecido como o simplexo da segunda

dimensão. Outros simplexos são o ponto, o segmento de reta e o tetraedro nas dimensões zero,

um e três, respectivamente.

Definição 9 Um poliedro é chamado de poliedro convexo se qualquer segmento com extremidades
dentro do poliedro estiver totalmente contido no poliedro.

As faces do poliedro convexo são polígonos convexos e não existem faces coplanares.

Nos poliedros convexos é mais fácil verificar interseção e identificar o que é interno ou externo

ao poliedro.

Uma reta que passa pelo interior de um poliedro convexo, intersecta sua fronteira em

exatamente dois pontos. Dado um poliedro convexo, qualquer ponto, segmento de reta, plano

ou outro poliedro que for externo a uma de suas faces também será externo ao poliedro dado.

Apenas as interseções com vértices e arestas exigem maior atenção pois são comuns a duas ou

mais faces.

2.1.4 Obstáculo

Definição 10 Um obstáculo é uma região do ambiente cujo interior é proibido.

Um obstáculo no R2 é representado por um polígono e no R3 é representado por um

poliedro.

O conjunto de obstáculos poliédricos espalhados em 𝐶 é representado por 𝑂. O número

de obstáculos é indicado por |𝑂 |. Cada obstáculo em 𝑂 é representado por 𝑜𝑖 ∈ 𝑂, para

𝑖 ∈ {1, 2, ..., |𝑂 |}. As regiões de 𝐶 ocupadas por obstáculos são representadas por:
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𝐶𝑜 =
𝑛⋃
𝑖=1

𝑜𝑖 (2.1)

Para dar maior clareza ao texto, os termos e respectivos símbolos de: face 𝐹, vértice

𝜈 e aresta 𝑒; serão utilizados exclusivamente para se referir as partes de polígonos, poliedros e

obstáculos.

Definição 11 Os obstáculos que são intersectados por um segmento de reta, plano ou poliedro
são chamados de obstáculos de interseção.

2.1.5 Objeto

Definição 12 O objeto é um ponto que se move no espaço de configuração.

No espaço de trabalho o objeto é um poliedro que se move pelo ambiente. Durante a

conversão para o espaço de configuração o objeto é reduzido para um ponto.

Em cada aplicação o objeto representa algo diferente. Pode ser um braço robótico ou

apenas sua ponta efetuadora, um veículo, uma pessoa, um personagem de jogos, um animal, uma

cadeia de elos de um robô, etc.

Em algumas aplicações o objeto não representa apenas um poliedro que se move, mas é

uma série de cópias do mesmo poliedro, as vezes rotacionadas, que se estende pelo espaço de

trabalho. Nestas aplicações o objeto pode representar um duto, um cabo elétrico, uma ligação, a

trilha em uma placa eletrônica, ou seja, algum material que se deseja minimizar o consumo.

Durante a transformação de espaço de trabalho para espaço de configuração além do

objeto ser reduzido a um ponto, os obstáculos são ampliados para compensar a redução do

objeto. Se dois obstáculos estão muito próximos ou justapostos no espaço de trabalho, após a

transformação para o espaço de configuração, eles ficam sobrepostos. A interseção de obstáculos

é inconcebível no espaço de trabalho, mas é necessária no espaço de configuração para impedir

a passagem do objeto entre obstáculos muito próximos.

2.1.6 Região Livre de Obstáculos

Definição 13 É chamada de livre de obstáculos a região do espaço de configuração que não
está no interior de qualquer obstáculo.

As regiões de 𝐶 livres de obstáculos são representadas por 𝐶𝑓 , ou seja, é o subconjunto

do espaço de configuração 𝐶 que não contém obstáculos. O espaço livre de obstáculos 𝐶𝑓 pode

ser gerado tomando o complemento da união de todos os obstáculos

𝐶𝑓 = 𝐶 \ 𝐶𝑜. (2.2)

Definição 14 A fronteira dos obstáculos no espaço de configuração é considerada região livre

de obstáculos, desde que não esteja no interior de outro obstáculo.

Os obstáculos são regiões cujo interior é proibido, porém sua superfície ou fronteira é

permitida, isto é, os vértices, arestas e faces dos obstáculos são considerados regiões livres,

𝐶𝑠 =
|𝑂 |⋃
𝑖=1

𝜕𝑜𝑖, (2.3)
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onde 𝜕𝑜𝑖 representa a fronteira ou superfície do obstáculo 𝑖. Portanto a expressão do espaço livre

precisa ser reescrita para incluir as superfícies dos obstáculos

𝐶𝑓 = (𝐶 \ 𝐶𝑜) ∪ 𝐶𝑠. (2.4)

No restante deste documento, fica convencionado que a a superfície dos obstáculos 𝐶𝑠
está incluída no espaço livre 𝐶𝑓 .

Definição 15 Um ponto externo a todos obstáculos do espaço de configuração é considerado
ponto livre de obstáculos.

Por esta definição, um ponto 𝑎 é livre de obstáculos se não estiver no interior de qualquer

obstáculo em 𝐶, ou seja:

∀𝑜𝑖 ⊂ 𝐶 : 𝑎 ∩ 𝑖𝑛𝑡 (𝑜𝑖) = ∅, (2.5)

onde 𝑜𝑖 é o 𝑖-ésimo obstáculo e 𝑖𝑛𝑡 (𝑜𝑖) denota o interior do 𝑖-ésimo obstáculo.

Por outro lado, um ponto 𝑏 não é livre de obstáculos, se, estiver no interior de pelo

menos um dos obstáculos em 𝐶, ou seja:

∃𝑜𝑖 ⊂ 𝐶 : 𝑏 ∩ 𝑖𝑛𝑡 (𝑜𝑖) ≠ ∅ (2.6)

Definição 16 Um segmento de reta que todas as suas partes são externas a qualquer obstáculo
é considerado Segmento de Reta Livre de Obstáculos.

Por esta definição, o segmento de reta entre dois pontos 𝑎 e 𝑏 é livre de obstáculos se o

segmento de reta 𝑎𝑏 não passa pelo interior de qualquer dos obstáculos em 𝐶, ou seja:


𝑜𝑖 ⊂ 𝐶 : 𝑎𝑏 ∩ 𝑖𝑛𝑡 (𝑜𝑖) ≠ ∅ (2.7)

Por outro lado, o segmento de reta entre dois pontos 𝑐 e 𝑑 não é livre de obstáculos se o

segmento de reta 𝑐𝑑 passa pelo interior de, pelo menos, um obstáculo, ou seja:

∃𝑜𝑖 ⊂ 𝐶 : 𝑐𝑑 ∩ 𝑖𝑛𝑡 (𝑜𝑖) ≠ ∅ (2.8)

Como a superfície dos obstáculos é permitida, ou seja, é considerada livre, verificar

se um segmento de reta intersecta um obstáculo requer atenção especial. Principalmente se a

interseção acontecer em vértices ou arestas do obstáculo (ver Figura 2.1).

2.1.7 Dinâmica do Ambiente

Definição 17 Um ambiente é considerado estático quando todas as modificações no meio são
causadas pela atuação do objeto.

No ambiente estático, somente o movimento ou manipulação do objeto afetam o ambiente. Os

obstáculos permanecem inertes.

Definição 18 Um ambiente é considerado dinâmico quando ocorrem alterações no meio além
da atuação do objeto.

No ambiente dinâmico, os obstáculos são adicionados, retirados e se movem.
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Figura 2.1: Interseção de segmentos de reta com obstáculo. Os segmentos azuis não têm interseção. Mas os

segmentos vermelhos atravessam pelo interior do obstáculo existindo interseção com o obstáculo.

Definição 19 Um ambiente é dito controlado quando todas as alterações do meio são conhecidas
a priori.

Um ambiente controlado, mesmo sendo dinâmico, pode ser tratado, pelos algoritmos,

como estático se na entrada for apresentada uma configuração futura prevista.

2.1.8 Caminho

Definição 20 Um caminho é uma sequência alternante entre pontos e segmentos de reta que
começa e termina em pontos, sendo todos os pontos e segmentos de reta distintos (Bondy et al.,
1976).

Definição 21 Os pontos de extremidade de um caminho são chamados de origem e destino.

Os pontos de origem e destino são representados pelos símbolos 𝑠 e 𝑡, respectivamente.

Considerando um ambiente estático, que apenas o objeto se move pelo espaço de
configuração, e os obstáculos permanecem fixos, o ponto de origem equivale à configuração
inicial. E o ponto de destino equivale à configuração objetivo.

Um caminho pode ser representado em um grafo por uma sequência de nodos e/ou arcos.

Neste texto, para facilitar a identificação, são adotados nomes e símbolos específicos para os

elementos de caminho, conforme definidos a seguir.

Definição 22 Trecho é o segmento de reta que faz parte de um caminho.

O trecho é representado pelo símbolo 𝜏.

Definição 23 Ponto de passagem é o ponto comum a dois trechos do caminho.
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O ponto de passagem é representado pelo símbolo 𝜌.

O caminho do ponto de origem 𝑠 até o ponto de destino 𝑡, é representado por 𝑝𝑠𝑡 =
(𝑠, 𝜏1, 𝜌1, 𝜏2, ..., 𝜏𝑘 , 𝑡), onde 𝑠 = 𝜌0 e 𝑡 = 𝜌𝑘 . Um trecho, é representado por 𝜏𝑖 = 𝜌𝑖𝜌𝑖−1 para

𝑖 ∈ {1, ..., 𝑘}. As partes de um caminho formam uma curva simples poligonal 𝑠𝑡 que inicia em 𝑠
e termina em 𝑡. Portanto, não existe nesta curva auto intersecção e todos os trechos são retos.

Definição 24 Entre os pontos de origem 𝑠 e destino 𝑡 existe um conjunto de caminhos 𝑃𝑠𝑡 .

Seja 𝑉 o conjunto finito de pontos extraídos, do espaço livre ou na fronteira dos

obstáculos, do espaço de configuração e𝑈 um subconjunto de 𝑉 ,𝑈 ⊆ 𝑉 . O conjunto𝑈 contém

apenas os pontos de 𝑉 utilizados em um caminho 𝑝𝑖 entre 𝑠 e 𝑡, ou seja, 𝑝𝑖 ∈ 𝑃𝑠𝑡 . O tamanho do

conjunto de caminhos 𝑃𝑠𝑡 está no intervalo

0 ≤ |𝑃𝑠𝑡 | ≤
𝑛∑
𝑘=0

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! , (2.9)

onde 𝑛 = |𝑉 | − 2 retirados os pontos de origem 𝑠 e destino 𝑡. Caso não exista caminho

entre 𝑠 e 𝑡 o tamanho de 𝑃𝑠𝑡 será 0, ou seja, 𝑃𝑠𝑡 = ∅. Porém, se houver caminho entre 𝑠 e 𝑡, o

conjunto de caminhos é formado por arranjos sem repetição com os pontos de origem e destino

fixados. O número de elementos dos arranjos varia de apenas dois (origem e destino) até todos

elementos do conjunto 𝑉 .

Definição 25 Peso do trecho é o valor atribuído a um trecho que se refere ao custo para
percorrê-lo.

No problema em estudo, neste trabalho, o peso de um trecho 𝜏𝑖 se refere à medida do

respectivo segmento de reta, ou seja, a distância euclidiana.

𝜔(𝜏𝑖) = 𝑑 (𝜌𝑖 − 𝜌𝑖−1) (2.10)

Em outros problemas de planejamento de caminhos pode ser adotada outra métrica para

calcular o custo. Também pode ser atribuído algum valor arbitrário ao custo. Um exemplo de

peso calculado, se aplica ao drone (asas rotativas) cujo gasto de energia aumenta com a variação

de altitude de voo, neste caso atribuir um coeficiente maior à coordenada vertical seria útil. E um

exemplo de peso arbitrário poderia ser aplicado às rodovias com pedágio que além da medida do

trecho existe um valor de pedágio a ser considerado que torna os trechos mais ou menos custosos

para os veículos. Uma maneira de tornar um trecho proibido seria atribuir ao seu peso um

valor muito elevado ou infinito. Existem também os custos ponderados por região, por exemplo,

percorrer uma via pavimentada tem custo menor que uma estrada sem pavimentação.

Definição 26 O custo do caminho é a soma dos pesos atribuídos aos seus trechos.

O custo de um caminho 𝑝 é representando por 𝜔(𝑝)

𝜔(𝑝) =
𝑘∑
𝑖=1

𝜔(𝜏𝑖), (2.11)

onde k é o número de trechos do caminho 𝑝.

Definição 27 Um caminho cujo custo é obtido a partir da soma das distâncias euclidianas entre
as extremidades de cada um dos seus trechos, é chamado caminho euclidiano.
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Definição 28 O caminho mais curto, ou de menor custo, entre todos os caminhos com mesmos
pontos de origem e destino é chamado de caminho mínimo.

O caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡 é representado por 𝑝∗, sendo 𝑝∗ ≤ 𝑝, para 𝑝 ∈ 𝑃𝑠𝑡 . O

custo do caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡 é representado por

𝜔∗(𝑃𝑠𝑡) =
{

min{𝜔(𝑝) | 𝑝 ∈ 𝑃𝑠𝑡} se existir caminho entre 𝑠 e 𝑡,

∞, caso contrário.
(2.12)

Definição 29 O caminho que contém apenas um trecho é chamado caminho direto.

O caminho 𝑝𝑠𝑡 = (𝑠, 𝜏1, 𝑡), é um caminho direto pois 𝜏1 é o único trecho em 𝑝𝑠𝑡 .

Cabe ressaltar que, pela Definição 20, todos os pontos do caminho são distintos, inclusive

os pontos de origem e destino. Portanto, a hipótese de caminho sem trechos (𝑠 = 𝑡) não é

considerada válida. E se alguma aplicação necessitar de um ciclo, com retorno ao ponto de

origem, deverá dividir este ciclo em dois ou mais caminhos.

Definição 30 Um caminho é dito ser livre de obstáculos se todas a suas partes são livres de
obstáculos.

Um caminho livre de obstáculos é dado pelos os pontos de origem 𝑠 e de destino 𝑡,
contidos no espaço livre (𝑠, 𝑡 ∈ 𝐶𝑓 ), e uma sequência de trechos e pontos de passagem, também

contidos no espaço livre.

Definição 31 Um caminho é dito ser mínimo e livre de obstáculos se este for o mais curto entre
todos os caminhos livres de obstáculos com os mesmos pontos de origem e destino.

Definição 32 Um caminho é dito ser viável se for livre de obstáculos.

Uma solução aceitável para o problema de caminhos mínimos é um caminho viável

começando na configuração inicial e terminando na configuração objetivo.

2.1.9 Planejamento de Caminhos

Definição 33 Planejamento de caminhos é o processo para encontrar os caminhos livres de
obstáculos e identificar qual é mínimo.

Faz parte do planejamento de caminhos, dados os pontos de origem e destino:

• Responder se existem caminhos;

• Enumerar os caminhos viáveis;

• Identificar o caminho mínimo.

Se o planejamento de caminhos for realizado sem critérios, por força bruta ou de maneira

ingênua, buscando enumerar e verificar todas as alternativas de pontos de passagem e trechos,

sua complexidade computacional será proibitiva.
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2.1.9.1 Contextos do Planejamento de Caminhos

O problema do caminho mínimo pode ser apresentado nos contextos: Ativo que o par

de pontos de origem e destino é conhecido previamente e apenas o caminho mínimo entre este

par de pontos será desejado; Ou, Passivo que é necessário encontrar, no mesmo ambiente, os

caminhos mínimos entre distintos pares de pontos de origem e destino.

No contexto ativo a intensão é reduzir o custo computacional de mapeamento do

ambiente, que é exclusivo para apenas um par de pontos de origem e destino. Somente a região

do ambiente que for relevante, entre os pontos de origem e destino, é mapeada. Nas Figuras 2.2 e

2.3 são apresentados exemplos da limitação do ambiente a ser mapeado.

Figura 2.2: Contexto ativo, considerar apenas obstáculos no interior de um elipsoide (Gasilov et al., 2011).

Figura 2.3: Contexto ativo, considerar apenas obstáculos intersectados pelo segmento de reta entre origem e destino

(Masoudi, 2020).

No contexto passivo, que precisa encontrar o caminho mínimo para qualquer par de

pontos de origem e destino, o ambiente é inteiramente mapeado. Neste caso o custo computacional

do mapeamento será diluído pelo número de consultas.

2.1.10 Detectar Interseção com Obstáculos

Para encontrar caminhos viáveis, o planejamento de caminhos precisa evitar os obstáculos.

Portanto, a detecção de interseções com obstáculos está no cerne de qualquer algoritmo de

planejamento de caminhos na presença de obstáculos. Não é possível verificar a interseção em

apenas um passo simples. É necessário combinar vários testes parciais para confirmar ou refutar

a interseção entre um segmento de reta e obstáculos. Todas as faces de obstáculos precisam ser

verificadas para refutar interseção.

Os obstáculos são poliedros que podem ser modelados com faces ou com facetas que

são subdivisões de face. Verificar interseção de segmento de reta com triângulos é mais simples

do que verificar a interseção de segmento de reta com outros polígonos convexos.
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Os poliedros modelados com facetas trianguladas exigem um número maior de testes

de interseção do que exigiria se modelado com faces poligonais. O teste com triângulos é mais

rápido que o teste com polígonos convexos. Porém a complexidade computacional é semelhante

independentemente de as faces serem polígonos convexos ou subdivididas em triângulos.

2.1.11 Visibilidade

Definição 34 Dois pontos são visíveis entre si se ambos pertencem a um Segmento de Reta

Livre de Obstáculos (Ver Definição 16).

2.1.12 Grafo de Espaços Livres

Definição 35 O grafo de espaços livres 𝐺, definido por seu conjunto de nodos 𝑉 e arcos 𝐸 , é
capaz de capturar um subconjunto do espaço de configuração livre de obstáculos.

𝐺 ⊆ 𝐶𝑓 , 𝐺 = (𝑉, 𝐸) (2.13)

Dependendo da abordagem adotada para resolver o problema, o grafo de espaços

livres recebe uma denominação específica. Na abordagem por visibilidade é denominado

Grafo de Visibilidade. Já na abordagem por decomposição em células é denominado Grafo de

Decomposição.

No grafo de visibilidade o conjunto de nodos 𝑉 é obtido na superfície dos obstáculos.

Mais especificamente, em vértices e pontos nas arestas dos obstáculos.

Na decomposição em células é gerada uma grade subdividindo o espaço de configuração.

O conjunto de nodos 𝑉 do grafo de decomposição representa as células da grade que são livres

de obstáculos.

Em qualquer abordagem são acrescentados também, ao grafo de espaços livres, os

pontos de origem 𝑠 e destino 𝑡.
Dados os nodos 𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ∈ 𝑉 sendo 𝑖 ≠ 𝑗 , o critério para incluir o arco 𝑒𝑖 𝑗 , entre 𝑣𝑖 e 𝑣 𝑗 ,

em 𝐸 é distinto para cada abordagem.

No grafo de visibilidade o conjunto de arcos 𝐸 é construído verificando se o segmento

de reta entre os nodos 𝑣𝑖 e 𝑣 𝑗 é um Segmento de Reta Livre de Obstáculos (Ver Definição 16).

No grafo por decomposição é verificada a vizinhança entre as células 𝑣𝑖 e 𝑣 𝑗 . O critério

de vizinhança é baseado no compartilhamento de vértices, arestas e faces entre as células. Ou

seja, o arco 𝑒𝑖 𝑗 é incluído ao grafo se as células 𝑣𝑖 e 𝑣 𝑗 são vizinhas.

As abordagens por grafo de visibilidade e por decomposição em células, são detalhadas

nos Capítulos 6 e 7, respectivamente.

2.2 VARIAÇÕES DE PROBLEMAS DE CAMINHO MÍNIMO

Segundo Mitchell (2017) os problemas de caminho mínimo podem ser classificados a

partir dos seguintes parâmetros que os definem:

1. Função objetivo: O tamanho do caminho pode ser medido de acordo com a métrica

euclidiana, uma métrica 𝐿𝑝, o número de trechos, uma combinação de vários critérios,

etc.

2. Restrições do caminho: O caminho precisa ser da origem 𝑠 até o destino 𝑡 enquanto

visita um conjunto de pontos ou um conjunto de regiões especificado.
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3. Geometria da Entrada: O mapa do domínio geométrico também define restrições ao

caminho, forçando a evitar vários tipos de obstáculos.

4. Tipo do Objeto em Movimento: O objeto a ser movido através do caminho pode ser

representado por um único ponto ou pode ser um robô com alguma geometria específica.

5. Dimensão do Problema: Geralmente os problemas estão em 2 ou 3 dimensões, mas

maiores dimensões surgem em certas aplicações.

6. Reuso do Ambiente Mapeado: Apenas um caminho gerado ou vários caminhos são

obtidos a partir do mesmo ambiente mapeado.

7. Mutabilidade do Ambiente: O ambiente pode ser estático ou dinâmico.

8. Precisão: Algoritmos exatos ou aproximados.

9. Mapa Parcialmente Conhecido ou Desconhecido: É exigido que o robô em movimento

sinta e descubra a aparência do ambiente enquanto percorre o caminho. O mapa

pode também ser conhecido com algum grau de incerteza, direcionando para modelos

estocásticos de planejamento de caminhos.

Se o planejamento de caminhos está focado em otimalidade, Mitchell (2017) descreve

as variações que incluem:

• Caminho mínimo no interior de um polígono/poliedro.

• Caminho mínimo entre polígonos/poliedros.

• Caminho mínimo em número de trechos.

• Caminho de tempo mínimo.

• Caminho mínimo em métrica 𝐿1. Também conhecido como caminho retilinear ou

caminho de Manhattan.

• Caminho mínimo multicritério. Além do custo ou distância, outros critérios são

considerados como métrica.

• Caminho mínimo em regiões ponderadas. Uma função peso em cada região altera o

custo do trecho naquela região.

2.3 CAMINHO MÍNIMO EM GRAFOS

Os algoritmos de busca de caminho mínimo em grafos quanto a quantidade de vértices

de origem e de destino são divididos em caminho mínimo de uma origem (SSSP) do inglês Single
Source Shortest Path e caminho mínimo entre todos os pares (APSP) do inglês All-pairs Shortest
Path.

A seguir são apresentadas as alternativas de busca de caminhos mínimos em grafos por

programação matemática e com algoritmos.
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2.3.1 O Problema de Caminho Mínimo em Grafos - Programação Matemática

Dado o grafo conectado 𝐺 = (𝑉, 𝐸), encontre o caminho mínimo entre os nodos 𝑠 e 𝑡,
𝑡 ≠ 𝑠 tal que

min 𝑍 =
∑
(𝑖, 𝑗)∈𝐸

𝐶𝑖 𝑗 𝑋𝑖 𝑗

sujeito a:∑
𝑗

𝑋 𝑗𝑖 −
∑
𝑗

𝑋𝑖 𝑗 = 𝑏𝑖, 𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ∈ 𝑉

onde:

𝑋𝑖 𝑗 =

{
1 se 𝑒𝑖 𝑗 está no caminho

0 caso contrário

𝐶𝑖 𝑗 : custo do arco 𝑒𝑖 𝑗

𝑏𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 𝑣𝑖 = 𝑠
0 𝑣𝑖 ≠ 𝑠, 𝑡
−1 𝑣𝑖 = 𝑡

(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸
Expandindo a função objetivo e as restrições (para o grafo da Figura 2.4 que é representado pela

matriz de adjacência na Figura 2.5):

min 𝑍 = 𝐶12𝑋12+𝐶14𝑋14+𝐶21𝑋21+𝐶23𝑋23+𝐶32𝑋32+𝐶34𝑋34+𝐶35𝑋35+𝐶41𝑋41+𝐶43𝑋43+𝐶45𝑋45+𝐶53𝑋53+𝐶54𝑋54

Sujeito a:

para

𝑖 = 1 𝑋21 + 𝑋41 − (𝑋12 + 𝑋14) = 𝑏1

𝑖 = 2 𝑋12 + 𝑋32 − (𝑋21 + 𝑋23) = 𝑏2

𝑖 = 3 𝑋23 + 𝑋43 + 𝑋53 − (𝑋32 + 𝑋34 + 𝑋35) = 𝑏3

𝑖 = 4 𝑋14 + 𝑋34 + 𝑋54 − (𝑋41 + 𝑋43 + 𝑋45) = 𝑏4

𝑖 = 5 𝑋35 + 𝑋45 − (𝑋53 + 𝑋54) = 𝑏5

Substituindo os valores de custo:

min 𝑍 = 3𝑋12 + 5𝑋14 + 3𝑋21 + 4𝑋23 + 4𝑋32 + 3𝑋34 + 2𝑋35 + 5𝑋41 + 3𝑋43 + 6𝑋45 + 2𝑋53 + 6𝑋54

Sujeito a:

𝑋21 + 𝑋41 − (𝑋12 + 𝑋14) = 1

𝑋12 + 𝑋32 − (𝑋21 + 𝑋23) = 0

𝑋23 + 𝑋43 + 𝑋53 − (𝑋32 + 𝑋34 + 𝑋35) = 0

𝑋14 + 𝑋34 + 𝑋54 − (𝑋41 + 𝑋43 + 𝑋45) = 0

𝑋35 + 𝑋45 − (𝑋53 + 𝑋54) = −1

2.3.2 Caminho Mínimo de uma Origem - SSSP

Os métodos de caminho mínimo de uma origem possuem esse nome porque apenas um

nodo do grafo é definido como origem. Os métodos de referência para busca de caminho mínimo

em grafos partindo de uma origem são Dĳkstra, Belmannn-Ford e A-estrela (A*).

O método Dĳkstra (Dĳkstra, 1959) visa encontrar o menor caminho em um grafo onde

os arcos têm pesos conhecidos. Este algoritmo é uma forma especial de programação dinâmica
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Figura 2.4: Um grafo com 5 nodos e 6 Arcos. Origem 𝑠 nodo 1. Destino 𝑡 nodo 5.

Figura 2.5: Tabela de custos do grafo na Figura 2.4.

e é também considerado um método de busca em largura. O Dĳkstra acha o caminho mais

curto que depende puramente do custo local do caminho (Yang et al., 2016). Para empregar este

método é necessário que todos os arcos do grafo possuam pesos positivos. Definido um nodo de

origem no grafo, o algoritmo verifica os seus nodos adjacentes e avalia o custo (peso dos arcos)

para acesso a cada um deles e escolhe o nodo cujo arco tem menor custo. A mesma pesquisa é

repetida para o novo nodo escolhido ignorando os nodos já percorridos anteriormente. Caso

encontre um caminho que tenha custo menor que o previamente apurado, substitui o caminho

antigo pelo novo caminho. E assim sucessivamente até atingir todos os nodos do grafo ou atingir

o nodo destino. O Algoritmo Dĳkstra é recomendado quando não necessariamente está definido

um destino. Apenas o custo do caminho entre o nodo origem e o nodo atual é calculado. Se

o nodo destino estiver definido, assim que alcançado, a busca pode ser interrompida porque

o caminho mínimo entre a origem e o destino já foi encontrado. Se o nodo destino não está

definido, ou a busca não for interrompida ao atingir o nodo destino, serão encontrados os menores

caminhos, de menor custo, partindo do nodo origem até todos os demais nodos do grafo. A

complexidade deste algoritmo é O(|𝐸 | log |𝑉 |) onde |𝑉 | é número de nodos e |𝐸 | é número de

arcos do grafo. Uma versão apresentada por Fredman e Tarjan (1987) com Heaps de Fibonacci

possui complexidade O(|𝐸 | + |𝑉 | log |𝑉 |).
O algoritmo Bellman-Ford, proposto por Shimbel (1954); Bellman (1958); Ford Jr (1956);

Moore (1959), calcula o caminho mínimo utilizando programação dinâmica. Primeiramente

calcula caminhos mínimos contendo apenas um arco. Em seguida calcula os caminhos mínimos

contendo dois arcos. E assim por diante até calcular caminhos mínimos de |𝑣 | − 1 arcos que

é o máximo de arcos de um caminho no grafo. Para identificar pesos negativos o cálculo de

caminhos mínimos é realizado uma vez mais e havendo alteração na distância de algum caminho é

detectada a existência de arestas com pesos negativos. O resultado do Bellman-Ford é semelhante

ao obtido por Dĳkstra. A complexidade computacional do algoritmo Bellman-Ford é O(|𝐸 | |𝑉 |).
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O método A-estrela (A*) proposto por (Hart et al., 1968), é uma modificação do

algoritmo Dĳkstra que inclui uma heurística para acelerar a busca do caminho de menor custo.

Estando definidos o nodo origem e o nodo destino, o algoritmo não somente avalia os pesos

dos arcos já percorridos, mas também estima o custo até o nodo destino. A heurística é dada

pela fórmula 𝑓 (𝑣) = 𝑔(𝑣) + ℎ(𝑣) onde 𝑔(𝑣) é o custo do nodo inicial 𝑣𝑠 até o nodo atual 𝑣 e

ℎ(𝑣) é o custo estimado do nodo atual 𝑣 até o nodo destino 𝑣𝑡 . A forma como o valor de ℎ(𝑣) é

estimado varia de acordo com a aplicação. Se ℎ(𝑣) for superestimado alguns ramos da árvore de

execução são descartados e o melhor caminho pode não ser encontrado. Se ℎ(𝑣) = 0 o algoritmo

se comportará igual ao Dĳkstra (Yang et al., 2016).

A Tabela 2.1 Compara os algoritmos SSSP permitindo escolher o mais adequado para

cada instância do problema.

Tabela 2.1: Comparação entre Dĳkstra, Bellman-Ford, A*

Dĳkstra Bellman-Ford A*

Abordagem Programação Dinâmica Programação Dinâmica Guloso

Guloso Heurístico

Pesos Positivos Positivos e negativos Positivos

Paralelizável Não sim Não

Origem Sim Sim Sim

Destino Opcional Não Sim

Acha mínimo Sempre Sempre Depende

Complexidade O(|𝐸 | log |𝑉 |) O(|𝐸 | |𝑉 |) O(|𝑉 | log |𝑉 |)

2.3.3 Caminho Mínimo Entre Todos os Pares - APSP

Este método considera que qualquer nodo do grafo pode ser origem do caminho e que

qualquer nodo do grafo, diferente da origem, pode ser o destino do caminho. Os métodos de

referência para busca de caminho mínimo em grafos entre todos os pares são Floyd-Warshall e a

repetição dos métodos SSSP para cada nodo do grafo como origem.

O algoritmo Floyd-Warshall proposto por (Floyd, 1962; Warshall, 1962; Ingerman,

1962; Roy, 1959) calcula o caminho mínimo entre todos os pares de nodos. Ou seja, não estão

definidos o nodo de origem nem o nodo de destino. Este método gera uma matriz de distâncias

que indica qual é o menor caminho entre o nodo indicado pela linha da matriz com o nodo

indicado pela coluna da matriz. Também fica indicado um nodo adjacente ao nodo origem que

pertence ao menor caminho, ou seja, o nodo seguinte no menor caminho. A complexidade deste

algoritmo é O(|𝑉 |3). A abordagem deste algoritmo é a programação dinâmica.

A outra opção para obter os caminhos mínimos entre todos os pares do grafo é executar,

por exemplo, o Dĳkstra repetidas vezes considerando cada um dos nodos do grafo como origem.

A complexidade de usar Dĳkstra a partir de todos os nodos é O(|𝑉 | |𝐸 | log |𝑉 |). Em grafos

completos ou densos, onde assintoticamente |𝐸 | = |𝑉 |2, o método Floyd-Warshall é indicado.

Porém, em grafos esparsos, cujo do grau do grafo é pequeno, onde |𝐸 | é da mesma ordem que

|𝑉 | repetir o método Dĳkstra para todos os nodos será mais rápido.

2.3.4 Mapa de Caminhos Mínimos

Definição 36 Mapa de caminhos mínimos 𝑆𝑃𝑀 (𝑅) é uma estrutura de dados que armazena o
resultado da busca de caminhos mínimos em um grafo, onde 𝑅 é o conjunto de raízes. Os nodos
origem da busca do caminho mínimo no grafo são as raízes do mapa 𝑅 ⊆ 𝑉 .
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Se o mapa 𝑆𝑃𝑀 (𝑅) foi gerado por um método APSP todo o conjunto de nodos será

utilizado como raiz do mapa 𝑅 = 𝑉 . Porém se o mapa 𝑆𝑃𝑀 (𝑅) foi gerado por um método SSSP

apenas o nodo 𝑣𝑖 escolhido como origem será incluído no conjunto de raízes 𝑆𝑃𝑀 ({𝑣𝑖}). Para

incluir vários nodos raiz por SSSP é necessário realizar a busca para cada nodo como origem.

2.4 CAMINHO MÍNIMO ENTRE POLIEDROS

Seja 𝐶 um espaço de configuração (Domínio poliedral) que representa um ambiente

no R3 com obstáculos (poliedros), e 𝐶𝑓 as regiões de 𝐶 livres de obstáculos. Sejam também os

conjuntos de vértices 𝜈, Faces 𝐹 e arestas 𝑒 dos obstáculos em 𝐶. Dados dois pontos 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐶,

calcular o caminho mínimo 𝑝∗𝑠𝑡 em 𝐶𝑓 de 𝑠 até 𝑡. O caminho 𝑝𝑠𝑡 dobra nas arestas (às vezes

também nos vértices) de obstáculos em 𝐶.

Para calcular o caminho mínimo 𝑝∗𝑠𝑡 é necessário resolver dois subproblemas:

• encontrar a sequência de arestas (e vértices) a ser visitada por 𝑝∗𝑠𝑡 (a sequência de arestas

do caminho mínimo de 𝑠 a 𝑡);

• calcular os pontos de passagem em cada aresta da sequência.

Dada a sequência com 𝑚 arestas, que contém o caminho mínimo, é preciso resolver um

sistema de𝑚 equações polinomiais em𝑚 variáveis para encontrar os pontos de passagem em cada

aresta; cada equação acaba sendo quadrática. Isso pode ser resolvido aproximadamente, usando

um esquema iterativo, ou exatamente, usando técnicas de geometria algébrica real computacional;

o último método requer tempo exponencial. Mesmo o primeiro problema, mais “combinatório”,

de calcular a sequência de arestas do caminho mais curto é NP-difícil (Canny e Reif, 1987b),

então o problema geral do caminho mínimo é certamente muito mais difícil em três dimensões

(Halperin et al., 2017; Mitchell, 2017).

2.5 CAMINHO MÍNIMO ENTRE SEGMENTOS DE RETAS

Considerando que uma sequência de arestas dos obstáculos foi definida e que existe

visibilidade completa entre as arestas adjacentes na sequência. Ignorando os poliedros de

obstáculos, a sequência de arestas se torna uma sequência de segmentos de reta.

Dados dois pontos 𝑠 e 𝑡, origem e destino respectivamente, e uma sequência de segmentos

de reta distintos 𝑅 = (𝑟1, 𝑟2, ..., 𝑟𝑛), 𝑟𝑖 ≠ 𝑟 𝑗 para 𝑖 ≠ 𝑗 e 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 2, ..., 𝑛. Cada segmento de reta

da sequência 𝑟𝑖 possui os pontos 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖 como extremidades 𝑟𝑖 = 𝑎𝑖𝑏𝑖. Encontrar o caminho

mínimo da origem 𝑠, passando pelos segmentos de reta da sequência, até o destino 𝑡. Considerar

que no intervalo de cada segmento de reta 𝑟𝑖 da sequência existe um ponto de passagem 𝜌𝑖 ∈ 𝑟𝑖
que minimiza o caminho 𝑝 = 𝑠, 𝜌1, 𝜌2, ..., 𝜌𝑛, 𝑡. Ver Figura 2.6.

2.5.1 Método Iterativo

Uma forma de resolver este problema é aplicar um método iterativo que reposiciona os

pontos de passagem 𝜌 para se aproximar do caminho mínimo. A cada iteração é aplicado um

pequeno deslocamento na posição de 𝜌 sobre cada segmento de reta da sequência para convergir

para o caminho mínimo. Cabe lembrar que como este é um método numérico, que encontra

apenas uma aproximação do caminho mínimo. Em (Trang et al., 2017; Tran e Dinneen, 2021)

são apresentados algoritmos iterativos para este problema.
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Figura 2.6: Caminho em uma sequência de segmentos de reta. Linhas em preto são os segmentos de reta. Linhas

em Verde é um caminho inicial entre 𝑠 e 𝑡. Linhas em Azul é um caminho otimizado entre 𝑠 e 𝑡.

2.5.2 Programação Matemática

A forma analítica de resolver este problema é através de métodos de otimização

por programação matemática. No caso Programação não linear (NLP) mais especificamente

Programação quadrática (QP).

min𝜔 = | |𝜌1 − 𝑠 | | +
(∑𝑛

𝑖=1 | |𝜌𝑖+1 − 𝜌𝑖 | |
) + ||𝑡 − 𝜌𝑛 | |

Sujeito a

0 ≤ ℓ𝑖 ≤ 1

ℓ𝑖 ∈ R
Onde

𝜔: o custo do caminho

𝜌𝑖 = 𝑎𝑖 + ℓ𝑖 (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖), é o ponto de passagem na aresta 𝑖
𝑎𝑖 e 𝑏𝑖: os pontos de extremidade da 𝑖-ésima aresta

𝑠, 𝑡 ∈ R: os pontos de origem e destino, respectivamente

𝑛: número de arestas em uma sequência de arestas

| |𝑐 − 𝑑 | |: Distância euclidiana entre os pontos 𝑐 e 𝑑 no R3

As variáveis de decisão são 𝑙𝑖, 𝑖 = 1..𝑛. Para cada segmento na sequência, um 𝑙𝑖 é

atribuído, cujo valor está entre 0 e 1. A definição paramétrica do segmento de reta é utilizada

para encontrar a localização do ponto 𝜌𝑖 no 𝑖-ésimo segmento de reta. O ponto de passagem 𝜌𝑖
pode estar em qualquer posição entre 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖. Por exemplo, se 𝑙𝑖 = 0, 𝜌𝑖 = 𝑎𝑖 e se 𝑙𝑖 = 1, 𝜌𝑖 = 𝑏𝑖.
A função objetivo minimiza a distância euclidiana total entre os pontos de passagem, a origem e

o destino. Uma vez o problema modelado pode ser submetido a um resolvedor (por exemplo,

fmincon no MATLAB, IBM CPLEX, etc.). Os resolvedores possuem diversos algoritmos de

otimização. No trabalho de Masoudi e Fadel (2022) foi adotado um algoritmo de ponto interior.
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2.6 REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DOS OBSTÁCULOS

A representação geométrica do ambiente é importante para os métodos de planejamento

de caminho. Um modelo geométrico adequado contribui para agilizar a detecção de colisão com

os obstáculos. A identificação dos obstáculos que são intersectados é a base dos algoritmos.

Portanto, é de grande importância selecionar a representação geométrica e o formato CAD que

melhor descrevam os dados geométricos do ambiente e facilitem as operações geométricas,

incluindo a detecção de colisão com obstáculos.

Existem diferentes paradigmas de representação geométrica para definir e modelar

elementos 3D. Os dois mais comuns são Geometria Sólida Construtiva (CSG) e Representação

de Fronteira (B-rep).

O CSG se beneficia de primitivas (ou blocos de construção) que podem ser manipulados

usando operações booleanas para gerar modelos 3D mais complexos. As primitivas são

tipicamente formas básicas, como bloco retangular, cilindro, cone, plano e esfera.

O B-rep, por outro lado, é baseado na ideia de que um objeto físico é limitado por um

número finito de faces que são fechadas (ou seja, não há quebras ou furos em sua fronteira) e

orientáveis (ou seja, os dois lados de uma face são distintos por terem normais de superfície

apontando para direções opostas). Portanto, faces, vértices e arestas são os blocos de construção

do B-rep que constroem a superfície de um sólido.

Os métodos de planejamento de caminhos baseados em grafo de visibilidade dependem

de pontos na fronteira dos obstáculos. Se for adotada a representação geométrica CSG é

necessário gerar a representação B-rep.

Converter formas curvas, por exemplo uma esfera, em B-rep é criar um poliedro com

faces planas que se aproxima da forma original da esfera. A grau de aproximação adotado é

relacionado aos requisitos de cada aplicação. Para algumas aplicações uma esfera pode ser

representada por um poliedro simples, por exemplo um cubo, já outras aplicações exigem a

representação da esfera em um poliedro com muitas de faces.

A representação geométrica B-rep, portanto, é mais adequada para planejamento de

caminhos.

Além da escolha da representação geométrica, também é necessário decidir como os

dados geométricos desta representação devem ser armazenados e reportados. Os pacotes de

software CAD fornecem uma variedade de formatos de dados. Um formato de dados apropriado é

aquele que pode ser facilmente trocado entre esses pacotes. Assim, para superar os problemas de

interoperabilidade do uso de modelos 3D específicos de cada plataforma (formatos proprietários),

é recomendável adotar formatos de código aberto (neutros) que são comuns entre os diferentes

pacotes de software CAD. A Tabela 2.2 faz uma comparação dos formatos neutros amplamente

utilizados.

Como pode ser visto na Tabela 2.2, OBJ, OFF, PLY, STL, VRML e X3D são os

formatos que utilizam malhas aproximadas em uma representação geométrica B-rep. Ser malha

aproximada implica que as arestas são segmentos de reta e, por consequência, as faces são planas.

Por outro lado, malhas precisas são capazes de representar arestas e superfícies curvas utilizando

expressões algébricas e pontos de controle. Os formatos de malha aproximada são renderizados

mais rapidamente do que formatos de malha precisa.

O STL é um dos principais formatos baseados em tesselação sendo amplamente

implantado em indústrias de manufatura aditiva. O STL aproxima as superfícies de sólidos por

malhas triangulares. O STL é composto apenas por uma lista de triângulos cujos vértice são

descritos explicitamente por literais numéricos. Os formatos AMF e 3MF foram criados para

substituir o STL na impressão 3D. Estes novos formatos além de evitar erros frequentes do STL,
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Tabela 2.2: Comparação de formatos abertos de arquivos 3D. (Kelly e Chakravorty, 2022)

Formato Representação Dados armazenados Aplicação
IGES
(Initial Graphics
Exchange
Specification)

CSG e B-rep
Geometria de superfícies

e cores

Engenharia,

defesa

STEP (STandard
for the Exchange
of Product
model data)

CSG e B-rep
Geometria de superfícies,

topologia e aparência

Engenharia

automotiva,

aerospacial

e construção

OBJ (neutro em
formato ASCII)

Malha aproximada

e precisa em B-rep

Geometria de superfícies

e aparência
Gráficos 3D

OFF (Object
File Format)

Malha aproximada

em B-rep

Geometria de superfícies

e cores(opcional)

Gráficos 3D

e 4D

PLY (Polygon
File Format)

Malha aproximada

em B-rep

Geometria de superfícies

customizável

Gráficos 3D,

scanner 3D

VRML (Virtual
Reality Modeling
Language)

Malha aproximada

em B-rep

Geometria de superfícies

e aparência
Internet

X3D
(Extensible 3D)

Malha aproximada

e precisa em B-rep

Geometria de superfícies,

aparência, animação,

cena

Internet

COLLADA
(COLLAborative
Design Activity)

Malha aproximada

e precisa em B-rep

Geometria de superfícies,

aparência, animação,

cinemática e física

Jogos e

filmes

STL (STereo-
Lithography)

Malha aproximada

em B-rep

Geometria de superfícies

somente

Impressão 3D,

Prototipagem

rápida,CAM

AMF (additive
manufacturing
file format)

Malha aproximada

e precisa em B-rep

Geometria de superfícies,

aparência, orientação

Impressão 3D,

Prototipagem

rápida, CAM

3MF (3D
Manufacturing
Format)

Malha aproximada

em B-rep

Geometria de superfícies,

comandos e configurações

de impressão 3D

miniaturas

Impressão 3D,

Prototipagem

rápida, CAM

também adicionam recursos necessários para impressoras 3D aprimoradas que combinam cores

e materiais variados.

A finalidade original do formato OBJ é visualização 3D. O OBJ também pode ser

empregado para impressão 3D. Os formatos OBJ, OFF e PLY são bastante semelhantes na base

de representação, pois, empregam lista de vértices e lista de faces. Cada vértice na respectiva

lista contém as coordenadas 𝑋,𝑌, 𝑍 de um ponto. E cada face na respectiva lista é uma sequência

de índices da lista de vértices. O formato OFF é o mais simples contendo apenas dados da

geometria e opcionalmente a cor das faces. O formato OBJ também suporta a definição de

materiais, texturas, cores e normais para renderização e geração de imagens com realismo. O

formato PLY é o mais flexível pois permite parametrizar e estender os dados armazenados.
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O VRML é outro formato baseado em tesselação que também codifica dados de

aparência e é indicado para aplicações da web. O formato X3D é uma melhoria do VRML que

adiciona animação e outras funcionalidades para permitir visualização interativa mais envolvente

e realística.

2.6.1 Erros Comuns nos Formatos de Arquivos

Como observado por Fadel e Kirschman (1996), STL causa perda de precisão devido a

erros de arredondamento ao calcular as aproximações de superfícies curvas por uma série de

triângulos. Este erro resulta na geração de vários pontos muito próximos, apesar de apontar para

o mesmo ponto único. Isso pode causar um furo na superfície de um sólido tesselado, pois a

aresta que dois triângulos compartilham deixa de ser comum devido a diferentes coordenadas

dos “pontos comuns”. Essa situação pode ser vista na Figura 2.7.

Figura 2.7: Erro em arredondamento em tesselações (Fadel e Kirschman, 1996).

Outra questão diz respeito à tolerância cordal em uma triangulação. Tolerância cordal,

conforme definido por Fadel e Kirschman, é a distância da superfície de um modelo sólido ao

vetor que representa um lado do triângulo. Para melhorar a precisão da tesselação, é preciso

reduzir a tolerância cordal aumentando o número de triângulos.

O STL cria um formato de tesselação obtendo as coordenadas dos pontos de cada

triângulo e representando-os. Assim, as coordenadas de dois pontos são repetidas à medida que

uma aresta é compartilhada entre dois triângulos. A repetição das coordenadas de um ponto pode

aumentar a chance de se obter erro de arredondamento naquele ponto. Além disso, resulta em

mais espaço necessário para armazenar os grandes volumes de dados do formato STL.

O VRML, por outro lado, primeiro obtém todos os pontos e depois cria os triângulos,

reduzindo a possibilidade de erro de arredondamento. Este formato, no entanto, não vem com as

normais dos triângulos. Se as normais são desejadas para alguma aplicação, o usuário deverá

calcular.

O OBJ, semelhante ao VRML, também descreve os pontos antes de criar cada face

(triângulo ou polígono). O que difere é que o VRML lista todos os pontos do modelo antes de

criar as faces e o OBJ intercala as listas de pontos e faces, definindo os pontos antes de seu

primeiro uso. Quanto às normais o formato OBJ representa, porém, normais de vértices e não

de faces. O objetivo das normais é visual permitindo normais distintas na mesma face. Na

renderização essas normais ajudam na aparência suavizada do poliedro imitando um sólido curvo

(ex.: uma esfera).
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Embora a lista de vértices, nos formatos VRML e OBJ, permita o reuso dos vértices na

construção das faces, não existem, nestes formatos, mecanismos que impeçam a repetição de

vértices nem a garantia de que as faces foram definidas corretamente, sem sobreposição ou furos,

nem que o sólido gerado será fechado.

Basicamente qualquer dos formatos apresentados pode ser usado como o formato de

armazenamento de dados do espaço de configuração, pois armazenam o mínimo de dados

necessários, embora nenhum atenda plenamente as necessidades do planejamento de caminhos.

É preciso algum pré-processamento para validar e complementar dados. A validação basicamente

consiste em verificar e eliminar vértices em duplicidade e unificar vértices muito próximos. Para

manter a representação consistente nas listas é necessário substituir as referências aos vértices

eliminados ou substituídos. O objetivo é eliminar brechas na malha causadas por erros de

arredondamento. Além disso é necessário verificar se os poliedros gerados são orientáveis e

fechados. O complemento de dados é destinado a melhorar o desempenho dos algoritmos de

planejamento de caminhos pelo armazenamento de dados pré-calculados dos relacionamentos

entre vértices, arestas e faces. Também pode ser necessário calcular as normais de faces.

2.7 TIPOS E ESTRUTURAS DE DADOS

Os tipos e estruturas dos dados a serem armazenados e manipulados afetam o desempenho

computacional dos algoritmos. Portanto deve se empregar os tipos de dados que facilitem as

operações geométricas e algébricas sobre os dados do espaço de configuração. Os tipos de dados

usados na implementação dos algoritmos de planejamento de caminhos incluem ponto flutuante,

inteiro e lógico. O tipo ponto flutuante de dupla precisão é utilizado na representação de pontos,

vértices, vetores, etc. Já os tipos inteiros servem como índices para identificação dos elementos

em listas. O espaço de configuração é descrito como uma lista de obstáculos. Outras estruturas

de dados são utilizadas, dependendo da abordagem do algoritmo de planejamento de caminhos.

2.7.1 Lista de Arestas Duplamente Conectada DCEL

Os dados geométricos dos obstáculos são organizados em uma estrutura de dados

largamente utilizada em geometria computacional chamada Lista de Arestas Duplamente

Conectada (DCEL). A DCEL é composta por listas de vértices, semi-arestas e faces que são

conectados de maneira consistente e compacta para permitir a navegação eficiente por toda

superfície do obstáculo. Cada aresta do obstáculo é representada por um par de semi-arestas que

são simétricas entre si, isto é, o vértice de origem de uma semi-aresta é o vértice extremidade da

semi-aresta sua simétrica. Cada elemento da lista de vértices possui além de suas coordenadas a

indicação de uma semi-aresta com origem neste vértice. Cada elemento da lista de faces possui

a indicação de uma semi-aresta à sua direita, adicionalmente também é armazenado o vetor

normal desta face. É na lista de semi-arestas que é feita a amarração de todos os componentes

do obstáculo. Cada elemento da lista de semi-arestas armazena as indicações do vértice de sua

origem, da sua simétrica (semi-aresta), da face a sua esquerda e das semi-arestas próxima e

anterior no contorno da face a sua esquerda (Berg et al., 2008).

2.7.2 Grafo

Os grafos são utilizados amplamente no planejamento de caminhos. Um grafo é

composto por nodo e arcos (ligação entre dois nodos). Nos textos sobre grafos o termo vértice é

sinônimo de nodo e o termo aresta é sinônimo de arco. Para tornar o texto mais conciso e evitar

falhas de interpretação neste texto os termos vértice e aresta se referem a obstáculos e os termos
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nodo e arco se referem a grafos. Dependendo das características de determinado grafo a estrutura

de dados mais eficiente para armazenar é a lista de adjacência ou a matriz de adjacência. Em

grafos completos, onde todos os nodos estão ligados entre si, a matriz de adjacência é indicada.

Por outro lado, quando o grau do grafo é baixo, ou seja, cada nodo possui poucos arcos, a lista de

adjacência é vantajosa. Ambas as estruturas de dados podem ser utilizadas em planejamento de

caminhos, sendo adotada a mais indicada para cada abordagem.

2.7.3 Grade

Quando se emprega a decomposição em células são necessárias estruturas de dados

capazes de armazenar subdivisões do espaço. Neste caso são utilizadas matrizes para decompo-

sição uniforme, árvores quando a subdivisão do espaço ocorre de maneira hierárquica e uma

configuração de grafo para decomposição que gera um mosaico de células justapostas com

tamanhos e formas variadas.

Um exemplo de subdivisão hierárquica é a Árvore de Oito (Octree) em que o todo

espaço de configuração é contido em uma caixa (Cuboide). Esta caixa é dividida em 8 partes

iguais, que são subdivididas novamente em 8 partes menores e assim sucessivamente até atingir

a condição de folha. Cada nó da Octree armazena seus pontos de extremidade (bounding box) e

o estado desta célula: ocupada, livre ou parcialmente ocupada. Os nós livres e ocupados são

considerados nós folha. Portanto, apenas os nós parcialmente ocupados possuem nós filhos com

nova subdivisão do espaço. Também é definido um tamanho mínimo de célula cujo nó também é

considerado nó folha e seu estado parcialmente ocupado é considerado como ocupado (Meagher,

1982).

2.7.4 Árvore de Partição Binária do Espaço BSP

Também pode ser empregado o particionamento binário de espaço (BSP) que depende

de uma estrutura de dados do tipo árvore binária com base em planos de corte do espaço

(Schumacher, 1969). Os planos de corte podem ser definidos com base:

• No espaço - planos que dividem o espaço. (ver Figura 2.8)

• Nos pares de poliedros - planos que separam os poliedros. (ver Figura 2.9)

• Nas faces de poliedros - planos de cada face de poliedro. (ver Figura 2.10)

• Ou algum outro critério - combinação dos anteriores, aleatório, separar conjunto de

vértices, etc. (ver Figura 2.12 espaço + face)

Em cada nó da árvore são armazenados: um plano de corte e um conjunto de geometrias. As

geometrias podem ser os poliedros ou suas partes: faces, arestas ou vértices. As geometrias de

cada lado do plano são adicionadas ao nó filho respectivo. As geometrias intersectadas pelo

plano são divididas e cada parte adicionada ao nó filho do respectivo lado. A árvore cresce

sucessivamente subdividindo os conjuntos de geometrias. Os nós folha contêm apenas conjuntos

unitários ou vazios. Para reduzir custo computacional na busca é importante que a BSP seja

construída de maneira balanceada. Nas Figuras 2.10, 2.11, 2.12 são apresentados exemplos de

BSP e seu balanceamento.
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Figura 2.8: BSP com plano de corte para subdividir o espaço (Naylor, 1998).

Figura 2.9: BSP com plano de corte baseado em pares de polígonos (Naylor, 1998).

Figura 2.10: BSP desbalanceada (Apache, 2021).

Figura 2.11: BSP parcialmente balanceada (Apache, 2021).
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Figura 2.12: BSP balanceada (Apache, 2021).

2.7.5 Árvore KD

Outra estrutura de dados que pode ser útil, no planejamento de caminhos, é a arvore

kd kdtree que é um tipo especial de árvore binária que a cada nível uma dimensão é utilizada

para separação dos ramos. Por exemplo, para 3D na raiz um valor de 𝑋 é utilizado para separar

em maiores e menores, no nível seguinte um valor de 𝑌 é avaliado e logo abaixo um valor de

𝑍 é base da ramificação. E o ciclo se repete para 𝑋 , 𝑌 , e 𝑍 sucessivamente. Os elementos

com valores naquela dimensão menores são colocados à esquerda e os com valores maiores

à direita. É importante que os valores de base a cada ramificação da árvore sejam escolhidos

adequadamente para evitar o desbalanceamento. A kdtree permite organizar de maneira eficiente

os elementos (vértices ou obstáculos) no espaço. Os nós folha da kdtree armazenam apenas um

elemento. É importante ressaltar que arvores do tipo kd são úteis para organizar elementos em

qualquer dimensão de espaço.

2.7.6 Heap

Alguns métodos empregam estruturas de dados especificas durante sua execução. Por

exemplo, a busca de caminho mínimo em grafos por Dĳkstra depende de uma estrutura de dados

do tipo Heap mínima para alcançar seu melhor desempenho. Também são utilizadas estruturas

de dados mais simples como os arranjos (arrays), matrizes, listas, filas e pilhas na otimização

dos métodos.
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3 PROBLEMA EM ESTUDO

Este capítulo se destina a descrever em detalhes o problema em estudo. Primeiramente,

na Seção 3.1, será delimitado o problema. Em seguida, na Seção 3.2, serão apresentados alguns

pressupostos. E finalmente, na Seção 3.3, será apresentado de maneira resumida o problema.

3.1 DELIMITAÇÃO DO PROBLEMA

No presente trabalho, são avaliados contextos do problema do caminho mínimo em

ambiente 3D estático, cuja entrada é um conjunto de obstáculos poliédricos convexos e um par

de pontos de origem e destino. O objetivo é propor algoritmos de otimização estáveis baseados

em geometria para encontrar um caminho euclidiano mínimo entre origem e destino, evitando

colisão com obstáculos.

3.1.1 Contextos

Os contextos ativo e passivo do problema são contemplados neste estudo. As estradas e

saídas esperadas dos contextos são:

• Problema ativo:

– Entrada - descrição do ambiente e pontos de origem e destino.

– Saída esperada - O caminho mínimo entre origem e destino.

• Problema passivo é dividido em 2 subproblemas:

– Subproblema - Mapeamento

∗ Entrada - Apenas a descrição do ambiente.

∗ Saída esperada - o mapa de caminhos mínimos SPM.

– Subproblema - Consulta de Dois Pontos

∗ Entrada - Mapa de caminhos mínimos SPM e os pontos de origem e destino.

∗ Saída esperada - O caminho mínimo entre os pontos de origem e destino.

O contexto ativo do problema é indicado se for desejado apenas o caminho mínimo

entre uma origem e um destino em determinado ambiente. Já o contexto passivo é indicado se

for desejado obter os caminhos mínimos entre vários pares de pontos origem e destino em um

mesmo ambiente.

O problema ativo 3D foi mais estudado tendo maior número de publicações. Portanto,

neste texto será dada maior a ênfase ao problema passivo.

3.1.2 Qualidade da Saída

As variações, contempladas neste estudo, quanto a qualidade da saída esperada são:

• Problema Exato - Propostas de solução capazes de obter o caminho mínimo exato.

• Problema Aproximado - Versões aproximadas do problema de caminho mínimo.
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3.1.3 Pontos de Passagem

As variações, neste estudo, quanto aos pontos de passagem do caminho mínimo são:

• Pontos livres - Caminhos mínimos obtidos a partir de um conjunto de pontos livres

obtidos do ambiente - Mínimos aproximados.

• Vértices de Obstáculos - Caminhos mínimos obtidos a partir dos vértices de obstáculos -

Mínimos aproximados.

• Pontos na fronteira de obstáculos - Caminhos mínimos obtidos a partir de pontos na

fronteira de obstáculos (geralmente subdivisão de arestas) - Mínimos aproximados.

• Arestas de obstáculos - Caminhos mínimos obtidos a partir de arestas de obstáculos -

Mínimos exatos e aproximados.

• Decomposição do ambiente - Caminhos mínimos obtidos a partir a decomposição do

ambiente em células - Mínimos aproximados.

3.2 PRESSUPOSTOS

Pressuposto 1 O problema que se pretende resolver é o do caminho mínimo entre dois pontos,
em ambiente 3D, com obstáculos convexos em disposição geral.

Obstáculos podem estar em qualquer posição e orientação no espaço de configuração.

Inclusive, os obstáculos podem estar sobrepostos não permitindo a passagem entre eles. A única

limitação de movimento é causada por obstáculos. Pode existir um obstáculo invertido (com

normais de faces para dentro) limitando o ambiente ao seu interior, este é o único obstáculo não

convexo admitido. A mesma limitação do ambiente também pode ser obtida pela sobreposição

de vários obstáculos convexos, porém, com o efeito colateral de aumentar o número de vértices,

faces e arestas que não contribuem para solução do problema em estudo.

Pressuposto 2 É considerada apenas a representação no espaço de configuração.

A transformação necessária para converter o Espaço de Trabalho (ou alguma outra

representação) em Espaço de Configuração é considerada como pré-processamento, não sendo

parte deste estudo.

3.2.1 Obstáculos

Pressuposto 3 Os obstáculos são poliedros convexos.

Os obstáculos são poliedros, ou seja, são sólidos fechados com faces planas. As faces

são polígonos convexos. As arestas são segmentos de reta que separam duas faces. Os vértices

são pontos comuns entre três ou mais faces.

Um sólido não convexo, que representa uma região proibida, foi substituído previamente

por vários obstáculos sobrepostos cuja união cobre a região proibida.

Um corpo redondo, ou seja, um sólido que possui curvas em sua constituição, que

representa uma região proibida, também foi previamente convertido em poliedro. A aproximação

que foi arbitrada na conversão não será considerada na análise de otimalidade dos caminhos

gerados.
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Pressuposto 4 Cada polígono convexo, faceta ou triângulo na fronteira do obstáculo é tratado
como uma face.

No problema em estudo não há distinção se a face é o fecho convexo de todos os vértices

do obstáculo no mesmo plano ou se existem na superfície do obstáculo vários polígonos convexos

ou triângulos coplanares formando um mosaico ou tesselação.

Pressuposto 5 Os obstáculos são estáticos.

A localização, formato e orientação dos obstáculos não mudam com passar do tempo

ou durante a execução dos algoritmos.

Pressuposto 6 Os obstáculos são conhecidos.

Tanto localização como geometria dos obstáculos são conhecidos a priori.

Pressuposto 7 Os obstáculos não são sólidos degenerados.

É esperado que os obstáculos sejam poliedros, fechados, que possuem superfície, são

orientáveis e existe um volume no seu interior.

Nuvens de pontos foram previamente convertidas em poliedros, por exemplo, aplicando

um algoritmo de fecho convexo para agrupar os pontos próximos.

3.2.2 Objeto

Pressuposto 8 O objeto é um ponto que pode se mover em qualquer direção.

Não serão tratados ângulos máximos de rotação. Os objetos com restrições de movi-

mentação (veículos não-holonômicos) ou que necessitam de curvas longas para mudar de direção

não serão contemplados.

Pressuposto 9 É permitido ao objeto se movimentar na superfície dos obstáculos.

Embora o interior dos obstáculos seja proibido, a sua fronteira é considerada livre. É

permitido movimento geodésico do objeto sobre obstáculos.

Pressuposto 10 É permitida a movimentação do objeto entre obstáculos justapostos.

O objeto pode se movimentar entre obstáculos que compartilham faces, vértices ou

arestas.

É esperado que durante a conversão para espaço de configuração, tenham sido adotados

critérios para garantir a movimentação segura do objeto representado por um ponto.

3.2.3 Caminho

Pressuposto 11 O caminho é uma curva simples poligonal.

Pressuposto 12 O caminho não passa pelo interior de obstáculos.
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3.3 RESUMO DO PROBLEMA

Portanto os problemas em estudo se baseiam em que:

1. A métrica adotada com custo é a distância euclidiana.

2. O caminho é uma curva simples entre os pontos 𝑠 e 𝑡, livres e distintos.

3. O número de trechos e pontos de passagem que compõem um caminho não é limitado,

podendo ser combinados livremente. Porém sem repetição de trechos ou pontos de

passagem no mesmo caminho.

4. Cada obstáculo é um poliedro convexo cujo interior é região proibida.

5. O ambiente pode ser limitado por um obstáculo invertido e não convexo cujo exterior é

proibido e no seu interior existe um conjunto de outros obstáculos.

6. O objeto é representado por um ponto.

7. O ambiente é estático e está no R3.

8. Tanto algoritmos exatos quanto aproximados são avaliados como solução.

9. O ambiente é conhecido. A geometria e posição de cada obstáculo é informada de

maneira exata.

Resumindo: Uma origem, um destino, caminho mínimo, distância euclidiana, obstáculos

são poliedros convexos, ambiente estático, conhecido e limitado por obstáculos. Aceita obstáculos

sobrepostos, justapostos ou disjuntos. O objeto está reduzido a ponto e se movimenta em qualquer

direção.

Não serão tratados neste estudo os métodos de pré-processamento para adequação da

entrada ao formato esperado. Portanto, não serão apresentados nem discutidos, detalhadamente,

métodos para converter:

• Representação geométrica CSG para B-rep.

• Sólidos não convexos em conjuntos de poliedros convexos sobrepostos.

• Nuvens de pontos em poliedros.

• Corpos redondos em poliedros.

• Objeto volumoso em um ponto.

• Espaço de trabalho em espaço de configuração.
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4 REVISÃO DE LITERATURA: PLANEJAMENTO DE CAMINHOS 2D

O problema de planejamento de caminhos 2D é amplamente estudado na literatura. Se

alguém está interessado em resolver um problema teórico modelado em grafos ou um problema de

planejamento de caminhos prático, do mundo real, os métodos de solução podem ser organizados

ou classificados em algumas abordagens. Em Latombe (1991) três abordagens de planejamento

de caminhos foram identificadas: Mapa de Rotas, Decomposição em Células e Campos Potenciais

Artificiais. A partir das propostas de (Amato e Wu, 1996; Kavraki et al., 1996; LaValle, 1998)

surgiu a abordagem por Algoritmos Aleatorizados aplicando métodos estocásticos e baseados

em amostragem. Outra abordagem, mais recente, é baseada em Métodos Heurísticos (Mel, 1990;

Holland, 1992; KENNEDY, 1995; Dorigo et al., 1996; Sandurkar e Chen, 1999) com intenção

de obter caminhos “aceitáveis” mais rapidamente.

Primeiramente, na Seção 4.1, são descritas as técnicas de mapa de rotas, incluindo os

métodos baseados no grafo de visibilidade e os métodos baseado em diagrama de Voronoi. Em

seguida, na Seção 4.2, são apresentados os métodos baseados em decomposição do ambiente

em células. Posteriormente, na Seção 4.3, é detalhado o método baseado em campos potenciais

artificiais. Em seguida, na Seção 4.4, são apresentados os métodos estocásticos e baseados em

amostragem. Posteriormente, na Seção 4.5, são detalhados os métodos baseados em Heurísticas.

Em seguida, na Seção 4.7, é apresentado o método de consulta de dois pontos. E finalmente, na

Seção 4.8, é apresentado, de maneira resumida, um comparativo dos métodos 2D.

4.1 TÉCNICAS DE MAPA DE ROTAS

As técnicas de mapa de rotas estão entre os primeiros métodos aplicados ao problema

de planejamento de caminhos. Estes métodos mapeiam os espaços livres do ambiente para um

grafo que é depois pesquisado para achar o caminho mínimo. Os mapas de rotas são métodos

baseados em geometria, pois levam em conta as propriedades geométricas dos obstáculos durante

a construção do grafo.

4.1.1 Grafo de visibilidade

Construir o grafo de visibilidade para modelar o espaço livre é considerado o primeiro

método em geometria computacional para resolver o problema do caminho mínimo. O método foi

introduzido por (Nilsson, 1969) para planejar um caminho seguro para um robô móvel (Latombe,

1991; LaValle, 2006; Berg et al., 2008).

Relembrando a Definição 34 de visibilidade, dois pontos do plano são visíveis se

puderem ser conectados por um segmento de reta que não cruza algum obstáculo.

O grafo de visibilidade de um conjunto de obstáculos poligonais em 2D consiste em

um grafo cujos nodos são os vértices dos obstáculos. Os arcos do grafo são adicionados entre

quaisquer dois nodos que haja visibilidade entre os respectivos vértices de obstáculos, ou seja,

possam ser conectados por um segmento de reta que não cruze obstáculos. Portanto, o grafo de
visibilidade 2D é um grafo cujos nodos são os vértices dos obstáculos e os arcos representam a

visibilidade entre pares destes vértices de obstáculos.

A característica do método por visibilidade é que o caminho gerado passa bem próximo

dos obstáculos (Mitchell, 1988). O tamanho do grafo gerado varia de acordo com a complexidade

do espaço de configuração pois o número de vértices é proporcional à quantidade de obstáculos e
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à quantidade de vértices que os obstáculos possuem. O número de arcos do grafo está relacionado

também à disposição dos obstáculos no ambiente. O Grafo de visibilidade no R2 sempre permite

encontrar o caminho mínimo exato.

A Figura 4.1 mostra as etapas de construção do grafo de visibilidade. O ambiente

delimitado pelo retângulo externo é composto pela origem 𝐴 (pequeno quadrado), destino 𝐵
(pequeno triângulo) e um obstáculo (quadrado hachurado). Os desenhos da esquerda para direita

mostram: o ambiente, os nodos do grafo de visibilidade (pontos desenhados nos vértices dos

obstáculos), os arcos candidatos (grafo completo), o grafo de visibilidade (eliminando os arcos

que passam no interior do obstáculo) e o caminho mínimo (linha grossa).

Figura 4.1: As etapas de construção do grafo de visibilidade. (Andayesh e Sadeghpour, 2014).

A Figura 4.2 mostra o grafo de visibilidade em um ambiente com cinco obstáculos (em

cinza). Os pontos 𝑠 e 𝑡 são, respectivamente, a origem e o destino. As linhas são os arcos do

grafo de visibilidade e as linhas em negrito com setas representam o caminho mínimo entre 𝑠
e 𝑡. Este grafo de visibilidade não está completo porque somente os arcos tangentes ao par de

obstáculos foram criados.

Figura 4.2: Grafo visibilidade e caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡 (Bygi e Ghodsi, 2007).

A Figura 4.3 mostra o grafo de visibilidade com dois obstáculos sendo um convexo e o

outro não-convexo. Os arcos do vértice não-convexo são inúteis para compor o caminho mínimo.

Por isso, estes vértices não-convexos poderiam ser ignorados na criação do grafo de visibilidade.
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Figura 4.3: Grafo visibilidade com um obstáculo não-convexo. (González-Banos et al., 2006).

O método por visibilidade é amplamente aplicado a diferentes problemas de planejamento

para reduzir o problema de roteamento ao problema de busca em um grafo das soluções viáveis.

Por exemplo, Lozano-Pérez e Wesley (1979) abordaram o problema de planejar um caminho

livre de colisões para um robô de geometria conhecida em movimento entre obstáculos usando o

grafo de visibilidade. Para encontrar o espaço de configuração do problema, eles consideraram

a posição e a orientação do robô. Após determinar o espaço de configuração, um grafo de

visibilidade foi construído e, finalmente, feita a procura do caminho mínimo no grafo. Veja

também (Ma et al., 2013; Papadimitriou, 1985; Gao et al., 2009).

Segundo Mitchell (2017) é fácil mostrar que qualquer caminho 𝑠-𝑡 ótimo, em 2D, deve

estar no grafo de visibilidade (VG).

Apesar de sua simplicidade e completude, o algoritmo de força bruta para gerar o grafo

de visibilidade é computacionalmente caro, pois explora todos os pares de vértices de obstáculos

(Hahmann et al., 2018). De fato, o algoritmo clássico para desenvolver o grafo de visibilidade

em 2D leva O(|𝑉 |3) tempo com base no número total de vértices (Souissi et al., 2013).

Os pesquisadores tentaram melhorar a eficiência do algoritmo de visibilidade por alguma

destas maneiras: (1) desenvolvendo algoritmos mais eficientes para criar o grafo de visibilidade

completo, (2) criando o grafo de visibilidade reduzido (sem perdas), (3) criando o grafo de

visibilidade parcial (com perdas), (4) criando o grafo de visibilidade aproximado. No grafo

reduzido o mínimo é preservado, por outro lado no grafo parcial, não há garantias de encontrar o

mínimo exato.
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4.1.1.1 Construção Eficiente do Grafo de Visibilidade

Os primeiros esforços na geração do grafo de visibilidade completo através do desen-

volvimento de algoritmos mais eficientes remontam aos estudos de Lee (1978), Welzl (1985) e

Asano et al. (1985, 1986). O algoritmo de Lee melhora a complexidade da visibilidade clássica

até O(|𝑉 |2 log |𝑉 |) enquanto Welzl e Asano, em trabalhos de pesquisa separados, melhoraram

ainda mais para O(|𝑉 |2).
Sharir e Schorr (1984) investigaram os caminhos mínimos em espaços 2D com obstáculos

poliédricos. Eles desenvolveram um algoritmo que constrói o grafo de visibilidade do ambiente em

O(|𝑉 |2 log |𝑉 |) com base no número total de vértices do ambiente. Embora tenham apresentado

alguns casos especiais para os quais a complexidade de tempo da construção poderia ser melhorada

até O(|𝑉 | log |𝑉 |).
Ghosh e Mount (1991) descrevem um algoritmo sensível à saída que constrói o grafo

de visibilidade em tempo O(|𝐸 | + |𝑉 | log |𝑉 |), onde 𝐸 denota o número de arcos no grafo de

visibilidade.

Pocchiola e Vegter (1996a) apresentam um algoritmo cujo tempo é O(|𝐸 | + |𝑂 | log |𝑂 |)
com base no número de arcos do grafo de visibilidade e número de obstáculos de complexidade

constante.

Um resultado recente em (Chen e Wang, 2015) mostra que, após a triangulação, o grafo

de visibilidade pode ser calculado no tempo O(|𝐸 | + |𝑉 | + |𝑂 | log |𝑂 |) considerando o número

de arcos no grafo de visibilidade, o número de vértices e o número de obstáculos.

Dado o grafo de visibilidade, cujos arcos são ponderados por seus comprimentos

euclidianos, pode se usar o algoritmo de Dĳkstra para construir uma árvore de caminhos mínimos

partindo do ponto de origem 𝑠 para todos os vértices do ambiente, no tempo O(|𝐸 | + |𝑉 | log |𝑉 |),
(Fredman e Tarjan, 1987). Assim, caminhos mínimos euclidianos entre obstáculos no plano

podem ser calculados em tempo O(|𝐸 | + |𝑉 | log |𝑉 |). Este limite é quadrático no pior caso do

número de vértices |𝑉 |, pois |𝐸 | ≤ ( |𝑉 |
2

)
. Cabe observar também que existem domínios com

|𝐸 | = Ω( |𝑉 |2) (Mitchell, 2017).

4.1.1.2 Construção do Grafo de Visibilidade Reduzido

O grafo de visibilidade clássico é composto por todos os arcos sem interseção com

obstáculos, mas alguns arcos não são úteis para encontrar o caminho mínimo. Como afirma

Wein et al. (2007), por exemplo, os arcos criados por vértices não convexos nunca são usados

no caminho mínimo, portanto, estes podem ser simplesmente removidos. Nesta seção, são

apresentados alguns dos algoritmos desenvolvidos para construir grafos de visibilidade reduzidos,

ou seja, que descartam vértices e arcos que, certamente, não fariam parte do menor caminho.

Em um estudo de Clarkson (1987), um método é proposto para melhorar a complexidade

de tempo do algoritmo de caminho mínimo baseado em visibilidade. A técnica desenvolvida

funciona com base na eliminação de alguns arcos desnecessários do grafo de visibilidade. Para

construir o grafo de visibilidade reduzido, Clarkson cria uma família de cones para cada vértice

dos obstáculos. O vértice dos cones é o vértice correspondente do obstáculo. Os arcos do grafo

reduzido são segmentos de reta entre os vértices e os pontos visíveis mais próximos em cada cone.

O grafo reduzido é um subconjunto do grafo de visibilidade original que precisa ser aumentado

pela adição dos pontos de origem e destino do caminho. Os arcos conectados à origem e ao

destino são adicionados de forma análoga aos outros arcos no grafo usando as regiões cônicas.

Um exemplo de região cônica é mostrado na Figura 4.4. O algoritmo de Clarkson é capaz de

construir a estrutura de dados em tempo O(|𝑉 | log |𝑉 |).
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Figura 4.4: Amostra de região cônica no método de Clarkson (1987).

Hershberger e Guibas (1988) também consideraram reduzir o tamanho do grafo de

visibilidade. Eles desenvolveram uma heurística de poda que remove os arcos desnecessários

com base em regras matemáticas e na desigualdade triangular. Seu algoritmo encontra o caminho

mínimo em tempo O(|𝑉 |2).
Rohnert (1986b) em outro estudo desenvolveu um algoritmo que calcula o caminho

mínimo em um plano euclidiano na presença de obstáculos poligonais convexos disjuntos em

tempo O(|𝑂 |2 + |𝑉 | log |𝑉 |) com base no número de obstáculos e vértices. Seu algoritmo gera o

grafo de visibilidade local que funciona eficientemente para planos com obstáculos convexos.

Ele introduziu os segmentos de suporte entre polígonos e afirmou que o caminho mínimo livre

de colisão entre dois pontos passa pelas arestas do polígono e pelos segmentos de suporte. Um

segmento de suporte conforme definido por Rohnert é o segmento de reta tangente a cada par

de polígonos. Os segmentos de suporte entre dois polígonos convexos estão representados na

Figura 4.5. Ele então sugeriu que o grafo de visibilidade parcial precisa ser construído usando

apenas os segmentos de suporte e as arestas do polígono. No entanto, os segmentos de suporte

que cruzam com outros polígonos do ambiente são removidos do grafo de visibilidade.

Seguindo a abordagem de Rohnert para reduzir o grafo de visibilidade, Priya e Sridharan

(2004) desenvolveram um algoritmo mais rápido para criar os segmentos de suporte. Seu

algoritmo se beneficia de um paradigma de codificação que identifica os segmentos tangentes.

Eles atribuem códigos binários a diferentes regiões internas e externas criadas por um polígono e

identificam tangentes operando nesses códigos. Semelhante à técnica de Rohnert, eles removem

os segmentos de suporte de interseção do grafo de visibilidade. O algoritmo deles pode gerar

um grafo de visibilidade reduzido em tempo O(|𝑂 |2 + log(( |𝑉 |/|𝑂 |)2)), que é uma melhoria do

algoritmo de Rohnert.

Mais recentemente, Jan et al. (2013) propuseram um algoritmo baseado na triangulação

de Delaunay para reduzir o tamanho do grafo de visibilidade e encontrar o caminho próximo do

mínimo. Embora a complexidade de tempo dominante do algoritmo seja O(|𝑂 | log |𝑂 |), com

base no número obstáculos, ele requer vários refinamentos de pós-processamento e gera apenas o

caminho próximo do mínimo (Pillai et al., 2015). As etapas gerais do método de Jan et al. estão

ilustradas na Figura 4.6.

Em outro estudo de planejamento de caminhos Jafarzadeh e Fleming (2018) desenvolve-

ram um método exato que se aplica a ambientes estáticos com formas convexas e não convexas.

Seu algoritmo reduz o tamanho do grafo identificando os polígonos efetivos e eliminando seus
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Figura 4.5: Segmentos de suporte definidos por Rohnert (1986b).

nodos desnecessários do grafo. Este algoritmo encontra o caminho mínimo em O(|V||𝑉 |2),
onde |V| é o número total de vértices de obstáculos e |𝑉 | é o número de nodos do grafo.

Os métodos Dĳkstra Contínuo e Fecho Convexo, descritos com mais detalhes a seguir,

também constroem grafo reduzido sem prejuízo da otimalidade do caminho gerado.

4.1.1.3 Grafo de Visibilidade Reduzido por Dĳkstra Contínuo

Um método chamado de Dĳkstra contínuo foi desenvolvido para construir o mapa de

caminhos mínimos (de tamanho linear) diretamente em vez de pesquisar o grafo de visibilidade

(que pode ter tamanho quadrático). O Dĳkstra contínuo envolve simular o efeito de uma frente
de onda (wavefront) se propagando a partir do ponto de origem 𝑠. A frente de onda na distância

𝛿 de 𝑠 é o conjunto de todos os pontos que estão na distância geodésica 𝛿 de 𝑠. A frente de onda

consiste em um conjunto de segmentos curvos, chamados ondaletas (wavelet), que são arcos

de círculos centrados em vértices de obstáculos que já foram alcançados. Em certos “eventos”

críticos, a estrutura da frente de onda muda devido a uma das seguintes possibilidades:

• a ondaleta desaparece (devido ao encerramento da célula no mapa de caminho mínimo);

• a ondaleta colide com um vértice de obstáculo;

• a ondaleta colide com outra ondaleta; ou

• a ondaleta colide com a aresta de um obstáculo em um ponto interior àquela aresta.

Não é difícil ver que pelo fato de que o mapa de caminhos mínimos de 𝑠 ter tamanho

linear, que o número total de tais eventos é O(𝑛). O desafio na aplicação desse esquema de

propagação é desenvolver um método eficiente para saber quais eventos vão ocorrer e ser capaz

de processar cada evento à medida que ele ocorre (atualizando a estrutura combinatória da frente

de onda) (Mitchell, 2017).

Com base no sucesso do método em resolver (em tempo quase linear) o problema do

caminho mínimo para a métrica 𝐿1, Mitchell (1996) desenvolveu uma versão do método Dĳkstra



54

Figura 4.6: O método de Jan et al. (2013) (a) A formulação do problema com os pontos de origem e destino

marcados e os obstáculos mostrados em cinza. (b) O resultado após realizar uma triangulação de Delaunay. (c)

A triangulação de Delaunay com os pontos de Fermat adicionados para os triângulos apropriados (maior ângulo

interno menor que 120𝑜). (d) O grafo formado pelas arestas do triângulo e pontos de Fermat conectados aos vértices

apropriados de triângulos e pontos de Fermat adjacentes. (e) Os resultados de um algoritmo de caminho mínimo no

grafo construído. (f) Os resultados após a execução da função de encurtamento do caminho. (Pillai et al., 2015).

contínuo aplicável ao problema do caminho mínimo euclidiano, obtendo o primeiro método

com tempo de limite subquadrático O(|𝑉 |1.5+𝜖 ). Posteriormente, este resultado foi melhorado

por Hershberger e Suri (1999), que obtiveram um algoritmo quase ótimo baseado também no

método Dĳkstra contínuo. Eles fornecem um algoritmo O(|𝑉 | log |𝑉 |) de tempo e O(|𝑉 | log |𝑉 |)
de espaço, aproximando-se dos limites inferiores do tempo Ω( |𝑉 | + ℎ log ℎ), onde ℎ é o número

de furos do ambiente1, ℎ = |𝑂 | − 1, e do espaço O(|𝑉 |) (Mitchell, 2017).

1Além dos obstáculos que formam furos existe um obstáculo externo ao ambiente. Este pode ser um polígono

que limita o espaço ou a face do infinito.
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A abordagem, usada em (Mitchell, 1996), é rastrear uma “pseudofrente de onda”, que

pode correr sobre si mesma, e “cortar” (clip) somente quando uma ondaleta colide com um

vértice que já foi rotulado devido a um evento anterior. A detecção de quando uma ondaleta

colide com um vértice é realizada com técnicas de busca de alcance (range-searching). Uma

abordagem alternativa, usada em (Hershberger e Suri, 1999), simplifica o problema primeiramente

decompondo o espaço usando uma subdivisão conforme (conforming subdivision), que permite

propagar uma frente de onda aproximada célula a célula. Uma propriedade chave de uma

subdivisão conforme é que qualquer aresta de comprimento 𝐿 da subdivisão tem apenas um

número constante de células (de tamanho constante) dentro da distância geodésica 𝐿 (Mitchell,

2017).

4.1.1.4 Grafo de Visibilidade Reduzido por Fecho Convexo

A abordagem de grafo de visibilidade reduzido baseada em fecho convexo Convex Hull
descrita por Masoudi et al. (2019) reduz o grafo de visibilidade completo para um grafo local

sem perda de generalidade e, desta forma, melhora a eficiência do algoritmo de construção do

grafo. Ao contrário dos algoritmos propostos anteriormente Priya e Sridharan (2004); Huang e

Chung (2004), este algoritmo não requer nenhum pré-processamento como a convexificação de

obstáculos, nem necessita de etapas de pós-processamento (Rohnert, 1986b; Jan et al., 2013) para

podar o grafo. Portanto, aplica-se aos problemas generalizados de planejamento de caminhos em

um plano, inclusive através de passagens estreitas, os obstáculos não precisam ser convexos e

comprovadamente gera a solução globalmente ótima.

Masoudi et al. (2019) propuseram um algoritmo para construir o grafo de espaços livres

em um ambiente 2D disperso com obstáculos de formatos arbitrários cuja complexidade de tempo

é O(|𝑉 | log( |𝑉 |
|𝑂𝑠𝑡 | )) para 𝑂𝑠𝑡 obstáculos de intersecção (obstáculos cruzados pelo segmento entre

origem e destino). O algoritmo se beneficia dos fechos convexos destes obstáculos que contêm

vértices e arestas candidatos ao mapa de rotas.

Figura 4.7: Geração do fecho convexo dos obstáculos intersectados. (Masoudi, 2020).

Primeiramente os obstáculos de interseção (entre origem e destino) são determinados

e ordenados do mais próximo ao mais distante da origem. O algoritmo então obtém o fecho

convexo contendo o ponto de origem e o primeiro obstáculo de interseção (mais próximo),
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conforme mostrado na Figura 4.7. Neste fecho convexo, são identificados dois pontos extremos.

Os pontos extremos são os pontos no fecho convexo com distâncias máximas da linha que liga

os pontos de origem e destino (ver Figura 4.7 em azul). Pela definição, apenas dois pontos

extremos são identificáveis em cada fecho convexo, um de cada lado da linha. Depois que os

pontos extremos são encontrados, cada um é definido como um novo ponto origem. Nesta etapa,

o algoritmo verifica se há um caminho direto sem colisões entre o novo ponto origem e o ponto

destino. Se existir, o algoritmo é encerrado; caso contrário, os novos obstáculos de interseção
são determinados, ordenados e outro fecho convexo é criado usando o novo ponto origem e

o primeiro obstáculo de interseção. Este processo continua iterativamente até que um grafo

completo, sem colisões, seja formado. Os nodos deste grafo são vértices dos obstáculos na série

de fechos convexos enquanto os arcos do grafo são extraídos das arestas dos fechos convexos.

O uso de fechos convexos apenas dos obstáculos de intersecção leva à construção de um

grafo menor, além de lidar com obstáculos convexos e não convexos por meios mais eficientes

computacionalmente, superando outros métodos. Após a criação do grafo, o algoritmo de

Dĳkstra é aplicado entre os pontos de origem e destino.

4.1.1.5 Construção do Grafo de Visibilidade Parcial

Alguns estudiosos propuseram métodos para descartar parte do espaço de configuração
restringindo a região viável, por exemplo, ignorando vértices próximos ou considerando apenas

arcos curtos entre obstáculos próximos.

Huang e Chung (2004), apresentam um algoritmo que delimita uma região pelos vértices

extremos dos obstáculos intersectados pelo segmento entre origem e destino. A região delimitada

é o fecho convexo que inclui origem 𝑠, destino 𝑡 e todos os obstáculos de interseção 𝑂𝑠𝑡 . A busca

de caminho mínimo é feita apenas no interior do fecho convexo. Os obstáculos fora do fecho

convexo são ignorados.

Em outro estudo Toan et al. (2017) propõem uma técnica de agrupamento para mesclar

vários obstáculos vizinhos menores em um obstáculo maior (veja a Figura 4.8). Embora este

método reduza o número de obstáculos, este compromete a busca da solução mínima global, pois

exclui as passagens entre os obstáculos menores. Esta situação pode piorar em ambientes mais

apertados onde trechos do caminho deveriam atravessar passagens estreitas.

Figura 4.8: Passos do agrupamento de obstáculos no método de Toan et al. (2017).

Junto com esses esforços, Gasilov et al. (2011) apresentaram uma técnica que reduz a

região viável a uma elipse criada pelos pontos inicial e final do caminho como os dois focos da
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elipse. Eles afirmam que a elipse é a representante correta da região viável. Assim, os caminhos

encontrados no interior da elipse seriam ótimos. Um exemplo de uma região elipsoide com um

caminho ótimo é mostrado na Figura 4.9.

Figura 4.9: Região elipsoide delimitada para redução do grafo de visibilidade. Caminhos quase ótimos (linhas

sólidas) e ótimo (linha tracejada) obtidos a partir de cálculos na presença de 50 obstáculos. A linha tracejada fina

representa o limite da região elíptica viável usada no algoritmo. (Gasilov et al., 2011).

De maneira bastante semelhante, Latip et al. (2017) propuseram um método que limita

a geração do grafo de visibilidade em uma região em forma de losango, cujas diagonais são a

linha de base (a linha que conecta os pontos inicial e final do caminho) e a linha perpendicular à

linha de base em seu ponto médio. O algoritmo proposto seria eficiente para produzir o caminho

globalmente ótimo.

Cabe lembrar que não havendo caminhos viáveis no interior da região limitada será

necessário ampliar a região e repetir a busca. E a descoberta de uma configuração inviável teria

custo maior que a busca em todo espaço de configuração.

Nos estudos citados, se eficientes, os métodos propostos são válidos apenas para casos

especiais que envolvem obstáculos convexos e se os obstáculos não forem convexos, uma

decomposição convexa precisa ser realizada previamente. Em algumas aplicações (Hershberger

e Guibas, 1988; Graser, 2016), o grafo de visibilidade completo ainda precisa ser gerado e, em

seguida, reduzido através da remoção de algumas arestas. Além disso, o grafo de espaços livres
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é criado usando todos os obstáculos no espaço de trabalho ou limitando sua região viável (Toan

et al., 2017; Gasilov et al., 2011; Latip et al., 2017), independentemente de sua contribuição para

o caminho mais curto, o que poderia resultar em soluções quase ótimas. Em outros estudos (Jan

et al., 2013), a construção do grafo necessita de etapas de pré ou pós-processamento para refinar

a solução final e obter resultados mais próximos do ótimo global.

4.1.1.6 Construção do Grafo de Visibilidade Aproximado

Um algoritmo de aproximação do grafo de visibilidade foi desenvolvido por Papadimi-

triou (1985) para encontrar o caminho 𝜖-mínimo. O caminho 𝜖-mínimo é o caminho que tem

um comprimento não maior que (1 + 𝜖) vezes o caminho mínimo. Clarkson (1987) aplica esta

aproximação para encontrar o caminho 𝜖-mínimo em casos 2D em tempo O(|𝑉 | log |𝑉 | + |𝑉 |/𝜖),
com 𝜖 no intervalo 0 ≤ 𝜖 ≤ 𝜋. Para este tempo, Clarkson (1987) fornece um algoritmo que usa

o tempo O((𝑉 log𝑉)/𝜖) para construir uma estrutura de dados de tamanho O(|𝑉 |/𝜖), após o

qual uma consulta de caminho mais curto aproximado (1 + 𝜖) pode ser respondida no tempo

O(|𝑉 | log |𝑉 | + |𝑉 |/𝜖) (Em (Chen, 1995) estes limites são discutidos em detalhes).

Mitchell (1992) usando uma abordagem relacionada a de Clarkson (1987), baseada

na aproximação da distância euclidiana com medidas de orientação fixa, calcula um caminho

𝜖-mínimo no tempo O((|𝑉 | log |𝑉 |)/√𝜖) usando o espaço O(|𝑉 |/√𝜖).
Chen et al. (2001b) mostraram um limite inferior Ω( |𝑉 | log |𝑉 |), no modelo de árvore

de computação algébrica, no tempo necessário para calcular qualquer aproximação do caminho

mais curto.

Rohnert (1986a) considerou o caso especial onde os obstáculo são |𝑂 | polígonos

convexos disjuntos com |𝐸 | arestas no total de tempo O(|𝐸 | log |𝐸 | + |𝑂 |2 log |𝐸 |) e espaço O(𝑛).
Também Rohnert (1986a) apresentou um segundo algoritmo, que permite que |𝑂 |

polígonos se cruzem no máximo duas vezes (interseção entre par de obstáculo), pré-processa os

polígonos em tempo O(|𝐸 | log |𝐸 | + |𝑂 |3) e espaço O(|𝐸 | + |𝑂 |2) e uma consulta leva tempo

O(|𝐸 | log |𝐸 | + |𝑂 |2).

4.1.1.7 Comparação dos Métodos por Grafo de Visibilidade

A Tabela 4.1 resume e compara as tentativas de reduzir o tamanho do grafo de visibilidade

ou melhorar o desempenho do algoritmo de construção com base na complexidade de tempo e

sua capacidade de obter a solução globalmente ótima. As complexidades de tempo apresentadas

incluem apenas a construção do grafo.

4.1.2 Diagrama de Voronoi

Pesquisadores também utilizaram os diagramas de Voronoi na resolução de problemas

de planejamento de caminhos (Garrido et al., 2006). Ó’Dúnlaing e Yap (1985) são pioneiros no

uso de diagramas de Voronoi para resolver problemas de planejamento introduzindo o “Método

de Retração”. Simultaneamente, embora de forma independente, Brooks (1983), introduziu a

técnica de freeway, que é uma versão mais empírica da retração pela noção de diagramas de

Voronoi.

A região de Voronoi de um ponto 𝑎, em um plano, é o conjunto de todos os pontos que

estão mais próximos de 𝑎 do que quaisquer outros pontos ou sítios especificados (O’Rourke et al.,

1998).

Dado um conjunto de polígonos disjuntos no plano, o diagrama de Voronoi desse

conjunto é a subdivisão planar em células conectadas com folga máxima, de modo que os pontos
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Tabela 4.1: Comparação dos métodos por grafo de visibilidade 2D.

Referência Abordagem Complexidade de tempo

Grafo de
visibilidade
completo

Força Bruta O(𝑛3)
Lee (1978),

Wein et al. (2007),

Sharir e Schorr (1984)

Visibilidade O(|𝑉 |2 log |𝑉 |)

Welzl (1985),

Asano et al. (1986),

Hershberger e Guibas (1988)

Visibilidade

Eficiente
O(|𝑉 |2)

Ghosh e Mount (1991)

Visibilidade

sensível

à saída

O(|𝐸 | + |𝑉 | log |𝑉 |)

Pocchiola e Vegter (1996a)

Obstáculos

de complexidade

constante

O(|𝐸 | + |𝑂 | log |𝑂 |)

Chen e Wang (2015)
após

Triangulação
O(|𝐸 | + |𝑉 | + |𝑂 | log |𝑂 |)

Grafo de
visibilidade
reduzido

Rohnert (1986b)
visibilidade

reduzido
O(|𝑂 |2 + |𝑉 | log |𝑉 |)

Priya e Sridharan (2004)
Visibilidade

reduzido
O(|𝑂 |2 + log(( |𝑉 |/|𝑂 |)2))

Hershberger e Suri (1999)
Dĳkstra

contínuo
O(|𝑉 | log |𝑉 |)

Jan et al. (2013)
Triangulação

de Delaunay
O(|𝑂 | log |𝑂 |)

Jafarzadeh e Fleming (2018)
Baseado em

geometria
O(|V||𝑉 |2)

Masoudi et al. (2019)
Fecho

convexo
O(|𝑉 | log( |𝑉 |

|𝑂𝑠𝑡 | ))

Grafo de
visibilidade
parcial ou
aproximado

Rohnert (1986a)

Grafo de

visibilidade

parcial

O(|𝐸 | log |𝐸 | + |𝑂 |3)

Clarkson (1987)

Grafo de

visibilidade

aproximado

O(|𝑉 | log |𝑉 | + |𝑉 |/𝜖)

Mitchell (1992)

Distâncias de

orientação

fixa

O((|𝑉 | log |𝑉 |)/√𝜖)

em cada célula de Voronoi estejam mais próximos (sob a métrica de distância euclidiana) de

um polígono específico do que de qualquer outro polígono do conjunto. Os vértices de Voronoi

são pontos equidistantes das fronteiras de três (ou mais) polígonos diferentes (a fronteira de

polígono é um vértice ou uma aresta). Os vértices são conectados por cadeias contínuas de arcos

de Voronoi. Um arco pode ser equidistante de dois vértices ou de duas arestas de polígono —

nesse caso é um segmento de reta, ou de um vértice de polígono e uma aresta de polígono (não

incidente) — nesse caso é um segmento de uma parábola (arco parabólico). Cada arco tem duas
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extremidades, que o conectam ao próximo arco na cadeia ou a um vértice de Voronoi (Wein et al.,

2007). A Figura 4.10 ilustra um diagrama de Voronoi de quatro obstáculo em um plano.

Figura 4.10: O diagrama de Voronoi de quatro polígonos convexos contidos dentro de um retângulo. Pequenos

pontos marcam as extremidades de cada arco de Voronoi, enquanto os pontos maiores marcam os vértices de Voronoi.

O ponto de folga mínima ao longo de cada cadeia é marcado por um 𝑥. Wein et al. (2007).

Bhattacharya e Gavrilova (2007), trabalharam no problema de planejamento de caminhos

2D usando diagramas de Voronoi e desenvolveram um algoritmo de caminho mínimo que funciona

em tempo O(|𝑉 | log |𝑉 |), sendo |𝑉 | o número total de vértices. Eles criam o diagrama de Voronoi

aproximando os obstáculos por seus pontos de fronteira. Eles então adicionam dinamicamente

os pontos de origem e destino no diagrama e os conectam a todos os vértices de Voronoi para

evitar interseções. Em seguida, eles definem a folga mínima, 𝛿, dos obstáculos, e removem todas

as arestas do diagrama de Voronoi que resultam em uma folga menor que 𝛿. Finalmente, eles

aplicam o algoritmo de busca em grafos para encontrar o caminho mais curto no grafo.

Uma desvantagem desse método é que a solução encontrada pode exigir alguma suavi-

zação e refinamento, pois o caminho mínimo inclui vértices redundantes e curvas desnecessárias.

O diagrama de Voronoi é eficaz para casos em que a folga máxima ou o caminho mais seguro é

de particular interesse, por exemplo, consulte (Leven e Sharir, 1987; Zhang e Manocha, 2008;

Takahashi e Schilling, 1989). Como as arestas do diagrama de Voronoi são criadas pelos pontos

equidistantes dos pares de vértices e/ou arestas de um par de obstáculo mais próximos, resulta no

caminho com folga máxima, que não é necessariamente o mais curto.

Para encontrar o caminho mínimo e ao mesmo tempo manter uma certa distância dos

obstáculos, Wein et al. (2007) propuseram um algoritmo aplicável a espaços de trabalho de

pequeno porte. Eles melhoraram a eficiência de seu algoritmo até O(|𝑉 |2 log |𝑉 |). O algoritmo

evolui de um grafo de visibilidade para um diagrama de Voronoi à medida que 𝛿 cresce de 0 a

∞. Na fase de pré-processamento, eles crescem os obstáculos poligonais por 𝛿 usando a soma

de Minkowski do polígono e um disco de raio 𝛿. Eles então, constroem o grafo de visibilidade
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dos obstáculos dilatados. Caso uma passagem estreita seja bloqueada por dois ou mais dos

obstáculos crescidos, eles procuram a interseção da união dos obstáculos crescidos e o diagrama

de Voronoi, substituindo assim a porção bloqueada por uma aresta de Voronoi passando pela

passagem estreita. Apesar da distância da aresta de Voronoi dos obstáculos ser menor que 𝛿 e

pode resultar em curvas fechadas, essa passagem é permitida para garantir que o caminho mínimo

seja obtido. Apesar da eficiência comprovada deste algoritmo, pode não ser prático aplicá-lo a

problemas de maior escala (Bhattacharya e Gavrilova, 2007).

4.2 DECOMPOSIÇÃO EM CÉLULAS

O método de decomposição em células adotado por Schwartz e Sharir (1983); Brooks e

Lozano-Pérez (1985); Schwartz et al. (1987) visa particionar o a representação do ambiente em

um número finito de células não sobrepostas (ver exemplos na Figura 4.11).

Figura 4.11: Decomposição em grade. (a) retângulos, (b) triângulos e (c) hexágonos. Souissi et al. (2013).

A decomposição pode ser conduzida de maneira homogênea ou heterogênea. Na

decomposição homogênea o espaço livre é dividido em células de formato retangular, triangular

e/ou trapezoidal de maneira uniforme, ou seja, todas a células de mesma forma e tamanho.

Alternativamente, a decomposição heterogênea aceita células de tamanhos distintos. Uma

decomposição heterogênea começa com a discretização do espaço de trabalho para um número

conhecido de células na forma pré-definida. A divisão das células continua recursivamente até

que cada célula esteja localizada completamente dentro ou fora do espaço do obstáculo ou um

critério de parada seja alcançado (Latombe, 1991).

A técnica quadtree é exemplo de decomposição celular heterogênea. O espaço de
configuração é decomposto pela subdivisão recursiva de cada célula maior em quatro células

menores. Cada célula é classificada como livre, ocupada ou mista. Somente as células mistas

precisam ser subdivididas. É definida uma condição de parada da subdivisão, pelo tamanho,

se as células atingirem um mínimo, ou pelo número de subdivisões, se atingir um limite

máximo. É adotada uma estrutura de dados do tipo arvore para armazenar as células da

decomposição heterogênea. Na Figura 4.12, é apresentado um exemplo desta decomposição.

Após a decomposição estar completa, as células vizinhas são conectadas na forma de um grafo

capturando suas informações de adjacência para buscar o caminho mínimo.

Latombe (1991) chama a decomposição homogênea de decomposição exata e a decom-

posição heterogênea de decomposição aproximada. Neste documento, foram adotados os termos
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homogênea e heterogênea para evitar dupla interpretação, já que os termos exato e aproximado

se referem à qualidade da resposta dos métodos de planejamento de caminhos.

Figura 4.12: Decomposição heterogênea por Quadtree. A Figura (a) mostra a decomposição do espaço de
configuração com altura 4. A Figura (b) parte da arvore correspondente. Adaptado de Latombe (1991).

Nem a decomposição celular homogênea nem heterogênea é eficiente para encontrar o

caminho mínimo, uma vez que o algoritmo baseado na decomposição homogênea não é capaz

de fornecer a solução ótima global e o algoritmo baseado na decomposição heterogênea não é

computacionalmente eficiente (Bhattacharya e Gavrilova, 2008).
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4.3 CAMPOS POTENCIAIS ARTIFICIAIS

O método de campos potenciais artificiais - APF (Do inglês Artificial potential fields)
foi desenvolvido e empregado na primeira vez por Khatib (1986). No APF funções escalares,

semelhantes a potenciais eletrostáticos, geram pesos para cada ponto do espaço de configuração.

Os potenciais atribuídos aos obstáculos são os mais altos. O objetivo é então encontrar o caminho

com o potencial eletrostático mínimo, evitando assim colisões. A Figura 4.13 mostra o efeito de

atração do destino e a repulsão do obstáculo.

Figura 4.13: Campos potenciais. Adaptado de Fedele et al. (2018).

Ao contrário das técnicas de mapa de rotas e decomposição celular, o APF é um método

de otimização local para o qual não é necessário o desenvolvimento de um grafo a partir do

espaço livre (Latombe, 1991). Apesar de sua eficiência em lidar com colisões em tempo real,

como afirma Overmars et al. (1992), a principal desvantagem do APF é a possibilidade de ele

ficar preso em mínimos locais diferentes do destino, impedindo a obtenção do verdadeiro ótimo.

Além de sua principal desvantagem, o APF tem um desempenho ruim no planejamento de um

caminho através de passagens estreitas (Elbanhawi e Simic, 2014).

A Figura 4.14 mostra as fraquezas da técnica de campos potenciais que mínimos locais

impedem que o objeto se aproxime do destino. No desenho superior o objeto representado por um
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ponto se distancia do destino pelo efeito dos obstáculos em preto, pois a repulsão dos obstáculos

é maior que a atração do destino (direção das setas). No desenho inferior um obstáculo em preto

no formato de U impede ao objeto de alcançar o destino que está além do obstáculo.

Figura 4.14: Exemplos de objeto preso em mínimo local. Adaptado de Souissi et al. (2013).

No entanto, nos últimos anos, algumas técnicas heurísticas foram introduzidas para

reduzir o risco de ficar preso em um mínimo local (por exemplo, ver (Warren, 1989; Ge e

Cui, 2000; Luh e Liu, 2008; Li et al., 2012; Vadakkepat et al., 2001)). Porém, estas técnicas

são predominantemente aplicáveis a casos especiais ou aumentam drasticamente o tempo

computacional (Overmars et al., 1992).

4.4 MÉTODOS ESTOCÁSTICOS E BASEADOS EM AMOSTRAGEM

Estes métodos escolhem aleatoriamente pontos do ambiente e sendo livres adiciona

estes pontos como nodos a um grafo.

O método de mapa de rotas probabilístico (PRM), do inglês Probabilistic RoadMap,

apresentado pela primeira vez por Overmars et al. (1992), gera um grafo aleatório no espaço

livre. O algoritmo PRM primeiro adiciona os pontos de origem e destino ao grafo; em seguida,

introduz nodos aleatórios no espaço livre para serem adicionados ao grafo até que um caminho

completo através dos nodos gerados aleatoriamente conecte a origem e o destino. Para mais

detalhes e exemplos de implementação, os leitores podem consultar (Bohlin e Kavraki, 2000;

Kavraki et al., 1996; Kavraki e Latombe, 1994; Geraerts e Overmars, 2004; Saha et al., 2005).

Além disso, outras variantes de PRM conhecidas como Árvores Aleatórias de Exploração Rápida

(RRT), do inglês Rapidly-Exploring Random Tree são apresentadas em (Qureshi e Ayaz, 2015;

Kuffner e LaValle, 2000).
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A difusão intermitente é outro método estocástico para resolver problemas de caminho

mínimo. Lu et al. (2014) desenvolveram um algoritmo estocástico baseado em difusão intermitente

que resolve o problema de planejamento de caminhos em ambientes dinâmicos desordenados. Eles

usaram uma abordagem matemática e modelaram o caminho como uma curva, cujo comprimento

deve ser minimizado. Para alcançar a solução global, eles usam difusão intermitente que encontra

uma boa aproximação do minimizador global de uma função escalar (Chow et al., 2013). Como

o método é estocástico, a probabilidade de alcançar a solução global aumenta com o aumento do

tempo de execução. De acordo com Chow et al. (2013), o método é comprovadamente eficiente

na resolução de planejamento de caminhos 3D em ambientes estáticos e dinâmicos esparsos com

obstáculos de contornos contínuos.

PRM, RRT e outros métodos estocásticos podem ser eficazes para lidar com problemas

de planejamento de caminhos. No entanto, eles podem ter dificuldade em atender aos critérios

de otimização do planejamento do caminho devido à natureza probabilística destes algoritmos na

construção do grafo (Sandurkar e Chen, 1999).

4.5 MÉTODOS HEURÍSTICOS

Além das quatro abordagens de algoritmos amplamente utilizadas para problemas de

planejamento de caminhos, os pesquisadores começaram a integrar métodos matemáticos e

heurísticos para resolver problemas de roteamento em escala maior e em tempo real (Sandurkar e

Chen, 1999; Masehian e Sedighizadeh, 2007; Zachariadis et al., 2009; Cao et al., 2016; Ahn e

Ramakrishna, 2002; Liu e Wang, 2011; Thantulage et al., 2006b). Os métodos heurísticos mais

populares para resolver problemas de planejamento de caminhos incluem os Algoritmos Genéticos

(GA-Genetic Algorithm), Recozimento simulado (SA-Simulated Annealing) e Otimização de

Colônias de Formigas (ACO-Ant Colony Optimization). Também os métodos de Busca Tabu

(TS- Tabu Search) e Subida da Encosta (Hill Climbing) já foram usados no passado. Apesar de

sua eficiência na resolução de problemas NP-difíceis, estes não são métodos matemáticos de

otimização exatos; portanto, não há garantia de que eles possam encontrar a solução global. Cabe

ressaltar que o planejamento em 2D é um problema que possui solução polinomial e somente em

dimensões maiores este problema passa a ser considerado NP-difícil.

4.6 MÉTODOS DE IMPROVISAÇÃO

Nesta abordagem os métodos encontram um caminho viável sem construir um grafo.

Em um pedido de patente da Boeing é descrito um método e um sistema para guiar

um veículo da origem até destino dentro de um cenário com obstáculos conhecidos. A origem

é estabelecida como ponto de partida e um subcaminho para o destino é calculado. Quando

é detectado que um obstáculo cruza o subcaminho computado, um conjunto de subcaminhos

livres de obstáculos é computado para conectar o ponto de partida a um ponto de passagem na

superfície do obstáculo detectado. As prioridades para cada ponto de passagem são calculadas e

lista de pontos de passagem potenciais é ordenada. O ponto de passagem de maior prioridade

da lista é escolhido como a nova origem. As operações são repetidas até que o destino seja

alcançado, assim o caminho é obtido por meio do retrocesso dos pontos de passagem até a origem.

O veículo pode então ser guiado e o destino alcançado através do caminho obtido (Diaz et al.,

2019).

Em Liang et al. (2018), são propostos métodos de planejamento de caminhos baseados

em geometria de acordo com diferentes formas de obstáculos convexos. Cada forma de obstáculo,

seja, retangular, trapezoidal, triangular, circular e elíptico, recebe um tratamento específico. Os
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dados sobre cada um dos obstáculos são armazenados em uma lista. O processo para encontrar o

caminho mínimo consiste em:

• Consultar, na lista, todos os obstáculos que bloqueiam a linha entre os pontos de origem

e destino, e escolher o obstáculo mais próximo ao ponto de origem.

• Em seguida, selecionar um ponto de passagem na fronteira do obstáculo mais próximo

de acordo com sua forma.

• Tomar o ponto de passagem como um novo ponto de origem;

• Repetir as etapas anteriores até que atingir o ponto de destino.

Nas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17 pode ser visualizado o tratamento específico de cada

forma geométrica. Origem e destino são 𝑆 e 𝐹 respectivamente. Os vértices dos obstáculos

são identificados por 𝑂
𝑗
𝑖 onde 𝑖 indica o obstáculo e 𝑗 indica o vértice daquele obstáculo. Nos

obstáculos poligonais os pontos 𝑃 e 𝑄 indicam as arestas cortadas e nos obstáculos redondos 𝑃 e

𝑄 indicam pontos de interseção com retas tangentes.

Figura 4.15: Retângulos. (Liang et al., 2018).

Figura 4.16: Triângulos e trapézios. (Liang et al., 2018).
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Figura 4.17: Círculos e elipses. (Liang et al., 2018).

4.7 CONSULTA DE DOIS PONTOS

Este método é aplicado, após o ambiente ter sido mapeado por alguma das abordagens

apresentadas nas seções anteriores deste capítulo. Ou seja, obtido um grafo de espaços livres e

gerado o mapa de caminhos mínimos (SPM) pelos métodos de busca de caminho mínimo em

grafos.

A consulta de dois pontos é o método que obtém o caminho mínimo entre dois pontos

quaisquer 𝑠 e 𝑡 do espaço livre, que a priori não são nodos do grafo de espaços e, portanto, não

existem no mapa de caminhos mínimos 𝑆𝑃𝑀 (𝑅) previamente calculado. O resultado da consulta

esperado de dois pontos é o caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡.
Na abordagem com grafo de visibilidade, a sugestão de Chen et al. (2001a)), é previamente

gerar o grafo de espaços livres e o respectivo mapa de caminhos mínimos para todos os pares

APSP, isto é, enraizado em cada um dos nodos do grafo 𝑅 = 𝑉 . Isso requer espaço O(|𝑉 |2) para

armazenar. Então, para consulta de dois pontos, dado o par (𝑠, 𝑡), calcula-se o conjunto de 𝑉𝑠
de nodos visíveis para 𝑠 e 𝑉𝑡 de nodos visíveis para 𝑡, no tempo O(min{𝑉𝑠,𝑉𝑡} log 𝑛), usando o

complexo de visibilidade de Pocchiola e Vegter (1996b) (Mitchell, 2017).

Assumindo que 𝑉𝑠 ≤ 𝑉𝑡 , localiza-se 𝑡 no mapa de caminhos mínimos para cada uma

das raízes em 𝑉𝑠 e compara qual o menor caminho. Isso permite que consultas de dois pontos

sejam respondidas no tempo O(min{𝑉𝑠,𝑉𝑡} log |𝑉 |), que é no pior caso Ω( |𝑉 | log |𝑉 |), não sendo

melhor do que calcular um caminho mínimo do zero, no pior caso (Mitchell, 2017).

Traduzindo de uma maneira mais prática, é feita a comparação de distâncias entre 𝑠 e 𝑡
passando pelas combinações de elementos de 𝑉𝑠 com 𝑉𝑡 no mapa de caminhos mínimos. Por

exemplo, 𝑠
𝑑1−→ 𝑉𝑠𝑖

𝑑2−→ 𝑉𝑡 𝑗
𝑑3−→ 𝑡, para 1 ≤ 𝑖 ≤ |𝑉𝑠 | e 1 ≤ 𝑗 ≤ |𝑉𝑡 |, encontrar combinação que

minimiza a soma 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3. Isso permite que consultas de dois pontos sejam respondidas

no tempo O(𝑉𝑠 ∗ 𝑉𝑡), que é no pior caso Ω( |𝑉 | log |𝑉 |), não sendo melhor do que calcular um

caminho mínimo do zero, no pior caso.

Se a abordagem for decomposição em células é necessário apenas identificar em quais

células estão os pontos 𝑠 e 𝑡 e consultar o mapa de caminhos mínimos.

Um levantamento das alternativas para a consulta de dois pontos no R2 é apresentado

por (Mitchell, 2017).
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4.8 COMPARAÇÃO DOS MÉTODOS

Os métodos de planejamento de caminhos baseados em geometria são mais precisos

que seus competidores Heurísticos e estocásticos (Tran et al., 2019).

A revisão dos métodos relacionados ao planejamento de caminhos 2D mostra que entre

todos os métodos de planejamento de caminhos desenvolvidos e praticados, apenas o método de

mapa de rotas por visibilidade é capaz de obter a solução globalmente ótima e ser exato (Berg

et al., 2008), conforme mostrado na Tabela 4.2. No entanto, eles podem ser computacionalmente

caros, apesar dos esforços feitos para melhorar a eficiência dos métodos por visibilidade.

A solução sugerida por Masoudi (2020), que utiliza fecho convexo para reduzir o grafo

de visibilidade é considerada eficiente para problemas de planejamento de caminhos planares.
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5 REVISÃO DE LITERATURA: PLANEJAMENTO DE CAMINHOS 3D

Embora muitos métodos tenham sido introduzidos e implementados para resolver

problemas de planejamento de caminhos em ambientes 2D, conforme revisado no Capítulo 4,

devido aos desafios inerentes ao planejamento de caminhos 3D, a maioria desses métodos são

considerados ineficientes para lidar com problemas 3D e alguns nem podem ser aplicados. De

fato, de acordo com Canny e Reif (1987b), o problema de planejamento de caminhos em sua

forma geral em ambientes 3D é um problema NP-difícil, ou seja, não pode ser resolvido em

tempo polinomial. Portanto, para encontrar uma solução para problemas de caminho mínimo 3D

dentro de um tempo computacional razoável, muitos pesquisadores recorrem principalmente

a técnicas estocásticas e heurísticas para as quais não há garantia de encontrar uma solução

globalmente ótima. Em um esforço para alcançar complexidades em tempo polinomial, também

foram desenvolvidos algoritmos que geram caminhos mínimos aproximados (Har-Peled, 1998).

Esses esforços resultaram em métodos que fazem suposições simplificadoras e geram um caminho

mínimo aproximado ou abordam os casos especiais ao invés do problema 3D geral. Alguns

pesquisadores, por outro lado, valorizam a otimalidade da solução, mais que ao tempo de

computação e tentam adotar métodos exatos para resolver problemas 3D.

Este capítulo descreve as tentativas e dificuldades encontradas no ambiente 3D. Também

destaca as abordagens populares de métodos para problemas de planejamento de caminhos 3D.

Na Seção 5.1, as dificuldades de planejamento de caminhos 3D são apresentadas. Na Seção

5.2, são indicadas as primeiras publicações de planejamento de caminhos 3D. Na Seção 5.3,

são relacionados alguns levantamentos recentes de trabalhos relacionados ao planejamento de

caminhos 3D. Na Seção 5.4, são detalhados os casos polinomiais 3D. Na Seção 5.5, métodos

aproximados de planejamento de caminhos 3D. Na Seção 5.6, são descritas as técnicas de mapa

de rotas, incluindo os métodos baseados no grafo de visibilidade e no diagrama de Voronoi. Em

seguida, na Seção 4.2, são apresentados os métodos baseados em decomposição do ambiente

em células. Posteriormente, na Seção 5.8, é detalhado o método baseado em campos potenciais

artificiais. Em seguida, na Seção 5.9, são apresentados os métodos estocásticos e baseados em

amostragem. Posteriormente, na Seção 5.10, são detalhados os métodos baseados em Heurísticas.

E finalmente, na Seção 5.11, é apresentado de maneira resumida um comparativo dos métodos

3D.

5.1 DIFICULDADES DO PLANEJAMENTO DE CAMINHOS

Segundo Mitchell (2017), na terceira dimensão é muito mais difícil de encontrar o

caminho mínimo. Existem duas fontes de complexidade em 3D:

• A primeira dificuldade surge de considerações algébricas. Em geral, o caminho mínimo

entre poliedros não precisa estar em nenhum tipo de grafo discreto. Os caminhos

mínimos entre poliedros serão curvas poligonais, com pontos de dobra que geralmente

passam pelas arestas dos obstáculos, ou seja, algum ponto em cada aresta. Dada uma

sequência de nodos, é possível identificar exclusivamente um caminho mínimo para

essa sequência. No entanto, para comparar os comprimentos de dois caminhos, cada um

mais curto em relação a duas (diferentes) sequências de nodos, requer exponencialmente

muitos bits, uma vez que os números algébricos que descrevem os comprimentos ótimos

dos caminhos podem ter grau exponencial (Mitchell, 2017).
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• A segunda dificuldade surge de considerações combinatórias. O número de caminhos

pode ser exponencial. Ou seja, Caminhos combinatoriamente distintos (isto é, com

sequências de arestas distintas) entre dois pontos. Este fato leva a uma prova da

NP-dificuldade do problema do caminho mínimo (Canny e Reif, 1987b). De fato,

o problema é NP-difícil mesmo para o caso de obstáculos que são caixas disjuntas

alinhadas ao eixo, mesmo que os obstáculos sejam todos retângulos alinhados ao eixo

z “empilhados” (ou seja, retângulos horizontais, ortogonais ao eixo z, com arestas

paralelas aos eixos x e y), e mesmo que os retângulos sejam quadrantes, cada um dos

quais é ilimitado a nordeste ou sudoeste (Mitchell e Sharir, 2004; Mitchell, 2017).

Assim, é natural considerar algoritmos de aproximação para o caso geral, ou considerar

casos especiais para os quais os limites polinomiais são alcançáveis.

Os resultados em algoritmos exatos estão sumarizados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Caminhos mínimos 3D: Algoritmos exatos NP-Difícil.

Descrição Complexidade Observação Referências
Problema

geral entre

poliedros

NP-difícil
Obstáculos

convexos
(Canny e Reif, 1987b)

Retângulos

empilhados

alinhados

aos eixos

NP-difícil métrica 𝐿2 (Mitchell e Sharir, 2004)

1Adaptado de (Mitchell, 2017)

5.2 ARTIGOS SEMINAIS

Os primeiros trabalhos que abordam o planejamento de caminhos 3D são os de

(Lozano-Pérez e Wesley, 1979) e de (Reif, 1979).

Apesar de ser uma publicação de robótica, em Lozano-Pérez e Wesley (1979), existe

uma abordagem de algoritmo para resolver o problema computacional de planejamento de

caminhos. Primeiramente, é utilizado um algoritmo para dilatar os obstáculos e reduzir o objeto

a um ponto (semelhante, mas menos eficiente que a soma de Minkowski). Em seguida é gerado

um grafo de visibilidade por vértices. Como resultado, obtém um caminho de baixo custo entre

origem e destino, supostamente livre de colisões, porém, sem garantias de ser ótimo.

Já Reif (1979) é uma publicação de computação e tem um enfoque mais teórico,

abordando dois problemas de planejamento de caminhos, no R2 e no R3, onde se deseja encontrar

um caminho viável, qualquer, entre origem e destino. No primeiro, problema denominado

Clássico, o objeto é um polígono no R2 ou poliedro no R3 cuja demonstração indica que um

algoritmo capaz de resolver este problema está na classe de tempo polinomial. No segundo

problema, chamado de Generalizado, o objeto é um conjunto de poliedros livremente ligados

por pontos distintos no R3. O artigo apresenta uma prova de que um algoritmo para resolver o

problema generalizado pertence a classe P-Space-Hard.

Em (Reif, 1979) se verificou a complexidade computacional para encontrar caminhos

viáveis. Já em (Canny e Reif, 1987a) é estudada a complexidade computacional para o problema

de encontrar caminho mínimo no R3, com uma prova de que este problema é NP-Difícil.
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5.3 REVISÕES OU LEVANTAMENTOS RECENTES DE TRABALHOS

Em (Bose et al., 2011), é apresentado um levantamento de publicações que abordam o

planejamento de caminhos 3D geodésico, ou seja, na superfície de um poliedro. Também busca

identificar os problemas, em aberto, mais relevantes tanto na teoria como na prática.

No trabalho de Yang et al. (2016), existe um levantamento dos algoritmos de planejamento

de caminhos 3D tentando identificar quais abordagens são aplicáveis para ambientes reais. Eles

argumentam que apesar da recente popularização de algoritmos bioinspirados, os resultados

obtidos não são adequados para aplicações reais.

Em (Debnath et al., 2019), é feita uma comparação das abordagens de planejamento de

caminhos baseadas em diagrama de Voronoi, grafo de visibilidade, decomposição em células

e campos potenciais artificiais. Os critérios avaliados foram: proximidade do caminho gerado

com o mínimo, tempo de computação para gerar, o consumo de memória, se é adequado para

aplicação em tempo real, a segurança e a completude. As conclusões deles é que cada abordagem

apresenta vantagens e desvantagens cabendo escolher qual será a mais eficiente de acordo com a

aplicação. Para o problema em estudo, a sugestão é adotar as abordagens baseadas em grafo de

visibilidade e decomposição em células.

Em (Patle et al., 2019) uma revisão ampla de trabalhos em planejamento de caminhos,

demonstra a, recente, redução das abordagens clássicas e aumento das abordagens reativas. O

que os autores classificam como abordagens clássicas são decomposição em células (grade),

Roadmap Voronoi e grafo de visibilidade e campos de potenciais artificiais. As abordagens

reativas são os algoritmos bioinspirados.

Em (Song et al., 2019) é apresentado um levantamento de métodos de planejamento

de caminhos 3D para voo de Veículo Aéreo Não Tripulado (UAV). Descreve as abordagens

já propostas na literatura e sugere alguns problemas que merecem uma investigação mais

aprofundada.

5.4 CASOS DE TEMPO POLINOMIAL

Para algumas instâncias do problema de encontrar caminho mínimo no R3 existe

algoritmo de tempo polinomial. A seguir serão abordados alguns destes casos.

Foi provado por Canny e Reif (1987a) que o problema de achar o caminho mínimo emR3

é NP-Difícil. Porém, para algumas restrições do problema existe algoritmo polinomial. Segundo

Mitchell (2017), os casos polinomiais do planejamento de caminhos no R3, para caminhos

mínimos Euclidianos (3ESP) são:

• Poucos Obstáculos - Se o espaço de configuração tem apenas um pequeno número |𝑂 |
de obstáculos convexos, um caminho mínimo pode ser encontrado em complexidade de

tempo |𝑉 |O(|𝑂 |) (Sharir, 1987)2.

• Obstáculos Verticais - Se os obstáculos são “edifícios” (prismas verticais) com apenas

𝑙 alturas diferentes, então os caminhos mínimos podem ser encontrados no tempo

O(|𝑉 |6𝑙−1) onde pelo 𝑙 é o número de camadas (Gewali et al., 1990)3. Obviamente se 𝑙

2Note que este algoritmo permite que este problema seja considerado “tratável por parâmetro fixo” (FPT), já

que tem complexidade polinomial quando o parâmetro |𝑂 | é limitado por uma constante. Isto é o que se chama de

“complexidade parametrizada”.

3Aqui também temos um algoritmo polinomial (em complexidade parametrizada) com parâmetro 𝑙 (número de

alturas distintas).
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é livre, esse algoritmo é exponencial. Mas segundo Mitchell (2017), não é conhecido se

esta versão do problema é NP-difícil se for permitido que 𝑙 seja grande.

• Geodésico Se os caminhos permanecerem em uma superfície poliédrica (ou seja, o

espaço de configuração é essencialmente 2D), então a propriedade de desdobramento

dos caminhos ótimos pode ser explorada para produzir algoritmos de tempo polinomial.

• Sequência de arestas conhecida - Se for fixado ou informado por quais arestas de

obstáculos o caminho deve passar, um método de otimização por programação não-linear

quadrática (QP) pode encontrar o caminho mínimo em tempo polinomial, desde que

este seja um problema de otimização convexo (CPLEX, 2022).

Em (Mitchell, 2017, 2014; Bose et al., 2011; Berg et al., 2008; Mitchell et al., 2000),

são apresentadas descrições, mais detalhadas, destes casos especiais e das abordagens que os

resolvem em tempo polinomial. As complexidades dos algoritmos exatos para os casos especiais

são sumarizadas na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Caminhos mínimos 3D: Algoritmos exatos em tempo polinomial.

Descrição Complexidade Observação Referências
Um poliedro

convexo
tempo O(|𝐸 | log |𝐸 |) espaço

O(|𝐸 | log |𝐸 |) (Schreiber e Sharir, 2008)

Poliedros

convexos

disjuntos

|𝑉 |𝑂 ( |𝑂 |) |𝑂 | fixo (Sharir, 1987)

Prismas

verticais
O(|𝑉 |6𝑙−1) 𝑙 alturas

diferentes
(Gewali et al., 1990)

Superfície

poliedral
Tempo O(|𝑉 |2) constrói SPM (Chen e Han, 1996)

Superfície

poliedral
Tempo O(|𝑉 |2) Voronoi

Geodésico
(Mitchell et al., 1987)

Consulta

dois pontos

consulta

O((√|𝑉 |/𝑘1/4) log |𝑉 |)
espaço, pré-proc.

O(|𝑉 |6𝑘1+𝛿)

1 ≤ 𝑘 ≤ |𝑉 |2,

𝛿 > 0 é um

pequeno valor

fixo.

(Agarwal et al., 1997a)

Diâmetro

geodésico
O(|𝑉 |8 log |𝑉 |)

Superfície

poliedro

convexo

(Agarwal et al., 1997a)

4Adaptado de (Mitchell, 2017)

5.4.1 Planejamento de Caminhos com Poucos Obstáculos

Em ambientes com apenas um obstáculo, pode se ampliar o obstáculo para incluir

os pontos de origem 𝑠 e destino 𝑡, e aplicar métodos geodésicos para encontrar o caminho

mínimo. Sharir e Baltsan (1986) exploram a questão do número de obstáculos |𝑂 | e a quantidade

de vértices |𝑉 |, mostrando algoritmos específicos para apenas um obstáculo |𝑂 | = 1 com

complexidade de tempo O(|𝑉 |2 log |𝑉 |), para dois obstáculos |𝑂 | = 2 com complexidade de

tempo O(|𝑉 |3𝛼( |𝑉 |)𝑂 (𝛼( |𝑉 |)7) log |𝑉 |), onde 𝛼(𝑛) é a inversa da função Ackermann, e para
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|𝑂 | ≥ 2 com complexidade de tempo de O(|𝑉 |7|𝑂 |). A inversa da função Ackermann é uma

função de crescimento muito lento.

5.4.2 Planejamento de Caminhos Vertical

Segundo (Gewali et al., 1990), se os obstáculos forem verticais, como por exemplo

edifícios, o planejamento de caminhos 3D pode ser obtido em complexidade de tempo O(|𝑉 |2)
para obstáculos de mesma altura e O(|𝑉 |6𝑙−1) para obstáculos com alturas variadas, onde 𝑙 é a

quantidade de alturas distintas.

5.4.3 Planejamento de Caminhos Geodésico

As instâncias do problema de planejamento de caminhos na superfície de um poliedro

são chamadas de geodésicas.

No caso geodésico, o método Dĳkstra contínuo leva a um algoritmo que requer tempo

O(|𝑉 |2 log |𝑉 |) para construir um mapa de caminhos mínimos (ou um diagrama geodésico de

Voronoi), onde |𝑉 | é o número de vértices da superfície (Mitchell et al., 1987). O tempo de

execução do pior caso foi melhorado para O(|𝑉 |2) por Chen e Han (1996). Para o caso de

caminhos mínimos em uma superfície poliédrica convexa (ou evitando um único obstáculo,

que é um poliedro convexo Schreiber e Sharir (2008) deram um algoritmo de tempo ótimo

O(|𝑉 | log |𝑉 |) baseado no Dĳkstra contínuo; Schreiber (2007) estendeu os métodos para produzir

um algoritmo de tempo O(|𝑉 | log |𝑉 |) em superfícies poliédricas “realistas”. Kapoor (1999);

O’Rourke (1999) anunciaram um algoritmo de tempo O(|𝑉 | log2 |𝑉 |) para superfícies poliédricas

gerais, também baseado em Dĳkstra contínuo. Como os caminhos mínimos em superfícies

poliédricas são críticos em muitas aplicações em computação gráfica, estudos experimentais

práticos de algoritmos de caminho mínimo foram conduzidos; ver, por exemplo, (Surazhsky

et al., 2005).

Vários fatos são conhecidos sobre o conjunto de sequências de arestas correspondentes

a caminhos mínimos na superfície de um poliedro convexo 𝑜 em R3. Em particular, o número de

pior caso de sequências de arestas distintas que correspondem a um caminho mínimo entre algum

par de pontos é Θ( |𝑉 |4), e o conjunto exato, de tais sequências, pode ser calculado no tempo

O(|𝑉 |6𝛼( |𝑉 |) log |𝑉 |), onde 𝛼( |𝑉 |) = �(log∗ |𝑉 |) (cresce muito devagar) (Agarwal et al., 1997a).

Um algoritmo O(|𝑉 |6) mais simples pode calcular um pequeno subconjunto das sequências. O

número de sequências de arestas máximas para caminhos mínimos é Θ( |𝑉 |3) (Mitchell, 2017).

Alguns desses resultados dependem de um estudo cuidadoso do Desdobramento da

Estrela (star unfolding) em relação a um ponto 𝑝 na fronteira 𝜕𝑜, do obstáculo 𝑜. O desdobramento

da estrela é o complexo celular Não Sobreposto (nonoverlapping) obtido subtraindo de 𝜕𝑜 os

caminhos mínimos de 𝑝 para os vértices de 𝑜 e depois achatando a Fronteira Resultante (resulting
boundary) (Mitchell, 2017).

No trabalho de Franklin e Akman (1984) é apresentada a solução para 3 instâncias do

problema de encontrar o caminho mínimo com apenas um poliedro como obstáculo e os pontos

de origem 𝑠 e destino 𝑡 estão sobre ou próximos da superfície de um obstáculo.

1. Para 𝑠 e 𝑡 sobre a superfície de 𝑜, os caminhos são representados pelo grafo 𝐺 = (𝑉, 𝐸)
a complexidade de encontrar o melhor caminho é 𝑚𝑖𝑛(O(|𝑉 |2),O(|𝐸 | log |𝑉 |)).

2. Se 𝑠, 𝑡 ambos são externos a 𝑜, é feita uma redução substituindo 𝑜 por 𝑜′ que é um

poliedro que 𝑠 e 𝑡 estão na sua superfície. O 𝑜′ é obtido pela união de 𝑜 e dois poliedros

𝑞𝑠 e 𝑞𝑡 em forma de pirâmide com 𝑠 e 𝑡 como ápices e os vértices de 𝑜 visíveis à 𝑠 e 𝑡
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respectivamente. O custo da redução é O(𝑛𝑙𝑜𝑔3𝑛) onde 𝑛 é o número de vértices de 𝑜′.
Após a redução o problema é o mesmo do caso anterior que já possui a complexidade

de tempo estimada.

3. Se o ponto 𝑠 é fornecido e apenas a face 𝐹𝑡 de 𝑜 que contém 𝑡 é indicada, é gerado o

diagrama de Voronoi sobre o plano de 𝐹𝑡 . O diagrama gerado é recortado para conter

apenas o interior de 𝐹𝑡 . O custo para pré-processar é O(|𝐸𝑣 | log |𝐸𝑣 |) e o custo para

buscar é O(|𝐸𝑣 | log2 |𝐸𝑣 |) sendo |𝐸𝑣 | o número de arestas do diagrama de Voronoi no

interior de 𝐹𝑡 .

No artigo de Sharir e Schorr (1984) é proposto um algoritmo de planejamento de cami-

nhos geodésico para um obstáculo poliédrico convexo com complexidade de tempoO(|𝑉 |3 log |𝑉 |)
e complexidade de espaço de O(|𝑉 |2).

Em (Mitchell et al., 1987) é apresentado um algoritmo para o problema geodésico. Na

etapa de mapeamento a complexidade de tempo é O(|𝐸 |2 log |𝐸 |) e a complexidade de espaço é

O(|𝐸 |2), onde |𝐸 | é o número de arestas da superfície. E na etapa de busca a complexidade de

tempo é O(𝑘 log 𝑛) onde 𝑘 é o número de faces cortadas.

A publicação de Surazhsky et al. (2005) apresenta implementações de caminho mínimo

em malhas triangulares com uma origem e vários destinos, tanto para caminho mínimo exato

como aproximado. Eles demonstram também que a complexidade do algoritmo exato proposto

por (Mitchell et al., 1987) como O(|𝑉 |2𝑙𝑜𝑔 |𝑉 |) é pessimista porque, na prática, é executado em

tempo sub-quadrático.

O artigo (Schreiber e Sharir, 2008) apresenta uma versão otimizada do planejamento de

caminhos geodésicos entre dois pontos de complexidade de tempo O(|𝐸 | log |𝐸 |) e que requer

O(|𝐸 | log |𝐸 |) de espaço onde |𝐸 | é o número de arestas de um poliedro.

5.5 PLANEJAMENTO DE CAMINHOS APROXIMADO

Os algoritmos de planejamento de caminho aproximado retornam um caminho com

comprimento de até (1 + 𝜀) vezes o caminho mínimo.

Algoritmos práticos de aproximação baseados em busca em grafos discretos costumam

subdividir arestas ou incluir pontos no interior das faces como forma de aproximar do mínimo

(Mitchell, 2017).

Papadimitriou (1985) foi o primeiro a estudar o problema geral do ponto de vista de

aproximações, dando um esquema de aproximação totalmente polinomial que produz um caminho

com garantia que não será maior que (1 + 𝜀) vezes o comprimento de um caminho mínimo.

Papadimitriou busca na cena por pares de arestas cujas retas suporte são retas reversas, ou seja,

as retas em R3 que não são paralelas, mas não se intersectam. A proposta é aplicar um pré-

processamento para buscar pares de arestas reversas e dividir as arestas identificadas em pequenos

segmentos de reta. A complexidade de tempo por esta abordagem é O(𝑛4(𝐿 + log(𝑛/𝜀))2/𝜀2)
onde 𝑛 é o número de elementos (vértices, faces e arestas), 𝜀 é a acurácia desejada de aproximação

e 𝐿 é a precisão dos inteiros usada, ou seja, número de bits do maior inteiro utilizado para

descrever uma coordenada na cena (por exemplo para as coordenadas dos vértices, 𝐿 é o logaritmo

de base 2 do maior inteiro usado em uma coordenada). O algoritmo proposto subdivide cada

aresta em no máximo 𝑁 = 𝑂 (𝑛(𝐿 + log(1/𝜀))/𝜀) segmentos.

Um limite alternativo de Clarkson (1987) melhora o tempo de execução no caso de 𝑛𝜀3

ser grande (Mitchell, 2017).
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Em (Clarkson, 1987) é apresentada uma aproximação do menor caminho com base no

tamanho da maior aresta de um obstáculo. A complexidade de tempo é representada por

O(|𝐹 |2𝜆( |𝐹 |) log( |𝐹 |/𝜀)/𝜀4 + |𝐹 |2 log |𝐹 |𝜌 log( |𝐹 | log 𝜌)), (5.1)

onde 𝜌 é a razão do comprimento entre a aresta de obstáculo mais longa e a distância entre 𝑠

e 𝑡. A função 𝜆( |𝐹 |) = 𝛼( |𝐹 |)𝑂 (𝛼( |𝐹 |)𝑂 (1) ) onde 𝛼( |𝐹 |) é a inversa da função de Ackermann de

crescimento lento já comentada na Seção 5.4.1.

Har-Peled (1999b) mostra como calcular um mapa de caminho mínimo aproximado

entre poliedros, computando, para origem fixa 𝑠 e 0 < 𝜀 < 1, uma subdivisão de tamanho

O(|𝐸 |2/𝜀4+𝛿) no tempo aproximado O(|𝐸 |4/𝜀6), de modo que para qualquer ponto 𝑡 ∈ R3 uma

(1 + 𝜀)-aproximação do comprimento de um caminho 𝑠 � 𝑡 mínimo pode ser relatada no tempo

O(𝑙𝑜𝑔( |𝐸 |/𝜀)).
Um esforço considerável tem sido dedicado a algoritmos de aproximação para caminhos

mínimos em superfícies poliédricas. Dado um obstáculo, ou seja, um poliedro convexo, Agarwal

et al. (1997b), mostram como envolver o poliedro original com um poliedro convexo de tamanho

constante (O(𝜀−3/2), agora melhorado para O(𝜀−5/4) (Chazelle et al., 2005)) com a propriedade

de que os caminhos mínimos são aproximadamente preservados (dentro do fator (1 + 𝜀)) no

poliedro externo. Isso resulta em um algoritmo de aproximação de complexidade de tempo

O(|𝑉 | log(1/𝜀)+ 𝑓 (𝜀−5/4)), onde 𝑓 ( |𝑉 ′|) denota a complexidade de tempo de resolver de maneira

exata um problema de caminho mínimo em uma superfície convexa de |𝑉 ′| vértices (por exemplo,

𝑓 ( |𝑉 ′|) = 𝑂 ( |𝑉 ′|2) usando (Chen e Han, 1996). Har-Peled (1999a) fornece um algoritmo de

tempo O(|𝑉 |) para pré-processar um poliedro convexo de modo que uma consulta de dois pontos

possa ser respondida em tempo O((log |𝑉 |)/𝜀3/2 + 1/𝜀3), produzindo a distância aproximada

(1 + 𝜀) do caminho mínimo, bem como um caminho com O(1/𝜀3/2) trechos que evita o interior

do poliedro de entrada (Mitchell, 2017).

Em outros trabalhos para obter caminhos mínimos aproximados geodésicos, Varadarajan

e Agarwal (2000) apresentam algoritmos de tempo sub-quadrático para superfícies poliédricas

gerais (não convexas). Para superfície de terreno, Cheng e Jin (2014b,a), apresentam algoritmos

cujo custo do caminho é a distância e também considerando a inclinação na estimativa de custo.

5.6 TÉCNICAS DE MAPA DE ROTAS

5.6.1 Grafo de Visibilidade 3D

Embora os métodos discutidos de construção de grafos de visibilidade se apliquem

eficientemente a ambientes 2D, a construção de um grafo de visibilidade 3D pode não ser tão

simples. A noção de grafo de visibilidade em espaços 3D pode diferir de sua contraparte 2D.

O’Rourke et al. (1998) e Masoudi (2020) fornecem diferentes definições para grafo de visibilidade.

Segundo eles, um grafo de visibilidade 3D pode ser criado entre dois poliedros ao invés de

um par de vértices, o que pode simplificar bastante a construção do grafo. Nesse caso, cada

obstáculo serve como um nodo. O uso dessa definição de visibilidade pode, no entanto, resultar

em soluções não ideais para problemas de caminho mínimo. No entanto, usando a definição

clássica de um grafo de visibilidade, a construção desse grafo requer a determinação de todos os

pontos visíveis de um obstáculo a partir de um determinado ponto no espaço. Pela definição

clássica, no planejamento 2D, os nodos do grafo são os vértices dos obstáculos poligonais como

mostrado em (Masoudi et al., 2019). Em 3D, por outro lado, os pontos visíveis usados no

caminho mínimo estão em qualquer lugar nas arestas dos obstáculos poliédricos (Sharir e Schorr,
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Tabela 5.3: Caminhos mínimos 3D: Algoritmos aproximados.

Descrição Complexidade Aprox. Referências
Problema

geral entre

poliedros

O(𝑛4(𝐿 + log(𝑛/𝜀))2/𝜀2)
onde 𝑛 = |𝑉 | + |𝐸 | + |𝐹 | (1 + 𝜀) (Papadimitriou, 1985)

Problema

geral entre

poliedros

O(|𝑉 |2𝜆( |𝐹 |) log( |𝐹 |/𝜀)/𝜀4+
|𝐹 |2 log |𝐹 |𝜌 log( |𝐹 | log 𝜌)) (1 + 𝜀) (Clarkson, 1987)

Problema

geral entre

poliedros

O( |𝑉 |
𝜀3 log 1

𝜀 log |𝑉 |) (1 + 𝜀) (Aleksandrov et al., 2000)

Problema

geral entre

poliedros

pré-proc.: O(|𝐸 |4/𝜀6)
consulta: O(𝑙𝑜𝑔( |𝐸 |/𝜀)) (1 + 𝜀) (Har-Peled, 1999b)

𝑘 poliedros

convexos
O(|𝑉 |) (2𝑘) (Hershberger e Suri, 1998)

um

poliedro

convexo

O(|𝑉 | log 1
𝜀 + 1

𝜀3 ) (1 + 𝜀) (Agarwal et al., 1997b)

um

poliedro

convexo

O(𝜀−5/4√𝑛) esperado

onde 𝑛 = |𝑉 | + |𝐸 | + |𝐹 | (1 + 𝜀) (Chazelle et al., 2005)

Superfície

terreno
O( 1√

𝜀
|𝑉 |2 log |𝑉 | + |𝑉 |2 log4 |𝑉 |) (1 + 𝜀) (Cheng e Jin, 2014b)

poliedro

não

convexo

O(|𝑉 |5/3 log5/3 |𝑉 |) (7 + 𝜀) (Varadarajan e Agarwal, 2000)

poliedro

não

convexo

O(|𝑉 |8/5 log8/5 |𝑉 |) (15 + 𝜀) (Varadarajan e Agarwal, 2000)

5Adaptado e ampliado de (Mitchell, 2017)

1984). Portanto, a construção de grafos de visibilidade em 3D torna-se um problema NP-difícil

(O’Rourke et al., 1998; Masoudi, 2020; Berg et al., 2008).

Além disso, passando de 2D para 3D, a definição de interseção também muda. Em

ambientes 3D, as interseções ocorrem entre um segmento de reta e o interior de um poliedro,

não um polígono. Portanto, as interseções precisam ser verificadas entre um segmento de reta e

todas as faces de um obstáculo. Se os obstáculos forem poliedros tesselados, cujas faces foram

subdivididas em facetas triangulares, basta verificar apenas as interseções entre o segmento de

reta e cada um dos triângulos que compõem a superfície do modelo sólido. Somente esse fato

pode aumentar drasticamente a complexidade do tempo de qualquer algoritmo para construção

do grafo de visibilidade.

Apesar dos desafios discutidos, foram desenvolvidos algoritmos para construir grafos de

visibilidade 3D com suposições simplificadoras (por exemplo, o caminho mínimo aproximado)

ou para casos especiais. Por exemplo, Lozano-Pérez e Wesley (1979), estenderam sua abordagem

para o planejamento de caminhos 3D com base em grafos de visibilidade, introduzindo novos

vértices ao longo das arestas de obstáculos poliédricos, ou seja, subdividindo as arestas dos
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obstáculos. Segundo eles, em um grafo de visibilidade 3D cujos nodos consistem apenas de

vértices de obstáculos não há garantia de conter o menor caminho livre de colisões. Os novos

vértices que eles introduzem podem estar em qualquer lugar nas arestas do obstáculo de modo que

o comprimento de cada subdivisão não exceda um valor pré-especificado. A adição dos novos

vértices pode levar a uma aproximação razoável do caminho mínimo no grafo de visibilidade,

embora o impacto no tempo de computação é significativo dependendo do tamanho do grafo

gerado.

5.6.1.1 Grafo de Visibilidade Aproximado

Para melhorar o tempo computacional do algoritmo de caminho mínimo 3D sugerido

por Sharir e Schorr, Papadimitriou (1985) propôs um algoritmo capaz de encontrar caminhos

mínimos 3D aproximados. Já apresentado na Seção 5.5. Ele define arestas visíveis como um par

de arestas com dois pontos, um em cada aresta, visíveis entre si. Se tais pontos existirem, os

segmentos serão visíveis. Em seguida, ele calcula as distâncias entre as arestas visíveis como a

distância entre seus pontos médios.

O método de Clarkson (1987) discutido no Capítulo 4 também é aplicável a problemas

de planejamento de caminhos 3D. Na verdade, ele forneceu melhorias na complexidade de

tempo do algoritmo de Papadimitriou para o grafo de visibilidade 3D. A ideia aqui é análoga

ao problema 2D. As regiões cônicas são criadas para os nodos do grafo. Desta vez, porém, os

nodos não são necessariamente os vértices dos obstáculos. Em vez disso, os ápices dos cones (ou

nodos do grafo reduzido) ficam nas arestas dos obstáculos, o que implica em infinitos vértices.

Para evitar essa computação onerosa, Clarkson subdivide as arestas em um número finito de

segmentos. Após a construção do grafo, o algoritmo de busca apresentado em (Fredman e Tarjan,

1987) é aplicado para obter o caminho mínimo.

Além de Clarkson, Choi et al. (1997), também revisitaram o algoritmo de Papadimitriou

e definiram um novo esquema de subdivisão para diminuir, ainda mais, seu tempo de execução.

5.6.1.2 Visibilidade Reduzido

Um grafo de visibilidade 3D reduzido (3DRVG) foi introduzido por (Jiang et al., 1993).

O algoritmo de construção proposto tem tempo computacional polinomial no número de vértices

e tempo exponencial no número de obstáculos, O(|𝑉 |3𝑘 |𝑂 |), onde 𝑘 é o número máximo de

vértices em qualquer obstáculo. Para construir o 3DRVG, os autores aplicaram uma projeção em

perspectiva denominada colineação que projeta os obstáculos em um plano perpendicular ao

segmento de reta entre os pontos de origem e destino. O ponto de vista da projeção é o ponto de

origem. Um exemplo da colineação definida é mostrado na Figura 5.1.

Usando a imagem projetada dos obstáculos, as arestas não sobrepostas são identificadas

removendo as linhas ocultas na imagem projetada. Usando as informações das arestas visíveis no

plano de projeção 2D, as arestas correspondentes nos obstáculos 3D são identificadas. Depois que

as arestas visíveis são encontradas, elas são conectadas em uma sequência começando do ponto

de origem, passando pelo ponto médio de cada aresta e terminando no ponto de destino (veja

a Figura 5.2). No entanto, como os pontos médios das arestas podem não fornecer o caminho

mínimo, uma analogia de corda elástica é usada para ajustar cada trecho do caminho e minimizar

a energia potencial total das cordas elásticas. Essa otimização leva a minimizar o comprimento

do caminho, movendo os pontos de passagem do caminho nas arestas visíveis dos obstáculos.
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Figura 5.1: Conceito de Colineação. (Jiang et al., 1993).

Figura 5.2: Caminho mínimo através dos pontos médios da sequência de arestas encontrada. (Jiang et al., 1993).

5.6.1.3 Obstáculos Verticais

Um algoritmo de tempo O(|𝑉 |6𝑙−1) foi desenvolvido por Gewali et al. (1990) para

encontrar o caminho mínimo 3D livre de colisão entre obstáculos verticais, assemelhando-se a

edifícios em um ambiente urbano, com um total de 𝑙 alturas distintas. Os obstáculos verticais são

aqueles que cada uma de suas faces é paralela ou perpendicular ao plano 𝑥𝑦. Os autores também

propuseram técnicas de aceleração que melhoram a complexidade de tempo em até O(|𝑉 |2),
embora os caminhos resultantes sejam mais longos em no máximo 8% devido às aproximações

implantadas e às suposições simplificadoras. Neste algoritmo, um grafo de visibilidade é

construído por nível. Depois que todos os grafos são encontrados, eles são conectados para

formar um grafo 3D onde é feita a busca pelo caminho mínimo. O algoritmo se beneficia da

ortogonalidade dos obstáculos ao usar suas projeções para construir grafos de visibilidade e

encontrar os pontos de passagem.

Uma modificação no algoritmo de Gewali et al. (1990) é fornecida em um estudo mais

recente de Frontera et al. (2017). O algoritmo modificado, conhecido como ApVL, reduz o
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número de vértices usados para encontrar o caminho mínimo e, como resultado, melhora o

tempo de computação para O(|𝑉 |3). Semelhante a (Gewali et al., 1990), eles constroem grafos

de visibilidade 2D em diferentes níveis 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑙, para 𝑙 níveis distintos de obstáculos. No

entanto, sua classificação de níveis difere daquela de (Gewali et al., 1990) pois eles têm níveis

uniformemente espaçados e não importa quantas alturas distintas os obstáculos tenham, eles

mantêm 𝑙 constante. Eles então usam projeções dos nodos de visibilidade em diferentes níveis

para criar arestas de conexão entre grafos de visibilidade em diferentes níveis e encontrar o

caminho mínimo em O(𝑙2 |𝑉 |3) que, assumindo um valor constante para 𝑙, é reduzido a O(|𝑉 |3).
Um exemplo de grafo de visibilidade de três níveis é mostrado na Figura 5.3. O primeiro passo

em seu algoritmo é a determinação dos obstáculos de interseção. Esses obstáculos são então

passados para a geração de grafo aproximado para construir o grafo de visibilidade.

Figura 5.3: Grafo de visibilidade de três níveis. (Frontera et al., 2017).

Uma desvantagem da abordagem de Frontera et al. é o descarte dos obstáculos sem

interseção. Isso contribui para a colisão intermitente entre o caminho mínimo final e os obstáculos

descartados. Para evitar isso, eles verificam as colisões mais uma vez depois que o caminho

mínimo é criado para garantir que este caminho está livre realmente de colisões. Se forem

encontradas colisões, um processo é executado iterativamente para convergir para um caminho

livre de colisões entre os dois pontos dados. Este algoritmo também é comparado com o

algoritmo de sub-amostragem (Lozano-Pérez e Wesley, 1979), aproximações de Gewali et al.

(1990), baseados em linha de visibilidade (Omar e Gu, 2010) e métodos estocásticos de PRM e

RRT. Os resultados mostram que este método supera os rivais em encontrar o caminho mínimo

3D em um ambiente urbano com obstáculos regulares tanto no tempo de computação quanto no

comprimento do caminho.

Olhando para o mesmo problema, mas adicionando restrições e critérios extras (como

o número de links e a altura máxima dos obstáculos), Tran et al. (2019), desenvolveram um
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algoritmo que gera caminhos ainda mais curtos que a saída do ApVL, entre poliedros verticais

convexos. Seu algoritmo tem duas etapas principais: (1) a construção de um grafo de visibilidade

com base nas arestas de obstáculos que são, total ou parcialmente, visíveis entre si e (2) a

resolução de um Programa Linear Inteiro Misto (MILP) que tenta encontrar a localização de

pontos de passagem nos nodos do grafo de visibilidade. Um exemplo de duas arestas parcialmente

visíveis identificadas com base no algoritmo de Tran et al. é mostrado na Figura 5.4. Deve-se

notar que os nodos do grafo de visibilidade são na verdade arestas dos obstáculos. Portanto, em

vez de construir um grafo de visibilidade com base em vértices visíveis, os autores constroem

o grafo para arestas visíveis. Eles também implantam uma aproximação linear da métrica de

distância euclidiana para poder modelar o problema e resolvê-lo como um MILP.

Figura 5.4: A noção de visibilidade parcial de arestas. Duas arestas verticais 𝑆𝑖 e 𝑆 𝑗 são parcialmente visíveis

porque o obstáculo 𝑂𝑘 provoca oclusão (Tran et al., 2019).

Embora o método de Tran et al. (2019) seja competitivo em encontrar soluções

aproximadas razoáveis para o problema do caminho mínimo usando uma abordagem geométrica

exata, dificilmente poderia ser aplicado para resolver problemas de planejamento de caminho

3D com obstáculos não verticais. O método de determinação da visibilidade das arestas dos

obstáculos é significativamente simplificado usando obstáculos verticais que possuem faces

paralelas ou perpendiculares ao plano 𝑥𝑦. Além disso, a métrica de distância utilizada se

aproxima da métrica euclidiana, que requer etapas de pós-processamento para refinar ainda mais

o caminho para um caminho mais curto.

Os métodos desenvolvidos em (Gewali et al., 1990), (Frontera et al., 2017) e (Tran et al.,

2019) supõem que viajar abaixo da superfície de base de qualquer obstáculo não é permitido;

portanto, imitando um ambiente urbano para encontrar o caminho. Embora esta suposição seja

válida para o caso de planejamento de caminhos de UAV em um ambiente urbano, para outros

problemas pode não ser realista assumir que os caminhos só podem passar sobre o topo (ou

laterais) dos obstáculos. Portanto, a abordagem proposta pode não se aplicar ao problema geral

de planejamento de caminho 3D que é o problema em estudo deste trabalho.

Liang et al. (2018) desenvolveram uma abordagem de planejamento de caminhos com

base geométrica em espaços de trabalho bi e tridimensionais espalhados com obstáculos regulares,

incluindo cubos e cones. O algoritmo começa com a identificação dos obstáculos de interseção
e os ordena com base em sua distância do ponto de origem do caminho. Em seguida, são

determinados os pontos de interseção com as faces e o ponto de interseção mais próximo ao
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ponto de origem do caminho é selecionado. As distâncias do ponto selecionado às arestas da

respectiva face (3D), ao qual este ponto pertence, são calculadas e a aresta com a distância

mínima é escolhida como o ponto de passagem do caminho. Um exemplo de ponto de passagem

é ilustrado na Figura 5.5 (ponto A).

Figura 5.5: O ponto de passagem para um obstáculo cuboide. O caminho de 𝑆 para 𝐹 que passa pelo ponto 𝐴 é mais

curto (Liang et al., 2018).

Liang et al. mostraram que para qualquer ponto arbitrário 𝐵 na aresta com distância

mínima de 𝑃, a desigualdade de | |𝑆𝐵| | + | |𝐵𝐹 | | ≥ | |𝑆𝐴| | + | |𝐴𝐹 | | vale; portanto, 𝐴 está no

caminho mínimo de 𝑆 a 𝐹. Na próxima iteração, o ponto de passagem 𝐴 é definido como o novo

ponto de origem e o processo é executado iterativamente. Os pontos de passagem, se formarem

trechos sem interseção, serão incluídos para criar um caminho livre. A Figura 5.6 mostra um

exemplo do caminho mínimo final em um ambiente 2D usando este método.

Embora os autores afirmem que o caminho encontrado por este algoritmo é uma boa

aproximação do caminho mínimo, nenhuma prova é fornecida de que tais caminhos sejam quase

ótimos. Apenas são fornecidas comparações com métodos heurísticos 2D e 3D que mostram a

superioridade do método na otimalidade da solução. No entanto, as heurísticas podem não ser

uma referência válida, pois não podem garantir encontrar uma solução globalmente ótima. Além

disso, o algoritmo proposto só pode lidar com obstáculos de formato regular e o processo de

determinação dos pontos de passagem depende muito das formas dos obstáculos; portanto, pode

não se aplicar a um caso mais geral de problemas 2D ou quaisquer problemas de planejamento

3D.

5.6.1.4 Fecho Convexo

Embora o algoritmo de fecho convexo apresentado na Subseção 4.1.1.4 seja eficiente em

lidar com quaisquer problemas de roteamento planar entre obstáculos dispersos, este algoritmo

exato não pode ser generalizado para os problemas de roteamento 3D. Independentemente do

tempo computacional, a ideia de empregar fechos convexos para identificar o próximo conjunto

de pontos de passagem é eficiente para problemas 2D, mas pode não se aplicar da mesma maneira

a problemas 3D. Os fechos convexos 3D contêm mais de dois pontos extremos na fronteira

dos obstáculos o que tornam a identificação de pontos extremos não tão evidente como em 2D.
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Figura 5.6: O caminho mínimo entre 𝑆 e 𝐹 em um ambiente 2D (Liang et al., 2018).

Portanto, se uma abordagem baseada na noção de fecho convexo for empregada para problemas

de roteamento 3D, um novo método, precisaria ser desenvolvido, para identificar os pontos de

passagem nas arestas dos obstáculos. Masoudi et al. (2019) propôs as alterações necessárias ao

algoritmo de visibilidade por fecho convexo para problemas 3D.

Figura 5.7: Passos na construção do grafo representando o espaço livre de obstáculos em um ambiente 3D (Masoudi

e Fadel, 2022).
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As etapas na construção do grafo 3D baseado em fecho convexo, segundo Masoudi

e Fadel (2022), são mostradas na Figura 5.7, com apenas um obstáculo de interseção, para

simplificar. Os detalhes a seguir explicam cada etapa.

• Etapa 1 — Modelagem geométrica de obstáculos: A modelagem e a representação

geométrica de obstáculos é o início da construção do grafo representativo. O formato

baseado em mosaico ou tesselação facilita as operações geométricas, incluindo a

detecção de interseção entre o caminho e os obstáculos (explicado na próxima etapa),

uma vez que é detectado mais rapidamente do que em malhas precisas (faces poligonais)

(Masoudi e Fadel, 2022).

• Etapa 2 - Detecção de interseção: O primeiro passo para encontrar uma sequência de

arestas é identificar o obstáculo de interseção mais próximo do ponto de origem no

segmento da reta origem-destino. Ressalta-se que apenas os obstáculos que intersectam

com o segmento da reta de origem-destino são considerados para análise posterior,

e após a identificação desses obstáculos, aquele com a menor distância do ponto de

origem é considerado o obstáculo de interseção mais próximo. Depois que o obstáculo
de interseção mais próximo for contornado, a busca por caminhos livres de colisão para

o ponto de destino continua usando um novo ponto de origem. Portanto, a cada iteração

do algoritmo, apenas o obstáculo de interseção mais próximo é de interesse para gerar a

sequência de arestas e encontrar o próximo ponto de passagem.

• Etapa 3 — Primeira aresta em uma sequência: Depois que o primeiro (mais próximo

do ponto de origem) obstáculo de interseção é identificado, as arestas a serem percorridas

em sua superfície, para evitar a passagem pelo seu interior, devem ser identificadas.

Como mostrado em Masoudi et al. (2019), as arestas na fronteira do fecho convexo

criado pelo ponto inicial e o obstáculo de interseção mais próximo abrigam os pontos

de passagem que levam a caminhos mais curtos. Inspirados por esta observação, no

planejamento de caminhos baseado em fecho convexo 2D, é extraída a primeira aresta,

em cada sequência, da superfície do fecho convexo criado pelo primeiro obstáculo
de interseção e o ponto de origem. Semelhante a outros modelos sólidos, os fechos

convexos também são representados usando malhas triangulares. Com esta triangulação,

cada aresta no fecho conectada à origem formando um triângulo é considerada a primeira

aresta a ser visitada em uma sequência, desde que o triângulo discutido não tenha

interseção. Para triângulos que colidem com outros obstáculos, o processo continua

iterativamente, levando o mais próximo desses obstáculos de interseção à origem e

gerando um novo fecho convexo até que cada triângulo que conecta o ponto de origem a

uma aresta na superfície do casco se torne não interseccional. Esses triângulos sem

interseção modelam o lugar geométrico dos pontos visíveis no limite do casco convexo

em relação ao ponto de origem.

• Etapa 4 — As próximas arestas da sequência: Para cada aresta identificada na etapa 3

gera uma ramificação na sequência de arestas. Escolhida uma das arestas da etapa 3

como atual, as arestas seguintes deste ramo da sequência em direção ao destino precisam

ser determinadas. É preciso descobrir se a aresta atual é visível para o ponto destino. O

teste consiste em formar um triângulo de visibilidade (aresta atual como lado e o destino

como vértice) e verificar as interseções deste triângulo. Se não for encontrada alguma

interseção, este ramo da sequência de arestas está completo para formar um caminho

entre origem e destino (pular para etapa 6). Por outro lado, se for identificada alguma



85

interseção, outras arestas deverão ser incluídas na sequência. Podem ocorrer dois tipos

de interseção:

1. interseção no obstáculo atual - Se o triângulo intersecta o obstáculo que contém

a aresta atual, é necessário gerar um plano de corte para identificar quais outras

arestas deste obstáculo precisam ser incluídas na Sequência. O plano de corte é

formado pelo segmento de reta origem-destino e o ponto, da aresta atual, mais

próximo deste segmento. São então identificadas as arestas do fecho convexo que

foram cortadas pelo plano de corte. O teste é aplicado no fecho convexo (que inclui

a origem e obstáculo atual) para evitar que arestas entre origem e aresta atual) sejam

identificadas6.

2. interseção em outros obstáculos - Se o triângulo de visibilidade intersecta com

algum outro obstáculo é necessário aplicar novamente o fecho convexo entre a

aresta atual e o ponto de destino para identificar as arestas nesse outro obstáculo a

serem incluídas na sequência.

• Etapa 5 — Concatenação de arestas em cada sequência: Esta etapa apenas é necessária

se ocorreu interseção na etapa 4 e foram identificadas arestas para serem incluídas na

sequência. Deve-se observar que a concatenação de arestas deve ser em ordem. De

maneira geodésica no obstáculo atual e ramificando a sequência se forem arestas de

outro obstáculo. Caso contrário, pode resultar em interseção.

• Etapa 6 — Localizando os pontos de passagem por sequência de arestas: Depois que

uma sequência de arestas é concluída, desde a origem até o destino, as localizações exatas

dos pontos de passagem nas arestas da sequência devem ser decididas. Para encontrar as

localizações ótimas desses pontos de passagem, um problema de otimização é resolvido

por programação matemática para cada sequência de arestas conforme formulado na

Seção 2.5.

5.6.2 Diagrama de Voronoi

Métodos de retração usando o diagrama de Voronoi são os melhores candidatos para

planejamento de caminhos mais seguros entre obstáculos dispersos. Embora o método seja mais

popular para problemas de roteamento seguro em 2D, alguns pesquisadores se beneficiaram

da geração de diagramas de Voronoi para ambientes 2.5D7 ou projeções 2D de ambientes 3D

(Masehian e Amin-Naseri, 2010; Liu e Zhang, 2009), enquanto outros procuraram mesclar

diagrama de Voronoi com outros métodos de planejamento, como heurística (Pehlivanoglu, 2012)

ou Árvore Aleatória de Exploração Rápida (RRT - Rapidly-exploring Random Tree) (Zhang e

Manocha, 2008), para aumentar a segurança do caminho gerado.

Uma aplicação do diagrama de Voronoi é apresentada por (Candeloro et al., 2016) para

planejamento de caminhos de robos de manutenção subaquáticos em um sistema de produção

no fundo do mar para extração de petróleo. Primeiramente é gerada uma caixa delimitadora

(Bounding box) para definir o ambiente de operação. Em seguida são gerados pontos aleatórios

nas paredes da caixa. O diagrama de Voronoi é gerado a partir de um conjunto de pontos formado

da união de vértices de obstáculos com os pontos gerados nas paredes. Após gerado o diagrama

6Testar o plano de corte no obstáculo identifica as arestas no interior do fecho convexo, cancelando o atalho da

origem para a aresta atual.

7A dimensão 2.5D é uma representação do espaço R𝑥R𝑥Z camadas verticais discretas como andares de um

edifício.
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de Voronoi são eliminadas as arestas que intersectam os obstáculos. As arestas de Voronoi livres

são adicionadas como arcos de um grafo que será utilizado para busca de caminho mínimo. Uma

aresta de Voronoi 3D é equidistante a 3 obstáculos. Sem os pontos gerados nas paredes da caixa

o diagrama de Voronoi só teria arestas entre obstáculos não permitindo caminhos que passem

redor dos obstáculos periféricos.

5.7 DECOMPOSIÇÃO EM CÉLULAS

A decomposição em células 3D difere da versão 2D no sentido que as células não

são retângulos, mas cuboides. A vizinhança também é bastante ampliada. Uma célula possui

no mínimo 6 vizinhos se considerar apenas faces compartilhadas e no máximo 26 vizinhos se

considerar além das faces, os vértices e as arestas compartilhados entre células. Relembrando,

o método de decomposição em células, representa todo ambiente em uma matriz de células

cúbicas. As células são classificadas em livres ou ocupadas. As células parcialmente ocupadas

são consideradas também como ocupadas. Apenas as células livres são representadas por nodos

no grafo de espaços livres, e os arcos no grafo representam a vizinhança de células.

Uma variação da decomposição de células é adotar a Octree que busca reduzir o tamanho

do grafo de espaços livre agrupando as células. A Octree é um subconjunto do método de

decomposição de células heterogêneo apresentado no Capítulo 4. Usando Octree, o espaço livre

em um determinado ambiente é decomposto em 8 células cúbicas em várias iterações, até que

um critério de parada seja alcançado, ou uma célula seja considerada completamente dentro

ou fora do espaço do obstáculo. Dependendo da resolução desejada para a decomposição, o

método pode ter de baixo a alto tempo de computação, simultaneamente melhorando o caminho

ótimo encontrado no mapa de células. O método é amplamente utilizado na literatura para evitar

colisões em problemas de planejamento de movimento de robôs (Faverjon, 1984; Wu e Hori,

2006; Hamada e Hori, 1996). Alguns estudiosos foram mais longe e combinaram Octrees com

outros métodos de planejamento, como heurísticas, para se beneficiar tanto da capacidade de

evitar colisões das Octrees quanto da eficiência computacional das heurísticas. Por exemplo,

Zhang e Jia (2013) combinaram com ACO.

Mais aplicações de decomposição celular em problemas de roteamento podem ser

encontradas em (Faverjon, 1984; Asmara e Nienhuis, 2006).

5.8 CAMPOS POTENCIAIS ARTIFICIAIS

Conforme explicado no Capítulo 4, os métodos baseados em Campos Potenciais

Artificiais (APF) se beneficiam da definição de funções potenciais para vários pontos no ambiente.

O potencial associado ao ponto destino é zero e o objetivo é minimizar a função potencial total à

medida que o objeto se move da origem em direção ao destino. Por essa definição, o método

APF pode ser aplicado de maneira semelhante a problemas de planejamento de caminho 3D

(por exemplo, consulte as referências (Hong e DeSouza, 2010; Azzabi e Nouri, 2019; Chen e

Zhang, 2013)). Apesar da força do método em abordar ambientes dinâmicos, semelhante ao

2D, o método APF tem a desvantagem de aprisionar o objeto em mínimos locais também em

ambientes 3D, especialmente em ambientes com obstáculos próximos. Diferentes soluções foram

propostas para superar este problema, definindo novas funções potenciais (Chen e Zhang, 2013)

ou colocando um ponto destino imaginário próximo à armadilha para que o objeto escape do

mínimo local (Li et al., 2012). Essas funções potenciais podem, no entanto, apenas se aproximar

do caminho mínimo, portanto, podem resultar em caminhos sub-ótimos.
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5.9 MÉTODOS ESTOCÁSTICOS E BASEADOS EM AMOSTRAGEM

Os métodos estocásticos baseados em Mapa de Rotas Probabilístico (PRM) e Árvore

Aleatória de Exploração Rápida (RRT) são úteis para ambientes que contêm níveis de incerteza

onde também é necessário roteamento em tempo real. Alguns exemplos de abordagens de

planejamento estocástico para problemas 3D são: PRM ver (Kavraki e Latombe, 1994; Redon e

Lin, 2005; Barraquand et al., 1997) e RRT ver (Ichter e Pavone, 2019; Yoshida et al., 2008; Yang

e Sukkarieh, 2008). Estes métodos chamaram muita atenção de pesquisadores de planejamento

de caminhos 3D e muitos têm aplicado para resolver estes problemas em ambientes complexos.

Como já comentado, os caminhos gerados por estas abordagens encontram apenas caminhos

mínimos aceitáveis. Obviamente, se o tamanho da amostra de pontos for aumentado maior a

probabilidade de encontrar caminhos mais próximos do mínimo.

5.10 MÉTODOS HEURÍSTICOS

Métodos heurísticos são populares no tratamento de problemas de planejamento de

caminhos 3D, pois geralmente podem gerar uma solução viável em um tempo razoável. Se

existe uma solução, eles geralmente a encontram, no entanto, pode levar muito tempo para esses

métodos convergirem para a solução exata, dependendo da escala do problema; assim, muitas

vezes não há garantia de que a solução encontrada seja o ótimo global. A seguir alguns exemplos

de abordagens de planejamento heurístico para problemas 3D.

Um dos primeiros esforços para usar algoritmos evolucionários para problemas de

planejamento de caminhos foi feito por Szykman e Cagan (1996). Eles propuseram uma

abordagem baseada em Recozimento simulado (SA) (Simulated Annealing) para produzir rotas

não ortogonais para tubos em um ambiente 3D. Dadas as posições de um par de terminais, é

escolhida uma rota inicial, que é a um segmento de reta entre os dois terminais. Em seguida,

o otimizador baseado em SA move as posições dos pontos de passagem (curvas), que são

variáveis de projeto, para minimizar um objetivo que consiste na soma de três componentes: o

comprimento total da rota, o número de curvas e o grau de penetração no interior de obstáculos.

Os pesos são usados para distribuir a importância dos três objetivos, e a intenção é convergir o

terceiro objetivo (interferência de obstáculos) a 0. A Figura 5.8 mostra um exemplo de layout

ideal para uma planta química de quatro andares usando a abordagem introduzida em (Szykman

e Cagan, 1996).

Mais tarde, Sandurkar e Chen (1999) abordaram o problema de roteamento de tubos no

espaço 3D usando o formato tesselado (malhas trianguladas para a aproximação de superfícies

de modelos sólidos) para representar componentes no espaço de trabalho e implementaram um

Algoritmo Genético (GA) (Genetic Algorithm) que determina ângulos e comprimentos de cada

segmento de um único tubo.

Além das técnicas heurísticas GA e SA, os pesquisadores também aplicaram para

roteamento 3D: ACO (por exemplo, para roteamento de tubos em navios (Fan et al., 2006)

e roteamento de mangueiras 3D (Thantulage et al., 2006a; Fernando e Kalganova, 2012)),

Optimização por enxame de partículas (PSO) Particle swarm optimization (por exemplo, para

montagem de tubos em aeronaves (Liu e Wang, 2010), roteamento de tubos (Liu e Wang, 2012,

2008) e planejamento de caminho do robô (Gong et al., 2011)), e Busca Tabu (TS) Tabu Search
(por exemplo, para roteamento de veículos (Zachariadis et al., 2009)).

Os modelos heurísticos definem funções (por exemplo, função de aptidão em GA) para

gerar e pontuar soluções ótimas. O objetivo na heurística é encontrar uma solução com precisão

aceitável, ou grau de otimalidade, mais rapidamente, o que resulta em aproximações. Heurísticas
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Figura 5.8: Layout ótimo para uma planta química usando SA (Szykman e Cagan, 1996).

não garantem encontrar o ótimo global e podem prender em ótimos locais ou levar mais tempo

para convergir para um ótimo global.

5.11 COMPARAÇÃO DOS MÉTODOS

Existem muitos estudos aplicando métodos heurísticos para diferentes aplicações de

planejamento de caminhos. No entanto, esses métodos priorizam a eficiência computacional em

detrimento da qualidade dos caminhos gerados. Porém não é o foco deste trabalho penalizar a

qualidade para reduzir custo computacional.

Métodos baseados em amostragem são populares devido à sua implementação simples e

eficiência computacional e, portanto, existem muitos estudos sobre esses métodos de roteamento

para diferentes aplicações.

Quando existe aleatoriedade no problema, os métodos estocásticos são os melhores

candidatos para o modelo matemático. Variáveis aleatórias são frequentemente usadas no modelo

matemático de um problema de otimização estocástica e, em vez de uma única saída, uma

distribuição de resultados possíveis pode ser gerada como solução. Ao contrário das heurísticas

que não podem fornecer prova de otimalidade, os métodos de otimização estocástica podem

fornecer e provar a solução ótima com uma probabilidade conhecida.
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Os métodos de visibilidade são os mais exatos para o problema do caminho mínimo

3D. Construir o grafo de visibilidade completo em espaços de trabalho 3D é, no entanto,

computacionalmente caro. Assim, conforme discutido, os métodos disponíveis só podem abordar

casos especiais (como formas específicas (Jiang et al., 1993; Liang et al., 2018), obstáculos

verticais (Tran et al., 2019), ou apenas um poliedro convexo (Sharir e Schorr, 1984)) ou gerar

soluções aproximadas subdividindo as arestas do obstáculo (Papadimitriou, 1985; Clarkson,

1987; Gewali et al., 1990) e, portanto, restringindo o espaço da solução. A Tabela 5.4 resume os

estudos sobre métodos de planejamento baseados em visibilidade 3D.

Tabela 5.4: Comparação dos métodos de planejamento de caminhos 3D baseados em visibilidade.

Metodologia Características Referências Complexidade

Subdivisão
de arestas Aproximado

Lozano-Pérez e Wesley (1979)

Papadimitriou (1985)
O(𝑛4(𝐿 + log(𝑛/𝜀))2/𝜀2)
𝑛 = |𝑉 | + |𝐸 | + |𝐹 |

Clarkson (1987)

O(|𝑉 |2𝜆( |𝐹 |) log( |𝐹 |/𝜀)/𝜀4+
|𝐹 |2 log |𝐹 |𝜌 log( |𝐹 | log 𝜌))
𝜌 = dist(s,t)/tma

(tamanho da maior aresta)

Grafo de
visibilidade
multinível

Aproximado

Obstáculos

verticais

Gewali et al. (1990)
O(|𝑉 |6𝑙−1)
𝑙 alturas diferentes

Frontera et al. (2017)
O(𝑙2 |𝑉 |3)
𝑙 alturas diferentes

Projeção
em planos Aproximado

Jiang et al. (1993)
O(|𝑉 |3𝑘 |𝑂 |)
𝑘 = num. max. vert. obst.

Huang e Teo (2019)

Omar e Gu (2010)

Grafo de
visibilidade
de arestas

Aproximado

Tran et al. (2019)

Grafo de
visibilidade
fecho
convexo

Exato

obstáculos

Disjuntos

Masoudi (2020) NP-Completo



90

6 GRAFO DE VISIBILIDADE

Neste capítulo são apresentados métodos baseados na abordagem por grafo de visibili-

dade. O objetivo deste capítulo é propor algoritmos otimizados para resolver o problema em

estudo, já detalhado no Capítulo 3 através desta abordagem.

Considerando que o número de faces e arestas equivale de maneira assintótica ao número

de vértices O(|𝜈 |), neste capítulo as complexidades serão apresentadas principalmente em função

do número de vértices. Algumas complexidades em função do número de obstáculos O(|𝑂 |)
também aparecem no texto para indicar operações com obstáculos sem a necessidade de recorrer

a suas partes.

Inicialmente, na Seção 6.1, será tratado sobre o grafo de visibilidade de pontos livres.

Em seguida, a geração do grafo de visibilidade de vértices será apresentada na Seção 6.2. Na

Seção 6.3, a geração do grafo de visibilidade de vértices entre obstáculos será detalhada. Na

Seção 6.4, as otimizações avaliadas, mas não adotadas serão discutidas. Na Seção 6.5, o grafo

de visibilidade de pontos na fronteira de obstáculos será comentado. Finalmente, a visibilidade

entre arestas será debatida na Seção 6.6.

6.1 GRAFO DE VISIBILIDADE DE PONTOS LIVRES

O grafo de visibilidade de pontos livres considera uma lista de pontos do ambiente, não

necessariamente na fronteira de obstáculos, como nodos do grafo de visibilidade e a conexão

entre pontos visíveis formam arcos do grafo de visibilidade. A lista de pontos pode ser gerada

de diversas maneiras inclusive os pontos podem ser obtidos aleatoriamente. Obviamente, é

necessário verificar durante a geração se os pontos são realmente livres antes de incluir na lista.

O grafo de visibilidade de pontos no espaço livre entre obstáculos não gera o caminho

mínimo, mas apenas caminhos viáveis e se os pontos livres estiverem sobre arestas de obstáculos

o caminho gerado de menor custo será uma aproximação do caminho mínimo no R3.

Primeiramente, na Subseção 6.1.1 será apresentado um algoritmo para gerar o grafo de

visibilidade de pontos livres de maneira ingênua. Em seguida, na Subseção 6.1.2 é apresentado

um conjunto de métodos para acelerar a verificação de interseção com obstáculos. Finalmente,

na Subseção 6.1.3 será apresentado o método otimizado para geração do grafo de visibilidade de

pontos livres.

6.1.1 Algoritmo Ingênuo

O método que gera o grafo de visibilidade ingênuo verifica de maneira exaustiva

a visibilidade entre todos os pontos livres na lista de pontos fornecida na entrada. Após a

confirmação dos pontos, se realmente são livres, todos os pares de pontos livres são verificados

quanto a visibilidade. Portanto, todos os pares visíveis serão encontrados e adicionados ao grafo

de visibilidade.

A complexidade de formar todos os pares de pontos livres é O(|𝐿𝑝𝑡 |2) onde 𝐿𝑝𝑡 é a lista

de pontos. Cada ponto livre pode formar par com todos os demais pontos livres do ambiente.

Porém cada par de pontos livres precisa ser verificado quanto a visibilidade. Para verificar se

um segmento de reta atravessa algum obstáculo é necessário testar a interseção com todos os

obstáculos O(|𝑂 |). Porém em cada obstáculo a verificação depende de testar com cada face

daquele obstáculo O(|𝐹𝑜 |). A complexidade de tempo para testar todas as faces do ambiente
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(faces de todos os obstáculos), no pior caso, é de O(|𝐹 |). Mas O(|𝐹 |) é equivale assintoticamente

a O(|𝜈 |). Concluindo, a complexidade de tempo para gerar o grafo de visibilidade de pontos

livres é O(|𝐿𝑝𝑡 |2 |𝜈 |).
A resposta do método é um grafo no qual cada ponto livre, na lista fornecida, é

representado por um nodo e cada par de pontos livres, visíveis entre si, é representado por um

arco. O Algoritmo 1 descreve os passos para geração do grafo de visibilidade.

O tamanho do grafo de visibilidade gerado está relacionado ao número de pontos livres

na lista de entrada. O grau máximo dos nodos do grafo de visibilidade de pontos livres é o

tamanho da lista menos um, |𝐿𝑝𝑡 | − 1. Pois no pior caso um ponto livre é visível a todos os

demais pontos livres da lista. O pior caso ocorre se o ambiente não possuir obstáculos. Sem

obstáculos, o grafo de visibilidade de pontos livres será inútil pois nenhum nodo e arco dos

pontos livres da lista de entrada é necessário ao caminho mínimo. Quando adicionados os pontos

de origem e destino, somente seus respectivos nodos e arco serão aproveitados no caminho direto

entre origem e destino (ver Definição 29).

Na Figura 6.1 são apresentados dois exemplos do grafo de visibilidade de pontos livres.

No grafo da esquerda a lista de pontos não possui pontos na superfície do obstáculo. No grafo da

direita na lista de pontos foram adicionados vértices do obstáculo.

Figura 6.1: Grafo de visibilidade de pontos livres. Esquerda: somente distantes do obstáculo. Direita: também nos

vértices do cubo.

Algoritmo 1 Grafo de Visibilidade de Pontos Livres Ingênuo:

1: Input: 𝐿𝑝𝑡 , 𝑂 // pontos livres e obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: 𝐺 ← novo Grafo()

4: for all 𝑝𝑡 ∈ 𝐿𝑝𝑡 do
5: livre ← true
6: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
7: if (relPtObs(𝑝𝑡, 𝑜)) then
8: livre ← false // vértice é interno a um obstáculo

9: break
10: end if
11: end for
12: if (livre) then
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13: 𝐺.addNodo(𝑝𝑡) // se livre, adiciona 𝑝𝑡 ao grafo

14: end if
15: end for
16: for all 𝑣𝑎, 𝑣𝑏 ∈ 𝐺, 𝑣𝑎 ≠ 𝑣𝑏 do
17: visível ← true
18: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
19: if (interSegObs(𝑣𝑎𝑣𝑏, 𝑜)) then
20: visível ← false // segmento intersectou um obstáculo

21: break
22: end if
23: end for
24: if (visível) then
25: 𝐺.addArco(𝑣𝑎, 𝑣𝑏)

26: end if
27: end for
28: return 𝐺

No Algoritmo 1 cada ponto da lista é verificado se é interno ao obstáculo (linha 7),

sendo livre, um nodo é adicionado ao grafo de visibilidade (linha 13). Somente os pares de

pontos livres (nodos no grafo de visibilidade) são submetidos a testes de visibilidade (linha 19).

Sendo o par de pontos visível, um novo arco é adicionado ao grafo de visibilidade (linha 25). O

método relPtObs(𝑢, 𝑜) (linha 7) é detalhado no Algoritmo 2. E o método interSegObs(𝑢𝑣, 𝑜)

(linha 19) é detalhado no Algoritmo 3.

Algoritmo 2 relPtObs(𝑢, 𝑜)

1: Input: 𝑢, 𝑜 // um ponto e um obstáculo

2: Output: true/false // se ponto no interior o obstáculo

3: for all 𝑓 ∈ 𝑜.𝐹 do
4: if (relPtPlg(𝑢, 𝑓 .plg) ≥ 0) then
5: return false // ponto fora de uma face. Não precisa testar mais

6: end if
7: end for
8: return true // No interior de todas as faces

No Algoritmo 2 é verificado se um ponto é interno a um obstáculo. Um ponto é interno

a um obstáculo se estiver atrás (no lado oposto ao vetor normal) de todas as faces do obstáculo.

Para todas as faces (linhas 3 - 8) é verificado o lado do ponto em relação a face (linha 4). Um

ponto é externo ao obstáculo se estiver na frente ou na superfície de pelo menos uma face do

obstáculo (ver as definições de métodos no Apêndice A).

Algoritmo 3 interSegObs(𝑢𝑣, 𝑜)

1: Input: 𝑢𝑣, 𝑜
2: Output: true/false
3: for all 𝑓 ∈ 𝑜.𝐹 do
4: if (interSegPlg(𝑢𝑣, 𝑓 .plg)) then
5: return true // Intersectou uma face de 𝑜
6: end if
7: end for
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8: return false

No Algoritmo 3 é verificado se um segmento de reta intersecta um obstáculo. Intersectar

significa que as extremidades do segmento de reta estão em lados distintos do plano de uma face

do obstáculo e que existe um ponto do segmento de reta que pertence ao polígono da face. Para

todas as faces do obstáculo (linhas 3 - 7) verifica interseção do segmento de reta com a face

(linha 4).

Algoritmo 4 interPlnObs(pln(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑜)

1: Input: pln(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑜 // um plano e poliedro

2: Output: true/false // se plano intersecta o obstáculo

3: for all 𝑓 ∈ 𝑜.𝐹 do
4: if (interPlnPlg(pln(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑓 .plg)) then
5: return true // intersectou com uma face

6: end if
7: end for
8: return false // não intersectou faces de 𝑜.

O Algoritmo 4 verifica se um plano intersecta um obstáculo. O plano está definido por

três pontos não colineares. Para cada face do obstáculo (linhas 3 - 7) verifica se existe interseção

com o plano (linha 4) O plano intersecta o obstáculo se houve interseção com uma das faces do

obstáculo (linha 5). O custo computacional é O(|𝐹𝑜 |).

6.1.2 Otimização de Tempo: Esferas em Obstáculo

A otimização por esferas tem o objetivo de acelerar as respostas aos seguintes problemas

de decisão:

• O ponto 𝑎 está no interior do obstáculo 𝑜𝑖?

• O segmento de reta 𝑎𝑏 intersecta o obstáculo 𝑜𝑖?

• Um plano de corte 𝑎𝑏𝑐 divide o obstáculo 𝑜𝑖?

• Os obstáculos 𝑜𝑖 e 𝑜 𝑗 estão sobrepostos?

A proposta é comparar distâncias com um ponto central em cada obstáculo e obter

rapidamente as respostas desejadas reduzindo a verificação da interseção com todas as faces dos

obstáculos. Além de um ponto central em cada obstáculo, são definidos, previamente, os raios

de duas esferas, a primeira esfera no exterior do obstáculo e a segunda no interior do obstáculo.

Posteriormente, é só comparar distâncias para encontrar a relação de pontos, segmentos de reta e

planos com estas esferas. Também é possível verificar se dois obstáculos estão sobrepostos.

Em pré-processamento, escolher um ponto 𝑐 no interior do obstáculo e obter duas

distâncias 𝑑𝑚𝑎𝑥 e 𝑑𝑚𝑖𝑛. Sendo 𝑑𝑚𝑎𝑥 a maior distância entre 𝑐 e vértices do obstáculo, e 𝑑𝑚𝑖𝑛 a

menor distância entre 𝑐 e faces do obstáculo. Posteriormente, durante a verificação calcular as

distâncias 𝑑𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒, entre ponto 𝑐 e ponto 𝑢, entre ponto 𝑐 e segmento 𝑢𝑣, entre ponto 𝑐 e plano

pln(𝑢,𝑣,𝑤) ou entre pontos 𝑐 de dois obstáculos. E finalmente comparar 𝑑𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 com as medidas

𝑑𝑚𝑎𝑥 e 𝑑𝑚𝑖𝑛, previamente obtidas, encontrando as seguintes respostas:
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se 𝑑𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
< 𝑑𝑚𝑖𝑛 no interior ou intersecta o obstáculo

> 𝑑𝑚𝑎𝑥 no exterior ou não intersecta o obstáculo

≥ 𝑑𝑚𝑖𝑛 e ≤ 𝑑𝑚𝑎𝑥 é necessário verificar detalhadamente

(6.1)

Figura 6.2: Verificação de interseção por esferas.

Na Figura 6.2 são apresentados exemplos em 2D da verificação com círculos para

facilitar a visualização. O obstáculo é um pentágono em preto. Em laranja estão indicados o

ponto central 𝑐 interno ao obstáculo e dois círculos conforme é obtido pelo pré-processamento.

As linhas em azul, representam segmentos de reta e planos que se deseja verificar a interseção. E

os pontos em azul, representam pontos que se deseja verificar se são internos ou externos ao

obstáculo.

O custo computacional do pré-processamento é O(|𝜈 |) pois, para cada vértice e face,

é calculada a distância com o ponto 𝑐 no interior do respectivo obstáculo. Para obter resposta

para as perguntas, para cada obstáculo, o custo computacional, no melhor caso, é O(1) e no

pior caso, verificar detalhadamente, o custo computacional é O(|𝜈𝑜 |) onde |𝜈𝑜 | é o número de

vértices do obstáculo em teste. Na construção do grafo de visibilidade o custo computacional

esperado é reduzido, para O(𝑘 |𝐿𝑝𝑡 |2) onde 𝑘 é o número médio de vértices por obstáculo que

pode ser considerado uma constante. Esta estimativa de custo computacional de melhor caso

considera que, para ponto, segmento de reta, plano ou obstáculo, apenas um obstáculo precisa de

verificação detalhada. Em casos raros e muito específicos pode acontecer do custo computacional

ser maior que o esperado se aproximando do custo do método ingênuo O(𝜈 |𝐿𝑝𝑡 |2). Por exemplo,

se os obstáculos estiverem alinhados ou sobrepostos1, a verificação detalhada será necessária

várias vezes.

A escolha do ponto interno 𝑐 que será o centro das esferas é importante para reduzir

a necessidade de verificação detalhada. Quanto menor a diferença dos raios das esferas mais

eficiente pode ser esta otimização. No Algoritmo 5 foi adotado calcular o ponto 𝑐 como a média

entre todos os vértices do obstáculo. Poderia ser utilizado o ponto de interseção dos vetores

normais de faces, o centro da caixa envoltória (bounding box), ou alguma outra maneira. Fica

para trabalhos futuros, um estudo para comparar e encontrar qual ponto central minimiza a

diferença entre as esferas e por consequência maximiza o ganho desta otimização de tempo para

diferentes poliedros.

1Um segmento de reta ou plano poderá passar pelo interior de vários obstáculos, ou um ponto ser interno a dois

ou mais obstáculos.
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O Algoritmo 5 detalha a etapa de pré-processamento das esferas. E os Algoritmos 6, 7,

8 e 9 utilizam o ponto 𝑐 e as distâncias máxima de vértice e mínima de face para obter respostas

rápidas, quando possível: se ponto é interno a obstáculo, se segmento intersecta obstáculo, se

plano intersecta obstáculo e se obstáculos estão sobrepostos, respectivamente.

Algoritmo 5 PreCalcEsf(O)

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝑂 // Obstáculos com atribuição de 𝑐, 𝑑𝑚𝑖𝑛 e 𝑑𝑚𝑎𝑥

3: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
4: 𝑜.𝑐← ptMedLpt(𝑜.𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠) // Ponto central é média de pontos (vértices do obstáculo)

5: 𝑜.𝑑𝑚𝑖𝑛 ← minDistPtLplg(𝑜.𝑐, 𝑜.𝐹.plg) // menor distância entre 𝑐 e alguma face do obstáculo

6: 𝑜.𝑑𝑚𝑎𝑥 ← maxDistPtLpt(, 𝑜.𝑐, 𝑜𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠) // maior distância entre 𝑐 e algum vértice do obstáculo

7: end for
8: return 𝑂

No Algoritmo 5 para cada obstáculo (linhas 3 - 7) é calculado o ponto central (linha 4),

e a partir do ponto central são obtidas a menor distância entre ponto central e faces do obstáculo

(linha 5) e a maior distância entre ponto central e vértices (linha 6) do obstáculo.

Algoritmo 6 relPtObsEsf(𝑢, 𝑜)

1: Input: 𝑢, 𝑜 // um ponto e um obstáculo

2: Output: 𝑇𝑅𝑈𝐸/𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸 // se ponto no interior o obstáculo

3: // — Otimização por esferas —

4: 𝑑𝑖𝑠𝑡 ← distPtPt(𝑢, 𝑜.𝑐)
5: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 > 𝑜.𝑑𝑚𝑎𝑥) then
6: return false // ponto externo ao obstáculo

7: end if
8: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 < 𝑜.𝑑𝑚𝑖𝑛) then
9: return true // ponto no interior do obstáculo

10: end if
11: // — Verificação detalhada —

12: return relPtObs(𝑢, 𝑜)

O Algoritmo 6 é uma versão otimizada do Algoritmo 2. Antes de aplicar o teste entre

um ponto e todas as faces de um obstáculo, calcula a distância do ponto com o ponto central do

obstáculo (linha 4). Compara se a distância calculada com a distância máxima a um vértice do

obstáculo (linha 5). Se maior que a distância máxima, o ponto é externo ao obstáculo (linha 6).

Também compara distância calculada com distância mínima a uma face do obstáculo (linha 8).

Se menor que distância mínima o ponto é interno ao obstáculo. Se distância calculada está entre

distâncias máxima e mínima é necessário aplicar teste detalhado para decidir se o ponto é interno

ao obstáculo (linha 12). O custo computacional no melhor caso é O(1) e no pior caso é O(|𝐹𝑜 |).
´

Algoritmo 7 interSegObsEsf(𝑢𝑣, 𝑜)

1: Input: 𝑢𝑣, 𝑜 // um segmento de reta e um obstáculo

2: Output: 𝑇𝑅𝑈𝐸/𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸 // se segmento intersecta o obstáculo

3: // — Otimização por esferas —
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4: 𝑑𝑖𝑠𝑡 ← distPtSeg(𝑜.𝑐, 𝑢𝑣)
5: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 > 𝑜.𝑑𝑚𝑎𝑥) then
6: return false // Segmento não intersecta

7: end if
8: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 < 𝑜.𝑑𝑚𝑖𝑛) then
9: return true // Segmento intersecta

10: end if
11: // — Verificação detalhada —

12: return interSegObs(𝑢𝑣, 𝑜)

O Algoritmo 7 é uma versão otimizada do Algoritmo 3. Antes de aplicar o teste

de interseção detalhado entre um segmento de reta e todas as faces de um obstáculo, calcula

a distância do segmento de reta com o ponto central do obstáculo (linha 4). Compara se a

distância calculada com distância máxima a um vértice do obstáculo (linha 5). Se maior que a

distância máxima, o segmento de reta não intersecta o obstáculo (linha 6). Também compara a

distância calculada com a distância mínima a uma face do obstáculo (linha 8). Se menor que a

distância mínima, o segmento de reta intersecta o obstáculo (linha 9). Se distância calculada

está entre a máxima e a mínima é necessário um teste detalhado para decidir (linha 12). O custo

computacional no melhor caso é O(1) e no pior caso é O(|𝐹𝑜 |). ´

Algoritmo 8 interPlnObsEsf(pln(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑜)

1: Input: pln(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑜 // um plano e um obstáculo

2: Output: true/false // se plano intersecta o obstáculo

3: // — Otimização por esferas —

4: 𝑑𝑖𝑠𝑡 ← distPtPln(𝑜.𝑐, pln(𝑢, 𝑣, 𝑤))

5: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 > 𝑜.𝑑𝑚𝑎𝑥) then
6: return false // Plano passa fora do obstáculo

7: end if
8: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 < 𝑜.𝑑𝑚𝑖𝑛) then
9: return true // Plano passa pelo interior do obstáculo

10: end if
11: // — Verificação detalhada —

12: return interPlnObs(pln(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑜)

O Algoritmo 8 é uma versão otimizada do Algoritmo 4. Antes de aplicar o teste

detalhado entre um plano e faces de um obstáculo, calcula a distância do plano com o ponto

central do obstáculo (linha 4). Compara a distância calculada com a distância máxima a um

vértice do obstáculo (linha 5). Se maior que máxima o plano não intersecta o obstáculo (linha 6).

Também compara distância calculada com a distância mínima a uma face do obstáculo (linha

8). Se menor que mínima o plano intersecta o obstáculo (linha 9). Se distância calculada está

entre máximo e mínimo é necessário aplicar teste detalhado para decidir (linha 12). O custo

computacional no melhor caso é O(1) e no pior caso é O(|𝐹𝑜 |).

Algoritmo 9 interObsObsEsf(𝑜𝑖, 𝑜 𝑗 )

1: Input: 𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗 // dois obstáculos

2: Output: 𝑇𝑅𝑈𝐸/𝐹𝐴𝐿𝑆𝐸 // se obstáculo intersecta obstáculo

3: // — Otimização por esferas —
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4: 𝑑𝑖𝑠𝑡 ← distPtPt(𝑜𝑖 .𝑐, 𝑜 𝑗 .𝑐)
5: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 > 𝑜𝑖 .𝑑𝑚𝑎𝑥 + 𝑜 𝑗 .𝑑𝑚𝑎𝑥) then
6: return false // obstáculos distantes

7: end if
8: if (𝑑𝑖𝑠𝑡 < 𝑜𝑖 .𝑑𝑚𝑖𝑛 + 𝑜 𝑗 .𝑑𝑚𝑖𝑛) then
9: return true // obstáculos sobrepostos

10: end if
11: // — Verificação detalhada —

12: for all 𝑒𝑖 ∈ 𝑜𝑖 .𝐸 do
13: if (interSegObsEsf(𝑒𝑖 , 𝑜 𝑗)) then
14: return true // aresta intersectou obstáculo.

15: end if
16: end for
17: for all 𝑒 𝑗 ∈ 𝑜𝑖 .𝑉 do
18: if (interSegObsEsf(𝑒 𝑗 , 𝑜𝑖)) then
19: return true // aresta intersectou obstáculo. Não precisa testar mais

20: end if
21: end for
22: return false // não há interseção entre obstáculos

O Algoritmo 9 é uma versão otimizada para verificar a interseção entre obstáculos.

Antes de aplicar o teste detalhado entre obstáculos, calcula a distância entre os pontos centrais

dos obstáculos (linha 4). Compara a distância calculada com a soma das distâncias máximas

a um vértice dos obstáculos (linha 5)2. Se maior que a soma de máximas os obstáculos não

se intersectam (linha 6). Também compara a distância calculada com a soma das distâncias

mínimas a uma face dos obstáculos (linha 8). Se menor que soma das distâncias mínimas os

obstáculos se sobrepõem. Se distância calculada está entre as somas de máximos e soma de

mínimos é necessário o teste detalhado para decidir (linhas 11 - 21). O custo computacional no

melhor caso é O(1) e no pior caso é O(|𝐹𝑖 |2 + |𝐹𝑗 |2).

6.1.3 Algoritmo Otimizado

O método de geração do grafo de visibilidade de pontos livres otimizado se aproveita da

otimização de esferas para reduzir a complexidade para O(|𝐿𝑝𝑡 |2) no caso esperado, considerando

que apenas um número limitado de obstáculos necessitará de testes detalhados. Mas o pior caso

continua sendo O(|𝜈 |𝐿𝑝𝑡 |2).

Algoritmo 10 Grafo de Visibilidade de pontos livres com esferas:

1: Input: LPT, 𝑂 // Lista de pontos e obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: // — pré-processamento —

4: PreCalcEsf(𝑂) // esferas: atribui 𝑐, 𝑑𝑚𝑖𝑛 e 𝑑𝑚𝑎𝑥 aos obstáculos

5:

6: G ← novo Grafo()

7: for all 𝑝𝑡 ∈ 𝐿𝑝𝑡 do
8: livre ← true
9: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
2Filtragem segura. Talvez a maior soma de máximo e mínimo de obstáculos distintos forneça um filtro mais

eficiente. Porém é necessário provar que não falhará.
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10: if (relPtObsEsf(𝑝𝑡, 𝑜) ≤ 0) then
11: livre ← false // Ponto é interno um obstáculo

12: break
13: end if
14: end for
15: if (livre) then
16: 𝐺.addNodo(𝑝𝑡) // se livre adiciona 𝑝𝑡 ao grafo

17: end if
18: end for
19: for all 𝑣𝑎, 𝑣𝑏 ∈ 𝐺, 𝑣𝑎 ≠ 𝑣𝑏 do
20: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
21: visível ← true
22: if (interSegObsEsf(𝑣𝑎𝑣𝑏, 𝑜)) then
23: visível ← false // segmento intersectou um obstáculo

24: break
25: end if
26: end for
27: if (visível) then
28: 𝐺.addArco(𝑣𝑎, 𝑣𝑏)

29: end if
30: end for
31: return 𝐺

O Algoritmo 10 para geração do grafo de visibilidade de pontos livres com a otimização

das esferas possui diferenças mínimas com o Algoritmo 1. A chamada ao método de pré-

processamento de esferas (linha 4) e chamadas aos métodos otimizados por esferas: verificar se

pontos são internos a outros obstáculos (linha 10). E verificação se segmento de reta formado

pelo par de pontos intersecta obstáculos (linha 22).

6.2 VISIBILIDADE DE VÉRTICES

O grafo de visibilidade de vértices considera os vértices de obstáculos como nodos do

grafo de visibilidade e a conexão entre vértices de obstáculos visíveis como arcos do grafo de

visibilidade.

O grafo de visibilidade de vértices de obstáculos gera caminhos mínimos exatos no R2,

mas apenas caminhos mínimos aproximados no R3. Como já comentado, o caminho mínimo 3D

geralmente passa pelas arestas dos obstáculos.

Na Subseção 6.2.1 será abordada uma otimização necessária para tratar da sobreposição

de obstáculos. Na Subseção 6.2.2 será apresentado um algoritmo para gerar o grafo de visibilidade

de vértices com as otimizações já apresentadas de esferas e tratamento de sobreposição de

obstáculos.

6.2.1 Otimização de Caminho: Tratar Sobreposição de Obstáculos

No problema em estudo, os obstáculos podem estar sobrepostos. A sobreposição de

obstáculos ocasiona que vértices, aresta e faces de um obstáculo estejam, inteira ou parcialmente,

no interior de outro obstáculo. Se o menor caminho passar pela linha de interseção entre

obstáculos, sem um tratamento, este caminho não será encontrado. Para aproximar do ótimo é

necessário buscar alternativas para adicionar vértices e arestas nas linhas e pontos de interseção

entre obstáculos. As maneiras de adicionar vértices e arestas serão discutidas a seguir.
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A primeira opção é dividir os obstáculos sobrepostos. Assim, a partir da sobreposição

de dois ou mais obstáculos, é formado um novo obstáculo. E os obstáculos originais são

reduzidos pela retirada das partes comuns a dois ou mais obstáculos. O risco desta opção é

que a operação pode gerar obstáculos não convexos que precisam ser repetidamente divididos,

até que todos os obstáculos se tornem convexos novamente. No espaço de configuração as

faces justapostas são consideradas livres. Porém as faces justapostas criadas nesta divisão de

obstáculos precisam ser proibidas. Seria necessário adicionar alguma marcação para definir

quais obstáculos, faces, arestas e vértices são permitidos e quais são proibidos. Portanto, esta

solução cria novos problemas. Um exemplo, crítico é como proibir se as faces justapostas tiverem

tamanhos e formas distintos, ou seja, a face de um obstáculo não cobre inteiramente a face

justaposta de outro obstáculo. Como bloquear parte da face de outro obstáculo?

A segunda opção é dividir as faces e manter os obstáculos. Desta forma, os obstáculos

permanecem com sua fronteira, sendo que a única diferença será o aumento no número faces (ou

facetas), arestas e vértices nos obstáculos que estão sobrepostos. Esta opção causa menor impacto,

sendo eficiente para os grafos de visibilidade baseados na fronteira de obstáculos. A interseção

de obstáculos no interior de uma face sem atingir suas arestas aparenta ser um problema, mas os

planos de corte baseados nas faces vão subdividir a face perfurada em várias facetas. A faceta no

interior de outro obstáculo é preservada não abrindo furos na superfície. Também é necessário

proibir faces, porém com menor risco, pois o bloqueio de face é apenas no próprio obstáculo, sem

necessidade de propagar a proibição para outros obstáculos sobrepostos. A Figura 6.3 mostra o

efeito de adicionar vértices e arestas na interseção de obstáculos.

Figura 6.3: Sobreposição de obstáculos. Esquerda: original. Direita: tratada.

Algoritmo 11 tratarSobreObs(𝑂)

1: Input: 𝑂 // obstáculos originais

2: Output: 𝑂 // obstáculos com faces particionadas

3: for all 𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗 ∈ 𝑂, 𝑜𝑖 ≠ 𝑜 𝑗 do
4: if (interObsObsEsf(𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗)) then
5: for all 𝑓𝑖 ∈ 𝑜𝑖 .𝐹 do
6: if (interPlnObsEsf( 𝑓𝑖 .pln, 𝑜 𝑗)) then
7: 𝑜 𝑗 ← divFacesObs( 𝑓𝑖 , 𝑜 𝑗) // divide faces do obstáculo 𝑗
8: end if
9: end for

10: for all 𝑓 𝑗 ∈ 𝑜 𝑗 .𝐹 do
11: if (interPlnObsEsf( 𝑓 𝑗 .pln, 𝑜𝑖)) then
12: 𝑜𝑖 ← divFacesObs( 𝑓 𝑗 , 𝑜𝑖) // divide faces do obstáculo 𝑖
13: end if
14: end for
15: end if
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16: end for
17: return 𝑂

No Algoritmo 11 cada par de obstáculos é verificado se existe sobreposição (linha 4).

Havendo sobreposição, é verificada a interseção entre planos de face de um obstáculo com o

outro obstáculo (linha 6). Se o plano intersectou o obstáculo, divide as faces e atualiza obstáculo

(linha 7). O mesmo processo de verificação entre planos de faces e obstáculos é repetido com par

de obstáculos no sentido inverso (linhas 10 - 15).

Algoritmo 12 divFacesObs:

1: Input: 𝑓𝑘 , 𝑜 // Face de corte e obstáculo

2: Output: 𝑜 // Obstáculo

3: for all 𝑓 ← 𝑜.F do
4: if (interPlnPlg( 𝑓𝑘 .pln, 𝑓 .plg)) then
5: ( 𝑓𝑎, 𝑓𝑏) ← divPlg( 𝑓𝑘 .pln, f.plg) // 𝑓𝑎 na frente e 𝑓𝑏 atrás do plano

6: 𝑓𝑎.livre ← true
7: ptm ← ptMedLpt( 𝑓𝑏.V) // Um ponto no meio de 𝑓𝑏
8: if (relPtPlg(ptm, 𝑓𝑘 .plg) < 0) then
9: 𝑓𝑏.livre ← false // 𝑓𝑏 atrás da face de corte 𝑓𝑘

10: else
11: 𝑓𝑏.livre ← true // 𝑓𝑏 atrás do plano de 𝑓𝑘 mas não da face

12: end if
13: o.addFace( 𝑓𝑎)

14: o.addFace( 𝑓𝑏)

15: o.remFace( 𝑓 )
16: end if
17: end for
18: return 𝑜

No Algoritmo 12 cada face do obstáculo intersectada pelo plano da face de corte é

dividida em duas facetas (linhas 3 - 5). A face na frente do plano é sinalizada como livre e a face

atrás do plano se também estiver atrás da face de corte, é sinalizada com bloqueada (linhas 6-12).

As novas faces são adicionadas ao obstáculo e a face antiga é removida (linhas 13 - 15). Está

embutido na adição de novas faces a adição de novos vértices e novas arestas aos obstáculos.

O tratamento de sobreposição de obstáculos é um método executado como pré-

processamento que modifica os obstáculos antes da geração do grafo de visibilidade.

6.2.2 Grafo de Visibilidade de Vértices

O método que gera o grafo de visibilidade de vértices é semelhante ao método já

apresentado na Seção 6.1. A diferença é que a lista de pontos na entrada é formada pelos vértices

de obstáculos. Os vértices são testados se estão no interior de algum obstáculo e é verificada a

visibilidade entre pares de vértices.

A complexidade para gerar o grafo de visibilidade de vértices de maneira ingênua é

O(|𝜈 |3) pois para cada par de vértices é verificada a interseção com todos os obstáculos.

A resposta do método é um grafo no qual cada vértice de obstáculo é representado por

um nodo e cada par de vértices, visíveis entre si, é representado por um arco. O Algoritmo 13

descreve os passos para geração do grafo de visibilidade de vértices já com a otimização de
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esferas (apresentada na Subseção 6.1.2) e tratamento de sobreposição de obstáculos apresentada

na Subseção 6.2.1.

As Figuras 6.4, 6.5, 6.6 e 6.7 mostram a geração do grafo de visibilidade entre vértices

de obstáculos. Partindo do ambiente, a cada figura são adicionados os vértices de um obstáculo

ao grafo, finalmente são incluídos os pontos de origem e destino.

Figura 6.4: Grafo de visibilidade de Vértices. Esquerda: Ambiente. Direita: vértices de um obstáculo.

Figura 6.5: Grafo de visibilidade de Vértices. Esquerda: vértices de dois obstáculos. Direita: vértices de três

obstáculos.

Figura 6.6: Grafo de visibilidade de Vértices. Esquerda: vértices de quatro obstáculos. Direita: vértices de cinco

obstáculos.

O tamanho do grafo de visibilidade de vértices gerado está relacionado ao número de

obstáculos e o número de seus vértices, arestas e faces. O grau máximo dos nodos do grafo de

visibilidade de vértices não pode ser estimado independentemente da entrada pois no pior caso

um vértice é visível a todos os demais vértices do ambiente.



102

Figura 6.7: Visibilidade de Vértices. Esquerda: ponto de origem. Direita: ponto de destino.

O pior caso ocorre se o ambiente for delimitado por um obstáculo invertido e não

existirem outros obstáculos no ambiente. O obstáculo invertido é aquele cujas normais de face

apontam para o seu interior, ou seja, o exterior do obstáculo é proibido e o interior é livre.

Exemplos de pior caso em ambientes limitados por obstáculos invertidos com seus respectivos

grafos de visibilidade, podem ser observados na Figura 6.8, um esferoide, na Figura 6.9, um

tetraedro e na Figura 6.10, um cubo.

Figura 6.8: Pior Caso: Ambiente limitado por um esferoide invertido (80 faces triangulares).

Figura 6.9: Pior Caso: Ambiente limitado por um tetraedro invertido.

Se não houver obstáculos, não existem vértices, e o grafo de visibilidade também não

tem nodos nem arcos. Somente quando forem incluídos os pontos de origem e destino que o

grafo conterá dois nodos e um arco, ou seja, o caminho será direto (ver Definição 29).
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Figura 6.10: Pior Caso: Ambiente limitado por um cubo invertido

Algoritmo 13 Grafo de Visibilidade de vértices com esferas:

1: Input: 𝑂 // Obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: // — pré-processamento —

4: PreCalcEsf(𝑂) // esferas: atribui 𝑐, 𝑑𝑚𝑖𝑛 e 𝑑𝑚𝑎𝑥 aos obstáculos

5: trataSobre(𝑂) // sobreposição: Divide as faces de obstáculos sobrepostos

6:

7: G ← novo Grafo()

8: for all 𝑣 ∈ 𝑂.𝑉 do
9: livre ← true

10: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
11: if (relPtObsEsf(𝑣, 𝑜) ≤ 0) then
12: livre ← false // vértice é interno um obstáculo

13: break
14: end if
15: end for
16: if (livre) then
17: 𝐺.addNodo(𝑣) // se livre adiciona 𝑣 ao grafo

18: end if
19: end for
20: for all 𝑣𝑎, 𝑣𝑏 ∈ 𝐺, 𝑣𝑎 ≠ 𝑣𝑏 do
21: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
22: visível ← true
23: if (interSegObsEsf(𝑣𝑎𝑣𝑏, 𝑜)) then
24: visível ← false // segmento intersectou um obstáculo

25: break
26: end if
27: end for
28: if (visível) then
29: 𝐺.addArco(𝑣𝑎, 𝑣𝑏)

30: end if
31: end for
32: return 𝐺
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O Algoritmo 13 para geração do grafo de visibilidade de vértices com a otimização das

esferas e tratamento de sobreposição de obstáculos (linha 5) possui diferenças mínimas com o

Algoritmo 10: a substituição da lista de pontos livres por vértices de obstáculos (linhas 7 e 17).

A Tabela 6.1 faz uma comparação de um algoritmo ingênuo para gerar o grafo de

visibilidade e com a otimização de esferas proposta na Subseção 6.1.2.

Tabela 6.1: Comparação entre método ingênuo e otimizado com esferas.

Obst. qt. Obs. Vert. Obs. Vert. Amb. Custo Ingênuo Custo esferas Ganho

|𝑂 | |𝜈𝑜 | |𝜈 | O(|𝜈 |3) O(𝑘 |𝜈 |2){𝑘 = |𝜈𝑜 |}

Cubo

5 8 40 64.000 12.800 80%

25 8 200 8.000.000 320.000 96%

100 8 800 512.000.000 5.120.000 99%

Esferoide

5 642 3.210 33.076.161.000 6.615.232.200 80%

25 642 16.050 4.134.520.125.000 165.380.805.000 96%

100 642 64.200 264.609.288.000.000 2.646.092.880.000 99%

Valores de complexidade de tempo no pior caso estimados com base no tamanho da entrada.

6.3 GRAFO DE VISIBILIDADE DE VÉRTICES ENTRE OBSTÁCULOS

A construção do grafo de visibilidade de vértices entre obstáculos considera que a ordem

de construção é baseada em pares de obstáculos. Embora seja possível criar um algoritmo ingênuo

para o grafo de visibilidade de vértices entre obstáculos, sua complexidade computacional seria a

mesma já obtida pelo grafo de visibilidade de vértices ingênuo já apresentado na Seção 6.2. A

intenção de basear a construção em pares de obstáculos é buscar otimizações.

Na Subseção 6.3.1 será apresentada uma divisão na geração do grafo de visibilidade

primeiramente em cada obstáculo e depois entre obstáculos. Na Subseção 6.3.2 será apresentada

uma otimização de tempo baseada na ordenação dos obstáculos. Na Subseção 6.3.3 é apresentada

outra otimização de tempo baseada na visibilidade de faces de obstáculos.

6.3.1 Grafo de Visibilidade de Vértices em Cada Obstáculo e Entre Obstáculos

Não é necessário verificar visibilidade de vértices na mesma face de obstáculos. Em

obstáculos disjuntos todos os vértices na mesma face são visíveis entre si. Na sobreposição de

obstáculos, não há visibilidade de vértices nas faces no interior de algum obstáculo. A proposta

é separar a geração do grafo de visibilidade em duas etapas. Primeiramente, gerar o grafo de

visibilidade parcial considerando apenas os vértices de cada obstáculo individualmente. Em

seguida, complementar o grafo de visibilidade com as verificações de visibilidade de vértices

entre pares de obstáculos. Na primeira etapa são incluídos ao grafo de visibilidade nodos e arcos;

e na segunda etapa apenas arcos são adicionados.

A primeira etapa da geração do grafo de visibilidade de vértices do mesmo obstáculo é

mais simples. Pois, em cada face do obstáculo, os vértices são visíveis entre si, sem necessidade

de testes. Obviamente, se existirem obstáculos sobrepostos, não poderão ser incluídos no grafo

os arcos das faces internas a outros obstáculos. A sobreposição de obstáculos é tratada pela

otimização de caminho apresentada na Subseção 6.2.1 e Algoritmo 11 as faces internas a outros

obstáculos são marcadas como não livres.

A intenção deste método é evitar testes de visibilidade desnecessários entre vértices do

mesmo obstáculo, para reduzir o custo computacional ao gerar o grafo de visibilidade completo.

A redução de custo computacional deste método isoladamente pode ser considerada desprezível.

Mas combinada a outras otimizações ainda não apresentadas pode provocar redução significativa
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Tabela 6.2: Comparação método esferas e por obstáculo.

Obst. qt. Obs. Vert. Obs. Vert. Amb. Custo esferas esferas + por obstáculo Ganho

|𝑂 | |𝜈𝑜 | |𝜈 | O(𝑘 |𝜈 |2) O
(
𝑘 |𝜈 |2 −∑ |𝑂 |

𝑜=1
((𝑘 − 1) |𝜈𝑜 |2)

)
Cubo

5 8 40 12.800 10.560 17,500%

25 8 200 320.000 308.800 3,500%

100 8 800 5.120.000 5.075.200 0,875%

Esferoide

5 642 3.210 6.615.232.200 5.294.246.580 19,969%

25 642 16.050 165.380.805.000 158.775.876.900 3,994%

100 642 64.200 2.646.092.880.000 2.619.673.167.600 0,998%

na geração do grafo de visibilidade completo. Com a otimização de esferas a complexidade

esperada é

O
(
𝑘 |𝜈 |2 −

|𝑂 |∑
𝑜=1

((𝑘 − 1) |𝜈𝑜 |2)
)
, (6.2)

onde k é o número médio de vértices por obstáculo. O primeiro termo 𝑘 |𝜈 |2 estima o custo para

verificar a visibilidade entre todos os nodos do grafo. O segundo termo,
∑|𝑂 |
𝑜=1

((𝑘 − 1) |𝜈𝑜 |2) ,

estima o número de testes de visibilidade evitados. O custo do teste de sobreposição de obstáculos

e vértices internos não foi incluído. No pior caso, a complexidade de gerar o grafo de visibilidade

continua sendo O(|𝜈 |3) se todos os obstáculos estiverem sobrepostos e alinhados.

Ao propor este método não é esperado algum ganho de desempenho significativo por

evitar os testes de visibilidade entre vértices do mesmo obstáculo, e sim separar as etapas da

geração do grafo de visibilidade. A geração do grafo de visibilidade em cada obstáculo já

está otimizada. Porém a geração do grafo de visibilidade entre obstáculos ainda aceita outras

melhorias para evitar testes de visibilidade desnecessários. A Tabela 6.2 compara o ganho obtido

com a visibilidade por obstáculos em ambiente bastante simplificado com apenas obstáculos

do mesmo tipo, no caso, cubos (apenas 8 vértices) e esferoides (com 642 vértices). Os dados

comprovam que quanto maior o número de obstáculos menor o ganho.

A geração do grafo de visibilidade de vértices em cada obstáculo está detalhada no

Algoritmo 14 que pode ser considerado como um pré-processamento para a geração do grafo

de visibilidade de vértices entre obstáculos. O Algoritmo 15 detalha a geração do grafo de

visibilidade de vértices entre obstáculos, que inclui chamada ao Algoritmo 14. Ambos os

algoritmos se aproveitam da otimização de esferas apresentada na Subseção 6.1.2.

Após cada obstáculo ser adicionado individualmente ao grafo de visibilidade, será

iniciada a verificação de visibilidade entre pares de obstáculos.

Algoritmo 14 visVnoObs(O)

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: 𝐺 ← novo Grafo()

4: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
5: for all 𝑓 ∈ 𝑜.𝐹 do
6: if (f.livre) then
7: 𝑉 𝑓 ← nova Lista() // 𝑉 𝑓 lista de vértices livres na face

8: for all 𝑣 ∈ 𝑓 .𝑉 do
9: 𝑉 𝑓 .add(v)

10: 𝐺.addNodo(𝑣) // Um nodo por vértice, ignora vértices já adicionados.

11: end for
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12: for all 𝑣𝑎, 𝑣𝑏 ∈ 𝑉 𝑓 , 𝑣𝑎 ≠ 𝑣𝑏 do
13: 𝐺.addArco(𝑣𝑎, 𝑣𝑏) // Inclui arco no grafo de visibilidade

14: end for
15: end if
16: end for
17: end for
18: return 𝐺

No Algoritmo 14, para cada obstáculo, percorre todas as faces (linhas 4 - 17). Se a face

for livre (linha 6), cria uma lista de todos os vértices naquela face (linhas 7 - 11). Os nodos do

grafo de visibilidade são adicionados para cada vértice da lista (linha 10). Os arcos do grafo de

visibilidade são adicionados para todos os pares de vértices na lista de vértices da mesma face de

obstáculo (linhas 12 - 14).

Algoritmo 15 Grafo de Visibilidade de vértices entre obstáculos:

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: // pré-processamento

4: PreCalcEsf(𝑂) // esferas: atribui 𝑐, 𝑑𝑚𝑖𝑛 e 𝑑𝑚𝑎𝑥 aos obstáculos

5: trataSobre(O) // sobreposição: Divide as faces de obstáculos sobrepostos

6: G ← visVNoObs(O) // visibilidade em cada Obstáculo

7: // — Entre Obstáculos —

8: for all 𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗 ∈ 𝑂, 𝑜𝑖 ≠ 𝑜 𝑗 do
9: for all 𝑣𝑖 ∈ 𝑜𝑖 .𝑉 do

10: for all 𝑣 𝑗 ∈ 𝑜 𝑗 .𝑉 do
11: if (𝑣𝑖 ∈ 𝐺.𝑉) and (𝑣𝑖 ∈ 𝐺.𝑉) then
12: visível ← true
13: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂, 𝑜𝑘 ≠ 𝑜𝑖 e 𝑜𝑘 ≠ 𝑜 𝑗 do
14: if (interSegObsEsf(𝑣𝑖𝑣 𝑗 , 𝑜𝑘)) then
15: visível ← false // segmento intersectou um obstáculo 𝑘
16: break
17: end if
18: end for
19: if (visível) then
20: 𝐺.addArco(𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗) // Inclui arco no grafo de visibilidade

21: end if
22: end if
23: end for
24: end for
25: end for
26: return 𝐺

O Algoritmo 15 gera o grafo de visibilidade de vértices entre obstáculos. Executa os

métodos de pré-processamento de esferas e sobreposição de obstáculos (linhas 4 - 5). O grafo de

visibilidade em cada obstáculo também é previamente executado para adicionar nodos e arcos de

cada obstáculo (linha 6). Apenas pares de vértices de obstáculos distintos que estão representados

por nodos são considerados (linhas 11). Verifica a visibilidade dos pares de vértices (linhas 12 -

18) e adiciona um arco no grafo de visibilidade se o par for visível (linhas 19 - 21).

Esta otimização pode ser adaptada para lista de pontos na superfície dos obstáculos.

Mas não pode ser aplicada para lista de pontos livres do ambiente.
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6.3.2 Otimização de Tempo: Obstáculos Ordenados

Gerar o grafo de visibilidade ignorando quais obstáculos podem estar envolvidos

ocasiona a aplicação de testes de visibilidade desnecessários. Por exemplo, incluir obstáculos

distantes ao par de vértices em teste não traz benefícios. A técnica desejável visa verificar de

maneira simplificada quais outros obstáculos podem interferir na visibilidade entre um par de

obstáculos e somente verificar interseção com os obstáculos selecionados.

Uma opção é limitar a verificação de visibilidade aos obstáculos que estão no interior

de um tronco de cone cujas bases são definidas a partir do par de obstáculos (ver figura 6.11).

Considerando os dados obtidos pelo método de otimização de esferas (Subseção 6.1.2), cada

base do tronco possui ponto central no ponto 𝑐 e raio 𝑑𝑚𝑎𝑥 previamente calculados em cada

obstáculo do par. A Altura do tronco é obtida pela distância entre os pontos 𝑐. Com base no

teorema de Pitágoras pode ser obtido o comprimento da geratriz do tronco (superfície gerada

pela revolução). Uma expressão que utiliza os valores de 𝑐 e 𝑑𝑚𝑎𝑥 , dos obstáculos do par e de

um terceiro obstáculo em teste, permite decidir ao custo O(1) se o terceiro obstáculo deve ser

incluído nos testes de visibilidade entre vértices do par de obstáculos. Para todos os pares de

obstáculos custaria O(|𝑂 |2) criar listas de obstáculos relevantes pra teste de visibilidade de cada

par.

Figura 6.11: Apenas verificar visibilidade no tronco de cone formado pelo par de obstáculos

Poderia também se gerado o fecho convexo de cada par de obstáculos (𝑜𝑖, 𝑜 𝑗 ∈ 𝑂) mas

o custo computacional do fecho convexo de cada par de obstáculos é O(𝑘2) onde 𝑘 = ( |𝜈𝑖 | + |𝜈 𝑗 |),
ou seja, o número de vértices em cada par de obstáculos ao quadrado. Esta complexidade é

baseada no algoritmo de fecho convexo 3D conhecido como Embrulho para Presente (detalhes

no Capítulo 4 de (O’Rourke et al., 1998) e Capítulo 11 de (Berg et al., 2008)). Se for adotado

Algoritmo Incremental Probabilístico (Seção 11.3 de Berg et al. (1992)) ou a versão 3D do

algoritmo Quick-hull o custo esperado é reduzido para O(𝑘 log 𝑘). Porém existem |𝑂 |2 pares

de obstáculos. Para combinar os pares de obstáculos o número de vértices de cada obstáculo é

utilizado |𝑂 | vezes. Portanto, a complexidade total para formar todos os pares seria O(|𝑂 |3 | |𝜈 |2)
ou O(|𝑂 |3 | |𝜈 | log |𝜈 |).

Outra opção menos custosa é gerar caixas envoltórias contendo cada par de obstáculos

cujo custo computacional de cada par de obstáculos 𝑜𝑖, 𝑜 𝑗 se reduz para O(|𝜈𝑖 | + |𝜈 𝑗 |). Mas o

custo para todos os pares de obstáculos permanece cúbico em O(|𝑂 |3 |𝜈 |).
Além do custo de gerar os fechos convexos ou as caixas envoltórias, ainda existe o custo

de decidir se determinado obstáculo 𝑜𝑘 colide com o volume formado pelo par 𝑜𝑖, 𝑜 𝑗 . Ou seja,

de decidir se inclui ou não o obstáculo 𝑜𝑘 no teste de visibilidade do par 𝑜𝑖, 𝑜 𝑗 . Como todos os

obstáculos são verificados com todos os volumes gerados o custo de decidir é O(|𝜈 |2).
A opção que será adotada é mais simples que todas as anteriores. O método consiste

em calcular, previamente, a distância entre os obstáculos e se beneficiar desta informação para

selecionar, pela proximidade, quais obstáculos devem ser verificados e quais podem ser ignorados
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a cada par de obstáculos em teste de visibilidade. Assim, ao testar a visibilidade entre um par de

vértices só serão considerados obstáculos que podem bloquear a visibilidade e serão ignorados

os obstáculos incapazes de interferir na visibilidade.

No pré-processamento é criada uma matriz de distâncias entre obstáculos, considerando

o ponto 𝑐 e a distância 𝑑𝑚𝑎𝑥 de cada obstáculo como referência. Dados os obstáculos 𝑜𝑖, 𝑜 𝑗 , a

distância entre eles é obtida pela seguinte fórmula:

𝑑 [𝑖, 𝑗] = | |𝑜𝑖.𝑐 − 𝑜 𝑗 .𝑐 | | + 𝑜𝑖.𝑑𝑚𝑎𝑥 + 𝑜 𝑗 .𝑑𝑚𝑎𝑥, (6.3)

onde | |𝑜𝑖.𝑐 − 𝑜 𝑗 .𝑐 | | é a distância euclidiana. A adição de 𝑑𝑚𝑎𝑥 dos obstáculos visa encontrar a

distância máxima entre qualquer vértice do par de obstáculos. Este pré-processamento custa

O(|𝑂 |2).

Algoritmo 16 PreCalcDist(O)

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝐷 // matriz distâncias entre obstáculos

3: 𝐷 ← nova matriz()

4: for all 𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗 ∈ 𝑂, 𝑜𝑖 ≠ 𝑜 𝑗 do
5: 𝐷 [𝑖, 𝑗] ← distPtPt(𝑜𝑖 .c,𝑜 𝑗 .c) // distância entre pontos centrais dos obstáculos

6: 𝐷 [𝑖, 𝑗] ← 𝐷 [𝑖, 𝑗] + 𝑜𝑖 .𝑑𝑚𝑎𝑥 + 𝑜 𝑗 .𝑑𝑚𝑎𝑥 // distância máxima entre vértices dos obstáculos

7: end for
8: return D

No Algoritmo 16, para todos os pares de obstáculos (linhas 4 - 7) é calculada a distância

euclidiana entre pontos 𝑐 de cada obstáculo do par (linha 5) e obtida a distância máxima entre

vértices do par de obstáculos (linha 6).

Na fase de construção do grafo de visibilidade entre obstáculos, a cada par de obstáculos

𝑜𝑖 e 𝑜 𝑗 é criada uma lista dos obstáculos que estão próximos a ambos obstáculos para verificação

de visibilidade. A complexidade computacional é O(|𝑂 |) para decidir se um obstáculo deve ser

incluído na lista pois as colunas 𝑜𝑖 e 𝑜 𝑗 da matriz de distâncias entre obstáculos são consultadas

para verificas distâncias a todos os demais obstáculos.

se 𝑑 [𝑖, 𝑘] < 𝑑 [𝑖, 𝑗] e 𝑑 [ 𝑗 , 𝑘] < 𝑑 [𝑖, 𝑗]
{

Sim testar visibilidade

Não ignorar obstáculo
(6.4)

Algoritmo 17 Grafo de Visibilidade de vértices entre obstáculos ordenados:

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: // pré-processamento

4: PreCalcEsf(𝑂) // Esferas: atribui 𝑐, 𝑑𝑚𝑖𝑛 e 𝑑𝑚𝑎𝑥 aos obstáculos

5: trataSobre(O) // sobreposição: Divide as faces de obstáculos sobrepostos

6: D ← PreCalcDist(𝑂) // Distâncias: Calcular distâncias entre obstáculos

7: G ← visVNoObs(O) // visibilidade em cada Obstáculo

8: // — Entre Obstáculos —

9: for all 𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗 ∈ 𝑂, 𝑜𝑖 ≠ 𝑜 𝑗 do
10: 𝐿𝑜 ← nova Lista()

11: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂, 𝑜𝑘 ≠ 𝑜𝑖 e 𝑜𝑘 ≠ 𝑜 𝑗 do
12: if (𝐷 [𝑖, 𝑘] < 𝐷 [𝑖, 𝑗] and 𝐷 [𝑖, 𝑘] < 𝐷 [𝑖, 𝑗]) then
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13: 𝐿𝑜.add(𝑜𝑘)

14: end if
15: end for
16: for all 𝑣𝑖 ∈ 𝑜𝑖 .𝑉 , 𝑣𝑖 ∈ 𝐺.𝑉 do
17: for all 𝑣 𝑗 ∈ 𝑜 𝑗 .𝑉 , 𝑣𝑖 ∈ 𝐺.𝑉 do
18: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝐿𝑜 do
19: visível ← true
20: if (interSegObsEsf(𝑣𝑖𝑣 𝑗 , 𝑜𝑘)) then
21: visível ← false // segmento intersectou um obstáculo 𝑘
22: break
23: end if
24: end for
25: end for
26: if (visível) then
27: 𝐺.addArco(𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗) // Inclui arco no grafo de visibilidade

28: end if
29: end for
30: end for
31: return 𝐺

No Algoritmo 17, para cada par de obstáculos 𝑜𝑖 e 𝑜 𝑗 é criada a lista de obstáculos

próximos (linhas 9 - 15). Depois, forma segmentos de reta com origem em vértices de 𝑜𝑖 e

extremidade em vértices de 𝑜 𝑗 e verifica a visibilidade dos segmentos de reta com os obstáculos

na lista 𝐿𝑜 (linhas 16 - 25). Se o segmento de reta for visível adiciona respectivo arco no grafo

de visibilidade (linhas 26 - 28).

Para criar o grafo de visibilidade com a otimização de obstáculos ordenados, a comple-

xidade computacional esperada é

O
(
𝑘 |𝜈 | log |𝜈 | −

|𝑂 |∑
𝑜=1

(𝑘 |𝜈𝑜 | log |𝜈𝑜 | − |𝜈𝑜 |2)
)
, (6.5)

onde 𝑘 é o número de médio de vértices dos obstáculos. No primeiro termo 𝑘 |𝜈 | log |𝜈 | é estimada

a complexidade para verificar visibilidade de vértices entre todos os pares de obstáculos com

apenas os obstáculos no intervalo entre eles. O segundo termo, estima os testes de visibilidade

evitados para vértices na mesma face. A custo computacional esperado considera que o número

de obstáculos que interferem na visibilidade é diretamente proporcional à distância do par de

obstáculos em teste de visibilidade. A Tabela 6.3 demonstra o ganho esperado com a ordenação

dos obstáculos.

A Tabela 6.4 apresenta os resultados da complexidade esperada se a segunda parcela

da expressão for ignorada, ou seja, se a redução de construir o grafo de visibilidade em cada

obstáculo não for considerada no cálculo de complexidade para construir o grafo de visibilidade.

A complexidade esperada seria O(𝜈 | log |𝜈 |).
No pior caso, onde todos os obstáculos estão sobrepostos entre si, a complexidade

continua sendo O(|𝜈 |3).
Existe uma estrutura de dados mais eficiente quanto ao tempo para consultar. A Interval

Tree para construir a complexidade de tempo é O(𝑛 log 𝑛) e para consultar a complexidade de

tempo é O(log3 𝑛 + 𝑚) onde 𝑛 é o número de intervalos (pares de obstáculos) e 𝑚 é o tamanho

de resposta (número de obstáculos no intervalo). Porém a interval tree só supera o método
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linear acima de vinte e cinco mil intervalos ou pares de obstáculos, que equivale a mais de 158

obstáculos.

6.3.3 Otimização de Tempo: Faces visíveis

Existe mais uma otimização que pode ser aplicada para reduzir o número de testes de

visibilidade entre vértices de um par de obstáculos.

Supondo que um ambiente com apenas um par de obstáculos 𝑜1 e 𝑜2. E que os conjuntos

𝑉1 e 𝑉2 contêm os vértices de 𝑜1 e 𝑜2, respectivamente. Após ser verificada a visibilidade entre

todos os vértices de 𝑉1 e 𝑉2, pode-se observar que uma parcela significativa de vértices de 𝑉1 não

encontra vértices visíveis em 𝑉2. O mesmo ocorre de 𝑉2 para 𝑉1. Na Figura 6.12 o vértice 𝑎 não

é visível por qualquer vértice de 𝑜2, e os vértices ℎ e 𝑖 não são visíveis por qualquer vértice de 𝑜1.

Outra constatação, é que muitos arcos gerados pela visibilidade entre vértices de 𝑉1 e

𝑉2 não servem para caminho mínimo e apenas aumentam o volume de dados para processar.

Os caminhos que tangenciam os obstáculos são mais curtos do que caminhos que em parte

percorrem a superfície de obstáculos de maneira geodésica. Na Figura 6.12 o caminho mínimo

entre 𝑠 e 𝑡 passa pelos vértices 𝑏 e 𝑔. Na Figura 6.13 com os mesmos obstáculos é mais difícil

identificar visualmente por quais vértices passa o caminho mínimo. Mas cabe observar que não

importa a posição dos pontos origem 𝑠 e destino 𝑡, o caminho mínimo que passa pelos obstáculos

𝑜1 e 𝑜2 não passa pelos pares de vértices 𝑐 𝑓 ou 𝑐𝑒. Embora seja menos evidente, os pares 𝑏 𝑓 ,
𝑏𝑒, 𝑑𝑓 , 𝑑𝑒,𝑐𝑔 e 𝑐 𝑗 também não são úteis para o caminho mínimo. Os pares de vértices visíveis

que não formam retas tangentes a ambos os obstáculos apenas tornam o caminho mais longo e

podem ser ignorados.

Portanto, dos doze pares de vértices em que há visibilidade, entre 𝑜1 e 𝑜2, apenas

quatro são importantes para busca do caminho mínimo. Na Figura 6.12 os pares 𝑠𝑎, ℎ𝑡 e 𝑖𝑡 são

desnecessários. E na Figura 6.13 o par 𝑖𝑡 é desnecessário. As Figuras 6.14 e 6.15 representam

os grafos de visibilidade reduzidos. A tabela 6.5 mostra o efeito destas reduções no número de

caminhos em cada figura.

Pode parecer estranho o número de arcos geodésicos (na superfície dos obstáculos)

ser preservado na Tabela 6.5. Embora vários arcos entre o par de obstáculos 𝑜1 e 𝑜2, serem

descartados sem prejuízo, o mesmo não pode ser aplicado, de maneira imediata, em arcos

geodésicos. Os vértices visíveis ignorados para conexão entre 𝑜1 e 𝑜2, podem ser úteis para

conectar a outros obstáculos e também para conectar aos pontos de origem 𝑠 e destino 𝑡 se

estiverem próximos. Por exemplo, na Figura 6.14 os vértices 𝑎 e ℎ podem ser ignorados, mas na

Figura 6.15 os mesmos vértices 𝑎 e ℎ são importantes para encontrar o caminho mínimo.

Dados um ambiente com apenas um obstáculo 𝑜 um par de pontos 𝑎 e 𝑏 e a face 𝑓 do

obstáculo 𝑜. Sendo 𝑎 um ponto livre qualquer e 𝑏 um ponto na face 𝑓 , (𝑏 ∈ 𝑓 ). Obtidos os

Tabela 6.3: Comparação método entre obstáculos ordenados.

Obst. qt. Obs. Vert. Obs. Vert. Amb. Esferas + por obstáculo Ordenado Ganho

|𝑂 | |𝜈𝑜 | |𝜈 | O(𝑘 |𝜈 |2) −∑ O(𝑘𝜈 | log |𝜈 | −∑ )

Cubo

5 8 40 10.560 1.063 89,934%

25 8 200 308.800 9.030 97,076%

100 8 800 5.075.200 48.921 99,036%

Esferoide

5 642 3.210 5.294.246.580 6.845.896 99,871%

25 642 16.050 158.775.876.900 58.154.859 99,963%

100 642 64.200 2.619.673.167.600 315.052.234 99,988%

Valores de complexidade de tempo no pior caso estimados com base no tamanho da entrada.
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Figura 6.12: Visibilidade todos os pares visíveis.

Figura 6.13: Visibilidade todos os pares visíveis.

Figura 6.14: Visibilidade apenas pares visíveis importantes.

Figura 6.15: Visibilidade apenas pares visíveis importantes.

Tabela 6.4: Comparação método entre obstáculos ordenados ignorando no Obstáculo.

Obst. qt. Obs. Vert. Obs. Vert. Amb. Esferas Ordenado Ganho

|𝑂 | |𝜈𝑜 | |𝜈 | O(𝑘 |𝜈 |2) O(𝑘𝜈 | log |𝜈 |)

Cubo

5 8 40 12.800 1.703 86,695%

25 8 200 320.800 12.230 96,178%

100 8 800 5.120.000 61.721 99,795%

Esferoide

5 642 3.210 6.615.232.200 24.005.168 99,637%

25 642 16.050 165.380.805.000 143.951.221 99,913%

100 642 64.200 2.646.092.880.000 658.237.683 99,975%

Valores de complexidade de tempo no pior caso estimados com base no tamanho da entrada.
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Tabela 6.5: Trechos desnecessários ao caminho mínimo.

Figura
Trechos

Caminhos
Entre 𝑠 e 𝑜1 Em 𝑜1 Entre 𝑜1 e 𝑜2 Em 𝑜2 Entre 𝑜2 e 𝑡

Todos os pares visíveis

6.12 3 16 12 30 3 51.840

6.13 2 11 12 23 3 18.216

Apenas pares visíveis importantes

6.14 2 6 4 6 2 576

6.15 2 7 4 6 2 672

vetores �𝑎𝑏 e �𝑛 𝑓 , o vetor normal de 𝑓 . O valor do produto escalar �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓 indica se a face 𝑓 é

visível ao ponto 𝑎:

�𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
= 0 �𝑎𝑏 paralelo a 𝑓

> 0 𝑓 visível ao ponto 𝑎

< 0 𝑓 não visível ao ponto 𝑎

(6.6)

Dados um ponto 𝑎 e um obstáculo 𝑜. Sejam 𝑓1 e 𝑓2 duas faces vizinhas de 𝑜 ( 𝑓1,

𝑓2 ∈ 𝐹𝑜), tal que a aresta 𝑒12 separa 𝑓1 de 𝑓2 ( 𝑓1 ∩ 𝑓2 = 𝑒12). E dado um ponto 𝑏 na aresta 𝑒12

(𝑏 ∈ 𝑒12). Sejam os vetores �𝑛 𝑓1 e �𝑛 𝑓2 normais das faces 𝑓1 e 𝑓2, respectivamente e o vetor �𝑎𝑏 do

ponto 𝑎 para o ponto 𝑏. Calculados os produtos escalares: �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓1 e �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓2 os valores obtidos

permitem decidir se o segmento de reta 𝑎𝑏 deve ser representado no grafo ou não.

Considerar se:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓1 = 0 �𝑎𝑏 paralelo a 𝑓1
�𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓2 = 0 �𝑎𝑏 paralelo a 𝑓2
�𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓1 > 0 ∧ �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓2 < 0 𝑓1 visível e 𝑓2 não visível

�𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓1 < 0 ∧ �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓1 > 0 𝑓1 não visível e 𝑓2 visível

(6.7)

Ignorar se:

{ �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓1 > 0 ∧ �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓2 > 0 𝑓1 e 𝑓2 visíveis

�𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓1 < 0 ∧ �𝑎𝑏 · �𝑛 𝑓2 < 0 𝑓1 e 𝑓2 não visíveis
(6.8)

Se 𝑓1 e 𝑓2 não são visíveis é evidente que devem ser ignoradas. Mas se ambas 𝑓1 e 𝑓2
são visíveis, também devem ser ignoradas, porque apesar de haver visibilidade os caminhos que

passam pela aresta 𝑒12 são mais longos. Por exemplo, na Figura 6.15, nenhum caminho que

passa pelo vértice 𝑖 será menor que os caminhos que passam pelos vértices ℎ ou 𝑗 diretamente

para o ponto destino 𝑡. Mesmo que um terceiro obstáculo 𝑂3 estivesse posicionado para que a

vértice 𝑖 forme arcos tangentes a ambos 𝑜2 e 𝑜3. o arco 𝑖𝑡 continua sendo desnecessário, porque

haveria um arco de algum vértice de 𝑜3 diretamente para o ponto destino 𝑡 (ver Figura 6.16).

Algoritmo 18 visFacesPtObs(𝑎, 𝑜)

1: Input: 𝑎,𝑜 // um ponto e um obstáculos

2: Output: 𝐿𝑠 // Lista de segmentos entre 𝑎 e 𝑜
3: 𝐿𝑠 ← nova Lista()

4: for all 𝑒 ∈ 𝑜.𝐸 do
5: 𝑓1 ← 𝑒.esquerda // face à esquerda da aresta 𝑒
6: 𝑓2 ← 𝑒.direita // face à direita da aresta 𝑒
7: 𝑏 ← 𝑒.origem
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Figura 6.16: Arco 𝑖𝑡 desnecessário mesmo com outro obstáculo.

8: �𝑎𝑏 ← 𝑏 − 𝑎
9: 𝑝𝑒𝑎𝑏 ← ( �𝑎𝑏 · 𝑓1.normal) ∗( �𝑎𝑏 · 𝑓2.normal) // multiplicação de produtos escalares

10: if (𝑝𝑒𝑎𝑏 ≤ 0) then
11: 𝐿𝑠.add(𝑎, 𝑏) // uma face visível e outra não ou uma face paralela

12: end if
13: end for
14: return 𝐿𝑠

No Algoritmo 18, dados um ponto 𝑎 e um obstáculo 𝑜, para todos os segmentos 𝑎𝑏
onde 𝑏 é o ponto de origem de cada aresta 𝑒 do obstáculo 𝑒 ∈ 𝑜.E (linhas 4 - 13), encontra as

faces à direita e à esquerda da aresta 𝑒 (linhas 5 - 6). Obtém o ponto 𝑏 na aresta 𝑒 e o vetor �𝑎𝑏
(linhas 7 - 8). Calcula os produtos escalares com os vetores normais de faces (linha 9). Se o

produto escalar positivo, a face é visível, negativo, a face não é visível e zero, a face é paralela.

Adiciona o segmento 𝑎𝑏 na lista se alguma face é paralela ao vetor �𝑎𝑏 ou uma das faces é visível

e a outra não é visível (linhas 9 - 11).

Se o segmento 𝑎𝑏 conecta dois obstáculos, é necessário que o teste de visibilidade

de faces seja aplicado em ambos os sentidos �𝑎𝑏 e �𝑏𝑎 como demonstrado no Algoritmo 19. O

segmento 𝑎𝑏 só é adicionado na lista se atender a condição de visibilidade de faces em ambos os

obstáculos.

Algoritmo 19 visFacesObsObs(𝑜𝑎, 𝑜𝑏)

1: Input: 𝑜𝑎,𝑜𝑏 // dois obstáculos

2: Output: 𝐿𝑠 // Lista de segmentos entre 𝑜𝑎 e 𝑜𝑏
3: 𝐿𝑠 ← nova Lista()

4: for all 𝑒𝑎 ∈ 𝑜𝑎 .𝐸 do
5: for all 𝑒𝑏 ∈ 𝑜𝑏 .𝐸 do
6: 𝑓𝑎1 ← 𝑒𝑎.esquerda // face à esquerda da aresta 𝑒𝑎
7: 𝑓𝑎2 ← 𝑒𝑎.direita // face à direita da aresta 𝑒𝑎
8: 𝑓𝑏1 ← 𝑒𝑏.esquerda

9: 𝑓𝑏2 ← 𝑒𝑏.direita

10: �𝑎𝑏 ← 𝑒𝑏.origem - 𝑒𝑎.origem

11: �𝑏𝑎 ← 𝑒𝑎.origem - 𝑒𝑏.origem

12: 𝑝𝑒𝑎𝑏 ← ( �𝑎𝑏 · 𝑓𝑏1.normal) ∗( �𝑎𝑏 · 𝑓𝑏2.normal) // multiplicação de produtos escalares
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13: 𝑝𝑒𝑏𝑎 ← ( �𝑏𝑎 · 𝑓𝑎1.normal) ∗( �𝑏𝑎 · 𝑓𝑎2.normal)

14: if (𝑝𝑒𝑎𝑏 ≤ 0) and (𝑝𝑒𝑏𝑎 ≤ 0) then
15: 𝐿𝑠.add(𝑒𝑎.origem, 𝑒𝑏.origem) // Uma face visível e outra não em 𝑜𝑎 e 𝑜𝑏
16: end if
17: end for
18: end for
19: return 𝐿𝑠

No Algoritmo 19, dados um par de obstáculos 𝑜𝑎 e 𝑜𝑏, para todos os pares de aresta

𝑒𝑎𝑒𝑏 entre 𝑜𝑎 e 𝑜𝑏 (linhas 4 - 18), encontra as faces à direita e à esquerda das arestas 𝑒𝑎 e 𝑒𝑏
(linhas 6 - 9). Obtém os vetores �𝑎𝑏 e �𝑏𝑎 (linhas 10 - 11). Calcula os produtos escalares com os

vetores normais de faces (linhas 12 - 13). Adiciona o segmento 𝑎𝑏 na lista de segmentos 𝐿𝑠 se

em cada obstáculo existir alguma face paralela ao segmento 𝑎𝑏 ou combina de face visível com

face não visível em ambos os obstáculos (linhas 14 - 15).

Algoritmo 20 Grafo de Visibilidade de vértices entre obstáculos ordenados:

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: // pré-processamento

4: PreCalcEsf(𝑂) // Esferas: atribui 𝑐, 𝑑𝑚𝑖𝑛 e 𝑑𝑚𝑎𝑥 aos obstáculos

5: trataSobre(O) // sobreposição: Divide as faces de obstáculos sobrepostos

6: D ← PreCalcDist(O) // Distâncias: Calcular distâncias entre obstáculos

7: G ← visVNoObs(O) // Visibilidade em cada Obstáculo

8: // — Entre Obstáculos —

9: for all 𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗 ∈ 𝑂, 𝑜𝑖 ≠ 𝑜 𝑗 do
10: 𝐿𝑜 ← nova Lista() // Lista de obstáculos

11: 𝐿𝑠 ← nova Lista() // Lista de segmentos de reta

12: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂, 𝑜𝑘 ≠ 𝑜𝑖 e 𝑜𝑘 ≠ 𝑜 𝑗 do
13: if (𝐷 [𝑖, 𝑘] < 𝐷 [𝑖, 𝑗] and 𝐷 [𝑖, 𝑘] < 𝐷 [𝑖, 𝑗]) then
14: 𝐿𝑜.add(𝑜𝑘)

15: end if
16: 𝐿𝑠 ← visFacesObsObs(𝑜𝑖 ,𝑜 𝑗) // listar pares de vértices por visibilidade de faces

17: end for
18: for all 𝑠 ∈ 𝐿𝑠 do
19: 𝑣𝑖 ← 𝑠1 // 𝑣𝑖 origem do segmento 𝑙𝑠
20: 𝑣 𝑗 ← 𝑠2 // 𝑣 𝑗 extremidade do segmento 𝑙𝑠
21: visível ← true
22: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝐿𝑜 do
23: if (interSegObsEsf(𝑣𝑖𝑣 𝑗 , 𝑜𝑘)) then
24: visível ← false // segmento intersectou um obstáculo 𝑘
25: break
26: end if
27: end for
28: if (visível) then
29: 𝐺.addArco(𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗) // Inclui arco no grafo de visibilidade

30: end if
31: end for
32: end for
33: return 𝐺
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O Algoritmo 20, gera o grafo de visibilidade de vértices entre obstáculos com otimizações

de obstáculos ordenados e faces visíveis. Para cada par de obstáculos 𝑜𝑖 e 𝑜 𝑗 cria as listas: de

obstáculos próximos 𝐿𝑜 e de segmentos de reta relevantes 𝐿𝑠 (linhas 9 - 17). Depois, para cada

segmento de reta na lista 𝐿𝑠, verifica a visibilidade com os obstáculos na lista 𝐿𝑜 (linhas 18 a

27). Se o segmento de reta for visível adiciona o respectivo arco no grafo de visibilidade (linhas

28-30).

O custo computacional de tempo esperado com a otimização das faces visíveis, é

O(|𝜈 |1,5) Considerando obstáculos convexos regulares. No pior caso, o custo de tempo continua

sendo O(|𝜈 |3) se os obstáculos forem poliedros com aparência de cone quase todas as faces são

visíveis e metade das arestas separa faces visíveis de faces não visíveis.

6.4 OTIMIZAÇÕES: DESCARTADAS NO GRAFO DE VISIBILIDADE

Algumas otimizações foram avaliadas, mas não chegaram a ser adotadas por aparen-

temente não trazerem redução de tempo ou melhoria no caminho que as torne atrativas. A

intenção nesta seção é comentar sobre estas otimizações e demonstrar porque foram ignoradas.

Eventualmente, no futuro, podem ser revisitadas e nova luz pode surgir que não foi percebida.

6.4.1 Otimização: Limpeza do Grafo de Visibilidade em Cada Obstáculo

Uma questão ficou evidente na Subseção 6.3.3 é que o número de pares de vértices entre

obstáculos foi significativamente reduzido, mas pares de vértices na superfície dos obstáculos

continuam preservados no grafo de visibilidade. Nesta subseção será discutido como poderiam

ser reduzidos os nodos que representam vértices de mesmo obstáculo, o grafo de visibilidade, e,

por consequência, também reduzir arcos.

O descarte de nodos e arcos correspondentes a vértices e pares na superfície de cada

obstáculo só pode ocorrer depois que o grafo de visibilidade esteja completo, ou seja, o grafo

de visibilidade entre todos os pares de obstáculos seja gerado. Aparentemente os vértices de

obstáculos que não possuem arco no grafo de visibilidade com outros obstáculos poderiam ser

ignorados. Porém estes vértices podem ser necessários como ligação entre vértices do mesmo

obstáculo que são visíveis por outros obstáculos. Se os pontos de origem 𝑠 e destino 𝑡 não são

conhecidos a remoção não é recomendada, pois, exatamente aquele nodo, que representa um

vértice desprezado, pode conectar-se ao ponto de origem ou destino.

Uma maneira de reduzir vértices e pares de vértices na superfície dos obstáculos seria

extrair do grafo de visibilidade os subgrafos que representam cada obstáculo individualmente.

Considerar na fronteira do subgrafo os nodos com conexão com outros subgrafos (outros

obstáculos) e como internos os nodos que apenas se conectam no mesmo subgrafo (mesmo

obstáculo). Aplicar os métodos de busca de caminho mínimo entre pares de nodos na fronteira

de cada subgrafo e preservar apenas nodos e arcos que pertencem aos caminhos mínimos entre

nodos na fronteira do subgrafo.

Uma avaliação mais apurada sobre esta redução não foi realizada. Seria necessário

estimar a redução do grafo de visibilidade, bem como, estimar o efeito desta redução na busca de

caminho mínimo global (de todo ambiente). Na busca de caminho mínimo de todos os pares em

grafos por Floyd-Warshall a complexidade computacional de tempo é O(|𝑉 |3), portanto somente

o número nodos no grafo de visibilidade é relevante para estimar seu custo computacional. Se

for adotado o método Dĳkstra com complexidade computacional de tempo O(|𝐸 | + |𝑉 | log |𝑉 |),
além do número de nodos, o número de arcos no subgrafo também afeta o custo computacional.

É relevante observar a necessidade de repetição do método Dĳkstra para todos os pares de nodos

na fronteira dos subgrafos.
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O custo computacional total com Floyd-Warshall para reduzir nodos e arcos no grafo de

visibilidade para cada obstáculo é

𝑂

( |𝑂 |∑
𝑜=1

( |𝑉𝑜 |3) +
|𝑂 |∑
𝑜=1

( |𝑉𝑜 |2)
)
� 𝑂 ( |𝑉 |3) (6.9)

O custo computacional total com Dĳkstra para reduzir nodos e arco no grafo de

visibilidade para cada obstáculo é

O
( |𝑂 |∑
𝑜=1

|𝑉𝑜𝑒𝑥𝑡 |2( |𝐸𝑜 | + |𝑉𝑜 | log |𝑉𝑜 |) +
|𝑂 |∑
𝑜=1

( |𝑉𝑜 |2)
)
� 𝑂 ( |𝑉 |3), (6.10)

onde |𝑉𝑜𝑒𝑥𝑡 | é o número de nodos externos em cada subgrafo.

Tanto a busca para redução de nodos e arcos como a busca de caminho mínimo são no

pior caso de complexidade cúbica em relação ao número de nodos. Não está evidente que se

for aplicada a redução de vértices e arestas na superfície de obstáculos haja algum ganho nem é

possível descartar piora no custo computacional.

6.4.2 Otimização: Partição por Planos com BSP

Dado um segmento de reta 𝑟 , a Partição Binária do Espaço (BSP) serve para descobrir

rapidamente quais planos de face são intersectados por 𝑟 e, por consequência, quais são os

obstáculos que merecem a verificação de visibilidade detalhada. Assim com a BSP seria evitado

o custo computacional de testar exaustivamente todos os obstáculos do ambiente.

Para esta tarefa seria necessário construir uma árvore BSP com base nas faces de

obstáculos. O custo para construir a BSP é O(|𝐹 |3) sem balanceamento e O(|𝐹 |4) com

balanceamento. O custo de busca de um nó na BSP O(log |𝐹 |) se a árvore estiver balanceada e

O(|𝐹 |) para totalmente desbalanceada. No planejamento de caminhos não é suficiente achar o

primeiro nó que particiona o segmento em teste pois a interseção pode ocorrer no plano, mas

fora dos limites da face, exigindo novas buscas até encontrar uma interseção com face ou atingir

as folhas O(log2 |𝐹 |).
Construir a BSP balanceada depende da escolha de quais planos separam o conjunto de

faces ao meio (dois subconjuntos de faces de tamanhos próximos). Os algoritmos de rotação

comuns para balancear árvores binárias não são triviais para BSP em ambiente 3D. A inclusão

das faces em ordem aleatorizada pode gerar melhor balanceamento na média do que incluir

as faces na ordem dos obstáculos. Para garantir o balanceamento seria necessário durante a

construção da árvore preservar o balanceamento a cada inserção. Uma técnica que muda a

complexidade do algoritmo, e deixa bem mais lento, é, a cada inserção pesquisar no conjunto de

faces e escolher o plano que divide o conjunto de faces da maneira mais equilibrada.

Na busca da BSP a partir do nó raiz é feito o teste de interseção entre o segmento 𝑠 e o

plano 𝜆 do nó visitado.

se 𝑠

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
à esquerda do plano seguir ramo à esquerda

à direita do plano seguir ramo à direita

intersectou plano calcular o ponto de interseção 𝑝𝑡𝑖 em 𝜆

(6.11)
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se 𝑝𝑡𝑖

{
é interno a face par em 𝑟 não é visível. Encerrar busca.

é externo a face continuar busca em ambos os ramos
(6.12)

Somente se na busca for atingido um nó folha sem interseção ou externo as faces

verificadas, 𝑟 é considerado visível.

A percepção é que o custo computacional para construção e busca na BSP é maior que

os métodos propostos. Além disso o resultado da busca na BSP é um plano intersectado não

sendo conclusivo pois exige testes adicionais com as faces. Portanto não será apresentado um

algoritmo para gerar o grafo de visibilidade baseado em BSP.

6.5 GRAFO DE PONTOS NA FRONTEIRA DE OBSTÁCULOS

Nas Seção 6.3 foram apresentados métodos para gerar o grafo de visibilidade de vértices

entre obstáculos. Os mesmos métodos podem ser aplicados para outros conjuntos de pontos na

superfície dos obstáculos, sendo necessário apenas, modificar a entrada ou o método de coleta de

pontos. Os pontos coletados necessariamente precisam estar vinculados aos obstáculos. Para

obtenção de caminhos mais próximos do mínimo são recomendados os pontos nas arestas dos

obstáculos. Os pontos no interior de faces não são úteis para caminho mínimo apenas aumentando

o volume de dados a processar.

O algoritmo para visibilidade de pontos na fronteira dos obstáculos é semelhante ao

Algoritmo 20 por isso não será apresentado. A diferença é que em vez de usar os vértices de

obstáculos é gerado o conjunto de pontos na superfície de obstáculo.

Figura 6.17: Grafo de visibilidade de pontos na fronteira. Esquerda: vértices. Direita: meio das arestas

Figura 6.18: Grafo de visibilidade de pontos na fronteira. Esquerda: 3 pontos por aresta. Direita: 5 pontos por aresta

6.6 GRAFO DE VISIBILIDADE DE ARESTAS

Se o caminho mínimo no R3 passa pelas arestas, porque não verificar diretamente a

visibilidade de arestas? A aresta é um segmento de reta, ou seja, um intervalo e um caminho

precisa de pontos de passagem e não de intervalos. Como a aresta é um intervalo contínuo,
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Figura 6.19: Grafo de visibilidade de pontos na fronteira. Esquerda: 9 pontos por aresta. Direita: 17 pontos por

aresta

não é possível enumerar todos os pontos da aresta para verificar visibilidade em cada um deles.

Mesmo discretizando as arestas o custo computacional seria inviável para verificar a visibilidade

de muitos pontos em cada par de arestas. Além disso o caminho mínimo em uma sequência de

arestas passa por apenas um ponto em cada aresta.

Dado um par de arestas (𝑒𝑖) e (𝑒 𝑗 ), se existir um obstáculo que bloqueia parcialmente

a visibilidade entre (𝑒𝑖) e (𝑒 𝑗 ), o intervalo visível de (𝑒𝑖) muda para cada ponto em (𝑒 𝑗 ) e da

mesma forma o intervalo visível de (𝑒 𝑗 ) muda para cada ponto em (𝑒𝑖).
Na Figura 6.20 foram escolhidos 17 pontos em cada aresta para verificar sua visibilidade

na presença de um obstáculo. Pode se observar que para cada ponto escolhido em uma aresta no

máximo nove pontos da outra aresta são visíveis.

Figura 6.20: Visibilidade entre arestas.

Para gerar o grafo de visibilidade de arestas é necessário considerar a visibilidade nos

intervalos das arestas. Os arcos no grafo de visibilidade de arestas representam pares de arestas,

pelo menos, parcialmente visíveis. Os métodos de caminho mínimo em grafos de arestas não

obtêm um caminho mínimo, mas uma sequência de arestas que pode conter o caminho mínimo.

Na sequência de arestas é necessário definir pontos de passagem para obter um caminho. E para

minimizar o custo do caminho é necessário ajustar a posição do ponto de passagem em cada

aresta da sequência. A cada modificação do ponto de passagem na aresta é necessário confirmar

a visibilidade entre pontos de passagem das arestas anterior e posterior na sequência.

O peso do arco do grafo de visibilidade de arestas indica distância entre os segmentos de

reta. Para cada posição relativa entre um par de retas o cálculo de distância é obtido de maneira
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diferente. Considerando que não interessa a distância fora dos intervalos das arestas deve ser

obtida a menor distância entre as arestas respeitando as extremidades da aresta.

A seguir são propostos métodos para construir o grafo de visibilidade de arestas e para

decidir se um par de arestas é, pelo menos, parcialmente visível. Na Subseção 6.6.1, é abordada

a alternativa de converter um grafo de visibilidade de vértices ou de pontos na fronteira dos

obstáculos em grafo de visibilidade de arestas. Na Subseção 6.6.2 é apresentado um método para

verificar a visibilidade parcial de arestas. Na Subseção 6.6.3 é apresentado um método escolher

a sequência de arestas mínima. E finalmente, na Subseção 6.6.4, é apresentada a geração do

grafo de visibilidade de arestas. A otimização da sequência de arestas para encontrar o caminho

mínimo será abordada no Capítulo 8.

6.6.1 Partir do Grafo de Visibilidade de Vértices

Uma hipótese para criar o grafo de visibilidade entre arestas é partir do grafo de

visibilidade de vértices ou de pontos na fronteira de obstáculos. A seguir é avaliado se é uma

alternativa viável e qual o custo computacional.

Se um par de vértices é visível, qualquer aresta ligada a este par de vértices é pelo menos

parcialmente visível. O mesmo conceito se aplica para pares de pontos visíveis em arestas. A

visibilidade de cada arco é considerada parcial sendo necessário verificar visibilidade entre pontos

de passagem. Dado um par de vértices visíveis (𝑣𝑎, 𝑣𝑏) no grafo de visibilidade de vértices e os

conjuntos de arestas 𝐸𝑎 e 𝐸𝑏 com extremidade em 𝑣𝑎 e 𝑣𝑏 respectivamente. A partir do produto

cartesiano 𝐸𝑎𝑋𝐸𝑏, um conjunto de arcos é adicionado ao grafo de visibilidade de arestas.

A partir do grafo de visibilidade de vértices ou de pontos em arestas 𝐺𝑣, previamente

gerado, construir o grafo de arestas 𝐺𝑎. Para cada arco 𝑒𝑖 𝑗 = (𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ) em 𝐺𝑣 criar arcos

correspondentes em 𝐺𝑎. Considerando que os nodos 𝑣𝑖 e 𝑣 𝑗 no grafo de visibilidade de vértices

representam os vértices de obstáculos 𝜈𝑖 e 𝜈 𝑗 . O arco conectando 𝜈𝑖 e 𝜈 𝑗 indica que 𝑣𝑖 e 𝑣 𝑗 são

visíveis entre si. As arestas com extremidade em 𝜈𝑖 são, pelo menos parcialmente, visíveis por

arestas com extremidade 𝜈 𝑗 . Desta forma um arco em 𝐺𝑣 vai criar uma coleção de arcos em 𝐺𝑎
(todas as combinações de arestas com extremidade em 𝜈𝑖, com arestas com extremidade em 𝜈 𝑗 ).
De maneira semelhante, a partir do grafo de visibilidade de pontos na fronteira de obstáculos.

Para cada arco representando um par de pontos em arestas pode ser gerado um arco no grafo de

visibilidade de arestas.

Esta hipótese de o grafo de visibilidade de arestas poder ser inteiramente obtido a

partir do grafo de visibilidade de vértices não pode ser provada. Se fosse uma hipótese válida

apenas as arestas com extremidade em vértices representados no grafo de visibilidade seriam

necessárias para obter o grafo de visibilidade de arestas. Uma maneira de contradizer esta

hipótese é considerar arestas cujas extremidades não são visíveis, mas existem intervalos visíveis.

Portanto, a criação do grafo de arestas a partir do grafo de visibilidade de vértices não garante

que todas as arestas parcialmente visíveis serão encontradas. Pois, podem existir pares de arestas

parcialmente visíveis que não há visibilidade nas suas extremidades. Esta contradição também

se aplica para outros grafos de visibilidade gerados a partir de pontos. Portanto, é necessário

encontrar outra maneira de gerar o grafo de visibilidade de arestas que não sejam baseados apenas

na visibilidade de pontos nas arestas.

6.6.2 Teste de Visibilidade de Arestas

Como a visibilidade de pares de vértices ou pontos não é suficiente para gerar o grafo

de visibilidade de arestas é necessário encontrar uma forma de verificar a visibilidade entre
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arestas. A seguir são detalhadas as características das arestas quanto a visibilidade e proposto um

algoritmo que verifica se um par de arestas é visível.

Dado um par de retas no R3 estas podem ser coplanares ou reversas. Se as retas forem

coplanares também podem ser paralelas ou concorrentes. Sendo retas paralelas podem ser

distintas ou coincidentes. Os segmentos na mesma reta ou em retas coincidentes são chamados

colineares. Nas retas concorrentes existe um ponto comum, também chamado de ponto de

interseção. As arestas de obstáculo são segmentos de reta, ou seja, intervalos de alguma reta,

cujas extremidades são vértices do obstáculo. Um ponto na reta suporte de uma aresta pode estar

fora do seu intervalo, dentro do seu intervalo ou em uma de suas extremidades.

Figura 6.21: Arestas coplanares: concorrentes (a, b e c) e colineares (d)

Pensando em um par de retas concorrentes que é suporte a um par de arestas o ponto

comum ao par de retas pode estar dentro ou fora do intervalo de cada aresta do par. Cada par

de arestas forma uma combinação de arestas. Ao ligar as extremidades das arestas do par são

gerados polígonos. Se a combinação for mais ampla incluindo as retas paralelas e as retas

reversas a geometria gerada pela ligação das extremidades das arestas pode ser segmentos de

reta, triângulos, quadriláteros, poliedros e até superfícies não planas. O algoritmo de verificação

de visibilidade entre arestas precisa ser capaz de lidar com todas estas variações.

Se as arestas forem reversas, a combinação de pontos das arestas como função bĳetora

(pontos em ordem em ambas as arestas) gera superfícies de paraboloide hiperbólico (ver Figura

6.22). A combinação das extremidades das arestas reversas forma um tetraedro que contém

qualquer segmento de reta entre pontos do par arestas, inclusive as superfícies de paraboloide

hiperbólico. Como ilustração as Figuras 6.22 e 6.23 mostram a superfície gerada e a aplicação de

planos de corte como tentativa de verificar visibilidade. A opção é lidar com o tetraedro gerado

que contém qualquer segmento de reta entre pontos do par de arestas reversas.

Figura 6.22: Superfície de um paraboloide hiperbólico

A proposta é verificar a visibilidade entre arestas aplicando testes de interseção de

segmentos de reta ou triângulos com obstáculos. Considerando todas as combinações de arestas,
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Figura 6.23: Planos de corte em superfície de um paraboloide hiperbólico (Gorjanc e Jurkin, 2019).

o teste de interseção com obstáculos pode acontecer com quatro triângulos, com quatro segmentos

de reta ou uma mistura de triângulos e segmentos de reta. Também pode acontecer dos triângulos

ou segmentos de reta estarem sobrepostos.

A resposta do teste de visibilidade de arestas pode ser completamente visível, parcial-

mente visível ou não visível. Na visibilidade completa não existem obstáculos entre as arestas

para quaisquer pontos de passagem escolhidos em cada aresta do par e nenhum teste adicional é

necessário quando mudar os pontos de passagem. Na visibilidade parcial é necessário repetir o

teste de visibilidade a cada mudança nos pontos de passagem.

A Figura 6.24 ilustra o tetraedro formado pelas arestas ortogonais (reversas). E a

Figura 6.25 exemplifica o plano formado por arestas paralelas. Em ambas as figuras podem ser

observados os quatro triângulos (faces de tetraedro). Pelo achatamento o tetraedro degenerado

se transforma em um quadrilátero. Nas Figuras 6.26, 6.27, 6.28 e 6.29 são apresentados casos

degenerados de combinação de arestas.

Figura 6.24: Visibilidade entre arestas ortogonais. Esquerda: vértices Direita: 17 pontos nas arestas

Figura 6.25: Visibilidade entre arestas Paralelas. Esquerda: vértices Direita: 17 pontos nas arestas

Algoritmo 21 visArestas(𝑒𝑎,𝑒𝑏,𝑂)
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Figura 6.26: Visibilidade entre arestas degenerado. Origem de uma aresta no meio da outra aresta.

Figura 6.27: Visibilidade entre arestas degenerado. Arestas ortogonais se intersectam.

Figura 6.28: Visibilidade entre arestas degenerado. Arestas com mesma origem.

Figura 6.29: Visibilidade entre arestas degenerado. Arestas colineares.

1: Input: 𝑒𝑎,𝑒𝑏, 𝑂 // duas arestas e conjunto de obstáculos

2: Output: true, false, ou unknown // visibilidade: sim, não ou desconhecido

3: LP[] ← nova lista() // Cria uma lista de pontos vazia

4: LP.add(𝑒1
𝑎)

5: LP.add(𝑒2
𝑎)

6: LP.add(𝑒1
𝑏)

7: LP.add(𝑒2
𝑏)

8: LF[] ← nova lista() // Cria uma lista de faces (triângulos) vazia

9: LS[] ← nova lista() // Cria uma lista de segmentos vazia

10: for all 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ LP, 𝑎 ≠ 𝑏, 𝑏 ≠ 𝑐, 𝑎 ≠ 𝑐 do
11: if (relPtSeg(𝑎, 𝑏𝑐) = 0) then
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12: LS.add(maxSeg({𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑎𝑐}) // maior segmento de reta formado pelos pontos 𝑎, 𝑏, 𝑐
13: else
14: LF.add({𝑎, 𝑏, 𝑐}) // triângulo formado pelos pontos 𝑎, 𝑏, 𝑐
15: end if
16: end for
17: visibilidade ← true
18: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
19: parcial ← 0

20: total ← 0

21: for all 𝑠 ∈ 𝐿𝑆 do
22: if (interSegObsEsf(𝑠,𝑜)) then
23: total ← total + 1 // segmento 𝑠 intersectou um obstáculo

24: end if
25: end for
26: for all 𝑓 ∈ 𝐿𝐹 do
27: inter ← interPlgPle(f, o.ple) // Verifica a interseção entre triângulo e obstáculo

28: if (inter = FF or inter = FP) then
29: total ← total + 1 // triângulo inteiramente bloqueado pelo obstáculo

30: else if inter = PP or inter = PF then
31: parcial ← total + 1 // triângulo parcialmente bloqueada pelo obstáculo

32: end if
33: end for
34: if (total = 4) then
35: return false // tetraedro inteiramente bloqueado pelo obstáculo

36: end if
37: if (parcial > 0 or total < 4) then
38: visibilidade ← unknown // tetraedro parcialmente bloqueado pelo obstáculo

39: end if
40: end for
41: return visibilidade

O Algoritmo 21 é uma proposta de teste de visibilidade de arestas. A otimização de

esferas, apresentada na Seção 6.1.2, também pode ser aplicada no teste de visibilidade de arestas.

Primeiramente é criada uma lista com os 4 pontos extremidades do par de arestas (linhas 3 -

7). Para todas as combinações de três pontos distintos, sendo pontos colineares adiciona maior

segmento de reta na lista de segmentos LS, ou adiciona o triângulo na lista de faces LF (linhas

10 - 16). A princípio é considerado que há visibilidade entre as arestas (linha 17). Os testes

de visibilidade são aplicados com toda lista de obstáculos 𝑂 fornecida na entrada (linhas 18

- 40). Para cada Obstáculo é verificada a interseção dos segmentos em LS (linhas 21 - 25) e

interseção dos triângulos em LF (linhas 26 - 33). Para decidir se existe visibilidade é feita a

contagem de interseções totais e parciais. As interseções com segmentos são consideradas totais

(linhas 22 - 24). Já as interseções com triângulos são consideradas totais se o obstáculo bloqueia

inteiramente o triangulo e parcial se parte do triângulo continua visível (linhas 27 - 32). Avalia o

número de interseções com bloqueio total e parcial (linhas 34 - 39). Se todos os triângulos têm

bloqueio total não há visibilidade no par de arestas e não há necessidade de fazer mais testes com

outros obstáculos (linhas 34 - 36). Porém se alguns triângulos são bloqueados pelo obstáculo a

visibilidade muda para desconhecida (linhas 37 - 39).

O Algoritmo 21 possui uma limitação que pode ser observada na Figura 6.30 o teste de

visibilidade aplicado não detectou um pequeno obstáculo inteiramente no interior do tetraedro

porque apenas testes de interseção de faces do tetraedro foram aplicados. Uma correção para
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este problema é ordenar os vértices de cada face do tetraedro para discriminar os lados interno e

externo e aplicar o teste de interseção entre obstáculos (Algoritmo 9). A ordenação é feita pelo

método Fecho Convexo ou a partir de um ponto no interior do tetraedro (média dos 4 pontos)

verificar e corrigir a ordem de cada triângulo. Sem esta correção todos os pares devem ser

considerados de visibilidade parcial.

Figura 6.30: Visibilidade entre arestas ortogonais com um obstáculo não detectável pelo Algoritmo 21. Esquerda:

tetraedro formado pelas extremidades Direita: 9 pontos nas arestas

Outra limitação do algoritmo 21 é que o teste de visibilidade é aplicado a cada obstáculo

em separado. Na Figura 6.31 é mostrado que a combinação de quatro obstáculos torna o par

de arestas sem visibilidade, porém como pode ser observado na Figura 6.32 a visibilidade é

parcial para cada obstáculo em separado. As Figuras 6.33 e 6.34 mostram que a visibilidade

também seria parcial com dois ou três obstáculos. Corrigir está limitação é um pouco mais

trabalhoso. Se os obstáculos bloqueiam totalmente as faces do tetraedro, a solução é marcar

cumulativamente as faces bloqueadas por cada obstáculo, se todas as faces estiverem bloqueadas

não há visibilidade. Porém, existem bloqueios parciais de faces do tetraedro que combinados

formam bloqueio total ou não. Cada face do tetraedro é formada por uma aresta inteira e um

ponto da outra aresta. A cada obstáculo, é necessário projetar sobre a aresta inteira o intervalo

bloqueado. Se a combinação de intervalos tornar as arestas inteiramente bloqueadas não há

visibilidade no par. A Figura 6.35 mostra o intervalo das arestas bloqueado por cada obstáculo.

A combinação dos intervalos torna o par de arestas não visível.

Figura 6.31: Quatro obstáculos bloqueiam visibilidade de par de arestas. Esquerda: tetraedro formado pelas

extremidades Direita: 17 pontos nas arestas

As modificações no Algoritmo 21 para corrigir as limitações com pares de arestas

reversas será deixada para trabalhos futuros. Como paliativo a visibilidade com triângulos será

considerada parcial (linha 37 provisoriamente alterada para: if (total < 4) then).
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Figura 6.32: Visibilidade parcial com apenas um obstáculo da Figura 6.31

6.6.3 Sequência de Arestas Mínima

Um detalhe crítico quando se trata de arestas é que o caminho de menor custo pode não

estar na sequência de aresta considerada como mínima antes da otimização.

Como comentado na Definição 24 sobre o tamanho do conjunto de caminhos, o número

de sequências de arestas também é da mesma grandeza

0 ≤ |𝑆𝑠𝑡 | ≤
𝑛∑
𝑘=0

𝑛!

(𝑛 − 𝑘)! , (6.13)

onde é 𝑛 o número de arestas. Por força bruta, isto é, sem qualquer critério é necessário para cada

sequência de arestas em 𝑆𝑠𝑡 otimizar, ou seja, ajustar os pontos de passagem em cada aresta da

sequência para achar ao caminho mínimo daquela sequência e comparar com o caminho mínimo

obtido por outras sequências.

Obter a menor distância entre cada par de arestas para atribuir como peso dos respectivos

arcos do grafo de arestas não garante que o caminho mínimo passa pela sequência de arestas de

menor custo obtida pelos algoritmos de busca de caminho mínimo em grafos.

A partir do segmento de reta 𝑠𝑡 entre origem e destino a sequência das arestas que mais

se aproximam de 𝑠𝑡 é a que otimizada gera o caminho mínimo. Embora a ideia seja simples,

obter a sequência por estes critérios não é simples. É mais fácil depois da sequência mínima

encontrada confirmar que atende estes critérios.

Em um ambiente mais simples que os obstáculos são disjuntos (sem sobreposição de

obstáculos) é mais fácil encontrar uma sequência de obstáculos a partir de 𝑠𝑡. Mas, mesmo tendo

a sequência de obstáculos, ainda é necessário escolher uma ou mais arestas de cada obstáculo da

sequência para compor a sequência de arestas. Embora o conjunto de sequências de arestas seja

significativamente menor que o gerado por força bruta, ainda seria um conjunto significativamente

grande e inviável de ser avaliado e comparado

0 ≤ |𝑆𝑠𝑡 | ≤
𝑛∏
𝑖=0

|𝑒𝑖 |!, (6.14)
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Figura 6.33: Visibilidade parcial com dois obstáculos da Figura 6.31

onde 𝑛 é o número de obstáculos na sequência de obstáculos e |𝑒𝑖 | é o número de arestas

selecionadas em cada obstáculo da sequência. Como no ambiente em estudo pode existir

sobreposição de obstáculos seria necessário agrupar os obstáculos sobrepostos e selecionar as

arestas no grupo. É uma ideia que parece ser promissora, mas que precisa de mais estudo para

chegar a um algoritmo.

Provisoriamente o critério para escolha da sequência mínima adotado é a distância entre

pares de arestas. Serão considerados três pontos em cada aresta: as extremidades e o ponto

médio da aresta. Desta forma para cada par de arestas serão calculadas nove distâncias e adotada

a menor delas como custo do arco.

6.6.4 Grafo de Visibilidade de Arestas

A qualidade deste método é encontrar todos os pares de arestas parcial ou inteiramente

visíveis. Cada nodo no grafo representa uma aresta ou parte de uma aresta.

A complexidade computacional para gerar o grafo de arestas é equivalente a criação do

grafo entre vértices. Na realidade o Algoritmo 21 é mais lento pois o teste de visibilidade entre
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Figura 6.34: Visibilidade parcial com três obstáculos da Figura 6.31

Figura 6.35: Intervalos bloqueados por cada obstáculo em Vermelho.

arestas possui quatro vezes mais operações que o teste de visibilidade entre pontos (Algoritmo 7).

A diferença de custo computacional é uma constante se tornando assintoticamente equivalente.

Os Algoritmos 22 e 23 são adaptações dos Algoritmos 14 e 20, respectivamente.

Algoritmo 22 visANoObs(O) - visibilidade de arestas em cada obstáculo

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade

3: G ← novo Grafo()

4: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
5: for all 𝑓 ∈ 𝑜.𝐹 do
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6: if (f.livre) then
7: 𝐸 𝑓 ← nova Lista() // 𝐸 𝑓 lista de arestas livres na face

8: for all 𝑒 ∈ 𝑓 .𝐸 do
9: 𝐸 𝑓 .add(e)

10: 𝐺.addNodo(e)

11: end for
12: for all 𝑒𝑎, 𝑒𝑏 ∈ 𝐸 𝑓 , 𝑒𝑎 ≠ 𝑒𝑏 do
13: 𝐺.addArco(𝑒𝑎, 𝑒𝑏) // Inclui arco no grafo de visibilidade

14: end for
15: end if
16: end for
17: end for
18: return 𝐺

No Algoritmo 22, para cada obstáculo, percorre todas as faces (linhas 4 - 17). Se a face

for livre (linha 6), cria uma lista de todas as arestas naquela face (linhas 7 - 11). Os nodos do

grafo de visibilidade são adicionados para cada aresta da lista (linha 10). Os arcos do grafo de

visibilidade são adicionados para todos os pares de vértices na lista de arestas da mesma face de

obstáculo (linhas 12 - 14).

Algoritmo 23 Grafo de Visibilidade entre arestas:

1: Input: 𝑂 // obstáculos

2: Output: 𝐺 // Grafo de visibilidade de arestas

3: // — pré-processamento —

4: PreCalcEsf(O) // esferas: atribui 𝑐, 𝑑𝑚𝑖𝑛 e 𝑑𝑚𝑎𝑥 aos obstáculos

5: trataSobre(O) // sobreposição: Divide as faces de obstáculos sobrepostos

6: 𝐷 ← PreCalcDist(O) // Distâncias: Calcular distâncias entre obstáculos

7: 𝐺 ← visANoObs(O) // Visibilidade de Arestas em cada Obstáculos

8: // — Visibilidade de Arestas Entre Obstáculos —

9: for all (𝑜𝑖 , 𝑜 𝑗 ∈ 𝑂, 𝑜𝑖 ≠ 𝑜 𝑗) do
10: 𝐿𝑜 ← nova Lista() // Lista de obstáculos

11: 𝐿𝑠 ← nova Lista() // Lista de segmentos de reta

12: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂, 𝑜𝑘 ≠ 𝑜𝑖 e 𝑜𝑘 ≠ 𝑜 𝑗 do
13: if (𝐷 [𝑖, 𝑘] < 𝐷 [𝑖, 𝑗] and 𝐷 [𝑖, 𝑘] < 𝐷 [𝑖, 𝑗]) then
14: 𝐿𝑜.add(𝑜𝑘)

15: end if
16: 𝐿𝑠 ← visFacesObsObs(𝑜𝑖 ,𝑜 𝑗) // listar pares de arestas por visibilidade de faces

17: end for
18: for all 𝑠 ∈ 𝐿𝑠 do
19: 𝑒𝑖 ← 𝑠1 // 𝑒𝑖 aresta origem do segmento 𝑠
20: 𝑒 𝑗 ← 𝑠2 // 𝑒 𝑗 aresta extremidade do segmento 𝑠
21: visível ← true
22: for all (𝑜𝑘 ∈ 𝐿𝑜) do
23: if (visArestas(𝑒𝑎,𝑒𝑏, 𝑜𝑘) = false) then
24: visível ← false // não há visibilidade no par de arestas 𝑜𝑘
25: break
26: end if
27: end for
28: if ((visível = true) or (visível = unknown)) then
29: 𝐺.addArco(𝑒𝑖 , 𝑒 𝑗) // Inclui arco entre arestas



129

30: end if
31: end for
32: end for
33: return 𝐺

O Algoritmo 23, gera o grafo de visibilidade de arestas entre obstáculos com otimizações

de obstáculos ordenados e faces visíveis. Para cada par de obstáculos 𝑜𝑖 e 𝑜 𝑗 cria as listas: de

obstáculos próximos e de pares de arestas relevantes (linhas 9 - 17). Depois, para cada par de

arestas na lista 𝐿𝑠, verifica a visibilidade com os obstáculos na lista 𝐿𝑜 (linhas 18 a 27). Se for

visível ou parcialmente visível adiciona o respectivo arco no grafo de visibilidade (linhas 28 - 30).
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7 DECOMPOSIÇÃO EM CÉLULAS

Na abordagem por decomposição em células todo ambiente é decomposto em uma

grade de células homogêneas, ou seja, cuboides justapostos de mesmo tamanho alinhados aos

eixos cartesianos. A decomposição em células pode ser considerada como uma discretização

do ambiente. A partir da grade é construído o grafo de espaços livres que nesta abordagem é

chamado grafo de decomposição.

Cada célula da grade, após testes de interseção com obstáculos, é marcada como

ocupada ou livre. Uma célula parcialmente ocupada é considerada ocupada. Somente uma célula

inteiramente desocupada é considerada livre. Somente as células livres são representadas como

nodos no grafo de decomposição.

Os arcos do grafo de decomposição representam a vizinhança entre células livres. O

critério de vizinhança considera o compartilhamento de faces, vértices e arestas entre células.

Uma célula pode ter de seis (6) até vinte e seis (26) vizinhos diretos, considerando que a célula

possui seis (6) faces, oito (8) vértices e doze (12) arestas que podem estar compartilhados com

outras células. O número de vizinhos diretos está ligado ao critério de vizinhança adotado:

somente faces, somente arestas, somente vértices, faces mais arestas, faces mais vértices e faces

mais arestas mais vértices.

A movimentação do objeto geralmente ocorre entre células vizinhas. Se adotado o

critério de vizinhança com somente por faces (6 vizinhos por célula), o caminho gerado será da

métrica 𝐿1, também conhecida como Manhattan, cujo deslocamento é composto por movimentos

em linha reta e rotações em ângulo reto (900) e a distância é obtida pela soma dos deslocamentos

nos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧. Um caminho gerado na métrica 𝐿1 é até 73% maior que na métrica euclidiana,

exigindo algum pós-processamento para redução se for desejado. Na métrica 𝐿1 todos os arcos

possuem mesmo tamanho e o algoritmo de busca de caminho mínimo em grafos indicado é de

Busca em Largura.

Quanto menor for a célula mais próximo do mínimo será o caminho gerado. Por outro

lado, muito mais células serão necessárias para representar todo ambiente. Ainda com relação ao

tamanho da célula é importante que os obstáculos não sejam menores que o tamanho de célula

escolhido para facilitar a verificação de ocupação das células. Um obstáculo muito pequeno pode

não ser detectado facilmente. Existe uma relação cúbica inversa entre o tamanho das células e o

tamanho do grafo. Reduzir as medidas da célula pela metade aumenta o número de células em

oito (23) vezes e por consequência o grafo de decomposição terá o número de nodos aumentado

em oito vezes também. O grau máximo do grafo de decomposição em grade está relacionado ao

critério de vizinhança.

Algumas abordagens por decomposição para aproximar o caminho do mínimo adotam

arcos formados por saltos entre células distantes. Para formar um salto é necessário que o

intervalo contenha apenas células livres, ou seja, 𝑒𝑖 𝑗 é incluído se toda célula 𝑣, tal que 𝑣 ∩ 𝑖 𝑗 ≠ ∅,

é livre.

O caminho obtido a partir do grafo de decomposição, passa distante dos obstáculos em

até o tamanho de uma célula, e por consequência o caminho mínimo fica alongado.

Uma característica da decomposição em grade é que o tamanho do grafo não é afetado

pela complexidade dos obstáculos (número de faces, vértices e arestas). Porém no pior caso, se

não existirem obstáculos, o número de nodos do grafo O(|𝑉 |) será o número de células da grade.
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Na Seção 7.1, será apresentado o algoritmo base para criação da grade e geração do grafo

de decomposição. Na Seção 7.2, são propostas algumas otimizações aplicáveis ao algoritmo

base. Na Seção 7.3, são propostas algumas variações do algoritmo base.

7.1 ALGORITMO BASE DA DECOMPOSIÇÃO EM CÉLULAS

Para criar a grade e gerar grafo de decomposição são necessários os seguintes passos:

1. Gerar uma caixa envoltória (bounding box) que inclua todos os obstáculos para definir o

tamanho da grade e por consequência o número de células — em tempo é O(|𝜈 |), onde

𝜈 é o número de vértices de obstáculos. O tamanho da célula é fornecido na entrada.

2. Marcar as células ocupadas — em tempo O(𝑛 + |𝜈 |), onde 𝑛 é o número de células da

grade.

(a) Inicializar todas as células como livres — em tempo linear O(𝑛).
(b) Marcar as células ocupadas por cada obstáculo — também linear O(|𝜈 |) ao número

de vértices, faces e arestas.

3. Criar o grafo a partir das células livres — em tempo O(𝑛) linear ao número de células.

(a) Criar nodos para células livres — em tempo linear O(𝑛).
(b) Criar Arcos para vizinhos livres — em tempo linear O(𝑘𝑛) onde 𝑘 é o número de

vizinhos de cada célula definido pelo critério de vizinhança adotado.

Algoritmo 24 Grafo de decomposição:

1: Input: 𝑡𝑎𝑚,𝑂, 𝑣𝑖𝑧𝐹 // Tamanho da célula, obstáculos, fator de vizinhança

2: Output: 𝐺 // Grafo de decomposição

3: bbox ← gerarBbox(O) // Cria caixa envoltória a todos obstáculos

4: grd ← criarGrade(bbox, tam) // Cria grade com base nos tamanhos do ambiente e da célula

5: for all 𝑐𝑒𝑙 ∈ 𝑔𝑟𝑑 do
6: 𝑐𝑒𝑙.status ← livre // inicializa células da grade como livres

7: end for
8: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
9: grd.ocupar(o.ple) // Marca células ocupadas pelo obstáculo 𝑜

10: end for
11: G ← novo Grafo() // Cria grafo vazio

12: for all 𝑐𝑒𝑙 ∈ 𝑔𝑟𝑑 do
13: if (cel.status = livre) then
14: 𝐺.addNodo(cel) // Cria nodos no grafo para células livres

15: end if
16: end for
17: for all cel ∈ grd do
18: lviz ← vizlivre(cel, grd, vizF) // lista de vizinhos da célula representada pelo nodo

19: for all viz ∈ lviz do
20: 𝐺.addArco(cel, viz) // Cria arco no grafo para cada vizinho livre

21: end for
22: end for
23: return 𝐺
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O Algoritmo 24, a partir dos obstáculos, cria uma grade, marca células ocupadas e gera

um grafo de espaços livres. Verifica as coordenadas de todos os vértices de obstáculos para criar

uma caixa envoltória (linha 3). Com base no tamanho da caixa envoltória e no tamanho da célula

informado, é criada uma grade de células cuboides (linha 4). Inicializa todas a células como

livres de obstáculos (linhas 5 - 7). Para cada obstáculo, marca as células ocupadas (linhas 8 -

10). Cria um grafo vazio e adiciona um nodo para cada célula livre na grade (linhas 12 - 16).

Para cada célula representada no grafo, gera uma lista dos seus vizinhos livre e adiciona arcos no

grafo ligando a célula a cada vizinho (linhas 17 - 21).

7.2 OTIMIZAÇÕES DA DECOMPOSIÇÃO EM CÉLULAS

O custo computacional dos algoritmos de decomposição está diretamente ligado ao

número de células necessárias para representar o ambiente e consequentemente o tamanho do

grafo de decomposição gerado. Para aproximar o caminho do mínimo é necessário reduzir o

tamanho das células cujo efeito colateral é o aumento significativo do número de células. A

otimização dos métodos de decomposição visa reduzir o tamanho do grafo e melhorando, ou

pelo menos mantendo, a proximidade do menor caminho obtido ao mínimo.

A primeira proposta de otimização, na Subseção 7.2.1, propõe utilizar uma Octree para

acelerar a busca por células livres e ocupadas. A proposta de otimização seguinte, na Subseção

7.2.2, utiliza a otimização de esferas já aplicada para visibilidade na Subseção 6.1.2. A última

proposta de otimização, na Subseção 7.3.3, adiciona qualidades do grafo de visibilidade para o

grafo de decomposição.

7.2.1 Otimização de tempo com Busca em Octree

A proposta é utilizar a Octree como ferramenta para acelerar as buscas na criação do

grafo de decomposição. Se um nó próximo da raiz da Octree, ou seja, que agrupa várias células,

está livre não há necessidade de verificar cada célula individualmente.

Para saber se existe algum caminho entre a origem e o destino na decomposição em

grade é necessário verificar cada célula se é livre ou ocupada. Com a busca na Octree este teste

poderia ser feito de maneira mais rápida pois grandes regiões estão agrupadas em apenas um nó

da Octree. Obviamente que algumas buscas na Octree são menos eficientes (por exemplo, uma

célula livre entre células ocupadas, será necessário percorrer a Octree até as folhas) que contêm

apenas uma célula. Portanto no pior caso descobrir se um intervalo é livre entre células na

Octree custa O(𝑘 log 𝑛) onde 𝑛 é o número de nós no intervalo e 𝑘 é o número de nós folhas na

Octree que contêm fragmentos do intervalo. A mesma busca na grade custa O(𝑛). Obviamente,

é necessário considerar o custo computacional para construção da Octree. Se o contexto do

problema é buscar o caminho mínimo entre apenas um par de pontos de origem e destino esta

otimização não traria benefícios, mas se o contexto do problema é buscar caminhos mínimos entre

vários pontos de origem e destino no mesmo ambiente, esta otimização passa a ser interessante.

7.2.2 Otimização de Tempo com Esferas

A otimização de esferas, apresentada na Subseção 6.1.2, define um ponto 𝑐 no interior

dos obstáculos e calcula a maior distância entre o ponto 𝑐 e algum vértice do obstáculo e a menor

distância entre o ponto 𝑐 e alguma face do obstáculo. E considera estas distâncias como raios de

duas esferas uma ao redor do obstáculo e outra no interior do obstáculo, também pode otimizar a

abordagem de decomposição em células.
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Por força bruta, para identificar quais células estão livres ou ocupadas, é necessário

verificar se existem obstáculos no interior das células e se existem células no interior dos

obstáculos. A otimização de esferas aplicada na decomposição em células permite decidir quais

células estão ocupadas e livres mais rapidamente. Como uma célula parcialmente ocupada deve

ser bloqueada e o ponto de referência de uma célula está no seu centro, uma pequena alteração

é necessária. Na esfera maior é necessário adicionar ao seu raio a medida da célula. Todas as

células no interior da esfera menor são ocupadas e as células no exterior da esfera maior são

livres. As células no intervalo entre as esferas precisam de testes detalhados.

7.2.3 Otimização de Espaço de Armazenamento

Uma dificuldade que eventualmente acontece com a decomposição em células é quanto

ao armazenamento em memória de todas a células e ainda o grafo de espaços livres. Sejam 𝐶 o

conjunto de células da decomposição, 𝐶𝑙 é o subconjunto de células livres e 𝐶𝑜 é subconjunto de

células ocupadas. O custo computacional de espaço é O(|𝐶 |𝑚𝑐 + |𝐶𝑙 |𝑚𝑔), onde 𝑚𝑐 é o custo

de armazenamento de uma célula e 𝑚𝑔 o custo de armazenamento de um nodo do grafo. No

pior caso, um ambiente sem obstáculos |𝐶𝑙 | = |𝐶 | e |𝐶𝑜 | = 0, o custo de armazenamento é

O(|𝐶 | (𝑚𝑐 + 𝑚𝑔)). Pode acontecer de o espaço de armazenamento ser insuficiente. A primeira

ideia é paginar ou subdividir o ambiente em regiões menores e tratar em separado cada região.

Uma alternativa de otimização é armazenar em memória apenas as células das regiões

ocupadas pelos obstáculos evitando de armazenar a maior parte das células livres. Para cada

obstáculo uma caixa envoltória define a região que contém o obstáculo e todas as células no

interior desta caixa são armazenadas e marcadas como livres e ocupadas. As demais células

livres, que não foram incluídas em alguma caixa, deixam de ser armazenadas em memória. Na

busca de alguma célula sua ausência indica que é livre. No grafo de espaços livres apenas

as células livres são representadas em nodos. Portanto, as células ocupadas são armazenadas

em grades ou matrizes, e as células livres são representadas no grafo. Com esta otimização

o custo computacional de armazenamento é reduzido para O(|𝐶𝑏 |𝑚𝑐 + |𝐶𝑙 |𝑚𝑔)), onde 𝐶𝑏 é o

conjunto de células no interior da caixa envoltória 𝐶𝑂 ⊆ 𝐶𝑏, geralmente 𝐶𝑏 é um pouco maior

que 𝐶𝑜, porém um obstáculo com a forma de tetraedro com quatro vértices e três arestas em

comum com sua caixa envoltória ocupa apenas um sexto da caixa |𝐶𝑜 | = 1
6
|𝐶𝑏 |. No pior caso,

ambiente sem obstáculos, 𝐶 = 𝐶𝑙 , o custo de armazenamento é O(|𝐶𝑙 |𝑚𝑔)), ou seja, economiza

o armazenamento da grade de células.

7.3 VARIAÇÕES DA DECOMPOSIÇÃO EM CÉLULAS

As variações do algoritmo base procuram de maneiras distintas reduzir o tamanho do

grafo de espaços livres, podendo melhorar ou piorar a qualidade do caminho mínimo gerado

pelo grafo. Na subseção 7.3.1 uma Octree substitui a grade de células. Na Subseção 7.3.2 as

células livres são agrupadas em blocos. E finalmente na Subseção 7.3.3 somente as células livres

próximas de obstáculos são representadas no grafo.

7.3.1 Agrupamento com Octree

Esta variação reduz o volume de dados pelo agrupamento de células de maneira

hierárquica através da Octree. A característica desta estrutura de dados é suspender a ramificação

da árvore em nós que representam regiões inteiramente livres ou inteiramente ocupadas. O grafo

de decomposição é formado por nodos obtidos dos nós folha da Octree. A navegação entre nós
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Tabela 7.1: Número de vizinhos em nós da Octree.

Nível Células
agrupadas

Células
vizinhas

h-4 4096 1736

h-3 512 488

h-2 64 152

h-1 8 56

h 1 8

folha para adicionar arcos ao grafo é bastante custosa pela necessidade de conectar agrupamentos

de células vizinhas maiores ou menores representados em nós folha de distintos ramos da Octree.

Quanto a qualidade do caminho mínimo gerado, não há vantagem em substituir a grade

pela Octree. Pois o grafo com base na Octree é uma aproximação do grafo gerado pela grade

com células de mesmo tamanho, ou seja, é uma aproximação do que já foi aproximado pela

decomposição em células. O grau máximo do grafo de decomposição não pode mais ser estimado.

A Tabela 7.1 mostra o grau de cada nó da Octree , onde ℎ representa a altura da árvore.

7.3.2 Agrupamento Convexo de Células

A proposta é utilizar um método de crescimento de regiões para agrupar células livres em

volumes convexos. Diferente da Octree o agrupamento proposto não está limitado a subdivisões

sucessivas de regiões em mesmo tamanho. A ideia é que apenas células na fronteira do volume

sejam incluídas no grafo como nodos e que sejam adicionados arcos diretos entre células da

fronteira do agrupamento. A única restrição no crescimento de regiões é evitar a formação de

pontas e furos no volume agrupado (ver Figura: 7.1).

7.3.3 Células Próximas de Obstáculos

O objetivo desta variação na abordagem por decomposição em grade é reduzir o custo

computacional dos métodos e simultaneamente diminuir o custo dos caminhos gerados. Este

objetivo é atingido pela redução do número nodos do grafo, pela seleção das células mais

relevantes e retificação do caminho por adotar saltos entre células selecionadas (ver Figura 7.2).

O algoritmo possui os seguintes passos:

• verificar células livres e ocupadas

• incluir no grafo somente nodos para representar células livres próximas das arestas dos

obstáculos.

• Adicionar arcos que atravessam várias células livres que não estão representadas no

grafo.

O critério para escolher células livres para incluir nodos no grafo, considerando a fator

de vizinhança = 26, é o seguinte:

Número de vizinhos ocupados

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
≤ 3 Irrelevante - célula distante de obstáculos.

4 − 8 interessa - célula próxima de arestas de obstáculos.

≥ 9 Irrelevante - célula na face de obstáculos.

(7.1)
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Figura 7.1: Otimização por agrupamento convexo de células. As linhas em vermelho representam arcos do grafo.

Figura 7.2: Otimização células próximas de obstáculos. As linhas vermelhas representam arcos do grafo, que pode

ser saltos sobre células livres.

Para adicionar arcos no grafo é utilizada a seguinte técnica de verificação: para cada par

de nodos (𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ) no grafo gerar pelo Algoritmo de Linhas Bresenham uma sequência de células
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no intervalo 𝑣𝑖𝑣 𝑗 = {𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, ..., 𝑣 𝑗−1, 𝑣 𝑗 } e verificar se todas as células no intervalo são livres.

Somente se todas as células na sequência estiverem livres que é adicionado o arco ligando o par

(𝑣𝑖, 𝑣 𝑗 ).

Algoritmo 25 Grafo de decomposição: células próximas de obstáculos:

1: Input: 𝑡𝑎𝑚,𝑂, 𝑣𝑖𝑧𝐹 // tamanho da célula, obstáculos, fator de vizinhança

2: Output: 𝐺 // Grafo de decomposição

3: bbox ← gerarBbox(O) // Cria caixa envoltória dos obstáculos

4: grd ← criarGrade(bbox, tam) // Cria grade com base nos tamanhos do ambiente e da célula

5: for all 𝑐𝑒𝑙 ∈ 𝑔𝑟𝑑 do
6: cel ← livre // inicializa células da grade como livres

7: end for
8: for all 𝑜 ∈ 𝑂 do
9: OcuparGrd(o.ple) // Marcar células ocupadas pelo obstáculo

10: end for
11: G ← novo Grafo() // Cria grafo vazio

12: vMin ← �𝑣𝑖𝑧𝐹/9�
13: vMax ← �𝑣𝑖𝑧𝐹/3�
14: for all 𝑐𝑒𝑙 ∈ 𝑔𝑟𝑑 do
15: 𝑣𝑜 ← contaVizOcu(cel) // Conta células vizinhas ocupadas

16: if ((cel.status = livre) and (𝑣𝑜 ≤ vMax) and (𝑣𝑜 ≥ vMIn)) then
17: 𝐺.addNodo(cel) // Cria nodos no grafo para células livres

18: end if
19: end for
20: for all 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗 ∈ 𝐺𝑣𝑖 ≠ 𝑣 𝑗 do
21: lc ← bresenham(𝑣𝑖 .pos, 𝑣 𝑗 .pos) // cria intervalo de células por bresenham

22: lclivre ← true
23: for all 𝑐 ∈ 𝑙𝑐 do
24: if (c.status ≠ livre) then
25: lclivre ← false
26: break
27: end if
28: end for
29: if (lclivre) then
30: 𝐺.addArco(𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗) // Cria arco par 𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗
31: end if
32: end for
33: return (G)

O Algoritmo 25, tem estrutura parecida com o Algoritmo 24. Porém o laço para incluir

nodos (linhas 14 - 19), filtra as células que serão representadas no grafo. O laço para incluir arcos

(linhas 20 - 32), testa os intervalos de células. Verifica as coordenadas de todos os vértices de

obstáculos para criar uma caixa envoltória (linha 3). Com base no tamanho da caixa envoltória e

no tamanho da célula informado, é criada uma grade de células cuboides (linha 4). Inicializa

todas a células como livres de obstáculos (linhas 5 - 7). Para cada obstáculo, marca as células

ocupadas (linhas 8 - 10). Cria um grafo vazio e define o intervalo de vizinhança que interessa

(linhas 11 - 13). Adiciona um nodo para cada célula na grade que esteja livre e dentro do

intervalo de vizinhança (linhas 14 - 19). Para cada par de células representadas no grafo, gera

uma sequência de células por Bresenham, verifica se todas as células da sequência são livres e

sendo livres, adiciona arco no grafo ligando o par de células em teste (linhas 20 - 32).



137

Esta variação tenta se aproximar do grafo de visibilidade entre pontos na fronteira de

obstáculos, especificamente nas arestas. O que diferencia uma técnica da outra é que no grafo

de visibilidade os caminhos passam pelas arestas de obstáculos e no grafo de decomposição os

caminhos passam próximo das arestas de obstáculo. O grafo de visibilidade depende do teste de

visibilidade que é computacionalmente custoso. Já o grafo de decomposição usa Bresenham

que é um método de baixo custo computacional. Obviamente o grafo de decomposição tem um

custo computacional para verificar as células livres que possui custo comparável ao teste de

visibilidade, mas é executado apenas uma vez.
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8 PLANEJAMENTO DE CAMINHOS

Neste capítulo são detalhados o planejamento de caminhos e os roteiros para encontra o

caminho mínimo nos contextos ativo e passivo. Nos Capítulos 6 e 7, foram descritas variações

apenas da etapa de Extração de dados do ambiente que transforma os dados do ambiente em um

grafo de espaços livres. Este capítulo também detalha o momento que os pontos de origem e

destino são fornecidos e a forma como são incluídos no grafo de espaços livres. O planejamento

de caminhos, baseado em arestas, é um caso especial que exige uma etapa adicional que também

será apresentada neste capítulo.

Na Seção 8.1, são discutidos os contextos do problema de caminho mínimo ativo e

passivo. A Seção 8.2, detalha as etapas do planejamento de caminhos no contexto passivo. A

Seção 8.3, apresenta as etapas do planejamento de caminhos no contexto ativo. Na Seção 8.4 é

apresentada a etapa de otimização necessária para métodos baseados em visibilidade de arestas.

8.1 CONTEXTOS DO PROBLEMA DE CAMINHO MÍNIMO

Nesta seção são detalhados dois contextos diferentes do problema de planejamento de

caminhos, chamados de passivo e ativo.

No primeiro contexto, a mesma descrição do ambiente é utilizada para buscar caminhos

mínimos entre distintos pontos de origem e destino. Este contexto é chamado de Passivo. Neste

contexto é importante que o ambiente seja inteiramente mapeado. É desejado que para qualquer

par de pontos de origem e destino, contidos no espaço livre, seja encontrado o caminho mínimo.

Na Seção 8.2, este contexto é detalhado e é apresentado um roteiro para solução.

No segundo contexto os pontos de origem e destino são conhecidos a priori sendo

desejado apenas um caminho mínimo entre o par de pontos apresentado. Este contexto é chamado

Ativo. A prioridade na solução deste contexto é reduzir o tempo de execução do algoritmo pela

redução do volume de dados. O mapeamento do ambiente é limitado, quando possível, apenas a

região relevante para obtenção do caminho mínimo. Na Seção 8.3, será apresentado, em mais

detalhes, o contexto ativo e a sequência de etapas para solução.

8.2 PROBLEMA PASSIVO

Os algoritmos de planejamento de caminhos passivo criam um mapa de caminhos

mínimos que representa todo o ambiente, permitindo escolher posteriormente qualquer par de

pontos de origem e destino.

Se forem considerados vértices ou pontos como base para construção do grafo de espaços

livres, o roteiro para solução do problema passivo necessita de três etapas. Já a solução baseada

em arestas necessita de quatro etapas. A etapa adicional é para otimização dos resultados obtidos

nas etapas anteriores.

A solução do problema no contexto passivo é a combinação das seguintes etapas:

• Extração de dados do ambiente - esta etapa se encarrega de analisar os dados do

ambiente e gerar um grafo de espaços livres. Esta etapa é descrita em detalhes na Seção

8.2.1.

• Mapeamento - a partir do grafo de espaços livres criar o mapa de caminhos mínimos.

Esta etapa é descrita em detalhes na Seção 8.2.2.
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• Consulta de dois pontos - nesta etapa são apresentados os pontos de origem e destino.

O mapa de caminhos mínimos é atualizado, sendo obtido o menor caminho para grafo

de pontos, ou uma sequência de arestas entre origem e destino para o grafo de arestas.

Esta etapa é descrita em detalhes na Seção 8.2.3.

• Otimização do caminho mínimo em sequência de arestas - Se os nodos do mapa de

caminhos mínimos representam arestas, a resposta da consulta de dois pontos é uma

sequência de arestas e não um caminho mínimo. Durante a otimização da sequência

de arestas são efetuados ajustes nos pontos de passagem em cada aresta da sequência

para minimizar o caminho entre a origem e o destino que passa por aquela sequência de

arestas. Esta etapa é descrita em detalhes na Seção 8.4.

Nas Figuras 8.1, 8.2, 8.3 e 8.4 podem ser visualizadas as etapas desde a descrição do

ambiente até a obtenção do caminho mínimo. Nas Figuras 8.1 e 8.2 o grafo dos espaços livres é o

grafo de visibilidade. Nas Figuras 8.3 e 8.4 o grafo dos espaços livres é o grafo de decomposição.

Na Figura 8.3 o espaço foi subdividido em 27 células e na Figura 8.4 o espaço foi subdividido

em 729 células.

Figura 8.1: Etapas para encontrar do caminho mínimo no contexto passivo. Descrição do ambiente: apenas um

obstáculo, um cubo. Grafo de visibilidade e mapa de caminhos mínimos. Consulta de dois pontos. Caminho mínimo

encontrado.

Figura 8.2: Etapas para encontrar do caminho mínimo no contexto passivo. Descrição do ambiente: apenas um

obstáculo, um esferoide. Grafo de visibilidade e mapa de caminhos mínimos. Consulta de dois pontos. Caminho

mínimo encontrado.

A vantagem dos algoritmos passivos é que uma vez o ambiente mapeado é possível

aplicar a consulta de dois pontos, com menor custo computacional, para encontrar caminhos

mínimos entre distintos pares de pontos de origem e destino.

8.2.1 Extração de dados do ambiente

A construção do grafo de espaços livres é a primeira etapa para solução do problema

passivo. Nesta etapa, a partir dos dados do ambiente é gerado o grafo de espaços livres. Nesta
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Figura 8.3: Etapas para encontrar do caminho mínimo no contexto passivo. Descrição do ambiente: apenas um

obstáculo, um cubo. Grafo de decomposição com 27 células e mapa de caminhos mínimos. Consulta de dois pontos.

E caminho mínimo encontrado.

Figura 8.4: Etapas para encontrar do caminho mínimo no contexto passivo. Descrição do ambiente: apenas um

obstáculo, um esferoide. Grafo de decomposição com 729 células e mapa de caminhos mínimos. Consulta de dois

pontos. Caminho mínimo encontrado.

etapa que existe a maior variação de métodos, no presente trabalho são contemplados o grafo

de visibilidade e a decomposição do ambiente em células. A escolha cuidadosa de métodos a

serem empregados nesta etapa é crucial, pois impacta diretamente na qualidade do resultado bem

como no tempo de execução. Duas abordagens e suas variações para esta etapa foram detalhadas

nos Capítulos 6 e 7. Existem outras abordagens que foram citadas nos Capítulos 4 e 5 que não

pareceram ser boas alternativas para o problema em estudo. O Diagrama de Voronoi por manter

distância dos obstáculos é útil quando se deseja caminhos seguros em detrimentos do custo

mínimo. Os métodos baseados em campos potenciais pela dificuldade de evitar os mínimos

locais. Nos métodos estocásticos e baseados em amostragem e métodos heurísticos podem

encontrar caminhos viáveis sem garantias de encontrar nem de serem próximos do mínimo.

Os algoritmos apresentados nos Capítulos 6 e 7 podem ser adotados nesta etapa sem

qualquer modificação.

8.2.2 Mapa de Caminhos Mínimos

A construção do mapa de caminhos mínimos - SPM é a segunda etapa para solução do

problema passivo.

A partir do grafo de espaços livres pode ser obtido o mapa de caminhos mínimos entre

todos os pares de nodos. O mapa de caminhos mínimos também é representado por um grafo.

O grafo de espaços livres só possui arcos entre nodos visíveis, ou seja, que o segmento de reta,

entre eles, é livre. Por outro lado, os arcos do mapa de caminhos mínimos indicam o custo do

menor caminho entre um par de nodos. Os arcos do mapa de caminhos mínimos possuem um

atributo adicional que informa por qual nodo adjacente passa o caminho mínimo.

O mapa de caminhos mínimos é um conjunto de componentes conexas. Se o mapa de

caminhos mínimos é formado por apenas uma componente conexa o grafo é completo havendo
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caminhos entre qualquer par de nodos. Mas se existirem várias componentes conexas no mesmo

mapa de caminhos mínimos, apenas os seus subgrafos serão completos, e caminhos só existem

entre nodos da mesma componente conexa. Os nodos do mapa de caminhos mínimos possuem

um atributo adicional para indicar a qual componente conexa pertence.

Considerando encontrar o caminho de menor custo entre nodos, que representam vértices

de obstáculos ou pontos livres, o mapa de caminhos mínimos é otimizado sem necessidade de

operações adicionais de refinamento ou otimização. Por outro lado, se os nodos do mapa de

caminhos mínimos representam arestas, é necessária a etapa adicional de otimização da sequência

de arestas que é detalhada na Seção 8.4.

A obtenção do mapa de caminhos mínimos é baseada nos tradicionais métodos de busca

de caminhos mínimos em grafos. Para o mapa de caminhos mínimos podem ser utilizados os

métodos Floyd-Warshall ou repetidas execuções do método Dĳkstra (uma execução para cada

nodo). A escolha entre os métodos Floyd-Warshall e Dĳkstra está condicionada ao grau do grafo

ou grau médio dos nodos do grafo. Se os nodos do grafo forem em geral de grau baixo, aplicar

o método Dĳkstra repetidas vezes é indicado pelo melhor desempenho. Por outro lado, se no

grafo existem muitos arcos em cada nodo, o método de Floyd-Warshall tem melhor desempenho.

Os grafos de visibilidade em ambientes mais livres, com obstáculos menores e passagens mais

largas, tendem a gerar grafos de grau mais elevado que ambientes mais congestionados, ou seja,

obstáculos próximos e passagens estreitas. Nos grafos por decomposição, com células de mesmo

tamanho, o grau do grafo é vinculado ao número de vizinhos diretos de cada célula representada

em um nodo do grafo, ou seja, no máximo 26, sendo indicado aplicar o método Dĳkstra repetidas

vezes. Durante a geração do mapa de caminhos mínimos são separadas as suas componentes

conexas. Por exemplo, no método Dĳkstra, se ao final da busca de caminho mínimo a partir de

um nodo origem restarem arcos com peso infinito para nodos destino.

8.2.3 Consulta de Dois Pontos

Na terceira etapa para solução do problema passivo, a consulta de dois pontos, é

fornecido como entrada, um par de pontos livres como origem e destino. Com base no mapa de

caminhos mínimos é encontrado o caminho mínimo entre origem e destino.

A questão a ser avaliada é como conectar os pontos de origem e destino ao mapa de

caminhos mínimos previamente gerado de maneira que o caminho mínimo seja alcançado a cada

consulta.

Se a abordagem foi por decomposição de células, é necessário identificar as células de

origem 𝑐𝑠 e destino 𝑐𝑡 , que contém os pontos de origem 𝑠 ∈ 𝑐𝑠 e destino 𝑡 ∈ 𝑐𝑡 , respectivamente.

Sendo as células de origem e destino livres, estarão representadas no mapa de caminhos mínimos

SPM 𝑣𝑠 → 𝑐𝑠 e 𝑣𝑡 → 𝑐𝑡 . Basta adicionar os pontos 𝑠 e 𝑡 como nodos no SPM e e conectar aos

nodos 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 e extrair do SPM o caminho mínimo.

𝑝∗𝑠𝑡 = 𝑠→ 𝑣𝑠 � 𝑣𝑡 → 𝑡

Algoritmo 26 Consulta dois pontos: decomposição em células:

1: Input: grd, SPM, 𝑠, 𝑡 // grade, mapa de caminhos mínimos, origem e destino

2: Output: CM // Caminho mínimo

3: 𝑐𝑠 ← grd.buscaCel(s) // Célula que contém 𝑠.
4: 𝑐𝑡 ← grd.buscaCel(t) // Célula que contém 𝑡.
5: if ((𝑐𝑠.status = ocupado) or (𝑐𝑡 .status = ocupado)) then
6: return NULL // 𝑠 ou 𝑡 não livre. Não há caminho entre 𝑠 e 𝑡
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7: end if
8: 𝑣𝑠 ← SPM.buscaNodo(𝑣𝑠) // Nodo 𝑣𝑠 que representa a célula 𝑐𝑠.
9: 𝑣𝑡 ← SPM.buscaNodo(𝑐𝑡 ) // Nodo 𝑣𝑡 que representa a célula 𝑐𝑡 .

10: if (𝑣𝑠.componente ≠ 𝑐𝑡 .componente) then
11: return NULL // Não há caminho na SPM entre 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡
12: end if
13: 𝐺 ← novo Grafo()

14: 𝐺.addNodo(𝑠)
15: 𝐺.addNodo(𝑡)
16: 𝐺.addSub(SPM.CM(𝑣𝑠, 𝑣𝑡 ))
17: 𝐺.addArco(𝑠, 𝑣𝑠)
18: 𝐺.addArco(𝑣𝑡 , 𝑡)
19: return 𝐺.CM(𝑠, 𝑡) // caminho mínimo em 𝐺 entre 𝑠 e 𝑡

No Algoritmo 26 identifica as células 𝑐𝑠 e 𝑐𝑡 que contém os pontos de origem 𝑠 e destino

𝑡, respectivamente (linhas 3 - 4). Sendo 𝑐𝑠 ou 𝑐𝑡 ocupados encerra algoritmo sem resposta (linhas

5 - 7). Busca nodos 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 de SPM que representam 𝑐𝑠 e 𝑐𝑡 , respectivamente (linhas 8 - 9).

Verifica se nodos 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 fazem parte da mesma componente conexa da SPM, sendo componentes

conexas distintas encerra algoritmo sem resposta (linhas 10 - 12). Cria um grafo 𝐺, adiciona

nodos 𝑠 e 𝑡, subgrafo de SPM que contém o caminho entre 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 e conecta os nodos de 𝑠 e 𝑡 aos

nodos 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 , respectivamente (linhas 13 - 18). Retorna o caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡 (linha 19).

Se o grafo de espaços livres é obtido por visibilidade, é necessário verificar a visibilidade

dos pontos origem e destino com os nodos no SPM. O caminho mínimo é composto pela ligação

do ponto de origem 𝑠 a algum nodo 𝑣𝑠 do SPM visível a 𝑠 e da mesma forma, a ligação do

ponto destino 𝑡 a algum nodo 𝑣𝑡 do SPM visível a 𝑡. Entre os nodos 𝑣𝑠 e o nodo 𝑣𝑡 o mapa de

caminhos mínimos fornece o caminho mínimo. Portanto é necessário, calcular e comparar os

custos do caminho de 𝑠, passando por algum 𝑣𝑠 e algum 𝑣𝑡 até 𝑡. Esta busca pode, no pior caso,

resultar em custo computacional de tempo equivalente a criar o mapa de caminhos mínimos

novamente incluindo nodos para os pontos 𝑠 e 𝑡 (Mitchell, 2017). Este pior caso, ocorre se os

nodos adicionados alteram todos os arcos do mapa de caminhos previamente calculados, ou

seja, os caminhos que incluem os novos nodos são menores que os previamente calculados para

qualquer par de nodos de origem e destino.

Figura 8.5: Caminhos entre dois pontos por visibilidade:
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Algoritmo 27 Consulta dois pontos por visibilidade:

1: Input: 𝑂, SPM, 𝑠, 𝑡 // obstáculos
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2: Output: CM // Caminho mínimo

3: 𝑣𝑖𝑠𝑠𝑡 ← true
4: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂 do
5: if ((relPtObsEsf(𝑠, 𝑜𝑘) < 0) or (relPtObsEsf(t, 𝑜𝑘) < 0)) then
6: return NULL // 𝑠 ou 𝑡 no interior do obstáculo 𝑜𝑘
7: end if
8: if (interSegObsEsf(𝑠𝑡, 𝑜𝑘)) then
9: 𝑣𝑖𝑠𝑠𝑡 ← false // Não há visibilidade entre 𝑠 e 𝑡. Segmento 𝑠𝑡 intersectou o obstáculo 𝑜𝑘

10: break
11: end if
12: end for
13: if (𝑣𝑖𝑠𝑠𝑡 ) then
14: 𝐺 ← novo Grafo()

15: 𝐺.addNodo(𝑠)
16: 𝐺.addNodo(𝑡)
17: 𝐺.addArco(𝑠, 𝑡) // Caminho direto

−→
𝑠𝑡 não precisou do mapa

18: return 𝐺.CM(𝑠, 𝑡)
19: else
20: 𝑙𝑠𝑣 ← nova lista()

21: 𝑙𝑡𝑣 ← nova lista()

22: compS ← 0

23: compT ← 0

24: for all 𝑣 ∈ SPM do
25: 𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣 ← true
26: 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣 ← true
27: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂 do
28: if (𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣) then
29: 𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣 ← interSegObsEsf(𝑠𝑣, 𝑜𝑘)

30: end if
31: if (𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣) then
32: 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣 ← interSegObsEsf(𝑡𝑣, 𝑜𝑘)

33: end if
34: end for
35: if (𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣) then
36: 𝑙𝑠𝑣 .add(𝑣)
37: compS ← 𝑣.componente

38: end if
39: if (𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣) then
40: 𝑙𝑡𝑣 .add(𝑣)
41: compT ← 𝑣.componente

42: end if
43: if ((compS ≠ compT) and (compS ≠ 0) and (compT ≠ 0)) then
44: return NULL // 𝑠 e 𝑡 em componentes conexas distintas

45: end if
46: end for
47: end if
48: 𝑠𝑣𝑚𝑖𝑛 = 0

49: 𝑡𝑣𝑚𝑖𝑛 = 0

50: 𝑑𝑚𝑖𝑛 = inf

51: for all 𝑣𝑠 ∈ |𝑙𝑠𝑣 | do
52: for all 𝑣𝑡 ∈ |𝑙𝑡𝑣 | do
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53: 𝑑 ← distPtPt(𝑠, 𝑣𝑠) + SPM.dist𝑣𝑠, 𝑣𝑡 +distPtPt(𝑡, 𝑣𝑡 )
54: if (|𝑑 < 𝑑𝑚𝑖𝑛) then
55: 𝑠𝑣𝑚𝑖𝑛 = 𝑣𝑠
56: 𝑡𝑣𝑚𝑖𝑛 = 𝑣𝑡
57: 𝑑𝑚𝑖𝑛 = 𝑑
58: end if
59: end for
60: end for
61: 𝐺 ← novo Grafo()

62: 𝐺.addNodo(𝑠)
63: 𝐺.addNodo(𝑡)
64: 𝐺.addSub(SPM.CM(𝑣𝑠, 𝑣𝑡 ))
65: 𝐺.addArco(𝑠, 𝑣𝑠)
66: 𝐺.addArco(𝑣𝑡 , 𝑡)
67: return 𝐺.CM(𝑠, 𝑡) // caminho mínimo em 𝐺 entre 𝑠 e 𝑡

No Algoritmo 27, verifica se origem 𝑠 e destino 𝑡 são livres e se existe visibilidade entre

𝑠 e 𝑡 (linhas 3 - 12). Se 𝑠 ou 𝑡 é interno a algum obstáculo, encerra algoritmo sem resposta (linhas

5 - 7). Se 𝑠 e 𝑡 visíveis, retorna o caminho direto
−→
𝑠𝑡 (linhas 13 - 18). Cria duas listas 𝑙𝑠𝑣 e 𝑙𝑡𝑣

para armazenar os vértices de SPM visíveis para 𝑠 e 𝑡 respectivamente (linhas 20 - 21). Para

cada nodo 𝑣 no SPM, verifica se é visível a 𝑠 ou 𝑡 (linhas 24 - 46). Sendo 𝑣 visível a 𝑠 adiciona

em 𝑙𝑠𝑣 e 𝑣 visível a 𝑡 adiciona em 𝑙𝑡𝑣 (linhas 35 - 42). Se os nodos do SPM visíveis a 𝑠 e 𝑡 não

estiverem na mesma componente conexa encerra algoritmo sem resposta (linhas 43 - 45). Busca

qual par de nodos de SPM 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 nas listas 𝑙𝑠𝑣 e 𝑙𝑡𝑣 , respectivamente, forma caminho mínimo de

𝑠, passando por 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 até 𝑡 (linhas 48 - 60). Cria um grafo, adiciona nodos para 𝑠 e 𝑡 e adiciona

o subgrafo de SPM que contém caminho mínimo entre 𝑣𝑠 e 𝑣𝑡 , conecta os nodos de 𝑠 ao 𝑣𝑠 e 𝑡 ao

𝑣𝑡 (linhas 61 - 66). Retorna o caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡 (linha 67). O custo computacional do

Algoritmo 27 é O(|𝑙𝑠𝑣 | ∗ |𝑙𝑡𝑣 |). Se todos os nodos de SPM forem visíveis a ambos os pontos 𝑠 e 𝑡
acontece o pior caso cuja complexidade de tempo é O(|𝑣 |2).

O Algoritmo 27 mantém o SPM inalterado e apenas combina os pontos 𝑠 e 𝑡 ao caminho

mínimo mais adequado no SPM. Uma versão alternativa é apresentada no Algoritmo 28 que

inclui os pontos 𝑠 e 𝑡 como nodos do SPM e atualiza os caminhos mínimos que incluem 𝑠 ou 𝑡.
Os novos nodos poderão ser utilizados nas consultas de dois pontos futuras.

Algoritmo 28 Consulta dois pontos por visibilidade:

1: Input: 𝑂, SPM, 𝑠, 𝑡 // obstáculos, Mapa de caminhos mínimos, origem, destino

2: Output: CM // Caminho mínimo

3: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂 do
4: if ((relPtObsEsf(𝑠, 𝑜𝑘) < 0) or (relPtObsEsf(𝑡, 𝑜𝑘) < 0)) then
5: return NULL // 𝑠 ou 𝑡 no interior do obstáculo 𝑜𝑘
6: end if
7: end for
8: SPM.addNodo(𝑠)
9: SPM.addNodo(𝑡)

10: compS ← 0

11: compT ← 0

12: for all 𝑣 ∈ SPM do
13: 𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣 ← true
14: 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣 ← true
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15: for all 𝑜𝑘 ∈ 𝑂 do
16: if (𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣) then
17: 𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣 ← interSegObsEsf(𝑠𝑣, 𝑜𝑘)

18: end if
19: if (𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣) then
20: 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣 ← interSegObsEsf(𝑡𝑣, 𝑜𝑘)

21: end if
22: end for
23: if (𝑣𝑖𝑠𝑠𝑣) then
24: SPM.addArco(𝑠, 𝑣)
25: compS ← 𝑣.componente

26: end if
27: if (𝑣𝑖𝑠𝑡𝑣) then
28: SPM.addArco(𝑡, 𝑣)
29: compT ← 𝑣.componente

30: end if
31: if ((compS ≠ compT) and (compS ≠ 0) and (compT ≠ 0)) then
32: return NULL // 𝑠 e 𝑡 em componentes conexas distintas

33: end if
34: end for
35: SPM.atuSPM( { 𝑠, 𝑡 } ) // Atualiza caminhos mínimos no SPM que incluem 𝑠 ou 𝑡
36: return SPM.CM(𝑠, 𝑡) // Recupera no SPM o caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡

No Algoritmo 28, verifica se origem 𝑠 e destino 𝑡 são livres (linhas 3 - 7). Se 𝑠 ou 𝑡 é

interno a algum obstáculo encerra algoritmo sem resposta (linhas 4 - 67). Inclui nodos no mapa

de caminhos mínimos SPM para representar os pontos 𝑠 e 𝑡 (linhas 8 - 9). Para cada nodo 𝑣 no

SPM, verifica se é visível a 𝑠 ou 𝑡 (linhas 12 - 22). Sendo 𝑣 visível, adiciona arco para conectar 𝑣
com os nodos de 𝑠 ou 𝑡 (linhas 23 - 30). Verifica se 𝑠 ou 𝑡 estão em componentes conexas distintas

e se estiverem encerra algoritmo sem resposta (linhas 31 - 33). Atualiza SPM gerando caminhos

mínimos que incluem 𝑠 ou 𝑡 (linha 35). Retorna o caminho mínimo entre 𝑠 e 𝑡 (linhas 36).

Se os pontos 𝑠 e 𝑡 adicionados como nodos no SPM forem pontos livres distantes

de obstáculos a complexidade computacional de tempo do Algoritmo 28 é O(|𝑉 |2) pois são

calculados caminhos mínimos para todos os nodos do SPM com origem ou destino em 𝑠 ou 𝑡.
Por outro lado, se 𝑠 e 𝑡 adicionados como nodos no SPM forem pontos em arestas de obstáculos

a complexidade computacional de tempo do Algoritmo 28 é no pior caso O(|𝑉 |3).
Se um nodo 𝑣𝑖 adicionado ao SPM é um ponto de passagem que reduz o custo de

algum caminho será necessário recalcular os caminhos mínimos que dependem de 𝑣𝑖. Os nodos

adjacentes de 𝑣𝑖 precisam ser verificados e a havendo alguma redução de custo a verificação é

propagada para mais nodos adjacentes aos previamente selecionados. A verificação consiste em

combinar os nodos adjacentes de um nodo 𝑣𝑖 em pares, calcular o custo do caminho que passa

por 𝑣𝑖 (𝑣 𝑗 → 𝑣𝑖 → 𝑣𝑘) e comparar com o custo entre estes nodos existente no SPM (𝑣 𝑗 � 𝑣𝑘).
Se houver redução, O custo no SPM para (𝑣 𝑗 � 𝑣𝑘) é atualizado e os nodos 𝑣 𝑗 e 𝑣𝑘 também

devem ser verificados com seus respectivos nodos adjacentes. No pior caso, todos os nodos do

SPM são verificados e atualizados, o que equivale em complexidade computacional a fazer a

busca de caminhos mínimos no grafo de espaços livres.

Algoritmo 29 SPM.atuSPM

1: Input: SPM, 𝐿𝑣 // obstáculos, lista de nodos (novos)

2: Output: SPM // Mapa de caminhos mínimos (Atualizado)
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3: while not 𝑙𝑣 .vazia do
4: 𝑣𝑖 ← 𝐿𝑣 .removerInicio

5: for all 𝑣 𝑗 , 𝑣𝑘 ∈ 𝑣.adjacentes do
6: 𝑑← SPM.dist(𝑣𝑖 , 𝑣 𝑗) + SPM.dist(𝑣𝑖 , 𝑣𝑘)

7: if (SPM.dist(𝑣 𝑗 , 𝑣𝑘) > 𝑑 then
8: SPM.dist(𝑣 𝑗 , 𝑣𝑘) ← 𝑑 // atualiza o custo do caminho 𝑣 𝑗 � 𝑣𝑘
9: SPM.vPass(𝑣 𝑗 , 𝑣𝑘) ← 𝑣𝑖 // atualiza o nodo adjacente de passagem 𝑣 𝑗 → 𝑣𝑖 → 𝑣𝑘

10: SPM.dist(𝑣𝑘 , 𝑣 𝑗) ← 𝑑 // atualiza o custo do caminho 𝑣𝑘 � 𝑣 𝑗
11: SPM.vPass(𝑣𝑘 , 𝑣 𝑗) ← 𝑣𝑖 // atualiza o nodo adjacente de passagem 𝑣𝑘 → 𝑣𝑖 → 𝑣 𝑗
12: 𝐿𝑣 .inserirFim(𝑣 𝑗) // adiciona o nodo 𝑣 𝑗 em 𝐿𝑣 para atualizar custos de caminhos

13: 𝐿𝑣 .inserirFim(𝑣𝑘) // adiciona o nodo 𝑣𝑘 em 𝐿𝑣 para atualizar custos de caminhos

14: end if
15: end for // retira o nodo 𝑣 da lista 𝐿𝑣
16: end while
17: return SPM // Mapa de caminhos mínimos atualizado

No Algoritmo 29 é feita a atualização de custos de caminho no SPM quando novos nodos

são adicionados. Recebe na entrada a lista 𝐿𝑣 de nodos adicionados ao SPM que é necessário

verificar e atualizar os caminhos mínimos que passam por eles (linha 1). Para cada nodo 𝑣𝑖
retirado no início da lista 𝐿𝑣, seleciona pares de nodos adjacentes 𝑣 𝑗 e 𝑣𝑘 . E compara custos de

caminho mínimo entre 𝑣 𝑗 e 𝑣𝑘 atual 𝑣𝑘 � 𝑣 𝑗 com 𝑣𝑖 𝑣 𝑗 → 𝑣𝑖 → 𝑣𝑘 , sendo menor atualiza SPM

(linhas 3 - 16). Atualizar, significa, substituir os custos de caminho mínimo 𝑣 𝑗 � 𝑣𝑘 e 𝑣𝑘 � 𝑣 𝑗
no SPM, alterar o nodo adjacente de passagem para 𝑣𝑖 e inserir em 𝐿𝑠 os nodos adjacentes 𝑣 𝑗 e

𝑣𝑘 para atualizar também (linhas 8 - 13). O algoritmo só termina quando a lista 𝐿𝑣 estiver vazia.

Na inserção e remoção a lista 𝐿𝑣 se comporta como uma fila PEPS (FIFO), por que é necessário

que a atualização de custos de caminho mínimo se propague do nodo inserido no SPM para

seus adjacentes e sucessivamente para adjacentes de adjacentes. No pior caso, O(|𝑉 |3) todos os

nodos no SPM foram inseridos em 𝐿𝑣 para atualização.

8.3 PROBLEMA ATIVO

O problema de caminho mínimo no contexto ativo, como pode ser observado nos

Capítulos 4 e 5 tem sido o mais explorado pelos pesquisadores. Porém, na maior parte das

publicações, são considerados ambientes mais simples com obstáculos disjuntos, ou seja, que

não existe sobreposição de obstáculos.

No contexto ativo, os pontos de origem e destino são previamente conhecidos e se

deseja o caminho mínimo apenas entre esse par de pontos. Cabe gerar o grafo de espaços livres

iniciando pelos pontos de origem e destino e em seguida, adicionar ao grafo os nodos referentes

aos obstáculos, de maneira incremental, seguindo uma ordem decrescente de importância. Como

o menor caminho entre dois pontos é uma reta, os obstáculos mais importantes são os que

intersectam o segmento de reta entre os pontos de origem e destino. Quanto mais distante

do segmento de reta origem-destino, menor será a importância do obstáculo. Após os nodos

referentes de um obstáculo serem adicionados, deve-se verificar a conectividade entre os nodos

de origem e destino. Assim que o grafo se tornar conexo entre os nodos origem e destino é

interrompida a geração do grafo de espaços livres e iniciada a busca pelo caminho mínimo no

grafo. Só interessa o caminho mínimo entre os nodos que representam os pontos de origem e

destino.

Para cenários com obstáculos disjuntos ou esparsos Masoudi (2020) acha o caminho

mínimo de maneira incremental, traçando segmentos de reta em direção ao destino e tentando
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contornar os obstáculos intersectados por cada segmento. O primeiro segmento de reta parte

do ponto origem e os demais segmentos partem do ponto atual (no obstáculo intersectado). A

cada passo incremental contorna o primeiro obstáculo (mais próximo) que foi intersectado pelo

segmento de reta. Assim sucessivamente até atingir o ponto de destino. Como os obstáculos não

se sobrepõem, apenas os obstáculos intersectados pelos segmentos de reta são necessários pois

qualquer obstáculo pode ser contornado.

Outros pesquisadores experimentaram limitar o número de obstáculos a mapear, proje-

tando um cilindro ou túnel entre os pontos de origem e destino e selecionando apenas os obstáculos

parcialmente contidos no cilindro (ver (Majeed e Lee, 2018)). Outros ainda, projetaram cones

(ver (Latip et al., 2017; Debnath et al., 2020)), como pontos de vista partindo dos pontos de

origem e destino para apenas mapear os obstáculos no interior do cone. Não conseguindo

encontrar caminhos entre origem e destino na região delimitada, aumentam o ângulo do cone ou

diâmetro do cilindro para ampliar a região a ser mapeada. Estas abordagens têm maior risco de

falhar no ambiente proposto que os obstáculos podem estar sobrepostos.

No planejamento de caminhos ativo entre pontos de origem e destino, o primeiro passo

na construção do grafo de espaço livre, em uma abordagem baseada em geometria, é traçar um

segmento de reta entre a origem e o destino e detectar as interseções entre este segmento e os

obstáculos. Se nenhuma interseção for detectada, o caminho mínimo é trivialmente a linha reta

entre a origem e o destino. Caso contrário, é necessário substituir o intervalo do segmento em

interseção com algum obstáculo por uma curva que contorne aquele obstáculo. Esta curva é

composta por uma sequência de segmentos de reta. Cada segmento de reta que compõe a curva

também precisa ser verificado, e havendo nova interseção com algum obstáculo, também precisa

ser substituído por outra curva, a assim recursivamente até que um caminho livre de colisão

possa ser alcançado. É importante ressaltar que o menor caminho tangencia obstáculos, portanto

o desvio não deve ser iniciado no ponto de colisão do segmento com o obstáculo, mas em um

ponto anterior. Outra questão é que como podem existir obstáculos sobrepostos o desvio deve

contornar o bloco formado pela união dos obstáculos sobrepostos.

Quanto à busca de caminhos mínimos no grafo de espaços livres, os métodos indicados

são aqueles de uma origem detalhados na Subseção 2.3.2.

A solução do problema ativo possui as seguintes etapas:

• Extração de dados do ambiente - esta etapa se encarrega de analisar os dados do ambiente

e os pontos de origem e destino e gerar um grafo de espaços livres. Comparando com a

etapa de extração do problema passivo a diferença é que os pontos de origem e destino

já são representados no grafo e a construção do grafo é interrompida assim que existir

conectividade no grafo entre origem e destino. Obviamente a interrupção só acontece

se os obstáculos mais importantes por onde passa o caminho mínimo já foram incluídos.

Esta etapa é descrita em mais detalhes na Subseção 8.3.1.

• Caminho mínimo - a partir do grafo de espaços livres que já contém os pontos de origem

e destino é aplicado um método de busca de caminho mínimo de uma origem em grafos

SSSP. Esta etapa é descrita em mais detalhes na Subseção 8.3.2.

• Otimização do caminho mínimo na sequência de arestas - De maneira semelhante

ao problema passivo, se os nodos do grafo representam arestas, a resposta da etapa

de caminho mínimo é uma sequência de arestas e não um caminho mínimo. Sendo

necessário ajustar os pontos de passagem nas arestas da sequência para minimizar o

caminho entre a origem e o destino. Esta etapa é descrita em detalhes na Seção 8.4.
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As Figuras 8.6, 8.7, 8.8 e 8.9, mostram as etapas para solução do problema no contexto

ativo, considerando apenas um cubo e uma esfera nas abordagens por grafo de visibilidade e por

decomposição em células.

Figura 8.6: Etapas para encontrar do caminho mínimo no contexto ativo. Descrição do ambiente: um obstáculo

cubo. Grafo de visibilidade e mapa de caminhos mínimos contendo origem e destino. Caminho mínimo encontrado.

Figura 8.7: Etapas para encontrar do caminho mínimo no Contexto Ativo. Descrição do ambiente: um obstáculo

esferoide. Grafo de visibilidade e mapa de caminhos mínimos contendo origem e destino. Caminho mínimo

encontrado.

Figura 8.8: Etapas para encontrar do caminho mínimo no Contexto ativo. Descrição do ambiente: um obstáculo

cubo. Grafo de decomposição com 27 células e mapa de caminhos mínimos contendo origem e destino. Caminho

mínimo encontrado.

8.3.1 Extração de dados do ambiente

A construção do grafo de espaços livres é a primeira etapa para solução do problema

ativo. Nesta etapa, a partir dos pontos de origem e destino e dos dados do ambiente é gerado

o grafo de espaços livres. Esta etapa, tem resultado parecido no contexto passivo e ativo. A

diferença é que no contexto ativo os pontos de origem e destino são apresentados na entrada e

geralmente são os primeiros nodos adicionados ao grafo de espaços livres.
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Figura 8.9: Etapas para encontrar do caminho mínimo no contexto ativo. Descrição do ambiente: um obstáculo

esferoide. Grafo de decomposição com 729 células e mapa de caminhos mínimos contendo origem e destino.

Caminho mínimo encontrado.

8.3.2 Caminho Mínimo

A construção do caminho mínimo é a segunda etapa para solução do problema ativo.

Como no grafo de espaços livres já estão representados os pontos de origem e destino, a

busca de caminho mínimo ou sequência de arestas é baseada nos métodos de caminho mínimo

de uma origem (SSSP) detalhado na Subseção 2.3.2. O método Dĳkstra é geralmente adotado.

O método 𝐴∗ também poderia ser adotado para acelerar a resposta, porém o ajuste do valor da

estimativa de custo até o destino é um desafio.

8.4 OTIMIZAÇÃO DE CAMINHO MÍNIMO EM SEQUÊNCIA DE ARESTAS

Nos grafos de vértices ou pontos, é suficiente, aplicar métodos de busca para encontrar

o caminho mínimo. Porém em grafos de arestas os métodos de busca de caminho mínimo,

fornecem sequências de arestas, que podem posteriormente ser otimizadas pelo ajuste dos pontos

de passagem em cada aresta representada por um nodo.

A otimização de caminhos mínimos em Sequência de Arestas é uma etapa adicional

específica para grafos de arestas. É aplicável da mesma maneira aos problemas de contextos

ativo e passivo. É aplicável, no presente trabalho, na abordagem por visibilidade. A abordagem

por decomposição em células merece uma otimização específica para sequências de células, que

será deixada para trabalhos futuros.

Selecionar, em tempo polinomial, uma sequência de arestas com a garantia, que após

otimizada, resulte no caminho mínimo global, é considerado um problema computacional, de

otimização combinatória, em aberto. A sequência de arestas de menor custo estimado, por

alguma heurística, é escolhida para otimização. O método proposto, no presente trabalho, é

escolher três pontos em cada aresta (as duas extremidades e o ponto médio), entre pares de

arestas, calcular as distâncias a partir destes pontos e adotar a menor distância como custo do arco

do grafo que representa o par de arestas. Os pontos de passagem em cada aresta, são definidos

inicialmente, de maneira arbitrária, no ponto médio de cada aresta. A expectativa é que esta

heurística seja bem-sucedida em escolher a sequência de arestas otimizável para o mínimo global

exato ou muito próximo.

Na sequência de arestas selecionada, o ajuste dos pontos de passagem ocorre dentro

do intervalo de cada aresta, para minimizar o custo do caminho e encontrar o mínimo daquela

sequência de arestas. Porém existem várias arestas na sequência e cada ponto de passagem

ajustado propaga alterações de custo nos trechos de anteriores e posteriores. Reduzir o custo de

parte do caminho (local) não garante redução de custo em todo o caminho (global). Minimizar o

caminho significa ajustar todos os pontos de passagem em arestas de maneira apropriada para os

pontos de origem e destino escolhidos. Se os pontos de origem e destino forem outros os ajustes



150

dos pontos de passagem serão diferentes. Uma analogia frequente, é imaginar uma corda ligando

os pontos de origem e destino, passando por cada aresta da sequência, a otimização equivale ao

movimento da corda faz sobre cada aresta a ser esticada.

Cada aresta da sequência está ligada às arestas anterior e próxima, com exceção das

arestas primeira e última que estão ligadas aos pontos de origem e destino. Os trechos são as

ligações entre as arestas. As extremidades dos trechos são os pontos de passagem em cada aresta.

O trecho entre aresta atual e anterior é chamado de entrada e o trecho entre a aresta atual e

próxima é chamado de saída. Cada trecho possui um custo que é a distância euclidiana entre os

pontos de passagem nas suas extremidades. A soma dos custos dos trechos é o custo do caminho.

Nesta seção serão apresentadas alternativas de otimização. Na Subseção 8.4.1 é

apresentado um método iterativo de otimização baseado em divisão e conquista. Em seguida, na

Subseção 8.4.2 é apresentado um método iterativo de otimização baseado em pontos médios dos

trechos. E finalmente na Subseção 8.4.3 a otimização por programação matemática.

8.4.1 Iterativo Divisão e Conquista

Dada uma sequência de arestas, a proposta deste método é iterativamente atualizar os

pontos de passagem para reduzir o custo total do caminho e se aproximar do mínimo. A cada

iteração em cada aresta são comparados os custos dos trechos de entrada e saída nos intervalos

à direita e à esquerda do ponto de passagem com os custos dos trechos de entrada e saída no

ponto de passagem atual. Havendo custos menores é feita substituição do ponto de passagem e

atualização dos limites do intervalo. A iteração é encerrada quando a diferença na comparação

de custos em todos os trechos for menor que um valor 𝜀, previamente determinado, que define a

aproximação desejada.

A comparação de custos é feita considerando 4 pontos no intervalo, dois à direita e dois

à esquerda do ponto de passagem atual: limite e ponto médio do intervalo tanto à direita como à

esquerda.

O critério de atualização do ponto médio é:

Se menor custo

{
no intervalo à direita Ponto de passagem ← ponto médio à direita.

no intervalo à esquerda Ponto de passagem ← ponto médio à esquerda.

O critério de atualização do intervalo é:

Se menor custo

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

no ponto limite à direita

{
Amplia: intervalo à direita

reduz: intervalo à esquerda

no ponto médio à direita
{
Reduz: intervalo à esquerda

no ponto de passagem

{
Reduz: intervalo à direita

Reduz: intervalo à esquerda

no ponto médio à esquerda
{
Reduz: reduz intervalo à direita

no ponto limite à esquerda

{
Amplia: intervalo à esquerda

reduz: intervalo à direita

A ampliação de intervalo só acontece até atingir as extremidades da aresta.

Algoritmo 30 otiSaDc(𝑆𝐴, 𝑂, 𝑠, 𝑡 )
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1: Input: 𝑆𝐴, 𝑂, 𝑠, 𝑡 // Sequência de arestas, obstáculos, pontos de origem e destino

2: Output: 𝑆𝐴 // Sequência de arestas otimizada

3: 𝜀 ← 0.0001 // define valor da condição de parada

4: dif ← SA.custo // inicializa valor da diferença de custo - máximo

5: while dif > 𝜀 do
6: custo ← 0 // custo do caminho atualizado

7: for 𝑖 ← 1 to |SA| do
8: 𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢 ← SA[i].ptpass // ponto passagem na aresta-atual

9: if (i>1) then
10: 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 ← SA[i-1].ptpass // ponto passagem na aresta-anterior

11: else
12: 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 ← 𝑠 // na primeira aresta a origem é o ponto anterior

13: end if
14: if (i<|SA|) then
15: 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 ← SA[i+1].ptpass // ponto passagem na aresta-posterior

16: else
17: 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 ← 𝑡 // na última aresta o destino é o ponto posterior

18: end if
19: 𝑝𝑡𝑙𝑒 ← SA[i].lime // ponto limite à esquerda da aresta-atual

20: 𝑝𝑡𝑙𝑑 ← SA[i].limd // ponto limite à direita da aresta atual

21: 𝑝𝑡𝑚𝑒 ← ptMedSeg(𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢, 𝑝𝑡𝑙𝑑) // ponto médio à esquerda da aresta atual

22: 𝑝𝑡𝑚𝑑 ← ptMedSeg(𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢, 𝑝𝑡𝑙𝑒) // ponto médio à direita da aresta atual

23: 𝑑𝑙𝑒 ← distPtPt(𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , 𝑝𝑡𝑙𝑒) + distPtPt(𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , 𝑝𝑡𝑙𝑒) // custo se passar no ponto limite esquerdo

24: 𝑑𝑚𝑒 ← distPtPt(𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , 𝑝𝑡𝑚𝑒) + distPtPt(𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , 𝑝𝑡𝑚𝑒) // custo se passar no ponto méd. esq.

25: 𝑑𝑎𝑡𝑢 ← distPtPt(𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , 𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢) + distPtPt(𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , 𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢) // custo se passar no ponto de pass.

26: 𝑑𝑚𝑑 ← distPtPt(𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , 𝑝𝑡𝑚𝑑) + distPtPt(𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , 𝑝𝑡𝑚𝑑) // custo se passar no ponto méd. dir.

27: 𝑑𝑒𝑑 ← distPtPt(𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , 𝑝𝑡𝑙𝑑) + distPtPt(𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , 𝑝𝑡𝑙𝑑) // custo se passar no ponto limite direito

28: if (𝑑𝑙𝑒 < 𝑑𝑎𝑡𝑢 or 𝑑𝑚𝑒 < 𝑑𝑎𝑡𝑢) then
29: if (visPtPt(𝑝𝑡𝑚𝑒, 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , O) and visPtPt(𝑝𝑡𝑚𝑒, 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , O)) then
30: SA[i].ptpass ← 𝑝𝑡𝑚𝑒

31: end if
32: SA[i].limd ← 𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢
33: if (𝑑𝑒𝑒 < 𝑑𝑚𝑒) then
34: SA[i].lime ← SA[i].origem

35: end if
36: else if (𝑑𝑙𝑑 < 𝑑𝑎𝑡𝑢 or 𝑑𝑚𝑑 < 𝑑𝑎𝑡𝑢) then
37: if (visPt(𝑝𝑡𝑚𝑑 , 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , O) and visPt(𝑝𝑡𝑚𝑑 , 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , O)) then
38: SA[i].ptpass ← 𝑝𝑡𝑚𝑑

39: end if
40: SA[i].limd ← 𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢
41: if (𝑑𝑒𝑑 < 𝑑𝑚𝑑) then
42: SA[i].limd ← SA[i].extremidade

43: end if
44: else
45: SA[i].lime ← 𝑝𝑡𝑚𝑒

46: SA[i].limd ← 𝑝𝑡𝑚𝑑

47: end if
48: custo ← custo + distPtPt(𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , SA[i].ptpass)

49: end for
50: custo ← custo + distPtPt(𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , SA[i].ptpass)

51: dif ← SA.custo - custo
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Tabela 8.1: Otimização da sequência de arestas por divisão e conquista. Exemplo para sequência com duas arestas

Passo 𝜌1 𝜌2 | |𝑎 − 𝑠 | | | |𝑏 − 𝑎 | | | |𝑡 − 𝑏 | | 𝜔𝑠𝑡 𝜔𝑠𝑡/𝜔∗𝑠𝑡
0 (300, 525, 600) (700, 400, 475) 283.925 437.321 283.945 1005.212 1.237331

1 (300, 525, 500) (700, 500, 475) 225.000 401.559 225.000 851.559 1.048197

2 (300, 525, 450) (700, 550, 475) 207.666 401.559 207.666 816.891 1.005523

3 (300, 525, 425) (700, 575, 475) 203,101 406,202 203,101 812,404 1.000000

𝜔∗𝑠𝑡 (300, 525, 425) (700, 575, 475) 203,101 406,202 203,101 812,404

Origem: 𝑠 = (100, 500, 400) Destino: 𝑡 = (900, 600, 500)

52: SA.custo ← custo

53: end while
54: return 𝑆𝐴

No Algoritmo 30 primeiramente define a condição de parada: A diferença de custo

no caminho entre iterações seja menor que 𝜀 (linhas 3 - 4) e repete os passos da iteração até

que a condição de parada seja atendida (linhas 5 - 53). Para cada aresta na sequência ajusta

o ponto de passagem (linhas 7 - 49). Identifica os pontos de passagem na aresta anterior e

na aresta seguinte. Sendo a primeira aresta da sequência o ponto de passagem anterior é o

ponto 𝑠 ou a última aresta da sequência o ponto de passagem seguinte é o ponto 𝑡 (linhas 8

- 18). Define cinco pontos na aresta atual: ponto de passagem 𝑝𝑡𝑝𝑎𝑠𝑠, extremidades e pontos

médios nos intervalos à direita e à esquerda do ponto de passagem 𝑝𝑡𝑙𝑑 , 𝑝𝑡𝑚𝑑 , 𝑝𝑡𝑙𝑒 e 𝑝𝑡𝑚𝑒,
respectivamente (linhas 19 - 22). Calcula os custos do ponto de passagem na aresta anterior

𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 até ponto de passagem na aresta seguinte𝑝𝑡𝑝𝑟𝑥 , passando pelos cinco pontos definidos na

aresta atual: 𝑑𝑎𝑡𝑢 = | |𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢 − 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 | | + | |𝑝𝑡𝑝𝑟𝑥 − 𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢 | |, 𝑑𝑙𝑑 = | |𝑝𝑡𝑙𝑑 − 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 | | + | |𝑝𝑡𝑝𝑟𝑥 − 𝑝𝑡𝑙𝑑 | |,
𝑑𝑚𝑑 = | |𝑝𝑡𝑚𝑑 − 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 | | + | |𝑝𝑡𝑝𝑟𝑥 − 𝑝𝑡𝑚𝑑 | |, 𝑑𝑚𝑒 = | |𝑝𝑡𝑚𝑒 − 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 | | + | |𝑝𝑡𝑝𝑟𝑥 − 𝑝𝑡𝑚𝑒 | | e 𝑑𝑙𝑒 =
| |𝑝𝑡𝑙𝑒 − 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 | | + | |𝑝𝑡𝑝𝑟𝑥 − 𝑝𝑡𝑙𝑒 | |, , (linhas 23 - 27). Se distâncias menores à esquerda, verifica

visibilidade e atualiza ponto de passagem para ponto médio no intervalo à esquerda e ajusta o

intervalo ao redor do novo ponto de passagem (linhas 28 - 35). Se distâncias menores à direita,

verifica visibilidade e atualiza ponto de passagem para ponto médio no intervalo à direita e ajusta

o intervalo ao redor do novo ponto de passagem (linhas 36 - 43). Não havendo menor custo nem

à direita nem à esquerda reduz intervalo ao redor do ponto de passagem atual (linhas 45 - 46). Se

menor custo estiver na extremidade do intervalo, à direita ou à esquerda, estende (aumenta) o

intervalo na extremidade da aresta (linhas 33 - 35 e 41 - 43). Acumula custo do caminho com

distâncias de trechos anteriores a cada aresta (linha 48). Adiciona ao custo de caminho distância

do trecho entre última aresta e ponto 𝑡 e calcula diferença de custo com iteração anterior (linhas

50 - 52). A complexidade computacional de tempo na média é O(|𝑆𝐴|) considerando o número

de iterações para convergir como uma constante.

Um exemplo da otimização por divisão e conquista pode ser observado nas Figuras 8.10,

8.11, 8.12 e 8.13. Na Tabela 8.1 são apresentadas as coordenadas dos pontos origem 𝑠, destino 𝑡
e passagem 𝜌1 e 𝜌2 nas arestas. Também são apresentados na Tabela 8.1 os custos (distância

euclidiana) de cada trecho do caminho e custo total do caminho. A cada passo do algoritmo os

pontos 𝜌1 e 𝜌2 são atualizados, o intervalo de busca nas arestas é reduzido e custo do caminho

𝜔𝑠𝑡 é reduzido para se aproximar do ótimo. As arestas são representadas por segmentos de reta

pretos. A linha vermelha representa o caminho em cada passo sendo otimizado. As linhas azuis

representam os limites do espaço de busca. Os pontos vermelhos sobre as arestas indicam os

pontos médios de intervalo à esquerda e à direita do ponto de passagem atual em cada aresta. O

ponto médio de intervalo que indicar redução será escolhido como ponto de passagem no passo

seguinte.
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Figura 8.10: Otimização por divisão e conquista: passo inicial.

Figura 8.11: Otimização por divisão e conquista: passo 1.

Figura 8.12: Otimização por divisão e conquista: passo 2.

O Algoritmo 30 tem alguma semelhança com o método de Busca Binária amplamente

conhecido geralmente a busca é em lista de valores ordenada ou pontos em uma reta. Porém existe

a diferença que o método de busca binária é 1D e o intervalo de busca na lista é reduzido a cada

iteração até convergir a um elemento ou a um intervalo dentro da margem de erros aceita. No
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Figura 8.13: Otimização por divisão e conquista: passo 3.

Algoritmo 30 que é 3D, pois as arestas são distintas e não paralelas, eventualmente é necessário

reverter alguma redução de intervalos. A otimização é global, envolvendo os pontos de origem

e destino e todas as arestas da sequência. A otimização local atingindo o mínimo em apenas

uma aresta e mantendo as demais arestas fixas não atinge o resultado desejado. Este algoritmo

converge de maneira gradual para os mínimos local e global simultaneamente. A mudança do

ponto de passagem em alguma aresta anterior ou posterior, na sequência, pode forçar a trocar a

direção das mudanças no ponto de passagem na aresta atual em uma oscilação semelhante a um

pêndulo ou a uma onda. Por exemplo, a redução de custo na aresta estava dentro do intervalo

que foi reduzido e o ponto de passagem está no limite do intervalo indicando que a minimização

pode estar fora do intervalo reduzido. Um estudo mais apurado para garantir que este método

como apresentado sempre termina está pendente.

8.4.2 Iterativo pelos Pontos Médios dos Trechos

Dados os pontos de origem e destino e a uma sequência de arestas, a proposta deste

método é iterativamente atualizar os pontos de passagem para reduzir o custo total do caminho.

A ideia é iterativamente retificar o caminho, ou seja, tornar o caminho, entre os pontos de origem

e destino, o mais próximo possível de uma reta e assim tornar o caminho mais curto. A cada

iteração são calculados os pontos médios dos trechos de entrada e saída em cada aresta. A

partir dos pontos médios, traça um segmento de reta e encontrar o ponto de interseção com a

reta suporte da aresta ou se o segmento de reta entre pontos médios não for coplanar à aresta

é necessário encontrar na aresta o ponto de interseção com uma reta perpendicular a ambos

(segmento de reta e aresta). Se o ponto de interseção permanecer no intervalo da aresta, escolher

este ponto como novo ponto de passagem. Porém, se a interseção acontecer fora dos limites da

aresta, é escolhido o ponto de extremidade da aresta mais próximo da interseção com ponto de

passagem. A iteração é encerrada quando a diferença na comparação de custos, em todos os

trechos, é menor que um valor 𝜀, previamente determinado, que define a aproximação desejada.

Algoritmo 31 otiSaPtMed(𝑆𝐴, O )

1: Input: 𝑆𝐴, 𝑂, 𝑠, 𝑡 // Sequência de arestas, obstáculos, pontos de origem e destino

2: Output: 𝑆𝐴 // Sequência de arestas otimizada

3: 𝜀 ← 0.0001 // define valor da condição de parada

4: dif ← SA.custo // define valor inicial da diferença

5: while (dif > 𝜀) do
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6: custo ← 0 // custo do caminho atualizado

7: for 𝑖 ← 1 to |𝑆𝐴| do
8: 𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢 ← SA[i].ptpass // ponto passagem aresta atual

9: if (i>1) then
10: 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 ← SA[i-1].ptpass // ponto passagem na aresta anterior

11: else
12: 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 ← 𝑠 // na primeira aresta pega ponto de origem 𝑠
13: end if
14: if (i<|SA|) then
15: 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 ← SA[i+1].ptpass // ponto passagem na próxima aresta

16: else
17: 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 ← 𝑡 // Na última aresta pega o ponto destino 𝑡
18: end if
19: 𝑝𝑡1 ← ptMedSeg(𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢, 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 ) // ponto médio entre aresta atual e anterior

20: 𝑝𝑡2 ← ptMedSeg(𝑝𝑡𝑎𝑡𝑢, 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥) // ponto médio entre aresta atual e próxima

21: 𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 ← ptInterRetas(𝑝𝑡1𝑝𝑡2, SA[i].seg) // ponto de interseção

22: if (ptInSeg(𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 , SA[i].seg)) then
23: if (visPontos(𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 , 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , O) and visPontos(𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 , 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , O)) then
24: SA[i].ptpass ← 𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟
25: end if
26: else if distPtPt(𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 , SA[i].origem) < distPtPt(𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 , SA[i].extremidade)) then
27: if (visPontos(SA[i].origem, 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , O) and visPontos(SA[i].origem, 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , O)) then
28: SA[i].ptpass← SA[i].origem

29: end if
30: else if (visPontos(SA[i].extremidade, 𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , O) and visPontos(SA[i].extremidade, 𝑝𝑡𝑝𝑟 𝑥 , O))

then
31: SA[i].ptpass ← SA[i].extremidade

32: end if
33: custo ← custo + distPtPt(𝑝𝑡𝑎𝑛𝑡 , SA[i].ptpass)

34: end for
35: custo ← custo + distPtPt(𝑡, SA[i].ptpass)

36: dif ← SA.custo - custo

37: SA.custo ← custo

38: end while
39: return 𝑆𝐴

No Algoritmo 31, inicialmente é definida a condição de parada que é a diferença de

custo no caminho entre iterações ser menor que 𝜀 (linhas 3 - 4). Os passos da iteração são

repetidos até que a condição de parada seja atendida (linhas 5 - 38). Para cada aresta na sequência

ajusta o ponto de passagem (linhas 7 - 49). Identifica os pontos de passagem na aresta anterior e

na aresta seguinte. Sendo a primeira aresta da sequência o ponto de passagem anterior é o ponto 𝑠
ou a última aresta da sequência o ponto de passagem seguinte é o ponto 𝑡 (linhas 8 - 18). Calcula

os pontos médios 𝑝𝑡1 e 𝑝𝑡2 dos trechos de entrada e saída da aresta atual e calcula o ponto 𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟
de interseção entre a retas de suporte da aresta atual e do segmento de reta 𝑝𝑡1𝑝𝑡2 (linhas 19 - 21).

Se o 𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 pertence a aresta verifica visibilidade nos trechos de entrada e saída e define 𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟
como novo ponto de passagem (linhas 22 - 25). Se 𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 estiver fora da aresta atual define ponto

de passagem para extremidade mais próxima de 𝑝𝑡𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 antes verificando visibilidade neste ponto

(linhas 26 - 32). Acumula custo do caminho com distâncias de trechos anteriores a cada aresta

(linha 33). Adiciona ao custo de caminho distância do trecho entre última aresta e ponto 𝑡 e

calcula diferença de custo com iteração anterior (linhas 35 - 37).
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Tabela 8.2: Otimização da sequência de arestas por divisão e conquista. Exemplo para sequência com duas arestas.

Passo 𝜌1 𝜌2 | |𝑎 − 𝑠 | | | |𝑏 − 𝑎 | | | |𝑡 − 𝑏 | | 𝜔𝑠𝑡 𝜔𝑠𝑡/𝜔∗𝑠𝑡
0 (300, 525, 600.000) (700, 400.000, 475) 283.945 437.321 283.945 1005.212 1.237331

1 (300, 525, 512.500) (700, 487.500, 475) 230.827 403.500 230.827 865.155 1.064932

2 (300, 525, 468.750) (700, 531.250, 475) 212.959 400.098 212.959 826.016 1.016755

3 (300, 525, 446.875) (700, 553.125, 475) 206.935 401.973 206.935 815.844 1.004234

4 (300, 525, 435.938) (700, 564.063, 475) 204.735 403.797 203.735 813.267 1.001063

5 (300, 525, 430.469) (700, 569.531, 475) 203.846 404.927 203.846 812.620 1.000266

6 (300, 525, 427.734) (700, 572,226, 475) 203.456 405.547 203.456 812.458 1.000067

7 (300, 525, 426.367) (700, 573.633, 475) 203.274 405.870 203.274 812.417 1.000017

8 (300, 525, 425.684) (700, 574.316, 475) 203.186 406.035 203.186 812.407 1.000004

9 (300, 525, 425.342) (700, 574.658, 475) 203.143 406.118 203.143 812.405 1.000001

10 (300, 525, 425.171) (700, 574.829, 475) 203.122 406.160 203.122 812.404 1.000000

11 (300, 525, 425.085) (700, 574.915, 475) 203.111 406.181 203.111 812.404 1.000000

12 (300, 525, 425.043) (700, 574.957, 475) 203.106 406.191 203.106 812.404 1.000000

13 (300, 525, 425.021) (700, 574.979, 475) 203.104 406.197 203.104 812.404 1.000000

14 (300, 525, 425.011) (700, 574.989, 475) 203.102 406.199 203.102 812.404 1.000000

15 (300, 525, 425.005) (700, 574.995, 475) 203.102 406.202 203.102 812.404 1.000000

16 (300, 525, 425.003) (700, 574.997, 475) 203.101 406.202 203.101 812.404 1.000000

17 (300, 525, 425.001) (700, 574.999, 475) 203.101 406.202 203.101 812.404 1.000000

18 (300, 525, 425.001) (700, 574.999, 475) 203.101 406.202 203.101 812.404 1.000000

19 (300, 525, 425.000) (700, 575.000, 475) 203.101 406.202 203.101 812.404 1.000000

𝜔∗𝑠𝑡 (300, 525, 425) (700, 575, 475) 203,101 406,202 203,101 812,404

Origem: 𝑠 = (100, 500, 400) Destino: 𝑡 = (900, 600, 500)

A complexidade computacional de tempo média é O(|𝑆𝐴|) considerando o número de

iterações para convergir é constante. O Algoritmo 31 deve precisar de menos passos de iteração

para convergir, pois, ajusta o ponto de passagem em cada aresta diretamente para o mínimo local.

Entretanto, não foram realizados testes com um conjunto de dados de cenários distintos para

comprovar. Também não foi possível de maneira analítica determinar qual algoritmo converge

em menor número de passos de iteração.

Na Tabela 8.2 são apresentados os dados obtidos em 19 passos de iteração do algoritmo

31. Pode se observar que até o decimo passo de iteração a diferença do caminho calculado para

o mínimo já é menor que 10−6. Porém, para que os pontos de passagem nas arestas tenham a

aproximação menor que 10−3 do caminho mínimo são necessários os dezenove passos de iteração.

As Figuras 8.14, 8.15, 8.16 8.17, 8.18, 8.19 e 8.20 mostram visualmente os seis primeiros passos

de iteração. Nos passos seguintes não é mais perceptível visualmente a observar a convergência.

Em cada figura o segmento de reta em verde indica o caminho mínimo, o segmento em vermelho

é o caminho com os pontos de passagem atuais. E em azul são os segmentos de reta gerados a

partir dos pontos médios dos trechos e a proposta de novos pontos de passagem nas arestas para

aproximar do caminho mínimo.

8.4.3 Programação Quadrática

A ideia deste método é modelar a sequência de arestas como um problema de minimização

de programação matemática conforme descrito na Subseção 2.5.2 e submeter a um resolvedor.

min𝜔 = | |𝜌1 − 𝑠 | | +
(∑𝑛

𝑖=1 | |𝜌𝑖+1 − 𝜌𝑖 | |
) + ||𝑡 − 𝜌𝑛 | | - função de otimização

Sujeito às restrições,

0 ≤ ℓ𝑖 ≤ 1
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Figura 8.14: Otimização por ponto médio: passo inicial.

Figura 8.15: Otimização por ponto médio: passo 1.

Figura 8.16: Otimização por ponto médio: passo 2.

ℓ𝑖 ∈ R
Onde

𝜔: o custo do caminho

𝜌𝑖 = 𝑎𝑖 + ℓ𝑖 (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖), é o ponto de passagem na aresta 𝑖
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Figura 8.17: Otimização por ponto médio: passo 3.

Figura 8.18: Otimização por ponto médio: passo 4.

Figura 8.19: Otimização por ponto médio: passo 5.

𝑎𝑖 e 𝑏𝑖: os pontos de extremidade da 𝑖-ésima aresta

𝑠, 𝑡 ∈ R: os pontos de origem e destino, respectivamente

𝑛: número de arestas em uma sequência de arestas

| |𝑐 − 𝑑 | |: Distância euclidiana entre os pontos 𝑐 e 𝑑 no R3



159

Figura 8.20: Otimização por ponto médio: passo 6.

Considerando uma sequência de apenas duas arestas a expressão que precisa ser

minimizada ficaria da seguinte forma:

𝜔 = | |𝜌1 − 𝑠 | | + | |𝜌2 − 𝜌1 | | + | |𝑡 − 𝜌1 | | (8.1)

Considerando que 𝑠, 𝜌1 , 𝜌2 e 𝑡 são pontos:

𝑠 = (𝑥𝑠, 𝑦𝑠, 𝑧𝑠)
𝜌1 = (𝑥𝜌1

, 𝑦𝜌1
, 𝑧𝜌1

𝜌2 = (𝑥𝜌2
, 𝑦𝜌2

, 𝑧𝜌2
)

𝑡 = (𝑥𝑡, 𝑦𝑡 , 𝑧𝑡).

Substituindo os pontos na Expressão (8.1) pelas suas coordenadas:

𝜔 =
√
(𝑥𝜌1

− 𝑥𝑠)2 + (𝑦𝜌1
− 𝑦𝑠)2 + (𝑧𝜌1

− 𝑧𝑠)2

+
√
(𝑥𝜌2

− 𝑥𝜌1
)2 + (𝑦𝜌2

− 𝑦𝜌1
)2 + (𝑧𝜌2

− 𝑧𝜌1
)2

+
√
(𝑥𝑡 − 𝑥𝜌2

)2 + (𝑦𝑡 − 𝑦𝜌2
)2 + (𝑧𝑡 − 𝑧𝜌2

)2. (8.2)

Elevando ambos os termos na Expressão (8.2) ao quadrado:

𝜔2 = (𝑥𝜌1
− 𝑥𝑠)2 + (𝑦𝜌1

− 𝑦𝑠)2 + (𝑧𝜌1
− 𝑧𝑠)2

+ (𝑥𝜌2
− 𝑥𝜌1

)2 + (𝑦𝜌2
− 𝑦𝜌1

)2 + (𝑧𝜌2
− 𝑧𝜌1

)2
+ (𝑥𝑡 − 𝑥𝜌2

)2 + (𝑦𝑡 − 𝑦𝜌2
)2 + (𝑧𝑡 − 𝑧𝜌2

)2. (8.3)

Porém o ponto de passagem 𝜌𝑖 na aresta 𝑖 é calculado em função dos pontos de

extremidade 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖 e do coeficiente ℓ𝑖 que define a posição 𝜌𝑖 dentro do intervalo 𝑎𝑖 e 𝑏𝑖:

𝜌𝑖 = 𝑎𝑖 + ℓ𝑖 (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) (8.4)

Se ℓ𝑖 = 0 o ponto de passagem está em uma extremidade da aresta 𝜌𝑖 = 𝑎𝑖 e se ℓ𝑖 = 1 o ponto de

passagem está na outra extremidade da aresta 𝜌𝑖 = 𝑏𝑖.
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As coordenadas dos pontos 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 e os fatores de ℓ𝑖 são:

𝑎𝑖 = (𝑥𝑎𝑖 , 𝑦𝑎𝑖 , 𝑧𝑎𝑖 )
𝑏𝑖 = (𝑥𝑏𝑖 , 𝑦𝑏𝑖 , 𝑧𝑏𝑖 )
ℓ𝑖 = (𝑥ℓ𝑖 , 𝑦ℓ𝑖 , 𝑧ℓ𝑖 ).

Substituindo na Expressão 8.4 os pontos pelas respectivas coordenadas e fatores:

(𝑥𝜌𝑖 , 𝑦𝜌𝑖 , 𝑧𝜌𝑖 ) =
(
𝑥𝑎𝑖 + 𝑥ℓ𝑖 (𝑥𝑏𝑖 − 𝑥𝑎𝑖 ), 𝑦𝑎𝑖 + 𝑦ℓ𝑖 (𝑦𝑏𝑖 − 𝑦𝑎𝑖 ), 𝑧𝑎𝑖 + 𝑧ℓ𝑖 (𝑧𝑏𝑖 − 𝑧𝑎𝑖 )

)
.

Reescrevendo a Expressão (8.3) em função de 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 e ℓ𝑖:

𝜔2 = (𝑥𝑎1
+ 𝑥ℓ1 (𝑥𝑏1

− 𝑥𝑎1
) − 𝑥𝑠)2

+ (𝑦𝑎1
+ 𝑦ℓ1 (𝑦𝑏1

− 𝑦𝑎1
) − 𝑦𝑠)2

+ (𝑧𝑎1
+ 𝑧ℓ1 (𝑧𝑏1

− 𝑧𝑎1
) − 𝑧𝑠)2

+ (𝑥𝑎2
+ 𝑥ℓ2 (𝑥𝑏2

− 𝑥𝑎2
) − 𝑥𝑎1

+ 𝑥ℓ1 (𝑥𝑏1
− 𝑥𝑎1

))2
+ (𝑦𝑎2

+ 𝑦ℓ2 (𝑦𝑏2
− 𝑦𝑎2

) − 𝑦𝑎1
+ 𝑦ℓ1 (𝑦𝑏1

− 𝑦𝑎1
))2

+ (𝑧𝑎2
+ 𝑧ℓ2 (𝑧𝑏2

− 𝑧𝑎2
) − 𝑧𝑎1

+ 𝑧ℓ1 (𝑧𝑏1
− 𝑧𝑎1

))2
+ (𝑥𝑡 − 𝑥𝑎2

+ 𝑥ℓ2 (𝑥𝑏2
− 𝑥𝑎2

))2
+ (𝑦𝑡 − 𝑦𝑎2

+ 𝑦ℓ2 (𝑦𝑏2
− 𝑦𝑎2

))2
+ (𝑧𝑡 − 𝑧𝑎2

+ 𝑧ℓ2 (𝑧𝑏2
− 𝑧𝑎2

))2. (8.5)

O método de programação quadrática considera as coordenadas de cada aresta da

sequência. Porém durante a otimização não é possível verificar a visibilidade entre arestas. Se

uma solução apresentada falhar no teste de visibilidade, será necessário, adicionar restrições ao

problema e repetir a otimização, verificação de visibilidade e adição de restrições, até encontrar

uma solução válida quanto a visibilidade.

A solução é uma sequência de pontos entre origem e destino, que percorre uma sequência

de arestas, um ponto por aresta. Visando reduzir o custo, cada ponto da sequência é ajustado

desde que permaneça dentro do intervalo da respectiva aresta.
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9 CONCLUSÃO

9.1 CONSIDERAÇÕES FINAIS

O presente trabalho se dedicou a propor e detalhar métodos para solução do problema

de caminhos mínimos em ambientes 3D com obstáculos convexos (poliedros convexos) no caso

geral. Se adicionada uma etapa de pré-processamento, para converter obstáculos não convexos

ou não poliedros, os métodos são aplicáveis para qualquer ambiente 3D (poliedral). O anseio e

dedicação foi para que o caminho gerado fosse uma curva poligonal mínima entre os pontos de

origem e destino.

Apesar do ambiente 3D no caso geral ser abordado em artigos teóricos para definir a

complexidade do problema, são raros os trabalhos que abordam a solução para o caso geral.

A maior parte das publicações encontradas procuram resolver apenas casos polinomiais deste

problema. Geralmente se restringem à ambientes mais simples, com obstáculos disjuntos,

ambientes limitados ao terreno ou uma superfície, obstáculos na forma de prismas verticais, etc.

Portanto, um dos diferenciais do presente trabalho é ampliar a aplicabilidade da solução para o

caso geral.

Além de buscar maneiras de reduzir custo computacional, o foco foi em preservar a

qualidade dos resultados pela geração de caminhos mínimos, quando possível. A confiança e

estabilidade dos métodos também foram consideradas relevantes. Na filtragem de dados para

reduzir a complexidade computacional, se priorizou técnicas mais conservadoras com descarte

de apenas dados irrelevantes para não prejudicar a qualidade dos resultados.

O presente trabalho revisitou as abordagens clássicas para resolver o problema de

caminhos mínimos 3D buscando maneiras de otimizar estas abordagens a partir de detalhes na

geometria e topologia. As abordagens adotadas foram grafo de visibilidade e decomposição em

células, incluindo variações destas abordagens.

A ênfase maior foi dada aos métodos por grafo de visibilidade pela melhor aproximação

ao caminho mínimo. A principal contribuição deste trabalho nesta abordagem foi propor o grafo

de visibilidade de arestas que é capaz de obter o mínimo exato ou aproximação controlada para

uma sequência de arestas. A restrição que permanece quanto encontrar o caminho mínimo exato

em qualquer ambiente 3D está na escolha da sequência de arestas. Também foram propostas

otimizações que reduzem drasticamente o tempo para geração do grafo de visibilidade. As

variações consideradas foram grafo de visibilidade de pontos livres, de vértices e de arestas.

A decomposição em células não pôde ser descartada porque existem aplicações que

são melhor atendidas por esta abordagem. A decomposição em células gera caminhos que

evitam o atrito ou contato direto entre o objeto e os obstáculos. A contribuição mais promissora

na decomposição em células é propor uma variação que consideram apenas as células livres

próximas de obstáculos e aplica saltos de células livres, tornando os caminhos mais próximos do

mínimo e reduzindo o custo de tempo e armazenamento. Outra variação proposta é de agrupar

as células livres por crescimento de regiões para reduzir custo de armazenamento e tempo.

9.2 TRABALHOS FUTUROS

O presente trabalho aceita diversas melhorias e aprimoramentos.

Na subseção 6.1.2, que aborda a otimização de tempo pelas esferas, ficou pendente um

estudo mais apurado para escolha do ponto central que minimiza a diferença de raios entre a
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Tabela 9.1: Diferenciais desta pesquisa.

Nesta pesquisa Outras pesquisas

Caso geral 3D

Obstáculos disjuntos

Projeção para 2D

Camadas 2.5D

Geodésico

Visibilidade de arestas Dividir arestas

Otimizações para

contexto passivo

Otimizações para

contexto ativo

Otimizações grade 3D Otimizações grade 2D

Caminho mínimo

Caminho mínimo

Caminho aceitável

Caminho aproximado

esfera externa e a esfera interna. Uma alterativa a ser considerada, para melhorar esta otimização

em obstáculos longos, é adotar vários pontos centrais para aproximar esferas maiores e menores.

A avaliação prática dos métodos propostos para confirmar os resultados estimados

também é desejada. A partir de cenários hipotéticos, avaliar cada método proposto e apresentar

resultados em tabelas e gráficos para comparar os desempenhos quanto a tempo de execução,

espaço de armazenamento e qualidade dos caminhos gerados.

Outro refinamento, é detalhar como os métodos propostos podem ser parametrizados

para balancear entre tempo de execução e proximidade do caminho mínimo exato. Uma ideia

a ser explorada é o efeito de definir o tamanho máximo das arestas, subdividindo, as arestas,

quando necessário.

Um desafio é a escolha da sequência de arestas, ou seja, descobrir qual o critério melhor

identifica a sequência de arestas que contém o caminho mínimo exato entre origem e destino.

Embora a distância entre arestas forneça o mínimo local não necessariamente será obtido o

mínimo global. Está dúvida carece de esclarecimento. Portanto, analisar, propor e avaliar opções

da escolha de sequência de arestas é uma direção que deve ser explorada.
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APÊNDICE A – MÉTODOS

Neste apêndice são listados os métodos de geometria computacional empregados nos

algoritmos propostos nos Capítulos 6, 7 e 8.

• bresenham3D(pt, pt) - Retorna uma sequência de pontos com aparência de um segmento

de reta em um ambiente discretizado.

• criarGrade(bbox, tam) - Retorna uma grade de células que representa todo ambiente a

partir da caixa envoltória e do tamanho da célula.

• distPtPln(pt, pln) - Retorna distância entre ponto e plano.

• distPtPt(pt, pt) - Retorna distância entre dois pontos.

• distPtSeg(pt, seg) - Retorna distância entre ponto e segmento de reta.

• divPlg(pln, plg) - Retorna dois polígonos resultado do corte do polígono pelo plano

fornecidos na entrada do método.

• gerarBbox(𝑂) - Retorna as coordenadas de uma caixa envoltória que contém todos os

obstáculos.

• grd.ocupar(ple) - Marca todas as células da grade ocupadas por um poliedro.

• interPlgPle(plg, ple) - verifica a interseção entre polígonos e poliedro.

Retorno =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

NN se não há interseção

FF bloqueio: primeiro total e segundo total

FP bloqueio: primeiro total e segundo parcial

PF bloqueio: primeiro parcial e segundo total

PP bloqueio: primeiro Parcial e segundo parcial

(A.1)

• interPlnPlg(pln, plg) - verifica a interseção entre plano e polígono.

Retorno

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
FALSE não intersecta

TRUE intersecta

FP

(A.2)

• interSegPlg(seg, plg) - verifica a interseção entre segmento de reta e polígono.

Retorno

{
FALSE não interseçta

TRUE intersecta
(A.3)

• minDistPtLplg(pt,Lplg) - Retorna a menor distância entre um ponto e uma lista de

polígonos.
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• maxDistPtLplg(pt,Lplg) - Retorna a maior distância entre um ponto e uma lista de

polígonos.

• minDistPtLpt(pt,Lpt) - Retorna a menor distância entre um ponto e uma lista de pontos.

• maxDistPtLpt(pt,Lpt) - Retorna a maior distância entre um ponto e uma lista de pontos.

• maxSeg(Lseg) - Retorna o maior na lista de segmento de reta.

• ptInterRetas(seg, seg) - Retorna o ponto de interseção entre retas suporte dos segmentos.

• ptMedLpt(lpt) - Retorna um ponto formado pela média aritmética das coordenadas de

um conjunto de pontos.

(𝑥, �̄�, 𝑧) =
(
𝑛∑
𝑖=1

𝑥

𝑛
,
𝑛∑
𝑖=1

𝑦

𝑛
,
𝑛∑
𝑖=1

𝑧

𝑛

)
(A.4)

• ptMedSeg(seg) - Retorna um ponto médio de um segmento de reta

(𝑥, �̄�, 𝑧) =
(𝑥1 + 𝑥2

2
,
𝑦1 + 𝑦2

2
,
𝑧1 + 𝑧2

2

)
. (A.5)

• relPtPlg(pt,plg) - Verifica relação entre ponto e polígono.

Retorno

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
< 0 ponto atrás do polígono (sentido contrário da normal)

= 0 ponto pertence a polígono

> 0 ponto na frente do polígono (sentido da normal)

(A.6)

• relPtPln(pt,pln) Verifica relação entre ponto e plano.

Retorno

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
< 0 ponto atrás do plano (sentido contrário da normal)

= 0 ponto pertence a plano

> 0 ponto na frente do plano (sentido da normal)

(A.7)

• relPtSeg(pt,seg) - Verifica relação entre ponto e segmento de reta.

Retorno

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
< 0 ponto a direita do segmento (sentido horário)

= 0 ponto pertence do segmento

> 0 ponto a esquerda do segmento (sentido anti-horário)

(A.8)

• vizlivre(cel, grd, vizF) - Retorna uma lista de células vizinhas livres. Onde, vizF é um

número que representa o critério de vizinhança adotado.
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APÊNDICE B – RESUMO ESTENDIDO - COTB 2019



Algoritmos de planejamento de caminhos 3D∗

Cleiton Almeida dos Santos1, André Luiz Pires Guedes1

1Departamento de Informática – Universidade Federal do Paraná (UFPR)

Centro politécnico – Curitiba – PR – Brazil

{casantos,andre}@inf.ufpr.br

Abstract. This extended abstract presents a research in progress about 3D path
planning algorithms. The computational problem of interest is to find a path of
optimal or near-optimal length from an origin point s to a destination point d
in a 3D environment with obstacles. Is part of this research to identify a compu-
tational representation, a data structure, that better describe the environment,
specially space partition in voxels and visibility graphs. A comparison of this
two and a proposed mixed representation is to be done. Other computational
geometry methods, as Voronoi diagrams, octrees, space subdivision data struc-
tures, etc., are used in the project. The obtained algorithms may be included in
autonomous vehicle software, digital games, crowd simulations, and robotics.

1. Introdução
Existe uma recente demanda por aplicações computacionais relacionadas a ambientes tri-

dimensionais, sejam elas reais ou virtuais. Tecnologias como veículos autônomos, drones,

jogos digitais, simulação de multidões, robótica, impressoras 3D, entre outros, necessi-

tam de algoritmos eficientes. A pesquisa em andamento, em planejamento de caminhos,

busca criar e refinar algoritmos para suporte à movimentação de agentes em um ambiente

3D. Entenda-se por agente um personagem, uma ferramenta, um veículo ou algum objeto,

que precisa se movimentar com segurança no ambiente escolhido.

Seja um ambiente W composto por regiões ocupadas por obstáculos Wo e regiões

livres de obstáculos Wf onde W = Wo ∪ Wf e Wo ∩ Wf = ∅. Escolhidos um ponto

de origem s e um ponto de destino d na região livre de obstáculos s, d ∈ Wf . O pro-

blema de planejamento de caminhos consiste em encontrar uma curva que começa em s
e termina em d e está totalmente contida em Wf . O planejamento de caminhos no R

3

é bem mais difícil de ser implementado que o planejamento de caminhos no plano (R2)

[Berg et al. 2008]. Por exemplo, para desviar de um obstáculo no R
2 é feita a escolha

entre 2 alternativas, mas no R
3 a escolha passa a ser entre infinitas alternativas.

Segundo [Yang et al. 2016] os algoritmos de planejamento de caminhos em am-

biente 3D podem ser classificados em: baseados em amostragem, baseados em modelos

matemáticos, bioinspirados, baseados em nodos e multi-fusão. Os algoritmos baseados

em amostragem falham ou ficam lentos para gerar caminhos sinuosos. Os algoritmos

baseados em modelos matemáticos apesar dos ótimos resultados são lentos e especializa-

dos. Os bioinspirados não possuem garantias de qualidade dos resultados nem do tempo

de execução. Os algoritmos baseados em nodos permitem ajustar entre qualidade do ca-

minho e tempo de execução. A presente pesquisa se concentra nos algoritmos baseados

em amostragem, baseados em nodos e na fusão destes. Na seção 2, será detalhada a

solução proposta, e na seção 3 as considerações finais.

∗Com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior – Brasil (CAPES).
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2. Solução proposta
Dentre algoritmos de planejamento de caminhos foram escolhidos inicialmente para im-

plementação: grafo de visibilidade e grade 3D. Esses algoritmos possuem complexidade

de tempo diferentes e são passiveis de ajustes em diversos aspectos para melhorar desem-

penho. Cada obstáculo do ambiente é um volume convexo. Um obstáculo não convexo é

previamente decomposto em um conjunto de volumes convexos. Cada volume é organi-

zado em doubly connected edge list (DCEL) [Berg et al. 2008]. A partir dos obstáculos

e de um valor de folga é obtido um boundingbox alinhado com os eixos cartesianos, que

contém no seu interior todos os obstáculos e espaço livre envolvendo os obstáculos com

espessura mínima do valor de folga informado.

O grafo de visibilidade G é gerado criando, para cada vértice dos obstáculos, P ,

um vértice em G, vP . Um par de vértices de G, vP e vQ é adjacente se e somente se P
e Q são visíveis entre si, ou seja, o segmento de reta PQ não atravessa algum obstáculo

[Berg et al. 2008]).

A grade 3D é gerada pela subdivisão de todo o ambiente em pequenos cubos no

tamanho definido. Apenas os cubos que estão inteiramente no espaço livre são represen-

tados como vértices em um grafo. São geradas arestas em G entre os vértices geometri-

camente vizinhos [Yang et al. 2016]. Cada vértice do grafo possui grau máximo 26.

No grafo gerado por um dos métodos anteriores, será aplicado um dos algoritmos

de busca de caminho mínimo. O planejamento de caminhos proposto consistirá em incluir

2 novos vértices ao grafo vs e vd, respectivamente origem e destino, conectá-los ao grafo

e encontrar o caminho mínimo entre vs e vd.

3. Considerações finais
Uma vez implementados os algoritmos citados, serão realizados testes e análises de de-

sempenho em variados cenários, por exemplo, urbano, floresta, rural, subaquático, edifi-

cações, cavernas, etc. A partir dos resultados obtidos novas hipóteses serão levantadas.

Algumas já até podem ser vislumbradas:

• Aplicar o algoritmo de visibilidade na grade gerada, criando saltos no grafo.
• Acelerar a geração do grafo de visibilidade pela avaliação dos vetores normais das

faces dos obstáculos criando uma lista reduzida de candidatos a visibilidade.
• Redução do grafo gerado pela grade através de aglutinação de cubos vizinhos.
• No grafo de visibilidade, incluir vértices sobre arestas e/ou faces dos obstáculos

para obter caminhos menores e/ou mais suaves.

No avançar dessa pesquisa quando resultados forem obtidos publicações serão fei-

tas. Haverá também disponibilização dos códigos fonte em um repositório git. O desafio

é como manter o grafo pequeno preservando os vértices e arestas mais significativos para

obter caminhos mínimos próximos de ótimo.

Referências
Berg, M. d., Cheong, O., Kreveld, M. v., and Overmars, M. (2008). Computational

Geometry: Algorithms and Applications. Springer-Verlag TELOS, Santa Clara, CA,

USA, 3rd ed. edition.

Yang, L., Qi, J., Song, D., Xiao, J., Han, J., and Xia, Y. (2016). Survey of robot 3d path

planning algorithms. Journal of Control Science and Engineering, 2016:5.
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ALGORITMOS DE PLANEJAMENTO
DE CAMINHOS 3D

Cleiton Almeida dos Santos, André Luiz Pires Guedes
{casantos,andre}@inf.ufpr.br

1 Contextualização
A pesquisa em andamento, em planejamento de cami-
nhos, busca criar e refinar algoritmos para suporte à
movimentação de agentes em um ambiente 3D. Entenda-
se por agente um personagem, uma ferramenta, um
veı́culo ou algum objeto, que precisa se movimentar com
segurança no ambiente escolhido.
Seja um ambiente W composto por regiões ocupadas

por obstáculos Wo e regiões livres de obstáculos Wf onde
W = Wo ∪ Wf e Wo ∩ Wf = ∅. Escolhidos um ponto
de origem s e um ponto de destino d na região livre de
obstáculos s, d ∈ Wf . O problema de planejamento de ca-
minhos consiste em encontrar uma curva que começa em
s e termina em d e está totalmente contida em Wf . O pla-
nejamento de caminhos no R

3 é bem mais difı́cil de ser
implementado que o planejamento de caminhos no plano
(R2) [Berg et al. 2008]. Por exemplo, para desviar de um
obstáculo no R

2 é feita a escolha entre 2 alternativas, mas
no R

3 a escolha passa a ser entre infinitas alternativas.

2 Objetivo
Implementar um algoritmo polinomial para planejamento de
caminhos entre s e d no R

3 que obtenha resultado próximo
do ótimo.

3 Metodologia
Dentre algoritmos de planejamento de caminhos foram es-
colhidos inicialmente para implementação: grafo de visibili-
dade e grade 3D. Esses algoritmos possuem complexidade
de tempo diferentes e são passı́veis de ajustes em diversos
aspectos para melhorar desempenho. Cada obstáculo do
ambiente é um volume convexo. É definido um bounding-
box alinhado com os eixos cartesianos, que contém no seu
interior todos os obstáculos e espaço livre envolvendo os
obstáculos.

Ambiente Grafo Origem e destino Caminho mı́nimo

Figura 1: Geração de caminho por grafo de visibilidade

O grafo de visibilidade G é gerado criando, para cada
vértice dos obstáculos, P , um vértice em G, vP . Um par
de vértices de G, vP e vQ é adjacente se e somente se P e
Q são visı́veis entre si, ou seja, o segmento de reta PQ não
atravessa algum obstáculo [Berg et al. 2008]).

Ambiente Grade 3D Grafo vizinhança Origem e destino Caminho mı́nimo

Figura 2: Geração de caminho por grade 3D

A grade 3D é gerada pela subdivisão de todo o ambi-
ente em pequenos cubos no tamanho definido. Apenas
os cubos que estão inteiramente no espaço livre são re-
presentados como vértices em um grafo. São geradas
arestas em G entre os vértices geometricamente vizi-
nhos [Yang et al. 2016]. Cada vértice do grafo possui grau
máximo 26.

Grade Faces (6) Faces, vértices e arestas (26)

Figura 3: Tipos de vizinhança em grade 3D

No grafo gerado por um dos métodos anteriores, será apli-
cado um dos algoritmos de busca de caminho mı́nimo. O
planejamento de caminhos proposto consistirá em incluir 2
novos vértices ao grafo vs e vd, respectivamente origem e
destino, conectá-los ao grafo e encontrar o caminho mı́nimo
entre vs e vd.

4 Resultados e Análises
Os algoritmos citados foram implementados. Nas próximas
etapas serão realizados testes e análises de desempenho
em variados cenários. A partir dos resultados obtidos no-
vas hipóteses serão levantadas. Algumas já até podem ser
vislumbradas:
•Aplicar o algoritmo de visibilidade na grade gerada, cri-

ando saltos no grafo.
•Acelerar a geração do grafo de visibilidade pela avaliação

dos vetores normais das faces dos obstáculos criando
uma lista reduzida de candidatos a visibilidade.

•Redução do grafo gerado pela grade através de
aglutinação de cubos vizinhos.

•No grafo de visibilidade, incluir vértices sobre arestas e/ou
faces dos obstáculos para obter caminhos menores e/ou
mais suaves.
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