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Resumo

A fim de construir um analogo relativamente simples dos escoamentos convectivos
que ocorrem na natureza, este estudo propoe a descricao matematica do problema de
Rayleigh-Bénard, o qual consiste em um fluido contido entre duas placas planas paralelas,
onde a placa inferior possui maior temperatura que a placa superior. Para isso, ¢é feito
um tratamento analitico das equagoes fundamentais da Mecanica dos Fluidos e, seguindo
a metodologia de Saltzman (1962), propde-se uma solu¢ao em séries de Fourier. Os co-
eficientes destas séries sao essencialmente as variaveis dependentes do sistema de Lorenz
(1963), e contém a variabilidade temporal do problema. Seguindo Chandrasekhar (1961),
é realizada uma analise de estabilidade linear sobre as equacoes, e seus resultados permi-
tem uma interpretacao adequada da solu¢do numeérica do sistema de Lorenz. Diferente
da maior parte da bibliografia sobre o tema, este estudo inclui um escalar passivo no
escoamento, e avalia seu comportamento conjunto com a temperatura, a qual é tratada
como um escalar ativo. Constata-se que a introdugao de um segundo escalar no problema
produz um comportamento assimétrico nas solu¢des quando varia-se o nimero de Lewis,
razao entre as difusividades moleculares dos escalares. Uma explicacdo fisica para tal
comportamento é proposta. A representacido das solugoes em um espaco de fase revela
a existéncia de atratores estranhos, cuja forma depende do nimero de Lewis. Verifica-
se que os focos destes atratores nao correspondem aos seus centros de massa. Além
disso, os resultados sugerem que escalares com diferentes difusividades moleculares nao
se correlacionam perfeitamente, indicando que possivelmente suas difusividades turbulen-
tas dependem de propriedades relacionadas a uma pequena escala espacial. As solugoes
das equacoes de Lorenz concordam com varias evidéncias experimentais descritas na li-
teratura, embora estas equacoes tenham origem em séries de Fourier truncadas. Ainda
assim, suas solugoes devem ser mais distantes da realidade a medida em que se aumenta a
instabilidade do problema de Rayleigh-Bénard, razao pela qual métodos mais sofisticados
devem ser empregados para confirmar os resultados deste estudo. Futuramente, deve-se
recuperar as variaveis que descrevem o problema em diversos pontos do escoamento, para
que sejam calculados fluxos turbulentos de calor e massa de soluto.

Palavras-chave: conveccdo de Rayleigh-Bénard, equagoes de Lorenz, similaridade
entre escalares.



Abstract

In order to create a relatively simple analogue of convective flows occurring in natural
environments, this study aims to describe mathematically the Rayleigh-Bénard problem,
which is composed of a fluid contained between two parallel plates, with the highest tem-
perature at the bottom. The fundamental Fluid Mechanics equations are analytically
treated, and a Fourier series expansion is proposed, following Saltzman (1962). Its time
dependent coefficients are essentially the variables of the Lorenz (1963) equations. A
linear stability analysis is performed according to Chandrasekhar (1961), and its results
allow us to interpret correctly the numerical solution. Differently from most of the liter-
ature on the subject, in addition to the temperature, which is considered to be an active
scalar, we have included a passive scalar in the flow, and their joint behaviour is then
analysed. It appears that introducing a second scalar produces asymmetric responses
when the Lewis number, the ratio of the scalar diffusivities, is varied, and a physical
explanation is proposed for that. Representing the solutions in phase space reveals the
existence of strange attractors whose shape is Lewis-number-dependent. It is shown that
the attractors’ foci do not match its centers of mass. Furthermore, the results suggest
that scalars possessing different molecular diffusivities are not perfectly correlated, which
indicates that turbulent diffusivities might depend on small-spatial-scale properties. The
solutions of the Lorenz equations are in agreement with several empirical evidences de-
scribed in the literature, although these equations originate from truncated Fourier series.
Nevertheless, their solutions are probably more distant from reality as the instability of
the problem increases, which is the reason why more sophisticated methods should be
employed to confirm the results of this study. In the future, the variables describing the
problem should be recovered in several positions of the flow, so that turbulent heat and
solute mass fluxes can be computed.

Keywords: Rayleigh-Bénard convection, Lorenz equations, similarity between scalars.



Résumé

Dans le but de créer un analogue relativement simple des écoulements existants dans
des milieux naturels, cette étude propose la description mathématique du probleme de
Rayleigh-Bénard, celui-ci étant composé d’un fluide enfermé entre deux plaques paralleles
et chauffé par le dessous. Les équations fondamentales de la Mécanique des Fluides sont
traitées analytiquement, et suivant la procédure de Saltzman (1962), on propose une
expansion en séries de Fourier. Ses coefficients sont les variables dépendantes du systéme
de Lorenz (1963) et contiennent la variabilité temporelle du probléme. Une analyse de
stabilité linéaire des équations, dont les résultats permettent une interprétation correcte
de leur solution numérique, est effectuée d’apres la procédure de Chandrasekhar (1961).
Contrairement a la plupart des études présentes dans la littérature sur le sujet, celle-ci
inclut un scalaire passif dans I’écoulement et y évalue son comportement conjoint avec
la température qui est considérée comme un scalaire actif. Il semble que 'introduction
d’un second scalaire produit des réponses asymétriques lorsque 'on varie le nombre de
Lewis correspondant au rapport entre les diffusivités moléculaires des scalaires, phénomene
pour lequel une explication physique est proposée. La représentation des solutions dans
un espace des phases révele I'existence d’attracteurs étranges dont la forme dépend du
nombre de Lewis. On montre que ses foyers ne sont pas ses centres de masse. De plus, les
résultats suggerent que les scalaires ayant des diffusivités moléculaires différentes ne sont
pas parfaitement corrélés, ce qui indique que ses diffusivités turbulentes peuvent dépendre
de propriétés liées a une petite échelle spatiale. Les solutions des équations de Lorenz sont
en accord avec plusieurs résultats expérimentaux décrits dans la littérature, bien que ces
équations aient comme origine des séries de Fourier tronquées. Néanmoins, leurs solutions
doivent s’éloigner de la réalité dans la mesure ou I'instabilité du probleme augmente, raison
pour laquelle des méthodes plus sophistiquées doivent étre employées pour confirmer les
résultats de cette étude. Dans l'avenir, les variables décrivant le probleme doivent étre
récupérées pour plusieurs positions de I’écoulement, afin de pouvoir calculer des flux
turbulents de chaleur et masse de soluté.

Mots-clé : convection de Rayleigh-Bénard, équations de Lorenz, similitude entre sca-
laires.
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Mainusculas

A, B, C, D, E Coeficientes das séries de Fourier de U*, ©™ e Q™. Varidveis depen-

SRR

 V, W
Y, Z

Y Y

Minusculas

a,b

> Q@

dentes das equagoes de Lorenz.

Funcao qualquer utilizada no capitulo 5 ao expandir-se as variaveis que
descrevem o problema de Rayleigh-Bénard em séries de Fourier.
Coeficientes da série de Fourier de S™.

Distancia entre as placas no problema de Rayleigh-Bénard.

Fluxo difusivo de soluto, definido na equagao (3.1).

Difusividade turbulenta, definida na equagao (3.18).

Comprimento de onda fundamental na direcdo z, dado pela equacao
(5.6). E o caso particular de L, ., dado pela equacao (6.25) quando
m = 1.

Comprimento de onda vertical, dado pela equacao (5.7).

Numero de Lewis do escalar i em relacdo ao escalar j, definido na
equagao (4.32).
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controle da figura 3.1.

Propriedade extensiva associada a 1. Simbolo utilizado no teorema do
transporte de Reynolds, dado pela equagao (3.4).

Pressao.

Nuimero de Prandtl, definido na equagao (4.26).

Concentragao massica de soluto, o escalar passivo do problema.
Numero de Rayleigh, definido na equagao (4.28). Seu significado fisico
é explicado na tabela 6.1.

Valor critico de Ra, dado pela equagao (6.21), que instabiliza a solu¢ao
hidrostatica do problema de Rayleigh-Bénard. E o caso particular de
Ra., dado pela equagao (6.19) quando n = 1.

Segundo escalar passivo introduzido no escoamento na sec¢ao 8.5.
Componentes da velocidade nas dire¢oes z, y, z, respectivamente.
Versoes reescalonadas dos coeficiente A, B, C' utilizadas originalmente
por Lorenz (1963) e definidas nas equagoes (5.30)-(5.32).

Funcoes da geometria das células convectivas presentes no problema de
Rayleigh-Bénard.

Fungao qualquer de z* apresentada na equagao (6.12). Também utili-
zada como funcao densidade de probabilidade na se¢ao 8.2.

Modulo da aceleragao da gravidade.

Discretizacao utilizada na solugao numérica das equacoes de Lorenz.
Unidade imaginaria.
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g, M, n
r

Te

(%

T, Y, <z

Numeros inteiros.

Medida da instabilidade do problema de Rayleigh-Bénard dada pela
equagdo (5.28). Caso particular de 7, definido na equagao (6.20) para
n = 1. Seu significado fisico é explicado na tabela 6.1.

Valor critico de r dado pela equagao (6.26) que torna cadtica a solugao
numérica das equacoes de Lorenz.

Tempo.

Volume especifico.

Coordenadas espaciais definidas na figura 1.1.

Letras gregas

Maiusculas

r

Razdo de aspecto das células convectivas. E o caso particular de T, definido
na equagao (6.24) quando m = 3.

S} Temperatura, o escalar ativo do problema.

© Densidade do fluido, cuja dependéncia em relagao a temperatura é dada
pela equacao (4.8). Exemplos de seus valores sdo dados na tabela 4.1.

P Taxa de variacado da temperatura devido a dissipacao viscosa de energia
mecanica.

v Fungdo corrente. Sua forma adimensional é definida nas equagoes (4.34) e
(4.35).

Mintsculas

o Coeficiente de expansao térmica, definido na equacao (4.6). Exemplos de
seus valores sao dados na tabela 4.1.

6] Angulo formado pela reta que passa pelos focos dos atratores e o eixo hori-
zontal do espago de fase. Sua tangente é dada pela equacao (8.25).

0% Razao entre as difusividades turbulentas dos escalares, dada pela equacao
(3.23).

) Quantidade muito pequena utilizada no capitulo 6 ao realizar-se uma anélise
de estabilidade linear.

dij Delta de Kronecker, utilizado na equagao (3.19).

¢ Varidvel utilizada para a integracdo da equagdo da hidrostatica (equagao
(4.12)).

n Propriedade intensiva associada a NN. Simbolo utilizado no teorema do
transporte de Reynolds, dado pela equagao (3.4).

A Distancia entre os centros de ascencao das células de Bénard, indicada na
figura 2.1.

Vg Difusividade molecular do escalar passsivo.

Vy Viscosidade cinematica do fluido. Exemplos de seus valores sdo dados na

tabela 4.1.
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Vg

Difusividade térmica do fluido. Exemplos de seus valores sao dados na
tabela 4.1.

Funcao qualquer do tempo utilizada para a definicao da escala integral de
uma variavel na se¢ao 8.2.

Medida da instabilidade do problema de Rayleigh-Bénard, definida na equa-
¢ao (6.12) e descrita na tabela 6.1.

Defasagem entre as séries temporais utilizadas para o calculo da funcao de
autocorrelagao.

Campo escalar qualquer.

Caracteres especiais

@ W

260

Coeficientes complexos das séries de Fourier que aparecem no capitulo 5.
Coeficientes da série de Fourier dada pela equagao (6.18).

Coeficientes da solu¢ao de um problema de autovalor e autovetor dada pela
equagao (6.17).

Operador derivada em relagao a z*, definido na equacao (6.14).

Escala de comprimento caracteristica do problema de Rayleigh-Bénard.
Dimensao de comprimento.

Numero de amostras independentes contidas em uma série temporal, dado
pela equagao (8.12).

Coeficiente de correlagao de Pearson entre ¢ e j. Quando utilizado com
indices repetidos, denota a funcao de autocorrelacao definida na equagao
(8.10).

Escala temporal caracteristica do problema de Rayleigh-Bénard.

Escala integral de &, definida na equagao (8.11).

Dimensao de tempo.

Escala de velocidade caracteristica do problema de Rayleigh-Bénard.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Transporte de escalares em escoamentos

A modelagem do transporte de substancias na atmosfera possui uma grande variedade
de aplicagoes. Pode ser interessante saber como uma certa quantidade de gas emitida pelo
escapamento de um veiculo ou pela chaminé de uma industria vai se dispersar pois, caso
a pluma de poluentes fique retida préximo a superficie, é possivel que haja riscos para
a saude ambiental. Além de substancias quimicas, outras grandezas sao transportadas
através da atmosfera, tais como energia e quantidade de movimento. Um incéndio em uma
floresta libera uma enorme quantidade de calor, gases e particulas, o que pode ser sentido
a distancia devido ao transporte dessas grandezas na atmosfera. Para que seja possivel
fazer previsoes e estimar impactos, é fundamental compreender a forma com que esses
processos de transporte ocorrem, ou seja, € preciso identificar quais sao os mecanismos
fisicos que estao por tras desses fendomenos e quantifica-los.

Basicamente, ha duas maneiras de uma propriedade de um escoamento ser transpor-
tada pelo mesmo. A primeira delas é o transporte advectivo, relacionado ao movimento
médio das moléculas que compdem o meio e perceptivel macroscopicamente. E possivel
medi-lo, por exemplo, através da velocidade do vento. Particulas de sal marinho sao trans-
portadas através da atmosfera desde os oceanos até os continentes por meio do transporte
advectivo. Um dos fatores que originam o deslocamento de massas de ar sao os gradientes
de pressao, que por sua vez estao relacionados a diferencas de temperatura. A radiagao
solar aquece constantemente a superficie da Terra, de forma que o ar proximo a superficie
também é aquecido e se expande. Ao aumentar seu volume, a massa especifica de uma
porcao de ar aquecida passa a ser inferior aquela do ar na sua vizinhanga e surge entao
uma forca de empuxo, que faz com que essa massa de ar ascenda. Devido a conservagao da
massa, o espaco que estava sendo ocupado por essa massa de ar ascendente é preenchido
por ar proveniente de niveis mais elevados, mais frio e mais denso. Essa massa também
sera aquecida e também vai subir, de tal maneira que se formam correntes de convec-
¢io. Conforme destacado por Saltzman (1962) e Danforth (2001), a convecgao origina a
maior parte dos movimentos atmosféricos em todas as escalas do planeta e, portanto, seu
entendimento é fundamental para a modelagem do transporte de substancias (tais como
poluentes e vapor d’dgua), calor e quantidade de movimento em um meio fluido.

A segunda forma pela qual escalares sao transportados em um fluido é a difusdao mo-
lecular, relacionada a agitagdo das moléculas. Tal agitacao consiste em um fenémeno de
carater aleatorio nao observavel macroscopicamente. A difus@o molecular origina fluxos
no sentido oposto ao gradiente do escalar em questdao. Por exemplo, em modelos de dis-
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persao, o ar imediatamente acima da superficie de um lago é considerado saturado. Logo,
a concentracao de vapor d’agua préximo a superficie é mais elevada do que em maiores
niveis, onde o ar esta mais seco. Este gradiente faz com que vapor d’agua suba, ou seja, faz
surgir um fluxo de massa de vapor d’agua. Assim, em face da existéncia de um gradiente
de concentracao de alguma substancia, havera um fluxo difusivo de massa que tende a
homogeneizar a concentragao de tal substancia no meio. De forma geral, a cada uma das
grandezas que podem ser transportadas através de fluxos difusivos é possivel relacionar
uma outra varidavel que varia ponto a ponto no escoamento, cujos gradientes originam
um fluxo difusivo da mesma. Assim, gradientes de concentracao originam fluxos difusivos
de massa de soluto, gradientes de temperatura originam fluxos de calor por conducao e
gradientes de velocidade originam fluxos moleculares de quantidade de movimento, ou
seja, tensoes viscosas. Matematicamente, tais fluxos sdo descritos respectivamente pelas
leis de Fick e de Fourier, e pela lei de Newton para fluidos newtonianos. As constantes de
proporcionalidade que surgem em cada uma das leis chamam-se respectivamente difusivi-
dade molecular (ou coeficiente de difusdo molecular), condutividade térmica, e viscosidade
dindmica (ou absoluta). E importante destacar que a difusividade molecular, da mesma
forma que a condutividade térmica e a viscosidade, é uma propriedade do material (do
soluto e do solvente) que nao depende do escoamento, sendo func¢ao apenas da tempera-
tura, da pressao e da densidade do fluido. Mais informacoes sobre os fendmenos descritos
nesta se¢ao podem ser encontradas em livros de Fenomenos de Transporte, tais como Bird
et al. (1960) e Slattery (1972).

1.2 Conveccao de Rayleigh-Bénard

Com o objetivo de construir um analogo relativamente simples dos fluxos que ocorrem
na atmosfera, é possivel empregar um escoamento convectivo simples, dado que a maior
parte dos movimentos atmosféricos tem como origem correntes de conveccao. Por esta
razao, o objeto de estudo deste texto sera o problema de Rayleigh-Bénard, problema abor-
davel analiticamente e que, de certa forma, representa bem os escoamentos naturais. Este
sistema, mostrado esquematicamente na figura 1.1, é formado por um fluido (seja ele um
liquido ou um gés) contido entre duas placas planas paralelas espagadas por uma distancia
H e mantidas a uma diferenca de temperatura A® constante por uma forcante externa,
sendo que a temperatura é uniforme em cada placa e mais elevada na placa inferior. O
sistema é infinito em z (o que na pratica significa que as dimensoes horizontais sdo muito
maiores que as verticais, de modo que qualquer efeito de borda poderé ser desprezado)
e considera-se que nao ha nenhuma variacao em y — trata-se portanto de um problema
bidimensional, o que nao difere muito da realidade ja que, de acordo com observacoes
empiricas das células convectivas realizadas por Bénard (1900), os campos de velocidade
neste problema sao essencialmente bidimensionais. A principio, as placas podem ser fixas
ou méveis. Entretanto, como foi discutido por Saltzman (1962), as condigoes de contorno
revelam um problema mais simples para o caso em que as placas sao moveis, como sera
mostrado na secao 5.2. As correntes que se formam neste problema sao conhecidas pelo
nome de células de Bénard em homenagem ao fisico francés Henri Bénard que conduziu
cuidadosos experimentos ao estudar esse sistema (Bénard, 1900).

O gradiente de temperatura existente no problema origina um fluxo de calor por con-
dugdo no sentido positivo de z. Este mecanismo de transferéncia de calor ocorre em
escala molecular e ndo implica em nenhum transporte advectivo de fluido. O que ocorre
é simplesmente que parte da energia cinética de cada molécula que compoe o meio é pro-
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Figura 1.1 — O problema de Rayleigh-Bénard consiste em um fluido contido entre duas
placas planas paralelas, sendo que a placa inferior possui temperatura mais elevada.

gressivamente transmitida para as moléculas vizinhas através de choques extremamente
numerosos entre elas, ja que estas descrevem trajetorias aleatérias que em média nao
resultam em nenhum deslocamento. Se o gradiente de temperatura for suficientemente
pequeno, o fluido permanecerd em equilibrio hidrostético (ou seja, ndo haverd movimento
macroscopico do fluido) e o perfil de temperatura entre as placas sera linear (Danforth,
2001). Neste caso, os fluxos de calor se dao apenas por condugdo. Este mecanismo de
transferéncia de energia, presente no problema sempre que héd um gradiente de tempera-
tura nao nulo, nao é, todavia, o mais eficiente.

A figura 1.2 apresenta uma por¢ao de fluido arbitraria (em tamanho exagerado) contida
entre as placas. Caso nao haja movimento, as tnicas forgas atuando sobre a por¢ao na
diregdo vertical sdo o seu peso e o empuxo. A forca peso estd sempre presente, possui
sempre o mesmo modulo (para a mesma porgao de fluido) e aponta sempre para baixo. A
forca de empuxo ¢é o resultado de uma pressao maior no nivel inferior a parcela de fluido
do que a pressao no nivel superior a mesma, o que gera uma forca resultante para cima
cujo modulo, no caso em que nao ha movimento, é idéntico ao da forca peso. Portanto,
nesta situacao, o fluido estd em equilibrio hidrostéatico e assim permanecera. Tal condigao
de equilibrio sera rompida somente se o médulo do gradiente de temperatura, negativo,
for suficientemente elevado (a ponto de tornar o sistema instavel) e se, além disso, houver
alguma perturbacao.

A fim de verificar a estabilidade do problema, uma pequena perturbacao é imposta
sobre o sistema e verifica-se como esta evolui. Caso ela se amplifique ao longo do tempo, o
sistema ¢ dito instavel, se ela decair ao longo do tempo e o sistema voltar a sua condicao
inicial, o mesmo é dito estavel, e caso a perturbacao nao se amplifique e nem decaia,
o sistema ¢é dito neutro. A figura 1.3 traz um esquema que resume os trés casos de
estabilidade para o caso de uma esfera em repouso sobre uma superficie. No caso (a), se
a esfera for ligeiramente deslocada de sua posicao original, oscilard em torno da mesma
enquanto o atrito com o ar dissipa sua energia. A esfera retornard a sua posicao de
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Peso Resisténcia viscosa

Figura 1.2 — Possivel balanco de forcas sobre uma porg¢ao de fluido ligeiramente deslocada
de sua posicao de equilibrio. A forca peso aponta sempre para baixo, a resisténcia viscosa
se opoe ao movimento e o sentido da for¢ca de empuxo depende da estabilidade do sistema.

WA

a) Situacao estavel b) Situagao instével c¢) Situacdo neutra

Figura 1.3 — Trés possiveis situagoes de equilibrio. Se a esfera for ligeiramente deslocada de
sua posigao original, retornard a ela (a), se deslocard indefinidamente (b) ou permanecera
em sua nova posigao (c).
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equilibrio, portanto, o sistema é estéavel. O caso (b) é um exemplo de sistema instével, ja
que basta um pequeno deslocamento da esfera para que esta seja acelerada e nao retorne
mais & sua posigao original. No caso (c), alterar a posigao da esfera nao é suficiente para
fazeé-la entrar em movimento, logo, o sistema é neutro.

Nota-se que, para que a esfera entre em movimento, nao basta que o sistema seja ins-
tavel; é necessario que haja uma perturbagao inicial sobre o mesmo. No caso do problema
de Rayleigh-Bénard, esta perturbacao pode ser imposta sobre qualquer uma das variaveis
envolvidas no problema. Por exemplo, pode-se alterar ligeiramente o perfil de tempera-
tura. A perturbacao de um campo escalar ou vetorial causarda uma perturbacao em cada
uma das outras variaveis, inclusive na componente vertical da velocidade da porcao de
fluido, associada ao desenvolvimento de células convectivas. Dado isso, ¢ indiferente para
a presente analise qual foi a perturbacao originalmente imposta, e, por simplicidade, serd
tomado como exemplo um pequeno deslocamento vertical da porg¢ao de fluido.

Na condi¢ao de equilibrio hidrostatico, a cada posicao vertical z estda associado um
unico valor de temperatura e um tnico valor de densidade, ou seja, esta é uma condicao
de estratificacdo vertical. Se uma porcao de fluido contida entre as placas for ligeiramente
deslocada a partir de sua posicao de equilibrio, terd sua temperatura e sua densidade
alteradas, de tal forma que sua nova densidade pode ser diferente da densidade do fluido
em sua vizinhanga na nova posi¢ao. Caso o sistema seja neutro, as densidades da porgao e
do fluido em sua vizinhanga serao iguais e a parcela de fluido deslocada permanecera nesta
nova posicao. Caso contréario, a forca de empuxo agindo sobre a por¢ao serad alterada e,
como a forga peso permanece a mesma, surgird uma forca resultante diferente de zero na
vertical. O mddulo e o sentido da forca de empuxo dependem da estabilidade do sistema,
que por sua vez depende de pardmetros da configuragdo do problema (tais como H e
AO) e de propriedades do fluido. Rayleigh (1916) estudou a combinacao dessas varidveis
que torna o sistema instavel e que, portanto, permite o desenvolvimento de campos de
velocidade.

A forca resultante acelera a porcao de fluido e tendera a afasta-la de sua posicao
de equilibrio inicial em condigoes de instabilidade ou tenderd a fazé-la retornar a sua
posicao de equilibrio inicial em condigoes de estabilidade. Ao entrar em movimento, as
forgas relacionadas as tensoes cisalhantes (também representadas na figura 1.2), presentes
devido a viscosidade do fluido, se opdem ao movimento da porcao. No caso em que
o sistema é estdvel, a porcao de fluido oscilard em torno de sua posi¢do de equilibrio
inicial, mas o trabalho realizado pelas forcas de resisténcia viscosa dissipara sua energia
mecanica até que a parcela pare em sua posicao de equilibrio. Caso contrario, correntes
de convecgao se desenvolverao, o que é o interesse deste estudo. A convecgdo consiste em
um segundo mecanismo de transferéncia de calor no problema e ¢ muito mais eficiente do
que a condugao. No capitulo 6, sera feita uma abordagem matematica da estabilidade do
problema discutida nesta secao.

1.3 Turbuléncia

Escoamentos naturais sdo, de forma geral, turbulentos. A turbuléncia, cuja defini-
¢ado pode ser facilmente encontrada na ampla bibliografia especializada, dentro da qual
recomenda-se Pope (2000), é caracterizada pela presencga de vértices de diversos tama-
nhos que estao associados a flutuagoes de alta frequéncia das variaveis que descrevem o
escoamento. Tais flutuagoes s6 podem ser captadas por instrumentos de medigao que pos-
suam elevadas resolucoes espacial e temporal, ja que aparelhos comuns fornecem médias
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calculadas em um periodo temporal maior e em regides do espaco maiores, suavizando o
comportamento das variaveis.

Grande parte das equagoes que descrevem fendmenos de transporte ndo possui solu-
¢ao analitica e deve ser resolvida numericamente, mas a solugdo numérica de escoamentos
turbulentos utilizando diretamente as equacoes de Navier-Stokes nao é possivel devido
A necessidade de uma discretizacio extremamente fina. E comum que a dispersio de
substancias em escoamentos naturais ocorra muito mais rapidamente pelo efeito da ad-
veccao do que pela difusdo molecular. Isso ocorre na atmosfera, em rios, em estudrios,
etc. Matematicamente, isso pode ser percebido por valores muito pequenos de difusivida-
des moleculares. Para que os algoritmos de solucao sejam estaveis, é necessario escolher
uma malha de discretizacao que torne os efeitos de difusao e de advecgao igualmente im-
portantes. Para satisfazer tal condicdo, deve-se adotar intervalos de tempo e de espaco
extremamente pequenos, caso contrario a difusao molecular nao é levada em conta e é,
de certa forma, mascarada pela adveccao. Contudo, a malha que deve ser utilizada é
tao fina que o nimero de iteragoes que devem ser realizadas para obter-se uma previsao
¢ extremamente elevado, tornando o problema impossivel de ser resolvido por qualquer
computador que existe atualmente. Para resolver esta questdo, é feita uma abordagem
estatistica da turbuléncia.

De forma geral, ha duas abordagens que sao feitas em estudos de sistemas dindmicos.
Sao elas a abordagem deterministica e a abordagem estocéstica (ou probabilistica). Um
sistema é dito deterministico quando um conjunto de entradas gera um tinico conjunto
de saidas, que podem portanto, pelo menos a principio, ser previstas através de solugoes
analiticas ou numéricas. Um sistema é dito estocastico quando suas saidas sao aleato-
rias e imprevisiveis, de modo que um mesmo conjunto de entradas pode gerar diferentes
conjuntos de saidas. A mecéanica classica possui uma abordagem deterministica. Para
prever o resultado do langcamento de um dado, por exemplo, uma abordagem determinis-
tica partiria das equagoes do movimento. Conhecendo com exatidao os parametros do
problema (a distribuigdo de massa do dado, a rugosidade de sua superficie, etc.), suas
condicoes iniciais e as leis fisicas que o descrevem, seria possivel prever qual face ficaria
para cima. Entretanto, ha tantas variaveis envolvidas no fenomeno e as medidas devem
ser tao precisas para obter-se um resultado correto que na pratica sé é possivel tratar este
fendbmeno como estocastico, ou seja, admitir que o resultado do langamento de um dado é
uma variavel aleatoria. Assim, uma abordagem probabilistica associa uma probabilidade
a cada um dos valores que esta variavel pode assumir, que neste caso sao enumeraveis e
finitos.

A estatistica tem um papel importante na compreensao de fendmenos fisicos, notori-
amente quando o interesse ¢ o efeito médio de uma sucessao de eventos e nao os detalhes
de cada evento em si. Por exemplo, a pressao sentida por um recipiente contendo um
gas ideal resulta de sucessivos choques das moléculas que compoem o gés contra suas
paredes. A mecanica classica é, a principio, capaz de descrever o movimento de cada
molécula individualmente, ou seja, suas trajetorias sao deterministicas. Porém, o que é
relevante conhecer ¢é a forga média exercida pelas moléculas do gas nas superficies internas
do recipiente, o que ¢ obtido através da chamada mecénica estatistica. Este ramo da fisica
explica microscopicamente as causas de efeitos sentidos macroscopicamente.

Escoamentos turbulentos possuem um comportamento bastante irregular, mas, como
destacado por Lorenz (1963), as estatisticas da turbuléncia sdo usualmente mais organi-
zadas e é possivel encontrar resultados mais tteis focando a atengdo em medidas-resumo
(tais como a média e a varidncia) das grandezas estudadas ao invés de observar seus
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perfis temporais irregulares. Esta é a razao pela qual prefere-se utilizar uma abordagem
probabilistica para descrever a turbuléncia. Assim, para tornar possivel a solucao nu-
mérica das equacoes que descrevem os escoamentos turbulentos, em geral aumenta-se a
escala do problema tomando médias probabilisticas das equacoes, isto é, médias calcula-
das sobre um grande nimero de realizagdes do escoamento, o que possibilita o emprego
de malhas de solugdo espaciais e/ou temporais maiores. Tais modelos nao descrevem
os escoamentos detalhadamente e apenas fornecem o resultado médio dos fendmenos de
transporte. Entretanto, para que sejam obtidos resultados acurados, deve-se incluir os
efeitos da turbuléncia, ou seja, das flutuacoes as médias, ja que os vértices turbulentos
sao muito eficientes na homogeneizacao de propriedades em um escoamento. Para isso,
parametriza-se as flutuagoes em termos dos valores médios das variaveis, o que é conhecido
como problema de fechamento da turbuléncia. Um desses modelos propoe a definicao de
um coeficiente de difusdo turbulenta (também conhecido como difusividade turbulenta)
em analogia ao coeficiente de difusdo molecular da lei de Fick. Entretanto, ao contrario
da difusividade molecular, a difusividade turbulenta depende nao s6 do material, mas
também do escoamento. A definicio matematica deste coeficiente sera apresentada na
secao 3.2.

1.4 Justificativa e objetivos

Na auséncia de maiores informacoes, diversos modelos adotam a hipdtese simplifica-
dora de que as difusividades turbulentas de dois escalares sdao iguais. Exemplo disso é o
uso da razao de Bowen, razao entre o fluxo de calor sensivel e o fluxo de calor latente, para
estimar o balanco de energia na superficie terrestre. Para simplificar o problema, supoe-se
que a difusividade térmica turbulenta é igual a difusividade turbulenta do vapor d’agua,
ou seja, que ha apenas um valor de difusividade turbulenta associado ao escoamento. En-
tretanto, é possivel afirmar que calor e vapor d’agua sao transportados da mesma forma
pela turbuléncia? Um outro exemplo seria aplica¢oes envolvendo substancias quimicas,
casos em que pode ser interessante verificar se compostos muito diferentes sdo transporta-
dos da mesma maneira pelos vértices turbulentos. O diéxido de carbono (CO;), molécula
inorganica produzida por diversos processos naturais e atividades humanas, ¢ muito me-
nor do que diversas moléculas de compostos organicos volateis (COVs). Exemplo disso é o
isopreno, composto biogénico emitido pela vegetacao da Floresta Amazonica que reage na
atmosfera para dar origem a precursores de nucleos de condensacao, os quais influenciam
a formagao de nuvens, conforme descrito por Fuentes et al. (2016). Cada uma dessas subs-
tancias possui sua propria difusividade molecular na atmosfera e, por isso, é possivel que
elas nao sejam igualmente transportadas pela turbuléncia, o que impede a adocao de um
unico valor de difusividade turbulenta para descrever um escoamento que as transporte.
Isso sugere uma dependéncia da difusividade turbulenta em relagdo a difusividade mole-
cular. Dado isso, se, para um ponto de um escoamento, for avaliada a correlagao entre
dois escalares, espera-se que a mesma diminua conforme suas difusividades moleculares
tornem-se diferentes, sugerindo que suas difusividades turbulentas também sao diferentes.

O objetivo deste estudo é empregar o problema de Rayleigh-Bénard para avaliar a
correlacdo entre escalares de diferentes difusividades moleculares através de simulagoes
numéricas, a fim de obter um indicativo da dependéncia ou nao da difusividade turbu-
lenta em relagao a difusividade molecular. Logo, o presente texto descreve a utilizacao de
um problema tedrico, bidimensional e computacionalmente simples de ser resolvido para
encontrar uma indicagao da validade ou nao de uma hipotese utilizada em um problema
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natural, tridimensional e muito mais complexo. E importante destacar que uma corre-
lagao perfeita entre escalares nao obrigatoriamente implica em difusividades turbulentas
idénticas. Tal questao sera discutida com mais detalhes na segao 3.2.

Para isso, este estudo foi organizado em diversas etapas. No capitulo 2, sera feita uma
breve descricao dos principais autores que estudaram o problema de Rayleigh-Bénard e
que trouxeram avancos significativos para o seu entendimento. Na secao 3.1, serdo apre-
sentadas as equacgoes basicas que descrevem a fisica do problema. Sera incluida a deducao
da equagao de transporte de massa de um soluto, ja que, diferentemente do que foi feito
pela maior parte dos autores que estudaram o problema de Rayleigh-Bénard, sera conside-
rado que, além da temperatura, ha um outro escalar sendo transportado pelo escoamento,
que no caso sera a concentragao massica de um soluto, a qual pode ser interpretada como
a umidade, por exemplo. Utilizando essa equagao, a difusividade turbulenta sera definida
matematicamente na se¢ao 3.2. Em seguida, nos capitulos 4 e 5, sera detalhado o artigo
escrito por Saltzman (1962), dado que o entendimento deste texto é crucial para a rea-
lizacao de simulagbes numéricas adequadas ao avaliar-se a correlagao entre os escalares.
Trata-se de um artigo denso, em que cada equacao esconde um extenso desenvolvimento
matematico. No presente texto, as dedugoes serao feitas com certo nivel de detalhamento.
Em resumo, através de mudancas de varidveis, manipulacoes algébricas e aproximacoes
baseadas em principios fisicos, as equagoes de conservacao sao escritas na forma de trés
equagoes diferenciais parciais (EDPs). Escrevendo as varidveis dependentes na forma de
suas séries de Fourier truncadas, sera obtido um sistema de equacgoes diferenciais ordina-
rias (EDOs) envolvendo os coeficientes das séries. Partindo de tal sistema, serao obtidas
as equagoes utilizadas por Lorenz (1963) por meio de uma série de mudangas de varidveis.

Antes de resolver o sistema de EDOs numericamente, entretanto, é feita, no capitulo
6, uma analise de estabilidade linear sobre as equacoes que modelam o problema. Tal
procedimento tem como objetivo obter um parametro que sirva como uma medida da
instabilidade de cada solugdo, o que permite a identificacao de diferentes regimes de
escoamento. Tal andlise leva ao critério de estabilidade obtido por Rayleigh (1916). O
problema € resolvido numericamente através do método de Runge-Kutta multidimensional
de ordem 4 no capitulo 7, onde as solugoes sao interpretadas com o auxilio dos resultados
obtidos no capitulo 6. E descrito como os coeficientes das equacdes de Lorenz refletem a
fisica do problema, e as ideias de espacgo de fase e atratores sao introduzidas. Os perfis
temporais de temperatura e de concentracdo de soluto sdo finalmente apresentados no
capitulo 8, onde verifica-se como a correlacao entre os escalares é afetada pelas condi¢oes
iniciais do problema e pelo ntimero de Lewis.
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Capitulo 2

Revisao bibliografica

2.1 Observacoes empiricas de Bénard

No inicio do século XX, ja existiam observagoes empiricas de correntes que se forma-
vam ao colocar-se uma fonte de calor pontual imersa em um fluido. Entretanto, Bénard
(1900) foi o primeiro pesquisador a estudar experimentalmente o movimento de fluidos
em um tanque com uma base metalica aquecida de forma homogénea. Este material foi
escolhido devido a sua elevada condutividade térmica, o que evita o surgimento de pontos
ligeiramente mais quentes que o resto da placa e que formariam centros de ascengao pré-
estabelecidos no escoamento, quando esses deveriam se formar naturalmente. Além disso,
para poder observar os movimentos, foi necessario manter livre a superficie superior da
camada de fluido. O fluido estando em contato com a atmosfera, foi necessario empregar
liquidos nao volateis para evitar a variacao de sua espessura.

Foi observado que, para fluidos pouco viscosos e temperaturas muito elevadas em suas
bases, o escoamento variou continuamente, sem atingir um padrao estacionario. Por outro
lado, quando as bases estavam a temperaturas nao muito superiores a temperatura do ar
no topo da camada de fluido, apds um periodo transiente em que o escoamento variou cada
vez mais lentamente (o que foi enunciado por Bénard como a lei do estado inicial varidvel),
os movimentos tenderam rapidamente a um estado limite correspondente a situacao de
convecgao estacionaria, representada esquematicamente na figura 2.1. Nesta situagao, os
centros de ascencao se mantiveram em posicoes fixas distribuidas regularmente sobre a
superficie metalica, formando angulos de 60° entre eles e espacados de uma distancia A,
conforme descrito pela chamada lei do estado limite permanente.

Neste caso, em que o fluido é suficientemente viscoso e a temperatura da placa metélica
inferior é suficientemente baixa, o estado inicial variavel consiste em um curto periodo
transiente no qual sao presentes prismas de varias formas, que se alteram constantemente.
Quando o estado permanente é atingido, prismas de base hexagonal se estabelecem. O
liquido quente ascende pelo eixo central de cada um desses prismas, e se resfria na parte
superior ao deslocar-se rapidamente em direcao as bordas dos mesmos, indicadas na figura
2.1 como centros de subsidéncia. O fluido desce bruscamente para a base pelas laterais dos
prismas, chamadas por Bénard de “superficies de vortice nulo”; e em seguida se desloca
em dire¢do ao centro da estrutura enquanto é aquecido, o que ocorre lentamente devido a
condi¢ao de nao deslizamento na placa inferior. Bénard chamou tais estruturas de células,
motivo pelo qual estas sao atualmente conhecidas pelo nome de células de Bénard. A cada
trajetoria pode ser associado um periodo de circulagdo que permanece sempre o mesmo,
sendo esse maior para as trajetérias mais longas.
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Figura 2.1 — Representacao esquemdtica dos prismas observados por Bénard (1900). Em
cada prisma, retratou-se diferentes aspectos do escoamento.

Percebe-se na figura 2.1 que formam-se planos de escoamento, o que explica a razao
pela qual mencionou-se na se¢ao 1.2 que os campos de velocidades do problema sao essen-
cialmente bidimensionais. Em cada um destes planos ha dois pontos em que a velocidade
do fluido é permanentemente nula. Tais pontos sao simétricos em relacao ao eixo central
do prisma. Uma particula de fluido que estiver em algum destes pontos nele permanecerd,
desde que as condigoes do escoamento se mantenham as mesmas. A unido de todos os
pontos de velocidade nula pertencentes a todos os planos de escoamento contidos em uma
célula forma uma curva fechada, chamada por Bénard de “linha de vortice fundamental”.
O escoamento se d4 em torno desta curva, cuja forma é semelhante a um hexagono com
os vértices suavizados. Ela se situa mais préximo a superficie livre do que ao fundo, e
mais préoximo as laterais do prisma do que ao eixo central. Isso esta de acordo com o fato
de que as velocidades na superficie e nas laterais sao maiores do que as velocidades no
fundo e proximo ao eixo central, ja que as vazoes entre esta linha e o eixo central, a base,
a superficie, e as superficies laterais dos prismas devem ser as mesmas.

Para observar as células convectivas descritas acima, Bénard utilizou métodos mecani-
cos em que sao empregadas pequenas particulas solidas transportadas passivamente pelo
escoamento. Alguns destes métodos sdao apresentados aqui resumidamente. Particulas de
densidade inferior a do fluido foram utilizadas para descrever as linhas de corrente na su-
perficie livre, e formaram uma rede poligonal. Particulas de densidade aproximadamente
igual a do fluido foram incorporadas a circulagao e seguidas individualmente para, com
o auxilio de métodos Opticos, realizar-se medigoes dos periodos de circulagao. Particulas
de densidade superior a do fluido se acumularam nos centros de ascencao na base do
escoamento e foram uteis para medir a distancia A entre os mesmos.

Por outro lado, a maior parte das medidas de precisao foram realizadas através de
métodos Opticos. Dado que as velocidades do escoamento sao consideraveis, as superficies

30



isobaras nao sao planos horizontais. Na realidade, a propria superficie livre nao ¢é plana,
ja que os centros das células consistem em depressoes, o que faz com que, no fundo, o
escoamento seja convergente. Todavia, as diferencas da posicao da superficie livre medidas
por Bénard (1901) eram muito pequenas, o que tornou necessario o emprego de métodos
Opticos extremamente precisos. Em resumo, Bénard fez um feixe de luz, concentrado
por sistema de lentes convergentes e alinhado verticalmente por uma lente de colimacao,
incidir sobre o fluido. Parte desta luz é refletida na superficie livre, enquanto outra parte
é transmitida no interior do fluido e refletida por um espelho de aco colocado no fundo
do tanque, sendo este segundo raio muito mais intenso que o primeiro. Os raios refletidos
podem ser conduzidos para uma camara fotografica, onde sao registrados, ou para um
banco éptico, onde sdo finalmente analisados.

2.2 Descricoes matematicas

Ap6s os trabalhos de Bénard terem sido publicados, Rayleigh (1916) se interessou pelo
problema de um fluido sendo aquecido pela base, e decidiu verificar até que ponto seria
possivel explicar teoricamente os resultados experimentais obtidos por Bénard. Rayleigh
partiu do principio de que, quando um sistema instavel é perturbado e entra em movi-
mento, ele pode fazé-lo através de varios modos. As perturbagoes sdo proporcionais a
exponencial do produto entre uma constante positiva e o tempo e, se essas perturbacoes
forem suficientemente pequenas, o modo através do qual surge movimento ocorre para o
valor maximo de tal constante, o que corresponde a situacao de instabilidade maxima.
Para determinar qual seria tal situacao, Rayleigh considerou o problema como sendo bi-
dimensional e propds o emprego da aproximagao proposta por Boussinesq (1903). Esta
aproximacao consiste em desprezar variagoes de densidade exceto nos casos em que es-
tas modificam a agao da aceleracao da gravidade. Impondo pequenas perturbacoes nas
equagoes e desprezando termos quadraticos, Rayleigh obteve equagoes lineares.

Propondo uma forma para as variaveis dependentes envolvendo nimeros de onda,
Rayleigh mostrou que a situacao de transicao para a instabilidade ocorre quando uma
grandeza adimensional, diretamente proporcional ao gradiente de temperatura entre as
placas e inversamente proporcional a viscosidade do fluido, supera um valor limite. Tal
valor limite é funcao da geometria das células convectivas, e existe uma determinada ge-
ometria que faz com que o sistema se torne instdvel mais facilmente. A demonstragao
matematica de tais fatos serd feita no capitulo 6. A abordagem analitica utilizada por
Rayleigh concorda com as evidéncias experimentais obtidas por Bénard (1900) de que,
para condic¢oes de instabilidade suficientemente pequenas, o movimento que surge € es-
tacionario. As cuidadosas observacoes empiricas do sistema, realizadas por Bénard, em
conjunto com sua descricdo teorica, originalmente feita por Rayleigh, sdo a razao pela
qual o problema ¢ atualmente conhecido como problema de Rayleigh-Bénard, dado o pi-
oneirismo destes autores. Posteriormente, Pearson (1958) mostrou que, na realidade, as
células observadas por Bénard eram muito afetadas por efeitos de tensao superficial, ja
que foram usadas camadas de fluido muito finas. Para camadas mais espessas, entretanto,
a analise da instabilidade do problema devido a presenca de um gradiente de temperatura,
feita por Rayleigh (1916), é considerada correta.

Rayleigh discutiu a estabilidade do problema, mas nao resolveu as equagoes que o
descrevem para encontrar, por exemplo, os campos de velocidade observados por Bénard.
Na realidade, este problema nao pode ser resolvido somente por meio de métodos anali-
ticos, e nao exisitam computadores na época. No presente estudo, ele sera parcialmente
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resolvido com o auxilio de um método numérico implementado ap6s um tratamento anali-
tico das equagoes, através da metodologia sugerida por Saltzman (1962). Com o objetivo
de melhor compreender os processos nao lineares que ocorrem em escoamentos atmosfé-
ricos, Saltzman propds estudar o problema de Rayleigh-Bénard expandindo as variaveis
envolvidas em séries de Fourier e, diferentemente do que ja havia sido feito anteriormente
por outros autores, estendeu a aplicagdo do método para escoamentos nao permanentes,
fazendo os coeficientes das séries dependerem do tempo, como sera apresentado no capi-
tulo 5 do presente estudo. Saltzman partiu das equacoes de conservacao da quantidade
de movimento e energia e, aplicando a aproximagao de Boussinesq e definindo variaveis
adimensionais, reescreveu-as em termos de uma funcao corrente, obtendo um sistema de
duas EDPs. Este procedimento serd apresentado em detalhes no capitulo 4. Além disso,
Saltzman deduziu expressoes para os fluxos de energia apropriadas para o problema.

Como exemplo do método, Saltzman substituiu séries de Fourier truncadas no sistema
de EDPs que descrevem o problema de Rayleigh-Bénard, o que o levou a um sistema de
sete EDOs envolvendo sete dos coeficientes de tais séries, cujos perfis temporais foram
obtidos numericamente. Para que se formassem correntes de conveccao, foi imposta uma
perturbacao inicial sobre a fungao corrente, o que significa que os coeficientes referentes
a funcao corrente possuiam inicialmente valores nao nulos. Isso é necessario pois, como
discutido na secao 1.2, para que haja movimento, o sistema deve ser instavel e, além disso,
deve haver uma perturbagao sobre o mesmo. Isso significa que a solucao do sistema de
EDOs a partir de coeficientes inicialmente nulos é sempre uma solucao permanentemente
nula, correspondente ao caso hidrostatico, mesmo se o sistema for instavel. Este fato serd
utilizado no capitulo 7.

Analisando a solugao do sistema de EDOs, Saltzman verificou que, para condigbes
moderadamente instaveis, as células de convecgao tendem a formas estacionarias. Tal
situacao se manifesta através dos coeficientes das séries quando, apés um periodo tran-
siente, estes atingem valores constantes diferentes de zero. A obtencao de um regime
estacionario estd de acordo com as observagoes feitas por Bénard (1900) e os resultados
tedricos obtidos por Rayleigh (1916), o que levou Saltzman a concluir que, para os casos
simulados, as componentes das séries de Fourier que foram mantidas apds o truncamento
contiveram boa parte do contetido fisico real do sistema. Entretanto, a solucao do sis-
tema de EDOs envolvendo os coeficientes se torna mais distante da realidade a medida
em que aumenta a instabilidade do problema, devido ao truncamento das séries. Saltz-
man sugere que, em simulagoes em que arbitra-se uma instabilidade muito elevada para o
problema, mais coeficientes devem ser incluidos no sistema de EDOs. Assim, as solugoes
deste sistema seriam mais similares ao escoamento que realmente ocorre no problema de
Rayleigh-Bénard.

Um sistema de EDOs, obtido a partir do método proposto por Saltzman (1962), foi
utilizado por Lorenz (1963) como exemplo de um estudo mais abrangente sobre solu-
¢Oes nao periddicas de sistemas hidrodinamicos. Tais sistemas respondem de maneira
variavel a forcantes constantes devido as suas nao linearidades. Motivado pelo problema
da possibilidade ou nao de se prever o tempo a longo prazo, Lorenz estava em busca
de um conjunto de equagoes relativamente simples que possuissem solugoes nao periodi-
cas, mas as equacoes que descrevem a dindmica atmosférica eram muito complexas para
seus propoésitos. Lorenz soube que Saltzman estava trabalhando com um sistema de sete
EDOs envolvendo coeficientes de séries de Fourier, em cuja solugdo quatro deles sempre
acabavam atingindo um estado estacionario. Por outro lado, para simulagoes de siste-
mas muito instaveis, trés coeficientes permaneciam oscilando indefinidamente. Baseado

32



nas equagoes usadas por Saltzman, Lorenz obteve um sistema de trés EDOs envolvendo
apenas tais coeficientes que apresentavam comportamento nao peridédico, como também
sera feito no capitulo 5 do presente texto. Estas equacgoes serao referidas como equacoes
de Lorenz. E importante destacar que Lorenz nao estava em busca de um conjunto de
equagoes que descrevessem o problema de Rayleigh-Bénard; seu interesse era apenas na
caracteristica nao peridédica de suas solugoes. Tal caracteristica é presente nas equacoes
de Lorenz, pois as nao linearidades das leis de conservagao que descrevem o problema
de Rayleigh-Bénard sao retidas pela metodologia proposta por Saltzman, aparecendo no
sistema de EDOs como produtos entre coeficientes das séries de Fourier.

Até entao, os autores que haviam estudado o problema de Rayleigh-Bénard haviam
dado atencao sobretudo as suas solugoes estacionarias, as quais ocorrem quando sua ins-
tabilidade nao é muito elevada, o que permite que células convectivas bem organizadas
e permanentes se desenvolvam. Lorenz se interessou pelas solugoes nao periddicas de
suas equacgoes, estas ultimas tendo sido obtidas a partir de uma extrema simplificagao
do problema de Rayleigh-Bénard. Fisicamente, tais solu¢oes correspondem a um escoa-
mento cadtico em que as células de convecgao nao atingem um estado estacionario, o que
ocorre em condigoes de instabilidade elevada. Neste sentido, as solu¢ées nao peridédicas
das equagdes de Lorenz sao semelhantes a um escoamento turbulento, fato que justifica o
uso das equagoes de Lorenz para avaliar a correlagdo entre escalares, como serd feito no
capitulo 8 do presente texto.

Lorenz representou a solucao de suas equagoes em um espaco de fase, o qual possui
como coordenadas as préprias variaveis dependentes, e em que cada ponto representa um
possivel estado instantaneo do sistema. Assim, uma solucao que evolui ao longo do tempo
aparece no espaco de fase como uma trajetoria, como sera discutido em mais detalhes
no capitulo 7. Os resultados mostraram que, neste regime cadtico, a solucao do sistema
oscila em torno do que seriam suas solugoes estacionarias para as condi¢oes estudadas.

Talvez a maior contribui¢ao que Lorenz trouxe com este estudo foi a ideia da extrema
sensibilidade de alguns sistemas as suas condigoes iniciais. Este é o caso das equacoes
de Lorenz, sistema em que condigoes iniciais com uma diferenca muito pequena, a qual
poderia ser introduzida em uma simulagdo computacional por um erro numérico de trun-
camento, produzem solugoes completamente distintas. Isso explica a impossibilidade de
se prever o tempo a longo termo na auséncia do conhecimento exato das condic¢oes iniciais.
Esta ideia, conhecida como efeito borboleta, também sera melhor apresentada no capitulo
7.

Concordando com Saltzman (1962), Lorenz destacou que a solugdo das suas equagoes
nao corresponde a solucao das leis de conservagao em condigoes de instabilidade elevada,
devido ao truncamento das séries. Logo, as equagoes de Lorenz ndao devem ser emprega-
das com o intuito de se prever os perfis temporais dos escalares com exatidao; para isso,
deve ser utilizado um sistema de EDOs contendo um maior nimero de coeficientes. Por
outro lado, as solugoes das equacoes de Lorenz possuem alguma semelhanca com escoa-
mentos turbulentos, devido ao caos existente em ambos. Na verdade, isso ocorre pois as
equagoes de Lorenz tém origem nas equagoes da Mecanica dos Fluidos, de onde herdaram
suas nao linearidades. Por isso, as equagoes de Lorenz podem ser usadas para avaliar
alguns resultados sobre escoamentos turbulentos, tais como o comportamento conjunto
de escalares.

A validade de resultados sobre a correlagao entre escalares em escoamentos turbulentos,
obtidos usando-se as equagoes de Lorenz, é ainda mais reforcada quando considera-se
as evidéncias experimentais obtidas por Danforth (2001). No trabalho que inspirou o
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Figura 2.2 — Representagao esquematica de um termosifao, aparato experimental utilizado
por Danforth (2001).

presente estudo, Danforth mostrou que, mesmo em regime cadtico, as equacoes de Lorenz
possuem um conteido fisico maior do que autores anteriores provavelmente imaginavam.
Com o objetivo de discutir algumas dificuldades existentes na previsao do tempo, Danforth
decidiu verificar empiricamente o comportamento cadtico de escoamentos convectivos, e
o fez utilizando o modelo de termosifao representado na figura 2.2. Este equipamento
consistiu em um tubo de plastico cujas extremidades foram conectadas de forma a obter-
se uma geometria circular, preenchido por d4gua e aquecido na base por um sistema elétrico
a taxas constantes.

Foi medida a temperatura do escoamento no centro da secao transversal ao mesmo
em trés pontos, identificados na figura 2.2 pelas letras A, B e C. A temperatura no ponto
C seria analoga a temperatura da placa inferior do problema de Rayleigh-Bénard. A
diferenga entre as temperaturas nos pontos A e B foi utilizada para verificar o sentido
do escoamento. Uma porcao de fluido que acabou de passar pela metade inferior do
escoamento possui temperatura maior do que uma porcao de fluido que acabou de passar
pela metade superior do mesmo. Logo, se essa diferenca de temperatura fosse positiva,
o fluido estava se movendo em sentido horario; caso contrario, o escoamento se dava em
sentido antihorario. Conclusoes sobre o sentido do escoamento também foram confirmadas
visualmente com o uso de pigmentos.

Arbitrando inicialmente uma taxa de aquecimento pequena, Danforth observou que,
muito embora a temperatura tenha se elevado nos trés pontos devido ao transporte de
calor por conducao, a diferenca de temperatura entre os pontos A e B se manteve nula,
indicando que o fluido permaneceu em repouso. Aumentando a taxa de aquecimento
acima de um valor limite, a variacdo da densidade de uma porcao de fluido ao aquecer-se
¢ tal que o empuxo que age sobre a mesma passa a ser superior a soma de seu peso com
a resisténcia viscosa ao seu movimento. Assim, a porcao é acelerada durante um periodo
transiente. O aumento de sua velocidade faz com que aumente a resisténcia viscosa, até
que a forca resultante que age sobre esta por¢dao se anule e o escoamento atinja uma
velocidade constante. Tal situagao corresponde a conveccao estacionaria estudada por
Bénard (1900). Nestas condigoes, apds o periodo transiente, o escoamento passa a ser
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permanente e, portanto, previsivel.

Quanto mais se aumenta a taxa de aquecimento, mais longo se torna o periodo tran-
siente, até que, se a taxa de aquecimento ultrapassar um valor limite, o escoamento nao
atinge mais um estado estacionario e permanece em um regime caotico. Este tltimo era
justamente o interesse maior de Danforth. Entretanto, por mais que ele aumentasse a taxa
de aquecimento, este regime nao era alcangado, e o tubo de plastico usado por ele estava
ja proximo ao seu ponto de fusdo. Quando Danforth aumentou a taxa de aquecimento
para seu maior valor que nao faria o tubo derreter, o escoamento finalmente deixou de
atingir um estado estacionario, e passou a se comportar indefinidamente de forma caé-
tica e imprevisivel. Neste regime cadtico, o sentido da rotacao se alterava em intervalos
regulares e nunca se estabilizava. Danforth concluiu que mesmo sistemas deterministicos
podem ser imprevisiveis, devido ao efeito borboleta. Os resultados empiricos de Danforth
voltarao a ser discutidos no capitulo 7.

Por fim, usando atratores, ideia que seré discutida no capitulo 7, Danforth comparou
seus resultados empiricos aos resultados previstos pelas equagoes de Lorenz. Os resul-
tados mostraram que, mesmo em regime cadtico, as equagoes de Lorenz ainda possuem
significativo conteuido fisico, j4 que suas solugoes apresentaram o mesmo comportamento
qualitativo que os registros de temperatura do escoamento. Saltzman (1962) e Lorenz
(1963) concordaram que poucos coeficientes sdo tdo piores para representar a natureza
quanto maior a instabilidade do problema. Entretanto, estas coeficientes contém, aparen-
temente, mais fisica do que poderia se esperar. Assim, felizmente, mesmo em condi¢oes
cadticas, as equacoes de Lorenz ainda descrevem relativamente bem pelo menos parte do
problema de Rayleigh-Bénard. Tal fato aumenta a validade de simulagoes de escoamen-
tos convectivos através das equacodes de Lorenz, e torna possivel seu uso para avaliar a
correlacao entre escalares.

2.3 Turbuléncia em escoamentos convectivos

Escoamentos convectivos foram utilizados por varios autores também com o propédsito
de se estudar turbuléncia. Dado que a camada limite atmosférica é frequentemente tur-
bulenta, pode-se esperar que escoamentos deste tipo, realizados em laboratorio, fornecam
dados tteis para este fim. Partindo desta ideia, Deardorff e Willis (1985), utilizando um
tanque preenchido com agua e aquecido pela base, mediram a temperatura e as compo-
nentes horizontal e vertical da velocidade em varios pontos do escoamento. Com os dados
obtidos, foram feitas estimativas dos fluxos turbulentos de calor, foram determinados os
perfis verticais das variancias das componentes da velocidade e foram calculadas funcgoes
de autocorrelagdo. Tais fungoes serao definidas e calculadas no capitulo 8 do presente
texto. Os resultados foram comparados com aqueles obtidos a partir de medigoes de
campo, apresentando boa concordancia.

Atualmente, a turbuléncia no problema de Rayleigh-Bénard é um assunto de grande
interesse para pesquisadores da area, ja que varias questoes sobre o tema permanecem
nao compreendidas. Sakievich et al. (2016) destacam que diversas pesquisas recentes
sobre o assunto focaram na determinacgao de perfis médios e no calculo de estatisticas das
variaveis que descrevem o problema, o que contribuiu para a identificacao de estruturas
caracteristicas que nele ocorrem quando ha turbuléncia. Plumas surgem proximo as placas
e, ao se chocarem contra as placas opostas aquelas em que foram geradas, geram ondas.
Verificou-se a ocorréncia de porgoes de fluido ascendentes ou descendentes (de acordo com
suas temperaturas), de carater transiente, denominadas térmicas. Também ha formagao
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de redemoinhos (swirls). Mesmo em regime turbulento, observou-se a existéncia de uma
circulacao de larga escala, também chamada de vento médio ou vento da turbuléncia.
Tal circulacao é, de certa forma, uma lembranca das células convectivas que ocorrem no
problema quando a instabilidade nao é suficiente para causar turbuléncia, e promove a
adveccao horizontal de estruturas de menor escala. O vento médio é comumente modelado
por células cilindricas (roll-cells), ou seja, o problema é tratado como bidimensional, pois
considera~se que tudo se mantém uniforme na diregdo ignorada (a qual corresponde a
dire¢do y no presente estudo).

A maior parte dos estudos recentes tratou de células convectivas com razao de aspecto
I', definida como a razao entre suas larguras e suas alturas, inferior a dois. Nesta categoria
também se encaixa o presente estudo, em que tal razao é igual a raiz quadrada de dois,
como sera demonstrado no capitulo 6. Entretanto, no caso em que a razao de aspecto
¢ superior a dois, o aspecto tridimensional da circulacao nao pode mais ser ignorado.
Sakievich et al. (2016) destacam que pouco sabe-se sobre as propriedades das células
convectivas que se formam neste caso, e por isso simularam numericamente células com
razao de aspecto superior a dois, através do método DNS (direct numerical simulation).
Tal método também foi empregado por diversos autores que estudaram a turbuléncia no
problema de Rayleigh-Bénard, e consiste em resolver diretamente as equacoes de Navier-
Stokes, usando escalas espaciais e temporais adequadas. Portanto, pesquisas recentes
sobre o tema nao costumam se basear nas equacoes de Lorenz, como é o caso do presente
estudo. A fim de remover flutuagoes de menor escala, Sakievich et al. (2016) calcularam
médias temporais em diferentes intervalos, o que permitiu a identificacdo de diversas
estruturas no escoamento turbulento simulado. Os resultados mostraram, por exemplo,
que a turbuléncia tende a homogeneizar o perfil vertical de temperatura para um tnico
valor médio.

Ahlers et al. (2009) destacam que muito esfor¢o tem sido feito para determinar-se
como os numeros de Nusselt e de Reynolds, que sao respectivamente medidas do transporte
turbulento de calor e de quantidade de movimento entre as placas, variam com os niumeros
de Rayleigh e de Prandtl, sendo o primeiro uma medida da instabilidade do problema e o
segundo dependente de propriedades do fluido, como sera apresentado no capitulo 4. Para
definir-se o nimero de Reynolds, é necessario uma escala de velocidade, a qual pode estar
ligada a circulacao de larga escala ou as flutuagoes do campo de velocidades. O problema
da dependéncia entre tais niimeros adimensionais foi estudada por diversos autores através
de experimentos em laboratério e simulagoes numéricas. Antigamente, acreditava-se que
tal dependéncia poderia ser escrita como leis de poténcia, visto que os dados experimentais
pouco precisos na época eram consistentes com tais modelos. Atualmente, uma relagao
mais adequada ¢ prevista por um modelo tedrico que se baseia nas taxas de dissipagao
viscosa de energia na circulacao geral e nas camadas-limite existentes sobre as placas. Tais
camadas-limite apresentam um papel importante no processo de transferéncia de calor e
de dissipagao viscosa de energia, razao pela qual suas estruturas e espessuras tém sido
investigadas.

Ahlers et al. (2009) também discutem até que ponto as propriedades do fluido podem
ser consideradas independentes da temperatura e que, portanto, a aproximacao de Bous-
sinesq ¢ valida, o que nao deve ocorrer quando estao presentes gradientes de temperatura
muito elevados. Entretanto, experimentos mostraram que, em geral, tais efeitos podem
de fato ser desprezados para diversos escoamentos. Como tendéncia de estudos para os
proximos anos, Ahlers et al. (2009) indicam que deve ser verificada a existéncia de um
ultimo regime, em que a turbuléncia é tao intensa que o transporte de calor se torna inde-
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pendente do fluido, algo que ainda nao esta claro. Algo semelhante pode ser investigado
para o transporte de escalares, pois pode-se esperar que o transporte de escalares torne-se
independente das propriedades dos mesmos quando a turbuléncia é muito intensa. Esta
questao nao é discutida no presente texto. Além disso, deve-se estender a pesquisa sobre
o problema de Rayleigh-Bénard para o caso em que o mesmo estd em rotagdo e em que
o fluido contém vapor d’agua sofrendo mudancas de fase, o que teria uma importante
aplicacao em escoamentos naturais.

Ahlers et al. (2009) mencionam que desenvolvimentos futuros também incluiriam o
transporte de bolhas e particulas em suspensao. Aceitando que bolhas e particulas em
suspensao podem ser tratados como escalares passivos, o presente estudo pode ser consi-
derado um caso similar a tais desenvolvimentos, pois nele foi incluido o transporte de um
soluto no problema de Rayleigh-Bénard. Escalares passivos sdo aqueles que nao alteram
a dindmica de um escoamento, como um pigmento lancado em um rio, e serdo definidos
precisamente no capitulo 4. Warhaft (2000) destaca a importancia de se entender a dis-
persao de escalares em pequenas escalas espaciais, ja que, por exemplo, reagdes quimicas
entre duas substancias contidas em um meio fluido ocorrem a nivel molecular. Além disso,
diversos estudos sugeriram que, mesmo em escoamentos com turbuléncia muito intensa,
os fendmenos que ocorrem em pequena escala refletem a estrutura de maior escala do
escoamento, e por isso nem sempre sao isotrépicos, contrariando uma ideia anteriormente
aceita.

A correlacao entre diferentes escalares em escoamentos turbulentos, tema do presente
texto, estd relacionada a pequenas escalas espaciais, ja que a difusividade molecular pos-
sui um papel fundamental neste estudo, como serd discutido no capitulo 3. A dispersao
de dois escalares diferentes foi estudada através de simulagoes numéricas pelo método
DNS por Yeung e Pope (1993), cujos resultados mostraram que a correlagdo entre os mes-
mos inicialmente diminui rapidamente, mas posteriormente cresce lentamente. Resultados
similares serdo apresentados no capitulo 8 do presente texto. Juneja e Pope (1996) mos-
traram que a dispersao de escalares com maiores difusividades moleculares ocorre mais
rapidamente, mesmo em escoamentos turbulentos. Warhaft (2000) e Juneja e Pope (1996)
ressaltam a necessidade de um maior ntimero de estudos tedricos e experimentais sobre
a dispersao de diferentes escalares em escoamentos turbulentos. Diferentemente do que
foi feito por autores anteriores que estudaram o problema de Rayleigh-Bénard, o presente
estudo inclui nele um escalar passivo, e propoe-se a avaliar como o mesmo se correlaciona
com a temperatura, o outro escalar existente no problema. Dado isso, é importante co-
megar a descricao matematica do escoamento com a deducao da equagao da conservacao
da massa de um soluto, inicio do préximo capitulo.
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Capitulo 3

Escalas de interesse

3.1 Principios fisicos

Primeiramente, serd deduzida uma expressao que descreve o transporte de massa de
um soluto em um meio fluido (tal como vapor d’agua na atmosfera). Deduges semelhantes
podem ser encontradas em Bird et al. (1960) e Slattery (1972). Considera-se um volume
de controle V. arbitrario, fixo em uma regiao do espag¢o onde existe um escoamento e
delimitado por uma superficie de controle fechada S. (figura 3.1). A posi¢do onde o
mesmo se encontra sera sucessivamente ocupada por diferentes porc¢oes de fluido ao longo
do tempo. Seja fi o vetor unitario normal a superficie de controle em direcao ao exterior
da mesma. Em um instante de tempo dado, o fluxo difusivo de soluto que entra no volume
de controle (em unidades de massa de soluto por unidade de tempo) é

J:—yﬁ(j-ﬁ)ds, (3.1)

Se

onde j é o vetor fluxo especifico de massa de soluto,
ji=—-p,VaQ, (3.2)

dado em massa de soluto por unidade de 4rea e de tempo, com  a densidade do fluido, v,
a difusividade molecular de um soluto no meio e ) sua concentragdo massica (em unidades
de massa de soluto por massa de fluido). A equacao (3.2) é conhecida como lei de Fick. O
fluxo difusivo especifico j tem sentido oposto ao gradiente de concentracao V(). Se este
gradiente aponta para fora do volume de controle, j aponta para dentro do mesmo e j - i
¢é negativo. Neste caso em que, instantaneamente, a massa de soluto dentro do volume de
controle esta aumentando, J ¢é positivo. Caso o gradiente de concentracao aponte para
dentro do volume de controle, a massa de soluto dentro do mesmo esta instantaneamente
diminuindo e J é negativo. Logo, sendo M, a massa total de soluto contida na porcao de
fluido que esta ocupando o volume de controle neste instante de tempo, tem-se

DM,
J = =
Dt

(3.3)

A equacao (3.3) descreve a variagao da massa de soluto contida em uma porgao de fluido
em movimento, onde desprezou-se quaisquer outras fontes ou sumidouros de soluto (como
perdas por sedimentagao ou ganhos através de reagdes quimicas), ou seja, trata-se de um
soluto conservativo.
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Figura 3.1 — Volume de controle arbitrario fixo em uma regiao do espaco através do qual
ha um escoamento.

Para obter-se a variagao da massa de soluto contida em um volume de controle fixo no
espaco, utiliza-se o teorema do transporte de Reynolds. Se 7 for a propriedade intensiva
associada a IV, este teorema pode ser escrito como

DN 0 N

Ve Se

onde U ¢ o vetor velocidade cujas componentes nas dire¢des x, y e z sdo respectivamente
U,V eW. Fazendo N = M, e n = @, é possivel substituir a equagao (3.3) do lado
esquerdo da equagao (3.4), ficando com

J = ;/dev+§l§Qp(U-ﬁ)dS.
Ve Se

Como o volume de controle permanece inalterado ao longo do tempo, e supondo suavidade
das grandezas envolvidas, é possivel inverter a ordem de derivagao e integracao no primeiro
termo do lado direito. Usando J dado pela equagao (3.1) e agrupando todos os termos
de um tnico lado,

/;(Qp) v + %Q@(U - 1) dS + 950 - 1) dS = 0. (3.5)
Se

Ve Se

Esta equagao indica que a massa de soluto dentro do volume de controle varia (12 termo)
devido aos fluxos advectivos (22 termo) e difusivos (32 termo) que atravessam a superficie
de controle.

De acordo com o teorema de Gauss, a integral sobre uma superficie fechada da compo-
nente normal a mesma de um campo vetorial equivale a integral do divergente do campo
sobre o volume delimitado pela superficie. Matematicamente, sendo a um campo vetorial
qualquer,

§I§(a -0)dS = /(V -a)dV. (3.6)

Se Ve
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Observando a equagao (3.5) e interpretando QU do segundo termo e j do terceiro termo
como o vetor a da equagao (3.6), obtém-se

/ (Qp) dV+/V QpU)dV+/(V j)av =o. (3.7)

Usando a equacgao (3.2) e supondo que as variagoes de e v, nao alteram significativa-
mente o transporte difusivo de soluto (hipétese que, a rigor, deve ser verificada posteri-
ormente), escreve-se o divergente de j como

V.j=—pr,V-(VQ).
Mas o divergente do gradiente de um escalar é simplesmente o laplaciano do mesmo,
V-j=—o,VQ.
Substituindo o resultado em (3.7) e reunindo todos os termos em uma unica integral,

/ [gt(w) + V- (QpU) — v, V2Q| dV = 0.

[

Dado que esta relagao vale para qualquer volume de controle que possa ser escolhido, ela
também ¢ valida para qualquer ponto do escoamento; logo,

9
5 (@9) +V - (QpU) — o1, V*Q =

Usando notacao indicial para tornar as manipulagoes mais praticas, escreve-se a equa-
¢ado acima na forma

0 2Q B

0
@(Q@) +

Neste texto, sempre que for utilizada a notagao indicial, considera-se que, de forma geral,
os indices variam de 1 a 3. Expandindo as derivadas dos dois primeiros termos,

AN B *Q
O T T8, ( Ui) = prag o0 =0,

e agrupando os termos com fator comum ) ou ¢, tem-se

op 0 0Q . 0Q Q1
© [at WU)} @[&W(]axi Vq@xiﬁxi] =0

Identifica-se o divergente de U no segundo termo do primeiro par de colchetes e o
produto escalar entre o vetor velocidade e o gradiente de ) no segundo termo do segundo
par de colchetes. Portanto, a soma dos dois primeiros termos no segundo par de colchetes
é igual a derivada lagrangeana de (). Voltando a notacao original,

0 l%f L. (pU)] +p ﬁ)cf - qu2Q1 =0. (3.8)
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E possivel simplificar ainda mais a equagao (3.8) utilizando o principio da conservacao
da massa do fluido em si. Se M (sem indice s) for a massa total de fluido contida na
porcao que ocupa instantaneamente o volume de controle, de acordo com esse principio,

DM
— —o0.
Dt

Fazendo N = M e n = 1 (a propriedade intensiva associada & massa de fluido é igual a
unidade), o teorema do transporte de Reynolds fica

DM 0 N
Ve Se

O lado esquerdo dessa equagao é igual a zero. Usando o teorema de Gauss (equagao 3.6)
com a = U, temos

gt/pdVJr/V-(pU)dV:O.
VC V(‘

Para um volume de controle fixo e considerando que o integrando ¢ uma funcao suave,
é possivel trocar a ordem de derivacao e integracao no primeiro termo. Unindo todos
os termos dentro da mesma integral e dado que o resultado é valido para um volume de
controle arbitrario, conclui-se que

0
B v.(pu)=o. (3.9)
ot
A equagao (3.9) é conhecida como equagdo da continuidade. O resultado acima é exata-
mente o termo dentro do primeiro par de colchetes na equagao (3.8). Isso indica que o
termo contido no segundo par de colchetes desta equacao também deve se anular, o que
sO acontece se

DQ

Dt
Esta equacao é conhecida como equacgdo da advec¢ao-difusao e descreve o transporte de
um soluto em um escoamento de acordo com fenémenos que ocorrem em uma pequena
escala espacial, o que é evidenciado pelo fato de ter sido utilizada a lei de Fick para
descrever o transporte difusivo de soluto.
Além das equagoes (3.9) e (3.10), serdo necesséarias outras equagoes para descrever o
problema de Rayleigh-Bénard. O principio da conservagao da energia é descrito por

=1, V°Q. (3.10)

DD(;) =1, V?0 + P,
onde foram desprezados os fluxos de calor por radiacdo. A deducao desta equacao é mais
longa e nao serda mostrada neste texto. E importante destacar que a difusividade térmica
vy do fluido, que aparece na equagao acima, € igual a razao entre a condutividade térmica
do fluido (definida pela lei de Fourier, conforme comentado na se¢ao 1.1) e o produto
entre o calor especifico a pressao constante e a densidade do fluido. © é a temperatura
e ® é um termo de dissipacido de energia mecanica pelas forcas viscosas, que tem grande
importancia como perda de carga, mas seu efeito correspondente sobre a temperatura do
escoamento no problema de Rayleigh-Bénard ¢é desprezivel, ja que a principal fonte de
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calor neste caso ¢ a forcante externa que aquece a placa inferior. Assim, esta equacao sera
empregada na forma

o AVA(C) (3.11)
onde os fluxos de calor por advecgao estao contidos na derivada material do lado esquerdo
da equagao e os fluxos de calor por conducgao estao contidos no laplaciano da temperatura
do lado direito da equacao.

Finalmente, serao necessarias as equacoes de Navier-Stokes, que descrevem o principio
da conservacao da quantidade do movimento para fluidos. Suas dedugoes podem ser
encontradas em diversos livros de Mecanica dos Fluidos, tais como as obras de Fox et al.
(2014) e Kundu et al. (2012). Ignorando qualquer variacao em y (pois o problema é
bidimensional), as equagoes de Navier-Stokes ficam

DU 1 0P
DW 1 0P
STy g+ v, VW, (3.13)

onde P ¢ a pressao, g ¢ o médulo da aceleragao da gravidade e v, é a viscosidade cinematica
do fluido. As equagdes (3.9)—(3.13) s@o o ponto de partida para descrever o procedimento
realizado por Saltzman (1962). Estas equagoes serao reduzidas a um sistema de trés
equagoes diferenciais parciais e trés variaveis dependentes no capitulo 4.

3.2 Decomposicao de Reynolds

Antes da andlise do artigo escrito por Saltzman (1962), é importante fazer uma abor-
dagem matematica da turbuléncia, ou seja, definir matematicamente a difusividade turbu-
lenta para melhor entender seu significado. As equagoes (3.9)—(3.13) partem de principios
fisicos fundamentais e sao validas para qualquer ponto de um escoamento e para qualquer
instante de tempo, ja que nao foi feita nenhuma média das mesmas. Logo, tais equacoes
traduzem matematicamente fendmenos que ocorrem em uma escala muito pequena em
que, todavia, ainda é valida a hipdtese de que um fluido pode ser tratado como um meio
continuo. Entretanto, conforme destacado na sec¢ao 1.3, para resolver numericamente
equacgoes que descrevem escoamentos turbulentos é necessario aumentar a escala do pro-
blema. Para isso, efetua-se a decomposicio de Reynolds para cada uma das variaveis
dependentes, e em seguida avalia-se a média das equagoes resultantes.

A decomposicao de Reynolds consiste em separar uma variavel na soma de sua média
e de flutuagoes em relagao a esta (figura 3.2). Por exemplo, para a temperatura, tem-se

O =0-+4.

Neste texto, os valores totais das variaveis serao escritos em letras maitusculas, seus valores
médios serdao denotados por uma barra sobre elas e flutuagoes em relagdo a média serao
denotadas por letras mintsculas. E importante ndo confundir as flutuaces em relacéo a
média com as flutuagoes em relacao a um estado de referéncia, as quais serao definidas
na secao 4.2. Flutuagoes em relacao a um estado de referéncia serdo denotadas por letras
maidsculas com uma linha, por exemplo, ©'. A rigor, as médias da decomposicao de
Reynolds sao médias de conjunto. Tais médias podem, em principio, ser obtidas a partir
de varios experimentos idénticos em que sao realizadas medigdoes na mesma posi¢cao e no
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Figura 3.2 — Perfil temporal hipotético da temperatura © em um ponto de um escoamento
turbulento, onde 6 é a flutuacdo instantanea em relacdo a média ©. As unidades dos
valores nos eixos sao arbitrarias.
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mesmo instante de tempo para cada um deles. Tais medic¢oes serao ligeiramente diferentes
entre si devido a perturbacoes que ocorrem naturalmente em experimentos, as quais sao
consideradas como aleatoérias.

E possivel simular computacionalmente tais perturbacoes, mas é muito custoso obter
uma média de conjunto na pratica. Entretanto, de acordo com a hipdtese de ergodici-
dade, se o escoamento for estacionario e homogéneo, as médias de conjunto sdo iguais as
médias temporais. As médias temporais devem ser calculadas em intervalos de tempo
suficientemente longos, medidos em escalas integrais, para que se reduza o erro amostral.
A escala integral é, por definicao, a metade do tempo necessario para que uma variavel se
decorrelacione com ela mesma. Assim, uma média temporal calculada em um periodo de
tempo de duracao igual a diversas escalas integrais contém um nimero suficientemente
grande de amostras que sdo, na pratica, independentes. Uma discussao mais aprofundada
sobre turbuléncia é feita por Pope (2000).

Aplicando a decomposicao de Reynolds na equagao (3.10), tem-se

0Q 94 50Q 70 09 IOQ_V<‘WQ yq> (3.14)
=1, : :

ot Ta T Vigr, TV Tl T i, D20z | 00,

Como foi mencionado na secao 1.3, apesar do carater cadtico da turbuléncia, suas esta-
tisticas costumam apresentar padroes mais interpretaveis. Por isso, aplica-se a média de
conjunto na equacao (3.14),

0Q — 0Q 0 0%Q

@ 529, 0, (29 (3.15)

onde as derivadas permutaram com as médias de acordo com os postulados de Reynolds
e as médias de flutuagoes se anularam. Para simplificar a equagao (3.15), supde-se que
o escoamento turbulento é incrompressivel. Reescrevendo a equagdo da continuidade
(equagao (3.9)) na forma

Dp

Di + oV -U =0,

observa-se que, se a densidade de uma porcao de fluido incompressivel nao se altera, o
primeiro termo é nulo, o que implica em uma divergéncia da velocidade nula. Entao,

oU; oU;
e, usando os postulados de Reynolds,
oU;
9z, 0.

Além disso,

Gui
= 1
> 55, =0 (3.16)

e, usando a regra do produto, com o auxilio da equagao (3.16) prova-se que

w Jq o Juiq
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Por isso, a equagao (3.15) pode ser reescrita como
0Q - 0Q < 0*Q ) 0tig
’ —

A média de um produto de flutuagoes de duas variaveis é igual a covaridncia entre
elas, o que fisicamente corresponde a um fluxo turbulento devido & advecgao diferenci-
ada. A teoria da difusividade turbulenta supoe que fluxos turbulentos, assim como fluxos
difusivos, sao proporcionais aos gradientes. Entao, faz-se

0Q

—K;i—
]833]"

(3.17)

g = (3.18)

onde Kj;; € o tensor de difusividades turbulentas. Substituindo a equacdo (3.18) em (3.17),

obtém-se o o o

0Q — 0Q 0 oQ

- tUig—=5- [(Vq@j + Kz’j)] :
onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker. Em escoamentos naturais, os fluxos difusivos moleculares
sao frequentemente desprezados, ja que sao pouco eficientes na mistura de propriedades do
escoamento quando comparados aos fluxos advectivo e turbulento. Isso ocorre devido ao
fato de que v, ¢ muito menor do que K;;. O procedimento matematico descrito nesta secao
torna possivel a resolucao do problema do transporte de um soluto em um escoamento,
ja que a equacao (3.19) pode ser resolvida numericamente em uma escala maior.

A difusao molecular é o resultado de um fenémeno considerado aleatorio e, por isso,
a difusividade molecular de um material pode ser medida com precisao em laboratorio,
independentemente do escoamento. Por outro lado, a turbuléncia consiste em uma advec-
¢ao em uma menor escala. Logo, a equagao (3.18) é apenas uma aproximagao, visto que
a forma com que a turbuléncia transporta um soluto depende também das caracteristicas
do escoamento. A difusividade turbulenta depende do tamanho dos vértices formados
no escoamento, os quais estao limitados pelas menores dimensoes do problema em cada
direcao. Isso estd na origem da anisotropia da difusividade turbulenta, o que faz com que
muitas vezes os termos do tensor K;; nao sejam todos iguais. Estimativas dos valores de
K;; sao feitas a partir de medigoes de campo, associando resultados empiricos a resulta-
dos tedricos. De forma geral, encontra-se na literatura véarias expressoes para o calculo
de difusividades turbulentas, validas apenas para determinados escoamentos em determi-
nadas condigoes, ou seja, nao ha uma teoria unificada sobre a difusividade turbulenta.
Além disso, costuma-se associar um valor de difusividade turbulenta a cada escoamento,
desconsiderando-se a propriedade que estda sendo transportada pelo mesmo. Em outras
palavras, considera-se que a difusividade turbulenta independe da difusividade molecular
da propriedade em questao. Como explicado na se¢ao 1.4, o proposito do presente texto
é verificar a validade desta hipétese através da avaliagao da correlacao entre escalares.

A equacao (3.18) pode ser utilizada como continuagao do presente estudo para a esti-
mativa da difusividade turbulenta dos escalares transportados pelas células de conveccao
do problema de Rayleigh-Bénard, apds a solugdo numérica do mesmo. Isto ndo é apre-
sentado no neste texto.

(3.19)

3.3 Correlacao e fluxos

Conforme mencionado na secao 1.4, uma correlagao perfeita entre escalares nao signi-
fica que suas difusividades turbulentas sao idénticas. Isso ocorre porque deve ser levada

45



Figura 3.3 — Correlacao perfeita entre escalares nao significa difusividades turbulentas
idénticas.

em consideracao a relacao entre as séries temporais dos escalares com a série temporal
das componentes da velocidade, como esquematizado na figura 3.3. Como exemplo para
entender melhor a relacao entre a correlagdo entre escalares e suas difusividades turbu-
lentas, sera considerado por simplicidade apenas o termo ¢ = 7 = 3 do tensor difusividade
turbulenta definido na equacao (3.18). Neste caso, escrevendo uma equacao similar para
O, tem-se

0Q

w7 = K, 5" (3.20)
— 00
wh = Ko, (3.21)

onde K, e Ky sao respectivamente as difusividades turbulentas do soluto e da temperatura.
Nota-se que tais difusividades serao as mesmas se, dados gradientes idénticos nos campos
escalares, os fluxos turbulentos forem os mesmos. A razdo entre as equagoes acima resulta
em

K, = 7Ky, (3.22)
onde 1
WG 00 (0Q\

52"

As difusividades turbulentas dos escalares s6 serao iguais se vy for igual a unidade. Isto
sO ocorre se a razao entre os fluxos turbulentos dos escalares for igual ao inverso da razao
entre seus gradientes médios. A principio, ndo ha garantia nenhuma de que isto deve
ocCorTer.

Na figura 3.3, Ry, representa o coeficiente de correlacao de Pearson entre as séries
temporais das flutuagdes de Reynolds dos escalares. Tal coeficiente é uma medida da
dependéncia linear entre duas séries de dados. Se a correlacdo entre os escalares for
perfeita, ou seja, igual & unidade, pode-se escrever a relacdo de dependéncia entre os
mesmos na forma de uma equacao linear, ou seja,

q = aopf + by, (3.24)
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onde ag e by sao constantes em relacao ao tempo. Multiplicando a expressao acima por
w e tomando a média do resultado, encontra-se

WG = aqwl + byw.

Entretanto, a média de uma flutuagao é igual a zero, o que anula o segundo termo do lado
direito da equacao acima. Logo, para escalares perfeitamente correlacionados, pode-se
escrever

— = Ao,
wo

ou seja, se a relacao entre os escalares for linear, a razao entre seus fluxos turbulentos é
igual ao coeficiente angular de tal relagdo, e nao se altera ao longo do tempo.

Para que 7 seja igual a unidade e, portanto, as difusividades turbulentas dos escalares
sejam as mesmas, ¢ necessario que, se Ry, = 1, a razao entre os gradientes médios seja
constante e igual a ay'. Entretanto, se os escalares nao forem perfeitamente correlacio-
nados, a razao entre seus fluxos é, em principio, variavel. Logo, para que 7 seja constante
e igual a unidade, é preciso que a razao entre os gradientes médios dos escalares também
seja variavel, e igual ao inverso da razao entre os fluxos dos escalares em cada instante
de tempo. Por outro lado, se os gradientes médios do problema de Rayleigh-Bénard per-
manecem constantes em algum ponto do escoamento, a razao entre os mesmos é também
uma constante. Neste caso, se a correlagdo entre os escalares neste mesmo ponto tiver
modulo menor do que a unidade, a razao entre seus fluxos é variavel. Isto implica em
variavel, e as difusividades turbulentas dos escalares podem ser ora iguais, ora diferentes.

Os resultados desta se¢ao serao utilizados no capitulo 8, em conjunto com os resultados
fornecidos pela solu¢ao numérica das equacoes de Lorenz. Para obter tais equagodes, en-
tretanto, é necessario primeiramente encontrar o sistema de EDPs utilizado por Saltzman
(1962), cuja deducao é assunto do préximo capitulo.
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Capitulo 4

Sistema de EDPs de Saltzman

4.1 Estado de referéncia

Partindo do sistema de equagoes (3.9)—(3.13), os valores totais das varidveis sdo sepa-
rados no valor que estas assumem em um estado de referéncia e flutuacoes em relacao a
este estado. Tal separacao sera referida como decomposicao de Boussinesq. O subscrito r
indica varidveis no estado de referéncia, e uma linha ’ indica suas flutuagoes. Por exemplo,
as componentes da velocidade ficam

U=U,+U,
W =W, +W.

O estado de referéncia adotado serd o caso hidrostatico, que é uma solugdo estacionaria
do problema de Rayleigh-Bénard. Tal solucao nao é possivel em casos de instabilidade na
presenca de perturbacgoes. As flutuagoes em relacdo ao estado de referéncia nao devem
ser confundidas com flutuagdes turbulentas, pois a principio as duas sao diferentes. No
estado de referéncia, U = 0, ou seja, U, = 0 e W, = 0, qualquer movimento sera uma
flutuacao em relagao a condicao hidrostatica e, por isso, a linha serd omitida na notagao
das flutuagoes das componentes da velocidade.

Para deduzir o perfil de temperatura no estado de referéncia, parte-se da equagao da
conservagao da energia (equacao (3.11)) e, dado que ndo hd movimento neste estado, a
derivada material do lado esquerdo da equagao se torna uma derivada parcial. Expandindo
o lado direito e considerando o problema bidimensional, tem-se

00, (82@,. 82@,.>
= Uy .

BT 92 922

O estado de referéncia é permanente, o que anula a derivada temporal. Como a tempe-
ratura é uniforme em cada placa, nao ha motivo para que, na auséncia de movimento, a
temperatura varie horizontalmente. No caso hidrostatico, ha um perfil estratificado em
que a temperatura é funcao apenas da coordenada vertical. Logo, a derivada segunda de
O, em relacdo a x se anula, restando

d?e,

dz?
= 0,(2) =C%2 + Y,
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onde C? e CY sdo constantes. Dadas as condigdes de contorno

@T(Z = O) = @0,
O,(z = H) = 0, — A8,

sao encontradas as constantes de integracao, e obtém-se o perfil de temperatura de refe-
réncia

0,(2) = O — A@%. (4.1)

De fato, o perfil de temperatura no caso hidrostatico é linear, pois neste caso s6 ha transfe-
réncia de calor por condugdo. Seguindo o mesmo procedimento, parte-se da equagao (3.10)
para deduzir o perfil de concentragao de referéncia @,(z). Na auséncia de movimento,
em regime permanente e na presenca de algum mecanismo de controle que mantenha a
concentracao de soluto uniforme nas superficies internas das placas, este perfil é

Qr(2) = Clz + (3,
onde CY e CF sao constantes. Dadas as condi¢oes de contorno

QT(Z = 0) = QO;
Qr(z=H) = Qo — AQ,

encontra-se

@r(2) = Qo — AQ%- (4.2)

No estado dindmico, partindo do estado de referéncia, surgirao flutuacoes ©' e Q' nos perfis
inicialmente lineares de temperatura e concentragao, que passarao a ser respectivamente

O(z,2,t) = O,(2) + O'(x, 2,t) = O — A@% Oz, 2, 1), (4.3)
Q.2 1) = Qu(2) + Q(,2,8) = Qo — AQ— + Q'(, 2,1). (44)

O proximo passo é definir o perfil de densidade de referéncia. Para isso, é necessério
determinar quais sao as variaveis que podem alterar a densidade do fluido e, consequen-
temente, os campos de velocidade; sao os chamados escalares ativos. Por exemplo, a
concentracao de vapor d’agua sobre um lago é um escalar ativo, pois a evaporacao pode
ser tao intensa nesta situacao que o aumento da quantidade de vapor d’agua na atmosfera
altera a densidade do ar de forma significativa. Sendo o vapor d’agua mais leve do que o
ar seco, a densidade do ar imido diminui e surge entao uma forca de empuxo que origina
correntes de convecgao. Por outro lado, a concentragdo de COy na atmosfera se com-
porta como um escalar passivo, pois a mesma nao atinge niveis suficientemente elevados
para alterar a densidade do ar e a substancia é passivamente transportada pelas correntes
atmosféricas. Escalares ativos alteram a dindmica de um escoamento. Em estudrios, a sa-
linidade se comporta como um escalar ativo, pois o encontro das dguas oceanicas salgadas
com a agua doce dos rios proporciona condi¢des de intensa mistura.

A equacao de estado genérica para ( é, a rigor,

P = (O, P Q).
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Figura 4.1 — Diagrama representando um aumento infinitesimal do volume especifico de
uma porc¢ao de ar devido a um aumento infinitesimal de temperatura.

No problema da convecgao de Rayleigh-Bénard, a temperatura serd tomada como o tnico
escalar ativo. Expandindo ¢ em sua série de Taylor centrada em O, tem-se

0 H(n)
ote) = 3= T2 o —en.
@(@>=p(@o)+jg ©—00)+. ..
©o

Na préxima secao, é mostrado que as variagoes de densidade do fluido no problema de
Rayleigh-Bénard sao pequenas. Este fato permite que termos nao lineares da série de
Taylor de ¢ possam ser desprezados. Entao, truncando a série para que esta contenha
apenas dois termos, e fazendo (g = ©@(0y), tem-se

0(O) = @ + jg (© —6y). (4.5)

SN

Para entender como a densidade de um fluido varia com a temperatura, imagina-
se uma porcao de fluido que possui volume especifico vy a temperatura Oy. Quando a
temperatura aumenta de d©, a por¢ao de fluido expande e seu volume especifico aumenta
para vy + dv. Este processo esta esquematizado na figura 4.1. Nao é necessario conhecer
inteiramente a curva v = v(0); basta apenas conhecer o valor da derivada dv/d© no
ponto (Og,vp). Define-se o coeficiente de expansao térmica o como a taxa relativa de
variacao do volume especifico em relagdo a temperatura neste ponto,

1 dv
= _ 4.6
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e dado que o volume especifico é o inverso da massa especifica, da regra da cadeia tem-se

1 dvdg 1| de
= — — po _72 2
v dp dO | £ dO|g,
1 dg
>a0=——— . 4.7
5od6)., (4.7
Substituindo o valor da derivada obtido com (4.7) em (4.5),
P(0) =0 [l — (0 —6y)].
Mas © é dado pela equagao (4.3); logo,
oz, 2,) = Po [1 —a <@'($, ) — A@é)} . (4.8)
No estado de referéncia, © = 0, e finalmente encontra-se
o) = o 1+ anO—| (4.9)

ou seja, como a temperatura é um escalar ativo, seu perfil linear cria uma estratificacdo
vertical no sistema, no qual a densidade também varia linearmente. As flutuagdes de ©
em relacao ao estado de referéncia sao dadas por

& =p— o
-t (0-203)] o1 +aso3]
= —amo. (4.10)

Resta apenas deduzir o perfil de pressao no estado de referéncia. De acordo com a

equacao da hidrostatica,
dpP,
=0, 4.11
P ©rg (4.11)

exatamente. Basta substituir a equagao (4.9) para ¢, (que por sua vez nao é exata) na
equagao (4.11) e integrar,

dP, z
L — 1 AO— 4.12
4z W’{M‘ @H}’ (412)
/ AP, = —og / l1 + aAG)] dc,
¢=0 ¢=0 H
agABO2?
PT(Z) :PO_ pogz— K)OQZT, (413)

onde P.(z = 0) = Fy. Apesar do fato de que o fluido estd em equilibrio hidrostatico,
a variacao vertical da densidade faz com que o perfil de pressao seja parabdlico. As
flutuagoes de pressao em relacao ao estado de referéncia podem ser obtidas das equacoes
de Navier-Stokes (equagoes (3.12) e (3.13)).
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4.2 Aproximacao de Boussinesq

Apesar dos efeitos de compressibilidade do fluido deverem ser considerados no pro-
blema de Rayleigh-Bénard, a densidade apresenta flutuacoes muito pequenas em relagao
a seu valor total, e que, por isso, quase sempre podem ser desprezadas. Tomando como
referéncia de ordem de magnitude de densidade a constante gy, a variagao relativa da
densidade em relagao a este valor pode ser obtida a partir da equagao (4.8), de onde

o _, <A@Z - @’) . (4.14)
0 H
Usando a notagao ~ para “é da ordem de magnitude de”, pode-se esperar que

z
~H=—~1
z H s

@/
I/\/A 7/\/1
(C) @:>A® ,

H A®© '
Reescrevendo a equagao (4.14) como

P — o 5_2’
% —aA@(H A@)’

percebe-se que

P~ §o ~ aAO.
£0

A variacao relativa da densidade deve ser da mesma ordem de magnitude do produto
entre o coeficiente de expansao térmica do fluido e a diferenca de temperatura entre as
placas. O tanque de dgua usado por Deardorff e Willis (1985) foi submetido a uma dife-
rencga de temperatura de aproximadamente 12,5°C. A diferenca de temperatura entre as
correntes ascendentes e descendentes, medidas por Danforth (2001) em seu experimento,
atingiu no maximo valores préximos de 14,5°C. Entretanto, como serd mostrado no ca-
pitulo 7, para os fins do presente estudo, uma diferenca de temperatura de apenas 0,2°C
entre as placas ja é suficiente.

Alguns valores de propriedades de fluidos comuns a 20°C e 101 kPa sao dados pela
tabela 4.1. Para uma pequena faixa de variacdo da temperatura em torno de 20°C, a
densidade dos fluidos apresentados na tabela diminui com um aumento da temperatura,
enquanto suas difusividades térmicas possuem o comportamento contrario. Com um
aumento da temperatura, a viscosidade molecular da agua diminui enquanto, para o
ar seco, esta aumenta. O coeficiente de expansao térmica da dgua aumenta com um
aumento da temperatura e, para o ar seco, este diminui. Conforme mencionado na se¢ao
2.3, gradientes de temperatura elevados podem fazer com que as propriedades de alguns
fluidos variem significativamente no dominio do problema de Rayleigh-Bénard, o que faz
com que a aproximagao de Boussinesq deixe de ser valida. Entretanto, nenhum dos valores
apresentados na tabela 4.1 tem sua ordem de grandeza alterada com pequenas variacoes
de temperatura, de forma que é possivel utiliza-los para as aplicagoes deste estudo.
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Tabela 4.1 — Algumas propriedades de fluidos comuns a 20°C e 101 kPa. Fonte: TRC
(2016).

Fluido ¢ (kgm™3) v, (m?s™) o (K™') 1y (m%s™)

Agua 998 1,00-107% 2,07-107% 1,43-107°7
Ar seco 1,20 1,52-107° 3,42-107% 2,13-107°

Usando o valor mais elevado do coeficiente de expansao térmica presente na tabela
4.1, aquele do ar seco, e uma diferenca de temperatura de 0,2°C, tem-se que

P =80 007%.
o
Conclui-se que as flutuagoes de (© sao muito pequenas e portanto considera-se que
a (A@Z _ @') <1, (4.15)
H
logo,
£~ -

E evidente que nio se pode aplicar esta aproximacio em todos os termos de todas as
equagoes. Se ¢ for uniforme e permanente, mantendo-se igual a constante g, as forcas
de empuxo nao se alteram quando se desloca uma porcao de fluido de sua posi¢ao de
equilibrio, ndo surge uma forca resultante diferente de zero agindo sobre a mesma e nao
se formam correntes de conveccao. Esta é a esséncia da aproximacao de Boussinesq.
Para simplificar o problema, considera-se a densidade do fluido constante quando suas
flutuagoes nao causam efeitos importantes no escoamento. No caso da conservacao da
quantidade de movimento na direcao x, por exemplo, pode-se aproximar ¢ como constante
e igual a (. Separando a pressao total na pressao no estado de referéncia e flutuacoes, a
equagao (3.12) fica

DU 1 0P, 1 OP

- _ 2
Dt pg ox po ox Vuv U’

mas P, nao depende de = (vide equagao (4.13)), logo,

DU 1 oP 9
Dt~ o Ox + 1, V-U. (4.16)
No caso da conservagao da quantidade de movimento na direcao z, nao se pode apro-
ximar ¢ como constante em todos os termos pois, justamente, sao as flutuacoes de © que
originam movimento. Na verdade, espera-se que a componente vertical da forga resultante
que age sobre uma porc¢ao de fluido seja principalmente causada pela for¢a de empuxo.
Em outras palavras, a derivada material da componente vertical da velocidade deve ser da
mesma ordem de magnitude da aceleracao causada pelo empuxo. Multiplicando a equa-
¢ao (3.13) por ©/o e aproximando esta razao pela unidade em todos os termos exceto
naquele que contém a aceleracao da gravidade,
ﬁ% = _iaj — ﬁg + QVUVQW
0 Dt 0 0z 0 0
DW 1oP @

D7t N 0 0z 0



Separando a pressao em sua parcela no estado de referéncia e flutuacgoes a este estado e
substituindo o valor de p dado pela equagao (4.8),

DW  19P 18P
Dt N po 0z po 0z

_ [1 +a (A@; . @’)] 9+ v VW,

Mas a derivada da pressao de referéncia em rela¢ao a z é dada pela equagao (4.12). Logo,

DW z 1 oP' z , 9
pW 1P, )

Na equagao (4.17), o termo que se refere ao empuxo contém a aceleragdo da gravidade
ponderada pelas flutuagoes de temperatura.

Para reescrever a equacao da conservagao da energia (equagao (3.11)) em termos de
flutuacoes ao estado de referéncia, utiliza-se © dado pela equacao (4.3) para encontrar
DO D z DO’ [ z

0 <A@ ) + 22—y V20, - V2 (A@H) + Vz@’} ,

Dt Dt H) ' Dt
mas 0Oy, AO e H sado constantes, logo
A©Dz DO [ AG_, 9
—TE‘F Dt = ly —TVZ—FVG .

A derivada da posicdo z ocupada por uma por¢ao de fluido em relacdo ao tempo é,
por defini¢do, a componente vertical do vetor velocidade. Anulando o laplaciano de z,
encontra-se DO’ AG

or = W? + 1, V0. (4.18)
Nao foi necessario aplicar a aproximagao de Boussinesq para encontrar a equagao (4.18)
pois a equagao (3.11) nao faz referéncia a . Da mesma forma, substituindo a concentra-
¢ao de um soluto dada pela equagao (4.4), a equagao (3.10) fica

DQ, D z. D 2 ,
Dt_DJAQH%%Dt:VJV%%_V%AQH)+V%H’

DQ’_ AQ 9

o =W TV (4.19)

Finalmente, a aproximacao de Boussinesq sera aplicada na equagao da continuidade
(equacao (3.9)). Primeiramente, separando a densidade no estado de referéncia das flu-
tuacoes em relagao a este estado tem-se, em notacao indicial,

0o, 0 ool 0
ot o, VT T gy, WU
O primeiro termo é nulo. Substituindo o valor de (" dado pela equagao (4.10)

9 00 o ]

9 00 00 _oU]
3 (00 sy | g ol <o
0 DO’ _,oU;]
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Substituindo o valor de ¢, dado pela equacao (4.9), o primeiro termo da equacao (4.20)
fica

2 - [(1os07) ).

_8UZ aA© 0
N @0 _0$7; H 0331 Z@xi ’
= o, + i (Z&Bi + W)] : (4.21)

Substituindo a equagao (4.21) na equacao (4.20), encontra-se

U, aA® [ JU; DO’ ,dU;
o on i (o) -om [ w05 <o

Ox; H Ox; Dt Ox;
oU; z , aABW Do’
1 L = =0.
axi[ ta(a0- -0+ 255 —a s <0

Aplicando a aproximagao de Boussinesq na forma dada pela equagao (4.15) e substituindo
o valor de DO®'/Dt dado pela equacao (4.18),

. aA A A
oU; | o @W_a<W o a@>:0’

Ox; H H M Ox;0x;
ou ow 0%’ 0%e’
87 E — [OCVQ ax2 + (09 %"] 822 = O (422)
N =~ ———

I II 11T v

Os termos da equagdo (4.22) possuem ordens de grandeza muito diferentes. Para
verificar quais sao aqueles que podem ser desprezados, observa-se que

u
LIl ~—
’ H’

avyA©

H?

T,V ~

onde U é uma escala de velocidade. Como a forcante de movimento do problema é o
empuxo, da equagao (4.17) tem-se que

—— ~ a0y 4.2
oy ~ a9y (4.23)

A equagao (4.23) tem dimensao de aceleracao

DW L\?
—— || =LT?*= (=] L'
[ == (5)

onde a notagao [-] significa “tem a dimensao de”, L representa a dimensao de comprimento
e T de tempo. Mantendo a consisténcia dimensional, pode-se escrever a expressao (4.23)
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na forma
u?
T~ aABg,
U~ (aABgH)?.

Usando a tabela 4.1 e fazendo H = 10cm e A® = 0,2°C, a ordem de grandeza dos termos
I e IT é, para o fluido citado na tabela com o menor coeficiente de expansao térmica (a
agua),

u aABg
H H

J& para os termos III e IV, tomando como exemplo o fluido com o maior produto entre o
coeficiente de expansao térmica e a difusividade térmica apresentado na tabela 4.1 (o ar

seco),

%
) ~6-1072s7 L.

avyAO©
2
Logo, mesmo em uma situagao critica em que os termos I e II sao os menores possiveis e
os termos I1I e IV sao os maiores possiveis, aryV20’' < V-U e entdao V- U — ayy V2O’ ~
V - U. Portanto, a aproximacao de Boussinesq permite que a equacao da continuidade
seja escrita como

~2.107%¢71,

ou oW
oot =0 (4.24)

O sistema de equagdes encontrado nesta segao, formado pelas equagoes (4.16)—(4.19) e
pela equagao (4.24), refere-se apenas as flutuagoes das varidveis em relagdo ao estado de
referéncia.

4.3 Variaveis adimensionais

Para resolver o problema independentemente de sua escala, serdo definidas varidveis
adimensionais. Uma escala conveniente para os comprimentos envolvidos no problema ¢é
a distancia entre as duas placas, H, ideia que ja foi utilizada na sec¢ao 4.2. Para encontrar
uma escala temporal, observa-se que

[ve] = L*T .
Entao, define-se as escalas de comprimento e de tempo respectivamente como

L=H,
H2

Vo

Foi adotada apenas uma escala de comprimento para ambas as diregoes, ja que o problema
¢ infinito na direcdo x e a Unica escala de comprimento disponivel é a distancia entre as
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placas. Sao definidas as seguintes variaveis adimensionais

X X
e = — =az'H
T = H:>:U x*H,
ya zZ
== =z"H
FEo=gme=ai,
T UH2 Uy
U=Ur=""=syu=U"2
L Huw 7k
T W v

Substituindo estes valores na equacao da continuidade (equagao (4.24))
o) o)
O(z*H) 0(z*H)

=0,

Vo oUu* n owW* —0
H? | Oz* oz¢ |
ou* oW+
= 0. 4.2
o o 0 (4.25)

Para adimensionalizar as equagoes do movimento, é preciso adimensionalizar o tempo
e o operador laplaciano. O tempo adimensional é

pol gt Ly et
o T n H2 n 14} )
Observa-se que
[v] =1

logo,

1
*2 2v2 _ 2v2 VZ _ v*?

Adimensionalizando a equagao da conservagao da quantidade de movimento em x (equa-
¢ao 4.16),

D(U%) 1 op +V“V*2(U*V9)

D(t*%) o 0(x*H) T H? H
LgDU* _ 1 oF N Vquv*zU*’
H?3 Dt* H g Ox* H3
DU* H? 0P v
- _ lv*QU*
Dt* V3o Ox* * vy ’
. a(HQP’)
DU V20 |
= — — VU,
D¢+ or* + Vp

Nota-se que

H*P'
= 17
|[ Vi 0 ﬂ
logo, define-se a flutuacao de pressao adimensional como
H2 P/
Vifo

o7

/%




Definindo o numero de Prandtl como

Uy

Pr=— 4.26
r=2, (4.26)
a equacao do movimento na direcdo =* fica
DU~ opP™
= — Prv*U*. 4.27
Dt* ox* o ( )

Danforth (2001) destaca que o nimero de Prandtl é uma medida da propor¢ao de energia
perdida por uma porc¢ao de fluido em movimento devido a acao de tensoes cisalhantes em
relacdo a quantidade de energia que a mesma perde pelo efeito da conducao de calor.

Uma escala conveniente para a temperatura ¢ a diferenca de temperatura entre as
placas, AO, ideia que ja foi utilizada na secao 4.2. Define-se entdo a temperatura adi-
mensional como o

£ — / /%
0" = AO = 0" =0"A06.

Adimensionalizando a equagao da conservagao da quantidade de movimento em z (equagao
(4.17)),

D(We 1 opr' R
W = GG o0 A0+ A <W ?j) ,
DDVZ* N _%1: +2 AU?Hg 0" + Prv*2W™,

Multiplicando e dividindo o segundo termo do lado direito por v,,

DW* P'* A HS »
We_ 0P agBOH g gy,
D¢ 0z* Volh, Vg

define-se o numero de Rayleigh como

AOH?
Ra = O‘gW (4.28)
para encontrar
Dw= opP™
D = g +RaPrO” 4+ Prvewr, (4.29)

Grosso modo, o nimero de Rayleigh pode ser interpretado como uma razao entre o efeito
do empuxo e o produto dos efeitos da viscosidade e da difusividade térmica do fluido,
que agem sobre uma porcao de fluido ligeiramente deslocada de sua posi¢ao de equilibrio.
Este niimero pondera as flutuagoes de temperatura na componente vertical da equagao do
movimento e é proporcional & diferenca de temperatura entre as placas. Por isso, quando
tal diferenca for pequena, o nimero de Rayleigh também sera pequeno e ja que, de acordo
com a expressdo (4.23), a aceleragao vertical é da mesma ordem de magnitude que o
empuxo, nao havera formagao de correntes de conveccao. Esse niimero adimensional é uma
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medida da instabilidade do sistema, como foi mostrado por Rayleigh (1916). Os nimeros
de Prandtl e de Rayleigh sao parametros importantes, ja que determinadas combinacoes
de seus valores resultam em solugoes cadticas, conforme serd mostrado no capitulo 6.

A adimensionalizagdo da equagao da conservagdo da energia (equagio (4.18)) leva a

D(@,*A@) Vg AO Vg 2
D(+ 1) g Ty | ),
Ve
A@V@ D@/* . A@V@ % A@V@ %2 /%
o m ) T Yo
D@/*
_ W* *2(_)/*‘ 4.30
Finalmente, define-se a concentragdao adimensional como
Q/* = Q, = Q/ — Q/*AQ
AQ
para reescrever a equagao da conservacao da massa de soluto (equagao (4.19)) como
D(Q"AQ) v AQ v,
—\v =% _ W*fi iv*2 /*A
D (1) aa gy WA
17

AQV@ DQ/* . AQV@
H? Dt  H?
DQ™ v,
= W* 4+ LV*=2Q™. 4.31
Dit* 14} Q ( )
Definindo o nimero de Lewis do escalar i em relacao ao escalar j como a razao entre suas
difusividades moleculares,

* AQV *2 /%
W +T2qv Q"

Lej; = -, (4.32)
vj
de tal forma que Le;; = Lej_il7 pode-se escrever a equagao (4.31) como

DQ/*

Dt~
Quando o numero de Lewis de um par de escalares transportados pelo escoamento é
igual & unidade, as difusividades moleculares destes escalares sao idénticas. A medida
em que o numero de Lewis se afasta da unidade, maior é a diferenca entre as mesmas,
seja o seu valor maior ou menor que 1. No capitulo 8, o nimero de Lewis sera utilizado
como variavel independente para verificar-se a correlagdo entre escalares de diferentes
difusividades moleculares, como foi explicado na secao 1.4.

= W* + Le, g V*2Q™. (4.33)

4.4 Funcao corrente

Matematicamente, a definicio de uma funcao corrente é uma mudanca de varia-
vel que permite representar U*(x*, z* t*) e W*(z*, z*,¢*) utilizando uma unica funcao
U*(z*, 2%, t*) que atende automaticamente a conservacao da massa (equagao (4.25)). Neste
texto, ela sera definida como

ov*
_ = [J* 4.34
ov*
= W*. 4.
Ox* (4:35)
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Como foi explicado na secao 4.1, qualquer movimento corresponde a flutuagoes das com-
ponentes da velocidade em relacao a condicao hidrostatica, razao pela qual omitiu-se a
linha na nota¢ao das mesmas. Pelo mesmo motivo, a linha serd omitida na notacao da
funcao corrente, ja que, na auséncia de movimento, a funcao corrente é, por definicao,
nula em todos os pontos do dominio. Substituindo as equagoes (4.34)—(4.35) em (4.25),

0 (_8@*) N 0 (8\IJ*> _0
ox* 0z* 0z* \ Ox* ’

0*U 0*U*
O+ 0z * 0z*0x*

=0.

Se todas as derivadas primeiras e ambas as derivadas segundas mistas de U* forem con-
tinuas em todo o dominio,
0*U* 0*U*
0x*0z*  0z*Ox*

e a conservacao da massa € satisfeita automaticamente. Tal principio também seria sa-
tisfeito se a fungao corrente fosse definida com um sinal positivo na equagao (4.34) e um
sinal negativo na equagao (4.35). Contudo, foi escolhida a definicdo que leva ao sistema
de equagoes de Lorenz em sua forma original.

Uma interpretacao fisica da fungdo corrente revela algumas propriedades que serao
uteis a este estudo posteriormente. U* é constante ao longo de uma linha de corrente, e a
vazao volumétrica entre duas linhas de corrente por unidade de comprimento (na diregao
perpendicular ao plano formado pelas mesmas) é dada pela diferenga entre seus valores de
U*. A linha de corrente que possui ¥* = 0 pode ser arbitrada sem perda de generalidade,
pois a fungdo corrente é definida na forma diferencial. Além disso, sdo as diferencas
de valores de ¥* que interessam, da mesma forma que, na resolucdo de problemas que
envolvem energia gravitacional potencial, geralmente o interesse é dado aos deslocamentos
(diferencas de altura), e ndo aos proprios valores das alturas.

O proximo passo sera substituir a definicio de U* nas equacoes adimensionais para
eliminar qualquer referéncia as componentes do vetor velocidade. Supde-se que todas as
funcoes presentes neste estudo possuem derivadas de todas as ordens continuas, de tal
forma que a ordem de diferenciacao nao afeta o resultado final. Dividindo a equacao
(4.27) por Pr e expandindo os termos,

o FUS W

1 |oU* LoU*
ot* ox* 0z*

LOU* _i@P'* +82U* +02U*
Pr Oz* ox*2  0z*%’

1 0*U* N ov* 92y B o™ 9> > B _i@P’* B 03U+ B 03U+ (4.36)
Pr| 0t*dz*  0z* 0x*0z* Ox* 0z*2|  Pr 0x* 020z 023 ’
Fazendo o mesmo com a equagao (4.29),
1 [owr oW oW 1 9p™ W W
Prlat* U e W 82*]__Pr bz TRAOTT G T
b 9>+ B Ov* 92 N ov* 92U* B _iaP’*  RaO" + P+ N P+
Pr | 0t*0z*  0z* Ox*2  Ox* 0z*0x*|  Pr 0z* ox*3  02%20x*
(4.37)

Para simplificar o problema, a variavel pressao sera eliminada. Para isso, é feita uma
diferenciacao cruzada das duas equagoes do movimento e soma-se os resultados. Derivando
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a equagao (4.36) em relagdo a z* e multiplicando-a por —1, obtém-se

i 03U+ _0\11* O3U* +8\IJ*83\I/* _i 0 P N oa +84\I/*
Pr | 0t*02*2  0z* Ox*02*2  Ox* 023 | Prox*0z* 0x*2022 9z’

Derivando a equacao (4.37) em relagao a x*, obtém-se

1 3+ B oU* 93U+ N ov* 93 B _i 9 P’* N 00 N O+ N o+
Pr | Ot*0z*2  Oz* Ox*3 ox* 0x*202*|  Proz*0z* aax* ox*t  0x*202*2°

Somando as equagdes resultantes

i o (0*U* N 0> U* B ov* 9 [0*U* N 0*U* N ov* 9 [0*U* N 0*U* B
Pr | ot \ Ox*2 0z*2 Oz* Ox* \ Ox*? 0z*2 ox* 0z* \ Ox*? 0z*2 N
R 00 N 0% [0*U* N 0> > 9% [0*0* N R
a@a:* ox*? \ Ox*2  02*2 0z%2 \ Ox*2  0z%2 )’
]' a * 2T * 6\11* a *2Tr * a\lf* a *2 7% | a@/* *2 *2 T %
Pr[at*v U VR o VR = Ra VP (VEET) L (439)

A equagdo (4.38) é a equagao do movimento que deve ser resolvida. Também serdo
necessarias as equagoes dos escalares. Em termos da funcao corrente, elas ficam

0e™  ogUroe™  Jvroe™  ov*

o . _ *2 M\ /*

o o or Tor o oY O

aQ/* OU* aQ/* OU* aQ/* OU* o

Lego [ ot  0z* Ox* or* 0z  Ox*| veeT

Fazendo V**(V*2¥*) = V*U* e escrevendo os termos nio lineares com a notacio do
operador jacobiano

d(a,b) Oadb  0bda

- . 4.
d(x,z) 0Ordz 0Ordz’ (439)
as trés equacoes sao reescritas como
1|0 o=, V*20*) 00 4
— P4 —— | = At 4.4
Pr 5’t*v * O(z*, z*) Ra ox* TV ’ (4.40)
a@/* a(q]*’ @/*) aq]* D~k
— — 4.41
ot d(x*,z*)  Ox* Ve, (441)
aQ 8(\11 ) Q ) a\p — Lquv*2Q/*. (442)

ot* T d(x*,z*)  Ox*

As equagoes (4.40) e (4.41) correspondem as equagoes obtidas por Saltzman (1962),
exceto por uma diferenca. Nas equagoes obtidas por Saltzman, o nimero de Rayleigh
aparece na equacao da conservacao da energia, e nao na equacao do movimento como
neste estudo. Isso ocorre porque o autor adimensionalizou a temperatura de uma forma
diferente do que foi feito neste estudo. Além disso, o presente estudo obteve mais uma
equacdo (equagao (4.42)) além das obtidas por Saltzman, ja que foi incluido um escalar
passivo no problema.

Na equagao (4.40), identifica-se o termo de empuxo como o primeiro termo do lado
direito, ponderado pelo ntimero de Rayleigh. Nas equagoes (4.41) e (4.42), distingue-se
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claramente os termos transiente, de adveccao e de difusao. Com a defini¢ao da funcao cor-
rente, a equacao da continuidade é automaticamente satisfeita e trocou-se duas variaveis
(U* e W*) por uma, ¥*. Realizando a diferenciagdo cruzada e somando as equagoes do
movimento, eliminou-se uma varidvel, P, e apenas uma equacao do movimento passou
a existir. E importante destacar que a adimensionalizacio das equacdes e a definicdo de
uma funcao corrente nao sao simplificagoes adicionais do problema, mas meras mudancas
de varidveis. O problema inicialmente descrito pelas equagoes (3.9)—(3.13) reduziu-se a
um sistema de trés EDPs e trés variaveis dependentes, U*, ©™ e Q™.

Para resolver este sistema de EDPs, a metodologia proposta por Saltzman indica que o
proximo passo é expandir as variaveis dependentes em séries de Fourier cujos coeficientes
sao funcao do tempo. As equagoes de Lorenz podem ser obtidas a partir da substituicao
de tais séries truncadas nas equagoes (4.40)—(4.42). Este é o assunto do préximo capitulo.
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Capitulo 5

Séries de Fourier

5.1 Formulacao geral

Para resolver as equagoes (4.40)—(4.42), propde-se representar ¥*, ©™* e Q™ por suas sé-
ries de Fourier truncadas. Comegando com uma fun¢ao complexa genérica F' = F(x, z, 1),
que a principio pode ser qualquer uma das variaveis dependentes do problema, propoe-se
uma série de Fourier da forma

F(z,z,t) Z Z A(m,n, t)exp {27r1 (m:p + nz)} ; (5.1)

m=—00 N=—00 Lx LZ

onde L, e L, sao os comprimentos de onda fundamentais. As fungoes que compoem a
base dependem apenas das coordenadas espaciais e os coeficientes sdo func¢ao apenas do
tempo. Estes s@o calculados como (Saltzman, 1962)

L, L,

A(m,n,t) =

F(z,z,t)exp [—27ri (mx + nzﬂ dz dz. (5.2)

L,L, L, L.

Contudo, as trés fungdes que aparecem nas equagoes (4.40)—(4.42) sao fungoes reais, de
modo que deve ser obtida a forma trigonométrica da série de Fourier. Se F(z, z,t) € R,
a equagao (5.2) conjugada fica

L. pLe
_ L /mT n
A(m,n,t) = I.L. F(z,z,t)exp {—(—Qm) <Lx Lzﬂ dz dz,

oL

o (=m)z  (=n)z
A(m,n,t) = LL xztexp[%rl( I + I dzdz
= A(—m, —n, t
logo
. /mz  nz ([ mz nz
A(m,n,t)exp {Qm < I + L)} + A(—=m, —n, t)exp {27r1 <_[/m — I/z):|
= 2Re {A(m, n,t)exp [27ri <7Z$ + Zz)] } (5.3)

No desenvolvimento acima, a barra sobre a variavel A denotou seu conjugado e nao
seu valor médio. Fazendo 2A(m,n,t) = A, + iByn, as seguintes relagbes provam-se
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verdadeiras para F(z,z,t) € R,

Am,n - iBm,n = Afm,fn + iBfm,fn
=Apn = A n, (5.4)
Bon = —Bonn. (5.5)

Separando a equagao (5.1) em varios somatorios,

F(z,z,1t) :.A(O 0,t)+
n;oofl (0,m,t)exp { ( )] —|—§;A (0,n,t)exp [Qm <7Zj>} +
mioofl(m,(),t)exp {27ri (szxﬂ + i A(m, 0,t)exp {27ri (ﬂlfﬂ +

Z ZA (m,n,t)exp [27“ <L+ 722)] + Z Z A(m,n,t)exp [Qm <ﬂ£x—|— nz)] +
<L+L

m=1n=1 m=—00 N=—00 LZ

Z iﬂ (m,n,t)exp [27?1 )] + Z Z A(m,n,t)exp [271 (ﬂZ: + TZ)} ,

m=—oo n=1 m=1n=—o0

observa-se uma simetria. Os somatdérios estao agrupados em pares, de tal forma que seus
termos sao idénticos porém seus indices possuem sinais contrarios. Trocando n por —n e
m por —m naqueles em que os indices sao negativos, cada par pode ser agrupado em um
tnico somatorio,

F(z,z,t) =A(0,0,t)+

3 {A(O, —n,t)exp [m (“g?zﬂ +A(0,n t)exp 27r1 }

I
mi::l{ —m, 0,t)exp [27ri <(_Z)$>1 + A(m, 0, t)exp Qm } }+
212 {A m,n, t)exp [2m (TZC + Z)] + A(=m, —n, )exp lQm )x )1 }+

-1

> Z { m,n,t)exp [Qm (sz + T)] + A(—m, —n, t)exp [271'1

m=—oo n=1
Usando a equagao (5.3), obtém-se a série puramente real

F(x,z,t) =A(0,0,t)+
nij:l 2Re {A(O, n,t)exp |:27Ti (Z)] } +

3 i

i i 2Re {A(m, n,t)exp {27?1 (Zf + Zﬂ } +

m=1n=1

i i 2Re {A(m, n,t)exp {2771 (ngf + TZH } .

m=—oo n=1
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Enquanto que A(0, 0,t) é obrigatériamente real, os outros coeficientes podem ser com-
plexos, e por isso faz-se 2A(m,n,t) = Ay +1Bm . Com o objetivo de se escrever a série
em sua forma trigonométrica, pode ser utilizada a féormula de Euler para as exponenciais.
Antes disso, entretanto, devem ser definidos os comprimentos de onda fundamentais. Eles
sao

21
L, =", .

- (5.6)
L. =2H. (5.7)

Espera-se observar um certo padrao que se repete no escoamento, pois as células de
conveccao devem se desenvolver periodicamente ao longo de z. O tamanho destas células
pode ser ajustado de acordo com o valor de a, que é, por defini¢ao, a razao entre o dobro da
distancia entre as placas e o comprimento de onda em x. Assim, a é funcao da geometria
das células convectivas, e conforme mencionado na se¢ao 2.2, tal geometria desempenha
um papel fundamental na estabilidade do problema. Esta questao surgira novamente no
capitulo 6. Reescrevendo os comprimentos de onda fundamentais em termos de H e a, os
argumentos dos senos e cossenos que surgirao na série de Fourier ficam

2rmax 2rmax

I =5 = mmax”,
2mnz  2mnz .
= =nrz
L. om0
e F(z*, z*,t*) pode ser escrita como
A
F(z*, 2" t") = 00 4
2
> Re{(Ao, +1By,) [cos(nmz*) + isen(nmz*)]} +
n=1

> Re{(Amo +iBpny) [cos(mmaz®) + isen(mmaz™)]} +
m=1

> > Re{(Amy + 1By p) [cos(mmaz® + nrz*) + isen(mraz”™ + nmz*)]} +
m=1n=1
-1 o)

> Y Re{(Amn + 1B y) [cos(mmaz* + nwz*) + isen(mmax* + nmz*)]} .

m=—oo n=1

Aplicando as relagbes trigonométricas para o cosseno e o seno da soma de dois arcos,
expandindo os produtos presentes dentro dos somatorios e tomando apenas a parte real
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dos resultados, encontra-se

A o
00 | Z{A()ncosmrz) By, sen(nmz®) o+

F(z*, 2", t")

n=1

[eS)
Z{ moCOS mwam) Bmosen TI’LT('CLJZ +
m=1

n=1
— B, [sen(mw&x*)cos(nwz*)+cos(m7r&x sen(nmz* } +

)}

)}

leZ{ | cos(mmaa®) cos(nmz") — sen(mmax”) sen(nrz")]
j

2l

o0
Z Z{ {cos mmax™) cos(nmz*) — sen(mmax™) sen(nw
m=—o0 n=1

—Bm,n[sen(mﬂda:*) cos(nmz*) + cos(mmax™) sen(nmz* H

Trocando o sinal do indice m no tltimo somatoério e usando o fato de que o seno é uma
funcdo impar e que o cosseno ¢ uma funcao par, os termos dos dois ultimos pares de
somatorios podem ser reagrupados. Assim, obtém-se uma formulacao geral para a série
de Fourier de uma fungao F'(z*, z*,t*) puramente real,

A [e.e]
F(x*, 2", t") = % +3 {AO,n cos(nmz*)— By, sen(nwz*)}+

n=1

Z { m,0 cos(mmax™)— By, o sen(mwdm*)}+

m=1

>N {[Amn + A_n) cos(mmax®) cos(nmz*)—[Apn — A_m.n) sen(mmrax®) sen(nmz*)

—[Bmn + B_pn] cos(mmaz®) sen(nmz*) — [Bpn—B—mn) sen(mmraz™) cos(mrz*)}. (5.8)

Nota-se que uma solu¢ao do problema de Rayleigh-Bénard na forma dada pela equagao
(5.8) é uma solucao separdvel, ou seja, é uma soma de produtos de fungdes de apenas
uma variavel independente cada, sendo tais variaveis t*, z* e z*. A separacao de varidveis
¢ uma técnica comumente aplicada na solucao de equacgoes diferenciais parciais.

5.2 Condicoes de contorno

A série dada pela equagao (5.8) pode ser ainda mais simplificada com a aplicagdo das
condigoes de contorno do problema. Primeiramente, como o fluido ndo pode penetrar nas
placas ja que estas sao impermeaveis,

W*(z*=0) =0,
W*(z*=1)=0.

Substituindo a definicao da fungdo corrente,

\I[*
(8 > =0 = U*(z" = 0) = constante,
ox* ) ._,

ov*
( ) =0 = \IJ*(z* = 1) = constante.
(‘9x* z*=1

66



| |
81 SZ

Figura 5.1 — Linhas de corrente e perfis de velocidade hipotéticos em duas se¢oes entre as
placas. Em outras se¢oes, a componente vertical da velocidade deve ser diferente de zero.

Como foi comentado na se¢ao 4.4, pode-se arbitrar onde a fungdo corrente serd igual a
zero, pois o interesse esta nas diferencas entre valores de linhas de corrente e nao em seus
valores em si. Define-se entao, por simplicidade,

U*(z* =0) = Vg,
U*(z"=1)=0.

Para encontrar o valor de Vg, imagina-se o aspecto que as linhas de corrente e os
perfis de velocidade devem possuir. Exemplos disso estao representados na figura 5.1.
Pelo menos em uma média temporal, nao deve haver vazao liquida atravessando uma
superficie perpendicular as placas, ja que nao ha forcante para que isso ocorra. Nao ha
um gradiente horizontal de pressao aplicado entre as extremidades das placas e tampouco
estas estao inclinadas de forma que a gravidade aja como forcante de um transporte
horizontal de fluido. Assim, apesar de haver fluxo horizontal de fluido entre as placas,
a integral deste fluxo ao longo de toda a extensao vertical deve resultar em uma vazao
liquida nula. E importante mencionar que, em outras secoes diferentes das secoes 8; e
89 apresentadas na figura, a componente vertical da velocidade é diferente de zero. Isso
pode ser visualizado lembrando do fato de que o vetor velocidade em um ponto é tangente
a linha de corrente que passa pelo mesmo ponto. Mesmo através de tais secoes, a vazao
deve ser nula.

A vazdo entre as placas por unidade de largura (na direcdo y), q, é igual a diferenca
entre os valores da fungao corrente nas superficies internas das placas, logo

q="v"(z"=1) - ¥ (" =0) =0,
=0—-U;=0
= U, = 0.
Portanto, a funcao corrente deve ser igual a zero nas bordas, independentemente das

placas serem fixas ou livres. Como a componente vertical da velocidade tem o mesmo
valor (zero) em qualquer ponto sobre as placas, pode-se escrever

OW*
ox* 0
02U
= D2 =0, (5.9)
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o que também é vélido para fronteiras méveis ou fixas. A condicao de contorno sobre a
componente horizontal da velocidade depende do tipo de fronteira. Para placas fixas, ela
deve ser igual a zero

ovr
0z*

e, portanto, as condigoes de contorno do problema no caso de placas fixas sao

U =—

U =0, (5.10)
o
o = (5.11)

No caso em que as placas sao moveis, a velocidade do escoamento nas bordas deve ser
igual a velocidade das placas. Portanto, nao ha tensao cisalhante, e
oU* 0? U

9z* 022 0

e com o auxilio de (5.9), prova-se que as condigdes de contorno do problema no caso de
placas moveis sao

U* =0, (5.12)
V*2U* = (. (5.13)

Estas serao as condi¢oes de contorno usadas neste estudo pois, neste caso, conforme
citado por Saltzman (1962), o problema se torna matematicamente mais simples, muito
embora a placa inferior utilizada nos experimentos realizados por Bénard (1900) tenha sido
mantida fixa. Neste problema, considerar que as placas sao méveis nao significa que hé
uma forgante externa movendo as placas com velocidade constante; trata-se simplesmente
de uma condigao tedrica de superficie livre no topo e na base do fluido, pois considera-se
que as placas nao oferecem nenhuma resisténcia ao movimento do fluido, como se estas
se movessem juntamente com o mesmo.

E mais simples encontrar as condicdes de contorno para ©*. Como a temperatura
do fluido sobre as placas ¢ mantida uniforme por uma forcante externa, as flutuacgoes de
temperatura nas fronteiras sao iguais a zero. As condigdes de contorno sao, portanto

O*(z*=0))=0"(z"=1)=0. (5.14)

Analogamente, as condi¢oes de contorno para Q™ sdo Q™" = 0 em z* =0 e em 2* = 1,
pois considera-se que ha algum mecanismo de controle que mantém a concentragao de
soluto constante e uniforme nas superficies internas das placas. A aplicacao das condi¢oes
de contorno na série de Fourier dada pela equagao (5.8) revela novas relagoes entre os
coeficientes, além das relagoes (5.4)—(5.5) ja demonstradas. Como as trés varidveis de-
pendentes que aparecem nas equagoes (4.40)—(4.42) possuem condi¢ao de contorno nulas,
é feito F'(z*, z* = 0,1*) = 0 para obter-se

AOO + Z Ao + Z { m.0 Cos(mmax™)—Biy, o sen(mw&x*)}—l—

Z 221 {[Amn + A_n) cos(mmaz®) — [Bmn—B_m.n) sen(mw&a:*)}. (5.15)
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Para anular o tltimo par de somatérios da equacao (5.15), uma solugao possivel é

Am,n = _A—m,na (516)
Bon = B_yun (5.17)

para m,n > 1. Combinando as equagoes (5.16)—(5.17) com as equagoes (5.4)—(5.5),
conclui-se que

Se as relagoes (5.16)—(5.17) forem validas também para m,n = 0, quando n = 0 encontra-
se

Am,O - _Am,O = Am,O = O,
Bm,O = _Bm,O = Bm,O = 07

e quando m = 0,
AO,n = _AO,n = AO,n =0

e conclui-se que as relacdes (5.16)(5.17) satisfazem & equacdo (5.15). E importante
destacar que, apesar disso, as relagoes (5.16)—(5.17) ndo sdo estritamente necessarias,
ou seja, a equagao (5.15) pode ser satisfeita por outros coeficientes que nao atendam as
equagoes (5.16)—(5.17). De qualquer forma, serao utilizadas as novas informagoes obtidas
para simplificar a série de Fourier trigonométrica dada pela equacao (5.8). Anulando os
coeficientes A, 0, Bmo € Ao, e utilizando as equagoes (5.16)—-(5.17) tem-se

Mg
M]3

F(z*, 2" t") Z By, sen(nmz*) —

n=1

(2Amn) [sen(mw&x*) sen(mrz*)]

3
I
H
3
I
_

|
hE
NE

(2Bn) [cos(mw&x*) sen(mrz*)} :

3
Il
H
I~
I
)

Definindo
Am,n = _2Am,n7
Bm,n = _2Bm ny
obtém-se a forma final da série de Fourier,

oo o0
F(az*, 2", t") Z Z Ay, sen(mmaz®) sen(nmz*) + >N B Bomn cOS(mmaz*) sen(nmz*)

m=1n=1 m=1n=1

— > By, sen(nmz"). (5.18)

n=1

Aplicando a condigao de contorno na placa superior, tem-se que F'(z*, z* = 1,t*) deve
ser igual a zero e, como todos os termos da série multiplicam sen(nmz*), substituindo
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z* = 1 obtém-se sen(nm) = 0. Logo, a série proposta pela equagao (5.18) atende auto-
maticamente a segunda condi¢do de contorno. No caso da funcao corrente, o laplaciano
da série de Fourier deve ser nulo nas extremidades. Porém,

V*2F = — [(mw&)2 + (mrﬂ i i [flmn sen(mmaz™) sen(nmwz*)+

m=1n=1
oo
By, 5 cos(mmax™) sen(mrz*)} + (nm)* Y By sen(nmz*)
n=1

e como todos os termos multiplicam sen(nmwz*), a expressdo acima atende automatica-
mente as condi¢oes de contorno impostas. Esta é a razao pela qual o problema se torna
mais simples quando as placas sdo méveis. Saltzman (1962) representou a fung¢ao corrente
e as flutuacgoes de temperatura por séries, cuja forma é dada pela equagao (5.18), trun-
cadas, incluindo apenas alguns coeficientes dentro do intervalo em que m < 6 e n < 2.
Substituindo estas séries nas EDPs (4.40)—(4.41), obteve um sistema de sete EDOs e sete
variaveis dependentes. Integrando-as numericamente, mostrou que quatro desses coefici-
entes tendem a zero para tempos suficientemente grandes, mas isso nao ocorre com 1213,1
para a funcdo corrente e com 3371 e By para as flutuacoes de temperatura. Lorenz
(1963), interessado nas solugoes nao periddicas deste sistema, argumentou que os mesmos
resultados teriam sido obtidos se as séries tivessem sido truncadas desde o inicio de forma
a incluir apenas estes coeficientes. Por isso, propoe-se uma solucao da forma

U (%, 2%, 1) = Ag 1 (t*) sen(3maz*) sen(mz*),
O™ (z*, 2%, t*) = By, (t*) cos(3maz*) sen(mz*) — By(t*) sen(2mz*).
Definindo
a = 3a (5.19)

e renomeando os coeficientes, e dado que Q™ é um escalar assim como ©™ e portanto suas
séries devem ser da mesma forma, as séries propostas sao

U*(z*, 2%, t*) = A(t") sen(max™) sen(mz"), (5.20)
O (z*, 2*,t*) = B(t*) cos(max™) sen(mwz*) — C(t*) sen(27z*), (5.21)
Q™ (z*, 2", t*) = D(t*) cos(raz*) sen(rz*) — E(t*) sen(2mwz"). (5.22)

E importante tomar cuidado para nio confundir A,,, e A(t*). Esta segunda variavel
¢ um caso particular da primeira multiplicado por um fator, pois A(t*) = —2A3,, por
definigao. Observa-se que, no estado de referéncia, os cinco coeficientes (A, B, C, D e E)
devem ser identicamente nulos, ja que tal estado corresponde ao equilibrio hidrostatico
e as flutuacoes de ambos os escalares e a funcao corrente devem se anular em todos os
pontos do escoamento. Logo, coeficientes nao nulos indicam a presenca de movimento.
Lorenz (1963) destaca que A é proporcional & intensidade do movimento do fluido,
enquanto B é proporcional a diferenca de temperatura entre as correntes ascendentes
e descendentes. Assim, valores positivos do produto AB indicam que correntes quentes
estao subindo e correntes frias estao descendo. C' pode ser entendido como uma medida da
distorcao do perfil linear, de tal forma que valores positivos de C' indicam que os maiores
gradientes de temperatura ocorrem proximo as placas. D e E podem ser interpretados de
forma analoga a B e C respectivamente, para a concentracao de um soluto. Tais ideias
serao utilizadas no capitulo 7 para melhor compreender o significado fisico das solucoes
numéricas das equagoes de Lorenz e compara-las com os resultados experimentais de

Danforth (2001).
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5.3 Equacoes de Lorenz

Substituindo as séries (5.20)—(5.22) no sistema de EDPs (4.40)—(4.42), é possivel encon-
trar o sistema de EDOs utilizado por Lorenz (1963), o qual envolve apenas os coeficientes
das séries de Fourier que, por sua vez, dependem apenas de t*. Comecando pelos termos
presentes no jacobiano da equagao do movimento (4.40),

ov* 0
ox* 0z*
_8\11* 0
0z* Ox*

V20 = — A% (t) 7 a(a® + 1) cos(maz™) sen(max™) cos(mz*) sen(72*),

V20 = A%(t")n*a(a® + 1) cos(max*) sen(rax*) cos(mz*) sen(mz*).

Logo, os termos nao lineares se cancelam exatamente e a equacao do movimento fica
simplesmente

1 0 00"

T V*Q\I[* — R V*4\IJ*,
Pr ot s +
ou, substituindo as séries truncadas de ¥* e O™,
1 2/ 2 * * dA * * *
~ 57 (a® + 1) sen(max™) sen(mz >dt* = — Rarmasen(maz™) sen(mz*)B(t")
r

+A(t") [772(a2 + 1)}2 sen(mazx®) sen(wz"),

—po(rta ) = — RamaB(t") + A(t") |(w%a® + 77)| ",
dA  aPrRa
— =——— B(t") — Pr(7%a® HAL. 2
i a1 A 20) —Pr(ma” + 7AW (5.23)

A equacao da conservagao da energia (equagao (4.41)) fica, apds algumas simplifica-
coes,
dB dC 2
cos(maz’™) SGH(?TZ*)@ - sen(27rz*)@ + %CLAB sen(2mz")
= 212aAC cos(maz*) sen(mz*) cos(2m2*) + maA cos(rar*) sen(mwz*)

— 72(a® 4+ 1) B cos(max*) sen(wz*) + 47C sen(272*).

O primeiro termo no lado direito estd completamente sozinho e nao pode ser agrupado com
nenhum outro. Avalia-se entao cos(27z*) no ponto médio entre as placas, em z* = 0,5.
Agrupando produtos de fungdes trigonométricas,

d
cos(mazx™) sen(wz*)@ — sen(2ﬂz*)dg

= [TMLA — 2120 AC — 7*(a® + 1)3} cos(max™) sen(mz")

2
+ [47r20 — ?AB] sen(2mz"),

e igualando seus coeficientes, chega-se a mais duas equacoes diferenciais,

jﬁ = maA(t*) — 2n°aA(t*)C(t*) — 7°(a® + 1) B(t"), (5.24)
dC  7w*a ., . o e
3 = 5 AW)B{E) —4r°C(t). (5.25)
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A substituigao das séries na equagao (4.42) para a evolugao de Q™ segue as mesmas linhas,
com D andlogo a B e F andlogo a C'. Entretanto, o termo difusivo traz consigo o nimero
de Lewis e encontra-se
dE 7%a
cos(max™)sen(mwz*)— — sen(2mz*)— + — AD sen(2nz"
(maz) sen(m=") 37y — sen(2m=") 1o + 5 ADsen(2nz")
+21%aAE cos(max*) sen(r2*) — maA cos(max*) sen(rz*)

=Ley {—W2(a2 +1)D cos(rax*) sen(nz*) + 47 E sen(27rz*)} :
onde foi feita a aproximagao do termo cos(27z*) no ponto médio entre as placas. Agru-

pando os produtos de funcoes trigonométricas e igualando seus coeficientes, encontra-se
as duas tultimas EDOs que compoem o sistema

jﬁ = maA(t") = 2m°aA(t") E(t") — w*(a” + 1)Leg D(t"). (5.26)
2
jf: = TEAW)D(E) - 4xLe E(t"). (5.27)

O sistema de equagoes (5.23)—(5.27) serd resolvido numericamente no capitulo 7 para
encontrar a evolucido temporal dos coeficientes. Suas variacoes espaciais sdo descritas
pelas fungoes trigonométricas através das séries dadas pelas equagoes (5.20)—(5.22).

Este sistema de equagbes ainda nao é aquele utilizado por Lorenz (1963). Para
encontra-lo, entretanto, basta reescalonar as variaveis que aparecem nas trés primeiras
equagoes do sistema (equagoes (5.23)—(5.25)), conforme mostrado por Danforth (2001).
As equagoes (5.26) e (5.27) referem-se aos coeficientes D e E respectivamente, os quais
estao relacionados as flutuagdes adimensionais do escalar passivo, ™, e nao foram utili-
zadas por autores anteriores. Define-se as variaveis reescalonadas

2
r Raﬂ4(1+a2)3, (5.28)
t=m(1+ )", (5.29)
a

X = A .
a2t (5.30)
Y = 1B, (5.31)
Z =2nrC. (5.32)

A notagao X, Y e Z foi escolhida por ser aquela utilizada originalmente por Lorenz (1963),
e tais variaveis nao possuem nenhuma correspondéncia com as coordenadas espaciais x, y
e z. O fator que multiplica o ntimero de Rayleigh no lado direito da equagao (5.28) esté
relacionado a condicao de instabilidade necessaria para o desenvolvimento de correntes
de conveccao no problema de Rayleigh-Bénard. O entendimento desta questdo é crucial
para a interpretacao dos resultados, e por isso uma discussao mais detalhada sobre o
tema sera realizada no capitulo 6, onde tal condi¢ao de instabilidade serd demonstrada
matematicamente e a variavel r serd definida formalmente. Na verdade, a equagao (5.28)
indica apenas um dos valores que r pode assumir, e por isso nao foi utilizada a notagao
de defini¢ao nesta equagao.

Substituindo as novas variaveis no sistema formado pelas equagoes (5.23)—(5.25), e
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simplificando os termos em comum, encontra-se

X =Pr(Y - X), (5.33)
Y=rX-XZ-Y, (5.34)
Z=XY -bZ, (5.35)
onde
po (5.36)
14 a?

e os pontos sobre as varidveis indicam suas derivadas em relacdo a £, notacio semelhante
aquela utilizada originalmente por Lorenz (1963). Estas sdo as equagoes de Lorenz, que
foram utilizadas por ele no estudo de alguns fenémenos que ocorrem em sistemas dina-
micos nao lineares. E]inlportante destacar que, para obter estas equacoes, foi necessario
truncar as séries de Fourier, incluindo apenas trés coeficientes ao todo, e aproximar um
termo contendo a expressao cos(27z*) em z* = 0,5, ignorando os possiveis erros que isso
acarreta. Na verdade, Lorenz nao estava procurando por uma descricdo exata do esco-
amento no problema de Rayleigh-Bénard; ele estava em busca de equagoes simples que
possuissem as propriedades nas quais ele estava interessado. Tais propriedades sao bas-
tante interessantes. Por exemplo, pequenas variacoes das condigOes iniciais do sistema
produzem séries temporais completamente diferentes, fendmeno conhecido como efeito
borboleta. Por outro lado, a representacao destas solugoes em um espaco de fase revela a
existéncia de atratores, regides deste espago para as quais todas as solugoes sao atraidas,
independentemente das condigoes iniciais fornecidas ao problema.

Conforme discutido por Saltzman (1962), a solucao de tais equagoes devem coincidir
com a solucao do problema de Rayleigh-Bénard quando ocorre conveccao estaciondria,
ou seja, quando a instabilidade do problema nao é muito elevada, o que corresponde
a pequenos valores de r. Por outro lado, quando a instabilidade é muito intensa, o
sistema deve ser muito afetado pelo truncamento excessivo das séries de Fourier, e a
solugao das equacoes de Lorenz nao deve mais ser a solugdo do problema de Rayleigh-
Bénard. Ainda assim, o uso das equacoes de Lorenz para avaliar-se a correlacao entre
escalares no problema de Rayleigh-Bénard pode ser considerado valido por dois motivos.
Primeiramente, o presente estudo nao objetiva a obtencao de séries temporais exatas para
descrever o escoamento; seu interesse ¢é voltado ao calculo de estatisticas sobre os escalares.
Além disso, Danforth (2001) mostrou experimentalmente que ha padrdes qualitativos
em comum entre a solucao das equagodes de Lorenz e escoamentos convectivos. Logo,
o conteudo fisico das equagoes de Lorenz é maior do que provavelmente muitos autores
haviam pensado.

As propriedades das equagoes de Lorenz e suas consequéncias sobre o estudo da corre-
lacao entre escalares no problema de Rayleigh-Bénard serao apresentadas e discutidas em
mais detalhes no capitulo 7. Entretanto, como pode ser percebido através das discussoes
que foram feitas nesta se¢ao, estas questoes estao intimamente ligadas com a estabilidade
do problema. Por isso, a obtencdo de um parametro que quantifique a instabilidade do
problema é fundamental para a interpretacao das solugoes das equagoes de Lorenz. Na
verdade, tal pardmetro é a variavel r que aparece na equagao (5.28), mas que ainda nao
foi definida formalmente. Este é o tema do proximo capitulo.
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Capitulo 6

Analise de estabilidade

6.1 Perturbacao dos campos escalares e vetoriais

Na secao 1.2, foi feita uma discussao sobre a estabilidade do problema de Rayleigh-
Bénard, em que concluiu-se que, em condigoes instaveis, pequenas perturbacgoes impostas
sobre o sistema evoluem ao longo do tempo, e surgem correntes de convecc¢ao. Foi comen-
tado, na se¢ao 4.3, que o nimero de Rayleigh é uma medida da instabilidade do sistema.
Neste capitulo, é feita uma andlise matematica desta questao. Buscou-se determinar qual
valor critico o nimero de Rayleigh deve exceder para tornar a solugao hidrostatica insta-
vel e, assim, pode ser obtida uma medida do grau de instabilidade do sistema. Por isso,
¢ feita uma andlise de estabilidade linear nas equacoes adimensionais. De forma geral,
tal andlise consiste em transformar as flutuagoes das variaveis em relagao a uma solugao
estacionaria do problema em pequenas perturbacgoes, de forma que termos nao lineares
podem ser desprezados. No caso do problema de Rayleigh-Bénard, o estado hidrostatico
¢ definido como solugao estacionaria, e pode-se perturbar o perfil de temperatura ini-
cialmente linear existente entre as placas. Tal perturbacao causara como resposta uma
pequena perturbacao em todos os outros campos escalares e vetoriais do problema, pois
a temperatura é um escalar ativo. O sistema deve ser instavel para que, em resposta
a esta primeira perturbacao, nao volte a sua condi¢ao de equilibrio inicial; busca-se o
desenvolvimento de correntes de convecgao.

(a) Condicédo de equilibrio estavel (b) Condicao de equilibrio instavel
©) — AO Oy — AO®

®9

Figura 6.1 — Dependendo de pardmetros do problema, a solugao hidrostatica pode ser (a)
estavel e pequenas perturbagoes decaem ao longo do tempo, ou (b) instavel e pequenas
perturbagoes se amplificam ao longo do tempo.
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Intuitivamente, pode-se dizer que a solucao hidrostatica deve ser estavel para gra-
dientes de temperatura positivos (dO/dz > 0, ou seja, quando a placa superior possui
temperatura mais elevada que a placa inferior), ou ainda para gradientes de temperatura
negativos, porém muito pequenos. Nesta segunda situacao, se for imposta uma perturba-
¢ao sobre o campo de temperatura, por exemplo, o sistema reagira de forma a amortecé-la
e retornard a sua condicao de equilibrio original (figura 6.1a). Entretanto, dados o mesmo
fluido e a mesma distancia H entre as placas, aumentando-se o valor de A© e pertur-
bando o sistema, o mesmo levara cada vez mais tempo para retornar ao estado inicial.
Finalmente, atingindo-se um valor critico de A©, perturbagoes sobre o sistema causarao
flutuagoes demasiadamente importantes nos outros campos escalares e vetoriais, e o sis-
tema nao conseguird retornar a sua condicao inicial. Desenvolvem-se entdao correntes de
conveccao. Nesta situacao, a solucao hidrostatica comporta-se como uma soluc¢ao insta-
vel, ou seja, ¢ uma solugao possivel que, todavia, nao perdura a longo termo na presenca
de perturbacoes, e o sistema evolui de acordo com o sentido dado pela segunda lei da
termodinamica (figura 6.1b).

De forma geral, a estabilidade do problema depende do nimero de Rayleigh, o qual é
diretamente proporcional a A® (vide equagao (4.28)). Para encontrar seu valor critico, a
partir do qual o sistema passa a ser instavel, sera feita uma analise de estabilidade linear
sobre o problema de Rayleigh-Bénard. Esta analise foi baseada em Chandrasekhar (1961).
Denotando as perturbacoes dos campos com um simbolo ~ sobre as variaveis, faz-se

U = 50, W* = 6T,
@/* _ 5@*7 P — 5ﬁ*7

onde |§| < 1, de tal forma que, ao aplicar-se tais perturbagoes nas equagoes adimensionais,

é possivel desprezar os termos de ordem O(d?) ou superior; em outras palavras, os efei-

tos nao lineares deixam de ser importantes para perturbagoes suficientemente pequenas.

Comegando com a equagao da continuidade (equagao (4.25)),

o(U*)  A(6W™) ou*  ow*

- =0= —+

ox* oz* ox* 0z*

Para as equagoes da conservagao da quantidade de movimento (equagoes (4.27) e (4.29)),
tem-se

~0. (6.1)

pre ~+5U e +OW 52 8x~ + Prv*2(5U™),
oU* LU oU*\ OP* 27
O (00 az*)_(s( P i)
aU* oP* o
('315* __835* + PrV*U™.
(W) W) = W) 3(515*) P
T ~+ oU* e + oW oz + RaPr(60%) + Prv*2(sW™*),
* . * _ * P*
58W +62 (U oW + W oW\ _ a — + RaPrO* + Prv*2i*
ot* ox* 0z*
OW* opr
— P *2 *
o o + PV,
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Ambas as equagoes do movimento se tornaram lineares. Vetorialmente, é possivel agrupa-
las escrevendo N
ou*
ot*
onde k é o vetor unitdrio na direcao z. Para finalizar, a equacao da conservacao da energia,
equagao (4.30), fica

— —V*P* + RaPrO*k + Prv*?U", (6.2)

0(067) | (5.00007) | . 000") | o Cuasae
o ~+5U o ~+5W o= = 0W* + V*2(50%),
00" | (00"  — 00%\ .~
b +0 (U oW az*>—5(W +V207)

= = W* + V20", (6.3)

ot*

Nao é necessario incluir a equacao de conservagao da massa de soluto nesta analise, tendo
em vista que a concentracao de um soluto se comporta como um escalar passivo neste
problema e nao deve ter influéncia sobre a estabilidade do mesmo. De fato, isto serd
verificado no capitulo 8.

Com o intuito de eliminar a pressdo, toma-se o rotacional da equagao (6.2), forma
vetorial da equagao do movimento. Lembrando que o rotacional de um gradiente é sempre
nulo, encontra-se

aat* (V" x U") =RaPrV* x (6°k) + Prv*2 (v x U7), (6.4)

onde supds-se que todas as componentes da velocidade e a pressao sao variaveis continuas
de derivadas de todas as ordens continuas. Usando a identidade vetorial

V x (¢a) = ¢(V x a) + Vo x a,

onde a ¢ um campo vetorial e ¢ um escalar, é possivel reescrever o primeiro termo do
lado direito da equagao (6.4), para encontrar

£* (V* x U") = RaPr(V*6* x k) + Prv? (V* x U*),, (6.5)

pois o rotacional de k ¢ nulo. Aplicando-se novamente o rotacional na equagao (6.5),
tem-se
0
ot*

Usando a identidade vetorial

[V* x (V* x U")| = RaPr [V* x (V*0* x k)| + Prv? [V* x (V* x U*)] . (6.6)

V x (Vxa)=V(V-a)-V3a,
o lado esquerdo e o ultimo termo do lado direito da equagao (6.6) podem ser simplificados,
pois

V*x (V*x U*) = VH(V*. U) - V2U" = -V, (6.7)

onde usou-se a equagao (6.1), que indica que o divergente de U* é nulo. O primeiro termo
do lado direito da equagao (6.6) pode ser simplificado utilizando-se a identidade vetorial

Vx(axb)=(b-V)a—(a-V)b+a(V:-b)—-b(V-a),
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onde a e b sao campos vetoriais. Tem-se entao
V x (V0" x k) = (k- V)V*6" — (V*0" - V)k + V*O'(V - k) — k(V - V*&"),

mas o segundo e o terceiro termos do lado direito sao nulos, pois todas as componentes

de k sao constantes, logo,

00"

0z*

V* x (V*0* x k) = v* ( ) — v26rk. (6.8)
Substituindo os resultados dados pelas equagoes (6.7) e (6.8) na equacao (6.6),

00"
o0z*

ot*

— RaPr [V*Qé*f( -V ( )1 + Prv*u®. (6.9)

Em particular, a componente vertical da equagao (6.9) é

o(v*217*) 6 _
T = Raprw —+ PI“V 4W

29+ 1 (VW .
= Raa o_1 ( ) — VW, (6.10)

or*?  Pr Ot*

E possivel eliminar a temperatura da equacao da conservacao da energia, equagao
(6.3), utilizando a expressao acima. Derivando a equagao (6.3) duas vezes em relagao a
x* e multiplicando-a por Ra, encontra-se

2 Ok 2T * 2 )%
4 (Raa@ > :RaaW +V*2<Raa@ )

ot* Ox*? Ox*2 Ox*?

Substituindo o lado direito da equacao (6.10) nos termos entre parénteses na expressao
acima, encontra-se uma equagcao cuja unica variavel dependente é W*,

0 827‘7‘7* RV lla(v*2W*>

1 a(v*?W*)
5 o o

o *A T 7%
Pr ot* v

— VW =Ra . (6.11)

Ox*? Pr ot*

Resolvendo a equacao acima, pode-se verificar quais sao as condigoes necessarias para que
o problema de Rayleigh-Bénard seja instével, ou seja, as condig¢des necessarias para que
W* aumente ao longo do tempo, e nao decaia para zero. Na verdade, a solugdo da equacao
(6.11) leva a um problema de autovalor e autovetor, como serd mostrado a seguir.

6.2 Separacao de variaveis

Para resolver a equagao (6.11) através do método da separacao de variaveis, propoe-se
uma solucao da forma

WH(a*, 25, t*) = f(z")e”" sen(maz*). (6.12)

A forma proposta acima possui uma interpretagao fisica. Procura-se solugoes peridédicas
na direcao x pois, caso desenvolvam-se correntes de convecgao, espera-se observar um
padrao no escoamento na horizontal, conforme comentado na secao 5.1. O comprimento

77



de onda de W* na horizontal, relacionado ao parametro a, deve ser igual aqueles de ¥*,
O™ e @, dados pelas equagoes (5.20)—(5.22). Além disso, espera-se que a perturbagao
tenha uma dependéncia exponencial em relacao ao tempo, a uma taxa de crescimento
igual a 0. A dependéncia em z* é em principio desconhecida, e entao descrita pela fungao
f. E possivel provar que o € R (Chandrasekhar, 1961). Se o > 0, as perturbagoes crescem
exponencialmente no tempo e, portanto, o sistema ¢é instavel. Se ¢ < 0, as perturbacoes
decaem ao longo do tempo e, portanto, o sistema é estavel. A condicao de interesse é
quando a transicao entre estes estados ocorre, ou seja, quando o = 0. Dado que o niimero
de Rayleigh é uma medida da instabilidade do problema, tal situacao de transi¢ao deve
ocorrer quando o mesmo atinge um valor critico, o qual sera denotado por Ra..

A forma proposta para W*, dada pela equagao (6.12), deve ser substituida na equa-
cdo (6.11). Por simplicidade, primeiramente serdo calculadas as derivadas de W* que
aparecem na equagao (6.11). Derivando a equacao (6.12) para W* em rela¢ao ao tempo,
encontra-se

= oW*.

ot*
Entretanto, 0 = 0 na condicao de transicao. Logo, todas as derivadas temporais se anulam
nesta situacao, e a equagao (6.11) fica

— W
*6 *
VW™ = Racw, (613)
onde N N
V*GW* — V*Q (V*4W*) )
O laplaciano de W pode ser calculado a partir da equagao (6.12). Para o = 0, a expo-
nencial iguala-se a unidade, e tem-se

V2W* = —n2a® f(2) sen(max®) + f"(2*) sen(waz®).

Usando a notacao
d2

o laplaciano de W* pode ser reescrito como
V*ZW* — (@2 o 71_2@2)‘717*’

e a equagao (6.13) fica

N 2T *
(D? — 2a®)*W* = Racaavf;,
x
(D? — 72a®)® f(2*) sen(maz*) = —72a’Ra.f(2*) sen(max*),

(D? — 72a®)?f(2*) = —m?a*Ra.f(2%).

Foi encontrada uma equagao diferencial ordinaria de sexta ordem, envolvendo apenas
a funcdo f(z*). Para resolvé-la, sdo necessdrias seis condigdes de contorno sobre esta
mesma func¢ao. Como o fluido ndo pode penetrar nas placas, W* = 0 nas bordas. Como
isto deve ser verdade para qualquer instante t* e qualquer posigao z*, da equagao (6.12)
tem-se



Como as placas sdo moveis, a condi¢cao de nao deslizamento implica que nao ha tensao
cisalhante sobre as superficies internas de ambas as placas, logo,

oU*
0z* =0

Isso deve ser valido para qualquer valor de x*, entao

02U*
ox*0z* 0

Derivando a equagao da continuidade, equagao (6.1), em relagao a z*,

aW*+WW*

Or*0z*  0z*2

Mas a condi¢ao de nao deslizamento anula o primeiro termo da equacao acima em z* = 0
e 2 =1, logo,

=0.

W
82*2

= 1"(0) = /(1) = 0.

Como a temperatura é mantida uniforme nas placas através de uma forcante externa,
©* = 0 nas extremidades. Isso ¢ valido para qualquer ponto sobre as superficies internas
das placas, logo, a derivada segunda de ©* em relagao a x* também se anula nas placas.
Usando a equagao (6.10), tem-se que

,_ Lo(venr)
Pr ot*

Mas na condicao de transicao para o regime instavel, as derivadas em relagao ao tempo
se anulam e a exponencial da equagao (6.12) iguala-se a unidade, logo,

— VHW,

VAW =0,
(D2 — 72a®)* f(2*) sen(mwaz™) = 0,
(D2 — 72a®)?f(2*) = 0.
Entretanto, f(2*) e f”(z*) se anulam nas extremidades, e a equagao acima passa a ser
simplesmente
Df(z*) = 0.
Em resumo, deve ser resolvida a equagao
(D2 — 7%a®)3f(2*) = —7m?a*Ra.f(z%) (6.15)
com as seis condigoes de contorno

f(z5)=D%f(z") =D'f(2*) =0, 2 =0,2" = 1. (6.16)

O problema consiste em uma equacao diferencial ordindaria linear homogénea com coefi-
cientes constantes e seis condigbes de contorno homogéneas. Em algum sentido, (6.15)—
(6.16) é um problema de autovalor e autovetor, semelhante a um problema de Sturm-
Liouville, pois ha um operador diferencial que, aplicado sobre uma funcao f, fornece um
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resultado que deve ser igual a um escalar que multiplica a mesma funcao f. Além disso,
essa funcao possui condi¢oes de contorno nulas. Este problema sempre admite a solugao
trivial f(z*) = 0, mas procura-se uma solu¢ao nao nula. A solugao deve ser da forma

f(z") = zﬁj Cue™i* (6.17)

Substituindo a equacao (6.17) em (6.15), encontra-se uma equacao algébrica do sexto
grau. Devem ser encontrados os seis valores m; que a satisfazem, e em seguida devem
ser aplicadas as seis condigoes de contorno sobre a fungdo f(z*) para encontrar os valores
dos coeficientes C;. Esta técnica levara a um sistema de seis equagoes lineares que sempre
admite a solugdo trivial f(z*) = 0. Para que existam outras solugoes, o determinante da,
matriz dos coeficientes do sistema deve ser igual a zero. Esta matriz contém elementos
que sao fungoes de a e Ra. e, portanto, o procedimento deve conduzir a uma equacao do
tipo Ra. = Ra.(a). Tal procedimento nao serd apresentado no presente texto, no qual foi
dada preferéncia a uma solugdo mais rapida.

6.3 Critério de Rayleigh

Para resolver o problema de valor de contorno dado pelas equagoes (6.15)—(6.16), ¢é
adotada a metodologia proposta por Chandrasekhar (1961). Observando as condigoes de
contorno dadas por (6.16), verifica-se que uma soluc¢ao possivel é

f(z¥) = B,sen(nrz"),n € Z, (6.18)

onde os coeficientes B sdo constantes, ou seja, a perturbacao poderia ser decomposta em
uma base cujas autofungoes sao senos. Uma fungao deste tipo atende automaticamente
as condicoes de contorno, mas deve atender também a equacao diferencial. Calculando

D?[B, sen(nrz*)] = —n’m?[B, sen(nmz*)]
e substituindo a solugdo proposta na equacao (6.15), tem-se

(—n?*n? — 12a®)*B, sen(n7z*) = —712a’Ra B, sen(nwz*),
(n*n? + 7%a®)® = m2a’Ra,
(n2n? + w2a?)3

m2a?

= Ra., = (6.19)

Ha infinitos e enumeraveis valores criticos do nimero de Rayleigh, cada um correspon-
dendo a um modo de Fourier de W*. Neste sentido, os diferentes valores de Ra,,, podem
ser vistos como os autovalores do problema de Rayleigh-Bénard. Dado um sistema insta-
vel, com um determinado niimero de Rayleigh, Ra, fixo, uma pequena perturbagao sobre o
mesmo ¢ capaz de gerar n modos de W*; os modos para os quais Ra > Ra.,. Esta ¢ uma
das conclusoes obtidas por Rayleigh (1916) discutidas na se¢ao 2.2, onde mencionou-se
que, quando perturbado, hé varios modos através dos quais um sistema pode entrar em
movimento.

As curvas de Rac,, dado pela equagdo (6.19), em fungao de a* para alguns valores
de n sdo mostradas na figura 6.2. A partir desta figura, nota-se que, quanto maior o
valor de n, maior serd Ra.,, ou seja; para que existam modos com maiores valores de
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Figura 6.2 — Ra., em fung¢ao de a? paran =1,2,3.

n, € necessaria que a instabilidade do problema seja maior. Em outras palavras, dada
uma perturbacao, quanto maior a instabilidade do problema de Rayleigh-Bénard, mais
modos sao gerados através das interacoes nao lineares entre as varidveis que descrevem o
sistema, e estes modos passam a existir simultaneamente e se sobrepoem. Esta é a razao
pela qual Saltzman (1962) e Lorenz (1963) destacam que as solugoes das EDOs envolvendo
os coeficientes das séries de Fourier sao mais afetadas pelo truncamento destas séries a
medida em que aumenta-se a instabilidade do problema. Séries truncadas incluem apenas
alguns modos, mas quanto maior o nimero de Rayleigh, mais modos existem.

Neste sentido, deseja-se definir uma variavel que quantifique o grau de instabilidade
do problema, de tal forma que seus valores sejam facilmente interpretaveis. Uma escolha
natural é R

a

Ty = Ra., (6.20)
ou seja, r, € a razao entre o nimero de Rayleigh do problema e o valor minimo que este
deve possuir para que n modos de Fourier se desenvolvam devido a uma perturbacao.
Assim, r, > 1 indica que o sistema é suficientemente instavel para que uma perturbagao
produza n modos de Fourier. Conforme comentado na segao 5.3, a equagao (5.28) é o caso
particular da equagao (6.20) em que n = 1. Na verdade, é mais simples de interpretar r,,
quando considera-se n = 1, pois r; é um parametro que indica a instabilidade do problema
em relacdo a situacdo em que o fluido parte do repouso. Quando n > 1, r, indica a
instabilidade do problema em relacao a situacao em que o n-ésimo modo ¢ adicionado, e a
interpretacao fisica de r,, acaba tornando-se menos intuitiva. Por esta razao, este estudo
utilizara r; como medida da instabilidade do problema de Rayleigh-Bénard. Neste caso,
serd omitido o indice 1 das varidveis. Assim, r é a razao entre o nimero de Rayleigh do
problema e o valor que este deve possuir para que o fluido parta do repouso, dado por

4 1 2\3
Ra, = T (@) (6.21)

a?
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Tabela 6.1 — Possiveis condi¢oes de equilibrio do problema de Rayleigh-Bénard e valores
dos parametros correspondentes.

Condigao de Posicao em relagao

equilibrio Ra " 7 a curva Rac(a?) Perturbacoes
Estavel <Ra. <1 <0 Abaixo Decaem
Instavel >Ra, >1 >0 Acima Se amplificam
Neutro =Ra. =1 =0 Sobre Nao evoluem

Nota-se que r; = r estd de acordo com a equagao (5.28).

Em resumo, a interpretacao da estabilidade do problema de Rayleigh-Bénard pode
ser feita considerando-se um sistema com determinado valor de Ra fixo, inicialmente em
equilibrio hidrostatico. Se Ra < Ra,, tem-se que r < 1, e o sistema ¢é estavel. Este caso
corresponde a regido abaixo da curva Ra.(a?) da figura 6.2, onde o, dado pela equacio
(6.12), é negativo e, portanto, perturbagdes sobre o sistema decaem ao longo do tempo.
Se Ra > Ra., r > 1, e o sistema ¢ instavel, o que corresponde a regiao acima da curva
Rac(a?) e valores positivos de 0. Neste caso, perturbagdes se amplificam e produzem
correntes de conveccao. Tais informagoes estao apresentadas na tabela 6.1.

A condicao de transicao entre estabilidade e instabilidade ocorre quando Ra = Ra,, ou
seja, r = 1 e 0 = 0, situagao correspondente aos pontos que se encontram sobre a curva
Rac(a?) da figura 6.2. Observando tal curva, percebe-se que ha um valor de a® para o
qual Ra. é minimo. Se o nimero de Rayleigh de um sistema inicialmente em repouso for
apenas ligeiramente superior a este valor minimo, uma perturbagao sobre o mesmo é capaz
de produzir correntes de convec¢ao. Entretanto, as células convectivas somente poderao
apresentar uma tnica geometria; aquela para a qual a® possui o valor que minimiza Ra..
Esta é a geometria que, conforme apontado por Rayleigh (1916), faz com que o sistema se
torne instavel mais facilmente, o que foi explicado na se¢ao 2.2 do presente texto. Nesta
situacdo, outras geometrias nao sao possiveis, pois outros valores de a? fazem com que
Ra. aumente e, portanto, exigem que o sistema seja mais instavel.

Assim, surge naturalmente uma pergunta: o que ocorre quando o nimero de Rayleigh
é maior do que Ra,, e suficientemente elevado para que outras geometrias, ou seja, valores
de a2, sejam possiveis? Rayleigh também respondeu a esta questdo. Dado um sistema em
que Ra > Ra., pertubagoes sobre o mesmo evoluem de forma a maximizar a instabilidade
do problema e, portanto, tendem a maximizar r. Se o sistema possui um valor fixo de
Ra, r é maximizado quando Ra, é minimo. Isto ocorre quando as células convectivas
possuem a geometria correta, isto é, quando a? possui o valor necessrio para minimizar
Ra.. Portanto, mesmo se Ra for suficientemente elevado para que outras geometrias
sejam a principio possiveis, a geometria que prevalece é aquela que torna o sistema mais
instavel e maximiza r; predomina o comprimento de onda para o qual Ra. é minimo.
Neste sentido, as curvas da figura 6.2 podem ser interpretadas como superficies, sobre as
quais sao colocadas as esferas da figura 1.3. Uma esfera tenderia a minimizar sua energia
potencial gravitacional e permanecer no fundo do vale, isto é, no ponto em que Ra, é
minimo.

Em resumo, dado um nimero de Rayleigh Ra > Ra. e uma perturbacao, surgem
células convectivas com geometria fixa, determinada pelo valor de a? que minimiza Ra..
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Tal valor é facilmente obtido igualando a derivada da equagao (6.21) a zero;

94 23 4 22
dRa. 2141 + a?) —|—2a3ﬂ (1+a?)

da a3 a?

: (6.22)

e o valor correspondente de Ra, ¢é

=2 (6.23)

Dado o valor de a, é possivel calcular a razao de aspecto das células convectivas, a qual
sera definida como a razao entre os comprimentos de onda na horizontal e na vertical, para
a m~-ésima componente da série de Fourier de qualquer variavel que descreva o escoamento.
Matematicamente,

Lam
Lz,m ‘

I, (6.24)
E preciso relacionar a expressio acima aos comprimentos de onda fundamentais definidos
nas equagoes (5.6) e (5.7), e que surgiram neste estudo quando propds-se expandir as
variaveis que descrevem o problema de Rayleigh-Bénard em séries de Fourier na forma
dada pela equagao (5.1). O comprimento de onda na vertical é o mesmo para qualquer
componente, dado que uma porg¢ao de fluido que esteja préxima a placa inferior, ao ser
aquecida e expandir, ascendera até que encontre a placa superior, onde devera curvar sua
trajetoria e se deslocar horizontalmente, devido a ndo permeabilidade das placas. Usando
a equacao (5.7), tem-se
L,,=L,=2H.

Por outro lado, as placas sao infinitas na direcao horizontal, e diferentes componentes
da série de Fourier estao associadas a diferentes comprimentos de onda. Estes, por sua
vez, estao relacionados ao comprimento de onda horizontal fundamental, L,, através da
relagao

J (6.25)

Na secao 5.2, argumentou-se que Saltzman (1962) mostrou que varios coeficientes das
séries de Fourier tendem a zero para tempos suficientemente grandes, e por isso s6 alguns
deles foram mantidos apds o truncamento das séries. Na direcao horizontal, foi mantida
a terceira componente, para a qual m = 3. Usando a definicao de L, dada pela equacao
(5.6), tem-se

2H 2H

3¢ a’

onde foi usada a defini¢ao de a, dada pela equagao (5.19). Substituindo os comprimentos
de onda na equacgao (6.24) e fazendo I's = I, tem-se

1
[=>=172

a

LJ:,3 =

como foi comentado na sec¢ao 2.3. Logo, quando perturbagoes impostas sobre um sistema
instavel evoluem apenas através do primeiro modo, surgem células convectivas com razao
de aspecto igual a /2. Por outro lado, quando a instabilidade do problema e, portanto,
r, sao muito elevados, varios modos surgem e se sobrepoem, e as variaveis que descrevem
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Figura 6.3 — r., valor de r que instabiliza a solucao estacionaria, em fun¢ao do niimero de
Prandtl.

o escoamento deixam de apresentar comportamento senoidal no espago. Contudo, a pe-
riodicidade na direcdo horizontal ainda é mantida, ja que o comportamento espacial das
variaveis é descrito analiticamente pelos senos e cossenos de suas séries de Fourier.

Até agora, esta secao explicou como as caracteristicas espaciais do problema de Rayleigh-
Bénard dependem de sua estabilidade. Por outro lado, a dependéncia temporal do pro-
blema é retida pelos coeficientes das séries de Fourier, A(t*), B(t*), C(t*), D(t*) e E(t*), os
quais podem ser obtidos através da solu¢do numérica do sistema de EDOs (5.23)—(5.27),
assunto do préximo capitulo. Antes disso, entretanto, pode-se discutir teoricamente a
dependéncia das caracteristicas temporais do problema em relagdo a r. Bénard (1900)
observou experimentalmente que, ap6és um periodo transiente e em condigoes de baixa
instabilidade, as células convectivas atingem um padrao estacionéario. Os resultados for-
necidos pela descrigdo analitica do problema realizada por Rayleigh (1916) concordaram
com tais observagoes. Saltzman (1962), ao resolver seu sistema de sete EDOs, verificou
que, quando o nimero de Rayleigh nao é muito elevado, alguns coeficientes atingem valo-
res constantes diferentes de zero, indicando o estabelecimento de um regime de convecc¢ao
estacionaria.

Contudo, quando a instabilidade do problema é muito elevada, ou seja, quando r > 1
ultrapassa um valor critico r., ocorre caos no dominio temporal. Nesta condigao, os co-
eficientes das séries de Fourier deixam de atingir valores constantes e passam a oscilar
indefinidamente. Assim, para r > 1 e r > r., as solucoes das equacoes de Lorenz apresen-
tam comportamento nao periddico. Caso r < 1, mesmo se r > r., a solugao estacionaria
do problema serd estével. Neste caso, tal solucdo serd o equilibrio hidrostatico. E possivel
prever analiticamente o valor de r.. Isto foi feito por Lorenz (1963), que, interessado pelas
propriedades destas solucoes nao periddicas, mostrou que

Pr(Pr+ b+ 3)
Te = )
Pr—b—-1
onde b é definido na equagao (5.36). Dado que b é fun¢ao apenas de a, pardmetro que

possui um valor fixo, b também possui um valor determinado, dado por

1 o 8
a=—= = -.
NG 3

Em resumo, quando r > 1, . é o valor de r que instabiliza a solugao estacionéria das
equagoes de Lorenz. A curva r.(Pr) estd apresentada na figura 6.3. Valores negativos

(6.26)
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de Pr nao possuem significado fisico, ja que o nimero de Prandtl é uma razao entre
propriedades sempre positivas de um fluido. A funcao possui uma descontinuidade em

Pr=b+4+1= E
3

Para 0 < Pr < b — 1, r. é negativo. Entretanto, quando impde-se um gradiente de tem-
peratura negativo no problema de Rayleigh-Bénard, r é sempre positivo. Nesta situacao,
Lorenz (1963) indica que solugoes estacionérias sao sempre estaveis. Logo, para fluidos
com numero de Prandtl inferior a b — 1, o estado estacionario é uma solucao estavel das
equacgoes de Lorenz. Para Pr > b+ 1, entretanto, valores do nimero de Rayleigh para os
quais r > 7, tornam solucdes estacionrias instéveis. E de interesse pratico que 7. seja o
menor possivel pois, assim, menores nimeros de Rayleigh sdo necessarios para que sejam
encontradas as solugoes cadticas das equagoes de Lorenz. Quando Pr > b+ 1, a funcao
r.(Pr) possui um minimo local, o qual ocorre quando

dr.  9Pr® — 66Pr — 187

dpr (11 -3Pr)2 7
11 +2
= Pr= +3ﬁ ~ 9,5.

A outra raiz da derivada fornece Pr < 0, o que nio tem significado fisico. E importante
destacar que o nimero de Prandtl é funcao das propriedades do fluido, e portanto nao
é determinado pela estabilidade do problema, como ocorre com a. Seguindo Saltzman
(1962) e Lorenz (1963), este estudo utilizard Pr = 10, valor préximo aquele que minimiza
r.. Tal valor ¢é ligeiramente superior ao seu valor para a agua, e bastante superior ao seu
valor para o ar, como pode ser verificado utilizando a tabela 4.1 e a equagao (4.26). O
valor critico de r sera entao

470
= s ouma
AT

Vale lembrar que a equagao (6.26) fornece o valor de r que instabiliza as solugoes esta-
cionarias das equagoes de Lorenz. Contudo, o mesmo valor exato nao deve corresponder
aquele que instabiliza solugoes estacionarias do problema de Rayleigh-Bénard, ja que as
equacgoes de Lorenz incluem apenas alguns coeficientes das séries de Fourier, e tal aproxi-
macao torna-se ainda mais distante da realidade para valores elevados de r. Entretanto,
das observagoes de Bénard, sabe-se que células convectivas estacionarias nao ocorrem
quando o numero de Rayleigh é suficientemente grande. Assim, cada regime do escoa-
mento no problema de Rayleigh-Bénard corresponde a um comportamento da solucao das
equagoes de Lorenz. Em resumo, se r < 1 todos os coeficientes tendem a zero, o que
corresponde a solucao hidrostatica. Quando 1 < r < r., os coeficientes tendem a valores
constantes diferentes de zero, o que corresponde a conveccao estacionaria. Para r > r., a
solugao das equacoes de Lorenz torna-se cadtica, e solugoes deste tipo sao andlogas, em
um certo sentido, a escoamentos turbulentos. Por esta razao, a correlagao entre escalares
no problema de Rayleigh-Bénard, apresentada no capitulo 8, sera avaliada para r > r..
Antes de recuperar-se as variaveis fisicas ©" e ™, entretanto, serao resolvidas numerica-
mente as equagoes (5.23)—(5.27) para obter-se os perfis temporais dos coeficientes, e entao
verificar que as solugoes estao de acordo com as discussoes teoricas feitas neste capitulo.
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Capitulo 7

Solucao numérica

7.1 Algoritmo computacional

Para resolver o sistema composto pelas equagoes (5.23)—(5.27) e encontrar os per-
fis temporais dos coeficientes das séries de Fourier (A, B, C, D, E), foi implementado
um método numérico através de um programa em linguagem Python. No presente capi-
tulo, serao apresentados os diferentes regimes de escoamento que ocorrem no problema de
Rayleigh-Bénard para diferentes graus de instabilidade, e como os mesmos sao traduzidos
pelos coeficientes das séries. Dado que Q™ é um escalar passivo, nao é necessirio conhe-
cer seu perfil temporal para descrever os diferentes regimes de escoamento. As equagoes
(5.23)—(5.25), que traduzem a evolucao temporal de A, B e C, varidveis relacionadas a
funcao corrente e a temperatura, nao fazem referéncia aos coeficientes D e F, relaciona-
dos ao escalar passivo. Além disso, basta fazer Ley = 1 nas equagoes destes coeficientes,
equagoes (5.26)—(5.27), para que estas se tornem idénticas as equagoes para B e C, equa-
goes (5.24)—(5.25), respectivamente. Por este motivo, para os fins do presente capitulo,
nao sera necessario resolver as duas EDOs referentes ao escalar passivo, muito embora,
por questoes de generalidade, o algoritmo computacional apresentado resolva o sistema
completo. Entretanto, nao serdao apresentadas curvas relacionadas aos coeficientes D e F;
quando Ley = 1, tais curvas devem ser idénticas aquelas de B e C, respectivamente. O
caso em que o numero de Lewis é diferente da unidade sera tratado no capitulo seguinte.

A solugado numérica do sistema reescalonado na forma utilizada por Lorenz (1963),
composto pelas equagoes (5.33)—(5.35), envolve uma quantidade muito menor de operagoes
de ponto flutuante quando comparada a solucao do sistema de equagoes (5.23)—(5.25), em
termos dos coeficientes originais. Com o objetivo de se ter em maos um programa mais
simples e mais rapido, é tentador resolver o sistema em sua forma reescalonada, ja que as
solugoes de ambos os sistemas sao idénticas, exceto por fatores de escala. Entretanto, com
uma maior capacidade computacional disponivel atualmente, ndo é mais preciso evitar ao
maximo a realizagdo de operacoes matematicas que a principio sdo desnecessarias. Esta
é a razao pela qual decidiu-se preservar as varidaveis nao reescalonadas, mais proximas
as varidveis fisicas originais (U, ©, Q). Alternativamente, pode-se resolver o sistema na
forma utilizada por Lorenz (1963) e posteriormente traduzir a solugdao de (X,Y, Z) para
(A, B, C) através das equagoes (5.30)—(5.32). Excluindo-se possiveis erros de truncamento,
o resultado serd idéntico a solugao direta das equagoes (5.23)—(5.25). Ambos os sistemas,
o original e o reescalonado, serao referidos neste texto sem distingdo como equagdes de
Lorenz.

Antes de resolver as equacoes de Lorenz, cabe enfatizar que os coeficientes das séries de
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Fourier contém apenas a dependéncia temporal do problema. Foi definido na se¢ao 5.1 que
os mesmos nao dependem das coordenadas espaciais, o que faz das equagoes (5.23)—(5.27)
um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. A dependéncia espacial do problema,
ou seja, em x* e z*, pode ser reintroduzida analiticamente, arbitrando-se os pontos do
escoamento onde deseja-se conhecer os perfis temporais de ¥*, ©™ e Q™ em suas séries de
Fourier, dadas pelas equacdes (5.20)-(5.22). E importante lembrar que, para a obtencéo
das equagdes (5.24)—(5.27), avaliou-se o termo cos(27z*) no ponto médio entre as placas,
em 2" = 0,5. Logo, pelo menos em principio, tais equagoes sao validas somente para esta
posicao vertical do escoamento. Alguns exemplos de variabilidade espacial serdo dados
neste capitulo, mas o interesse maior do presente estudo é no aspecto cadtico das séries
temporais. Por isso, a recuperacao das variaveis fisicas para r > r. em um tnico ponto
do escoamento sera feita no capitulo 8.
Denotando como [A] = [A B C' D E|T o vetor incégnita, o sistema em questao ¢ do
tipo
dA
dt~
e pode ser resolvido numericamente através do método de Runge-Kutta (Dias, 2016).
Definindo o dominio do problema como t* € [0, ¢ ,.], é possivel dividi-lo em N; intervalos
igualmente espagados de h. A solucao foi calculada nos instantes de tempo ¢} = nh, onde
n € um numero inteiro que varia entre 0 e NV, de tal forma que ¢ varia de 0 a ¢}, ..
Assim, sera utilizada a notagao A, = A(t}). O método Runge-Kutta multidimensional
de ordem 4 consiste em definir as varidveis auxiliares

=f(t", A),

k;, = hf(t5, A,), (7.1)
b 1

ko = hf ( 3 At 2k1> , (7.2)
b 1

ks = hf ( 3 At k2> (7.3)

ky = hf (5 +h, A, +ks), (7.4)

de forma que a solucdo em qualquer instante de tempo pode ser calculada a partir da
solugao no instante de tempo imediatamente anterior, através de

1 1 1 1
A=A+ ki + ko + ks + —ky. 7.5
+1 gLt g T oKe T+ Ky (7.5)
Assim, dada uma condicao inicial, a solugdo A(t*) em qualquer instante de tempo poste-
rior pode ser calculada.
O programa em Python utilizado para resolver o sistema numericamente é mostrado
nas listagens 7.1 e 7.2, e serd brevemente descrito seguindo a numeracao de suas linhas.

1 Define a codificacao utilizada.

2-5 Descreve o programa.

6—8 Importa de bibliotecas especificas as fungoes que serao utilizadas.
9-11 Descreve o trecho seguinte.

12 Define-se Pr = 10, conforme discutido na sec¢ao 6.3.

13 Define-se a? = 0,5, conforme discutido na secao 6.3.

14 O valor minimo de Ra. é dado pela equacao (6.23).
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Listagem 7.1 — solve-lorenz.py — Resolve a versao nao reescalonada das equacoes de
Lorenz utilizando o método de Runge-Kutta multidimensional de ordem 4 (inicio).
# -x- coding: iso-8859-1 -*-

# solve-lorenz.py: resolve a versd@o ndo reescalonada do sistema de Lorenz usando
# o método de Runge-Kutta de ordem 4

0O Utk WN -

from numpy import array, zeros
from numba import jit
from math import pi, sqrt, sin, cos

# _______________________________________________________________________________________
# Definigdo dos parédmetros do problema

# _______________________________________________________________________________________
Pr = 10.0

a = 1.0/sqrt(2.0)

Ra_c = 27.0*%(pi**4.0)/4.0

r = 30.0

Ra = r*xRa_c

Le = 10.0

x = 0.5

z = 0.5

ss = sin(pi*a*x)*sin(pi*z)

cs = cos(pi*a*x)*xsin(pix*z)

s2 = sin(2*pix*z)

h = 0.00001

tmax = 1.5
nt = int (round ((tmax/h),0))

t = [0.0]

xx = zeros ((2,5),float)

xx[0] = [0.0,1.0,0.5,10.0,0.0]

# _______________________________________________________________________________________
# Derivada do vetor incégnita

# _______________________________________________________________________________________
ejit

def ff(t,xx):

dxdt0 = (axPrxRaxxx[1])/(pi*(a*x*2.0)+pi)-Pr*x((pix*xa)**2.0+pi*x*2.0)*xx[0]
dxdtl = pi*a*xx[0]-2.0*%(pi**2.0)*a*xxx [0]*xx[2]-(pi*x*2.0)*((a*x*2.0)+1)*xx[1]
dxdt2 = (pi**2.0)*a*xx[0]*xx[1]1/2.0-4.0*%(pi**2.0)*xx[2]

dxdt3 = pi*a*xx[0]-2.0*%(pi**2.0)*a*xx [0]*xx[4]-(pi**2)*((a**x2.0)+1)*Lex*xxx[3]
dxdt4 = (pi**2.0)*a*xx[0]*xx[3]1/2.0-4.0%(pi**2.0)*Lex*xxx[4]

return array ([dxdt0,dxdtl,dxdt2,dxdt3,dxdt4])

ejit

def rk4(x,y,h,ff):

k1 = h*ff(x,y)

k2 = h*ff(x+h/2.,y+k1/2.)
k3 = h*ff(x+h/2.,y+k2/2.)
k4 = h*ff(x+h,y+k3)

yn =y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0

return yn
# _______________________________________________________________________________________
# Retorna o valor das varidveis em um ponto do escoamento
# _______________________________________________________________________________________
Qjit

def point(ss,cs,s2,xx):

psi = xx[0]*ss

theta = xx[1]*cs-xx[2]*s2
q = xx[3]*cs-xx[4]*s2
return (psi,theta,q)
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60
61
62
63
64
65

67
68
69
70
71
72

74
75
76

Listagem 7.2 — solve-lorenz.py — Resolve a versao nao reescalonada das equacoes de
Lorenz utilizando o método de Runge-Kutta multidimensional de ordem 4 (continuagao).

(psi,theta,q) = point(ss,cs,s2,xx[0])
fou = open('rk4d-lorenz.out','wt')
fou.write('%12.6e,%12.6e,%12.6e,%12.6e,%12.6e,%12.6e,%12.6e,%12.6e,%12.6e\n"'\
% (t[0],xx[0,0],xx[0,1],xx[0,2],xx[0,3],xx[0,4],psi,theta,q))
old 0
new 1
for in range(nt):
tn = (i+1)*h
xx[new] = rk4(tn,xx[old],h,ff)
(psi,theta,q) = point(ss,cs,s2,xx[new])
fou.write ('%12.6e,%12.6e,%12.66,%12.6e,%12.66,%12.6e,%12.6e,%12.6e,%12.6e\n"\
% (tn,xx[new,0],xx[new,1],xx[new,2],xx[new,3],xx[new,4],psi,theta,q))
(new,01d) = (old,new)
fou.close ()

i

Os parametros definidos até entao sao tratados como constantes ao longo de todo o
texto. Por outro lado, 7 e Leyy poderao variar de acordo com o objetivo de cada simulagao.
Em cada caso, seus valores sao explicitados.

15 Arbitra-se um valor para r.
16 O numero de Rayleigh é calculado a partir da equagao (6.20).
17 Arbitra-se um valor para Leg.

18-19 Arbitra-se um ponto do escoamento para o calculo de ¥*, O™ e Q™.
20-22 Sao definidas as fungoes trigonométricas presentes nas séries de Fourier dadas
pelas equagoes (5.20)—(5.22).

23 Discretizacao utilizada.

24 Informa a duracao da simulacao.

25 Calcula-se o nimero de intervalos em que dividiu-se o dominio.
26 Inicia-se a lista para armazenar os instantes de tempo.

2728 Define-se o array que sera utilizado para armazenar os valores dos coeficientes,
ja definindo as condigOes iniciais do problema.

Em seguida, sdo definidas trés fungoes.

29-39 Descreve e define a funcao f, derivada de A, dada pelas equagoes (5.23)—(5.27).

40-50 Descreve e define o método de Runge-Kutta de ordem 4, dado pelas equagoes
(7.1)—(7.5).

51-59 Descreve e define uma funcao que recebe os coeficientes das séries de Fourier ja
calculados para um instante de tempo qualquer, e avalia, através das equagoes
(5.20)—(5.22), as varidveis U*, ©™ e Q" no ponto do escoamento de interesse.

As linhas que seguem implementam as func¢des definidas para resolver o problema.

60—62 Descreve o trecho seguinte.

63 Calcula os valores iniciais de U*, ©™ e Q™.

64—66 Abre um arquivo de saida e imprime as condi¢oes iniciais no mesmo.
67-68 Define variaveis auxiliares.

69 Inicia o loop da solugdo numérica.
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70 Avancga no tempo.

71 Calcula a solugao A no instante de tempo seguinte a partir da solugdo no
instante anterior.
72 Calcula os valores de U*, ©™ e ()" no instante de tempo em questao a partir

dos coeficientes A recém calculados.
73—74 Imprime a solucao no instante de tempo em questao em uma linha do arquivo

de saida.

75 Inverte os indices, para que no proximo instante a solucao seja calculada a
partir da solucao recém calculada.

76 Fecha o arquivo de saida.

Conforme mencionado na secao 2.2, as solugoes das equacoes de Lorenz sao afetadas
por sua extrema sensibilidade as condig¢oes iniciais do problema, causando um fendémeno
conhecido como efeito borboleta. Assim, para que os perfis temporais dos coeficientes,
obtidos numericamente, possam ser corretamente interpretados, é necessario um entendi-
mento sobre tal efeito, que é apresentado na secao seguinte.

7.2 Efeito borboleta, espaco de fase e atratores

Para calcular a solucdo numérica, foi dito na se¢ao anterior que, dada a condigao inicial
do problema, a solu¢do em qualquer instante de tempo posterior poderia ser calculada.
Isso é verdade em teoria mas, na pratica, nem sempre se verificam as condi¢oes necessarias
para que isto ocorra. E importante lembrar que, para se conhecer a solu¢gao em um instante
tr s € Necessario conhecé-la no instante anterior ¢, .~ — h, em que a solucao € calculada

a partir de seu valor em ¢} . — 2h e assim por diante, até que haja um instante ¢j em que
a solucao seja conhecida; esta é a condi¢ao inicial do problema. Todavia, mesmo que as
condigoes iniciais sejam conhecidas com exatidao, a solucao calculada numericamente no
instante A contera um erro. A solucdo no instante 2h sera calculada a partir da solugao
em h, que nao é exata. A nova iteracdo produzird um valor cujo erro pode ser ainda
maior, devido & propagacao do erro ja existente no instante de tempo anterior. Assim, os
erros podem se amplificar & medida em que a solugdo numérica avanca no tempo, de tal
forma que o erro da solucao em ¢}, .. serd maior quanto maior o valor de ¢ ... Algoritmos
em que os erros associados a solucao numérica aumentam exponencialmente ao longo do
tempo sao instaveis, o que felizmente nao é o caso do programa apresentado na secao
anterior.

H& duas razoes pelas quais cada iteracdo gera um valor com um erro associado ao
mesmo. Primeiramente, o método numérico utilizado aproxima a derivada em cada ponto
da solucao através de valores calculados em um intervalo finito, dentro do qual, na re-
alidade, esta derivada varia. Embora o método de Runge-Kutta de ordem 4 minimize
este efeito através das varidveis auxiliares definidas nas equagoes (7.1)—(7.4), é inevitavel
a producao de um erro a cada instante em que a solucao é calculada. Ainda assim, o erro
gerado pelo método de Runge-Kutta de ordem 4 é menor do que aqueles produzidos por
vérios outros métodos, tais como o método de Euler. E possivel minimizar o este efeito
adotando-se um passo de tempo mais curto. Outra fonte de erro é o truncamento dos valo-
res calculados, realizados pelo computador ao armazena-los em sua memoria, cuja precisao
¢ finita e, portanto, obriga que tais valores sejam armazenados com um nimero limitado
de casas decimais. Este efeito pode ser reduzido utilizando técnicas computacionais para
armazenar os valores calculados com maior nimero de casas decimais.
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De forma geral, pode-se pensar que pequenas diferengas entre duas condigoes iniciais
aplicadas a um sistema dinamico originam, em instantes de tempo posteriores, pequenas
diferencas entre os resultados das simulacoes. Isto pode ser verdade para alguns sistemas,
mas nao é o que ocorre com as equagoes de Lorenz. Devido as suas nao linearidades,
este sistema é extremamente sensivel as suas condigbes iniciais. Assim, caso as mesmas
nao sejam conhecidas com exatidao, a amplificacdo de seus erros durante a simulacao
origina resultados completamente diferentes no futuro. E importante destacar que, na
solucao numérica das equacoes de Lorenz, tais erros nao aumentam exponencialmente;
eles crescem até que, quando sdao grandes o suficiente, forcam a solucao a seguir um
outro caminho, e entao voltam a crescer e continuam fazendo o mesmo. Esta ideia sera
mais facilmente compreendida quando forem apresentados os resultados das simulacoes
numéricas.

De acordo com a fisica classica, dado um sistema cuja descricao mateméatica de todos
os fendmenos fisicos envolvidos é possivel, e cujas condigbes iniciais sejam conhecidas
exatamente, é possivel prever deterministicamente seu comportamento no futuro. Na
pratica, as condigOes iniciais de um sistema nunca sao conhecidas com exatidao, e isto é
de extrema importancia para o sistema de Lorenz. Este sistema herda nao linearidades das
equagodes que descrevem os escoamentos atmosféricos, cuja forte sensibilidade as condig¢oes
iniciais, a qual Danforth (2001) se refere como SDIC (sensitive dependence on initial
conditions), explica a impossibilidade de se prever o tempo a longo termo. Para que o
tempo seja previsivel, sao necessarias medigoes com incertezas arbitrariamente pequenas,
pois a SDIC torna sistemas deterministicos imprevisiveis. Lorenz descreveu este fenémeno
através de uma metafora, questionando se o bater das asas de uma borboleta no Brasil
seria capaz de causar um tornado no Texas, originando a expressao “efeito borboleta”
(Motter e Campbell, 2013). O efeito borboleta é a origem do caos em sistemas dindmicos.

No presente estudo, as condi¢oes iniciais sao arbitrarias, e portanto pode-se considerar
que as mesmas sao exatas. Mesmo assim, o efeito borboleta deve ser considerado. Como a
solucao em dado instante de tempo sempre é calculada a partir da solugao no instante de
tempo anterior, a solucao em qualquer instante pode ser vista como uma condigao inicial
para o futuro. Erros numéricos tém portanto o mesmo efeito da auséncia de exatidao
das condigOes iniciais. Por exemplo, solugoes calculadas com diferentes passos de tempo
terdo, em um instante em comum, erros diferentes, que funcionam como condi¢oes iniciais
diferentes para o futuro. Por isso, diferentes discretizacgoes, ou seja, diferentes valores de
h, originam solugoes distintas a partir de instantes suficientemente grandes, quando os
erros cresceram suficientemente para alterar o caminho da solucao. Este fato é importante
para a determinacao do passo de tempo que deve ser utilizado, como sera discutido na
secao 7.4.

As solugdes das equagdes de Lorenz sao mais facilmente interpretadas quando visua-
lizadas em um espacgo de fase, alternativamente aos perfis temporais. Um dos primeiros
pesquisadores a utilizar essa ideia foi Poincaré (1881). De forma geral, as solugoes de um
sistema de EDOs podem ser representadas em um espago de fase, espaco euclidiano cujas
dimensoes correspondem, por exemplo, as proprias variaveis dependentes. Assim, dada a
condicao inicial, a qual corresponde a um ponto no espaco de fase, todos os estados sub-
sequentes do sistema descrito pelo conjunto de EDOs sao representados simultaneamente.
A evolugao temporal da solugao pode ser vista como a trajetéria descrita por uma parti-
cula que se move no espago de fase. Cada ponto pertencente a esta trajetéria corresponde
a um possivel estado instantaneo do sistema. Assim, solugdes estacionarias aparecem em
um espaco de fase como pontos onde a particula permanece indefinidamente, enquanto

91



solugoes periddicas aparecem como loops ou circuitos fechados.

Evidentemente, pode existir um periodo transiente até que a solucao atinja um com-
portamento estacionario ou peridédico. O periodo transiente aparece no espaco de fase
como uma trajetoria que conecta a condi¢ao inicial do sistema a regiao em que a particula
ficard finalmente confinada. Assim, a particula é atraida para tal regiao. Por esta razao,
define-se atrator como a subregiao do espaco de fase para a qual tende a solucao de um
sistema dindmico. Atratores podem possuir diversas geometrias. Exemplos simples sdo
pontos, situacdo em que o atrator possui dimensao unitaria, e circuitos fechados, caso em
que o atrator é bidimensional. Por outro lado, conforme destacado por Motter e Campbell
(2013), uma particula contida em um atrator pode se movimentar de tal forma que sua
trajetoria nunca se intercepta. Neste caso, o atrator possui uma geometria complicada e
dimensao fractal, pois s6 ocupa parte do espago de fase, e é denominado atrator estra-
nho. Além disso, quando o sistema apresenta forte sensibilidade as condi¢oes iniciais, o
atrator é denominado cadtico. Espacos de fase sao muito usados no ramo da matematica
de sistemas dinamicos.

H4 vérias formas de se construir espago de fase. Danforth (2001) plotou suas medi-
¢oes das diferencas de temperatura entre as correntes ascendentes e descendentes em seu
termosifao, contra esta mesma variavel defasada de um intervalo de tempo. Também plo-
tou esta diferenca de temperatura contra sua derivada temporal. Neste estudo, o espaco
de fase serd formado por um sistema de coordenadas cujas dimensoes sao os coeficientes
das séries de Fourier A, B e C, o que define um espaco de fase tridimensional. A rigor,
também deveriam ser incluidos os coeficientes D e E, correspondentes ao escalar passivo
Q"™, o que definiria um espaco de fase de dimensao cinco. Entretanto, conforme ja foi
explicado, quando faz-se Le,g = 1 e as condigOes iniciais de D e E idénticas as de B e
C, respectivamente, os perfis temporais do escalar passivo sao iguais aqueles do escalar
ativo. Assim, a inclusdo dos coeficientes D e E no espago de fase nao adiciona nenhuma
nova informacao, e s6 acarretaria em uma dificuldade na visualizacao do espaco de fase.

A seguir, serdo apresentadas as solugoes das equacoes de Lorenz para diferentes valores
do nimero de Rayleigh. Em cada situacao, é destacado como os coeficientes refletem ca-
racteristicas do escoamento no problema de Rayleigh-Bénard, assim como a forma através
da qual o efeito borboleta afeta as solugoes numéricas. As solugdes também sao repre-
sentadas em um espaco de fase, revelando a existéncia de diferentes tipos de atratores de
acordo com a estabilidade do problema.

7.3 Solucgoes estacionarias

Conforme discutido na secao 4.3, o numero de Rayleigh, Ra, é uma medida da instabili-
dade do problema de Rayleigh-Bénard. Na secao 6.3, foi definida uma versao reescalonada
do mesmo, 7, que atende a mesma finalidade que a variavel original. Entretanto, os valo-
res de r sao mais convenientes para se trabalhar, ja que r < 1 corresponde a um sistema
estavel, r = 1 indica que o sistema é neutro e r > 1 representa um sistema instavel,
onde qualquer perturbagao em relacao ao estado hidrostatico evolui e surgem correntes
de conveccao. Além disso, solugoes estaciondarias das equagodes de Lorenz sao instaveis
para r > r. &~ 24,74, como foi explicado na secao 6.3. Nesta secdo, serao apresentadas
as solugoes do sistema de EDOs em cada um destes casos, resumidos na figura 7.1. A
existéncia de duas solugoes estacionarias alternativas para 1 < r < r. serd demonstrada
matematicamente posteriormente nesta secao.

A condicdo inicial utilizada para esta analise foi [Ag] = [01 0 1 0]T. E bom lembrar
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Sistema
estavel
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Sistema instavel

r

N
1,60 24,74
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Y Y Y

Solugao Duas solugdes Solucoes
hidrostatica estaciondrias nao periddicas

N

Figura 7.1 — Apds uma perturbagao, diferentes regimes de escoamento ocorrem no pro-
blema de Rayleigh-Bénard em funcao da instabilidade do sistema.

que, na situacdo de equilibrio hidrostatico, todos os coeficientes sao nulos. Assim, tal
condicao inicial indica que as perturbacoes inicialmente sobre o sistema sdo flutuacoes
de temperatura, pois B(0) # 0, e de concentragdo de soluto, pois D(0) # 0. Isto é
necessario pois coeficientes inicialmente nulos serao permanentemente nulos, nao importa
quao instavel seja o sistema, como foi mencionado na se¢ao 2.2. Perturbagoes sobre o perfil
de concentracao de soluto, contudo, ndo sao capazes gerar movimento, ja que a mesma
é um escalar passivo no problema. Entretanto, arbitrou-se condigdes iniciais para D(t*)
e E(t*) idénticas aquelas de B(t*) e C(t*), a fim de que os escalares ©™* e ™ possuam
condigoes iniciais idénticas. Além disso, o nimero de Lewis foi mantido igual a unidade.
Assim, os perfis temporais de D e E sao obrigatoriamente idénticos aos perfis temporais de
B e C, respectivamente, pois adotou-se escalares com as mesmas difusividades moleculares
(Lego = 1) e condigbes iniciais idénticas. Por isso, ndo sao mostradas curvas relacionadas
aos coeficientes D e E. Esta secao tratarda da dindmica do sistema para diferentes graus
de instabilidade. A sensibilidade dos perfis temporais dos escalares as suas difusividades
moleculares e das condicoes iniciais foi estudada no capitulo 8.

A figura 7.2 mostra as curvas A(t*), B(t*) e C(t*) para r = 0,8. Foi imposta uma
perturbacao inicial sobre o campo de temperatura, o que é indicado pelo fato de que
a curva B(t*) tem inicio em B = 1. Isto fez com que os outros coeficientes partissem
de zero, seus valores iniciais. Os valores de A(t*) sdo proporcionais a fung¢ao corrente e,
consequentemente, ao campo de velocidade. Este coeficiente assume valores diferentes
de zero durante um periodo transiente, indicando que a imposicao de uma flutuacao
de temperatura no fluido causou movimento, rompendo temporariamente o equilibrio
hidrostatico inicial. Isto é esperado, ja que a temperatura ¢ um escalar ativo. Entretanto,
o movimento que surge ¢ inibido pela estabilidade que o sistema possui em tais condicoes,
pois < 1. Assim, conforme o esperado, a curva A(t*) atinge um valor maximo e, assim
como os outros coeficientes, tende a zero; as perturbagoes decaem. Destaca-se que, quanto
maior o valor de r < 1, mais pronunciado é o pico de A(t*), e mais lentamente as curvas
retornam a zero.

A mesma solucao é representada em um espacgo de fase na figura 7.3. Todas solugbes
para r < 1 possuem o mesmo comportamento; elas aparecem no espaco de fase como
trajetorias que comegam no ponto correspondente a condigao inicial dada ao problema,
e sempre terminam na origem do sistema de coordenadas. Assim, o ponto (A, B,C) =
(0,0,0) representa uma solugao estavel, e é o atrator do sistema de Lorenz para r < 1, onde
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Figura 7.2 — Séries temporais dos coeficientes para » = 0,8, em que a solugao hidrostatica
do problema de Rayleigh-Bénard é estavel.
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Figura 7.3 — Trajetéria efetuada pela solucao das equagoes de Lorenz em um espaco de
fase para r = 0,8. O ponto vermelho é um atrator, e corresponde a solucao hidrostatica.
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todas as solugoes caem independentemente de suas condigoes iniciais. Nesta situagao, se
uma particula inicialmente em repouso na origem do espaco de fase for deslocada desta
posicao, ela retornard a mesma apdés alguns instantes. Por tltimo, cabe mencionar que o
efeito borboleta nao altera a solucao das equagoes de Lorenz quando r < 1, e algoritmos
numéricos com diferentes passos de tempo produzem o mesmo resultado.

Para 1 < r < r., o sistema tende a uma solugdo estacionaria nao hidrostatica. Isto
significa que, em resposta a uma perturbagao, formam-se correntes de convecgao que, apos
um periodo transiente, se mantém inalteradas. Conforme explicado na secao 2.1, este
comportamento foi observado por Bénard (1900), e é verificado na solugao das equagoes
de Lorenz. A figura 7.4 mostra os perfis temporais dos coeficientes A, B e C' para alguns
valores de r. Neste regime, ha uma fase transiente em que os valores dos coeficientes
oscilam ao longo do tempo, o que esta de acordo com a lei do estado inicial variavel,
enunciada por Bénard. Posteriormente, ¢ atingido um equilibrio estacionario em que os
coeficientes assumem valores constantes, o que atende a lei do estado limite permanente de
Bénard. Os valores assumidos pelos coeficientes ao atingirem o estado estacionario serao
denotados pelo simbolo co subscrito. Em especial, destaca-se que A, é sempre nao nulo
para 1 < r < r,, indicando que had movimento. Observando a figura 7.4, é facil notar que
os valores estacionarios dos coeficientes dependem de r. Percebe-se ainda que, enquanto
(', parece apenas aumentar com um aumento do valor de r, A, e B,, podem ser positivos
e negativos, como se houvesse duas condi¢oes de equilibrio estacionario alternativas. De
fato, quando 1 < r < r., duas solucdes estaciondrias sao possiveis, como indicado na
figura 7.1.

O comportamento da solucao estacionaria em funcao de r pode ser obtido analiti-
camente a partir das equagoes de Lorenz. No estado estacionario, todas as derivadas
temporais dos coeficientes sdo nulas. Assim, fazendo o lado esquerdo da equagao (5.33)
igual a zero, tem-se

Y = X... (7.6)

Anulando as derivadas temporais também nas equagoes (5.34)—(5.35) e usando a equagao
(7.6), encontra-se

0=(r—1—Zy) Xoo, (7.7)
0=X2 —bZ,. (7.8)

Percebe-se que (Xo, Yoo, Zoo) = (0,0,0) é uma solugao das equagoes (7.6)—(7.8), mas tal
solugao torna-se instavel quando r > 1, e ndo ocorre se o sistema for perturbado. Para
que a solucdo destas equagdes nao seja nula, o termo entre parénteses na equagao (7.7)
deve ser igual a zero, logo,

Lo =1—1,

e com o auxilio das equagoes (7.6) e (7.8), encontra-se

Xoo = Yoo = +4/b(r — 1). (7.9)

Usando as equagoes (5.30)—(5.32) e a equagao (5.36) para recuperar os coeficientes origi-
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Figura 7.4 — Séries temporais dos coeficientes A, B e C e sua sensibilidade ao niimero de

Rayleigh em regime de convecgao estacionaria.

96



nais, tem-se

2
As = - —1)(1 2 1
w=E/r = D1+ a), (7.10)
2 |r—1
By =4+———= A1
* mr\ 1+ a2’ (7.11)
1 1
=—(1--]. 1
Coc 27r( 7“) (7.12)

Das equagoes (7.6), (5.30) e (5.31), sabe-se que Ay, e By, tém sempre o mesmo sinal.
Logo, existem trés solugoes estaciondrias alternativas. O termo “estacionario” aqui em-
pregado nao indica obrigatoriamente a auséncia de movimento. A solucao hidrostética é
apenas uma das solugoes estacionarias. Nos outros dois casos, desenvolvem-se células de
convecgao que mantém a mesma forma ao longo do tempo; é o regime de convecgao estaci-
onaria. Neste caso, as varidveis que descrevem o escoamento, ¥*, ©* e Q" assumem, apds
um periodo transiente, valores constantes diferentes de zero. Assim, dado que, quando
h& uma perturbacao, a solucao hidrostatica é impossivel para r > 1, apenas duas solu-
¢oOes estaciondarias alternativas sao possiveis, como indicado na figura 7.1. Tais solugoes
se diferenciam apenas pelo sinal de A, e B, 0 que, no problema de Rayleigh-Bénard,
corresponde a correntes de conveccio com sentidos contrarios. E importante lembrar que,
para r < 1, todos os coeficientes tendem a zero em instantes de tempo suficientemente
grandes, muito embora as equagoes (7.10)—(7.12) fornegam valores imaginarios para Ay, e
B e valores negativos para Cy,. Além disso, quando r > r., os coeficientes oscilam indefi-
nidamente e deixam de assumir um valor constante. Neste caso, as equagoes (7.10)—(7.12)
possuem outro significado, que serd apresentado na secao 7.4.

Fazendo a® = 0,5 nas equagoes (7.10)—(7.11), obtém-se os valores estacionérios dos
coeficientes em funcao de r para o caso do presente estudo, conforme a figura 7.5. Foi ve-
rificado que estes valores, obtidos analiticamente, concordam com aqueles obtidos através
da solu¢ao numérica das equagdes de Lorenz. As curvas apresentadas na figura 7.5 podem
ser interpretadas com o auxilio do significado fisico dos coeficientes, descrito por Lorenz
(1963) e comentado na secao 5.2. A, cresce a medida em que r aumenta, o que cor-
responde a um aumento na intensidade do movimento no problema de Rayleigh-Bénard
quando sua instabilidade torna-se maior. Dado que B, é diretamente proporcional a
diferenca de temperatura entre as correntes ascendentes e descendentes, é natural que
seu valor diminua conforme r aumenta pois, quanto maior a instabilidade do problema
e portanto a intensidade do movimento, as propriedades do escoamento sao melhor ho-
mogeneizadas. Por tultimo, sendo C,, uma medida da distorcao do perfil inicialmente
linear de temperatura, seus valores cada vez mais positivos indicam que tal perfil é cada
vez mais alterado com um aumento da instabilidade, de forma que os gradientes mais
intensos ocorrem préximo as placas. Saltzman (1962) mostrou que a relagdo Zoo(r) é

s

linear, o que estd de acordo com a curva obtida para C,, apresentada na figura 7.5, ja
que Co = Zoo/(277).

Para 1 < r < 7, os dois pontos (A, B, Cso) s80 0s atratores pontuais da solugao.
Em um espago de fase, as trajetérias tém inicio no ponto correspondente as condig¢oes
iniciais e sdo levadas a algum atrator, onde permanecem. Como exemplo, a representagao
da solucao das equagoes de Lorenz para r = 12 em um espaco de fase é mostrada na figura
7.6. Quando observa-se as séries temporais dos coeficientes, percebe-se que a medida em
que se aumenta o valor de r, o tempo necessario para que a solucao se estabilize também
aumenta, até que, para r > r., a solucao oscila indefinidamente. Em um espaco de
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Figura 7.5 — Conforme o nimero de Rayleigh aumenta, A(t*), B(t*) e C(t*) tendem
para diferentes valores A, Bs € Cy para tempos suficientemente grandes. Dependendo
das condicoes iniciais dadas ao sistema, os valores estacionarios de A e de B podem ser
positivos ou negativos, mas ha apenas uma solugao estacionaria possivel para C.
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Figura 7.6 — Trajetéria efetuada pela solucao das equagoes de Lorenz em um espaco de
fase para r = 12. Os pontos vermelhos sdo atratores, e correspondem as duas solugoes
estacionarias possiveis para esse valor de 7.

fase, a medida em que se aumenta r, as trajetérias demoram cada vez mais para atingir
algum dos atratores pontuais. O aspecto da solucao em um espago de fase para r > r,
sera mostrado na secao 7.4. Quando 1 < r < 7., se uma particula inicialmente em
repouso na origem do espaco de fase nao for perturbada, esta permanecerd na mesma
posicao. Entretanto, quando ligeiramente deslocada da origem, a particula se move em
direcao a um dos atratores, onde permanecera. Neste sentido, quando 1 < r < r., a
origem do espago de fase corresponde ao topo da superficie da figura 1.3b, e os atratores
correspondem ao fundo da superficie da figura 1.3a.

A determinacgao do atrator para o qual tende a solucao depende das condi¢oes iniciais
do sistema. As solugoes apresentadas na figura 7.4 partem das mesmas condigOes iniciais
e, contudo, atingem valores positivos e negativos, correspondentes a atratores diferentes.
Em cada simulagao, o valor de r foi diferente, e portanto os erros produzidos pela so-
lugdo numérica foram diferentes. Assim, produziu-se um efeito semelhante a imposicao
de diferentes condigoes iniciais, e o efeito borboleta conduziu a solugao para diferentes
atratores. Portanto, para o mesmo numero de Rayleigh, a solucao pode ser conduzida
para ambos os atratores; basta que as condigoes inicais ou os erros de truncamento sejam
outros. Diferentes erros de truncamento podem ser obtidos alterando-se o passo de tempo
utilizado na solugdo numérica, por exemplo.

Pode-se imaginar que a solugao das equagoes de Lorenz tem maior probabilidade de
encontrar o atrator mais préximo das condigoes iniciais escolhidas. Entretanto, se forem
arbitradas condigoes iniciais equidistantes de ambos os atratores, deve ser mais dificil
de se determinar em qual deles a solucao se estabelecera finalmente e, nestas condicoes,
o sinal de A, e By é imprevisivel. A situagao fisica correspondente foi observada por
Danforth (2001), em seu experimento com o termosifao. Quando Danforth aqueceu a base
do fluido a uma taxa capaz de produzir um escoamento convectivo estacionério, apds um
periodo transiente, o escoamento adotou um sentido que se manteve o mesmo ao longo
do tempo. Entretanto, apesar de deterministico, tal sentido é imprevisivel, assim como o
sinal dos coeficientes A, e By, ou como o atrator para o qual a solugao convergira, ou
como o resultado do langcamento de uma moeda.
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Figura 7.7 — Perfis horizontais das flutuacoes adimensionais de temperatura e da com-
ponente vertical da velocidade, para z* = 0,5 e regime de convecgao estacionaria. A
amplitude das oscilagoes esta fora de escala.

Para encerrar a discussao sobre o regime de convecgao estacionaria, sao dados dois
exemplos da variabilidade espacial das variaveis que descrevem o escoamento. Assim, é
possivel verificar se as solugoes das equacoes de Lorenz sdo coerentes com o que se espera
intuitivamente do escoamento no problema de Rayleigh-Bénard. Em z* = 0,5, quando o
equilibrio estaciondrio é atingido, a equagao (5.21) fica

O% (z*, 2" = 0,5) = By cos(max™).
Da equagao (5.20), tem-se
Ur (2%, 2" =0,5) = A sen(max™),

logo, das equagoes (4.34)—(4.35),

ov*
W(z®, 2" =0,5) = (93520 = TaA cos(maz’™) (7.13)
ov?
Ul(z% 2" =05)=——>>==0. 7.14
L2 =05) = - (7.14)

Em regime estacionario, a componente horizontal da velocidade se anula em z* = 0,5.
As fungoes ©7% e W2 dadas pelas equagoes (7.13) e (7.14) foram representadas na figura
7.7. Dado que A e By possuem sempre o mesmo sinal, o mesmo ocorre para W e ©7%
indicando a ascenc¢ao de correntes quentes e a subsidéncia de correntes frias. Além disso,
os maximos e os minimos de ©% e WZ ocorrem nas mesmas posi¢oes horizontais, o que faz
sentido fisicamente. Uma porc¢ao de fluido passando pela posicao onde a velocidade vertical
é maxima acaba de fazer o percurso inferior da célula convectiva, onde foi aquecido. Da
mesma forma, uma porcao de fluido com velocidade vertical mais negativa acaba de passar
pela metade superior do escoamento, onde perdeu calor e, por isso, chega em z* = 0,5 com
menor temperatura. Isto estd de acordo com as observacoes de Danforth (2001). Assim,
apesar do truncamento das séries de Fourier, as equacoes de Lorenz parecem representar
bem o problema de Rayleigh-Bénard em regime de convecgao estacionéria.

A validade da estimativa do perfil vertical de temperatura a partir da solucao das
equagoes de Lorenz é questionavel, ja que, na secao 5.3, em algum momento aproximou-
se z* = 0,5 para deduzi-las. Supondo os resultados validos para outros valores de z*, tal
estimativa serd feita para uma posi¢ao x* em que a flutuacao de temperatura se anule em
z* = 0,5, ou seja, para x* = (2n + 1)/(2a), onde n é um nimero inteiro qualquer. De
(5.21), pode-se escrever

2 1
Sl (:c* = n2—i— ,z*) = —Cy sen(2mz").
a
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Figura 7.8 — Para uma posi¢ao x* em que nao haja flutuagao de temperatura em z* = 0,5,
as equacoes de Lorenz prevéem o perfil de temperatura em verde, comparado ao perfil
inicialmente linear em vermelho tracejado.

A figura 7.8 compara o perfil inicialmente linear de temperatura a sua soma com as
flutuagoes induzidas pelo escoamento. A subsidéncia de porcoes frias de fluido reduz a
temperatura na metade inferior do escoamento, enquanto que porc¢oes quentes de fluido
ascendendo provocam flutuagoes positivas de temperatura em sua metade superior. Pode-
se esperar que, aumentando a instabilidade do problema e, portanto, adicionando mais
modos de Fourier ao escoamento, o perfil vertical de temperatura tendera a formas cada
vez mais homogéneas. Como as condicoes de contorno nas placas ainda deverao ser
respeitadas, gradientes mais intensos devem ocorrer proximo as mesmas.

7.4 Solucoes nao periédicas

Quando r > r. ~ 24,74, o regime de convec¢ao estacionaria da lugar a um regime
cadtico, em que as solugdes possuem comportamento nao periédico. Este é o regime
de maior interesse para o presente estudo, ja que o caos ¢ uma caracteristica tipica de
escoamentos turbulentos. Enquanto Lorenz (1963) utilizou r = 28, neste estudo utilizou-
se um valor um pouco maior, r = 30. Os perfis temporais dos coeficientes neste caso
sao apresentados na figura 7.9. De acordo com Lorenz (1963), os valores positivos de
C indicam que os gradientes de temperatura mais intensos ocorrem proximo as placas.
Nota-se que, a partir de t* ~ 1,0, por exemplo, A e B sao negativos e oscilam com uma
amplitude cada vez maior, aproximando-se gradualmente de zero. Quando suas curvas
parecem tocar o eixo das absissas, A e B mudam de sinal e voltam oscilar com amplitude
crescente. Como A estd relacionado a funcao corrente, uma mudanga em seu sinal pode
ser interpretada fisicamente como uma mudanga do sentido do escoamento.

Danforth (2001) explicou fisicamente este comportamento. Considera-se uma porgao
de fluido na parte inferior do escoamento, ligeiramente mais quente e, portanto, menos
densa que porgoes de fluido vizinhas. Ao ascender, esta por¢ao serda mais acelerada que
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Figura 7.10 — Série temporal do produto AB para r = 30.

o restante do fluido. Chegando na parte superior do escoamento com maior velocidade,
esta porcao é resfriada por menos tempo e, ao mover-se para baixo, tem seu movimento
retardado por ser menos densa do que sua vizinhanga. Portanto, esta por¢ao de fluido
anomala percorre lentamente a parte inferior de sua trajetéria, e é mais aquecida do
que havia sido anteriormente. Assim, sua densidade torna-se cada vez mais diferente do
restante do escoamento, e a porcao ¢ cada vez mais retardada em sua descida, até que,
em algum momento, o sentido de seu movimento é invertido.

O produto AB, apresentado na figura 7.10, permanece positivo durante a maior parte
do tempo, indicando a presenca de correntes quentes ascendentes e correntes frias sub-
sidentes no escoamento. A diferenca de temperatura entre tais correntes, proporcional
a B, foi medida por Danforth (2001) em seu experimento. Voltando a figura 2.2, seja
AO 4p a diferenca entre as temperaturas © 4 e © g medidas nos pontos A e B definidos na
figura. Os perfis temporais de A© 45 possuem o mesmo padrao que o perfil temporal de
B apresentado na figura 7.9; A© 4p oscila com amplitude cada vez maior até se anular, e
entdo troca de sinal e volta a oscilar com amplitude crescente. Assim, mesmo em regime
caotico, onde outros coeficientes além de A, B e C' sdo importantes, as equagoes de Lorenz
ainda possuem um contetdo fisico importante, pois suas solu¢oes compartilham caracte-
risticas em comum com as solucoes das equagoes de conservagao. Este ¢ um resultado
importante, que reforca a validade de resultados sobre a correlagao entre escalares obtidos
a partir das equacgoes de Lorenz.

Conclusoes bastante interessantes podem ser obtidas quando observa-se a solucao cao-
tica das equacoes de Lorenz em um espaco de fase. As mesmas solugoes para r = 30,
cujos perfis temporais ja foram apresentados, foram representadas em um espaco de fase
na figura 7.11, e suas projecoes nos planos AB e BC' sao mostradas na figura 7.12. A
solugao parte de um ponto correspondente a condicao inicial do problema e se move em di-
recao ao atrator. Este comportamento é verificado independentemente da condigao inicial
imposta, ja que, por defini¢ao, o atrator é uma tnica forma associada a todas as condig¢oes
iniciais possiveis. Quando r > r., o atrator deixa de ser pontual. Na verdade, apesar de
ficar arbitrariamente préxima de si mesma, a trajetéria realizada pela solu¢ao nunca se
intercepta. Portanto, a solugao é capaz de preencher apenas parte do espaco de fase, e o
atrator possui dimensao fractal. Além disso, o efeito borboleta constantemente altera a
trajetéria seguida pela solugdo. Por isso, o atrator de Lorenz é um atrator cadtico e es-
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Figura 7.11 — Trajetoria efetuada pela solucao das equacoes de Lorenz em um espago de
fase para r = 30. Os pontos vermelhos sao os focos dos atratores, e correspondem as
duas solucoes estacionarias para esse valor de r. Entretanto, como r > r., as solucoes
estacionarias sao instaveis.
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Figura 7.12 — Projegoes do espago de fase apresentado na figura 7.11 nos planos AB e
BC', respectivamente.
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tranho. Danforth (2001) fornece uma interpretacao fisica a ideia de atrator. A atmosfera
pode se encontrar em uma infinidade de estados diferentes. Entretanto, apesar de varios
destes estados serem, em teoria, possiveis, na pratica eles possuem uma probabilidade
de ocorréncia muito pequena, o que seria o caso de eventos extremos de temperaturas
ou ventos, por exemplo. Assim, o estado da atmosfera é limitado a alguns valores, os
quais definem um atrator. Neste sentido, um atrator pode ser interpretado como uma
distribuicao de probabilidades.

Dado que r > r., as trés solugoes estacionarias do problema sao todas instaveis e,
portanto, impossiveis na presenca de uma perturbagao. Entretanto, ainda ¢é possivel
utilizar as equagoes (7.10)—(7.12) para calcular quais s@o as solugoes estacionarias para
r = 30. Além da solucao hidrostatica, encontra-se

1 /232 29
Avo = £2V8T, Be = =507\ 3 O = Gor
Quando r > r., os trés pontos do espaco de fase correspondentes as solugoes estacionarias
sao analogos ao topo da superficie da figura 1.3b. Se a particula que traga a solucdo das
equagoes de Lorenz for colocada em algum destes pontos, basta uma pequena perturbagao
sobre a mesma para que ela entre em movimento e se afaste de sua posicao inicial. Nas
figuras 7.11 e 7.12, observa-se que a solucao do sistema realiza diversas voltas em torno dos
pontos correspondentes as solugdes estacionarias. Seguindo a terminologia utilizada por
Danforth (2001), tais pontos serdo chamados de focos. Assim, analogamente a um planeta,
que orbita dois corpos maiores, a particula que descreve a solugao das equacoes de Lorenz
passeia em torno de dois focos, como se uma forga de atragao impedisse que a mesma
saia de suas regides de influéncia. Entretanto, assim como a inércia do planeta impede
que este colida com os corpos maiores, as nao linearidades do sistema atuam de forma
a impedir que a particula efetivamente atinja os focos. Nota-se que este comportamento
dificilmente seria percebido observando-se apenas as séries temporais dos coeficientes, o
que confirma a importancia da representacao das solugoes em um espago de fase.
Finalmente, dado que o regime cadtico sera utilizado para o calculo da correlagao entre
escalares no préximo capitulo, é importante entender as consequéncias do efeito borboleta
sobre a solucao das equagoes de Lorenz quando r > r.. Para determinada discretizacao,
a solucao numérica torna-se incorreta quando os erros de truncamento sao grandes o
suficiente para alterar o caminho seguido pela mesma. E necessério estimar o valor de
t* em que isto ocorre. Por isso, foi realizada uma andlise de sensibilidade da solucao
ao passo de tempo, exemplificada na figura 7.13, onde foram comparadas as solugoes
calculadas com diferentes discretizagoes. Verifica-se que, para ambos os escalares, as trés
solucoes concordam até t* ~ 1,0, quando as solucdes calculadas com h = 10~* divergem
das restantes. A partir deste instante, considera-se que o perfil temporal obtido com
h = 10~* representa uma solucdo possivel das equacdes de Lorenz, porém referente a
outra condicdo inicial. A solucao calculada com h = 107° permanece correta, ou seja,
idéntica a solucao tedrica correspondente a condicao inicial de fato utilizada, até t* ~ 1,5,
e logo apds tal instante, diverge da solucdo calculada com h = 107%, a qual supde-se
permanecer correta por mais tempo. Aparentemente, uma diminuicao do passo de tempo
faz com que a solucao permaneca correta por um periodo de tempo maior. Em algum
momento, entretanto, isto nao deve mais ser verdade, pois os erros de truncamento deverao
ser maiores do que os erros causados pela discretizacao.
Decidiu-se empregar h = 107 e considerar a solucao correta até t* = 1,5 para as
condigoes em que foram realizadas as simulagoes apresentadas na figura 7.13, que no caso
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Figura 7.13 — Trecho das séries temporais de ©™ e ™ calculados com diferentes passos de
tempo. Fez-se r = 30, Leyy = 10, [Ao] = [0,0 1,0 0,5 10,0 0,0]7, z* = 0,5, z* = 0,5. Para
ambos os escalares, as soluc¢oes coincidem até t* ~ 1,0, quando a solugao calculada com
h = 10~* diverge das restantes. O mesmo ocorre para a solucao calculada com h = 107°
logo apds t* = 1,5.

foram Pr = 10, r = 30, Ley = 10, [Ao] = [0,0 1,0 0,5 10,0 0,0]", z* = 0.5, z* = 0.5.
Variando qualquer um desses parametros, deve-se, a rigor, verificar novamente até qual
instante a solugdo permanece valida para o passo de tempo utilizado. Isso é importante
para o capitulo 8, onde foi feita a quantificacdo de alguns parametros a partir das séries
temporais, e variou-se as condigOes iniciais e o nimero de Lewis. Para as analises feitas no
presente capitulo, utilizou-se h = 107° e ¢* . = 1,5, muito embora nao fosse necessério
tomar-se este cuidado, ja que foi feita apenas uma analise qualitativa dos trés regimes que
as solugoes das equagoes de Lorenz possuem quando varia-se o niimero de Rayleigh.

Na secao 4.2, quando foram feitas andalises de ordem de magnitude, usou-se A© =
0,2°C. Antes de seguir adiante, explica-se o motivo pelo qual arbitrou-se tal valor. No
capitulo 8, as andlises foram feitas para r = 30. Usando a equagao (5.28), obtém-se o ni-
mero de Rayleigh correspondente, Ra ~ 19725. Usando as propriedades do ar seco dadas
na tabela 4.1, H = 10 cm, e a definigdo do niimero de Rayleigh dada pela equagao (4.28),
calcula-se que, para que r = 30, é necessario A© = 0,2 K. Se fossem usadas propriedades
da agua, tal valor seria menor. A seguir, avalia-se a correlagdo entre escalares.
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Capitulo 8

Correlacao entre escalares

8.1 Periodo transiente e shadowing

Neste capitulo, as varidveis fisicas ©™ e Q™ foram recuperadas, e foi estudada a sen-
sibilidade da solugao as condigoes iniciais e ao nimero de Lewis em regime cadtico. Para
estes fins, ¢ fundamental entender que quando Ley = 1, os escalares possuem as mesmas
difusividades moleculares. Portanto, variando o niimero de Lewis, os escalares passam a
possuir propriedades diferentes em uma pequena escala espacial. Observando o compor-
tamento conjunto dos escalares, é possivel verificar como tais mudancas se refletem no
escoamento ao longo do tempo. A partir das solugoes obtidas, é calculado o coeficiente
de correlacao de Pearson entre as flutuacoes de Reynolds dos escalares. Para obter-se tais
flutuagoes, é necessario o calculo das médias de conjunto dos escalares, e por isso suas sé-
ries temporais serao tratadas como amostras independentes, obtidas a partir de medicoes
experimentais destas varidveis. Para inferir conclusdes sobre as difusividades turbulen-
tas dos escalares a partir do coeficiente de correlagdo entre os mesmos, sao utilizados os
resultados da secao 3.3.

Durante todo o resto deste estudo, foram mantidos constantes Pr = 10 e » = 30.
Utilizando h = 1075, considerou-se que, independentemente das condicoes iniciais e do
numero de Lewis utilizado em cada simulacao, a solucao das equacoes de Lorenz perma-
neceu inalterada pelo efeito borboleta até t; = 1,5, dados os resultados da secao 7.4.
Substituindo os coeficientes obtidos numericamente nas séries de Fourier dos escalares,
dadas pelas equagdes (5.21) e (5.22), e arbitrando z* = 0,5 e z* = 0,5, ©"* e Q" foram re-
cuperados. O valor z* = 0,5 foi escolhido pois, durante a dedugao das equacoes de Lorenz
na se¢ao 5.2, um termo de uma equacao foi aproximado neste ponto. Assim, a validade
da solucao das equagoes de Lorenz para outras posigoes verticais deve ser verificada. Isto
nao foi feito neste estudo.

Primeiramente, sdo comparadas as séries temporais dos escalares quando impde-se
condigoes iniciais diferentes para cada um deles. O nimero de Lewis serd mantido cons-
tante e igual a unidade, o que faz com que as EDOs (5.24) e (5.25), para B e C, sejam
respectivamente iguais as EDOs (5.26) e (5.27), para D e E. Consequentemente, o inico
motivo para uma possivel decorrelacado entre ©* e Q™ seria a diferenca entre suas condi-
¢oes iniciais. Deve ser evidente que as condigoes iniciais de ©™ correspondem aquelas de
B e C, assim como as condigoes iniciais de Q™ correspondem aquelas de D e E.

Na figura 8.1, sdo apresentadas as séries temporais dos escalares para alguns exemplos
de condigoes iniciais. Na figura 8.1a, arbitrou-se condic¢bes iniciais nulas para a fungao
corrente e para as flutuacoes de temperatura. Foi imposta unicamente uma perturbacao
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Figura 8.1 — Embora a forma da solu¢ao dependa de suas condi¢Oes iniciais, os perfis
temporais dos escalares sempre coincidem apdés um periodo transiente. As condigoes
iniciais [Ao] utilizadas foram (a) [0,0,0,1,1]7, (b) [0,1,0,1,0]T, (c) [0,1,0,0,0]T e (d)
[0,—2,0,2,0]T. As curvas de ©" foram deslocadas para cima de um valor 0,005 para
possibilitar sua visualizacao. Utilizou-se Legyy = 1 em todas as simulagoes apresentadas
nesta figura.
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sobre o perfil inicialmente linear de concentragao de soluto. Entretanto, dado que este é
um escalar passivo, suas flutuagdes nao produzem movimento algum, independentemente
da estabilidade do sistema. A perturbacgao sobre Q™ decai ao longo do tempo, e a solucao
do sistema ¢é o equilibrio hidrostatico. Tal solucao continua sendo instavel, mas devem
existir perturbagoes sobre ¥* ou ©" para que solu¢oes nao periddicas sejam produzidas.
Para este caso, portanto, a figura 8.1a indica que a solucdo das equacoes de Lorenz é
consistente com a fisica do problema de Rayleigh-Bénard. Matematicamente, é possivel
ver o motivo pelo qual isto ocorre, j4 que a equagoes (5.23)—(5.25), referentes a funcao
corrente e & temperatura, ndo dependem de D e FE, coeficientes da série de Fourier de Q™.

Na figura 8.1b, arbitrou-se condicoes iniciais idénticas para os escalares. Na verdade,
todos os parametros utilizados nesta simulacao foram aqueles empregados para a obtengao
dos coeficientes apresentados na figura 7.9. E evidente que as séries temporais de escalares
com difusividades moleculares e condi¢oes iniciais idénticas também serdo idénticas; de
fato, esta é a razao pela qual nao foram apresentadas curvas para D e E no capitulo
anterior. A figura 8.1b indica que neste caso ocorreu movimento, ja que foi arbitrada uma
condigao inicial diferente de zero para B, coeficiente relacionado a ©™, o escalar ativo do
problema. Por ultimo, nas figuras 8.1c e 8.1d, os escalares foram iniciados com valores
diferentes entre si e, por isso, suas séries temporais nao coincidem durante os primeiros
instantes da simulacao. Apos este periodo, entretanto, as séries convergem, e os escalares
se correlacionam perfeitamente. Assim, conclui-se que tornar as condig¢oes iniciais dos
escalares diferentes entre si nao é suficiente para fazer com que estes decorrelacionem.

Contudo, passado o periodo transiente, a figura 8.1¢ mostra que a solucao assume va-
lores negativos, enquanto que a figura 8.1d mostra que a solugao assume valores positivos.
Assim, as condigbes iniciais sdo capazes de produzir varias fungdes ©™(t*) e Q"*(t*); em
outras palavras, as condicoes iniciais determinam a aparéncia das séries temporais dos
escalares. Isso ¢ facilmente percebido ao comparar-se as quatro solugoes apresentadas
na figura 8.1 e verificar-se que estas sao todas diferentes. Entretanto, apés um periodo
transiente, a relacao ©™* x Q™ entre os escalares é sempre a mesma, independentemente
das condicoes iniciais dadas ao sistema. Na realidade, para Ley, = 1, tal relagao é a reta
O™ = (0", pois neste caso os escalares sempre acabam se correlacionando perfeitamente.
Assim, se for definido um espago de fase em que plota-se Q™ contra ©™, verifica-se que
todas as condigOes iniciais levam a solugao para uma mesma subregiao do mesmo, o que
revela a existéncia de um atrator. Quando Ley = 1, o atrator se localiza sobre a diagonal
principal do espaco de fase.

Quando deseja-se calcular o coeficiente de correlagao entre dois escalares, o importante
é considerar a relagao entre os mesmos, independentemente de seus perfis temporais indi-
viduais. Por isso, a existéncia de um atrator no espaco de fase ©™ x Q™ é um resultado
importante, pois indica que o coeficiente de correlagdo entre estas variaveis independe das
condicoes iniciais dadas ao sistema. Quando Ley = 1, esta conclusao ¢ facilmente obtida
observando-se a figura 8.1. Neste caso, apds um periodo transiente e independentemente
das condigOes iniciais, os perfis temporais dos escalares sempre coincidem e, portanto,
o coeficiente de correlagao entre os mesmos é igual a unidade. Além disso, a existéncia
de um atrator sugere que deve ser minimizado o efeito do periodo transiente da solucao
sobre o coeficiente de correlagdo. Este periodo guarda uma memoria recente demais das
condicoes iniciais e, portanto, nao mostra a verdadeira relagdo entre os escalares, a qual
s6 depende do ntimero de Lewis.

Em resumo, para Legy = 1, a correlagao entre os escalares nao depende das condicoes
iniciais do sistema, pois existe um atrator no espaco de fase ©* x Q™. E natural questionar
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escalares.
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se o mesmo ocorre quando Ley # 1. Primeiramente, foi verificado o comportamento da
solugao para outros nimeros de Lewis, mantendo os escalares com as mesmas condi¢oes
iniciais. As séries temporais dos escalares para Ley = 0,1 e Ley = 10 sao apresentadas
na figura 8.2. Percebe-se que, em ambos os casos, mesmo passado o periodo transiente, as
séries nao coincidem. Quando Ley < 1, v, < 1. Assim, quando a difusividade molecular
da temperatura ¢é superior aquela do soluto, verifica-se na figura 8.2a que, a partir de
t* ~ 0,9, ©" oscila dentro de uma faixa de valores mais ampla do que Q™. Por outro
lado, quando Le, > 1, v, > 14, e na figura 8.2b verifica-se que o escalar com maior
difusividade molecular, desta vez o soluto, oscila dentro de uma faixa de valores mais
ampla do que ©™*. Tais resultados, que podem ser interpretados fisicamente, indicam que
escalares com diferentes difusividades moleculares se decorrelacionam.

O préximo passo foi verificar se esta decorrelagao ocorre da mesma maneira quando
os escalares possuem condicoes iniciais diferentes. Em outras palavras, busca-se saber se,
para Legy fixo, a relagdo ©™ x Q™ independe das condicoes iniciais. E razodvel supor que,
da mesma forma que ocorre quando Ley = 1, diferentes condicoes iniciais conduzam a
diferentes séries temporais também quando os escalares possuem difusividades moleculares
distintas. Entretanto, o fato das fungoes ©*(t*) e Q™(t*) dependerem das condigoes
iniciais nao implica em uma alteragao da relacao ©* x Q™. Assim, talvez a correlacao entre
escalares de diferentes difusividades moleculares nao dependa das condigoes iniciais, da
mesma forma que ocorre para Leg = 1. Para responder a esta questao, basta representar
solugoes O™ e Q™ com diferentes condigoes iniciais em um espaco de fase, e verificar se
existe um atrator. Caso a resposta seja positiva, conclui-se que a correlagao entre escalares
nao ¢ afetada pelas suas condicoes iniciais, mesmo para Ley # 1.

Os espacos de fase sao mostrados nas figuras 8.3, para Leyy = 0,1, e 8.4, para Ley = 10.
Foram arbitradas condigbes iniciais nulas para A, C' e E em todos os casos. Para cada
numero de Lewis, empregou-se quatro condigoes iniciais simétricas em relagao a origem
do espago de fase para B e D, cada uma delas partindo de um quadrante. Dado que,
para cada valor de Leyy testado, as solugoes convergiram para a mesma regiao do espaco
de fase, conclui-se que existem atratores também para Ley,y # 1. A diferenga é que, neste
caso, eles nao se situam sobre uma reta, como ocorre para Leg = 1, e possuem dimensao
fractal; sao atratores estranhos. Portanto, apds o periodo transiente e independentemente
do nuimero de Lewis, a correlagio entre escalares ndao depende das condigoes iniciais do
problema.

Dado este resultado, o objetivo do presente capitulo passa a ser avaliar o coeficiente
de correlacao de Pearson entre as flutuacoes dos escalares, R, para diferentes valores de
Leg. Além disso, tal coeficiente nao deve ser afetado pelos periodos transientes das séries
temporais, ja que estes sao muito proximos das condigoes iniciais do problema, as quais
sao arbitrarias. Por outro lado, Ry nao é arbitrario, e deve traduzir a verdadeira relacao
entre os escalares. Até agora, todas as simulagoes numéricas foram produzidas com um
passo de tempo h = 107°, suficiente para gerar solucoes inalteradas pelo efeito borboleta
até t7 . = 1,5. Entretanto, pode-se ver na figura 8.2a, por exemplo, que o periodo
transiente ocupa grande parte da duragdo da simulacdo. Além disso, nas figuras 8.3 e
8.4, percebe-se claramente que, quando as condigoes iniciais do problema sao refletidas
em relagao a origem do espaco de fase, a trajetéria da solugao também exibe o mesmo
comportamento. Basta notar que as trajetérias apresentadas nas figuras 8.3a e 8.3c sao
simétricas em relagao a origem, assim como ocorre com os pares de trajetorias mostrados
nas figuras 8.3b e 8.3d, 8.4a e 8.4c, e 8.4b e 8.4d; percebe-se que simulacoes com ¢; . = 1,5
sao excessivamente curtas.
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Pode-se esperar que, em uma simulagao suficientemente longa, a solu¢ao preenchera
igualmente as duas porgoes opostas de cada atrator, tornando o espago de fase simétrico
em relagao a origem. Todavia, em t* = 1,5, as varidveis ainda nao “se esqueceram” de
suas condigoes iniciais. A correlacdo entre os escalares deve ser calculada a partir de
séries temporais suficientemente longas, de tal forma que estas contenham um ntmero
suficientemente grande de amostras independentes. Séries temporais longas também sao
necessarias para o calculo de médias de conjunto, definidas na secao 3.2. Portanto, os
objetivos deste estudo demandam simulagoes de maior duragao do que aquelas que foram
realizadas até agora. Entretanto, devido a forte sensibilidade das equagoes de Lorenz as
condicoes iniciais, para obter-se uma solucao correta para ¢ .. > 1,5, é necessario um
passo de tempo h < 107°. Na realidade, observa-se na figura 7.13 que o passo de tempo
necessario diminui rapidamente com um aumento do valor ¢, — desejado, aumentando
enormemente o tempo necessario para resolver as equagoes (5.23)—(5.27) numericamente.
Além disso, como foi comentado na secao 7.2, quando h for suficientemente pequeno, os
erros devido a aproximagao da derivada em um intervalo finito serao menores do que os
erros de truncamento do computador, e de nada adiantara reduzir mais o passo de tempo.

Sendo assim, parece ser impossivel obter um periodo de simula¢ao mais longo sem que o
efeito borboleta altere o caminho da solu¢ao. Aparentemente, é preciso abrir mao de séries
temporais exatas e permitir que o caos realize seu trabalho. Neste caso, o que garante
que a solucao numérica representa bem o sistema dindmico? A resposta, dada por Motter
e Campbell (2013), é um fendmeno conhecido como shadowing. Dada qualquer condigao
inicial, o caos faz com que a solucdo numérica das equagoes de Lorenz seja diferente de
sua solucao exata. Entretanto, sempre existe uma outra condicao inicial cuja solucao
exata coincide com tal solu¢ao numérica obtida anteriormente. Assim, a solu¢ao induzida
pelo efeito borboleta nao é errada; trata-se de uma solugao alternativa. Em um espaco
de fase, é como se a particula que descreve a trajetoria da solucao decidisse saltar para
uma trajetoria vizinha, pertencente ao mesmo atrator. Assim, tudo acaba funcionando
como se tivesse sido calculada a solucao exata das equagoes de Lorenz, mas para condi¢oes
iniciais diferentes daquelas impostas ao algoritmo numérico. Dado que existem atratores,
as condigoes iniciais s6 alteram o periodo transiente da solugao. Portanto, nao é mais
necessario se incomodar com o efeito borboleta; podem ser calculadas estatisticas a partir
de séries tao longas quanto se desejar, com o passo de tempo que se desejar.

A fim de tornar as solucdes numéricas mais rapidas, decidiu-se usar h < 107°; em cada,
aplicacao foi explicitado qual o passo de tempo utilizado. Entretanto, como decidir qual
valor de ¢, . deve ser usado? Para que médias de conjunto sejam calculadas, séries tem-
porais longas, contendo diversas amostras independentes sao necessarias. Neste sentido,
o shadowing faz com que o caos da solugdo numérica seja, na realidade, tutil. Os erros
numéricos constantemente alteram a trajetoria seguida pela solu¢do em um espago de
fase, assim como perturbacoes sobre experimentos alteram um escoamento, introduzindo
uma componente aleatéria na solugao. Para definir o que é um periodo de tempo longo
o suficiente, é necessario que haja uma escala para comparagao. Por isso, escalas inte-
grais, definidas na secdo 3.2 como a metade do tempo necessario para que uma varidvel
se decorrelacione com ela mesma, sao calculadas para os escalares na préxima segao.

8.2 Funcao de autocorrelacao e escala integral

Nesta secao, a escala integral de uma variavel { qualquer, T, serd definida mate-
maticamente. Para isso, entretanto, é necessaria a definicdo de fungao de autocorrelacao
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Ree (7). Tais defini¢oes serao baseadas em Pope (2000). A autocovaridncia de uma variavel
qualquer £(t) é definida como

&wdﬂEEW{MO—Ew&@Hk@+ﬂ—EwK@+ﬂﬂ} (8.1)

onde o operador Esp é a esperanga matemaética (probabilistica), calculada como

mm&@}z/wgﬂadﬁzgglélfawwy (8.2

onde f(§) é a funcdo densidade de probabilidade de £. Assim, a autocovaridncia de uma
variavel £ é a sua covariancia com ela prépria defasada de um intervalo de tempo 7. Para
calcular a esperanca matematica, é necessaria uma série temporal de duracao infinita. Na
pratica, entretanto, é impossivel obter tal série para qualquer varidavel. Assim, dada uma
série finita de duragao suficientemente longa, é possivel aproximar a esperanca matematica
como

mmwnzéﬁkwﬁ, (3.3)

onde a aproximacao é tdo melhor quanto maior o valor de 5. Em um dominio temporal de
duragao t,,q., discretizado em V; intervalos espacados de At, de tal forma que tg = NyAt,
a equacao (8.3) pode ser aproximada pela expressao

MWMzgig (3.4)

onde & = £(iAt).

Quando a fungao £(t) é transladada de um valor 7, o dominio da fungao resultante
¢ alterado de [0,%y] para [7,ty + 7]. Assim, o intervalo no qual a esperanga é calculada
também muda. Para um valor 7 constante, pode-se escrever, de forma andloga a equacgao

(8.3),

1 to+71
Bsp{(t+7)} =~ / £(t) dt. (8.5)
Entretanto, como pode ser visto na figura 8.5, quando 7 < ty, as integrais da curva
&(t) entre 0 e ty ou entre 7 e typ + 7 produzem aproximadamente o mesmo resultado.

Matematicamente,
to+T1 to
/ £() dt ~ / £(t) dt.
T 0

Assim, das equagoes (8.3) e (8.5), pode-se escrever

Esp{&(t +7)} ~ Esp{¢(1)}-

Conclui-se que, dadas algumas condigoes, € possivel considerar que existe uma tinica média
& para qualquer trecho da série temporal. Tais condicoes sdo: t, suficientemente grande,
ou seja, o trecho considerado deve ser suficientemente longo; e 7 < %y, o que significa
que tais trechos nao podem estar muito distantes uns dos outros. Usando o maior valor
de ty possivel, t,,.., esta média pode ser calculada como a média de todos os N; dados
disponiveis, ou seja,

£= 72& (8.6)



T " to to+7

Figura 8.5 — A area sob a curva para 0 <t < ty, hachurada em roxo, é pouco afetada se
transladada de um valor 7 < ¢, (exagerado na figura), e resulta na drea hachurada em
verde.

Dado este resultado, pode-se reescrever a equagao (8.1) como

Covee(r) = Esp{ [¢(t) ~&] ¢t +7) ~ ] }. 57)

Conforme ja discutido anteriormente, a esperanga matemética na equagao (8.7) deveria,
a rigor, ser calculada para t € [0,+00). Para uma fungio £(t) conhecida apenas em um
intervalo t € [0, tnaz), pode-se escrever

1 tmax—T

Esp{ ) —g[et+7) - 5]} ~— c0) —¢[st+m) —gd, (88
onde o limite de integragao superior deve ser t,,,, — 7 devido ao termo £(t + 7) contido no
integrando. Muito embora o intervalo de integracao tenha comprimento ¢,,,, — 7, divide-se
a integral por t,,.,, pois supoe-se que T <K tmae €, portanto, tyee — 7 = tmaz-

Dado que a autocovariancia é funcao do intervalo utilizado para defasar as séries
temporais, 7 na equagao (8.7) é varidvel. Em um dominio discretizado, pode-se escrever
T = jAt, de tal forma que t + 7 = (7 + j)At. Fazendo

[t = (i +J)At] = &y,
e aproximando a integral da equagdo (8.8) por um somatorio, tem-se

Ni—j

Covee(r = jA0) % 1= 3 (6~ E)(6rs — &) (5.9

t =0

A variancia de £ é o caso particular da equagao (8.9) quando 7 = 0. O coeficiente de
correlacao de Pearson entre dois escalares é igual a razao entre a covariancia entre os
mesmos e o produto de seus desvios-padrao. A funcado de autocorrelagao de £ pode ser
definida de forma analoga a este coeficiente. Dado que o quadrado do desvio-padrao de
uma variavel é igual a sua varidncia, é natural definir tal funcdo como

_ Covee(T)

= Conl0) (8.10)

Ree(7)
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Figura 8.6 — Funcao de autocorrelacao das flutuagoes adimensionais de temperatura.

A funcdo de autocorrelagdo de uma variavel é igual a sua correlacao com ela prépria
defasada de um intervalo de tempo 7. Por isso, o mesmo simbolo empregado neste texto
para o coeficiente de correlacdo de Pearson foi usado para a funcao de autocorrelacao.
Neste caso, entretanto, este simbolo aparecerda com indices repetidos e como funcao de
7. Dado que Ree(7 = 0) é a correlagdo de uma varidvel com ela mesma, é evidente que
Ree(0) = 1.

A escala integral de £ é definida como

Te = /0003155(7) dr, (8.11)

se esta integral existir. Em um dominio discreto, a escala integral pode ser calculada
através da expressao
gg ~ At Z Rj,
J

onde R; = Ree(7 = jAt). Conforme explicado na secdo 3.2, o tempo de autodecorrelacao
de um escalar, ou seja, o tempo necessario para que uma variavel perca sua memoria, é
igual ao dobro de sua escala integral. Assim, uma simulagao de duracao t,,., contém o
equivalente a N amostras independentes de £, onde

t
N = 2% 8.12
o (8.12)

A fungdo de autocorrelacao de © é apresentada na figura 8.6. Foi utilizada uma
série temporal de duracao t’,,. = 100 e de passo de tempo h = 107*. Nota-se que esta
curva parte da unidade e decresce rapidamente, indicando a decorrelagao entre ©(t*)
e O™(t" + 7). E importante lembrar que as func¢des de autocorrelacio sé6 podem ser
consideradas validas para 7 < t7 .. Esta é a razao pela qual a curva da figura 8.6 s6
inclui valores 7% < 1,0. A curva permanece oscilando com amplitude muito pequena em
torno do zero, de tal forma que as oscila¢oes positivas devem praticamente compensar as
oscilagoes negativas, e entao a integral da equagao (8.11) converge.

Na verdade, a infindavel oscilagdo de Ree(7) em torno do eixo horizontal é causada
pela finitude da série de dados utilizada para sua obtencdo. E possivel obter um espectro

de frequéncias tomando-se a transformada de Fourier da fungdo de autocorrelacao, e
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Figura 8.7 — Detalhe de um trecho da funcao de autocorrelacdo de ©™. Quanto maior
a duracao ¢t da série temporal utilizada para o célculo desta funcdo, menor serd a
amplitude de sua oscilacao em torno do eixo horizontal. Foram utilizadas séries temporais

com passo h = 1072 para obter as curvas acima.

verifica-se que as menores frequéncias possuem escala integral maior (Pope, 2000). A
medida em que diminui-se a duragao t,,,, da simulagao utilizada para calcular Ree(7),
cada vez mais as frequéncias menores sao deixadas de lado, e a curva de autocorrelacao
permanece oscilando. No caso ideal em que t,,,, tende a infinito, todas as frequéncias sao
consideradas, Ree(7) atinge o valor zero para algum valor de 7, e a integral da equacdo
(8.11) converge. A figura 8.7 mostra em detalhe um trecho da fungao Re~egs(7) calculada
a partir de séries temporais de diferentes duragoes. Esta curva parte de zero e, para uma
série temporal de duragao infinita, rapidamente deve tender a zero. Entretanto, verifica-
se que a amplitude de suas oscilagdes em torno de Rg+g+ = 0 é maior quanto menor a
duragao t, ... das séries temporais utilizadas, pois as frequéncias menores sao ignoradas.

Portanto, a funcao de autocorrelacao obtida a partir da solugao numérica das equagoes
de Lorenz permanece oscilando indefinidamente mesmo quando deveria ja ser zero. E
necessario decidir um instante de tempo 77, a partir do qual serd considerado que tais
oscilagdes sao apenas resultado da desconsideragao das frequéncias menores, e a integral
da equacao (8.11) deve ser calculada até este instante. 7% deve ser suficientemente longo
para “aguardar” a convergéncia desta integral, mas suficientemente pequeno para que a
hipotese 7 < 7, .. ainda se verifique. Assim, para fun¢des de autocorrelacdo calculadas
a partir de séries temporais de duragao ¢, = 500, foi utilizado neste estudo 7, = 1,0.
Assim, para © tem-se, arredondando o resultado para trés casas decimais,

TH = 0,026.

Isso significa que uma série temporal de duragao ¢}, .. = 260 contém N = 5000 amostras
independentes de temperatura. Usando a definicao do tempo adimensional dada na se¢ao

4.3, H = 10cm e o valor de vy para ar seco fornecido na tabela 4.1, encontra-se
Ty~ 12,2s.

A escala integral de Q™ varia com o nimero de Lewis, como é mostrado na figura 8.8.
Dado que o nimero de Lewis é uma razao, a dependéncia de parametros do problema em
relagao a Legy ¢ melhor visualizada em uma escala logaritmica. Assim, a reta Ley = 0,1,
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Figura 8.8 — A dependéncia da escala integral em relacao ao nimero de Lewis possui a
assimetria caracteristica do problema.
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que indica a situacao em que v, ¢ dez vezes menor do que vy, e a reta Legy = 10, que
indica a situagao que v, é dez vezes maior do que vy, aparecerao equidistantes da reta
Le, = 1, centro da figura. A assimetria da curva da figura 8.8 é caracteristica do problema
e inerente ao sistema de equagoes (5.23)—(5.27), como foi mostrado na segao 8.4.

Foram utilizadas séries temporais com passo de tempo h = 10~ para o calculo das
funcoes de autocorrelacao, necessarias para obter-se as escalas integrais apresentadas na
figura 8.8. Solugoes numéricas calculadas valores menores de h fornecem, para Legyy pro-
ximo de 100, valores constantes para Q™. Isso é fisicamente razoavel, pois escalares com
difusividades muito elevadas tendem a ser homogeneizados pelo escoamento rapidamente.
Entretanto, quando uma série temporal é constante, sua variancia é nula, e entdao sua
funcao de autocorrelacio nao pode ser calculada. O passo de tempo h = 107 é sufici-
entemente pequeno para detectar pequenas variagoes de Q™ ao longo do tempo. Ainda
assim, é importante lembrar que a figura 8.2 mostrou que, para 0,1 < Ley < 10, o escalar
com maior difusividade molecular oscila com maior amplitude, o que é aparentemente
contraditério com uma homogeneizacao do escalar passivo quando Legy ¢ proximo de 100.
Esta questdao pode estar relacionada com a ja mencionada assimetria do problema em
funcdo do nimero de Lewis.

Com as escalas integrais dos escalares em maos, verifica-se que, de fato, a duracao
das simulacoes que estava sendo utilizada anteriormente, ¢ = 1.5, era muito pequena.
Agora, é possivel definir quantitativamente o que é uma duracao longa o suficiente. Da fi-
gura 8.8, verifica-se que a maior escala integral do problema é pouco superior a T = 0,05.
Por isso, os espacos de fase que serao apresentados na secao 8.4 foram baseadas em séries
temporais de duragao t; .. = 500, e portanto conterao o equivalente a aproximadamente
cinco mil medigoes independentes de temperatura e concentragao de soluto. Uma quan-
tidade muito menor de amostras é suficiente para o calculo das médias de conjunto da
decomposicao de Reynolds, apresentadas na se¢ao 3.2, onde arbitrou-se usar N = 250. A
partir de tais médias, as séries temporais das flutuagoes de Reynolds dos escalares, 6 e ¢,
podem ser calculadas, e posteriormente utilizadas para o calculo da correlagao entre as
mesmas. Assim, a curva Ry X Ley, objetivo do presente estudo, podera ser obtida.

8.3 Meédias de conjunto

A solucao numérica das equagoes de Lorenz fornece as séries temporais das flutuagoes
dos escalares em relacao ao estado hidrostatico. Por outro lado, deseja-se calcular o
coeficiente de correlagao entre as flutuagoes dos escalares em relagao as suas respectivas
médias de conjunto. Seria de grande praticidade para este estudo se a decomposicao de
Boussinesq fosse equivalente & decomposicdo de Reynolds, ou seja, se ©, = © ¢ ©' = 0,
pelo menos no ponto onde se recuperou os escalares, (z*,2*) = (0,5,0,5). Dado que as
escalas integrais do problema ja sao conhecidas, é possivel calcular médias de conjunto,
e entdo comparar ambas as decomposi¢oes. Antes disso, entretanto, uma abordagem
analitica pode ser util.

A decomposicao de Reynolds para a temperatura pode ser escrita como

0=06+4, (8.13)
e pela decomposicao de Boussinesq, tem-se

©=0,+0"
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Assim, (8.13) pode ser reescrita como
0,+0 =(0,+06)+0. (8.14)

Aceitando a validade da hipotese ergédica para o problema, a média de conjunto da
temperatura pode ser calculada como uma média temporal. Entretanto, o estado de
referéncia é permanente, entao

(6, +0)=06,+6.
Substituindo a expressao acima na equagao (8.14), tem-se

0,+0'=0,+6"+90,
0 =0 +0. (8.15)
E interessante resolver o problema independentemente de sua escala. A equacio (8.15)

tem dimensao de temperatura, e por isso sera dividida por AG. Relembrando a defini¢ao
de ©™ da secao 4.3, tem-se

0= —— 0+ —. (8.16)

Como A© é uma constante, ela pode ser incluida dentro do calculo da média, ou seja,

Ix__ @, — /*
© _<A@>_@ .

0
AO’
pode-se finalmente reescrever a equagao (8.16) na forma

Definindo
0*

0™ =0 + 0. (8.17)

A equacgao (8.17) também é vélida para o escalar passivo, ou seja, fazendo © andlogo a
Q; -

Q" =Q"+q"
©" ¢ obtido numericamente a partir das equacdes de Lorenz. ©”* pode ser calculado a
partir de ©, como uma média mével na forma

_ 1 U
@/*(t*) — At*/ @/*(7_*) dT*,
t

N
2

onde At* é o intervalo de tempo que contém N = 250 amostras independentes do escalar
em questao. 0* serd obtido a partir da equagao (8.17). Portanto, comparar as decompo-
sicoes de Reynolds e de Boussinesq equivale a verificar se ©”* = 0, pois isso implica em
O™ = 6* pela equagao (8.17).

A figura 8.9 mostra um trecho da série temporal das flutuagoes de Boussinesq adi-
mensionais em comparacao com a sua média de conjunto. Esta média permanece sempre
muito proxima de zero. Se esta média fosse calculada em um intervalo de tempo maior,
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Figura 8.9 — Verifica-se que as decomposicoes de Boussinesq e Reynolds sao equivalentes
em z* = 0,5, pois ©* ~ 0,1 e ©* ~ 0,01. Utilizou-se h = 1073.

contendo uma maior quantidade de amostras independentes, a curva ©*(t*) ficaria ainda
mais proxima de zero. Assim, pode-se escrever

0" ~ 0,
= 0" = 0"

Multiplicando ambos os lados da equacao acima por AO, encontra-se
e =0,

o que implica em

0, = 6.

As decomposi¢oes também se mostraram equivalentes para o escalar passivo, o que foi
testado para Leg = 0,1 e Leg = 10,0. Em ambos os casos, (Q* oscilou amplitude igual a
cerca de 10% da a amplitude de Q™. Por isso, pode-se escrever

QTZQ:Q/ZQ'

E importante lembrar que estas conclusoes sdo validas apenas para z* = 0,5, pelo menos
em principio. Nao ha nenhuma garantia de que as decomposigoes sejam equivalentes em
outras posigoes verticais. Por outro lado, as decomposigoes sao provavelmente equivalentes
para outros valores de x*, ja que nao arbitrou-se uma posicao horizontal especifica durante
a deducgao das equagobes de Lorenz. Além disso, as médias temporais dos escalares se
anulam porque as médias temporais dos coeficientes de suas séries de Fourier se anulam.
Alterando-se o valor de z*, altera-se apenas a amplitude das oscilagoes dos escalares, como
pode ser percebido observando as equagoes (5.21) e (5.22).

O fato de que as flutuagoes de Reynolds e de Boussinesq sao equivalentes em z* = 0,5
¢ intuitivamente razoavel. Como a turbuléncia homogeiniza propriedades, o perfil vertical
médio de temperatura deverd ser aproximadamente uniforme quando o nimero de Ray-
leigh for suficientemente elevado, obviamente respeitando as condi¢oes de contorno nas
placas. Isso foi verificado através de simulagoes numéricas por Sakievich et al. (2016). O
perfil de temperatura no estado de referéncia é linear. Assim, obrigatoriamente, estes per-
fis se cruzam em alguma posicao z*, ou seja, as decomposicoes de Reynolds e Boussinesq
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sao equivalentes em algum ponto do escoamento. E natural pensar que a temperatura
média vertical, homogeneizada pela turbuléncia, serd igual a média entre as temperaturas

das placas, ou seja,

A
0= @0-;3 (8.18)

Usando o perfil linear de temperatura no estado de referéncia dado pela equacao (4.1),
verifica-se que a temperatura dada pela equacao (8.18) ocorre em

Z = =,
2

ou seja, em z* = 0,5, que é exatamente o ponto para o qual foi concluido que as de-
composicoes de Reynolds e de Boussinesq sao equivalentes. Para verificar se o perfil
de temperatura médio realmente é homogeneizado pela turbuléncia, deve-se resolver o
sistema de Lorenz para outros valores de z*. Isso nao sera apresentado neste texto.

O fato de que as flutuacoes de Reynolds e de Boussinesq sao idénticas em z* = 0,5, e
em todos os instantes de tempo, implica em Reg+g+ = Ryy; a funcdo de autocorrelacao de
©* é idéntica aquela de 6. De fato, da equagao (8.9),

COV@/*@/* = ﬁ Z @/* @,* @’/:FJ - @)’
t =0

1 Nt*j L
AT z+] 6*)7
Nt 0
R TN (6, T
N, & A@ YAV A
1
= @COVQ@.

Logo, da defini¢ao da func¢ao de autocorrelagao dada pela equacao (8.10),

COV@/*@/* (7‘) . COV99 (7’)
COV@/*@/* (O) a COV@@(O)

R@/*@/* (T) = = Rgg (7')

Portanto, as escalas integrais de ©™ e de 6 sdo as mesmas. Verifica-se que o mesmo
acontece para Q™ e q.

Para concluir este estudo, foi analisada a sensibilidade da solugao ao niimero de Lewis.
Isso foi feito através da observacao de cerca de cinco mil amostras independentes de 6*
e ¢* em um espago de fase. Os resultados mostram que a assimetria do problema em
relagdo ao numero de Lewis tem origem no sistema de equagoes (5.23)—(5.27). Dados
estes resultados, a secdo 8.5 apresentara o coeficiente de correlagao entre 6 e ¢ em funcao
de Legg, e os resultados serao discutidos com base nas conclusoes obtidas ao longo de todo
o estudo.

8.4 Sensibilidade ao ntimero de Lewis
As figuras 8.10 e 8.11 mostram doze espagos de fase formados por 6* e ¢* para diferentes

nimeros de Lewis (seus valores foram indicados nas ﬁguras) As solugdes apresentadas
nas figuras foram calculadas com um passo de tempo h = 1073 e tém duragao ¢, = 500,
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correspondendo entdo a cerca de cinco mil amostras independentes. Nas figuras, um a
cada dez pontos da solucao foi representado. Dado que a solugao contém 500 mil pontos,
dez pontos pertencentes a cada amostra independente aparecem nas figuras. Escolheu-se
representar pontos ao invés de trajetorias para que sejam visiveis as regioes do espaco de
fase em que a solucdo passa mais tempo. Visivelmente, os escalares se decorrelacionam
quando Ley # 1. A correlagdo parece ser nula quando Ley = 0,01, j4 que 6* assume
diversos valores enquanto que ¢* permanece proximo de zero. Quando o niimero de Lewis
aumenta, a correlacao parece aumentar também, até ser igual a unidade quando Ley, = 1.
Para Leg > 1, é mais dificil estimar a variagao do coeficiente de correlacao entre os
escalares apenas observando os espagos de fase.

Da figura 8.10 nota-se que, quando a difusividade molecular do escalar passivo é muito
pequena, ¢* é sempre proximo de zero. A medida em que aumenta-se o nimero de
Lewis, ¢* comeca a variar em uma faixa de valores mais ampla, enquanto a temperatura
permanece oscilando na mesma faixa de valores. Consequentemente, o atrator gira no
sentido anti-horario, partindo de uma posi¢ao horizontal e ficando cada vez mais vertical.
Este comportamento se mantém até Ley ~ 10, quando o atrator comega a voltar a ficar
horizontal. Novamente, percebe-se que ha uma certa assimetria do comportamento do
sistema em relacao ao nimero de Lewis. Dado que Ley = Le;ql, poderia-se esperar que os
espagos de fase para Le,y = 0,1 e Le,y = 10 fossem iguais. Entretanto, isso nao se verifica.

Talvez, a razao para a assimetria do problema seja o fato de que um escalar ¢ ativo e
o outro é passivo. Assim, quando v, ¢ muito pequeno, ¢* permanece sempre proximo de
zero porque o escalar nao conseguiria se dispersar muito bem. Quando aumenta-se sua
difusividade molecular, o escalar passivo seria melhor misturado no escoamento e, por isso,
g* comeca a oscilar cada vez mais. Entretanto, para v, muito elevado, o escalar teria sido
completamente homogeneizado, e ¢* volta a diminuir. Considera-se um pequeno volume
de controle qualquer no interior do escoamento. Mesmo que haja fluxos turbulentos de
massa de soluto através de sua superficie, se a concentracao de soluto foi homogeneizada no
meio, os fluxos de massa de saida que entram seriam iguais aos que saem. Assim, dado um
gradiente de fluxo nulo, a concentragao de soluto em um ponto nao varia mais. Por outro
lado, dado que a temperatura é um escalar ativo, suas flutuagoes 6 causam flutuacoes
de velocidade w, e vice-versa. Assim, as interagdes nao lineares entre estas varidveis
impediriam que 0* seja zero; vé-se nas figuras 8.10 e 8.11 que 6* sempre varia entre —0,1
e 0,1, aproximadamente, independentemente do niimero de Lewis. Para verificar se tal
explicacdo, fisicamente razoavel, é verdadeira, é necessario resolver as equacoes de Lorenz
em outros pontos do escoamento. Isso nao sera apresentado neste estudo.

As retas que aparecem nas figuras 8.10 e 8.11 sobre os atratores foram ajustadas através
do método da mediana das inclinagoes, adaptado de Kamgar-Parsi et al. (1989). Dados
os Ny pontos (6%, ¢*) obtidos pela solugao numérica das equagoes de Lorenz, ajusta-se N,
retas ligando cada um destes pontos a origem do espago de fase, e assim sdo obtidas N,
inclinagoes. A reta ajustada a nuvem de pontos é forcada a passar pela origem, o que difere
este método daquele proposto por Kamgar-Parsi et al. (1989), e possui inclinagao igual
a mediana das N; inclinagoes calculadas. A mediana foi escolhida por ser uma medida
robusta, pouco afetada por valores atipicos. Assim, a reta resultante tende a se aproximar
das regioes onde a nuvem de pontos é mais densa, ou seja, as regides do espaco de fase
onde a solucdo passa mais tempo. Percebe-se nas figuras 8.10 e 8.11 que tal reta nem
sempre passa sobre os focos dos atratores, indicados em vermelho. Este é um resultado
importante, pois indica que os focos nao sao “centros de massa” dos atratores. Por tltimo,
cabe mencionar que outros métodos de ajuste de retas, tais como o método dos minimos
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Figura 8.10 — Espagos de fase revelam decorrelagdo entre escalares e mudanga na forma
dos atratores quando varia-se o numero de Lewis. A solucao representada teve duragao
t* =500 e passo de tempo h = 1073, Todos os pontos foram utilizados para ajustar a

max

reta pelo método da mediana das inclinagoes, mas apenas 10% dos pontos foram plotados.
Os pontos vermelhos sao os focos dos atratores determinados analiticamente.
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Figura 8.11 — Espagos de fase revelam decorrelagdo entre escalares e mudanga na forma
dos atratores quando varia-se o numero de Lewis. A solucao representada teve duragao

t*

max

= 500 e passo de tempo h = 1073. Todos os pontos foram utilizados para ajustar a

reta pelo método da mediana das inclinagoes, mas apenas 10% dos pontos foram plotados.
Os pontos vermelhos sao os focos dos atratores determinados analiticamente.

126



quadrados (MMQ), foram experimentados. Entretanto, o MMQ é um método adequado
quando existe claramente uma variavel dependente e outra independente, pois os erros
do modelo linear sao minimizados apenas em uma dire¢ao. Este nao é o caso do espaco
de fase 0* x ¢* e, por isso, o MMQ nao é um método adequado ao problema, e as retas
ajustadas através deste método nao foram mostradas neste texto.

Assim como foi feito na secao 7.3, é possivel determinar analiticamente a posicao dos
focos dos atratores nos espagos de fase apresentados nas figuras 8.10 e 8.11. Anulando as
derivadas das equagoes (5.26)—(5.27), isolando D na primeira e F na segunda, e indicando
os valores estacionarios dos coeficientes com o simbolo oo subscrito, tem-se

aA
Dy =~ (1 _9rRE,)), 8.19
7T(1 +a2)Leq9 ( ™ ) ( )
aAs
E.=—"DL. 8.20
8Leq9 ( )

Subsituindo E,, dado pela equagao (8.20) na equagao (8.19), encontra-se

B dalegppAs
0 ma2A% + dn(1 + a?)Lel,

D (8.21)

Da equagao (8.21), nota-se que D, e A, tém sempre o mesmo sinal. Substituindo a
equagao (8.21) na equagao (8.20), tem-se

a*A?
Ey = o .
2ma? A% + 8n(1+ a2)Le§9

(8.22)
Substituindo o valor de A, dado pela equagao (7.10), nas equagoes (8.21) e (8.22),

encontra-se
2Leg fr—1
D == (L 5 - 11 a2 (8.23)
T eqe —+7r 1)

B r—1
_27T(Le(§9+r—1)'

B (8.24)

Tais curvas sdo apresentadas na figura 8.12. |D| tende a zero para valores de Le, muito
grandes ou muito pequenos, e possui um maximo em Ley = +/r — 1, onde

1
v 1+ a?

E,, tende a (27)~! para valores muito pequenos de Ley, e tende a zero no outro extremo.
Quando Legy =1, Dy, = By € Eo, = (o, como deveria ser.

Percebe-se que o comportamento dos coeficientes referentes ao escalar passivo é as-
simétrico em relacdo a Leyy = 1. Assim, fica claro que a assimetria do problema em
relacao ao nimero de Lewis tem origem nas equacoes de Lorenz, como nao poderia deixar
de ser. As EDOs (5.26) e (5.27), que fornecem as derivadas de D e E, sdo idénticas as
EDOs (5.24) e (5.25), que fornecem as derivadas de B e C, exceto pelo tltimo termo das
duas primeiras, que é multiplicado por Ley. Assim, nao deve-se esperar que Ley = 0,1 e
Legy = 10 produzam o mesmo resultado, pois analiticamente, nao é possivel trocar Leg
por Leg, = Le,y nas equagdes (5.26) e (5.27).

~ 0,26,

max | Dy | =
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Figura 8.12 — Dependéncia dos valores estacionarios dos coeficientes referentes ao escalar
passivo em relacao ao numero de Lewis.

Para calcular a posicao dos focos dos atratores nas figuras 8.10 e 8.11, faz-se, das séries
de Fourier dadas pelas equagoes (5.21) e (5.22),

O = By cos(max*)sen(rz*) — Cy sen(272"),

Q% = Dy cos(max™) sen(rz*) — Ey sen(272%),
onde os valores estaciondrios dos coeficientes sdo dados pelas equagoes (7.11), (7.12),
(8.23) e (8.24). As posicoes dos focos dos atratores serdo denotadas como (9;071, T5) €

( o9 o 2). Em termos das flutuacoes de Boussinesq, pode-se escrever

2 -1 1 1
= — ﬁ cos(rax™)sen(mz") — o (1 — 7’) sen(2mz"),
2Leg r—1 r—1
Qx| = g \/ cos(raz™)sen(mz") — sen(2mz"),
! W(Lezg—i-r—l) 1+ a? ( Jsen(rz") 27T(Le§9+7“—1) ( )
2 -1 1 1
g =—— 17“+ 5 cos(mazx™) sen(mz") — oy <1 — 7“) sen(2mz"),

2Lep r—1 r—1
Quop=— ! \/7608 Taz*) sen(mz*) — sen(2mz").
? T (Lezg +r— 1) 1+a® ( )sen(r=") 2m (Legg +r— 1) ( )

Para os pontos onde as decomposicoes de Boussinesq e Reynolds forem equivalentes,

/% /%

pode-se fazer (92;,17(.120,1) = ( 00,17 oo,l) € (ezo,wqgo,Q) = ( g;,m 5;2)
Define-se 5 como o angulo formado pela reta que passa pelos dois focos dos atratores
e o eixo horizontal do espaco de fase. Sua tangente é dada por

/% Ix

tgf = oo =202
oo0,1 T “oo,2
rLegg
8/ Leze +r—1 (8.25)

Este resultado ¢é valido para todas as posi¢oes do escoamento onde as equagoes de Lorenz
sao validas. Quando varia-se x* e z*, a distancia dos focos a origem muda; entretanto, a
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Figura 8.13 — A reta que passa sobre os focos dos atratores tende a ficar horizontal para
Le,p muito grande ou muito pequeno, e cruza a diagonal principal do espago de fase nos
dois pontos destacados na figura acima, em que Leyy =1 e Ley =17 — 1.

reta sobre a qual eles se localizam permanece a mesma. Os focos dos atratores ocorrem
sobre a diagonal principal do espaco de fase quando tg = 1. Isso ocorre quando

Legg +7r—1=rLegy

rt Vi —dr ¥4
2 b
=lour—1.

= Lqu =

Esta ¢ a razao pela qual representou-se o espaco de fase para Legy = 29 na figura 8.11. A
curva 5(Leg) ¢ apresentada na figura 8.13, e também contém a assimetria caracteristica
do problema. Esta curva possui um maximo em Leg = +/r — 1, onde

max (tgf) = r L

2Vr—1
O maior valor de 8 ocorre quando r tende a infinito, e é igual a 90°. Isso significa que os
focos dos atratores sempre estarao no primeiro e no terceiro quadrante do espaco de fase.

8.5 Coeficiente de correlacao

Nesta secao, é apresentado como o coeficiente de correlagdo entre os escalares varia
de acordo com o nimero de Lewis. As séries temporais utilizadas para o célculo de Ry
devem ser longas o suficiente para minimizar os efeitos do periodo transiente; em outras
palavras, as séries devem conter um numero suficientemente grande de escalas integrais e,
portanto, amostras independentes. A figura 8.14 mostra que o tempo necessario para que
o valor de R, deixe de variar quando se prolonga a duracao das séries temporais depende
do nimero de Lewis. Curiosamente, quando Ley, = 0,1, o tempo necessario para que R
se estabilize é maior, muito embora a escala integral do escalar passivo seja menor neste
caso (vide figura 8.8) e que, portanto, um intervalo de tempo de duragdo fixa contém um
numero maior de amostras independentes de concentracao de soluto. Decidiu-se adotar
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Figura 8.14 — Leva algum tempo até que a correlacao entre os escalares se estabilize.
Curvas calculadas a partir de séries temporais com h = 1074

como critério de duragdo da série temporal necessaria para estabilizar o coeficiente de
correlagao ty, .. = 1000 para Legy < 1 ety . = 100 para Leg > 1.

Além disso, verificou-se que o coeficiente de correlacdo tende aos mesmos valores
quando calculado a partir de séries temporais com passos de tempo diferentes, como
mostrado na figura 8.15. Por isso, adotou-se utilizar séries com h = 10~* para o cél-
culo de Ry, ja que esta é uma discretizacao pequena o suficiente para conter pequenas
oscilagoes de ¢* quando Legy estd proximo de 100, conforme ja comentado na secao 8.2.
Entretanto, quando o nimero de Lewis se aproxima de 10®, um passo de tempo h = 107°
é necessario para que ¢* nao se anule na solucao numérica. Percebe-se nas figuras 8.14 e
8.15 que, de forma geral, o coeficiente de correlacao decresce rapidamente nos primeiros
instantes e depois aumenta lentamente. Este resultado também foi observado por Yeung
e Pope (1993), em suas simulacoes através do método DNS. Aparentemente, as equagoes
de Lorenz contiveram esta caracteristica das equacoes de conservacao da Mecanica dos
Fluidos.

A curva de correlagdo em funcdo do ntimero de Lewis é apresentada na figura 8.16.
A assimetria do problema também se manifesta nesta curva. Quando Ley, aumenta no
intervalo [1073, 1], a correlagdo entre os escalares aumenta. Isso é visivel até mesmo nos
espacos de fase representados na figura 8.10. A reta que passa sobre os focos do atrator se
aproxima cada vez mais da diagonal principal do espaco de fase, enquanto a dispersao da
nuvem de pontos em torno desta reta diminui. Quando o niimero de Lewis ultrapassa a
unidade e continua a aumentar, o angulo S continua a aumentar, assim como a dispersao
da nuvem de pontos. Entretanto, enquanto que 3 aumenta até Leyy = /r —1 ~ 54, a
dispersao dos pontos parece aumentar até Leg ~ 9,0, onde a curva de correlacao possui
um minimo local, como verifica-se na figura 8.16. Quando o ntimero de Lewis ultrapassa
estes valores, o atrator volta a ficar cada vez mais horizontal, e parece obrigar a solucao
a ficar proxima da reta que passa sobre os seus focos, o que faz a correlagdo entre os
escalares voltar a crescer, como percebe-se na figura 8.16.

Conforme ja explicado, a assimetria do problema pode ter origem no fato de que um dos
escalares do problema ¢é ativo. Para verificar tal hipdtese, introduz-se um segundo escalar
passivo no escoamento, a concentracao massica S de um segundo soluto. Analogamente
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Figura 8.15 — O coeficiente de correlagdo parece tender aos mesmos valores quando calcu-
lado a partir de séries temporais com diferentes passos de tempo. Para Ley, verificou-se
a convergeéncia das curvas em instantes de tempo posteriores, nao mostrados na figura.
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Figura 8.16 — Coeficiente de correlagao de Pearson R,y entre as séries temporais das
flutuagoes de Reynolds dos escalares em funcao de suas difusividades moleculares. Ry foi
calculado com séries temporais de duragao ¢, .. = 1000 para Ley < 1, e t; . = 100 para

Leg > 1, com passo de tempo h = 107*. A partir de Ley ~ 700, foi utilizado h = 107°.
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a equagao (4.42), pode-se escrever o principio da conservagao da massa como

as™ o, S8")  ovr 2 cors
o + o, =) pp = Les g V™5™, (8.26)

onde, de acordo com a equagao (4.32),

I/S
Lesg = —,
Vo
onde v, é a difusividade molecular do segundo soluto. Pode-se escrever Ley em funcao
de Legy como
Legp = LeggLleg,,

Dado que Le,, ¢ um ntimero de Lewis que envolve apenas escalares passivos, o interesse ¢
verificar se a curva Ry, X Ley, € simétrica. Propondo representar o segundo escalar passivo
pela série de Fourier da forma

S™(x*, 2%, %) = G1(t) cos(raz™) sen(mz*) — Go(t*) sen(2mwz"), (8.27)

substitui-se a equagao (8.27) na equacao (8.26) para obter-se

C(lic;l = maA(t*) — 22 a A(t*)Go(t*) — 72 (a® + 1)LegLes,G1 (1),
2
i& - %A(zﬁ*)G1 (") — 4n*LeygLey, Ga(t").

Obviamente, se Le,; = 1, as equagoes para ambos os escalares passivos sao as mesmas,
e a correlacao entre os mesmos ¢ igual a unidade, independentemente do valor de Leg.
Entretanto, quando se faz Legy = 1, as EDOs para D e E ficam idénticas aquelas de B e C'.
As EDOs acima, para G e Gy, diferem daquelas de D e E apenas por um fator Le,, que
multiplica o tltimo termo das equacoes acima. Dada a impossibilidade de trocar Leg, por
Leys = Le;q1 nestas equacoes, a assimetria do problema se mantém, e mesmo sem resolver
as equacoes obtidas para G e G, verifica-se que a curva de correlagao entre os escalares
passivos em fungao de Le,, terd o mesmo aspecto, para Ley = 1, que a curva apresentada
na figura 8.16. Assim, nao ha evidéncias que comprovem a ideia de que a assimetria do
problema tem origem no fato de que um dos escalares do problema é ativo. Talvez, a
relacdo entre os escalares passivos dependa de Ley. Assim, se for construida a superficie
de correlagao, Ry, % (Leg x Ley,), talvez seja possivel observar alguma simetria. Isto ndo
¢ feito no presente estudo. Outra explicacdo possivel para a assimetria do problema ¢é o
truncamento das séries de Fourier para obtencao das equagoes de Lorenz. Talvez, mais
modos devam ser considerados para que solugoes verossimeis sejam obtidas.

Finalmente, os resultados da se¢ao 3.3 serao utilizados para verificar se a decorrelacao
entre os escalares traz alguma indicacdo sobre o comportamento de suas difusividades
turbulentas. Sabe-se que a turbuléncia homogeiniza propriedades de um escoamento. Por
isso, supoe-se que o perfil vertical de temperatura fica aproximadamente uniforme, o que é
reforgado pelos resultados de Sakievich et al. (2016). Se este perfil médio nao se altera ao
longo do tempo, entao o gradiente médio de temperatura em z* = 0,5 deve ser constante.
Se 0 mesmo ¢ valido para o escalar passivo, pode-se escrever

% (90
0z \ 0z

-1
) = constante.
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Para descobrir o valor desta constante, entretanto, é necessario resolver as equagoes de
Lorenz para outras posigoes z* do escoamento. Dado que o coeficiente de correlacao entre
os escalares é menor do que a unidade para Leyy # 1, a razao entre seus fluxos turbulentos
wq/wh é varidvel. Logo, v dado pela equagao (3.23) é varidvel. Portanto, supondo a vali-
dade da hipdtese de que os gradientes médios dos escalares permanecem constantes, para
z* = 0,5, as equacoes de Lorenz sugerem que as difusividades turbulentas dos escalares
podem se tornar diferentes quando suas difusividades moleculares sao diferentes.

Quando Ley = 1, a tangente do angulo 8 ¢ igual ao coeficiente angular da relagao
entre as flutuagoes de Reynolds adimensionais dos escalares. Neste caso, lembrando a
defini¢ao de ay dada pela equagao (3.24),

q" = tgpo”,
AQ
A
= ag = tgﬂAg.

Neste caso, Ry = 1, e ap € igual a razao entre os fluxos turbulentos de massa de soluto
e calor. Quando o numero de Lewis varia e, portanto, a correlacdo entre os escalares
diminui, tal razao é variavel. Entretanto, ainda pode-se dizer que, de certa forma, ag e 5
sdo uma medida de wg/wf. A correspondéncia entre estas variaveis é tdo melhor quanto
maior o valor de Rg.
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Capitulo 9

Conclusoes e recomendacoes

Diversos escoamentos que ocorrem na natureza sao causados por diferencas de tempe-
ratura e, consequentemente, originam correntes de convecgao. Em geral, tais escoamentos
sdo bastante complexos, pois envolvem mudancas de fase, rea¢oes quimicas e o transporte
de varios escalares, ativos e passivos. Um analogo bastante simples a tais escoamentos ¢ o
problema de Rayleigh-Bénard. Embora tenha sido bastante estudado desde os experimen-
tos de Bénard (1900), cujos resultados Rayleigh (1916) tentou explicar analiticamente, até
hoje diversas questoes sobre o tema nao foram plenamente compreendidas.

Apds um extenso tratamento analitico das equagdes de conservacao da Mecéanica dos
Fluidos, o que inclui o emprego da aproximagao de Boussinesq (1903), seguido da expansao
das varidveis em séries de Fourier de acordo com a metodologia proposta por Saltzman
(1962), este estudo obteve as equagoes de Lorenz. Diferentemente do que foi feito pela
maior parte dos autores que estudaram o problema de Rayleigh-Bénard, foi incluido um
escalar passivo no problema, o que deu origem a duas EDOs além daquelas utilizadas por
Lorenz (1963). O sistema de equagoes resultante é relativamente simples, retém as nao
linearidades das equacoes de conservacao, e é sensivel ao nimero de Lewis, medida da
diferenca entre as difusividades moleculares dos escalares. Esta caracteristica é crucial
para o presente estudo, onde objetivou-se verificar se escalares de diferentes difusividades
moleculares se decorrelacionam, o que pode indicar que suas difusividades turbulentas
dependem de propriedades relacionadas a uma pequena escala espacial.

Através da andlise de estabilidade do problema, em que seguiu-se Chandrasekhar
(1961), verificou-se que o truncamento das séries de Fourier, necessario para obter as
equagoes de Lorenz, faz com que as solugoes destas equagoes se distanciem do problema
de Rayleigh-Bénard a medida em que aumenta-se o nimero de Rayleigh, medida da insta-
bilidade do sistema, pois mais modos sao adicionados ao escoamento através de interacoes
nao lineares entre as variaveis que o descrevem. Entretanto, as medi¢oes de temperatura
realizadas por Danforth (2001) em seu experimento com um termosifao apresentaram
comportamento qualitativamente idéntico ao coeficiente das equagoes de Lorenz relacio-
nado, B. Além disso, a variacdo do coeficiente de correlacdo entre os escalares ao longo
do tempo, calculado a partir das equacoes de Lorenz, seguiu o mesmo padrao que os
resultados de Yeung e Pope (1993), obtidos através do método DNS, método muito mais
completo, pois resolve diretamente as equacoes de Navier-Stokes. As equagoes de Lo-
renz, extremamente simples, mostraram possuir um contetido fisico muito maior do que
provavelmente diversos autores haviam pensado.

Arbitrando-se r = 30, obteve-se solugoes cadticas das equagoes de Lorenz, de certa
forma analogas a um escoamento turbulento. A observacao destas solugoes em um espaco

135



de fase construido a partir das flutuagoes de Reynolds adimensionais dos escalares, 6* e
q*, revelou varios resultados interessantes. Primeiramente, existem atratores, o que indica
que a correlagao entre os escalares independe das condigoes iniciais arbitradas. Além disso,
as equagoes de Lorenz possuem uma assimetria em relacao a Leg = 1, o que origina o
comportamento assimétrico da escala integral dos escalares, como mostra a figura 8.8,
da inclinacao da reta que passa pelo foco dos atratores, como mostra a figura 8.13, e da
correlacao entre os escalares, como mostra a figura 8.16. Uma explicagdo possivel seria a
tendéncia das moléculas de soluto a nao se dispersarem quando Ley < 1, fazendo ¢* ~ 0.
Conforme v, aumenta, a concentragao de soluto comeca a variar cada vez mais ao longo
do tempo, e ¢* aumenta. Quando Ley > 1, a concentragao seria uniforme no escoamento,
e os gradientes dos fluxos turbulentos de massa de soluto seriam todos nulos, o que faria
q* ~ 0 novamente. O mesmo nao aconteceria com 6, pois a temperatura é um escalar
ativo no problema e interage de forma nao linear com o campo de velocidades. Contudo,
os resultados preliminares obtidos a partir da inclusao de um segundo escalar passivo no
escoamento nao reforcaram tal hipotese.

O ajuste de uma reta através do método da mediana das inclinagoes, adaptado de
Kamgar-Parsi et al. (1989), mostrou que os focos dos atratores nao sdo os “centros de
massa” do espaco de fase. Outro resultado importante deste estudo fundamentou-se na hi-
potese de que os gradientes médios de temperatura e concentragao se mantém inalterados
ao longo do tempo. Tal hipétese é reforgada pelos resultados de Sakievich et al. (2016),
que mostraram que a turbuléncia homogeiniza o perfil vertical médio de temperatura no
problema de Rayleigh-Bénard. Se este perfil se mantiver constante, e 0 mesmo ocorrer
para o escalar passivo, o fato de que os escalares se decorrelacionam quando suas difusivi-
dades moleculares sao diferentes implica em v variavel. Assim, os resultados deste estudo
sugerem que escalares diferentes talvez nao sejam transportados da mesma maneira pela
turbuléncia, o que impede a adog¢ao de um tnico valor de difusividade turbulenta para o
escoamento. Por tltimo, mostrou-se que 3 é, de certa forma, uma medida da razao entre
os fluxos turbulentos de calor e massa de soluto. Tal medida é tao melhor quanto mais
proximo Ry estiver da unidade.

O capitulo 8 trouxe diversos resultados que em geral nao sao abordados por textos que
tratam do problema de Rayleigh-Bénard. Entretanto, ainda ha muito a ser explorado nos
espacos de fase das figuras 8.10 e 8.11. Pode-se calcular, por exemplo, a dimensao fractal
dos atratores, a entropia da informacao de Shannon e o expoente de Lyapunov do sistema
dindmico, e verificar como estas medidas variam com o numero de Lewis. Além disso,
medindo-se quanto tempo a solugao passa em cada parte do atrator, pode-se obter uma
superficie de distribuicao de probabilidades. Todos os resultados apresentados no capitulo
8 utilizaram r = 30, valor ligeiramente acima de r.. Pode-se verificar como os resultados
respondem a valores maiores de r, ja que, em escoamentos naturais, imagina-se que a
instabilidade e a turbuléncia podem atingir niveis muito mais elevados. Outro estudo que
pode ser feito é a dedugao de uma expressao analitica para o coeficiente de correlacao R
em funcao do nimero de Lewis, partindo das equagoes de Lorenz.

Para que seja verificada a explicacdo proposta neste texto para a assimetria do pro-
blema, deve-se resolver o sistema de Lorenz para outros pontos do escoamento, e entao
verificar se a concentracao de soluto é realmente uniforme quando Ley, > 1. Para isso,
deve-se investigar de que forma a aproximagao do termo cos(27wz*) em z* = 0,5 altera
a solucao do problema. Além disso, deve-se verificar se a forma da superficie de corre-
lacdo Ry, % (Ley x Ley,) indica alguma simetria quando ha dois escalares passivos no
problema. Os valores de © e () em outras posicoes (z*, z*) também sdo necessarios para
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o calculo de gradientes. Dados os gradientes médios e os fluxos, os quais podem ser obti-
dos a partir das séries temporais das variaveis, pode-se efetivamente determinar o tensor
difusividade turbulenta, e verificar como este varia em funcao do ntimero de Lewis. Por
ultimo, é muito importante realizar simulagoes através do método DNS, com a inclusao de
um escalar passivo. Os resultados de tais simulagoes devem ser comparados com aqueles
apresentados neste estudo e, assim, é possivel verificar-se até que ponto as equagoes de
Lorenz descrevem o problema de Rayleigh-Bénard.
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