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A Inés y a Leonardo






RESUMEN

Dada una estructura A, decimos que un conjunto T es definible en primer orden
sin cuantificadores si y solo si existe una férmula sin cuantificadores ¢ tal que
A = ¢(x) para todo x € T, mientras que A ¥ ¢(x) para todo x € A\T.

Esta tesis doctoral aborda la definibilidad de primer orden sin cuantificadores
desde un enfoque computacional. Se han desarrollado algoritmos eficientes basados
en propiedades seménticas de los modelos y se han implementado para su uso
como asistentes de investigacion. También se presenta un manual de uso para las
herramientas y un conjunto de pruebas para comprobar su eficiencia empiricamente.
Finalmente, se ha estudiado la complejidad de estos problemas de definibilidad y
se han presentado resultados teéricos que establecen los limites de su eficiencia
computacional.

CLASIFICACION: F.4.1 - Model theory.

PALABRAS CLAVE: Teoria de modelos finitos, definibilidad, relaciones, algo-
ritmos, morfismos, fragmentos de primer orden.






ABSTRACT

Given a structure A, we say that a set T is definable in first-order logic without
quantifiers if and only if there exists a first-order formula ¢ without quantifiers
such that A |= ¢(x) for all x € T, while A ¥ ¢(x) for all x € A\T.

This doctoral thesis addresses first-order definability without quantifiers from
a computational approach. Efficient algorithms based on semantic properties of
models have been developed and implemented for use as research assistants. A
usage manual for the tools and a set of tests to empirically verify their efficiency
are also presented. Finally, the complexity of these definability problems has
been studied and theoretical results establishing the limits of their computational
efficiency have been presented.

CLASSIFICATION: F4.1 - Model theory.

KEYWORDS: Finite model theory, definability, relations, algorithms, morphisms,
first-order fragments.
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INTRODUCCION

1.1 MOTIVACION

Al definir un objeto entre otros es fundamental la capacidad expresiva del
lenguaje con el que contamos. Para ilustrar la idea, veamos el siguiente esquema
con figuras geométricas. Cada figura tiene una forma y una ubicacién propia.

AN

O

O

Figura 1.1: Figuras geométricas.

Supongamos que queremos definir al circulo. Para lograrlo necesitamos una
propiedad que solo se cumpla en él. Un ejemplo trivial podria ser «Soy un circulo».
Es claro que esta oracién solo se cumple cuando ponemos como hablante al circulo.
Esto seria haber definido al circulo en nuestro dibujo.

El problema se vuelve mds interesante si restringimos un poco el lenguaje.
Supongamos ahora que queremos definir al circulo, pero ya no podemos usar los
nombres de las figuras geométricas. Tenemos la alternativa de definirlo como «Soy
lo que esté a la izquierda de todos los demds» y todavia podemos afirmar que,
efectivamente, la oracion es solo verdad cuando el circulo es quien la dice.

Ahora restrinjamos aun mads el lenguaje, esta vez utilizando solo expresiones del
tipo «esta arriba o a la misma altura que» y «estd abajo o a la misma altura que».
Es facil definir al tridngulo como «Tengo a todos abajo o a la misma altura que yo»
y también al hexdgono como «Tengo a todos arriba o a la misma altura que yo».

Pero si intentamos definir al circulo, esta vez nuestro lenguaje ha perdido la
capacidad de distinguir entre derecha e izquierda. Todo lo que podemos decir sobre
él es que «Tengo alguien arriba o a la misma altura que yo, que no soy yo y tengo
alguien abajo o a la misma altura que yo, que no soy yo». Finalmente, estamos
ante un problema, ya que el cuadrado cumple esa misma propiedad. Ahora ya
no podemos definir al circulo, ya que todo lo que podemos decir de él en nuestro
nuevo lenguaje lo cumple también el cuadrado.

Esto se debe a que reflejar nuestro dibujo como en la figura siguiente mantiene
el orden respecto de quién estaba abajo de quién (i.e preserva las propiedades
expresables en nuestro lenguaje), pero invierte derecha e izquierda. Esto representa



INTRODUCCION

un automorfismo de nuestro dibujo que, en particular, no preserva la ubicacién del

circulo.

O

O

Figura 1.2: Figuras geométricas reflejadas.

Es interesante notar que, en cambio, para aquellas figuras geométricas sobre
las que si se preserva la ubicacién, pudimos encontrar definiciones a pesar de lo
restringido de nuestro lenguaje.

1.2 EL PROBLEMA

El problema sobre el que trabajamos no trata sobre decidir definibilidad en el
lenguaje natural sino en el lenguaje formal llamado Légica de Primer Orden, en
particular sobre su fragmento abierto (i.e. férmulas sin cuantificadores).

Sean £ un lenguaje de primer orden y A una L-estructura. Dado un conjunto
n-ario R C A" diremos que la formula ¢ (x1,...,x,) definea R en A si

R={aec A"|AF ¢la]}.
En este trabajo, estudiaremos el siguiente problema computacional.

Problema 1. Dados:

= L un lenguaje de primer orden finito,
= A una estructura finita de £, y
= R C A" un conjunto,

decidir si hay una £-férmula abierta que define a R en A.

En la Parte iii mostraremos que este problema resulta ser coNP-completo. En
particular, una solucién por «fuerza bruta» requiere la construccién de todas las
relaciones definibles en A para poder dar una respuesta negativa. Nuestro enfoque
es evitar este costo al explotar propiedades de preservaciéon que pueda tener el
conjunto de las férmulas abiertas.

En el trabajo [3] se presentan condiciones semdnticas equivalentes a la existencia
de una L-férmula ¢ (%) que define a R en A, donde ¢ pertenece a un fragmento
de primer orden especifico, como las férmulas abiertas, las abiertas positivas, las
existenciales, etc.



1.3 ALGORITMO PARA ESTRUCTURAS RELACIONALES

En particular, para el caso de la definibilidad por una férmula abierta se establece
que (cf. Teorema 11) dado £ un lenguaje de primer orden, R C A" un conjunto y A
una L-estructura finita, los siguientes son equivalentes:

1. Hay una £-férmula abierta que define R en A.

2. Todo isomorfismo ¢ : Ag — By con A y By L-subestructuras de A, preserva
R (i.e.si (ay,...,a,) € R, entonces (0 (a1),...,0 (a,)) € R).

Al utilizar este resultado tedrico, decidir definibilidad se convierte en un proble-
ma de bisqueda y chequeo de morfismos entre estructuras, potencialmente mas
tratable en su costo computacional.

1.2.1  Ejemplo

Consideremos en el siguiente reticulado 2 x 2 la relacién unaria P = {u,u’}
representada en el siguiente diagrama. ;Es P definible por una férmula abierta en
2x2?

Figura 1.3: Reticulado 2 X 2 con una relacién unaria P.

Notar que entre el subreticulado con universo { T} y el subreticulado con univer-
so {u} hay un isomorfismo ¢ que no preserva R, yaque u € Rperoc (T) =u ¢ R.
A la luz del resultado mencionado anteriormente, esto nos permite asegurar que no
existe una férmula abierta (del lenguaje de los reticulados) que defina la relacién P
en2x 2.

1.3 ALGORITMO PARA ESTRUCTURAS RELACIONALES

En vista de lo expuesto, nuestro enfoque consiste en cambiar el costo computacio-
nal de construir las relaciones definibles sobre una clase de estructuras por el costo
de computar una familia adecuada de morfismos y verificar que estos preservan la
relacién a definir. Sin dudas, el mayor peso computacional de este enfoque estd en
encontrar la familia de morfismos. Por esta razén, nuestra investigacion se centra
en estudiar el problema de cémo reducir el nimero de morfismos a construir. Los
resultados obtenidos en esta direcciéon, como el Teorema 25, junto con el Corolario
26y el Lema 27, se basan en encontrar un subconjunto generador de la familia de
morfismos a calcular.
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Otra caracteristica importante del algoritmo desarrollado, en este caso en relaciéon
a su implementacion, es que la construcciéon de isomorfismos se lleva a cabo como
una instancia del Constraint Satisfaction Problem (CSP) (ver, e.g., [15, Capitulo 6]).
Esto nos permite usufructuar la eficiencia alcanzada por los resolvedores de CSP.

1.4 ALGORITMOS PARA ALGEBRAS

Por otro lado, el Lema 30 y el Corolario 33 se basan en construir a demanda una
representacion del tipo de isomorfismo de una tupla en la estructura sin calcular
explicitamente los isomorfismos involucrados. Utilizando esta representacion del
tipo de isomorfismo de una tupla, desarrollamos dos estrategias para resolver
definibilidad.

La primera, utilizando el tipo de las tuplas para unirlas en clases de equivalencia
por isomorfismos una vez que son calculadas; y, la segunda, refinando las clases
de equivalencia cada vez que se calcula un paso mas del tipo de las tuplas. En el
caso de nuestra segunda estrategia basada en tipos de isomorfismos de tuplas nos
permite, ademads, generar las férmulas definidoras para los casos positivos.

1.5 ESTRUCTURA DEL TRABAJO

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente forma:

En la Parte ii, se introducen algunos lemas fundamentales y definiciones para,
luego, probar los teoremas de definibilidad de relaciones por férmulas abiertas.

En la Parte iii, se hace un andlisis de complejidad sobre la definibilidad abierta y
también sobre el largo de las férmulas.

En la Parte iv, se encuentran los algoritmos para chequeo de definibilidad y
los resultados tedricos que fundamentan sobre el subconjunto de morfismos que
genera por composicioén a todo el conjunto de morfismos a chequear. Luego de los
algoritmos, mostramos cémo modelizar la bisqueda de homomorfismos mediante
un CSP y, luego, discutimos el algoritmo que hace uso del isomorfismo de tuplas.

En la Parte v, presentamos nuestras implementaciones de los algoritmos docu-
mentando su instalacién y su uso. Finalizamos esta parte con un andlisis de los
resultados empiricos de nuestras implementaciones.

En la Parte vi, se exponen nuestras conclusiones y las posibles continuaciones a
este trabajo.
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PRELIMINARES

En este capitulo ofrecemos algunas definiciones basicas y fijaremos notaciones.
Si bien la intencién ha sido la de escribir un trabajo autocontenido, suponemos que
el lector esta familiarizado con los conceptos basicos de la l6gica de primer orden y
su teoria de modelos elemental. Textos cldsicos de referencia en estos temas son
por ejemplo [9] y [14].

Luego presentamos resultados que caracterizan la definibilidad abierta. Estas
caracterizaciones reducen la pregunta de si una relacién es abierta definible a la
pregunta de si dicha relacion es preservada por una coleccién de morfismos que
depende del fragmento de primer orden considerado. En particular, (cf. Teorema 11)
dados £ un lenguaje de primer orden, R C A" un conjunto y A una L-estructura,
entonces hay una férmula abierta que define R en A, si y solo si todo isomorfismo
o : Ay — By donde Ay y By son subestructuras en £ — {R} de A, preserva R (i.e.
si (a1,...,a,) € R, entonces (0 (a1),...,0(a,)) € R).

Estos resultados, expuestos originalmente en [3], constituyen el punto de partida
para nuestro estudio del chequeo computacional de la definibilidad.

2.1 DEFINICIONES PRELIMINARES

Para cada simbolo relacional o funcional s en un lenguaje 7, usaremos ar(s)
para denotar la aridad de s. A continuacién, supondremos todos los lenguajes
como finitos. Supondremos que el lenguaje contiene variables de un conjunto
infinito numerable VAR = {x1,x2,...,Xy,...}. Dado un lenguaje T de primer orden
y k € w sea T el conjunto de T-términos de profundidad k con variables en VAR.
Escribiremos 7 := Ui, Tk para el conjunto de todos los T-términos sobre VAR.

Las férmulas atémicas son ya sea de la forma t = t/, R(f) o donde t,t' € T, f es
una secuencia de términos en 7 de largo k y R es un simbolo de relaciéon de aridad
k. Las férmulas abiertas son combinaciones booleanas de férmulas atémicas (no
tienen ocurrencias de V, J). A veces, escribiremos solo formula en lugar de férmula
abierta. Escribiremos ¢(v1, ..., vx) para una férmula ¢ cuyas variables libres estan
incluidas en {vy,...,vx}.

Sea T un lenguaje, una T-estructura (o modelo) es un par A = (A,-4) donde
A es un conjunto no vacio (el dominio o el universo), y A es una funcién de
interpretacién que asigna a cada simbolo de relacién k-ario R en T, un subconjunto
R4 de A*y a cada simbolo funcional k-ario f, una funcién f4 : A¥ — A.Si A es una
estructura escribiremos A para su dominio y -4 para su funcién de interpretacién.
Dada una férmula ¢(v1, ..., vx), y una secuencia de elementos @ = (ay,...,a;) € Ak
escribiremos A |= ¢[a] si ¢ se satisface en A mediante la asignaciéon que mapea v;
aa;.
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A continuacién, introducimos dos nociones centrales del presente trabajo: «defi-
nibilidad» y «preservacion».

Definicién 2. Sean £ un lenguaje de primer orden y A una L-estructura. Si R C A"
es un conjunto, diremos que la férmula ¢ (x1, ..., x,) define a R en A si para todo
ai,...,a, € A vale que

(a1,...,a0) ER <= AFE¢(ay,..., an).

En particular, diremos que un subconjunto T C A* es abierto definible en A
si hay una férmula de primer orden ¢(xi,...,x;) en el lenguaje de A tal que
T={ac AF: A= ¢[a]}.

Definicién 3. Sean £ un lenguaje de primer orden, R € £ un simbolo de relacién
n-ario y A, B dos L-estructuras. Diremos que una funcién f : A — B preserva a R
si para toda tupla (ay,...,a,) € A tenemos que si (ay,...,a,) € R® implica que
(f(a1),..., f(an)) € RB. Es decir, f es un homomorfismo de (A, R*) en (B, R®).

Dado un conjunto de férmulas A, escribiremos A (%) para anunciar que cada una
de las férmulas en A tiene sus variables libres contenidas en la tupla %. Si A es
una estructura y 7 es una tupla de elementos de A, escribiremos A F A [d] cuando
A F ¢ [a] para cada ¢ € A(X).

Dados £ C L' lenguajes de primer orden y A una £’-estructura, usaremos A,
para indicar el reducto de A al lenguaje L. Si A, B son L-estructuras, escribimos
A < B para expresar que A es subestructura de B. Dada una estructura A y
a=ay,...,a, € A utilizaremos (ﬁ)A para denotar la subestructura de A generada
por a.

Definicién 4. Dos férmulas « (%) y B (X) se dicen equivalentes sobre una estructura
A, si para cada @ de A vale que

AFafal < AFBJa].

El siguiente teorema serd utilizado para demostrar todas las caracterizaciones
de definibilidad; es la herramienta que nos permitira transformar un diagrama
infinitario (i.e el conjunto infinito de férmulas que se satisfacen para una tupla de
elementos, que se definird formalmente mds adelante) en una férmula.

Teorema 5. Sea A una estructura finita. Hay un conjunto finito de formulas X (x1,. .., X )
tal que para toda formula ¢ (X) hay o (X) € L (X) tal que ¢(X) y 0 (X) son equivalentes
sobre A.

Demostracién. Para un férmula ¢ (X) sea
lp()* ={aec A" |AFga]}.

Notar que ¢(¥) es equivalente (%) en A sii [ (%)]* = [¢(%)]A. Luego, el ntimero
de clases de equivalencia es finito ya que esta acotado por |P(A")|. O

Recordamos que una funcién 7y : A — B es un embedding de A en B si 7y es un
isomorfismo de A en Im(y).
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Lema 6 (Los embeddings preservan férmulas abiertas). Sean A,B estructuras y
v+ A — B una funcién. Son equivalentes:

1. 7y es un embedding de A en B.

2. Para toda férmula abierta ¢ (%) y para cada a de A vale que

AFglal < BFEgly(@)].

Demostracion. 1=-2) Sea v un embedding de A en B, sea ¢(xy, ..., x,) una férmula
abierta y a € A". Lo probaremos por induccién en las férmulas. El caso base es
directo ya que los homomorfismos preservan términos y relaciones. Veamos los
casos inductivos:

Sea ¢(X) = —p1(X):
A F —g1[a] sit A ¢1[a] sii B i ¢1[7(a)] sii B E —gq[y(a)].

Sea ¢(%) = (p17¢2)(%):

A (i92)[a] sii A= gi[a] 5" A= ¢2[a]
sit A = @1[7(2)] "y B = ga2[7(a)] sii B = (¢1792)[v(a)]-
2=-1) Supongamos que para toda férmula abierta ¢(%) y cada @ € A™ vale que:
AF gla] < BF ¢ly(a)].
Es de rutina ver que 7y es homomorfismo.

= Veamos que 7y es inyectiva:

7(a) = 7(d)
sii B F (x1 = x2)[7(a),7(a')]
sii A F (x1 = xp)[a,d']

siia=a'.

= Veamos que 7y es embedding:

Sear € R,

(v(a1),...,v(an)) € 1®
sit BF r(xy,...,x0)[v(a1),...,v(an)]
siit AFEr(xy,...,xn)[a1,. .., a4

sii (ay,...,a,) € A,
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O
El siguiente lema muestra que las subestructuras preservan férmulas abiertas.

Lema 7. Si A es una subestructura de B y ¢ (%) es una férmula abierta, entonces para
cada a € A" vale que

AFg¢lal ©BF ¢lal.

Demostracion. Notar que la inclusiéon ¢ : A — B, definida por ((a) = 4, es un
embedding de A en B. Luego, una aplicacién directa del Lema 6 produce el
resultado deseado. O

Definimos, a continuacioén, el diagrama abierto que serd utilizado en la construccion
de férmulas abiertas que definen relaciones.

Definicién 8. Sea A una estructura y sean ay,...,a, € A. Definimos el diagrama
abierto para ay, ...,a, en A como:

Aaz(x1,..., %) == {a(X) | « una L-férmula abierta y A F « [a]}.

El siguiente lema establece una relacion muy interesante entre elementos de
dos estructuras al mostrar que si dos secuencias de elementos tienen las mismas
propiedades abiertas (i.e., el mismo diagrama abierto) significa que generan subes-
tructuras isomorfas. Usaremos <51>A para denotar el subuniverso de A generado
con los elementos de la tupla a.

Lema 9. Sea A una estructuray by, ..., b, € B, son equivalentes:
1. BE Ans [B],
2. Hay un isomorfismo -y de (a)* en <E>B tal que 7 (a) = b.

Demostracién. 1=>2) Supongamos que B = Ay ; [b]. Es decir que si a(X) es una
formula abierta y A F « (7], luego B F « [b]. Notar que

(
Y(tA[ay, ..., a,)) = tB[by,..., b,]

es un funcién bien definida que cumple (@) = b. Ademas, por hipétesis, preserva
férmulas abiertas. Asi, por el Lema 6, sabemos que <y es un embedding. Por dltimo,
es evidente a partir de la definicién que -y es sobreyectiva.

2=-1) Consecuencia directa del Lema 6. O

En el lema siguiente se determina que los homomorfismos preservan férmulas
atémicas y también férmulas abiertas positivas.
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Sea f : domf C A — A una funcién parcial. Dado T C dom f, la restriccién
de f al conjunto T es la funcién f|r : T — A donde f|r(a) = f(a) para todo
a € T. La funcién f es un subisomorfismo (subiso para acortar) de A siempre que f
sea inyectiva, y tanto f como f~! preserven R4 para cada relaciéon R € Ty 7 los
gréficos de ¢” para cada funcién g € 7. (Notar que si A es puramente relacional,
entonces un subiso de A es exactamente un isomorfismo entre subestructuras de
A). Denotaremos el conjunto de todos los subisomorfismos de A con sublso A.

Presentamos a continuacion el teorema de definibilidad abierta. Antes necesitare-
mos el siguiente resultado.

Lema 10. Sean A, B estructuras finita y aq,...,a, € A. Existe una formula abierta ¢ (X)
tal que para todo b € B" son equivalentes:

1. BE ¢ [b].
2. Hay un isomorfismo -y de (@)™ en <E>B tal que y(a) = b.

Demostracion. Por el Teorema 5 hay una férmula ¢(X) equivalente sobre {A, B} al
diagrama abierto Ay ;(X). Luego, por el Lema 9, es inmediata la equivalencia del
enunciado. O

Estamos listos para demostrar el resultado de definibilidad.

Teorema 11 (cf. [3, Thm. 3.1]). Sean £ C L' lenguajes de primer orden, sea R €
L' — L un simbolo de relacién n-ario. Para una L'-estructura finita A, los siguientes son
equivalentes:

1. Hay una L-férmula abierta que define a R en A.

2. Para todas Ag < Ap y A < A se tiene que todo isomorfismo o : Ag — A]
preserva R.

Demostracion. 1=-2) Sea ¢ (%) la férmula que define R en A. Sean Ay < Az, Aj <
Ay o: Ag — A un isomorfismo. Fijamos @ € R™; veremos que ¢ (d) € R™.
Comoa € R = d€ RA & AF ¢a], por Lema 7, Ag F ¢ [a]. Ademds, como Ag y
A/ son isomorfos por o, tenemos que A} ¢ [ (a)], luego o () € R4,

2=1) Por el Teorema 5, dada A, para cada @ € R® hay una férmula 84 ;(%)
equivalente sobre A al diagrama abierto Ay z(%). Definimos

Probamos ahora que ¢(%) define a R en A. Fijamos Ag y dp € A". Supongamos
primero que Ag F ¢ [d]. Entonces hay @ € R? tales que

Ap = 5A/ﬁ [ﬁo] .

13
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Por Lema 10, hay un isomorfismo 1 : (a)* — (dp)™ tal que 7 (@) = dp. Ya que por
hipétesis v preserva Ry @ € R, se sigue que dy = 7 (@) € RA. Para probar la
implicacién restante, supongamos que dy € RA. Como Ag F da, 4 [d0], es evidente
que Ag F ¢ [do]. O

Un lenguaje es algebraico cuando no tiene simbolos de relacion. Un dlgebra es una
estructura de un lenguaje algebraico. En este contexto, las tinicas formulas atémicas
son de la forma t = ' donde t y t’ son términos.

Sea A un élgebra. Un subconjunto S C A es un subuniverso de A si S no
es vacio y es cerrado bajo las operaciones fundamentales de A. Para una tupla
a=(ay,...,a) € A, escribiremos Sg(a) para denotar (7)* (el subuniverso de A
generado por {m,...,a;}) conel objetivo de evitar excesiva notacién cuando por
contexto se entienda el 4lgebra a la que nos referimos.

2.3 PROBLEMAS COMPUTACIONALES

En este trabajo estudiaremos los siguientes problemas de decisién computacional:

Instancia: Una estructura relacional finita A y una
relaciéon T sobre el dominio de A.

Pregunta: ;Es T abierta definible en A?

OpenDefAlg

Instancia: Una estructura algebraica finita A y una
relaciéon T sobre el dominio de A.

Pregunta: ;Es T abierta definible en A?

Llamaremos a las relaciones R4 con R € L relaciones base, mientras que T
serd la relacion target. Usaremos sublso A para denotar el conjunto de todos los
subisomorfismos de A.

La siguiente caracterizacion de definibilidad abierta es clave para nuestro estudio.

Teorema 12. [3]Sea A una estructura relacional finita y T C A™. Los siguientes son
equivalentes:

1. T es abierta definible en A.
2. T es preservada por todos los subisomorfismos 7y de A.

3. T es preservada por todos los subisomorfismos vy de A con |dom y| < m.

Demostracién. La equivalencia de (1) y (2) es probada en [3, Thm 3.1]. Claramente
(2) implica (3), por lo que mostraremos que (3) implica (2). Sea y un subiso de A
y sea (ai, ..., am) € TN (domy)™. Notar que la restriccién |, .1 s un subiso
de A. Por lo tanto, () = v|(a,,...a, (@) € T. O
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COMPLEJIDAD

3.1 PRELIMINARES

En lo que sigue, todos los lenguajes se suponen como finitos y puramente
relacionales. En esta seccién, estudiaremos la complejidad del el problema de
decisiéon computacional OpenDef, presentado anteriormente. Esta parte se basa en

[1].
3.1.1  Codificaciones y tamarios

Como es habitual cuando se consideran cuestiones de complejidad, el tamarfio de
un objeto es la longitud de la cadena sobre un alfabeto finito que codifica el objeto.
En particular, los nimeros naturales estdn codificados en binario y suponemos
codificaciones fijas para lenguajes, relaciones, estructuras y férmulas. Definimos el
tamafio de estos objetos de acuerdo con estas codificaciones. Para un conjunto S,
denotaremos |S| para el ntimero de elementos en S y, para un lenguaje relacional T,
usaremos |T| para el niumero de simbolos relacionales en T.

Escribiremos size(ob) para denotar el tamafio de un objeto ob. Aunque no espe-
cificamos las codificaciones, supongamos las siguientes igualdades a lo largo de
nuestro andlisis. Sea T un lenguaje relacional, A una t-estructura, T C A™ y ¢ una
férmula de primer orden.

= size(7) = (| 7] + Lrerar(R)) log ||,

= size(A) = size(7) + (JA| + Lrec ar(R) |[RA|) log |A],

» size(A, T) = size(A) +m |T|log|A|,

= sizer(¢) = relcount(¢)log |t| + varcount(¢) log(var*(¢)).

Aqui relcount(¢) [varcount(p)] devuelve el numero de ocurrencias de simbolos de
relacién [variables] en ¢, y var*(¢) es el nimero de variables distintas que ocurren
en ¢. Como una férmula ¢ es una 7-férmula para cualquier T que contenga los
simbolos de relacién de ¢, la codificacion de ¢ (y por lo tanto su tamafio) dependen
de cudl lenguaje estamos pensando para ¢. Otra suposicién que hacemos sobre
la codificacién es que determinar si 2 € R? puede ser computado en tiempo
O(size(A)).

1 Cuando una expresién que use log x no tenga sentido, debe leerse como |log x].
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3.2 COMPLEJIDAD CLASICA DE OpenDef

En lo que sigue, un grafo es un modelo G de un lenguaje tgrapy = {E}, con
E binaria, tal que EG es simétrica e irreflexiva. Daremos una reduccién desde el
siguiente problema para demostrar nuestro resultado de hardness.

InducedPath

Instancia: Un grafo finito G y un entero positivo k.

Pregqunta: ;Hay un camino de largo k en G como un
grafo inducido (i.e., como submodelo)?

InducedPath es conocido por ser NP-completo (ver, e.g., [12]).
Teorema 13. OpenDef es coNP-completo.

Demostracién. Primero probaremos hardness. Fijemos un grafo de entrada G y un
entero positivo k. Podemos suponer que G es disjunto con el conjunto de enteros.
Sea G’ el grafo con universo G’ := GU{1,...,k} y con

E¢ = ECU{(a,b) e {1,...,k}?:|a—b| =1}.
O sea, G’ es la unioén disjunta de G y un camino de largo k. Definimos

Ti={A,...k, k.. 1)}

Ahora, observar que por el Teorema 12 tenemos que OpenDef devuelve FALSE con
entrada (G’, T) si y solo si InducedPath devuelve TRUE para la entrada (G, k).
Mostrar que OpenDef estd en coNP es una aplicacién directa del Teorema 12.
Dada una estructura relacional finita A y T C AF, el hecho de que OpenDef
devuelva FALSE para la entrada (A, T) es atestiguado por una biyeccion 7 entre
subconjuntos de A satisfaciendo condiciones facilmente comprobables en tiempo
polinomial con respecto al tamafio de (A, T). dJ

Dado un lenguaje relacional T sea OpenDef[t] la restriccion de OpenDef a
estructuras de entrada del lenguaje 7. Teniendo en cuenta la prueba del Teorema
13 tenemos lo siguiente.

Corolario 14. OpenDef[Tgrapn] es cONP-completo.

3.3 COMPLEJIDAD PARAMETRIZADA DE OPENDEF

La complejidad parametrizada es un marco matematico que permite hacer un andli-
sis mds fino del costo computacional de un problema que la complejidad clésica.
En la parametrizacién de un problema (cldsico), elegimos una parte especifica de
la entrada del problema y tratamos de entender cémo afecta esa parte al costo
computacional. Por ejemplo, una parametrizacién del problema SAT proposicional
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(i.e., el problema de satisfacibilidad para la 16gica proposicional) podria ser el
nuimero de variables en la férmula de entrada.

Comenzamos con las definiciones bésicas que nos incumben. Hay ligeras dis-
crepancias para estas definiciones en la literatura, pero nuestros resultados siguen
siendo vélidos independientemente de cudl versién se utilice. Usamos las definicio-
nes de [11]. Como es habitual, los problemas de decisién (clasicos) se formalizan
como lenguajes sobre alfabetos finitos no vacios. Sea X # @ un alfabeto finito.

» Una parametrizacion de X* es un mapeo « : ©* — IN que es computable en
tiempo polinomial.

» Un problema parametrizado (o paramétrico) (sobre ) es un par (Q, k) consistente
de un conjunto Q C X* de cadenas de X y una parametrizacion x de X*.

Consideraremos la siguiente parametrizacion® de OpenDef:

Instancia: Una estructura relacional finita Ay T C
A",
Pardmetro: m|T|.

Pregunta: ;Es T abierta definible en A?

Para un entero positivo k, la fraccion k-ésima de un problema parametrizado
(Q, x) es la restriccion del problema a todas las instancias x € X* tales que x(x) = k.
Usaremos p-OpenDef, para denotar la fraccion k-ésima de p-OpenDef.

Proposicién 15. p-OpenDef, es computable en tiempo k'n**p(n) donde n es el tamario
de la entrada y p(X) es un polinomio.

Demostracién. Fijemos una estructura relacional finita Ay T C A™. Sea n el tamafo
de (A, T) y k = m|T|. Dado un entero positivo /, definimos

sublso; A := {7y € sublso A : [dom | = I}.

Notar que el Corolario 12 implica que T es abierta definible en A si y solo si
cada v € (U<, sublso; A) preserva T. Mostramos que esta equivalencia hacia la
derecha puede ser comprobada en tiempo polinomial. Sea

T, :={y:hay B,B' C A tales que |B| =1y y: B — B’ es biyectiva}.

Observar que

AN
= J!.
Ty =1 <z ,

2 Este problema parametrizado (y otros que aparecen después) es presentado de una manera informal,
pero deberia quedar claro cémo ajustarlos en la forma de una definicién formal.
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ya que hay ! biyecciones entre cualesquiera dos subconjuntos de tamafio / de A , y
asi

17| <1t AP <k -n?
Ahora, para cada v € Z; tenemos que revisar:
1. siy € sublso A,
2.y, en ese caso, si y preserva T.

No es dificil ver que hay un polinomio p(X), tal que para cada! < my cada y € 7,
ambas comprobaciones pueden llevarse a cabo en p(n) pasos. Luego, revisar si
cada miembro de sublso; A preserva T toma como maximo |Z;| - p(n) pasos, y la
computacion para p-OpenDef, con entrada (A, T) puede ser realizada en como
maximo

k'n*p(n)
pasos. O

Un problema parametrizado (Q, x) sobre el alfabeto X es tratable con pardmetro
fijo (FPT) si hay un algoritmo A junto con un polinomio p(X) y una funcién
computable f : N — NN tal que A decide si x € Q en tiempo f(x(x))p(|x|) para
todo x € X*. La clase FPT de todos los problemas tratables con parametro fijo juega
el rol que P juega en la complejidad clésica.

Aunque cada fraccién de p-OpenDef pueda ser computada en tiempo polinomial,
la cota dada por la Proposiciéon 15 no implica que p-OpenDef € FPT, ya que el
parametro aparece como un exponente del tamafio del input. De hecho, como
veremos a continuacién es poco probable que p-OpenDef esté en FPT, ya que es
hard para la clase coW[1], una clase de problemas parametrizados que se cree que
es estrictamente més grande que FPT. Pero, antes de poder discutir hardness en
problemas parametrizados, necesitamos una nocién adecuada de reduccién.

Definicién 16. Sean (Q,x) y (Q', ') problemas parametrizados sobre los alfabetos
Y. y ¥/, respectivamente. Una fpt-reduccién de (Q,x) a (Q',«’) es un mapeo R :
X* — (X)* tal que:

1. Para todo x € £* tenemos que (x € Q < R(x) € Q').

2. Hay una funcién computable f y un polinomio p(X) tal que R(x) es compu-
table en tiempo f(x(x)) - p(x).

3. Hay una funcién computable ¢ : N — N tal que ' (R(x)) < g(x(x)) para
todo x € L*.

Si Py P’ son problemas parametrizados, escribiremos P <Pt P’ si hay una fpt-
reduccion de P a P'. Observar que <fPt es una relacion transitiva. Escribiremos
P =Pt P’ si hay fpt-reducciones en ambas direcciones.
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Hay otras nociones de fpt-reducciones, como las fpt-reducciones de Turing [11],
que incluyen orédculos. Todas las fpt-reducciones que aqui presentamos satisfacen
la Definicién 16, por lo que utilizaremos el nombre fpt-reducciones para ellas.

Para analizar la complejidad de los problemas paramétricos que parecen no ser
tratables, Downey y Fellows introdujeron la jerarquia W [6]. Las clases

FPT C W[1] CW[2] C --- C W[P],

en esta jerarquia son cerradas bajo fpt-reducciones y se cree que son todas distintas.
Tienen muchos problemas completos que son naturales (ver, e.g., [8, 11]). En lo que
sigue, solo consideraremos las clases W[1] y W[P]. Sus definiciones formales no
son necesarias en nuestros argumentos, por lo que no las incluimos aqui. (El lector
interesado puede encontrarlas en [11]). Necesitaremos la siguiente caracterizaciéon
de W[P], anéloga a la caracterizaciéon de NP en términos de «certificados».

Lema 17. [11, Lem 3.8] Un problema parametrizado (Q,x) sobre el alfabeto ¥ estd en
WI(P] si y solo si hay funciones computables f,h : N — IN, un polinomio p(X), y un
conjunto Y C X* x {0,1}* tales que:

1. Para todo par (x,y) € £* x {0, 1}* es decidible en tiempo f(x(x))p(|x|) si (x,y) €
Y.

2. Para todo par (x,y) € £* x {0,1}*,si (x,y) € Y entonces |y| = h(x(x))|log|x|].

3. Para cada x € X* tenemos que x € Q si y solo si existe y € {0,1}* tal que
(x,y) €Y.

El complemento (Q,x)¢ de un problema paramétrico (Q,«) es el problema
paramétrico (£ \ Q,«). A partir de las definiciones se sigue que P; <'P* P, si y
solo si PF <Pt P$. Para una clase K de problemas paramétricos, definiremos coK
como la clase de todos los problemas paramétricos cuyo complemento esta en K.

Proposicién 18. p-OpenDef € coW|P].

Demostracion. Por el Teorema 12 sabemos que T C A™ no es abierta definible en
A si y solo hay una biyeccién 7 entre subconjuntos de A de cardinalidad como
méximo m, donde y es un subisomorfismo de A y no preserva T. Esta biyecciéon
puede ser codificada en una cadena binaria de largo O(m?log|A|), y podemos
computar en tiempo polinomial en size(A, T) si 7y es un subisomorfismo de A que
no preserva T. Por lo tanto, usando (las codificaciones de) los subisomorfismos
como certificados, nuestra proposicion se sigue del Lema 17. (Notar que esto
es un refinamiento del argumento que usamos en el Teorema 13 para probar
OpenDef € coNP.) O

A continuacién establecemos una cota inferior para la complejidad de p-OpenDef
a través de una reduccion de la siguiente version parametrizada del problema
Clique. Recordemos que una clique es un subgrafo completo.
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Instancia: Un grafo finito G'y un entero positivo k.

Pardmetro: k.

Pregunta:  ;Tiene G una clique de tamafio k?

En [7, Cor 3.2] se prueba que p-Clique es completo (bajo fpt-reducciones) para la
clase W(1].

Lema 19. p-Clique < p-O enDefC; luego p-OpenDef es hard para coW|1].
9. p-Lhq p-Up 80 p-Up p

Demostracién. Laidea es la misma que en la prueba del Teorema 13. Dada una entra-
da G, k para p-Clique la reduccién computa la entrada G LI K, Ty para p—OpenDefc,
donde G UK es la unién disjunta de G con el grafo completo con vértices {1, ..., k},
y Tr = {(c(1),...,0(k)) : ¢ es una permutacion de {1,...,k}}. Es facil ver que es
una fpt-reduccién, y que G tiene una clique de tamafio k si y solo si Ty no es abierta
definible en G U K. (Notar que o es una reduccién polinomial). O

En contraste con nuestro andlisis de la complejidad cldsica de OpenDef, no
fuimos capaces de mostrar que p-OpenDef estd en coW[1]. Sin embargo, cuando
fijamos el lenguaje podemos establecer una cota superior. Para un lenguaje T
usaremos p-OpenDef[t] para denotar la restricciéon de p-OpenDef a estructuras de
entrada con lenguaje T, y usaremos ]a-OpenDefC [t] para denotar el complemento
de este problema. Antes de empezar con las cotas superiores, tenemos la siguiente
consecuencia del Lema 109.

Corolario 20. Para cada lenguaje T con al menos una relacion de aridad como minimo
binaria tenemos que p-Clique <! p-OpenDef[t]; y, por lo tanto, p-OpenDef[t] es
hard para coW([1].

Demostraciéon. Si T tiene al menos una relacion de aridad como minimo binaria, es
facil de ver que

p-OpenDef©[tcrapn] <Pt p-OpenDef©|1].

A partir de la prueba del Lema 19, se sigue que p-Clique <Pt p-OpenDef®[tcrapm].
O

Ahora pasaremos a establecer una cota superior para p-OpenDef[t]. Recordar
que una sentencia es existencial si tiene la forma Jv; ... Jv;a(vy,...,v;) donde « es
abierta. Sea X1 [7] el conjunto de todas las sentencias existenciales sobre un lenguaje
7. Para un lenguaje dado 7, consideremos el siguiente problema de model checking
parametrizado:
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p-MC(%4[1])

Instancia: Una T-estructura finita A y una
T-sentencia existencial ¢.

Pardmetro:  size.(¢).

Pregunta: ;A satisface ¢?

Recordar que size(¢) = relcount(¢)log |t| + varcount(¢) log(var*(¢)). En [10,
Thm. 8.4] se prueba que p-MC(X4[7]) estd en W[1] para todo 7.

Teorema 21. Para cada lenguaje T, p-OpenDef<[t] <! p-MC(Z[1]).
Asi, p-OpenDef[t] € coW[1].

Demostracion. Sea A una t-estructuray T C A™. Para cada tuplad = (ay,...,ay) €
A",y cada R € 7T sea Azr(x1,...,Xn) la conjuncién del siguiente conjunto de
férmulas atémicas:

{R(xi],. . .,xir) : (ﬂi],. . .,az-,) S RA} U {—\R(xil,. . .,xl-y) : (az-],. . ~/ai,) ¢ RA},
donde 1 < ij < my reslaaridad de R. Observe que
size(Azr) = m" log |T| +rm" logm
< g,(m)

para un polinomio adecuado g,(X). Notar que, como T es fijo, |T| es una constante
y r estd acotado superiormente por una constante. Ademds, observe que A;r
puede ser computado en tiempo O(m" size(A) + size(Azr)), por lo que hay un
polinomio p,(X) tal que la computacién de A; g puede ser realizada en, como
maximo, p,(m) size(A) pasos. A continuacion, definimos

Ag(x1,...,xm) := /\{Aﬁ,R(xl,...,xm) :R e 1}.

Sea p la mayor de las aridades de las relaciones en 7. Luego, size(Az) < || pp(m), y
Az es computable en tiempo acotado por || p, (1) size(A). Notar que A; caracteriza
el tipo de isomorfismo de 4 en A, i.e., para todo b € A™ tenemos

AFE Azlby,...,by] < a > b es un subisomorfismo de A.

Ahora, sea

Ar(x1,...,Xp) == \/{A;,(xl,...,xm) :a €Ty,

y tomemos @ r como la sentencia

3% ... 3% /\{fl#f]1§Z<]§t+1}/\/\{AT<f,)1§Z§t+1},

donde t es el ntimero de tuplas en T. Es directo probar que existen polinomios
p(X) y q(X) tales que:
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1. pa,7 puede ser computado en tiempo p(m |T|) size(A),

2. size(pa) < g(m|T|).

Ahora, notar que A F Ar[b] si y solo si b tiene el mismo tipo de isomorfismo que
alguna tupla en T; asi @ r afirma que hay t 4- 1 m-tuplas distintas, tal que cada una
tiene el mismo tipo de isomorfismo que alguna tupla en T. Por lo tanto, A F @a T
siysolosihaya € Ty b e A™\ T tales que @ — b es un subisomorfismo de A. Por
el Teorema 12, esto nos dice que:

3. AF ¢a,1siysolosiT no es abierta definible en A.

Para concluir, observar que (1-3), garantizan que la transformacién A, T ~ A, a T
es una fpt-reduccion de p-OpenDef®|[1] a p-MC(X;[1]). (Notablemente, también es
una reduccién polinomial many-one.) O

Vale la pena sefialar que, por el Corolario 20, el Teorema 21 en realidad vale con
=Pt en lugar de <Pt. Esto es,

p-OpenDef©[1] =Pt p-MC(Z1[1])

para cualquier lenguaje T con al menos una relacién de aridad como minimo
binaria.

Combinando las cotas superior e inferior que encontramos antes obtenemos el
resultado principal de esta seccién.

Teorema 22. p-OpenDef[t] es coW[1]|-completo para cualquier lenguaje T con al me-
nos una relacion de aridad como minimo binaria. En particular, p-OpenDef[tGrapH] €s
coW/[1]-completo.

Demostracién. Combinando el Corolario 20 y el Teorema 21. O

3.4 EL LARGO DE LAS FORMULAS ABIERTAS

En secciones previas mostramos que el problema de definibilidad para férmulas
abiertas no es tratable. Ahora discutiremos el tamafio de las formulas requeridas al
definir. En particular, mostraremos que no es posible acotar polinomialmente el
tamafio de la férmula abierta requerida para definir una relacion de una estructura
dada. Mas formalmente, construiremos una secuencia de estructuras {(A,, Ty) :
n € N} cuyo tamafo crece polinomialmente en 7, y tal que la definicion mds chica
de T, en A, sea exponencialmente larga en n. Esto no es una sorpresa, ya que
una cota polinomial al tamafio de las férmulas abiertas que definen implicarfa que
OpenDef estd en NP y, como sabemos que OpenDef es coNP-completo (Teorema
13), tendriamos que coNP C NP.

Teorema 23. Para cada n > 3 hay una estructura relacional finita A, y una relacién

n2-aria T, sobre A, tales que:



3.4 EL LARGO DE LAS FORMULAS ABIERTAS 27

» size(A,, T,) € O(n®logn),

» T, es abierta definible en A, y

= Si ¢ es una formula abierta que define T, en A, entonces como minimo ocurren
(n —1)" literales diferentes en ¢ y, por lo tanto, size(¢) > 2".

Demostracién. Sean > 3y sea

An = {al,...,an}U{b],...,bn}U{Cl,...,Cﬂ}U
{*11/*12~~-/*1nr--~r*n1/---/*nn}

donde los 4 conjuntos del lado derecho son disjuntos de a pares. Por lo tanto,
|An| = 3n + n% Sea M/ la matriz n x n representada a continuacién

donde la primera columna de MJ es a y el resto es rellenado con *. Para cada
j€{2,...,n} tomamos la matriz n x n M]” tal que la primera columna de M? sea

b, la j-ésima columna de M sea ¢, y el resto de las entradas sea completado con .
Aqui hay un diagrama

bl *12 ... *1]',1 C1 *1]'+1 cee Xy

n._
M]- =

by *p2 oo kpjo1 Cn Fujigl --- Fmn

Luego, definimos

R, := {a,b,c} U {filas de M} } U {filas de M} } U - - - U {filas de M]:}.

En lo que sigue, identificaremos a las n?-tuplas con matrices n x n (de la ma-
nera obvia). Ajustaremos los indices de nuestras variables en consecuencia, i.e.,
escribiremos

X11..-X1n
oC )
Xnl---Xun

en vez de ¢(x1,...,%,2).

Sea T, = {M}}; probaremos que A, := (A,,R,) y T, satisfacen las condiciones
del teorema. Primero, observemos que, de acuerdo a nuestra definicién de tamafo
(ver Seccién 3.1.1), tenemos

size(A,, T,) = (size(A,) + n*)log4n
= (1+n)+ (4n +n(3+ n?) + n?)log4n
€ O(n®logn).



28

COMPLEJIDAD

Fijaremos un ntimero natural n > 3 para el resto de la prueba. Teniendo fijo n,
omitiremos los subindices y los subindices respecto a 1, escribiendo A en lugar de
Ay, Mj en lugar de M7, y asi sucesivamente. Mostraremos primero que T = {M;}
es abierto definible en A. Considerar la férmula abierta

X11.--X1n n
o )= x127£x21/\R(x11,...,xn1)/\/\R(le,...,xjn).

Xu1 .- Xnn =
Supongamos que M es una matriz n X n con entradas en A tal que A F a(M).
Entonces, la primera columna de M, que llamaremos 1 = (m;,...,m,), y cada una
de sus filas deben estar en R. Como cada m; debe ser la primera coordenada de
alguna tupla en R, tenemos que m € {a,b}. Supongamos, primero, que /i = a. Ya
que para cada i € {2,...,n} hay exactamente una tupla en R que comienza con 4;,
se sigue que M y M; coinciden desde la segunda fila para abajo. Ademads, observar
que la primera fila de M debe ser o @, o coincidir con la primer fila de M;. Como
el primer caso esta excluido por el literal x1» # x21 en &, concluimos que M = M;.
Supongamos a continuacién que m = b. Una vez mas, la condicién xj5 # xp en «
nos dice que la primera fila de M no puede ser b. Por lo tanto, tenemos que para
cadai € {1,...,n} la i-ésima fila de M coincide con la i-ésima fila de M]-I, para
algtn j; € {2,...,n}. Dado j € {2,...,n}" sea M/ la matriz n x n tal que la i-ésima
fila es la i-ésima fila de M;, parai € {1,...,n}. Se sigue que

{M:AEa(M)}={M}U{M :je{2,...,n}"}.

Para cada j € {2,...,n}" definimos

X11-.-X1n
)\]‘( ) = R(xl]'],...,Xn]'n)/

an .. .x”n

y observar que A A]T(M]T) y A F =A;(My). Por lo tanto, si tomamos

IB( . ) = /\ _‘A]_/
ic€{2,..,n}n
Xul---Xun i€t n
tenemos A F (a A B)(M) <= M = M. Luego, T es abierta definible en A.

Para concluir, probaremos que cada férmula abierta que define T en A tiene
como minimo (n — 1)" literales. Sea ¥ := (X119, X12- .., X1n,---, Xn1,-- -, Xun), ¥ S€Q
At el conjunto de férmulas atémicas con variables de %. Todas las férmulas de At
tienen una de las siguientes dos formas:
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donde v, w,vy,...,v, son de X. Para una matriz n X n M con elementos de A
tomamos

Aty = {0(%) e At: AF (M)}

Usaremos A para denotar el conjunto de todas las férmulas en At de la formav = v.
Es inmediato que las tnicas n-tuplas con entradas de M; que pertenecen a R son
las filas de M; y su primera columna. Esto, junto con el hecho de que todas las
entradas de M; son diferentes, nos dice que

Aty, = {R(x11,...,%10), R(x21,. .., X20), .., R(Xp1, ..., X)) } U
{R(XH,. . .,X,ﬂ)} U A.

Un anélisis similar muestra que para j = (j1,...,jn) € {2,...,n}"

AtM]T = {R(Xll, “e ,xln),R(x21, [P ,xZn), .. .,R(xnl, .. .,xnn)} U
{R(Xll, .. .,an),R(xljl,. . .,xn]-n)} UA.

Esto es,
AtM]T = A’[M1 U {)\]’}

Sea ¢(X) una férmula abierta que define T en A. Notar que, ya que T es un
singulete, podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ es una conjuncién
de literales. Ahora, para cada j € {2,...,n}" el tnico literal que distingue M; de
M es =5, por lo tanto, debe ocurrir en ¢. Luego, tenemos por lo menos (n —1)"
literales en ¢, y la prueba queda terminada. O

3.5 OpenDefAlg Es cONP-coMPLETO

En lo que sigue un grafo es un modelo G del lenguaje con una tnica relacién
binaria E, tal que EC es simétrica e irreflexiva. Recordemos que en el Teorema 13
demostramos que el siguiente problema es completo para coNP.

OpenDef|Graphs|

Instancia: Un grafo finito G y una relacién target
R C G~
Pregunta: ;Es R abierta definible en G?

Un subisomorfismo de un grafo G = (G, E) es una funcién inyectiva 7 : domy C
G — G tal que para todo a4,b € domy se da que (a,b) € E siy solo si (ya,yb) € E.

Teorema 24. OpenDefAlg es coNP-completo.
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Demostracién. Dado un grafo finito G = (G, E), sean 0 y 1 los primeros dos enteros
positivos que no estén en G. Definimos el algebra G, := (GU {0,1}, f) donde f es
la operacién binaria

1 si(a,b)€Eoa=0be {01}
fla,b) =

0 sino.
Es directo comprobar que:

1. Si ¢ es un subisomorfismo de G, entonces la extensién . de v dada por
7+(0) =0y 7.(1) = 1 es un subisomorfismo de G..

2. Si ¢ es un subisomorfismo de G, entonces 5[G| C G y d|g es un subisomor-
fismo de G.

Probaremos a continuacién que (G, R) — (G, R) es una reduccién polinomial (de
Karp) desde OpenDef[Graphs| a OpenDefAlg. Claramente, G, puede ser compu-
tado a partir de G en tiempo polinomial, por lo que falta mostrar que R es abierta
definible en G si y solo si R es abierta definible en G.. Fijemos un grafo finito G y
R C GF. Supongamos que R no es abierta definible en G. Entonces, por el Teorema
12, hay un subisomorfismo y de G que no preserva R. Ahora 1 dice que ¥, es un
subisomorfismo de G, y, como no preserva R, se sigue que R no es abierta definible
en G,. Para la direccién restante, supongamos que R no es abierta definible en G..
Otra vez el Teorema 12 produce un subisomorfismo é de G, que no preserva R. Se
sigue de (2), que 6| es un subismorfismo de G que no preserva R; por lo tanto R,
no es abierta definible en G.

Mostrar que OpenDefAlg estd en coNP es una aplicaciéon directa del Teorema
12. De hecho, cada instancia negativa (A, R) de OpenDefAlg es atestiguada por
una biyeccién <y entre subconjuntos de A que satisface condiciones facilmente
comprobables en tiempo polinomial respecto al tamaro de (A, R). O

Se sigue de la prueba del Teorema 24 que la restriccion de OpenDefAlg a
estructuras con una tnica operacién conmutativa es también completa para coNP.
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ESTRUCTURAS RELACIONALES

Nos centramos en la definibilidad mediante férmulas abiertas de primer orden
en un lenguaje de primer orden puramente relacional, es decir, sin simbolos para
funciones ni constantes. Este capitulo se basa en el algoritmo presentando en [2].

4.1 DECIDIENDO OpenDef EFICIENTEMENTE

A la luz del Teorema 12 una posible estrategia para decidir OpenDef(A, T) es
comprobar que cada subiso de A preserva T. Los siguientes resultados muestran
que, en muchos casos, no es necesario revisar todos los miembros de subIso A. Sea
S(A) el conjunto de subestructuras de A.

Teorema 25. Sea A una estructura relacional finita. Supongamos S C S(A) y F C
sublso A tales que:

1. No hay dos miembros isomorfos en S,
2. aut(B) C Fparatodo B€ S,y

3. para cada C € S(A)\Shayun C' € Sy p,p' € F tal que p: C — C' es un
isomorfismo.

Luego, cada y € sublso A es una composicion de funciones en F.

Demostracién. Sea ¢ : C — C' un isomorfismo con C,C’ € S(A). Si ambos C
y C' estdn en S, entonces C = C’ y v € aut(C) C F. Supongamos ahora que
C ¢ Sy C' € S. Entonces, hay p,p~! € F tales que p : C — C’ es un isomorfismo.
Sea « := yp~!, y observamos que « € aut(C)" C F. Por lo tanto, ¥ = ap es una
composicion de funciones en F. Para concluir, supongamos que ni C ni C’ estdn
en S. Entonces, hay B€ Sy p,p1,6,6 ' € Ftalesquep:C - Byd:C' — B
son isomorfismos. Notar que a := 5')/p_1 es un automorfismo de B, de esta forma
a € F. Luego, v = 6 lap es una composiciéon de funciones en F. O

Sea T un conjunto de tuplas, definimos el espectro de T de la siguiente manera

specT := {|{a1,...,an}| : {(a1,...,a,) € T}.

Combinando los Teoremas 12 y 25 obtenemos la siguiente caracterizacién de la
definibilidad abierta, que es esencial para nuestra propuesta de algoritmo.

Corolario 26. Sea A una estructura relacional finita y T C A". Supongamos que S 'y F
son como en el Teorema 25,y sea F' := {7y € F : |domy| € spec(T)}. Entonces T es
abierta definible en A si y solo si T es preservada por todos los subisos en F'.
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Demostracién. Si T es abierta definible en A, entonces debe ser preservada por todos
los subiso de A; por lo que la vuelta es clara. Supongamos T preservada por todos
los v € F'. Fijemos § € sublso Ay sea (ay,...,a,) € T tal que {ay,...,a,} C domd.
Notar que [{ay,...,a,}| € specT. Sea &' := d|,, . 4,3, por el Teorema 25 sabemos
que hay é1,...,6, € F tal que &' = d10---0J,. Ya que cada J; es una biyeccion,
tenemos |dom d;| = |[dom | € specT vy, por lo tanto, §; € F' para j € {1,...,m}.
Luego, como ¢’ es una composicion de funciones que preservan T, tenemos que ¢’
preserva T. Finalmente, observamos que (day, ..., d0a,) = (¢'ay,...,0'ay) € T. O

A continuacion, mostraremos que es posible quitar redundancias en las relaciones
de la estructura sin afectar la definibilidad.

Sea a = (aj,...,a,) una tupla. Definimos el patrén de 4, denotado con patterna,
como una particiéon de {1,...,n} tal que i, estdn en el mismo bloque si y solo si
a; = a;. Por ejemplo, pattern (a,a,b,c,b,c) = {{1,2},{3,5},{4,6}}. Denotaremos
con || la tupla obtenida a partir de 7 borrando toda elemento igual a uno anterior.
E.g., [(a,a,b,c,b,c)| = (a,b,c). Dado un conjunto de tuplas S y un patrén 6,
definimos |S| := {|5] : 5 € S} y Sg:= {5 € S : pattern5 = 6}. Para una estructura
A y un entero k > 1 definimos

= A como la estructura obtenida a partir de A eliminando toda relacién de
aridad mayor que k, y

» |A] para la estructura obtenida a partir de A reemplazando cada relacién R
de A con las relaciones { | Rpatterna | : @ € R}.

Lema 27. Sea A una estructura, T C A™, y k := max(spec(T)). Entonces, T es abierta
definible en A siy solo si T es abierta definible en | A]_;.

Demostracién. Primero notar que si v : D € A — A es inyectiva, entonces para
cada relacién R en A tenemos que: y preserva R si y solo si y preserva LRpatternﬁJ
para cada @ € R. Por lo que sublso A = sublso |A]. Luego, por el Teorema 12,
tenemos que T es abierta definible en A siy solo si T es abierta definible en |A].
Notar que el Corolario 26 implica que T es abierta definible en |A| siy solosi T
es preservada por cada subisomorfismo con dominio de tamafio como maximo
k = méx(spec(T)). Ahora observamos que si S es una relacion de |A | con aridad
mayor que k y D C A tiene un tamafio como méximo k, entonces la restriccion de
S a D es vacia (ya que las tuplas en S no tienen repeticiones). En consecuencia, las
relaciones de | A | con aridad médxima k determinan los subisos de | A | que deben
preservar T para hacer T abierta definible. O

4.2 IMPLEMENTACION

En esta seccion presentamos un algoritmo para decidir definibilidad, un pseudo-
cédigo de la implementacion es presentado en el Algoritmo 4.1.

El Algoritmo 4.1 decide si T es abierta definible en el modelo A. Suponemos
implementadas las siguientes funciones:



4.2 IMPLEMENTACION

Algoritmo 4.1 Algoritmo para definibilidad abierta

1: function 1sOPENDEF(A, T)
2 spectrum = computeSpectrum(T)
3: A = modelThinning(A, max(spectrum))
{ spectrum es una lista de ntiimeros naturales ordenada de mayor a menorx}
global § =@
if spectrum = [ ] then

return True
for B € submodels(A, head(spectrum)) do

if not isOpenDefR(B, T, tail(spectrum)) then

return False

L ®N vk

10: return True

11: function 1SOPENDEFR(A, T, spectrum)
12 for S € S do

13: if cardinalityCheck(A,S) then

14: if hay uniso 7y : A — S then

15: ifyy y1 preservan T then

16: return True

17: else

18: return False

19: for v € aut(A) do

20: if v no preserva T then

21: return False

22: S=8u{A}

23: if spectrum = [ ] then

24: return True

25: for B € submodels(A, head(spectrum)) do
26: if not isOpenDefR(B, tail(spectrum)) then
27: return False

28: return True

MODELTHINNING(A,k): Donde A es un modelo y k > 0, devuelve | A | <4 como
en el Lema 27.

COMPUTESPECTRUM(t): Donde T es un conjunto de tuplas, devuelve una lista
ordenada de mayor a menor conteniendo spec T.

CARDINALITYCHECK(A,S): Donde A y S son modelos, devuelve True si para
cada R € L, |R4| = |R®| (ver Lema 28 a continuaci6n).

SUBMODELS(A,n): Donde A es un modelo y n es un nimero natural, genera
todos los submodelos de A con cardinalidad n.

Para describir mejor la forma en que funciona nuestro algoritmo, definimos un arbol
TrA. La raiz de Tr4 es A. Dado un nodo B de Tr4, sus hijos son los submodelos
de B con [ elementos, donde I es el mayor ntimero en spec T estrictamente menor
que |B|. Por lo tanto, si los nameros en spec(T) son Iy > I, > ... > I,, el nivel j de
Tr4 (para j > 1) contiene todos los submodelos de A con ; elementos. El nivel
0 contiene solo a A. Como el Algoritmo 4.1 recorre Tr primero en profundidad,
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comienza por el nivel 1, a menos que |A| € spec T cuando comienza por el nivel o.
Para cada nodo B realiza lo siguiente:

» Comprobar si hay un isomorfismo 7y : B — S para algin S € S;

1. si tal isomorfismo no existe, revisar los automorfismos de B. Si algtin
miembro de aut (B) no preserva T, devolver False. De otra manera,
agregar B a S y proceder a procesar los hijos de B,

2. si se encuentra un isomorfismo 7, comprobar que tanto y como !
preserven T. Si alguna preservacioén falla, devolver False. De otra manera,
moverse a un hermano de B sin procesar.

Cuando el algoritmo ha terminado de procesar todos los nodos devuelve True. Un
ejemplo de la ejecucion del algoritmo es presentado en la Seccién 4.4.

En nuestra implementacién del Algoritmo 4.1, los isomorfismos se buscan como
CSP (constraint satisfaction problem) que son resueltos utilizando MINION (version
1.8) [13]. Cuando revisamos la existencia de un isomorfismo entre estructuras Ay B
primero verificamos que sus dominios tengan el mismo tamafio y que |[R4| = |RB|
para cada R en el lenguaje. Después de esto, es suficiente verificar si hay un
homomorfismo inyectivo entre las estructuras. Esto se hace en la Linea 14.

Lema 28. Sean A y B estructuras relacionales finitas tales que |RA| = |RB|. Entonces,
cualquier R-homomorfismo biyectivo de A a B es un R-isomorfismo.

Demostracién. Supongamos que ! no es un isomorfismo. Entonces hay b tal que
b € RB pero v~ 1(b) ¢ R4, luego |R4| # |RB|. O

Sabiendo que CSP es dificil, vale la pena tratar de limitar las llamadas a MINION.
En particular, las comprobaciones de cardinalidad descritas antes son maneras
baratas de descubrir la inexistencia de isomorfismos. Notar que es mds probable
que las comprobaciones fallen en lenguajes grandes. En este aspecto, observe que
cambiar A por [A| (Lema 27) aumenta el tamafo del lenguaje subyacente sin
incrementar el tamafio del dominio de los isomorfismos involucrados.

4.3 DETECCION DE HOMOMORFISMOS

Para la detecciéon de homomorfismos, modelizamos el problema como un CSP y
utilizamos Minion [13] como solucionador.

4.3.1 CSP

Un CSP (Constraint Satisfaction Problem) (ver, e.g., [15, Capitulo 6]) es definido
como una terna (X, D,C), donde

X ={Xy,...,Xu} es un conjunto de variables,

D = {Ds,...,D;,} es un conjunto con los respectivos dominios de los valores,
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C={Cy,...,Cn} es un conjunto de restricciones.

Cada variable X; se mueve en los valores del respectivo dominio no vacio D;.
Cada restriccion C; € C es un par <tj, R]->, donde t; es una k-upla de variables
y R; es una relacion k-aria en el correspondiente dominio de cada variable. Una
valuacion sobre las variables es una funcién desde un subconjunto de las variables a
un particular conjunto de valores en los correspondientes dominios de valores. Una
valuacion v satisface la restriccion (t;, R;) si los valores asignados a las variables t;
satisfacen la relacién R;.

Una valuacién es consistente si no viola ninguna de las restricciones. Una va-
luacién es completa si incluye todas las variables. Una valuacion es solucion si es

consistente y completa. En este tltimo caso, diremos que la valuacion resuelve el
CSP.

4.3.2 CSP para calcular homomorfismos

Sean A, B L-estructuras, queremos encontrar homomorfismos de A en B resol-
viendo una instancia de CSP. Tomamos

X={Xi:ic A}
D; =B

c=cRuc/

donde CR es tal que para cada R € £ n-aria y para cada (a3, ...,a,) € R, se da que
((Xal, e Xa,), RB) € CR. Mientras que C/ es tal que, para cada f € £ n-aria, para
cada (a1,...,a,,a") € graph (f*), se da que ((Xa,, ..., Xa,, Xo), graph (f?)) € c’.
Supongamos que V : X — B es una valuacién soluciéon de (X, D, C). Entonces el
homomorfismo v determinado por V sera y(a) = V(X,).
Si, ademas, quisiéramos que el homomorfismo fuera inyectivo, bastaria con
agregar una restriccion:

((X1,...,Xm),para todo (i,j) coni#jyije{l,...,m} sedaX;# Xj)

donde Xj, ..., X,, son todas las variables en X.
Para que fuera sobreyectivo, bastaria agregar la siguiente restricciéon:

((Xl,...,Xm),CZJ{Xi} :B> .

i=1

En el caso particular de la bisqueda de automorfismos, el lema 29 nos permite
simplificar la biisqueda, al encontrar endomorfismos (homomorfismos de A en A)
inyectivos.
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Lema 29. Sea A una estructura finita, entonces todo endomorfismo inyectivo de A es un
automorfismo de A.

Demostracién. Sea 7y un endomorfismo inyectivo de A. Como A es finito tenemos
que 7y es sobre y ademds ! = ¥ para algtn k > 1. O

4.4 UNA EJECUCION DEL ALGORITMO 4.1

Para ilustrar como funciona el Algoritmo 4.1, mostramos una ejecucion para la
siguiente instancia. La estructura de entrada es el grafo G = ({0,1,2,3},E)

(6] 1

y la relacién target es
T={(ab,c,d):E(b,c)N(a=bVc=d)}.

Un algoritmo de fuerza bruta basado en el Teorema 12 deberia comprobar que
todo subisomorfismo de G preserve T. Esto es, para cada subuniverso S de G,
computar todos los subisomorfismos con dominio S y revisarlos por preservacion.
Esto significa encontrar cada subuniverso listado en el arbol de abajo y calcular los
automorfismos de todos estos subuniversos y comprobarlos para su preservacion.

{0,1,2,3

}
{o,1,2} {o,1,3} {023} {1,2,3}
/1N / \ |
{o,1} o2} {12} fo3} {13} ({23}
/\
fo} {1} {2} {3}

La primera mejora del Algoritmo 4.1 nos permite podar niveles del arbol cuyos
nodos no tengan cardinalidad en spec(T) (esto es correcto debido al Lema 12).
En el corriente ejemplo, tinicamente se procesan subuniversos con tamafio en
spec(T) = {2,3}. Esto equivale a procesar solo los siguientes subuniversos. (El
nodo raiz no es un subuniverso a procesar, lo afiadimos para visualizar mejor el
arbol recorrido por DFS).

Root

N

{o,1,2} {o,1,3} {023}  {1,2,3}

LI / A\ |

o1} fo2} {12} o3} {13} {23}



4.4 UNA EJECUCION DEL ALGORITMO 4.1

La segunda mejora es debida al orden en el cual el Algoritmo 4.1 computa los
subisomorfismos con un dominio dado S. Primero, intenta encontrar un isomorfis-
mo de S hacia algiin subuniverso ya procesado. En el caso de que tal isomorfismo
exista, no se computan mds isomorfismos desde S, y los subuniversos contenidos en
S son podados (esto es correcto por el Corolario 26). Finalmente, los subuniversos
de G procesados por el Algoritmo 4.1 son los siguientes. Los nodos en negrita estan
en Sy, por lo tanto, son los tnicos que se comprueban en busca de automorfismos
y subuniversos.

Root

AN

fo1,2}  {o,1,3} {023} {123}

AN / N\

o} {02} {12} {o3} {23}
En vista de las estrategias que el Algoritmo 4.1 emplea tenemos una idea clara
de lo que vuelve bien condicionada a una instancia A, T:

= Relaciones target con un espectro pequefio comparado con el conjunto poten-
cia de A.

= Estructuras con pocos tipos de isomorfismo entre sus subestructuras cuya
cardinalidad esté en el espectro.
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5.1 COMPUTANDO EL TIPO DE ISOMORFISMO DE UNA TUPLA

En esta seccién, basada en [4], presentamos un algoritmo para computar el tipo
de isomorfismo de una tupla @ en una estructura finita algebraica A, y probamos
que es correcto. Comenzaremos con algunas definiciones y resultados preliminares
necesarios.

Sea A un élgebra finita, para cada k € w definimos una relacién de equi-
valencia /v sobre A" tal que @ ~ b si y solo si para todo par de términos
t,s € Te(xo,...,xy—1) tenemos que

tA(a) = s (a) <= tA(B) = sA(D).

Definimos la relacién de equivalencia ~ sobre A" tal que 4 ~ b si y solo si a ~ b
para todo k € w. Para a € A" definimos

K; := min{k € w : paratodot € T;(%) hay un f € T;_;(%) tal que t*(a) = #*(a)}.
Notar que, como A es finito, este minimo siempre existe.
Lema 30. Sean A un dlgebra finita y a,b € A™.

1. Si @ =~x, b, entonces para cada término t(x) hay un término t(x) € Tj con I < K;
tal que tA(a) = A (a) y tA(b) = FA(D).

2. Sia =y, b, entonces a ~ b.

Demostracién. (1) Observemos primero que de la definicién se sigue que K; = K3,
por lo que escribiremos K para Kj;. Fijemos un término ¢(%). Si t(%) € Tg_1 podemos
tomar t = , luego supongamos que t € Txj con j > 0. Mostraremos que existe
por induccién en j. Supongamos j = 0; por la definicién de K;, hay un f € Tx_4
tal que +A(a) = F4(a) y, como @ ~ b, se sigue que t*(b) = 4(b). Supongamos
ahoraquej >0yt = f(t,..t) concada t; € Tx+j-1- Por hipétesis inductiva,
hay términos f4, ..., f, € 7, con u < K, tales que cada uno satisface t2(a) = fiA(ﬁ) y
tA(b) = £ (b). Esto significa que ¥ := f(Fy, .., },) € Ty41 satisface FA(7) = tA(a) y
fA(b) = tA(b). Como u + 1 < K, por el caso j = 0 tenemos un término f € 7; con
| < K para el cual fA(a) = tA(a) = tA(a) y FA(D) = FA (D) = tA(b).

(2) Sea t,s € T tal que t*(a) = s*(a). Tomemos £, § como los términos dados por
(1). Como FA(a) = §4(a), por hipétesis tenemos que FA(b) = §4(b) , por lo tanto,
tA(b) = sA(b). O

A continuacién, introducimos, en la forma de pseudocédigo, el algoritmo que
computa la funcién isoType (ver Algoritmo 5.1 abajo). Esta funcién toma un algebra
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finita A y una tupla @ de A y devuelve una representacién del tipo de isomorfismo
de 7 y el subuniverso de A generado por a listado en un orden especifico. El tipo
de isomorfismo es obtenido recorriendo los términos en un orden especifico y
evaluandolos en 2. Como veremos (Corolario 32), es suficiente con guardar qué
términos devuelven el mismo valor para capturar el tipo de isomorfismo de a.

Describamos cémo funciona el Algoritmo 5.1. Fijemos un algebra de entrada A
con lenguaje T (supondremos que los simbolos de funcién en T estén listados en un
orden especifico). Dada una tupla @ € A", al comienzo del algoritmo, la variable V es
inicializada como [ay, . ..,a,_1]. Entonces, comienza el bucle while y los elementos
anadidos a V son obtenidos por la aplicacion de operaciones fundamentales de A
a valores anteriores de V. Luego, todos los elementos en V pertenecen a Sg(a). La
variable P guarda las repeticiones en las apariciones de los elementos a medida
que son computados, mientras que la variable H guarda los indices donde cada
elemento de Sg(@) aparece por primera vez en V. Al final de cada iteracién del
bucle while, la variable N se asigna con los indices que fueron afiadidos a H en esa
iteracion. Como A es finito, eventualmente no se generan nuevos elementos, y N
es asignada con la lista vacia. Esto garantiza terminacién y el hecho de que todos
los elementos de Sg(a) son listados en V cuando el algoritmo termina. Observemos
que el bucle while es ejecutado exactamente K; veces para la entrada 4. Debemos
remarcar que las lineas 3 y 16 - 17 en el Algoritmo 5.1, cuyo propésito es inicializar
y actualizar la variable V/, no son necesarias para computar la funcién isoType, pero
son incluidas para hacer nuestras pruebas mas faciles de seguir.

En cada pasada, para computar elementos de V y dada una aridad k de alguna
operacién fundamental, construimos una lista T de k-uplas de indices de elementos
donde las operaciones fundamentales de aridad k serdn aplicadas. Requerimos que
estas tuplas tengan al menos un elemento que no haya aparecido antes para evitar
computaciones innecesarias.

1

Figura 5.1: Reticulado D.

Para ilustrar cémo funciona este algoritmo mostraremos un ejemplo. Sea D =
({T,L,u,u"}, A V) el reticulado de la Figura 5.1. Suponemos que las operaciones
fundamentales estan en el orden: [A, V]. Para la entrada D, @ = (u,u/, L), las
variables son inicializadas del siguiente modo:

v=[uwu,L] P=[0,1L2] H=[012  Nn=][0,1,2.
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Después de la primera corrida a través del bucle while, el estado es:
— / /
V= [u,u SN NN YN N NN NN NN

uhu ufu' unLl w'Au w'Aw WAL LAu LAw AL uVuo uvu' uvl
/ !/ /
U e
wvVu uw'vu' w'vl Llvu Llvu 1Vl
=1[0,3,12,14,18],[1,7,16,17,19], [2,4,5,6,8,9,10, 11, 20, [13, 15]]
H=10,1,2,13]
= [13].
Ahora, el elemento T, que no estaba antes en V, hace su primera apariciéon en
la posiciéon 13. Asi, en la siguiente pasada las operaciones fundamentales serdn
aplicadas a todos los pares con elementos de [u,u’, T, L] en los cuales T aparezca
al menos una vez. Luego, la siguiente ronda produce:
— /
vl Lo L L
uANT w'AT LAT TAu TAw TAL TAT wvT w/'VT L1LVT Tvu Tvu' TVL

TVT
= [[0,3,12,14,18,21,24],[1,7,16,17,19,22,25], [2,4,5,6,8,9,10,11,20,23,26,],
[13,15,27,28,29,30,31,32,33, 34]]
H=10,1,2,13]
N =]
La variable N queda ahora vacia debido al hecho de que no se produjeron nue-
vos elementos, por lo que el Algoritmo 5.1 termina retornando la particién P y
U = [u,u', 1, T] = Sg(a). Al ejecutar el algoritmo para la tupla b = (', u, L),
obtenemos:
V= u, L, L, L, Lud, L, 1, L, T,u, T,uuuv,uluuluul,
T,7T,T,T,T,T,T,T]
=[0,1,2,13]
=[[0,3,12,14,18,21,24],(1,7,16,17,19,22,25],(2,4,5,6,8,9,10, 11, 20, 23, 26, |,
[13,15,27,28,29,30,31,32,33, 34]]
U=[u,u L,T].
Como las particiones finales son las mismas para a y b, por el Corolario 32, el mapeo
v de [u,u', L, T]au,u, L, T] es un subisomorfismo que satisface vy : @ + b.

5.1.1  Correctitud y completitud

Para un nombre de variable X en {V,V/,P,H,N} y k € {0,...,Kz}, usaremos

= X;x para el valor de la variable X en una ejecucién del Algoritmo 5.1 con
entrada A, a, después de k ejecuciones del bucle while.

Ademads, dada una aridad r de un simbolo de funciéon de A, usaremos

» T., para el valor asignado a la variable T en una ejecucién del Algoritmo 5.1
con entrada A, d, una vez que se ha fijado una aridad r para el bucle (linea
10), durante la k-ésima ejecucion del bucle while.
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Algoritmo 5.1 Tipo de isomorfismo de una tupla

1: function IsoType(A, 4)
> A es un algebra y a es una tupla de A
V=lag,..., a,-1]

N

3: V= ["x0",...," xp_1"] > esta es una lista de variables (con los términos
representados como strings)
4  P=[By,...,By, la particion de {0,...,n — 1} donde i, estan en el mismo bloque
sii a; = Clj
5 H=sorted([min(B;) : B; € P|) > ordenados crecientemente
N=H
. arities =[ry,.., 1] > donde r; < .. < ry son todas las aridades de las operaciones
en A

while N £ @ do
H_old = copy(H)

10: forr € arities do
11 T = sorted([ € (H_old)" : [; € N para algun j]) > ordenados
lexicograficamente
12: for f € op(r) do > op(r)es la lista de simbolos de operaciones de aridad r en
el orden dado por T

13: for/ € T do
14: value = fA(V[lp], ..., V[l,_1])
15: agregar value a V
16: term = f + “(" +H Vo) H “, " H .. H T H VL] H )
17: agregar terma V'

> actualizar la particion P
18: if hay un j € H tal que value = V[j| then > value ya estaba en V
19: agregar |V| — 1 al bloque de P que contiene j
20: else > value es nuevo
21: agregar el bloque {|V| —1} aP
22: agregar |[V| —1aH

> actualizacién de N

23: N=[:l€Hand! ¢ H_old]
240 U= [V[j]:j € H| > U lista los elementos de Sg(a) en el orden en que aparecieron en V
25: return P, U

Escribiremos X; para Xz, y, para k > K;, definimos X; x como X;. El subindice @ se
omite cuando no puede haber confusién.

Dada una tupla @ € A" y k € w definimos p; x como la relacion de equivalencia
sobre Ti(xo,...,x,—1) tal que t p;x s < t*(a) = s*(a). Ademas, Eq(Y) deno-
tard el conjunto de todas las relaciones de equivalencia sobre el conjunto Y. El
siguiente lema provee una serie de resultados técnicos necesarios para establecer la
correctitud del Algoritmo 5.1, lo que hacemos en el Corolario 32 abajo.

Lema 31. Para todoa € A" y k € w tenemos que:
1. Cada miembro de V; es un término en las variables xy,...,x,—1 de grado como
mdximo k.

2. El invariante Vi [i] = V/[i]*(a) se mantiene a través de todo el bucle for de la linea

13.
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3. Sia =~y bentonces X = Xg para cualquier variable X en {V',P,H,N}.
4. Para todo 1 < k < Kj hay una funcién
Fe: Te(xo, .-, xn-1) X Eq(Te—1(x0, -+, Xp-1)) = w,

tal que para cada t € Ti(xo,...,Xn—1), el indice i = Fi(t,pzx—1) satisface i <
Vi = 1y tA4(a) = Vi[i].

5. Para todo k < K; tenemos que Py determina X; para todo j < k y cualquier nombre
de variable X en {V',P,H,N}.

6. Si Pz = Py, entonces a ~ b.

Demostracién. (1) es facilmente probado por induccién en k. (2) es claro a partir de
la lineas 14 a 17.

(3) Haremos induccién en k. El caso k = 0 es directo. Supongamos ahora k +1 <
min(Kz, Kj), y supongamos a ~2,1 b. Como @ =~ b, por nuestra hipétesis inductiva
tenemos que

» Xsx = Xp para cualquier variable X en {V/,P,H,N}.

Notar que en la primera linea ejecutada cuando empezamos la k + 1-ésima ejecucién
del bucle while se establece el valor de H_o1d al valor de Hy. Ahora, observemos que
el valor asignado a T para cada aridad r solo depende de H_old y Ni. Luego, T; , . =
T} v+ Para toda aridad r. Esto, junto con el hecho de que los simbolos de funcién
en el bucle for que comienza en la Linea 12 aparecen siempre en el mismo orden,
implica que V;/k 1= V;-),k T Probaremos ahora que P; 1 = Pp ;. Supongamos que
los indices i y j estdn en el mismo bloque de P; 1. Esto es, Vi.1(a)[i] = Vii1(a)[]],
por lo tanto, usando (2), tenemos que V; ; [i]]A(a) = Vi [j]*(a). Ahora, (1) nos
dice que Vi_,(a)[i] y Vi,4(@)[j] son términos de grado como méximo k +1, y
que coinciden en 4. Por lo tanto, coinciden en b, ya que 4 ~j;; b. Invocando
(2) otra vez, nos dice que i y j estdn en el mismo bloque de Py, ;. A partir del
hecho de que Pzx1 = Pj 4, es facil de ver que Hyry1 = Hppq Y Nagr1 = Nppiq-
En particular, para cualquier | < min(K; K;) tenemos que N;; = @ si y solo si
N;; = @. Por lo tanto, Kz = Kj, de lo que se sigue de inmediato que (3) vale para
k+1>min(Kz Kj).

(4) Tomemos t = f(ty,...,t,—1) € Tgs1 y supongamos k +1 < K. Para k =
0, definimos Fy(xj) = j. Si k > 1, por hipétesis inductiva tenemos la funcién
Fy, y asi podemos obtener los indices iy := Fy(to, px—1),---,ir—1 := Fe(tr—1, 0xk-1)
funcionalmente de ¢t y p; (obviamente, ty,...,t,_1 pueden ser obtenidos como
funciones de t y px_1 = px N 7;{271). Si k = 0, solo tomamos iy := Fy(tp),..., i1 :=
Fy(t;—1). Luego, definimos

EO = V],( [10]

b1 = Vlk[irfl]/
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y, otra vez, notamos que f; puede ser obtenido funcionalmente ya que V; puede
ser obtenido funcionalmente desde px. Ademds, por nuestra hipétesis inductiva,
tenemos que tA(a) = f(f,..., E_1)2(a).

Suponemos primero que hay I € {0,...,r —1} tal que i; € Hy \ Hx_1. Entonces i; €
N, luego (o, ...,i,—1) € Tf,,, y tenemos que el término f(fo, ..., 1) es afiadido
a V/, con indice j, durante la (k + 1)-ésimo pasada del bucle while. Observemos
que j solo depende de la signatura de A y de los ntimeros |T¥ +1| para u una aridad
menor o igual que r. Ademas T/, ; depende solo de Hy y Ny, que a su vez estan
determinados por pi. Asi, j puede ser obtenido como una funcién de t y px, y
podemos definir Fy.1(t,px) := j, en el caso de que haya ! € {0,...,r — 1} tal que
ij € Hg \ Hg_1. Supongamos, por otro lado, que iy, ..., i,—1 € Hy_1. Entonces, por (1),
tenemos que fy, ..., f,_1 € Tr_1y, asi, f(f,...,E—1) € Tx. Por lo tanto, en este caso
podemos definir Fe 1 (t, px) := Fc(f(fo, ..., Fr-1), 0x—1)-

(5) Notar primero que, para j < k, tenemos que P; es la restriccion de Py al conjunto
{0,...,|Vj| —1}. Ademas, H; = [min(B) : B € Pj], por lo que P; determina H;.
Por otro lado, Ny es definido como Hy, mientras Nj;1 = Hj1 \Hj. Sumado a esto,
observemos que V| estd también determinado solo por la longitud de @, y que V;» "
es obtenido a partir de H; y Nj, por lo que es determinado por H; y H; ;. Utilizando
estas observaciones, la conclusién se deriva facilmente mediante un argumento

inductivo.

(6) Sea K = Kj. Por (5), para cada k < K tenemos que Pz =P, y V|, = V,E,k' Sean
t,s € Tk tales que tA(a) = s*(a). Definimos i = Fx(t,pax-1) V] = Fx(s,0ak-1)-
Definimos, ademas, f =V, [i] y § =V, [j]. Esto significa que () = §*(a) y, como
Vix = Vj . tenemos que FA(b) = §2(b), lo que a su vez implica que t4(b) = sA(b).
Esto muestra que @ ~ b, por lo tanto, invocando el Lema 30.(2) tenemos que
a=~b. O

Dada un éalgebra finita A y 4 € A", definimos iType(a) e iUniv(a) tales que
isoType(A,a) = (iType(a),iUniv(a)). Notar que iUniv(a) es una lista sin repeticio-
nes de todos los elementos en Sg(a) en el orden en que fueron generados.

El siguiente corolario resume los resultados reflejados en el Lema 31 usando la
terminologia recién introducida. Esto muestra que la salida de nuestro algoritmo
captura el tipo de isomorfismo de una tupla @ en una estructura algebraica finita.

Corolario 32. Sea A un digebra finita. Entonces para cualesquiera ,b € A", los siguientes
son equivalentes:

1. A~ D,

2. iType(a) = iType(b).

Ademds, si se da cualquiera de estas condiciones, entonces el mapeo vy : iUniv(a)[j] —
iUniv(b)[j] para j € {0,...,|iUniv(a)| — 1} es un isomorfismo de Sg(a) a Sg(b) que

mapea a a b.

Demostracién. Si a ~ b, a la luz del Lema 31.(3), tenemos que iType(a) = iType(b).

A la inversa, si iType(a) = iType(b), entonces, por el Lema (31).(6), tenemos
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que 4 =~ b. En cualquier caso, por el Lema (31).(3), obtenemos X; = X; para
X € {V,P,HN}. En particular, H; = H;, de lo cual se sigue que |iUniv(a)| =
|iUniv(b)|. Como todos los elementos en iUniv(a) (y también en iUniv(b)) son
diferentes, tenemos que ‘y es una biyeccion bien definida. Ademads, como Pz = Py,
tenemos que 7y mapea cada a; a b;. Para probar que 7 es un homomorfismo,
sea t un término. Sea i € H; tal que t2(a) = V;[i], y definimos que f = V,[i].
Por (2), t y f coinciden en 4, por lo que también coinciden en b. Por lo que
tenemos y(t4(a)) = y(#*(a)) = V3[i] = V';[i]*(b) y, como V'z = Vj, esto equivale a
(D) = tA(b) = tA(7(a)). 0

5.2 COMPUTANDO OPENDEFALG CON UNA ESTRATEGIA MERGING

En esta seccién, presentamos nuestro algoritmo para decidir la definibilidad
abierta en una estructura algebraica finita utilizando una estrategia de merging. El
algoritmo esta basado en una pequefia mejora del Teorema 12, que presentamos a
continuacién como Corolario 33 y se encuentra publicado en [4]. Antes de ejecutar
el algoritmo, es conveniente preprocesar el input como explicamos en la siguiente
subseccién.

5.3 PREPROCESAMIENTO DE LA RELACION TARGET

Sea @ = (ay,...,a;) una tupla. Definimos el patrén de a, denotado por patterna,
como la particion de {1,...,n} tal que i, j estén el mismo bloque si y solo si a; = a;.
Por ejemplo, pattern(a,a,b,¢,b,c) = {{1,2},{3,5},{4,6}}. Escribiremos || para
denotar la tupla obtenida tomando 4 y eliminando cada entrada igual a una anterior.
E.g., |(a,a,b,c,b,c)| = (a,b,c). Sea R una relaciéon y 6 un patrén, definimos:

» |R|:={|a|:a€R},
» spec(R) := {||a]|:a € R},
» Ry:= {a € R: patterna = 6}.

Dada una tupla @ de A y relaciones Ry, ..., R; sobre A, sea relType(d,Ry,...,R;) €
{True, False}' la tupla (Ry(@),...,R;(a@)). Para un entero positivo k, definimos
A(k) = {(al,...,ak) € Ak a; = aj = 2]}

Corolario 33. Sea A un dlgebra finita, R C A™ y sean Ry, ..., R; todas las relaciones de
la forma | Rpatterna | para a € R. Los siguientes son equivalentes:

1. R es abierta definible en A.

2. Ry,..., Ry son abiertas definibles en A.

3. Para todo k € spec(R) y para todo a,b € AX) tenemos que a ~ b, implica que
relType(a, Ry, ..., R;) = relType(b, Ry, ..., R)).

Demostracién. La equivalencia entre (i)« (ii) es un ejercicio facil, y (ii)<>(iii) es solo
una reafirmacion del Teorema 12. O
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5.3.1 Andlisis detallado del Algoritmo 5.2

Sea A un élgebra finita y sea R C A”". Nuestra estrategia para decidir si R es
abierta definible en A se puede resumir como sigue.

1. Computar todas las relaciones de la forma LRpattemﬁJ para cada @2 € R.
Supongamos que son Ry, ..., R;.

2. Para cada k € spec(R), computar la particiéon inducida por la relacion de
equivalencia ~ en A,

3. Si para algtn k € spec(R) hay 4,b € A% tales que relType(d, Ry, ..., R;) #
relType(b,Ry,...,R;) y @ = b, retornamos False. En otro caso, devolvemos
True.

El primer paso descompone la relacién en relaciones sin informacién superflua.
Esto puede implicar una gran mejora en el rendimiento, dado que el espacio de
busqueda depende exponencialmente de la aridad del target.

Un método obvio para llevar a cabo los pasos 2 y 3 es usar la funcién isoType
para etiquetar cada tupla en Ukespec(r) A% con su tipo de isomorfismo, y cada vez
que dos tuplas tengan el mismo isoType comprobar que tengan el mismo relType
respecto a Ry, ..., R;. Claramente, es conveniente llevar a cabo esta comprobacién
tan pronto como las tuplas de un mismo tipo de isomorfismo son descubiertas, ya
que, si esta comprobacién falla, el algoritmo puede terminar (y retornar False). Otra
observacion es que, cada vez que encontramos dos tuplas 7, b con el mismo tipo
de isomorfismo, tenemos acceso (esencialmente sin ningtin costo computacional
aparte) a un isomorfismo 7 entre Sg(a) y Sg(b). Si dos tuplas son conectadas por
7, tienen el mismo tipo de isomorfismo y, por lo tanto, es suficiente computar el
tipo de isomorfismo de una de ellas. Estas observaciones, junto con una estrategia
deliberada para recorrer las tuplas, constituyen las ideas principales de nuestro
algoritmo. A continuacién, explicamos como se implementan.

En cada punto durante la ejecucién, los datos guardados en orbits; son una
particion de A®)donde cada bloque es etiquetado con alguna informacién adi-
cional. Llamamos a estos bloques etiquetados drbitas, los cuales tienen la forma
(B,RT,T,U) donde B C A es el bloque actual, RT es el relType de todas las tu-
plas en B, T guarda el iType de las tuplas en B (cuando ya es conocido), y U guarda
el iUniv de una tupla en B (cuando es conocido). Cuando el algoritmo comienza,
cada bloque es un singulete anotado con su relType, y T,U se establecen en Null.
El algoritmo recorre y procesa las tuplas en Ugespec(r) A a la manera de DFS. El
drbol que es recorrido estd compuesto por los subuniversos de A y tiene a A como
su raiz. En cada punto de una ejecucion, el algoritmo estd trabajando en un nodo S
de este arbol procesando las tuplas en Uegpec(r) S®). Para llevar la cuenta del nodo
actual y los previamente visitados, y también las tuplas ya procesadas en cada
nodo, se utiliza una pila. Las entradas en la pila tienen la forma (S, L, G), donde S
es un subuniverso, L es la lista de tuplas de S que todavia quedan por procesar, y
G C Ukespec(r) S (k) es un conjunto de tuplas tal que cada tupla en G genera S y no
hay dos tuplas en G que tengan el mismo tipo de isomorfismo. (El punto de llevar
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el conjunto G se volverd claro después.) La pila es inicializada con (A, Ly, @), donde
Ly es una lista de tuplas en Ugegpec(r) AW ordenadas crecientemente por la aridad.
La primera tupla procesada durante una ejecucién es el primer elemento en Ly, y
cada vez que el algoritmo estd listo para procesar una nueva tupla, hay un triplete
(S,L,G) en el tope de la pila y el primer elemento de L es poppeado y procesado.
Para ver como se procesa una tupla, supongamos que en el tope de la pila esta
(S,L,G) y una tupla a ha sido poppeada de L. Si el tipo de isomorfismo de 7 es
conocido (i.e., si 7 pertenece a una 6rbita con un tipo conocido), poppearemos la
tupla siguiente en L (si no hay mads tuplas en L, la entrada (S, L, G) es removida de
la pila). Si, por otro lado, el tipo de @ es desconocido, la funcién isoType es llamada
para computarlo, y el paso siguiente es buscar a través de las 6rbitas para ver si
alguna estd etiquetada con iType(a). Sin embargo, qué 6rbitas inspeccionamos (y
el comportamiento del algoritmo después) depende de si Sg(id) es mdas pequefio
que S.

Caso |Sg(a)| = |S|. Aqui solo inspeccionamos las 6rbitas de las tuplas en G en
busqueda de una etiquetada con iType(a) (para ver por qué esto es suficiente ver
el Lema 35). Si ninguna de las 6Orbitas estd etiquetada con iType(a), llamamos
a la funcién tag_orbit para etiquetar la 6rbita de 4 con iType(a) y iUniv(a), y
agregamos a a G. Si, en cambio, hay una 6rbita (B, RT, T, U) de un elemento en G
con T = iType(a), entonces, por el Corolario 32, la funcién v : iUniv(a)[i] — U]i]
es un subisomorfismo de A. Luego, procedemos a fusionar las érbitas conectadas
por 7. En particular, la 6rbita que contiene a @ es fusionada con (B, RT, T, U) Y,
asi, 4 termina en una Orbita etiquetada con iType(a). La fusiéon se hace mediante
la funcién try_merge_orbits (ver Algoritmo 5.3), la cual también comprueba
que, cuando dos 6rbitas deban ser fusionadas, tengan el mismo relType (si esta
comprobacion falla, el Algoritmo 4.1 para y retorna False).

Caso [Sg(a)| < |S|. En este caso inspeccionamos todas las 6rbitas en orbits; en la
busqueda de una con tipo de isomorfismo iType(a). Si no existe tal érbita, entonces
la 6rbita que contiene a 4 es etiquetada con iType(a) y iUniv(a). Ademds ponemos
(Sg(a),L’,{a}) en el tope de la pila (i.e. nos movemos a un nuevo nodo del érbol de
subuniversos). Si hay una 6rbita en orbits; etiquetada con iType(a), procedemos
de la misma manera que antes, llamando a try_merge_orbits.

Eventualmente, si ninguna llamada a try_merge_orbits retorna False, cada tupla
en Ukespec(R) AW es procesada y, cuando el algoritmo finaliza, tenemos computada
la particién inducida por =~ en A%) para cada k € spec(R). Como nos aseguramos
de que todas las tuplas en la misma 6rbita tienen el mismo relType, el Corolario 33
garantiza que R es abierta definible en A.

5.3.2  Prueba de correctitud y completitud

Para probar correctitud y completitud necesitamos algunos lemas auxiliares.

Lema 34. Las siguientes propiedades se cumplen durante una ejecucion del Algoritmo 4.1
para cada k € spec(R):

1. El conjunto {B : (B,RT,T,U) € orbits;} es una particion de A%,
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Algoritmo 5.2 Algoritmo de definibilidad abierta algebraica
1: function OpenDefAlg(A, R)

> A es un algebra y R es una relacién sobre A
targets = (Ry,..., R;) donde cada R; son todas las relaciones distintas de la forma
LRpatternﬁJ parad € R
3: spec = sorted(spec(R)) > ordenadas crecientemente
4 for k € spec do
orbits; = {({a},relType(a, targets),Null,Null) : 2 € A®)}p inicializacion de
las érbitas

N

k4

6: orbits = {orbitsy : k € spec}
7: tuples_to_process = sorted(Ukespec AW) > ordenadas decrecientemente por
aridad
8: stack = [(A, tuples_to_process,?)] > inicializacién de la pila
9: while stack no sea vacia do
10: Sea (current_sub, tuples_to_process,generators) la referencia al tope de la
pila
11 while tuples_to_process # [] do
12: a primer elemento poppeado de tuples_to_process
13: if Type(a) = Null then > el tipo de 4 es conocido
14: (type_a,universe_a) = IsoType(A,a)
15: if [universe_a| = |current_sub| then > Sg(@) no es mas chico
16: if hay (B,RT,T,U) € {Orbitas de las tuplas en generators} tal que
type_a =T then
17: v = el isomorfismo de universe_aaU
18: if not try_merge_orbits(vy,orbits) then > ver Algoritmo 5.3
19: return False
20: else > el tipo de @ es nuevo
21: tag_orbit(d,type_a, universe_a)
22: agregar 7 a generators
23: else > Sg(a) es mas chico
24: if hay (B,RT,T,U) € orbits; tal que type_a =T then b el tipodea
no es Nuevo
25: v = isomorfismo de universe_aa U
26: if not try_merge_orbits(vy,orbits) then > ver Algoritmo 5.3
27: return False
28: else > el tipo de @ es nuevo
29 tag_orbit(d,type_a, universe_a)
30: new_current_sub = universe_a
31: new_tuples_to_process = sorted(Ukespec universe_a(k))
32: new_generators = {a}
> agregamos un nuevo nodo al tope de la pila
33: (new_current_sub, new_tuples_to_process, new_generators) se
agrega en la pila
34: tag_orbit(d,type, universe)
35: break
36: if tuples_to_process = [| then
37: eliminar el tope de la pila

38: return True
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Algoritmo 5.3 Fusionando 6rbitas

1: function try _merge orbits(y, orbits)

2 for k € spec do

3 for a € (Dom(y))*) do

4 if orbit(a) # orbit(y(a)) then
5: (B,RT, T, U) = orbit(a)

6: (B',RT, T, U’) = orbit(y(a))
Ve if RT # RT’ then

8
9

return False > los RelTypes son diferentes

: B_merge = BUB' > los bloques son fusionados
10: RT_merge = RT
11: if T # Null then > el primer bloque fue etiquetado
12: T_merge =T
13: U_merge = U
14: else if T' # Null then > el segundo bloque fue etiquetado
15: T _merge =T’
16: U_merge = U’
17: else > no hay bloques etiquetados
18: T_merge = Null
19: U_merge — Null
20 eliminar (B,RT, T,U) y (B/,RT/,T/,U’) de orbits;
21: agregar (B_merge, RT_merge, T_merge, U_merge) a orbitsy]
22: return True

2. Para cada (B,RT,T,U) € orbitsy tenemos que:
a) Para todo @ en B tenemos que relType(a, Ry, ...,R;) = RT.
b) Para todos a,b en B tenemos que a ~ b.
c) Si U # Null, entonces hay dy € B tal que iUniv(dg) = U.
d) Si T # Null, entonces T = iType(a) para cada a en B.
Demostracién. Las propiedades son obviamente verdaderas en la inicializacién de
orbitsi. Notar que las tinicas instrucciones del Algoritmo 4.1 que pueden cambiar

orbitsy son llamadas a las funciones try_merge_orbits y tag_orbit, y es facil de
ver que estas funciones preservan (1) y (2). O

Para hacer las pruebas que siguen mds concisas, diremos que (en un punto dado
de una ejecuciéon del Algoritmo 4.1):

» una 6rbita (B, RT, T, U) esta etiquetada si T # Null,

= la tupla a tiene tipo conocido si la (inica) 6rbita que contiene a 7 esté etiquetada.

Lema 35. Las siguientes propiedades se cumplen durante una ejecucion del Algoritmo 4.1:

1. Si la pila contiene [(Sm, Lm, Gm), (Sm—1, Lm-1,Gm-1), - - -, (So, Lo, Go)], entonces
|Sm| < ... <|Sol

2. Siunaentrada (S, L, G) es eliminada de la pila, entonces cada tupla en Uyespec(r) S
tiene tipo conocido.
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3. Supongamos que el tope de la pila es (S, L, G). Si a es una tupla con tipo conocido tal
que [Sg(a)| < |S|, entonces cada tupla en Uregpec(r) Sg(a) ") tiene tipo conocido.

4. Supongamos que el tope de la pila es (S, L, G). Si d es una tupla con tipo conocido
tal que |Sg(a)| = |S|, se da que:

a) hay un g € G tal que § estd en la misma orbita de a, o

b) cada tupla en Uegpec(r) Sg(a)®) tiene tipo conocido.

5. Para cada k € spec(R), y para todo O = (B,RT,T,U) y O' = (B/,RT’, T, U’) en
orbitsy tal que T # Null, tenemos que

T=T+—0=0.

Demostracion. Es facil de ver que el item (1) se cumple. Probaremos (2). Cuando
un elemento (S, L, G) es agregado al tope de la pila, entonces L es una lista que
contiene todas las tuplas en Ukespec(r) S ),y (S,L,G) es solo eliminada de la pila
cuando todas las tuplas en T han sido procesadas. No es dificil de ver que cuando
una tupla @ es procesada, encontramos que:

= ]a 6rbita que la contiene ya esta etiquetada, o

= es etiquetada por una llamada a tag_orbit o try_merge_orbits, a menos
que la llamada a try_merge_orbits retorne False (haciendo que el Algoritmo
4.1 termine y retorne False).

Probemos ahora (3). Supongamos que en el tope de la pila estd (S,L,G), y sea a
como en el enunciado. Notemos que hay dos maneras por las cuales la 6rbita que
contiene @ pudo haber sido etiquetada: por una llamada a tag_orbit o por la fusién
de la 6rbita de @ con otra que ya estaba etiquetada. Supongamos, primero, que
en algun punto del algoritmo se hace la llamada tag_orbit(a,iType(a),iUniv(a)).
La observacion clave es que entonces (Sg(i),L’, G') ha estado en la pila. Ahora,
como [Sg(a)| < |S|, el item (1) dice que (Sg(a), L', G’) ya no esté en la pila y, por
(2), se sigue que cada tupla de Sg(a) tiene tipo conocido. Luego, supongamos que
la 6rbita de @ no estaba etiquetada por una llamada a tag_orbit.Como la tinica
forma de introducir un nuevo tipo en orbits es con una llamada a tag_orbit,
debe existir una tupla b tal que:

» iType(b) = iType(a), y tag_orbit(b,iType(a),iUniv(b)) ha sido ejecutado
en un tiempo anterior, y

= la 6rbita de @ fue eventualmente etiquetada al fusionarse con la 6rbita de b.

Usando el mismo razonamiento que antes, podemos concluir que cada tupla de
Sg(b) tiene tipo conocido. Finalmente, observemos que, durante el proceso de
fusion, cada tupla de Sg(a) termina en una 6rbita con una tupla de Sg(b) y, por lo
tanto, tiene tipo conocido.

Dejamos la prueba de (4) al lector, ya que es similar a (3).
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Para concluir probaremos (5). Notar que es suficiente comprobar que las llamadas
atag_orbit y try_merge_orbits preservan (5). Esto es claro en try_merge_orbits,
ya que esta funcién no etiqueta 6rbitas con nuevos tipos. Por esto, nos enfocaremos
en las llamadas a tag_orbit; comencemos con la de la linea 34 del Algoritmo 4.1.
Notar que, inmediatamente antes de que esta llamada sea ejecutada comprobamos
que el tipo a ser introducido no ocurra en ningtn lugar de orbits y, por lo tanto, (5)
es preservado. Finalmente, veamos la llamada a tag_orbit(a,iType(a),iUniv(a))
en la linea 21. Debido a las comprobaciones hechas antes de esta llamada, sabemos
que (al momento de esta llamada) el tope de la pila es (Sg(a), L, G) y que no hay
una tupla en G con el mismo tipo que 4. Queremos mostrar que no hay ninguna
orbita etiquetada con iType(a). Para mostrar la contradiccion, supongamos que hay
b tal que su 6rbita, que llamaremos O, tiene tipo iType(a). Por lo tanto, como no
hay tupla de G en O/, el item (4) dice que cada tupla de Sg(b) tiene tipo conocido.
Se sigue que Sg(b) # A, ya que de otra forma a tendria tipo conocido. Por lo tanto,
(Sg(a),L, G) es puesto en el tope de la pila al procesar la tupla § que se encontré
que tenia un nuevo tipo. Pero esto es una contradiccion, ya que Sg(b) contiene una
copia isomorfa de g, y habria tenido tipo conocido. O

Proposicién 36. El Algoritmo 4.1 es correcto y completo.

Demostracion. Notar que el algoritmo termina si y solo si se da alguno de los
siguientes:

= una llamada a try_merge_orbits retorna false y el Algoritmo 4.1 retorna
false, o

= la pila estd vacia y el Algoritmo 4.1 retorna true.

En el primer caso, es claro de una inspeccion al Algoritmo 5.3, que try_merge_orbits
retorna false si y solo si hay dos 6rbitas etiquetadas con el mismo tipo de isomor-
fismo y diferentes relTypes. Luego, por el Lema 34, hay tuplas 4, b tales que a ~ b
y relType(a, Ry, ..., R;) # relType(b, Ry, ..., R;). Luego, el Corolario 33 dice que R
no es abierta definible en A.

Supongamos, a continuacién, que el algoritmo termina debido a que la pila
queda vacia. Recordemos que la pila es inicializada con (A, Ly, @); por lo tanto, por
el Lema 35.(2), cada tupla en Ukespec(r) AW tiene tipo conocido cuando el algoritmo
termina. Probaremos que el item (3) del Corolario 33 vale. Fijemos k € spec(R) y
tomemos d,b € A% tales que @ ~ b. Ahora, el Lema 34 junto con el Lema 35.(5)
garantizan que @ y b estdn en la misma 6rbita y, asi, el item (22) del Lema 34 dice
que relType(d, Ry, ..., R;) = relType(b, Ry, ..., R)). d

5.4 COMPUTANDO OPENDEFALG USANDO UNA ESTRATEGIA DE SPLITTING

Ahora presentamos nuestro segundo algoritmo para decidir la definibilidad
abierta, también basado en el Corolario 33. Lo llamamos el Algoritmo de Splitting y
se encuentra en [5]. Comienza de la misma manera que el Algoritmo de Merging:
preprocesando la relacion target (ver subseccion 5.3), y descomponiéndola en
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Algoritmo 5.4 Estrategia de Splitting

1
2
3
4
5:
6.
7
8
9

10:
118

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

23:

24:
25:

function SplittingAlgorithm(A, target)

formula = | > Inicializacién de la férmula candidata
full_blocks =[]
k = ar(target)
tuples = {t for t in A%} > Tuplas sin elementos repetidos
terms_to_process = [x; foriin {0,...,ar(target) — 1}]
witnesses =[]
new_witnesses =[]
local_férmula=T
step=o0
> Ahora creamos la estructura con campos para el Bloque
By = Block(tuples,witnesses, new_witnesses,terms_to_process,
local_férmula, step)
blocks_to_process = [By] > Primer bloque en la stack
while blocks_to_process # [] do
B = pop(blocks_to_process)
if B.tuples C target then > B es un bloque lleno
formula = formula V B.formula
full_blocks.append(B)

continue
else if B.tuples N target = @ then > B es un bloque desechable
continue
else > B es un bloque mixto
if B.terms_to_process == [] and B.new_witnesses == [] then
return (False, B) > B es un un bloque mixto terminal, luego B es un
contraejemplo

blocks_to_process = process_mixed_block(B) + blocks_to_process

return (True,formula)
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varias relaciones target nuevas de la forma LRpatteng para alguna a en la relacién
target original (donde sus tuplas no tienen entradas repetidas). El siguiente paso
es procesar estos nuevos targets agrupados por aridad. Si alguna de estas partes
resulta ser no definible, el algoritmo devuelve False (junto con un contraejemplo).
Si, por el contrario, todas las partes para todas las aridades son definibles, entonces
el algoritmo devuelve True, junto con una férmula definidora.

En aras de la simplicidad, la presentacion que sigue describe el algoritmo que
procesa una sola parte del target original (en lugar de todas las partes de una
misma aridad dada). El pseudocédigo para ello se muestra en el Algoritmo 5.4. El
lector no deberia tener problemas para entender como modificar este algoritmo
para obtener uno que funcione en el caso general. Tal vez, la tinica advertencia es
cémo se produce la férmula final de lo que hablaremos mas adelante.

5.4.1 Andlisis detallado del Algoritmo de Splitting

A diferencia de la estrategia de merging, donde computamos por completo el
tipo de isomorfismo de cada tupla al principio y solo después particionamos el
conjunto de tuplas correspondientemente, este nuevo algoritmo empieza con el
conjunto entero de k-tuplas (las tuplas no tienen elementos repetidos), donde k es
la aridad de la relacién target. Estas tuplas comienzan formando un mismo bloque,
y mientras el algoritmo avanza esta particioén es refinada. La idea central es que, en
cualquier momento dado, las tuplas en un bloque todavia no han sido descubiertas
como no isomorfas. Un paso del algoritmo consiste en evaluar un término en
todas las tuplas de un bloque y comparar los valores resultantes con los valores
de los términos evaluados previamente. Entonces, las tuplas en el bloque son
particionadas en bloques sucesores, de acuerdo a qué valor devolvieron. Para hacer
esto, un bloque lleva la informacién de los términos ya evaluados y la informacién
necesaria para generar los nuevos términos a ser evaluados. Para guardar estos
bloques anotados, el algoritmo utiliza el tipo de dato Block, que puede ser pensado
como un diccionario con los siguientes cinco campos:

= un conjunto tuples que contiene las tuplas del bloque,
= tres listas de términos witnesses, new_witnesses, terms_to_process y
= formula, que contiene una férmula abierta.

Las listas de términos witnesses y new_witnesses tienen un propoésito analogo a
las variables H y N, respectivamente, en el Algoritmo 5.1. Los términos a ser eva-
luados, en el bloque actual y sus sucesores, son generados en un tinico fragmento
por cada profundidad dada d. Para evitar generar términos redundantes, solo
construimos términos que incluyan al menos un término de profundidad 4 — 1
que produjo un nuevo valor en la tltima ronda. Estos son guardados en el campo
new_witnesses cuya Unica funcién es evitar términos redundantes. Para entender
el rol del campo witnesses, veamos qué pasa cuando un bloque B es procesado.
Decimos que un bloque es puro si estd contenido o es disjunto con el target. Como el
Algoritmo 5.4 trata esencialmente de encontrar un contraejemplo, o sea, un par de
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tuplas isomorfas donde una pertenece al target mientras que la otra no, los bloques
puros ya no necesitan ser inspeccionados mds en la bisqueda de este contraejemplo.
Los bloques que son disjuntos con el target, que llamamos desechables, no necesitan
ningin procesamiento mas. Sin embargo, los bloques contenidos en el target, que
llamamos llenos, contribuyen con sus férmulas como una disyuncién mas a la
férmula del target. Asi, el Algoritmo 5.4 (en las lineas 15 a 20) empieza el procesa-
miento de un bloque revisando si estd lleno o es desechable. Ahora, analicemos
cémo son procesados los bloques que no son puros, que llamamos mixtos. Sea B
un bloque mixto. Primero debemos considerar el caso donde B.terms_to_process
y B.new_witnesses sean vacios. Llamaremos a estos bloques terminales. Esto pasa
exactamente (Lema 39, (2)) cuando todas las tuplas en el bloque son isomorfas
y, como B es mixto, hemos encontrado un contraejemplo y el algoritmo termina
(linea 23). Supongamos ahora que B.terms_to_process 0 B.new_witnesses son no
vacios. Aqui, el Algoritmo 5.4 llama a la funcién process_mixed_block en B. En
su ejecucion, esta funcién primero revisa si hay términos a procesar en B. Si este
no es el caso, se genera una nueva lista de términos (de profundidad aumentada)
y se asigna a B.terms_to_process. Por otro lado, si B.terms_to_process es no
vacio, tomamos su primer elemento t. Ahora, las tuplas en B son distribuidas entre
bloques sucesores de acuerdo a su valor via t; para cada s € B.witnesses se crea
un nuevo bloque con todas las tuplas € B tales que +*(a) = s*(a), suponiendo
que hay al menos una tupla que cumpla esta condicién. En adicién, se crea otro
bloque mas que contenga todas aquellas tuplas cuyo valor via t no coincide con
ninguno de los valores producidos por witnesses. En el pseudocédigo se ve claro
cémo se instancian el resto de los campos en los bloques sucesores. La funcién
retorna la lista de bloques sucesores de B que, a su vez, se coloca en la stack de
bloques a procesar por el algoritmo principal. Eventualmente, encontramos un
bloque mixto terminal o nos quedamos sin bloques para procesar, caso en el que el
algoritmo se detiene retornando la férmula definidora.

5.4.2 Generacion de formulas

Concluimos el andlisis del algoritmo de Splitting con una breve explicacién de
como construir la férmula para el target original en el caso positivo. Recordemos
que, para un input (A, R), comenzamos desarmando R en relaciones de la forma
| Rg| para algun patrén 0 presente en R. En el caso de que R sea definible en A,
ejecutar el algoritmo de arriba produce una férmula ¢y para cada Rg. Ahora, ¢g
utiliza las variables xo, . .., X|g_1. Notar que || es menor que k := ar(R) a menos
que 6 = {{0},...,{k—1}}; por lo tanto, necesitamos sustituir las variables en ¢y
por las correspondientes variables de {xo,...,xx_1} y agregar las (des)igualdades
entre variables que describe el pattern 6. Como ejemplo, supongamos k = 5y
6 = {{0,1},{2,3},{4}}. En este caso la formula resultante es:

Po(x0, X1, X2, X3, X4) 1= @g(x0, X2, X4) AXo = X1 AX2 = X3\ X0 7 X2 AXg # X4 A Xp 7# Xy
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Ahora, si © es el conjunto de todos los patrones presentes en R, tenemos que la
férmula abierta que define R en A es
(X0, .., Xp—1) 1= \/ Po(x0, .-, Xk-1),
0c®
donde @g es la férmula modificada para ¢y para cada 6 € O.

Algoritmo 5.5 Procesamiento de un bloque mixto

1: function process_mixed block(B)

2: successors =[]

3 if B.terms_to_process == [] then > Debemos computar un nuevo grupo de
términos

4: Generar términos usando B.witnesses y B.new_witnesses en

B.terms_to_process

5: B.new_witnesses =[]
6: t = pop(B.terms_to_process)
7: B.step = B.step + 1
8: complement_block = B.tuples > Inicializamos con todas las tuplas
9: complement_formula = T
10: for s € B.witnesses do
11: eq_tuples = [v € B.tuples : t(v) == s(v)] > Tuplas para un nuevo bloque
12 if eq_tuples !=[] then
13: successor := Block(eq_tuples, B.witnesses, B.new_witnesses,
B.terms_to_process, B.formula A t = s, B.step)

14: successors.append(successor)

> Borramos las tuplas que aparecen en los nuevos bloques
15: complement_block = complement_block - eq_tuples

> Agregamos las férmulas con negaciones

16: complement_formula = B.formula A complement_formula A (f # s)

17: if complement_block !=[] then

18: successor = Block(complement_block, B.witnesses + [t],
B.new_witnesses + [t], B.terms_to_process,
complement_formula, B.step)

19: successors.append(successor)
20: if hay una sola entrada en successors then
> formula no necesita crecer
21: successors[o].formula = B.formula
22: return successors

Las variables step y full_blocks no son necesarias para el algoritmo en si, pero
son incluidas para facilitar las demostraciéon que haremos después.

5.4.3 Correctitud y completitud

En esta seccion demostramos la correcciéon del algoritmo de splitting. Comenza-
mos con algunas propiedades preliminares.

Nuestra prueba se basa en la siguiente consecuencia del Teorema 12. Recordemos
que, dadas ,b € A¥, diremos que @ ~ b cuando t*(a) = s(a) <= tA(b) = s*(b)
para todo par de términos ¢, s.
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Corolario 37. Sea A un dlgebra finita y R una relacion k-aria sobre A. Entonces son
equivalentes:

R es no definible en A.

Hay tuplas a,b € A* talesquea € R,b ¢ Ry a~b.

Dado un término #(xy,...,x;_1), definimos depth(f) como el menor name-
ro natural i tal que t € Ti(xo,...,xx_1). Ademds, para un bloque B, definimos
depth(B) = max{depth(f) : t € B.witnesses + B.terms_to_process}, donde +
es el operador de concatenacion de listas. Recordemos que, dada una férmula ¢ y

un modelo A, la extensién de ¢ en A es denotada por [¢]A.

Lema 38. Sea A un dlgebra finita y R una relacion k-aria sobre A. Entonces, los siguientes
son invariantes durante la ejecucion del Algoritmo 5.4 con la entrada (A, R):

1. Para todo bloque B, t,s € B.witnesses y @ € B.tuples, tenemos que t(a) = s(a)
implica t = s.

2. Los conjuntos de tuplas de los bloques en blocks_to_process + full_blocks
son disjuntos por pares y su unién contiene a R.
JA

3. Para todo bloque B, tenemos que [B.formula|® = B.tuples.

4. Para todo bloque B y para cada término t en T(xo, ..., Xk—1), con d = depth(B),
hay un término f en B.witnesses ++ B.terms_to_process tal que t(a) = #(a
para cada @ en B.tuples.

5. Para todo bloque B y cada término t en Ty(xo, ..., Xx—1) \ Ta—1(x0, ..., Xx_1) con
d = depth(B), hay un término f en B.new_witnesses + B.terms_to_process
tal que t(a) = (@) para cada a en B.tuples.

6. Para todos a,b € AW tales que a ~ b, hay un bloque B tal que a,b € B.tuples.

Demostracion. (1) Esto se sigue de la simple observacion en el pseudocédigo de
que un término poppeado t es agregado a la lista de términos de un bloque B en
construccion solo si (@) # s(a) para todo s € B.witnesses, @ € B.tuples.

(2) Observar que process_mixed_block no particiona el bloque cuando es movido
desde blocks_to_process a full_blocks (Algoritmo 5.4, lineas 15 a 18) o cuando
depth(B) es aumentada (Algoritmo 5.5, lineas 3 a 5), por lo que solo necesitamos
probar el invariante cuando step es incrementada (Algoritmo 5.5, lineas 7 a 22).
Como solo los bloques desechables son eliminados, R siempre estd contenida en la
unién de los bloques en blocks_to_process +- full_blocks; desde la linea 15 en
el Algoritmo 5.5, es directo que estos bloques siguen siendo disjuntos de a pares.

(3) La afirmacion es claramente vélida para el bloque inicial y en los siguientes
casos:

= cuando un bloque lleno es movido desde blocks_to_process a full_blocks
(Algoritmo 5.4, lineas 15 a 18),

» cuando un bloque desechable es eliminado de blocks_to_process (Algoritmo
5.4, lineas 20 a 20),
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= cuando depth(B) es incrementado (Algoritmo 5.5, linea 4),

= después de que un término f es tomado de terms_to_process, incrementando
step pero dejando B sin particionar (si se da la condicién en el Algoritmo 5.5,
linea 20).

Consideremos ahora el caso donde el bloque B es particionado después de tomar
el término t (Algoritmo 5.5, lineas 10 a 19). Supongamos inductivamente que
[B.formula]A = B.tuples. Por construccién, en cada uno de los nuevos bloques
la afirmacion se convierte en [(B.formula) A (t = 5)]* = [t = s]* N B.tuples para
algtin s en B.witnesses, que se deduce inmediatamente de la hipétesis inductiva.

(4) v (5) Haremos induccién en d. En el caso d = 0 y step = 0 tenemos que
B.witnesses = [ | y B.terms_to_process = [xp,...,X,_1]. Notar que podemos
suponer que no hay simbolos de constantes en el lenguaje, ya que pueden ser
sustituidos por funciones constantes de aridad 0, lo que significa que la afirmacién
es verdadera en este caso.

Supongamos, ahora, que d > 0 y step > 0. Notemos que ninguna de las
instrucciones después de incrementar step rompe los invariantes: los bloques que
surgen del proceso siguiente a tomar un término de B.terms_to_process heredan
el contenido de B.witnesses y B.terms_to_process con, quizd, la excepcion del
término ¢ si es que coincide con algtin otro término en todas las tuplas del bloque
que se va a crear.

Asi, podemos suponer step = 0. En este punto, el algoritmo alcanz¢ el estado
actual tras construir una secuencia de términos en B.terms_to_process desde un
bloque mixto previo donde terms_to_process fue vaciado, incrementando 4 en 1.
Sea t = f(to,...,tr—1) € Ti11. Por hipétesis inductiva, hay términos f, ..., f,_1 € Ty,
que satisfacen t4(a7) = fiA(ﬁ) y podemos suponer que hay un iy tal que t;, €
Ta(xo0,- -, xk-1) \ Ta_1(x0,--.,xx_1). Pero esto significa que f = f(f,.... f,_1) €
B.terms_to_process.

(6) Al comenzar el algoritmo, cada par de tuplas esté en el bloque original que
contiene todas las tuplas; cuando un bloque es particionado, claramente las lineas

10 a 19 colocan el par en el mismo bloque. O
Lema 39. Sea B un bloque con B.new_witnesses = B.terms_to_process = []. Enfon-
ces:

1. Para todo término t hay un término f € B.witnesses tal que t(a) = () para cada
a € B.tuples.

2. Sia,b € B.tuples y t,s son términos, entonces t(a) = s(a) implica t(b) = s(b).

Demostracién. (1) Definamos d = depth(B) y sea t € T; un término. Si  es el
término dado por (4), entonces de (5), junto con la hipétesis, se sigue que € T;_. El
resultado, ahora, se sigue de esta observacion con un simple argumento inductivo.

(2) Sean @,b € B.tuples. Para todo término t,s, sean f,3 los términos dados por
(1). Entonces £(a) = 4(a), lo que significa que por el Lema 38 (1) se da que f = §,
luego t(b) = £(b) = 3(b) = s(b). O
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Proposicién go. El Algoritmo 5.4 es correcto y completo. Mds precisamente, con la entrada
(A, R), el Algoritmo 5.4 eventualmente se detiene y devuelve ya sea una férmula ¢ que
satisface R = [@]A, o un contraejemplo, si R no es abierta definible.

Demostracién. Consideremos, primero, el caso en que R es abierta definible. Esto
significa que nunca un bloque mixto es terminal, lo que implica que cada bloque
mixto, eventualmente, se particiona en bloques llenos o desechables. A partir de que
los bloques son removidos de blocks_to_process y A es finita, se puede garantizar
terminacion. Observemos, ademds, que full_blocks solo contiene bloques llenos.
Como el algoritmo se detiene vaciando blocks_to_process, el conjunto dado por
la unién descrita en (2) del Lema (38) coincide exactamente con R y el algoritmo
devuelve una férmula ¢, la cual, por construccién, es escrita en forma normal
disyuntiva. Cada uno de sus disyuntos corresponde a un bloque lleno puro afiadido
a full_blocks y, por (3) en el Lema (38), las tuplas en cada uno de esos bloques
forman la extension del correspondiente disyunto. Por las consideraciones de arriba
tenemos que R = [¢]A.

Si el algoritmo no retorna una férmula ¢, significa que la terminacién se dio a
partir de encontrar un contraejemplo; por el Corolario 37, esto sucede exactamente
cuando R no es abierta definible. O
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UTILIZACION DE LAS HERRAMIENTAS

En esta seccion presentamos nuestras implementaciones de los algoritmos y
facilitamos una version para ser ejecutada desde la nube.

6.1 INSTALACION DE LAS HERRAMIENTAS

El c6digo fuente esta disponible en https://github.com/pablogventura/OpenDef
para el Algoritmo 4.1, para estructuras relacionales. La implementacion del Algorit-
mo 5.2 que hace uso de la estrategia de merging para estructuras algebraicas se
encuentra en https://github.com/pablogventura/OpenDefAlgMerging mientras
que para para el Algoritmo 5.4, que hace uso de la estrategia de splitting para es-
tructuras algebraicas, en https://github.com/pablogventura/OpenDefAlgSplitting.

6.2 FORMATO DEL MODELO DE ENTRADA

Las lineas de comentarios deben comenzar con «#». Las lineas vacias son ignora-
das. Por ejemplo:

# Este archivo contiene el modelo malvado

La primera linea debe contener cada elemento del universo separado por un
espacio. Por ejemplo:

0612

Una relaciéon debe comenzar con una linea de declaracién con el nombre, luego
un espacio, el nimero de tuplas, otro espacio y, finalmente, la aridad. Las siguientes
lineas deben contener cada tupla de la relacién con los valores separados por un
espacio. Por ejemplo:

E23
012
210

Una operacion debe comenzar con una linea declarando el nombre y la aridad,
separados por un espacio. Las siguientes lineas deben ser una por cada tupla de la
relacién dada por el gréfico de la operaciéon separando los valores por un espacio.
Por ejemplo:

O ®© © +
O N R O N
=N RO
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12
20
02
10
21

N NN = =

Una constante debe comenzar con una linea declarando el nombre y 0 (ya que
es una operacion 0O-aria) por un espacio. La siguiente linea debe ser el valor. Por
ejemplo:

Zero O
0

63 E]ECUCI()N DEL CHEQUEO DE DEFINIBILIDAD

Una vez descargado el cédigo y dentro de su directorio se ejecuta:

python3 main.py modelo.model

Donde «modelo.model» es un archivo que contiene la estructura donde se va a
correr la prueba de definibilidad. Las relaciones a chequear serdn todas aquellas
con nombres que comiencen en «T». La salida serd la respuesta al chequeo de
definibilidad para todos los algoritmos y la férmula en el caso del Algoritmo 5.4.

64 E]ECUCIéN DE LAS HERRAMIENTAS EN LA NUBE

Para facilitar el uso de las herramientas proporcionamos un IPython Notebook
para su ejecucion en Google Colab en cada uno de los repositorios de las he-
rramientas. Las implementaciones se pueden encontrar en el siguiente enlace
https:/ /github.com/pablogventura/. Cada una de ellas en los siguientes directo-
rios:

» Para el Algoritmo 4.1 para estructuras relacionales, se encuentra en:
¢ OpenDef/OpenDef_Running Example.ipynb.
= Para el Algoritmo 5.2 para estructuras algebraicas con una estrategia de
merging, en:
¢ OpenDefAlgMerging/OpenDefAlgMerging Running Example.ipynb.
= Para el Algoritmo 5.4 para estructuras algebraicas con una estrategia de
splitting, en:
¢ OpenDefAlgSplitting /OpenDefAlgSplitting Running_Example.ipynb.


https://github.com/pablogventura/
https://colab.research.google.com/github/pablogventura/OpenDef/blob/master/OpenDef_Running_Example.ipynb
https://colab.research.google.com/github/pablogventura/OpenDefAlgMerging/blob/master/OpenDefAlgMerging_Running_Example.ipynb
https://colab.research.google.com/github/pablogventura/OpenDefAlgSplitting/blob/master/OpenDefAlgSplitting_Running_Example.ipynb

RESULTADOS EMPIRICOS

En esta seccién presentamos una evaluacion empirica de nuestras implementa-
ciones de los Algoritmos 4.1, 5.2 y 5.4. Nuestras herramientas estdn desarrolladas
en Python 3, bajo la licencia GPL 3.

El objetivo principal de estos experimentos es dar una idea de los tiempos que
nuestras herramientas requieren para computar diferentes tipos de instancias y de
como los pardmetros de las instancias impactan en los tiempos de ejecucion.

7.1 ALGORITMO 4.1 PARA ESTRUCTURAS RELACIONALES

Todos los tests fueron desarrollados usando un procesador Intel Xeon E5-2620v3
con 12 nucleos (de todas maneras, nuestro algoritmo no hace uso de paralizacién)
a 2.40GHz con 128 GiB DDR4 RAM 2133MHz. La memoria nunca fue un problema
en las pruebas que ejecutamos. Como no hay un conjunto estdndar de ejemplos
para las pruebas, trabajamos con instancias aleatorias. Teniendo en cuenta las
estrategias que nuestro algoritmo implementa, decidimos considerar los siguientes
parametros:

1. El tamafio del universo del modelo de entrada.
2. Namero de relaciones en el modelo de entrada.

3. Tamario de las relaciones en el modelo de entrada (ver el pérrafo a continua-
cion).

4. Aridad de la relacion target.

Los pardmetros 2 y 3 tienen el objetivo de probar nuestra herramienta en modelos
con diferentes tipos de estructuras. Cuando consideramos cémo el namero de
tuplas en las relaciones base afecta la estructura, es facil ver que depende del
tamafio del universo (agregar una arista a un grafo con 3 nodos tiene mucho mas
impacto que agregar una arista a un grafo con 50 nodos). Como medida para una
relaciéon base R de A, usaremos su densidad, definida como sigue:

: R]

density(R) = W
Como intercambiar una relaciéon por su complemento no afecta la definibilidad
abierta, tiene sentido considerar solo relaciones base con densidad como méximo
0,5, ya que en este algoritmo no se aprovecha la estructura de target al momento
de recorrer el modelo.

Para cada experimento, computamos la mediana del tiempo de ejecucién (en
segundos), sobre 300 instancias en cada configuracion.
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7.1.1  Sobre el mimero de tipos de isomorfismo de los submodelos

Una caracteristica fundamental de nuestro algoritmo es que toma ventaja de los
modelos con una pequefia cantidad de tipos de isomorfismo entre sus subestruc-
turas (ya que en ese caso el conjunto S en el Algoritmo 4.1 permanece pequefio a
lo largo del computo y cada vez que procesamos un submodelo lo comparamos
con todos los miembros de S). Se puede entender a un modelo que posee pocos
tipos de isomorfismo en sus subestructuras como que tiene una estructura regular
o simétrica. Por otro lado, si hay una gran diversidad de tipos de isomorfismo
de los submodelos, el modelo tiene menos regularidades que nuestro algoritmo
pueda aprovechar. Definimos la k-diversidad de una estructura A como el nimero
de tipos de isomorfismo entre sus subestructuras de tamario k. En este punto, es
importante notar que la k-diversidad que tiende a tener el mayor impacto en los
tiempos de ejecucion es cuando k = max(spec T). Esto se debe al hecho de que los
submodelos de tamafio mayor que k no son procesados y el nimero de submodelos
de tamafio menor que k es sustancialmente menor (suponiendo k < |A|/2) y es
mucho mads fécil revisarlos por isomorfismos. Debemos sefialar que, para pensar
que la k-diversidad es grande o pequefia, debemos compararla con el namero total
de subconjuntos de tamarfio k de A.

Para ser capaces de evaluar el impacto de la diversidad en el tiempo de ejecucion,
necesitamos generar instancias de distintas diversidades, para lo cual debemos
notar dos cosas. Primero, los modelos con relaciones dispersas (de baja densidad)
tienen baja diversidad ya que la mayoria de los submodelos no contienen ninguna
arista de la relacién. Segundo, un pequefio ntimero de relaciones base de aridad
baja implican una menor cantidad de tipos de isomorfismo posibles (e.g., hay solo
10 grafos dirigidos con dos elementos). Asi, variando la densidad y el nimero
de relaciones base en la configuraciéon de nuestros experimentos, somos capaces
de obtener un rango de diversidades. Como la diversidad crece rdpidamente en
funcién de la densidad de las relaciones base, utilizamos un incremento logaritmico
para las densidades.

En todas las configuraciones de experimentos, salvo una (Figura 7.2), utilizamos
solo relaciones binarias como base, debido a estas dos razones:

» Todas las relaciones target tienen como méximo aridad 3, por lo tanto, la
funcién modelThinning eliminaréd las relaciones base de aridad mayor que 3.

= El punto de variar las relaciones base es para generar un rango de diver-
sidades (como explicamos arriba) y esto puede ser conseguido agregando
relaciones base, ya sean binarias o ternarias. Sin embargo, usando relacio-
nes binarias tenemos un control mas preciso sobre los incrementos en la
diversidad.

7.1.2  Experimentos con target definible

Cuando la relacién target es definible, nuestro algoritmo tiene que encontrar
y revisar por preservacion el maximo posible nimero de subisos de A. Por lo
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tanto, para tener una idea de los tiempos del peor caso, ejecutamos la mayoria
de los experimentos para el caso definible. Las instancias son generadas fijando
el universo junto con la cantidad y densidad de las relaciones base, para luego
construir cada una tomando tuplas aleatoriamente. En todas las instancias, la
relacién target contiene todas las tuplas del largo dado, por lo que son obviamente
definibles.

En los resultados mostrados en la primera linea de la Figura 7.1, el target es
binario. El tamafio de los dominios es 30, 40 y 50, y el nimero de relaciones base
es 1, 5y 10. Todas las relaciones base tienen aridad 2, y sus densidades estdn en
05 05 05 05 05

395 s ST 5 Para los tests mostrados en la segunda linea, la aridad del target

es 3.

Relacién target de aridad 2

104 -
1 relacién base 5 relaciones base 10 relaciones base
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Figura 7.1: Mdltiples relaciones base de aridad 2 con targets de aridad 2 y 3.

Lo primero que notamos es la considerable diferencia en cuanto a tiempos entre
las instancias con targets binarios y ternarios. Esto es facilmente comprensible si

67



68

RESULTADOS EMPIRICOS

consideramos que cada uno de los (l‘,?‘) submodelos de tamafio k = max spec(T)
tiene que ser procesado, y en estos ejemplos k coincide con la aridad del target.
En cuanto al impacto del tamarfio de los universos, podemos observar claramente
un comportamiento polinémico; cuadratico, para el target binario, y ctibico, para
el target ternario. De nuevo, esto estd en correspondencia directa con el niimero
de submodelos procesados en cada caso. Finalmente, analicemos el efecto del
aumento del namero y la densidad de las relaciones base. Observar que estos
pardmetros no afectan al nimero de submodelos a procesar, sino a la cantidad
de procesamiento que requiere cada submodelo (como se explica en la Seccion
7.1.1). Aumentar la densidad y la cantidad de relaciones base dificulta el problema,
ya que implica un aumento en la diversidad. Sin embargo, es interesante notar
que la sobrecarga es bastante pequefia. Por ejemplo, comparando los tiempos en
la segunda linea de la Figura 7.1 entre instancias con universos de 40 elementos,
podemos ver en el grafico de la izquierda que, para una relacién base de la menor
densidad, el tiempo es de alrededor de 300 segundos, mientras que, como se puede
ver en el gréafico de la derecha, el tiempo para los mismos tamafios de universo
y diez relaciones base de aridad 0.5 es de alrededor de 550 segundos, lo que es
un incremento modesto considerando la diferencia en el tamafio de las instancias
comparadas (aqui, con el tamafio, nos referimos al nimero de bits necesarios
para codificar la instancia). Este comportamiento se puede explicar al notar que
aunque existe un gran diferencia de diversidad entre las dos instancias, la mayoria
de las comprobaciones de isomorfismos hechas en el caso de alta diversidad son
rdpidamente respondidas con la funcién cardinalityCheck. A pesar de que atn
deben realizarse muchas mas comprobaciones por isomorfismos, se evitan las
llamadas a la subrutina de comprobacién de isomorfismos en el caso de mayor
diversidad (recuerde que la prueba de estructuras relacionales para isomorfismo
es Gl-completa [16]). Debe tenerse en cuenta que este comportamiento puede no
trasladarse a situaciones en las que las relaciones base no se generen de forma
aleatoria.

7.1.2.1  Efecto del modelThinning

La subrutina modelThinning puede tener un gran impacto en el tiempo de
ejecucion. La Figura 7.2 muestra los tiempos con y sin la aplicacién de la funcién
modelThinning al modelo de entrada (linea 3 en el Algoritmo 4.1). Todas las
instancias tienen dominios de 20 elementos y una relacién base ternaria cuya
densidad varia, como en los experimentos anteriores. El target es el conjunto de
todas las 3-uplas y, por lo tanto, es definible.

La diferencia en los tiempos es explicada al notar que modelThinning se com-
porta rompiendo la relacién base ternaria en una relacién ternaria y varias binarias
y unarias. Por lo tanto, la posibilidad de que la funcién cardinalityCheck detecte la
inexistencia de isomorfismos entre submodelos aumenta enormemente, ya que para
que dos submodelos B y C puedan ser isomorfos se debe dar que |RB| = |RC|
para cada R en el lenguaje. Nuevamente, este anélisis podria no aplicar a relaciones
base que no fueran generadas aleatoriamente.
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Figura 7.2: |A| = 20, una relacién base ternariay T = A3.

2.0 10 relaciones base 600 10 relaciones base
L ] o - P
1.5
¢ 400"
*
1.0|e—®
n
™ 200
0-511'... yE—2 5 u
| e —e—e—0—0
B.0- )
[} T T T T T [} T T T T T
g 05 05 05 05 0.5 g 905 05 05 05 05
KT} 24 23 22 kI 24 23 22
= Densidad = Densidad
(a) Target no definible (b) Target definible

® |A|=20 m |A|=30 e |A|=40

Figura 7.3: Comparacién entre los casos definibles y no definibles.

7.1.3 Experimentos con target no definible

Los casos donde la relacién target T no es definible son potencialmente mucho
més simples para nuestro algoritmo, ya que se puede frenar la computacién al
momento de encontrar un subisomorfismo que no preserva T. A la izquierda
de la Figura 7.3, podemos ver los tiempos de los casos no definibles, donde las
estructuras de entrada tienen los mismos pardmetros que en el grafico de la derecha
en la segunda linea de la Figura 7.1 (la cual repetimos a la derecha de la Figura 7.3).
Para generar targets no definibles para cada instancia, generamos aleatoriamente
relaciones ternarias de densidad o.5 hasta que encontramos una no definible.
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7.2 ALGORITMOS 5.2 Y 5.4 PARA ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

En esta seccién, presentamos una comprobaciéon empirica del rendimiento del
algoritmo IsoType (Algoritmo 5.1) versus la biisqueda de isomorfismos usando
CSP, asi como experimentos con OpenDefAlg para diferentes dlgebras de entrada.

7.2.1  Comparando isoType con un solver CSP

En el capitulo previo, usamos el solver CSP Minion [13] para computar iso-
morfismos entre subestructuras en nuestro algoritmo con el objetivo de decidir
definibilidad abierta en una estructura relacional. En esta nueva estrategia, para
resolver el problema, usamos la funcién IsoType para computar los isomorfismos.
Para comparar nuestra estrategia previa con la que presentamos ahora, disefilamos
el siguiente experimento.

Dada un algebra A, el experimento consiste en particionar un conjunto aleatorio R
de AF; primero, usando IsoType; y, luego, usando CSP para encontrar isomorfismos
relaciones de la siguiente manera: para cada @ € R, computamos el subuniverso

generado Sg(a) y, luego, construimos una estructura relacional Agge% g) CON universo

Sg(a) y, para cada simbolo de operacion f en A, la relacion F = graph(f*|se(a)) (el
grafico de la restriccion de f4 a Sg(a)). Notar que A ~ B si y solo si ARl ~ BRel,
Esto nos permite usar CSP para buscar isomorfismos entre Ag;% oY Agge%b) que
extiendan el mapeo @ — b. Comparamos los tiempos de ejecucion de esta tltima
estrategia con los de la primera.

103 4 [ IsoType
I CSP
102 .
2 10!
]
[eX
1S
Q
=100 4
10—1 .
10—2 .
Reticulados  Algebras Grupos Grupos Algebras
Distributivos  de Boole Abelianos  aleatorias

Figura 7.4: Tiempo para computar los tipos de isomorfismo.
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Como no hay un conjunto de experimentos estandar para estos problemas,
utilizamos cinco familias de algebras: reticulados distributivos, algebras de Boole,
grupos, grupos abelianos y, finalmente, dlgebras aleatorias. Estas ultimas fueron
generadas eligiendo aleatoriamente operaciones sobre un universo fijo. Para cada
familia ejecutamos el experimento en 300 dlgebras y tomamos la mediana del
tiempo de ejecucion. En la figura 7.4 podemos ver como la estrategia de IsoType
es mds rdpida; la razén detrds de esto es que, contrario a CSP, IsoType guarda los
tipos de isomorfismo en vez de computarlos cada vez. Es interesante notar como el
tiempo incrementa mientras el niimero de subisomorfismos decrece, donde nuestra
estrategia basada en simetrias internas es menos eficiente.

7.3 COMPARANDO LOS ALGORITMOS DE MERGING Y SPLITTING PARA ES-
TRUCTURAS ALGEBRAICAS

Teniendo dos enfoques algoritmicos diferentes para resolver el problema de defi-
nibilidad abierta, es natural preguntarse si alguno supera al otro. Tal comparacién,
a nivel tedrico, resulta ser extremadamente dificil. Por lo tanto, nuestro enfoque
fue ejecutar (implementaciones de) estos algoritmos en una serie de escenarios
de prueba. Ademés, las pruebas nos permiten obtener una mejor comprensioén en
cuanto a las limitaciones practicas de nuestras implementaciones en términos de
tamafio de entrada.

Ejecutamos nuestros algoritmos en tres tipos de estructuras algebraicas: dlgebras
booleanas, grupos abelianos y dlgebras generadas aleatoriamente. Estas tltimas se
generaron eligiendo operaciones aleatorias sobre un universo fijo. Para cada familia
ejecutamos la prueba sobre 300 dlgebras y tomamos la mediana de las muestras de
tiempo de pared.

Inspeccionando ambas estrategias algoritmicas no es dificil concluir que el peor
escenario es aquel en el que la relacién target es definible. Esto se confirmé, ademas,
durante las pruebas, ya que descubrimos que ambos algoritmos tardan muy poco
en decidir que una relacién target dada no es abierta definible. Por lo tanto, todas
las pruebas presentadas son para entradas en las que el target es definible.

7.3.1  Evaluacién del rendimiento del algoritmo de merging

Nuestro primer conjunto de datos empiricos se refiere al rendimiento del Algo-
ritmo 4.1 en varios tipos de entradas. Las cardinalidades de las dlgebras pasan por
4, 8, 16 y 32. En todos los casos, el target era la relacion binaria formada por todos
los pares del dominio del dlgebra. Las dlgebras aleatorias estdn dotadas de una
operacion binaria y otra ternaria. Los grupos abelianos se obtienen como productos
de grupos ciclicos Zy.

Los resultados se exponen en la figura 7.5. Podemos ver como el algoritmo
aprovecha las simetrias internas de las algebras: el tiempo de ejecucién aumenta
cuando la cantidad de subisomorfismos disminuye. En particular, es interesante
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observar el comportamiento de la curva de los grupos abelianos. Dado que todos
los grupos de la prueba son productos directos con factores en {Z,, Z4} (por
ejemplo, el de 16 elementos es Z, x Zy X Z4 y el de 32 elementos es Zy X Z4 X Z4),
el hecho de que los grupos méas grandes tengan factores repetidos aumenta el
nimero de subisomorfismos, y, por lo tanto, nuestro algoritmo tiene un mejor
rendimiento.

2
10 Estructuras

1 @ Algebrasrandom
10’4 w Grupos Abelianos
i ® Algebras de Boole
2 100
o) 3
=3 ]
GE) 1071 4
=
1072 3
1073 3
k T T T T
22 23 24 2°
Cardinalidad

Figura 7.5: Tiempo para decidir definibilidad mediante el algoritmo de merging.

7.3.2  Evaluacién del rendimiento del algoritmo de splitting

Estructuras
10> @ Algebras random
1 w Algebras de Boole
10°4 m Grupos Abelianos
0} ;
1
8 10 ‘?
g 3
0 o
g 1009
1071 3
1072 3
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Figura 7.6: Tiempo para decidir definibilidad mediante el algoritmo de splitting.

Ahora pasamos al andlisis de rendimiento del Algoritmo 5.4. Este algoritmo fue
capaz de manejar algebras de entrada de hasta 128 elementos. Mds llamativo adn
es el hecho de que las relaciones target en estas pruebas son ternarias, dado que
el espacio de biisqueda depende exponencialmente de la aridad del target, como
se vio en la Seccién 3.3). También cabe mencionar que, dado que el algoritmo de
splitting produce una respuesta inmediata sobre una relaciéon target que contiene
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todas las tuplas de una longitud determinada, la relacién de entrada para estas
pruebas se obtuvo tomando la extensién de una férmula construida al azar.

En la Figura 7.6, vemos que, aunque las estructuras con mds simetrias internas
siguen tardando menos en ser procesadas, la diferencia ya no es tan notable.
Esto puede explicarse por el hecho de que el algoritmo de splitting no necesita
determinar completamente los tipos de isomorfismo de cada tupla en el espacio de
biisqueda.

7.3.3 Comparando ambas estrategias

Nuestro dltimo conjunto de datos empiricos expone el rendimiento de ambos
algoritmos en la misma muestra de entradas. Aqui, al igual que en las pruebas
del algoritmo de splitting, la relacién de entrada se obtiene como la extension de
una férmula libre de cuantificadores generada aleatoriamente. Los resultados se
presentan en la figura 7.7. Tal y como se prevefa en nuestras pruebas anteriores,
el algoritmo de splitting supera ampliamente al de merging. De hecho, podemos
ver que el algoritmo merging cae fuera de la ventana de tiempo considerada en
modelos de tamafio 32 y superiores (las proyecciones prevén tiempos de ejecuciéon
superiores a 25 horas). Una razén obvia que explica esta sorprendente diferencia
de rendimiento es el hecho de que, a diferencia del algoritmo de merging, el
algoritmo de splitting no calcula el tipo de isomorfismo de cada tupla en el espacio
de busqueda. Ademads, para muchas de las tuplas procesadas por el algoritmo de
splitting, el tipo de isomorfismo solo se calcula parcialmente. Teniendo en cuenta
que el algoritmo de splitting también proporciona una férmula en el caso positivo,
podemos concluir que el algoritmo de splitting es claramente una estrategia més
eficiente.

10° —
102 4

10!

Tiempo (s)

100

1071 4

Algoritmo

10-2 o @ Algoritmo de Splitting
3 ¥ Algoritmo de Merging
1 T T 1 T 1
22 23 24 2° 26 27
Cardinalidad

Figura 7.7: Tiempos utilizando el algoritmo de merging frente al de splitting.
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En este trabajo disefiamos e implementamos un algoritmo que decide el problema
de definibilidad para férmulas abiertas de primer orden con igualdad sobre un
lenguaje puramente relacional y dos algoritmos con estrategias diferentes para el
caso puramente funcional. Los algoritmos se basan en la caracterizacién semdntica
de la definibilidad abierta dada en [3].

Para el caso puramente relacional, en el Teorema 13 se prueba que este pro-
blema es coNP-completo y que las férmulas més cortas que logran definir la
relacién pueden crecer exponencialmente para secuencias de instancias que cre-
cen polinomialmente en tamafio. Por lo tanto, el enfoque directo para resolver la
definibilidad abierta mediante la bisqueda de una férmula definidora no se ve
como una alternativa tentadora. (Ademads, hay que notar que cualquier tipo de
testigo con cota polinomial a la definibilidad implicaria coNP C NP.) En cambio,
nuestro algoritmo lleva a cabo una btisqueda sobre los submodelos de tamafio
como méximo k = méx(spec(T)) de la estructura de entrada, y tiene que agotar el
espacio de biisqueda para dar una respuesta positiva. Por lo tanto, el tiempo de
ejecucion de nuestro algoritmo depende exponencialmente del pardmetro k (para
un andlisis detallado de la complejidad paramétrica de OpenDef ver la seccién 3.3).
Asimismo, reunimos estos hechos para hacer un refinamiento de la caracterizacién
semdntica original de la definibilidad abierta [3] en el Corolario 26, que puede
tener un impacto significativo en casos adecuados. Los experimentos empiricos
confirman la dependencia exponencial en k, y nos dan una idea del impacto de los
otros pardmetros considerados. Notablemente, aprendimos de los experimentos
que, para estructuras generadas aleatoriamente, variar el nimero y densidad de
las relaciones base no tiene un gran impacto en el tiempo de ejecuciéon. Como se
discuti6 en la Seccién 7.1.2, esto se debe al hecho de que, a medida que la diversi-
dad crece y es necesario hacer mas comprobaciones por isomorfismo, el nimero
de las que pueden ser decididas facilmente comparando cardinalidades también
crece. Otra conclusion interesante que podemos sacar de los experimentos es que
reemplazar una estructura de entrada A por la equivalente | A|_, puede generar
importantes mejoras en los tiempos de computacién. Finalmente, los experimentos
muestran que nuestra estrategia estd mejor condicionada para instancias negativas
del problema (por obvias razones).

También, hemos presentado dos algoritmos que deciden el problema de defi-
nibilidad mediante férmulas de primer orden libres de cuantificadores sobre un
lenguaje puramente funcional. Estos algoritmos se basan en la caracterizacion
semantica de la definibilidad libre de cuantificadores dada en [3]. Demostramos
que este problema es coNP-completo, que es la misma complejidad que obtuvi-
mos en el caso relacional. Previamente, desarrollamos un algoritmo que da una
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caracterizacion del tipo de isomorfismo de una tupla a en la estructura dada (en
particular, se obtiene el subuniverso que genera).

Nuestro primer procedimiento de decisién de definibilidad (Algoritmo de mer-
ging) particiona el conjunto de todas las tuplas k del universo con k € spec(R), y
tiene que agotar el espacio de bisqueda para dar una respuesta positiva. Por lo
tanto, el tiempo de ejecuciéon de nuestro algoritmo depende exponencialmente del
parametro k. Las pruebas empiricas confirman la dependencia exponencial de k
y nos dan una idea del impacto de la cardinalidad de la estructura de entrada y
de la familia de algebras sobre la que realizamos las pruebas. También confirman
la conjetura de que esta estrategia, que se basa en la existencia de simetrias, se
comporta mejor en modelos con una gran cantidad de subisomorfismos, como
vimos en la estrategia usada para el caso relacional.

El algoritmo de splitting comienza con un tnico bloque de tuplas y va partiendo
los bloques a medida que avanza la determinacién de los tipos de isomorfismo
de sus tuplas. Esto difiere de la estrategia anterior, en la que empezamos con
tuplas aisladas y fusionamos aquellos bloques con el mismo tipo de isomorfismo.
Como era de esperar, esta nueva estrategia resulté ser mucho mas eficiente, ya
que se pueden descartar bloques enteros sin determinar completamente el tipo de
isomorfismo de sus tuplas. El rendimiento superior fue claramente confirmado por
las pruebas empiricas. Ademas, el hecho de que este enfoque permita obtener la
formula definitoria en el caso positivo constituye una ventaja fundamental.

8.1 TRABAJO FUTURO

Hay muchas direcciones para trabajo futuro. Por un lado, los experimentos
empiricos presentados son muy preliminares, por lo que seria necesario llevar a
cabo més pruebas. No hay un conjunto estdndar de experimentos para definibilidad
y hay demasiadas variables que podrian, a priori, impactar en el rendimiento empi-
rico de cualquier algoritmo al testear definibilidad. Encontramos particularmente
dificil definir conjuntos de experimentos que nos permitirian explorar la transiciéon
de los casos definibles a los no definibles con suavidad. A su vez, seria interesante
intentar extender nuestros resultados (y nuestra herramienta) a otros fragmentos
de la l6gica de primer orden. Ya hemos llevado a cabo un trabajo preliminar inves-
tigando el problema de la definibilidad con férmulas abiertas positivas. Por otro
lado, seria natural investigar la definibilidad sobre clases finitas de modelos en
lugar de sobre un modelo dnico. En el caso particular de la definibilidad abierta,
los dos problemas coinciden, ya que bastaria con considerar la unién disjunta de
todos los modelos de la clase como entrada, pero no es el caso de otras légicas. La
férmula producida por el algoritmo de splitting (en el caso positivo) resultéd ser
muy larga en las pruebas. Por lo tanto, una incégnita interesante que se plantea es
entender cémo simplificar (si es posible) la férmula producida. Esto parece ser un
problema dificil, y sabemos que en algunos casos las férmulas de definicién son
necesariamente grandes (véase Parte iii). Por tltimo, seria interesante identificar
clases de dlgebras en las que el problema esté bien condicionado y para las que
existan algoritmos de tiempo polinémico.
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