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como parte de los requerimientos para obtener el t́ıtulo de Doctor en

Astronomı́a de la

Universidad Nacional de Córdoba, Argentina
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Galaxias y estructuras en vaćıos cósmicos

Lic. Federico Dávila Kurbán

Tesis Doctoral

Facultad de Matemática, Astronomı́a y F́ısica

Universidad Nacional de Córdoba

Resumen: El análisis de la distribución espacial de galaxias en gran esca-

la ha sido fundamental para entender la evolución del Universo. En las escalas

más grandes, esta distribución demuestra caracteŕısticas geométricas, usualmen-

te referidas conjuntamente como la red cósmica, compuesta de paredes, nodos,

filamentos, y vaćıos. Los vaćıos cósmicos son las regiones menos densas y, por lo

tanto, uno de los ambientes más extremos en los cuales las galaxias pueden for-

marse y evolucionar con una tasa de interacciones menor que en otros entornos.

Por lo tanto, las galaxias y su distribución en estos entornos subdensos constitu-

yen la mejor aproximación a las propiedades pristinas de las mismas Sin embargo,

el estudio estad́ıstico de propiedades de las galaxias y las estructuras que forman

en gran escala en estos entornos subdensos se ve naturalmente limitado por el

pequeño tamaño de las muestras. En esta Tesis se proponen nuevos enfoques es-

tad́ısticos que aplicamos en simulaciones numéricas y que apuntan a mejorar las

herramientas de análisis, a saber: métodos del estudio de la agrupación de galaxias

que reducen el error de los estad́ısticos conocidos o reducen su tiempo de cómpu-

to; estad́ısticos para el análisis de las orientaciones de las galaxias que apuntan

a usar toda la información disponible y con una robusta determinación de su

significancia estad́ıstica; y un estudio de la agrupación de galaxias empleando un

método que, a diferencia de los estad́ısticos usuales, analiza regiones de exclusión

de galaxias y por lo tanto resulta natural su empleo en regiones subdensas. Estos

enfoques y herramientas, además, implican un gran provecho de la información
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disponible con el advenimiento de simulaciones de mayor resolución y catálogos

más numerosos.

Primero, abordamos la práctica más general del estudio del agrupamiento de

galaxias en el Universo e intentamos mejorarlo. Las herramientas más usadas

para caracterizar la estructura del Universo a gran escala son estad́ısticos bipun-

tuales, tales como el espectro de potencia, P (k), y su transformada de Fourier,

la función de correlación bipuntual, ξ(s). En el espacio de configuraciones, los

estimadores de ξ(s) cuantifican el exceso de probabilidad de encontrar un par

de galaxias a un dado vector de separación s con respecto a una distribución de

referencia sin agrupamiento, usualmente denominada “catálogo aleatorio”. Es-

timaciones de alta precisión hacen uso de grandes catálogos aleatorios lo cual

implica un alto costo computacional. Proponemos reemplazar los catálogos alea-

torios estándares por distribuciones puntuales tipo glass o catálogos glass cuyo

espectro de potencia P (k) ∝ k4 exhibe significativamente menos potencia en

escalas mayores que la separación media entre part́ıculas, que una distribución

Poisson (cuyo P (k) es constante) con el mismo número de puntos. Mostramos

que estas distribuciones pueden ser obtenidas iterativamente aplicando la técni-

ca de reconstrucción de Zeldovich comúnmente usada en estudios de oscilaciones

bariónicas acústicas. Proveemos una versión modificada del ampliamente usado

estimador Landy–Szalay de la función de correlación adaptada al uso de catálo-

gos glass y comparamos su desempeño con resultados obtenidos usando catálogos

aleatorios. Nuestros resultados muestran que las distribuciones tipo glass no in-

troducen ningún sesgo respecto a los resultados obtenidos usando distribuciones

Poisson. En escalas mayores a la separación media entre part́ıculas de los catálogos

glass, el estimador modificado reduce significativamente la varianza de la función

de correlación bipuntual con respecto a los resultados estándares obtenidos con

el estimador Landy–Szalay usando la misma cantidad de puntos. El tamaño del

catálogo glass que se requiere para llegar a una dada precisión en la función de co-

rrelación es significativamente menor que el necesario con un catálogo aleatorio.

Su uso podŕıa reducir drásticamente el costo computacional, manteniendo una

alta precisión, del análisis del agrupamiento de galaxias en relevamientos futuros.

La naturaleza del agrupamiento de galaxias depende de numerosos efectos a

pequeñas y grandes escalas, tales como los parámetros cosmológicos, efectos e

historia del entorno de galaxias y cúmulos, la distribución subyacente de materia

oscura, y la forma en la que las componentes luminosas y oscuras del Universo
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se acoplan y evolucionan. Al estudiar los órdenes bajos y altos del agrupamiento

de galaxias, se espera arrojar luz sobre los procesos f́ısicos de los cuales depende

el agrupamiento. A pesar de su utilidad, la función de correlación bipuntual sólo

provee una descripción completa del agrupamiento en el caso de una distribución

gaussiana. Un recuento más exhaustivo del agrupamiento debe incluir funciones

de correlación de altos órdenes, sin embargo estos suelen ser dif́ıciles de extraer.

A la luz de esto, investigadores han explorado otros estad́ısticos de agrupamiento

con el fin de obtener información de alto orden acerca de la distribución de gala-

xias, en particular estad́ısticos de vaćıo tales como la función de probabilidad de

vaćıo (VPF, por sus siglas en inglés), que mide la probabilidad de encontrar cero

galaxias en un dado radio. Este enfoque ha resultado provechoso en el sentido

de que los resultados están bien fundamentados por un marco teórico sólido que

relaciona la distribución de vaćıos (i.e., la VPF) a la distribución de alto orden

de galaxias.

En la labor de caracterizar la estructura interna de los vaćıos cósmicos, he-

mos estudiado la VPF dentro y fuera de vaćıos identificados en la simulación

TNG300-1, en el espacio real y en el espacio de redshift. Elegimos esta simulación

ya que es la más grande y con mayor resolución de las simulaciones TNG. Se ha

mostrado previamente que las galaxias en el espacio de redshift siguen el modelo

estad́ısticos denominado “binomial negativo”, pero este acuerdo no se traslada

al espacio real. Esto significa, bajo la formulación de la VPF, que en el espacio

de redshift hay una aparente relación de escala entre la mencionada función de

correlación bipuntual (el órden más bajo de agrupación) y los órdenes de agrupa-

ción superiores. Nuestros resultados indican, sin embargo, que las galaxias dentro

de los vaćıos cósmicos en el espacio real, siguen el modelo binomial igual que

las galaxias en el espacio de redshift; i.e. estudiando galaxias en vaćıos cósmicos

recuperamos el escalamiento jerárquico detectado en el espacio de redshift.

Como hemos establecido, las galaxias son de interés primordial en el estudio

del Universo. Analizando las distribuciones espaciales y espectrales de su luz en

combinación con sus propiedades dinámicas, se pueden inferir los procesos f́ısicos

que gobiernan la formación de galaxias e intentar explicar la abundancia de tipos

de galaxias y estructuras observadas. En particular, son de interés las orienta-

ciones y elipticidades de las imágenes galácticas. Orientaciones preferenciales, o

alineamientos, de galaxias entre śı, con las estructuras de materia subyacentes

y con la mencionada red cósmica son elementos cruciales para avanzar hacia un

iv



entendimiento más completo de la gravedad, la naturaleza de la materia, y la for-

mación de estructuras en el Universo. Proponemos estad́ısticos bien comportados

para estudiar la señal de alineamiento de los momentos angulares, o spines, con

respecto al centro de los vaćıos, de galaxias ubicadas en zonas subdensas alre-

dedor de vaćıos identificados en la simulación TNG300-1. Exploramos esta señal

en distintas poblaciones de galaxias, variando su distancia al centro del vaćıo, su

masa, la norma de su spin, la densidad local, y su velocidad. Encontramos una

fuerte tendencia (> 9σ) de alineamiento perpendicular a la dirección al centro

del vaćıo en galaxias masivas, con alto spin, y baja velocidad radial, en distancias

entre 0.9 y 1.4 radios de vaćıo. Además, encontramos que en estos ambientes sub-

densos, la densidad local es irrelevante a la señal de alineamiento, mientras que

el mayor impacto en la señal lo tiene la velocidad radial: las galaxias que pierden

momento lineal con la expansión del vaćıo parecen estar fuertemente alineadas

perpendicularmente a la dirección al centro del mismo. Un mayor entendimiento

del alineamiento intŕınseco será crucial para interpretar estudios de weak len-

sing, y para capitalizar los grandes relevamientos de shear cósmico como Euclid

o LSST.

En total, proponemos métodos y estad́ısticos nuevos para estudiar el agru-

pamiento de galaxias por un lado, y las orientaciones con respecto a los vaćıos

por otro, y finalmente utilizamos medidas no estándares de agrupamiento para

caracterizar la distribución de galaxias adentro de los vaćıos, comparado con la

distribución en el resto de la red cósmica. Hemos aprendido que los vaćıos son

un entorno único en los cuales la estructura puede formarse y evolucionar, y que

pueden jugar un rol crucial en otorgar a las galaxias de su entorno alineamiento

y momento angular.
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Abstract: The analysis of the large–scale spatial distribution of galaxies has

been instrumental in understanding the evolution of the Universe. On the largest

scales it displays striking geometrical features, usually referred to as the cosmic

web, composed of walls, clusters, filaments, and voids. Cosmic voids are the most

underdense regions and thus one of the most extreme environments where gala-

xies can form and evolve with a less frequent interaction rate than in the other

environments. Therefore, galaxies and their distribution in these subdense envi-

ronments constitute the best approximation to their pristine properties. However,

the statistical study of the properties of galaxies and the large–scale structures

they form in these subdense environments are naturally limited by the small

sample sizes. This Thesis proposes new statistical approaches that are applied in

numerical simulations and aim to improve the tools of analysis, namely: methods

of studying the clustering of galaxies that reduce the error of the statistics or

their computational time; statistics for the analysis of galaxy orientations that

aim at using all the information available and with a robust determination of

their statistical significance; and finally a study of the clustering of galaxies using

a method that, unlike the more usual statistics, analyses the regions of exclusion

of galaxies and is therefore a natural choice for subdense environments. These

approaches and tools also imply a great benefit from the amount of information

available with upcoming simulations with greater resolution and larger surveys.

First, we take on the more general practice of the study of galaxy clustering th-

roughout the Universe and attempt to improve upon it. The most commonly used

tools to characterize the large-scale structure of the Universe are two-point statis-

tics such as the power spectrum, P (k), and its Fourier transform, the two-point

correlation function ξ(s). In configuration space, the estimators of ξ(s) quantify

the excess probability of finding a pair of galaxies at a given separation vector

s with respect to a reference distribution with no clustering, often referred to as

the “random catalogue”. High-accuracy estimates require the use of large random

catalogues, which imply a high computational cost. We propose to replace the

standard random catalogues by glass-like point distributions or glass catalogues

whose power spectrum P (k) ∝ k4 exhibits significantly less power on scales larger

than the mean inter-particle separation than a Poisson distribution (whose P (k)

is constant) with the same number of points. We show that these distributions

can be obtained by iteratively applying the technique of Zeldovich reconstruction

commonly used in studies of the baryon acoustic oscillations. We provide a modi-
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fied version of the widely used Landy-Szalay estimator of the correlation function

adapted to the use of glass catalogues and compare its performance with the

results obtained using random samples. Our results show that glass-like samples

do not add any significant bias with respect to the results obtained using Poisson

distributions. On scales larger than the mean inter-particle separation of the glass

catalogues, the modified estimator leads to a significant reduction of the variance

of the two–point correlation function with respect to the standard Landy-Szalay

results with the same number of points. The size of the glass catalogue required

to achieve a given accuracy in the correlation function is significantly smaller

than when using random samples. Their use could help to drastically reduce the

computational cost of configuration-space clustering analysis of future surveys

while maintaining high-accuracy.

The nature of galaxy clustering is dependent on many large- and small-scale

effects, such as the cosmological parameters, galaxy and cluster environmental

effects and history, the underlying dark matter distribution, and the way in which

the dark and luminous components of the Universe couple and evolve. By probing

the lower and higher orders of galaxy clustering, one thus hopes to shed light on

those physical processes on which the clustering is dependent. And in spite of its

usefulness, the two-point correlation function only provides a complete description

of clustering in the case of a Gaussian distribution. A more exhaustive account of

clustering must include higher–order correlation functions, although these prove

difficult to extract. In light of this, researchers have explored other clustering

statistics in order to obtain high–order information about galaxy distributions,

in particular void statistics such as the Void Probability Function (VPF), that

measures the probability of finding zero galaxies in a given radius. This approach

has proven to be useful in the sense that results are well supported by a solid

theoretical framework that directly relates the distribution of voids (i.e., the VPF)

to the high–order distribution of galaxies.

In the endeavor of characterizing structure inside cosmic voids, we have stu-

died the VPF inside and outside voids identified in the TNG300-1 simulation,

in real space as well as in redshift space. We chose this simulation because it is

the largest simulation and with higher resolution of the TNG suite. It has pre-

viously been shown that galaxies in redshift space follow the so-called “negative

binomial” hierarchichal clustering model, but this agreement does not carry over

to real space. This means that, under the VPF formulation, there is an apparent
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scaling relation in redshift space between the mentioned two–point correlation

function (the lowest clustering order) and the higher orders of clustering. Our

results indicate, however, that galaxies within cosmic voids in real space follow

the binomial model just like galaxies in redshift space; i.e., by studying galaxies

in cosmic voids we recover the hierarchical scaling detected in redshift space.

As established, galaxies are of primary interest in the study of our Universe.

Analysing their spatial and spectral light distributions in combination with their

dynamical properties, one can infer the physical processes that govern galaxy

formation and attempt to explain the plethora of galaxy types and structures

one observes. Of particular interest are the orientations and ellipticities of galaxy

images. Preferential orientations, or alignments, between galaxies, their underl-

ying matter structures, and the aforementioned cosmic web are crucial aspects

to further a more comprehensive understanding of gravity, the nature of matter,

and structure formation in the Universe. We propose a set of well–behaved sta-

tistical parameters to study the alignment signal, with respect to the centers of

voids, of spins of galaxies within shells around voids identified in the TNG300-1

simulation. We explore this signal in different samples of galaxies, varying their

distance from the void center, mass, spin norm, local density, and velocity. We

find a strong tendency (> 9σ) of massive, high–spin, and low radial velocity ga-

laxies to be aligned perpendicularly to the void–centric direction when stacking

shells of 0.9-1.4 void radii. Furthermore, we find that, in these subdense environ-

ments, local density is irrelevant to the alignment signal, while the largest impact

on the alignment is due to radial velocity: galaxies that lose linear momentum

with the void expansion seem to be strongly aligned perpendicularly to the cen-

ter of the void. A further understanding of intrinsic alignments will be crucial

for interpreting weak lensing studies and to capitalize on upcoming major cosmic

shear surveys like Euclid or LSST.

Overall, we propose novel methods and statistics to study galaxy clustering on

one hand, and orientations with respect to voids on the other, and finally utilize

non–standard clustering measurements to characterize the clustering of galaxies

inside voids compared to elsewhere in the cosmic web. We have learned that voids

are a unique environment in which structure can form and evolve, and may play

a crucial role in embedding galaxies with alignment and angular momentum.
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Caṕıtulo 1

Del Universo homogéneo a las

galaxias

Motivaciones

Las galaxias que observamos en nuestro Universo son el fruto de una larga

historia de procesos f́ısicos, simples y complejos, que como tales, representan

una puerta hacia entender no sólo la naturaleza de las galaxias, sino también la

maquinaria menos visible de las leyes que las gobiernan.

En esta Tesis estudiamos propiedades de galaxias con un enfoque estad́ıstico,

desde la caracterización de su distribución en el espacio hasta sus propiedades

astrof́ısicas, como el momento angular, y cómo éstas se relacionan con las estruc-

turas circundantes. Además, esperamos aportar métodos estad́ısticos novedosos

y robustos para estudios futuros de este tipo.

Previo a presentar las definiciones de los conceptos pertinentes, podemos es-

bozar de forma general las preguntas que abordamos con este trabajo:

¿Puede mejorarse el estudio de la distribución de las galaxias en el espacio

y su orientación con respecto a estructuras circundantes?

¿Existen métodos alternativos para estos estudios? ¿Son igualmente váli-

dos? ¿Qué información aportan y qué nos dicen acerca de las estructuras

en vaćıos cósmicos?

¿Están las galaxias orientadas aleatoriamente? ¿Cuál es su relación con

estructuras en gran escala como los vaćıos cósmicos?
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A continuación haremos un breve repaso del contexto en el cual surgen estos

interrogantes.

1.1. Modelo cosmológico estándar

La cosmoloǵıa es la ciencia que estudia la composición, evolución y propie-

dades del Universo en escalas grandes. La principal hipótesis en esta ciencia es

que las interacciones gravitatorias gobiernan la formación y evolución de estruc-

turas en grandes escalas del Universo. Estas interacciones están descriptas por la

Teoŕıa de la Relatividad de Einstein. La segunda hipótesis se denomina “principio

cosmológico”, y asume que el universo es espacialmente homogéneo e isotrópico

en grandes escalas. En particular, en esta Tesis hablamos sobre galaxias y las

estructuras que forman en gran escala, es decir, trataremos con grandes fluctua-

ciones de densidades que parecen escapar a esta segunda hipótesis, por lo cual

cabe remarcar que lo establecido por el principio cosmológico es que el Universo

en grandes escalas es estad́ısticamente homogéneo e isotrópico.

Se conocen como “modelos cosmológicos” a los escenarios propuestos que ex-

plican y caracterizan distintos universos. En el caso de esta Tesis nos interesa

un modelo cosmológico que de cuenta de la distribución observada de galaxias.

El más aceptado actualmente es el modelo llamado Lambda Cold Dark Matter

(ΛCDM). Este modelo propone una geometŕıa espacial plana donde, conforme a

la primera hipótesis, la evolución del espacio-tiempo queda determinada por la

distribución de materia bajo el formalismo de la Relatividad General. La densi-

dad total de materia incluye cuatro componentes: una densidad de radiación (ργ),

una densidad de materia bariónica (ρb), una densidad de materia oscura (ρDM)

y una densidad de enerǵıa oscura (ρΛ). La densidad de radiación tuvo un rol

protagónico en etapas tempranas del Universo pero para muchos estudios es des-

preciable en el presente. La materia bariónica está constituida por los protones,

neutrones y electrones que conforman el Universo “visible” y conforma un ∼ 4 %

de la composición total. La materia oscura (∼ 21 %) y la enerǵıa oscura (∼ 75 %),

a pesar de ser los componentes dominantes en el Universo, son de naturaleza des-

conocida hasta el momento. La noción de la materia oscura (cuyo nombre señala

su cualidad “invisible”) surge en la década de 1930 con el motivo de justificar

la estabilidad gravitatoria observada en cúmulos de galaxias (Zwicky, 1933), las

curvas de rotación de las galaxias (Babcock, 1939) y el acercamiento entre la Vı́a

2



Láctea y Andrómeda (Kahn y Woltjer, 1959). La noción de la enerǵıa oscura,

por otro lado, fue presentada luego de encontrar evidencia de una expansión ace-

lerada del Universo mediante estudios de la escala de distancias con supernovas

(Perlmutter et al., 1999, Riess et al., 1998).

Como nos interesa contextualizar la distribución de galaxias observada, ha-

cemos a continuación un breve repaso de cómo es la evolución dinámica de un

universo conforme a este modelo cosmológico estándar (Sec. 1.2) para luego defi-

nir los parámetros que lo caracterizan (Sec. 1.3). Con los conceptos presentados

en estas secciones podemos luego definir una cantidad crucial en la astronomı́a

como es el redshift cosmológico (Sec. 1.4) y finalmente esquematizar la formación

de estructuras y galaxias (Sec. 1.5).

1.2. Dinámica de universos Friedman-Robertson-

Walker

Si conocemos el contenido de materia y enerǵıa del Universo, podemos de-

terminar la evolución del mismo mediante las ecuaciones de campo de Einstein,

que relacionan el contenido de enerǵıa y momento del espacio–tiempo con su geo-

metŕıa. Usando la convención c = 1 podemos escribir las ecuaciones de campo de

la siguiente forma:

Rµν −
1

2
gµνR− gµνΛ = 8πGTµν , (1.1)

donde Rµν es el tensor de Ricci, que describe la geometŕıa local del Universo, gµν

es la métrica, R es el escalar de curvatura, Tµν es el “tensor enerǵıa-momento”

que abarca la información acerca de la enerǵıa y momento de la materia, y Λ

es la denominada “constante cosmológica”, causante de la expansión acelerada

observada en el Universo.

Para un universo homogéneo e isotrópico gµν está dado por la métrica de

Friedmann-Robertson-Walker (FRW) (ver e.g. Weinberg, 1972). Con esta métrica

el elemento de ĺınea ds puede ser expresado como

ds2 = gµνdx
µdxν = dt2 − a2(t)

[
dr2

1 −Kr2
+ r2(dθ2 + sen2(θ)dθ2

]
, (1.2)
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donde {xµ}µ=0,1,2,3 son las coordenadas de observadores fundamentales en el

espacio-tiempo ({t, r, θ, ϕ} usando coordenadas esféricas), K es la constante que

define si la curvatura del espacio-tiempo es abierta (K = −1), cerrada (K = 1) o

plana (K = 0) y a(t) es el denominado “factor de escala” que caracteriza la ex-

pansión del Universo. Estas dos cantidades determinan completamente la métrica

de FRW.

Se pueden obtener ecuaciones para la evolución temporal de este factor de

escala utilizando la métrica de FRW y el tensor de enerǵıa-momento de un fluido

uniforme ideal

Tµν = diag(ρ,−p,−p,−p), (1.3)

siendo ρ la densidad total de todos los componentes de la materia y p la presión

del fluido. Con estas consideraciones, las ecuaciones de campo de Einstein se

reducen a ecuaciones para a(t)

ä

a
= −4πG

3
(ρ + 3p) +

Λ

3
, (1.4)

H2(t) ≡
(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− K

a2
+

Λ

3
, (1.5)

donde el punto indica derivación respecto al tiempo cósmico t. Con la Ec. 1.5 se

define el denominado “parámetro de Hubble”, H(t). Finalmente, derivando esta

ecuación y combinándola con 1.4 obtenemos la ecuación de conservación de la

enerǵıa:

ρ̇ + 3H(ρ + p) = 0. (1.6)

Para obtener soluciones expĺıcitas para a(t) y K podemos usar la Ec. 1.5,

también conocida como la ecuación de Friedmann, y combinarla con la ecuación

de la conservación de la enerǵıa, Ec. 1.6.

En esta instancia es necesario asumir alguna relación entre la presión y la

densidad del fluido ideal (que satisface la Ec. 1.3) en la forma de una ecuación

de estado p = p(ρ). Con esta relación podemos integrar la Ec. 1.6 y obtener

ρ = p(a). En cosmoloǵıa se suelen considerar fluidos en los que la presión es

proporcional a la densidad, i.e. p = ωp, llamados “fluidos barotrópicos” y que

son caracterizados por tener una velocidad de sonido constante c2s = dp/dρ. La
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cantidad ω que relaciona la presión con la densidad se denomina “parámetro de

ecuación de estado”. Para estos fluidos, la conservación de la enerǵıa implica una

relación entre la densidad y el factor de escala del tipo

ρ ∝ a−3(1+ω). (1.7)

Este resultado es válido si asumimos N fluidos independientes con ecuaciones

de estado ωi. De esta forma, la densidad total de enerǵıa puede ser expresada

como

ρ =
N∑

i=1

ρi,0
a3(1+ωi)

, (1.8)

llamando ρi,0 a la densidad de cada fluido en el tiempo actual, t0 y adoptando la

convención de normalización del factor de escala a0 ≡ a(t0) = 1. Con esta expre-

sión para la densidad de enerǵıa, la ecuación de Friedmann 1.5 puede escribirse

como

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3

N∑

i=1

ρi,0
a3(1+ω)

− K

a2
+

Λ

3
, (1.9)

Evaluando esta ecuación en el presente tenemos una expresión para el paráme-

tro de Hubble en t0:

H2
0 =

8πG

3

N∑

i=1

ρi,0 −K +
Λ

3
. (1.10)

Este parámetro suele estar escrito en unidades de

H0 = 100hkm s−1 Mpc−1, (1.11)

donde h es el denominado parámetro de Hubble adimensional y, según observa-

ciones actuales, h ≃ 0.7 (ver, e.g., Freedman y Madore, 2010, para una revisión

de métodos de medición de h).

La Ec. 1.9 nos permite obtener una solución para K, es decir, una expresión

para la curvatura del Universo en función del contenido de materia y enerǵıa,

que, evaluada en el presente y asumiendo Λ = 0, se expresa como
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K = H2
0

(
8πG

3H2
0

N∑

i=1

ρi,0 − 1

)
, (1.12)

donde es fácil ver que la curvatura del espacio-tiempo está dada por el contenido

energético del universo: la Ec. 1.12 describiŕıa un universo plano, i.e. K = 0,

siempre que la densidad total sea igual a un valor cŕıtico, ρc, igual al inverso del

multiplicador del primer término:

ρc ≡
3H2

0

8πG
= 2.773 × 1011M⊙h

−2Mpc−3 (1.13)

= 11.26h−2 protonesm−3,

donde como referencia, asumiendo h ≃ 0.7, podemos ver que la densidad cŕıtica

corresponde a un fluido con 6 protones por metro cúbico. Esta cantidad cŕıtica ρc

se utiliza para definir los parámetros cosmológicos, presentados en la subsección

siguiente, que caracterizan un dado modelo.

1.3. Parámetros Cosmológicos

Los diferentes modelos cosmológicos están caracterizados por los parámetros

definidos como el cociente de la densidad actual de cada componente del Univer-

so y la densidad cŕıtica ρc (Ec. 1.13). Es decir, los parámetros cosmológicos para

la materia (componentes bariónicos y materia oscura), la radiación (bosones y

part́ıculas relativistas), la constante cosmológica y la curvatura están determina-

dos respectivamente por las siguientes expresiones:

Ωm =
8πG

3
H2

0ρm,0, (1.14)

Ωγ =
8πG

3
H2ργ,0, (1.15)

ΩΛ =
Λ

3H2
0

, (1.16)

ΩK = − K

H2
0

. (1.17)

(1.18)
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A partir de estas definiciones la ecuación de Friedmann puede reescribirse en

términos de los parámetros cosmológicos y el factor de escala a como

H2(a) = H2
0 [Ωma

−3 + Ωγa
−4 + ΩKa

−2 + ΩΛ]. (1.19)

Luego, una vez que la cosmoloǵıa es especificada en términos de los paráme-

tros Ω, la Ec. 1.19 puede integrarse para encontrar a(t) y con ello determinar la

evolución temporal del Universo. Además, con estas definiciones podemos escribir

la Ec. 1.12 de una forma más compacta:

N∑

i=1

Ωi + ΩΛ + ΩK = 1, (1.20)

por lo tanto, aún para el caso Λ ̸= 0, la curvatura será plana, es decir ΩK = 0,

siempre que Ωγ + Ωm + ΩΛ = 1.

Para el modelo cosmológico estándar ΛCDM, que describe un Universo plano y

en expansión compuesto por materia bariónica y materia oscura fŕıa, se encuentra

que los parámetros cosmológicos que describen el contenido del Universo tienen

los valores expresados a continuación: Ωm = 0.3089±0.0062, ΩΛ = 0.6911±0.062,

H = 67, 74 ± 0, 46km s−1 Mpc−1 de acuerdo a las mediciones del Fondo Cósmico

de Microondas (CMB por su nombre en inglés, Cosmic Microwave Background)

(Planck Collaboration et al., 2016).

1.4. El redshift cosmológico

El factor de escala a(t) es de crucial utilidad a la hora de medir los cambios en

frecuencia de la luz emitida por fuentes distantes. Hubble detectó, no sólo que las

ĺıneas espectrales de galaxias cercanas a la Vı́a Láctea se desplazaban a longitudes

de onda mayores, sino que lo haćıan proporcionalmente a la distancia a la que

se encontraban, por lo que no pod́ıa explicarse sólo mediante el efecto Doppler

(Hubble, 1929). Este descubrimiento demostró emṕıricamente la expansión del

Universo, y que es esta expansión la causante del enrojecimiento de la ĺıneas

espectrales.

Llamaremos de ahora en adelante redshift (palabra en inglés refiriéndose a un

desplazamiento al rojo) a este aumento en las longitudes de onda, o disminución

en la frecuencia, efectivamente enrojeciendo la señal emitida desde la fuente,

denotándolo con la letra z de la siguiente forma:
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z ≡ λ0 − λ1

λ1

=
ν1 − ν0

ν0
. (1.21)

Para calcular este cambio en frecuencia consideremos la ecuación de movi-

miento (dada por la métrica FRW, Ec. 1.2) para una dada cresta de una onda

electromagnética viajando hacia el observador situado en un origen r = 0, te-

niendo en cuenta que para un fotón se cumple la igualdad ds2 = 0:

0 = cdt− a2(t)
dr2

1 −Kr2
. (1.22)

Luego, si llamamos r1 a la ubicación de la fuente respecto al observador y t1 al

momento de emisión, la onda llegará a nosotros a un tiempo t0 dado por

∫ t0

t1

cdt

a(t)
= f(r1) (1.23)

donde

f(r1) =

∫ r1

0

dr√
1 −Kr2

=





arcsen(r1), si K = +1

r1, si K = 0

arcsenh(r1), si K = −1

(1.24)

Notamos que f(r1) es independiente del tiempo ya que la dependencia temporal

está contenida en el factor de escala.

Consideremos ahora una segunda cresta de la onda electromagnética emitida

por la fuente en la posición r1 en un tiempo t1 + δt1. Esta llegará al observador

al tiempo t0 + δt0 dado por

∫ t0+δt0

t1+δt1

cdt

a(t)
= f(r1). (1.25)

Si asumimos un intervalo temporal lo suficientemente chico tal que los cambios

en a(t) sean despreciables y restamos las Ecs. 1.23 y 1.25 obtenemos:

cδt0
a(t0)

=
cδt1
a(t1)

. (1.26)

De esta expresión se desprende que el cociente entre la frecuencia observada,

ν0, y la emitida, ν1, es
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ν0
ν1

=
δt1
δt0

=
a(t1)

a(t0)
. (1.27)

En un universo en expansión se cumple la desigualdad a(t1) > a(t0), lo que implica

que ν1 < ν0, es decir, la frecuencia de la onda recibida se encuentra enrojecida

respecto a su frecuencia original.

Con esta relación y la definición de redshift de la Ec. 1.21, es fácil ver la

dependencia de este con el factor de escala en los tiempos t0 y t1:

z =
a(t0)

a(t1)
− 1, (1.28)

y si adoptamos t0 como el tiempo presente y recordamos la convención adoptada

a(t0) = 1, obtenemos la relación entre la expansión del Universo y el enrojeci-

miento que esta causa en las ĺıneas espectrales de las galaxias,

z =
1

a(t)
− 1. (1.29)

Esta expresión nos indica que la luz que recibimos hoy de una galaxia con redshift

z fue emitida cuando el factor de escala universo era un factor 1/(1 + z) de su

valor actual.

Dado que el redshift es un observable directo, en muchos casos es más conve-

niente usarlo como variable en lugar de t. Con la relación

H(z) = − 1

(1 + z)

dz

dt
, (1.30)

y la Ec. 1.23, tenemos la relación entre la distancia a un objeto y su redshift :

D(z) =

∫ z

0

cdz′

H(z′)
, (1.31)

con

H(z) = H0

[
N∑

i=0

Ωi(1 + z)3(1−ωi) + (ΩK + ΩΛ)(1 + z)2

] 1
2

. (1.32)

Para redshifts pequeños, podemos aproximar la distancia por

D(z) ≃ zDH , (1.33)

donde DH es la “distancia de Hubble” dada por
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DH ≡ c

H0

. (1.34)

Con la relación entre el factor de escala y el redshift podemos también de-

terminar el tiempo transcurrido desde la emisión de la onda hasta ahora:

t(z) =

∫ ∞

z

dz′

(1 + z′)H(z′)
, (1.35)

lo que también podŕıa entenderse como la edad del Universo a la que se observa

la fuente (Hogg, 1999).

1.5. Formación de estructuras

Con esta sección finalizamos el recorrido esquemático desde el universo ho-

mogéneo a la formación de estructuras y galaxias que estudiamos en esta Tesis.

Es ampliamente aceptado que en los oŕıgenes del Universo existieron pequeñas

fluctuaciones en la densidad que, mediante el proceso de inestabilidad gravitacio-

nal, crecieron hasta formar la estructuras que hoy observamos. Actualmente, el

mecanismo que mejor explica los oŕıgenes y evolución de estas fluctuaciones pri-

mordiales en el Universo es el mecanismo de inflación (ver e.g. Riotto, 2002,

Tsujikawa, 2003, para una revisión de la teoŕıa inflacionaria). La evidencia obser-

vacional clave que confirmó la idea de un universo inicialmente cuasi homogéneo

es el Fondo Cósmico de Microondas (CMB), descubierto de forma accidental por

los radioastrónomos Arno Penzias y Robert Wilson (Penzias y Wilson, 1965) con-

firmando la predicción teórica de la existencia de dicha radiación (Dicke et al.,

1965). Este fondo de radiación cósmica nos permite ver cómo era el Universo

cuando teńıa ∼ 300000 años de vida (z ∼ 1100), mostrando que las fluctuaciones

primordiales en temperatura eran del orden de ∼ 10−5.

Recordemos que los principios de homogeneidad e isotroṕıa del Universo en

las que se basa el modelo cosmológico estándar son sólo válidas en escalas de

cientos de megaparsecs. En escalas menores encontramos una amplia variedad de

estructuras con un gran rango de masas y tamaños. En otras palabras, la distri-

bución de galaxias en estas escalas no es uniforme, sino que presenta una amplia

variedad de estructuras dentro de las cuales se distinguen cúmulos, filamentos y

grandes regiones subdensas. Sin embargo, el CMB nos muestra un escenario en

el que la distribución de materia y enerǵıa del Universo primitivo presenta sólo
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fluctuaciones muy pequeñas. De esto se deduce que la amplia variedad de estruc-

turas que observamos en la distribución de galaxias es indicativo de la existencia

de procesos f́ısicos que llevaron al Universo desde un estado inicial casi totalmente

homogéneo a una compleja red de estructuras.

Dentro del paradigma establecido por el modelo cosmológico ΛCDM, la teoŕıa

predice un proceso de formación jerárquica en donde las estructuras pequeñas

son las primeras en desacoplarse de la expansión de Hubble para luego colapsar y

alcanzar un equilibrio dinámico cercano al equilibrio virial. Este proceso implica

un escenario jerárquico de formación en el que las estructuras de mayor tamaño

se forman a partir de agrupaciones de estructuras más pequeñas ya virializadas

mediante acreción de materia.

Para describir el proceso de formación de estructuras siguiendo el crecimiento

de fluctuaciones primordiales pequeñas, resulta conveniente utilizar el sistema de

coordenadas “comóvil”, i.e. que sigue la expansión del Universo. Definimos las

posiciones x como

x =
r

a(t)
, (1.36)

donde r es la posición en un sistema de coordenadas estático y a(t) es el factor

de escala introducido en la Ec. 1.2.

Al trabajar en un sistema de coordenadas comóvil podemos desglosar la velo-

cidad v en una componente que es producto de la expansión uniforme de Hubble

y en otra componente peculiar, i.e. propia de la galaxia, u, que describe el apar-

tamiento de esta expansión isotrópica:

v =
ȧ

a
r + a(t)ẋ = H(t)r + u. (1.37)

1.5.1. Campo de densidad

Definimos las fluctuaciones de densidad respecto a la densidad media de fondo

como:

δ(x, t) =
ρ(x, t)

ρ̄(t)
− 1 (1.38)

donde ρ̄(t) es la densidad media del Universo y ρ(x, t) es la densidad en la po-

sición x, ambas en un mismo tiempo t. Notamos que, según esta definición, el
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contraste de densidad toma valores positivos para sobredensidades y negativos

para subdensidades.

Las fluctuaciones pueden describirse, según la teoŕıa inflacionaria, por un cam-

po gaussiano aleatorio. Es decir, por un campo en el que los diferentes modos de

Fourier son estad́ısticamente independientes, cada uno con una fase aleatoria. Con

estas suposiciones, las propiedades estad́ısticas del campo de densidad primordial

quedan descriptas completamente por el espectro de potencia P (k) definido como:

P (k) ≡
〈
|δ(k)|2

〉
, (1.39)

donde k denota un vector de onda cuyo módulo, el número de onda k = |k|,
caracteriza una dada escala en el espacio, y

δ(k) =

∫ ∞

−∞
d3xe−ik·xδ(x). (1.40)

Podemos ver en esta ecuación que el espectro de potencias P (k) describe la am-

plitud de las fluctuaciones del campo de densidad en las escalas λ = 2π/k.

El espectro de potencia inicial, P (k) ∝ kns donde el “́ındice espectral” ns

describe cómo vaŕıan las fluctuaciones de densidad con la escala, depende de cómo

fueron generadas las fluctuaciones iniciales. El mecanismo estándar de inflación

produce un espectro de potencia invariante respecto a la escala, con ns ∼ 1,

llevándonos al P (k) inicial conocido como espectro de Harrison-Zeldovich. El

espectro de potencia inicial cambia a medida que el Universo se expande y las

perturbaciones crecen. La geometŕıa del Universo, y la materia y la enerǵıa en él

suprimen el crecimiento de las perturbaciones en algunas escalas particulares y

esto puede representarse con la expresión

P (k, t) = Pi(k)T 2(k, t), (1.41)

donde se denomina T (k, t) a la Función de Transferencia Lineal que relaciona el

espectro de potencia P (k, t) en un dado tiempo t con su forma inicial Pi(k).

Los modelos actuales de la inflación no predicen una amplitud espećıfica del

espectro de potencia primordial. Se establece de forma observacional mediante

las fluctuaciones de la temperatura del CMB o a partir de mediciones locales de

la estructura en gran escala. En este último caso, la amplitud del espectro de

potencias P (k) es determinada a partir de la varianza de la masa o fluctuación

cuadrática media del campo de densidad en la escala R∗ = 8h−1Mpc utilizando
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una función ventana W como filtro para suavizar el campo de fluctuaciones δ(x).

Este valor, denominado σ8, al igual que ns es un valor cosmológico fundamental

que permite determinar la evolución de las fluctuaciones primordiales:

σ2
8 ≡

〈(
δρ

ρ

)2
〉

=
1

(4π)2

∫ ∞

0

dkW 2(kR∗)P (k)k2. (1.42)

1.5.2. Evolución lineal de las perturbaciones

Suponiendo que la materia puede aproximarse por un fluido ideal, no-colisional

y autogravitante, y además que las perturbaciones son pequeñas y de escalas

mucho menores al radio de Hubble (cH−1), podemos realizar un tratamiento

newtoniano de la evolución de las perturbaciones como caso ĺımite de la Teoŕıa

de la Relatividad General (Peebles, 1980). De esta forma, la evolución de las

fluctiaciones primordiales está descripta por las ecuaciones:

∂δ

∂t
+

1

a
∇ · [(1 + δ)u] = 0 (1.43)

∂u

∂t
+ Hu +

1

a
(u ·∇)u = −1

a
∇ϕ (1.44)

∇2ϕ = 4πGρ̄a2δ. (1.45)

Donde u es la velocidad peculiar de la part́ıcula como en la Ec. 1.37. La primera

de estas ecuaciones es la ecuación de continuidad que expresa la conservación de

masa (Ec. 1.43). La segunda es la ecuación de movimiento para el fluido conocida

como ecuación de Euler (Ec. 1.44). La tercera es la ecuación de Poisson (Ec. 1.45),

que obedece el potencial gravitacional ϕ.

La validez de esta descripción se mantiene hasta el momento en que se produce

el cruce de las trayectorias de las part́ıculas o “cruce de cáscaras”. Este cruce

sucede generalmente una vez que las perturbaciones crecieron lo suficiente para

pasar al régimen no lineal. A partir de este momento debe seguirse la trayectoria

de cada particula individualmente.

Sin embargo, si consideramos δ ≪ 1, es decir, desviaciones pequeñas de la

homogeneidad e isotroṕıa, podemos linealizar las Ecs. 1.43 y 1.44 considerando δ

y u sólo hasta primer orden y combinarlas para obtener una única ecuación que

describe la evolución de las perturbaciones con el tiempo:
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∂2δ

∂t2
+ 2H

∂δ

∂t
= 4πGρ̄δ. (1.46)

La linealidad de esta ecuación en las perturbaciones δ implica que es separable

y la solución general puede ser expresada como:

δ(x, t) = f1(x)D1(t) + f2(x)D2(t), (1.47)

donde D1(t) y D2(t) son soluciones independientes de la Ec. 1.46, una creciente

y otra decreciente. Debido a que los efectos gravitatorios hacen crecer a las so-

bredensidades, el modo decreciente tiende a cero con el tiempo. Por lo tanto, el

crecimiento de las perturbaciones escala con el tiempo en el régimen lineal como:

δ(t) = δ(t0)
D1(t)

D1(t0)
, (1.48)

donde D1 es el modo creciente y t0 es el tiempo en el presente. Es decir, durante

el crecimiento lineal las perturbaciones de densidad mantienen su forma en las

coordenadas comóviles y crecen proporcionalmente a D1(t).

La función D1(t), llamada factor de crecimiento, describe la evolución de las

fluctuaciones en el Universo temprano y en grandes escalas, donde la aproximación

δ ≪ 1 también es válida (ver Hamilton, 2001, para una śıntesis de expresiones del

factor de crecimiento para distintas relaciones entre parámetros cosmológicos).

1.5.3. Evolución no lineal

En la subsección anterior resumimos un desarrollo anaĺıtico de la evolución de

las perturbaciones del campo de densidad dentro del régimen lineal, i.e. δ ≪ 1.

Este desarrollo lineal pierde validez en escenarios donde los contrastes de den-

sidad son del orden de la unidad, instancia en la cual debemos acudir a otros

métodos para analizar la evolución de las perturbaciones. Generalmente se abor-

da el problema mediante grandes simulaciones numéricas (e.g. Hamilton et al.,

1991, Moore et al., 1999, Navarro et al., 1996). Sin embargo, hay algunas aproxi-

maciones anaĺıticas útiles para numerosos casos. A continuación describiremos la

aproximación de Zeldovich (Zel’dovich, 1970), que provee una perspectiva gene-

ral de la formación de estructuras en el Universo. En el Cap. 4 presentamos un

proceso denominado “Reconstrucción de Zeldovich” que usa esta aproximación

y lo implementamos en un método para disminuir la varianza de estad́ısticos de
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agrupación de galaxias.

Aproximación de Zeldovich

La aproximación de Zeldovich es una descripción simple pero efectiva de la

evolución de las perturbaciones del campo de densidad que consiste en una ex-

trapolación de la inestabilidad gravitacional lineal hacia el régimen no lineal si-

guiendo la trayectoria de las part́ıculas que componen el fluido del campo continuo

de densidad. Presentada por Zel’dovich (1970), esta aproximación cinemática re-

suelve las ecuaciones de movimiento de una distribución de materia inicialmente

homogénea y no colisional empleando una formulación lagrangiana de las pertur-

baciones a primer orden.

La aproximación supone que las posiciones comóviles iniciales de las part́ıculas

q(t = 0) son desplazadas a las coordenadas eulerianas en el tiempo r(t) dadas

por:

r(t) = a(t)[q + b(t)f(q)], (1.49)

donde, por construcción, q se mantiene constante a través del tiempo. Esta ecua-

ción describe la expansión de Hubble con una perturbación dada por el segundo

término: b(t)f(q). Esta función b(t), despreciable para t → 0, escala el campo

de desplazamiento f(q). Este campo, a su vez, es independiente del tiempo y

se relaciona con el potencial de desplazamiento originado por las fluctuaciones

iniciales mediante f(q) = −∇Φ(q).

La Ec. 1.49 representa un mapeo entre las coordenadas eulerianas y lagran-

gianas que es único siempre y cuando las trayectorias no se crucen, en cuyo caso

pueden producirse campos multivariados y singularidades en el campo de den-

sidad. Esto está predicho por la aproximación y puede estimarse mediante la

conservación de masa. Para ello consideremos un elemento de masa en un da-

do volumen tal que la densidad δ(r, t) sea igual a la densidad media inicial del

Universo ρ̄(0), debido a la conservación de la masa tenemos entonces:

ρ(r, t) = ρ̄(0)dq. (1.50)

Luego, expresando el campo de densidad en función de las coordenadas lagran-

gianas, tenemos:
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ρ(q, t) = ρ̄(0)J

[
∂r

∂q

]−1

, (1.51)

donde J |∂r/∂q| es el determinante del jacobiano de la transformación entre las

coordenadas eulerianas y lagrangianas, que tiene en cuenta la evolución gravita-

cional del fluido. Aśı,

ρ(q, t) =
ρ̄

|δij − b(t)∂fi/∂qj|
, (1.52)

donde δij la función Delta de Kronecker y ρ̄ = (a(0)/a)3ρ(0) es la densidad media

en el tiempo t.

La Ec. 1.52 nos dice que en las regiones donde se cumpla ∂fi/∂qj < 0 el con-

traste de densidad con respecto al fondo aumentará, y no hay una cota superior

para este aumento. Generalmente los términos ∂fi/∂qj son diferentes y el colapso

comenzará a lo largo del eje definido por el término mayor. Como consecuencia,

en la aproximación de Zeldovich la evolución gravitatoria de la perturbación pro-

picia la formación de estructuras aplanadas conocidas como los “panqueques de

Zeldovich”. Si el colapso se produce a lo largo de dos ejes, la evolución de las per-

turbaciones da lugar a la formación de filamentos, usualmente en la intersección

de dos panqueques. Por último, el colapso puede suceder a lo largo de las tres di-

recciones simultáneamente, generando estructuras que se encuentran localizadas

en la intersección de dos o más filamentos.

La aproximación de Zeldovich es efectiva para predecir el campo de densidad

especialmente hasta la formación de los denominados panqueques y las otras es-

tructuras mencionadas. Sin embargo, al ser un método puramente cinemático, las

part́ıculas se mueven en la misma dirección que en la condición inicial haciendo

que las estructuras existan de manera instantánea para luego desarmarse. Dado

su buen comportamiento hasta el cruce de cáscaras, este método ha sido amplia-

mente utilizado para generar condiciones iniciales de simulaciones numéricas de

N–cuerpos. Sin embargo, el hecho de que sea un tratamiento puramente cinemáti-

co implica que las part́ıculas se moverán siempre en la dirección determinada por

la condición inicial. Esto significa que las estructuras existen sólo momentánea-

mente en el instante de su formación. Aún aśı, el buen comportamiento de esta

aproximación hasta el cruce de cáscaras llevó a que sea usado comúnmente para

la generación de condiciones iniciales en simulaciones numéricas de N–cuerpos.

En el Cap. 4 la empleamos para reducir ruido poissoniano en distribuciones alea-
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Figura 1.1: Clasificación morfológica de Hubble (llamada también “secuencia de
Hubble”, de Hubble (1936). Esta clasificación divide las galaxias, según su forma,
en eĺıpticas (E), espirales(S) y espirales con barra (SB). Las eĺıpticas se clasifican,
según su elipticidad, de 0 a 7 en aumento de la misma. Las espirales y espirales
barradas se subdividen en tres categoŕıas: las Sa y las SBa presentan una pre-
dominancia del bulbo o núcleo respecto a los brazos, mientras que en las Sc y
SBc predomina el núcleo. Las clasificación S0 correponde a aquellas galaxias que
poseen un disco pero no presentan brazos como las galaxias espirales. Existen en
la literatura numerosas clasificaciones intermedias y, en particular, una categoŕıa
no mostrada en la figura que es la de galaxias irregulares. Esta clasificación co-
rresponde a galaxias que no presentan de forma clara ninguna de las mencionadas
caracteŕısticas morfológicas.

torias, efectivamente homogeneizándolas, para reducir la varianza o el tiempo de

cómputo de estad́ısticos de agrupamiento como la función de correlación.

1.5.4. Formación de galaxias

Parte del legado más ampliamente conocido y usado que dejó Hubble consistió

en una clasificación morfológica de galaxias, mostrada en la Fig. 1.1, producto de

sus estudios sistemáticos de las mismas (Hubble, 1926). Si bien durante muchos

años se la interpretó como una clasificación estática, actualmente sabemos que

las galaxias pueden cambiar sus caracteŕısticas morfológicas a lo largo de su vida

dependiendo del entorno donde se forman y evolucionan.

Los bariones reaccionan gravitatoriamente de la misma manera que la materia

oscura, por lo tanto es de esperar que sigan su distribución en gran escala y que

las galaxias se formen en los centros de halos formados por materia oscura. Se

define como halo de materia oscura a las regiones donde se ha concentrado una
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gran cantidad de materia gravitacionalmente ligada, sirviendo como trazadores

(sesgadas) del campo de densidad y formando las unidades no-lineales fundamen-

tales que sirven de sustento al escenario actual de formación de galaxias (White

y Rees, 1978). Considerando esto, podemos encontrar fundamentos a la clasifi-

cación de Hubble. A grandes rasgos, las galaxias espirales se forman en halos

que se encuentran relativamente aislados y tienen una historia de formación con

poca actividad, de tal manera que el gas puede condensarse de manera suave y

formar discos, mientras que las galaxias eĺıpticas se formaŕıan en regiones más

pobladas donde son frecuentes las interacciones y fusiones con otros halos, trans-

firiendo enerǵıa y momento angular a la materia bariónica y oscura permitiendo

aśı que los remanentes de estrellas y gas formen objetos más compactos y con

baja rotación (Fall y Efstathiou, 1980).

En la Sec. 1.1 mencionamos que el ∼ 21 % del Universo conocido está com-

puesto por materia oscura y sólo ∼ 4 % por materia bariónica. Esto significa que

los bariones constituyen solo el ∼ 16 % del contenido total de materia, por lo que

son una minoŕıa cuando se analiza la distribución media de materia en halos. Sin

embargo, cerca de los centros de los halos encontramos una situación inversa: la

región visible de las galaxias brillantes parece estar dominada por bariones (Mo

et al., 2006). En el colapso del halo, los bariones asociados a él se compactan,

enfŕıan y condensan en el centro para formar las galaxias; esta condensación cen-

tral del gas causa una compresión adiabática en las partes internas del halo de

materia oscura de tal manera que la densidad media dentro de la galaxia seŕıa

substancialmente mayor que en ausencia de bariones (Blumenthal et al., 1986,

Mo et al., 1998). Los modelos de formación y evolución de galaxias basados en

simulaciones de N–cuerpos debeŕıan incluir los procesos, inducidos por bariones,

de compresión adiabática, perturbación de marea y reionización que impactan la

abundancia y estructura interna de subhalos de materia oscura (Zhu et al., 2016).
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Caṕıtulo 2

Patrones cósmicos, vaćıos y

galaxias

2.1. La Red Cósmica

La disposición espacial de la masa y las galaxias en configuraciones diversas

tales como filamentos alargados, paredes laminares y cúmulos densos y compactos,

la existencia de grandes regiones subdensas y la naturaleza jerárquica de esta

distribución marcada por subestructuras abarcando una amplia gama de escalas

y densidades, son tres caracteŕısticas principales de lo que se ha denominado la

Red Cósmica (Bond et al., 1996, van de Weygaert y Schaap, 2009).

Esta enorme Red Cósmica es definitivamente uno de los ejemplos más intere-

santes y llamativos de patrones cósmicos que se han encontrado en la naturaleza.

La organización y distribución espacial de la materia en cualquier sistema f́ısico es

una exteriorización directamente observable que codifica información de la com-

binación de procesos y fuerzas que la formaron. Esto ha llevado a que los patrones

geométricos se conviertan, en muchos y diversos estudios de ı́ndole cient́ıfica, en

una veta de crucial importancia para explorar y descubrir la f́ısica subyacente

(e.g. Balbus y Hawley, 1998, van de Weygaert y Schaap, 2009).

El universo homogéneo, isotrópico y con perturbaciones de densidades pro-

pias del régimen lineal, esbozado en el Cap. 1, ha sido comprendido con suficiente

profundidad como para extraer parámetros cosmológicos con incréıble presición

(e.g. Planck Collaboration et al., 2016). Por otra parte, el universo inhomogéneo

y anisotrópico de las estructuras filamentosas, laminares y grandes depresiones de

densidad conforman un escenario de inestabilidad gravitatoria ligeramente avan-
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zada, y la descripción no lineal de la formación y evolución de estas estructuras

tiene considerables dificultades numéricas. No obstante, un caudal de informa-

ción valiosa puede encontrarse explorando esta etapa levemente no lineal de la

evolución de la estructura en la cual empiezan a emerger caracteŕısticas indivi-

dualmente distinguibles (van de Weygaert y Bond, 2008).

La existencia de los llamativos patrones y entramados representativos de es-

ta etapa temprana de la evolución no lineal fue puesta de manifiesto gracias al

empeño de crear mapas de la distribución de galaxias en gran escala (e.g. de Lap-

parent et al., 1986, Geller y Huchra, 1989, Huchra, 1989, Huchra et al., 1983,

Huchra et al., 1994, York et al., 2000, entre otros). A su vez, las simulaciones

cada vez más grandes de N–cuerpos mostraron que tales distribuciones son efec-

tivamente manifestaciones de la evolución mediante inestabilidad y agrupación

gravitacional (e.g Dave et al., 2019, Dubois et al., 2014, Nelson et al., 2018, y

más).

No obstante estos grandes avances, una comprensión f́ısica y una visión com-

pleta siguen justo fuera de nuestro alcance. Inconvenientes como la dificultad para

establecer simetŕıas e influencias fuertes no locales suponen un gran obstáculo pa-

ra el desarrollo de descripciones anaĺıticas relevantes (van de Weygaert y Schaap,

2009). Además, la naturaleza jerárquica del proceso de agrupación gravitacional

implica que no podemos considerar sólo una escala caracteŕıstica sino que hay for-

mación de distintas estructuras en distintas escalas que hay que tener en cuenta.

Existen aproximaciones anaĺıticas que permiten tener una visión general acerca

de las interacciones complejas entre las estructuras emergentes en todo el Univer-

so en distintas escalas, aśı como también simulaciones que nos proveen una buena

idea acerca de las complejidades de dicha distribución de materia emergente. Sin

embargo, para el análisis de los patrones que resultan de estas interacciones com-

plejas y subestructuras jerárquicas, la descripción sigue siendo en gran parte de

naturaleza heuŕıstica (van de Weygaert y Schaap, 2009).

A diferencia de la cosmoloǵıa que emplea campos continuos para describir el

desarrollo de estructuras, el estudio de la estructura del Universo en gran escala

suele basarse principalmente en muestreos discretos de estos campos de densidad.

En particular, las galaxias suelen ser las trazadoras principales del gran entra-

mado cósmico, y las estructuras que conforman han sido medidas a través de la

distribución de sus redshift. Aśımismo, las simulaciones de la evolución de la dis-

tribución de materia están basadas en gran medida en un cálculo computacional
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de N–cuerpos, lo cual involucra una representación discreta de las caracteŕısticas

de interés para los estudios de la estructura en gran escala (van de Weygaert y

Schaap, 2009).

Esta clase de estudios observacionales y simulaciones computacionales de N–

cuerpos han puesto en evidencia que las galaxias se encuentran en grupos y

cúmulos compactos, filamentos, y paredes laminares que rodean grandes regio-

nes subdensas llamados vaćıos cósmicos. En particular puede verse un ejemplo

de los rasgos caracteŕısticos de la Red Cósmica en la Fig. 7.2 que muestra una

rodaja de la simulación TNG300-1 (Nelson et al., 2018) que describiremos más

exhaustivamente en caṕıtulos posteriores. Para el estudio de la formación de es-

tructura en el Universo es de suma importancia el hecho de que los constituyentes

estructurales de la Red Cósmica no se dispersan de forma aleatoria e indepen-

diente, sino que conforman estos patrones reconocibles a lo largo y ancho de todo

el Universo conocido.

Las enormes regiones subdensas que dominan en volumen a la distribución

de galaxias representan componentes que ofrecen información complementaria y

contrastan las estructuras laminares o planares y filamentarias más densas (van

de Weygaert y Schaap, 2009). Centramos nuestro enfoque ahora en ellos.

2.2. Vaćıos cósmicos

En temas de estructura del Universo en gran escala, se llama por simplicidad

“vaćıos”, o por su nombre en inglés voids, a los mencionados vaćıos cósmicos.

Adoptamos esta convención para gran parte de esta Tesis, con algunas excepciones

(ver Sec. 3.3) que serán oportunamente explicitadas.

Los vaćıos pueden ser descriptos, en una muy primera aproximación, como re-

giones subdensas con simetŕıa esférica y diámetros que vaŕıan entre algunos pocos

Mpc a cientos de Mpc dependiendo del método de identificación y la densidad de

la muestra. Rodeados por paredes, filamentos y cúmulos de galaxias, los vaćıos

son una de las componentes dominantes de la estructura en gran escala.

Los primeros análisis estad́ısticos se realizaron una vez que los catálogos de

galaxias fueron suficientemente grandes y detallados, ampliando las muestras de

vaćıos (Hoyle et al., 2012, Hoyle y Vogeley, 2004, Pan et al., 2012). Desde entonces

el estudio de los vaćıos ha estado sujeto a una amplia variedad de definiciones

donde éstos pueden ser esféricos, pudiendo o no superponerse entre śı, o tener
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formas menos regulares. Algunos autores (ver, e.g, Colberg et al., 2008), además,

imponen ciertas restricciones a la presencia de galaxias o a las propiedades de las

galaxias en los vaćıos, como por ejemplo la luminosidad o densidad local. Sin

embargo, pueden sacarse caracteŕısticas en común de las distintas definiciones

(Ceccarelli et al., 2013, Colberg et al., 2008):

Los vaćıos son regiones de extrema subdensidad donde el contraste de den-

sidad toma valores δ ≲ −0.9.

Los valores mı́nimos del contraste de densidad conforman las zonas centrales

del vaćıo.

La dinámica de los vaćıos queda determinada por la expansión de la sub-

densidad.

De forma análoga al caso de la distribución de galaxias, grandes vaćıos pue-

den encontrarse en la distribución de materia y halos de materia oscura de las

simulaciones numéricas (Aragon-Calvo et al., 2010, Bertschinger, 1985, Ceccarelli

et al., 2006, Hoyle y Vogeley, 2004, Sheth et al., 2004). Teniendo en cuenta que

la distribución de galaxias traza, de manera sesgada, la de los halos de materia

oscura, Padilla et al. (2005) estudiaron y compararon las principales caracteŕısti-

cas dinámicas y espaciales de los vaćıos en la distribución de los halos de materia

oscura. Encuentran que esta distribución produce muestras de vaćıos similares a

las identificadas en la distribución de galaxias.

Identificación de vaćıos

La identificación de vaćıos ya sea en la distribución de galaxias o en la de

materia abarca un gran abanico de métodos de búsqueda de regiones subdensas

empleando algún criterio de densidad, geometŕıa o dinámica. Ver Colberg et al.

(2008) para una śıntesis comparativa de los algoritmos más populares de identifia-

ción de vaćıos en el espacio real. Muchos de estos algoritmos identifican regiones

vaćıas de galaxias (El-Ad y Piran, 1997, Hoyle y Vogeley, 2002, Kauffmann y

Fairall, 1991) o identifican determinadas estructuras geométricas presentes en la

distribución de materia mediante el uso de galaxias como trazadoras de la misma

(Colberg et al., 2005, Neyrinck, 2008, Plionis y Basilakos, 2002, Shandarin et al.,

2006).
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En esta Tesis hemos empleado el algoritmo de Ruiz et al. (2015) que es una

versión modificada del procedimiento presentado por Padilla et al. (2005) y Cecca-

relli et al. (2006) que consiste en buscar e identificar regiones esféricas subdensas

sin solapamiento entre ellas y con un contraste de densidad integrado ∆ = −0.9.

Describimos en detalle este algoritmo en la Sec. 6.2 donde lo aplicamos a la si-

mulación TNG300-1 (ver Sec. 6.1) y desarrollamos el concepto de clasificación de

vaćıos tipo R y S.

Formación de vaćıos

De lo resumido en la Sec. 1.5 y sus subsecciones, podemos decir que, en el mo-

delo estándar, si las sobredensidades emergen de pequeñas fluctuaciones positivas

en el campo primordial de densidad, entonces los vaćıos emergen de pequeñas

fluctuaciones que toman valores negativos. La gravedad se interpreta siempre co-

mo una “fuerza” de carácter atractivo. Sin embargo, gracias al déficit en densidad

respecto a la distribución de materia de fondo, cuando tratamos con estas regiones

subdensas se habla de una influencia gravitacional efectiva de carácter expansi-

vo. Como consecuencia, con el crecimiento de las fluctuaciones por inestabilidad

gravitacional se producen regiones cada vez más subdensas debido a una grave-

dad efectiva cada vez más expansiva. Las subdensidades se expanden mientras la

región interna se vaćıa, formando en algunos casos una cáscara sobredensa que

define los ĺımites del vaćıo. De acuerdo a este simple escenario, podemos decir

que la formación de los vaćıos, en esencia, se debe a su naturaleza primordial

subdensa y que, en contraste con el colapso de las sobredensidades de materia, es

un proceso que se da desde adentro hacia afuera.

Las subdensidades, lejos de estar aisladas, se encuentran inmersas en una dis-

tribución compleja de materia, donde otras inhomogeneidades van creciendo por

inestabilidad gravitatoria. A medida la expansión continúa y los vaćıos aumentan

de tamaño, estos eventualmente se enfrentan a sus pares en expansión. Por últi-

mo, los vaćıos estarán limitados por un déficit mı́nimo de densidad. Mientras las

sobredensidades pueden crecer, en principio, indefinidamente, las subdensidades

tienen un ĺımite definido por δmin = −1 (ver Ec. 1.38). De este punto de vista,

la influencia de las inhomogeneidades externas tienen un papel dominante en la

evolución de los vaćıos.
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2.3. Alineaciones galácticas

La elección del alineamiento como la propiedad a estudiar de galaxias en vaćıos

para esta Tesis surge de forma natural. Los vaćıos, por las caracteŕısticas de su

definición e identificación, poseen una dirección privilegiada: la dirección radial.

Es directo pensar en el estudio de la alineación de las galaxias respecto de esta

dirección privilegiada ya que se relaciona con el ambiente del vaćıo cósmico en śı,

que es un componente dominante de la Red Cósmica, como también con propie-

dades dinámicas y astrof́ısicas de las galaxias. Como consecuencia del conjunto

de procesos f́ısicos que culminan en la formación y evolución de las galaxias, sus

formas y orientaciones y las estructuras en gran escala en las que están inmer-

sas pueden tener una coherencia significativa, y las propiedades de estas galaxias

pueden diferir de las esperadas para galaxias orientadas al azar (e.g., véase Mo

et al. 2006). Aśı, los estudios de las señales de alineación intŕınseca permiten

explorar los v́ınculos entre la evolución conjunta de las galaxias y sus estructu-

ras circundantes (e.g. Panko et al., 2013, y sus referencias). Teniendo en cuenta

estos hechos, el análisis de las orientaciones de las galaxias en el contexto tanto

del entorno local como de las estructuras en gran escala puede ser crucial para

probar los escenarios de formación y evolución de las galaxias, en particular para

predicciones teóricas de su momento angular (e.g., Peebles, 1969).

Para una muestra suficientemente grande de galaxias en un universo ho-

mogéneo e isótropo cabŕıa esperar que las propiedades galácticas, como las orien-

taciones y las elipticidades, fueran aleatorias. Por esta razón, cualquier orientación

preferida neta detectada con respecto a una dirección determinada, cualquier co-

rrelación no nula entre las alineaciones de las galaxias, o cualquier otro fenómeno

que indique una violación local de la isotroṕıa, suele relacionarse con las fuerzas

gravitatorias de marea que actúan sobre las galaxias en diferentes etapas evolu-

tivas (Doroshkevich, 1970, Peebles, 1969, White, 1984). Además, los modelos de

efectos de lentes gravitacionales, que explican las distorsiones aparentes coheren-

tes en las imágenes de las galaxias y ayudan a restringir los modelos cosmológicos,

están a su vez restringidos por lo bien que entendemos otras posibles fuentes de

alineación coherente subyacente (e.g. Codis et al., 2015, Croft y Metzler, 2000,

Heavens et al., 2000, Hirata y Seljak, 2004).

En el caso de las galaxias espirales (ver Fig. 1.1), la distribución espacial de

las estrellas en un disco define un plano preferente cuya normal está orientada

aproximadamente hacia el eje de rotación. El campo de marea ejercido por re-
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giones caracterizadas por estructuras como cúmulos, filamentos o vaćıos, están

presentes durante una parte considerable de la evolución de las galaxias, y podŕıa

producir rasgos observables en su vector de momento angular, o esṕın, original. El

hecho de que las galaxias giren es indicativo de las condiciones f́ısicas en las que

se formaron, y la rotación en śı misma es ciertamente una prueba importante de

cualquier teoŕıa sobre el origen de las galaxias (Peebles, 1969). En general, se cree

que el momento angular de las galaxias surge de la torsión gravitacional debida a

la desviación del tensor de cizalla (o tensor de shear, en inglés) gravitacional y el

tensor de inercia en las primeras etapas de formación (Doroshkevich, 1970, White,

1984). Aśı, el campo de espines galácticos contiene información sobre el campo

de cizalla gravitacional y puede utilizarse, por ejemplo, para una reconstrucción

estad́ıstica del mismo (Lee y Pen, 2000).

En esta Tesis definimos y probamos estad́ısticos robustos para el estudio de

alineamientos (Cap. 5, basado en el trabajo Dávila-Kurbán et al. 2022) y estu-

diamos la orientación de los espines galácticos dentro y en los ĺımites (llamados

envolturas o cáscaras) de los vaćıos con respecto a su dirección radial, en la si-

mulación TNG300-1 (Cap. 6, basado en el trabajo Dávila-Kurbán et al. 2022). A

continuación repasamos métodos y resultados importantes en este estudio con el

fin de delinear la diversidad de resultados y el posible rol que juegan en éstos los

métodos empleados.

2.3.1. Revisión de métodos y resultados

Las señales de alineación son algo esquivas, dada la variedad de direcciones

preferidas que surgen de la distribución real de las estructuras circundantes y el

hecho de que las orientaciones de las galaxias con respecto a cualquier dirección

son principalmente aleatorias. Además, estas pueden ser alteradas debido a inter-

acciones (ver, por ejemplo, Gómez et al., 2017a,b). Por estas razones, un método

estad́ıstico robusto para detectar y evaluar las señales de alineación y su impor-

tancia es una herramienta clave en los estudios de alineaciones entre galaxias y

la distribución en gran escala de estructuras.

Alineamientos en catálogos observacionales

En observaciones, la búsqueda de la alineación galáctica se ha analizado en

el contexto de estructuras que, en una medida razonable, pueden describirse con
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simetŕıa esférica, como los cúmulos de galaxias o los vaćıos. El aspecto observa-

cional de este tema de estudio tiene sus propias dificultades, principalmente el

pequeño tamaño de las muestras y los efectos de proyección en la ĺınea de visual.

Los primeros trabajos se centraron en la orientación de las galaxias con res-

pecto al Supercúmulo Local y a otros cúmulos como Virgo y Coma (por ejemplo

Godlowski 1993, Godlowski y Ostrowski 1999, God lowski 1994, Hu et al. 1995,

1998, Kashikawa y Okamura 1992, Wu 2006, Yuan et al. 1997). Muchos de estos

trabajos se basaban en el método “ángulo de posición (AP) – inclinación” (Flin

y Godlowski, 1986, Jaaniste y Saar, 1978). En este método, los APs medidos de

las galaxias (normalmente en placas fotográficas) se convierten en vectores tridi-

mensionales utilizando ángulos de inclinación obtenidos a partir de las relaciones

axiales proyectadas, b/a, donde b es el semieje menor proyectado y a el mayor.

La distribución de estos vectores puede entonces compararse con una hipótesis

nula, por ejemplo una distribución espacial isotrópica, y aśı evaluar si los datos

son isotrópicos o anisotrópicos por comparación. Sin embargo, la forma de estas

distribuciones isotrópicas puede verse afectada significativamente por los criterios

de selección de las muestras (Aryal et al., 2000). Estos efectos pueden ser grandes

cuando la muestra se selecciona a partir de conjuntos de datos incompletos (por

ejemplo, una porción limitada del cielo) y conducen a estructuras artificiales en

los datos. Por lo tanto, un método estad́ısticamente robusto que describa de for-

ma fiable no sólo los datos, sino también la muestra de comparación, es de crucial

importancia en estos análisis para concluir a favor de la isotroṕıa o anisotroṕıa

en los datos.

Otros estudios observacionales emplean métodos similares que también se

basan en estad́ısticas de discretización como el recuento normalizado de pares,

P(cos(θ)), en intervalos del ángulo θ medido entre el objeto de interés y una di-

rección privilegiada determinada por alguna estructura como los centros de los

cúmulos o los elementos de la Red Cósmica (por ejemplo Brainerd, 2005, Yang

et al., 2006, Zhang et al., 2015). La importancia de estas estad́ısticas suele eva-

luarse mediante la comparación con un gran número de simulaciones de Monte

Carlo con hipótesis de no alineamiento.

Varela et al. (2012, en adelante V12) realizaron una evaluación rigurosa de

un modelo anaĺıtico para la distribución de θ, y su comportamiento en el caso

isotrópico para la estimación de la significación estad́ıstica, basándose en trabajos

anteriores (Betancort-Rijo et al., 2009, Brunino et al., 2007, Cuesta et al., 2008,
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Lee, 2004). Este trabajo abordó algunas discrepancias que surgieron en estudios

observacionales previos sobre la alineación de galaxias alrededor de vaćıos, a saber

Trujillo et al. (2006) y Slosar y White (2009) (en adelante T06 y S09, respectiva-

mente). Lo que estos trabajos tienen en común es el uso del mismo buscador de

vaćıos por parte de Patiri et al. (2006), que busca las mayores esferas no solapa-

das dentro del volumen del relevamiento desprovistas de galaxias por encima de

un determinado umbral de brillo. Sin embargo, hubieron diferencias significativas

en la selección de las muestras de galaxias y en los métodos de medición de sus

espines. Por ejemplo, T06 se limitó a seleccionar sólo galaxias con su disco de

borde y de cara, mientras que V12 ajustó un modelo de disco grueso a todas

las galaxias que fueron clasificadas como espirales por GalaxyZoo (Lintott et al.

2008). En particular, T06 analizó 201 galaxias de cara y de borde utilizando da-

tos del SDSS-DR3 y del 2dFRGS (Colless et al., 2001) y encontró una tendencia

significativa del esṕın de galaxias a estar en la dirección perpendicular a la direc-

ción radial del vaćıo. Por otro lado, S09, utilizando dos muestras de 578 y 258

galaxias del SDSS-DR6 con criterios de selección similares, no encontró evidencia

estad́ıstica a favor de alguna orientación preferencial. V12, utilizó el SDSS-DR7

y un procedimiento estad́ıstico lo suficientemente robusto como para superar el

problema de la indeterminación de la inclinación real de las galaxias calculada

a partir de su relación axial aparente, y evaluaron la validez del procedimiento

con extensas simulaciones de Monte Carlo. Los autores detectan una tendencia

estad́ısticamente significativa de que las galaxias alrededor de los grandes vaćıos

(con radios de más de 15 h−1Mpc) tienen sus momentos angulares alineados con

la dirección radial de los mismos.

El escenario estándar de la teoŕıa del torque tidal (Lee et al. 2007, Lee y Pen

2000, 2001) postula una alineación neta preferente del vector de esṕın con el eje

principal intermedio del tensor de shear. Este eje, a su vez, se encontraŕıa ubicado

tangencialmente a la superficie del vaćıo1. De acuerdo con esta predicción, T06

encontró un nivel de confianza del 99.7 % en que las galaxias espirales situadas

en las cáscaras de vaćıos cósmicos de radio mayor a 10 Mpc h−1 tienen ejes de

rotación que se encuentran preferentemente en la superficie del vaćıo. SW09 no

encontró ninguna evidencia estad́ıstica de desviación de orientaciones aleatorias;

argumentan que los resultados de T06 podŕıan ser posiblemente una fluctuación

1Esta comparación es razonable pero no válida siempre ya que el cálculo del tensor de shear y
la identificación de paredes y/o vaćıos pueden llevarse a cabo con distintos métodos que pueden
no corresponderse directamente entre śı.

27



estad́ıstica dado que el catálogo utilizado en SW09 es considerablemente mayor y

aumenta drásticamente el número de vaćıos. Por otro lado, V12 consideró vaćıos

con radios mı́nimos de 15 Mpc h−1 y encontró una señal significativa (> 98.8 %)

de que la alineación del esṕın de las galaxias alrededor de estos vaćıos sea prefe-

rentemente paralela al radio–vector, mientras que para vaćıos más pequeños esta

tendencia desaparece y los resultados son consistentes con ninguna alineación es-

pecial. Además, V12 también encuentra que la fuerza de la alineación depende de

la distancia entre las galaxias y la superficie del vaćıo y que, independientemente

del tamaño del vaćıo, para galaxias más lejanas que aproximadamente 5 Mpc h−1

no hay una dirección preferente en la distribución de las alineaciones. En cuanto al

desacuerdo con la orientación perpendicular neta (T06) o sin orientación (SW09),

V12 argumenta que el pequeño tamaño de la muestra de galaxias alrededor de

los vaćıos con R ≥ 10 Mpc h−1 utilizada en estos trabajos podŕıa enmascarar la

señal de alineación que ellos encuentran.

El escenario de las alineaciones de esṕın con las láminas (o paredes) sigue

sin estar claro. Utilizando observaciones basadas en datos de placas fotográficas,

Lee y Pen (2002) y Lee et al. (2007) concluyeron que los espines de las galaxias

tienden a situarse dentro de las láminas, mientras que utilizando datos del SDSS,

Tempel y Libeskind (2013) y Zhang et al. (2015) encontraron que los momen-

tos angulares de las galaxias apuntan preferentemente perpendiculares al plano

de la lámina, aunque con una señal débil en ambos tipos de alineación; Tempel

y Libeskind (2013) encuentra esta leve señal en galaxias eĺıpticas mientras que

Zhang et al. (2015) lo hace para galaxias en entornos laminares. Estos últimos

resultados parecen coherentes con el resultado de V12 para vaćıos, sin embargo,

los resultados basados en simulaciones coinciden en general en que los momentos

angulares (de halos y, con menor señal, galaxias) apuntan preferentemente para-

lelos a las estructuras planas (e.g, Libeskind et al. 2013), y esta tendencia parece

hacerse más fuerte con los halos más masivos (e.g, Forero-Romero et al. 2014).

Alineamientos de halos y galaxias en simulaciones

Se suele suponer que, durante las primeras etapas de formación, la materia

bariónica y la materia oscura compartieron una evolución similar y probablemente

adquirieron el mismo momento angular espećıfico antes de la formación del disco

galáctico (e.g., Fall y Efstathiou, 1980). El estudio de los halos de materia oscura

alineados fue posible, y se convirtió en un tema popular, después de que las
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simulaciones de N–cuerpos tuvieran suficiente resolución para realizar estudios

de esta naturaleza (e.g., Cuesta et al., 2008, Forero-Romero et al., 2014, Joachimi

et al., 2015, Kiessling et al., 2015, Libeskind et al., 2013, y sus referencias).

Los métodos de detección de la alineación y los resultados obtenidos son di-

versos. Por ejemplo, Forero-Romero et al. (2014) estudiaron la alineación de la

forma, el momento angular y la velocidad peculiar de los halos de materia oscu-

ra con respecto a la Red Cósmica, tal como se describe utilizando el campo de

marea o la cizalla de velocidad, empleando la simulación Bolshoi (Riebe et al.,

2013). Los autores cuantifican los alineamientos midiendo la fracción de halos

que se alinea preferentemente con uno de los autovectores en la definición local

de la Red Cósmica, y con el valor medio del ángulo entre un autovector y el

vector de interés. Encontraron la mayor alineación en las formas de los halos con

respecto a filamentos y paredes definidas por el campo de marea, pero cuando

se definen por la cizalla de velocidad encontraron una anti–alineación (alineación

perpendicular) de estos con los halos masivos. Para el momento angular, sólo en-

contraron una señal más débil para los halos más masivos de estar anti–alineados

con filamentos, y de estar alineados a lo largo de las estructuras laminares de la

cizalla de velocidad. Estos resultados, sin embargo, discrepan con trabajos ante-

riores (Aragon-Calvo, 2013, Aragón-Calvo et al., 2007, Hahn et al., 2007) que śı

detectan alineaciones para los halos menos masivos. Forero-Romero et al. (2014)

argumentan que esto podŕıa deberse a que la señal de alineación es altamente sen-

sible a la descripción de la Red Cósmica en pequeña escala. Además, encuentran

que las velocidades peculiares son preferentemente paralelas a las paredes y a los

filamentos. Sus resultados indican que las propiedades de alineación de los halos

de materia oscura pueden depender de la definición f́ısica de la Red Cósmica:

las definiciones a partir del campo de marea y de la cizalla de velocidad aportan

información complementaria.

En los últimos años, a medida que se dispone de simulaciones con una reso-

lución cada vez mayor, se han realizado varios estudios sobre las alineaciones de

los espines, aśı como sobre las formas de las galaxias o halos con respecto a las

distintas subestructuras de la Red Cósmica. Aunque podŕıa ser tentador pensar

que las cáscaras de los vaćıos cósmicos, en las que se centra este trabajo, son

equivalentes a las subestructuras de láminas de la Red Cósmica, hay que tener en

cuenta que los algoritmos prácticos para identificarlas son significativamente dife-

rentes (véase, por ejemplo, la revisión Joachimi et al. 2015). Codis et al. (2018) y
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Kraljic et al. (2019), por ejemplo, estudian la distribución de los ángulos medidos

entre el esṕın de galaxias y halos y los diferentes elementos circundantes de la Red

Cósmica en las simulaciones Horizon–AGN (Dubois et al., 2014) y SIMBA (Dave

et al., 2019), respectivamente, utilizando el código público DisPerSE2 (Sousbie

2013) para identificar subestructuras en las simulaciones. Sus resultados coinci-

den en la detección de un “spin-flip” dependiente de la masa de galaxias y halos:

es más probable que el esṕın de las galaxias de baja masa se sitúe en el plano de

las láminas, mientras que las galaxias masivas tienen un esṕın preferentemente

perpendicular a las mismas.

Comentarios finales

Podemos pensar en varias razones para esta diversidad resultados no conclu-

yentes. Desde el punto de vista observacional, una de las principales dificultades

sigue siendo la de relacionar las formas observadas con las direcciones de esṕın

o las orientaciones elipsoidales, utilizando métodos diferentes y dando posible-

mente resultados distintos con la misma muestra. La propia señal, además, pare-

ce depender significativamente de los parámetros utilizados para seleccionar las

submuestras de galaxias (como la luminosidad, la morfoloǵıa, los colores, etc.),

lo que obstaculiza una comparación clara entre los distintos trabajos. Además,

el pequeño número de galaxias en los vaćıos implica que los resultados de las

observaciones en estos entornos tienen grandes incertidumbres estad́ısticas (véase

Zhang et al. 2015). Por estas razones, además de la mejora de la potencia de

cálculo, los estudios basados en la simulación han prosperado en este ámbito,

especialmente en la búsqueda de alineaciones de los halos bariónicos y de materia

oscura con respecto a los componentes de la estructura en gran escala (véase, por

ejemplo, Codis et al. 2018 y Kraljic et al. 2019).

Las diferencias en los resultados pone de manifiesto la importancia, no sólo

de un mayor tamaño de la muestra, sino también del uso de métodos estad́ısticos

robustos y fiables para evaluar con alta confianza estad́ıstica la validez de la señal

de alineación detectada.

2http://www.iap.fr/users/sousbie/disperse.html
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Caṕıtulo 3

Estad́ısticos para el estudio de la

distribución de materia

El análisis de la distribución espacial en gran escala de las galaxias ha sido

decisivo para conformar nuestra comprensión actual de la evolución del Universo

(por ejemplo Alam et al., 2017, Cole et al., 2005, Davis y Peebles, 1983, eBOSS

Collaboration et al., 2021, Efstathiou et al., 2002, Eisenstein et al., 2005, Feldman

et al., 1994, Tegmark et al., 2004). Dada la naturaleza estocástica de esta distri-

bución, estos análisis requieren herramientas estad́ısticas robustas para extraer

eficazmente la información cosmológica codificada en los estudios de galaxias.

Las herramientas más utilizadas para caracterizar la estructura en gran escala

del Universo son las estad́ısticas de dos puntos, como el espectro de potencia,

P (k) (Ec. 1.39), y su transformada de Fourier, la función de correlación bipun-

tual ξ(r). Sin embargo se pueden estudiar estad́ısticos de órdenes superiores, es

decir, estad́ısticos de tres, cuatro, o más puntos. Éstos son notoriamente complica-

dos de calcular pero contienen información que podŕıa ser crucial para completar

nuestro entendimiento de la distribución de galaxias en gran escala (Croton et al.,

2004a,b).

En este caṕıtulo vamos a definir brevemente conceptos básicos del estad́ıstico

más tradicional, la función de correlación bipuntual, en la Sec. 3.1. Recapitulamos

información disponible en la literatura acerca de estad́ısticos relacionados a los

órdenes superiores de agrupación en la Sec. 3.3. Finalmente, en la Sec. 4, basada

en el trabajo de Dávila-Kurbán et al. (2021), proponemos un método para dis-

minuir la varianza y reducir el costo computacional en el cálculo de la función de

correlación bipuntual.
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3.1. Función de correlación bipuntual (2PCF)

La medida cuantitativa más utilizada de la estructura en gran escala es la fun-

ción de correlación bipuntual de las galaxias (2PCF), ξ(r), que traza la amplitud

de la agrupación de galaxias en función de la escala (r) (Davis y Peebles, 1983,

Davis et al., 1988, Fisher et al., 1994, Loveday et al., 1994, Norberg et al., 2001,

Zehavi et al., 2001). Definimos primero la 2PCF junto con algunos de sus esti-

madores más populares siguiendo el enfoque de Coil (2013), para luego analizar

los efectos del redshift en la correlación en la sección siguiente.

La función de correlación bipuntual es una medida del exceso de probabili-

dad, dP , respecto del esperado para una distribución aleatoria de Poisson (i.e.

sin ninguna agrupación intŕınseca), de encontrar una galaxia en un elemento de

volumen dV separado de otra galaxia por una cantidad r,

dP = n[1 + ξ(r)]dV, (3.1)

donde n es la densidad numérica media de la muestra de galaxias en cuestión

(Coil, 2013, Peebles, 1980). Valores más grandes de ξ(r) implican un agrupación

de mayor amplitud de las galaxias en la escala r, mientras que valores negativos

de ξ(r) indicaŕıan una anti–correlación. Generalmente, las mediciones de ξ(r) se

realizan en el espacio comóvil, donde r tiene unidades de h−1Mpc. Para medir

ξ(r), se cuentan pares de galaxias como función de la separación entre ellas y se

divide por la cantidad esperada para una distribución sin agrupamiento intŕınseco

o distribución aleatoria. Para ello hay que construir un “catálogo aleatorio” de

comparación constituido de puntos con posiciones independientes entre śı, de

manera tal que tenga una cobertura tridimensional idéntica a la de los datos. De

esta manera, se utiliza el cociente entre pares de galaxias observadas en los datos

y pares de puntos del catálogo aleatorio para estimar ξ(r). Se han propuesto y

probado diversos estimadores para ξ(r), siendo uno de los primeros estimadores

en ser utilizados ampliamente el de Davis y Peebles (1983):

ξDP (r) =
nR

nD

DD(r)

DR(r)
− 1, (3.2)

donde DD es el recuento de pares de galaxias en cada intervalo de separación r

en el catálogo de datos y DR el conteo análogo pero entre los catálogos de datos

y el aleatorio. Este cociente está normalizado por las cantidades nD y nR que son
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las densidades numéricas medias de galaxias en los catálogos de datos y aleatorio

respectivamente. Luego, Hamilton (1993a), utilizando una cantidad RR definida

como el conteo de pares de galaxias en función de la separación r en el catálogo

aleatorio, introdujo un estimador con menores errores estad́ısticos,

ξH(r) =
DD(r)RR(r)

(DR(r))2
− 1. (3.3)

El estimador más popularmente utilizado fue presentado por Landy y Szalay

(1993):

ξLS(r) =
1

RR(r)

[
DD(r)

(
nR

nD

)2

− 2DR(r)

(
nR

nD

)
+ RR(r)

]
− 1. (3.4)

Este estimador requiere más tiempo de cálculo que el estimador de Hamilton

(Ec. 3.3). Sin embargo es menos sensible al tamaño del catálogo aleatorio y dis-

minuye errores de borde que pueden afectar a las mediciones de agrupamiento en

gran escala (Coil, 2013, Kerscher et al., 2000).

Puede verse de la forma de los estimadores indicados aqúı que la estimación de

ξ(r) es significativamente sensible a qué tan fielmente refleja el catálogo aleatorio

los efectos de selección espacial y de redshift en los datos. El catálogo aleato-

rio también debe ser lo suficientemente grande como para no introducir errores

poissonianos en el estimador. En la Sec. 4 planteamos un tratamiento de estos

catálogos aleatorios para reducir su ruido poissoniano y aśı reducir la varianza en

el cálculo de funciones de correlación bipuntuales.

3.2. Función de correlación anisotrópica

3.2.1. 2PCF en el espacio de redshift

En esta subsección, siguiendo el enfoque de Coil (2013), resumiremos los efec-

tos que tiene el redshift en las mediciones de correlación introducidas en la sección

anterior.

Para calcular la función de correlación bipuntual en catálogos observaciona-

les, el dato que tenemos para estimar la ubicación de las mismas en la ĺınea de la

visual no es su distancia, sino su redshift. Esto implica la necesidad de elegir un

modelo cosmológico que nos permita relacionar el redshift medido con la distancia
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estimada. No obstante, los errores introducidos por la suposición de una cosmo-

loǵıa dada no son generalmente dominantes, de modo que, aunque en teoŕıa se

podŕıan asumir diferentes parámetros cosmológicos y comprobar qué resultados

son consistentes con los valores asumidos, esta labor no es generalmente necesa-

ria. Por otro lado, debe tomarse en cuenta que las velocidades peculiares de las

galaxias introducen distorsiones en la ĺınea de la visual en el espacio de redshift.

Las mediciones de estas distorsiones pueden restringir parámetros cosmológicos

y también pueden integrarse para recuperar la función de correlación del espacio

real subyacente (Coil, 2013, Sargent y Turner, 1977).

En escalas espaciales pequeñas, es decir, escalas t́ıpicas de sobredensidades

virializadas colapsadas tales como grupos y cúmulos, las galaxias tienen grandes

movimientos aleatorios entre śı. Esto significa que aunque todas las galaxias del

grupo o cúmulo tienen una distancia f́ısica similar al observador, pueden presentar

un amplio rango de valores de redshift. El resultado de esto es un alargamiento a

lo largo de la visual en los mapas del espacio de redshift dentro de estas regiones

sobredensas. Este efecto se conoce como “dedos de dios” (FOG por sus siglas

en inglés, fingers of god). El efecto resultante de los FOG es que los grupos y

cúmulos parecen extenderse radialmente hacia el observador, i.e. a lo largo de la

ĺınea de visual.

Este efecto de extensión radial puede verse en el panel inferior izquierdo de

la Fig. 3.1 (Tegmark et al., 2004), que muestra galaxias en el espacio de redshift

“extendiéndose” hacia el observador, mientras que en el panel inferior derecho

estos efectos han sido modelados y eliminados. Las escalas mayores sufren otro

tipo de distorsiones en el espacio de redshift debido a que las galaxias que están

comenzando una interacción gravitatoria con estructuras en colapso presentan

movimientos de flujo coherente (Kaiser, 1987). Estas galaxias adyacentes se mue-

ven todas en la misma dirección, hacia la región de colapso, lo que provoca una

distorsión de contracción (al contrario de los FOG) en la ĺınea de la visual del

espacio de redshift.

Estad́ısticos bidimensionales de la agrupación de galaxias pueden mostrar cla-

ramente las distorsiones del espacio de redshift. A pesar de la utilidad de estas

distorsiones, ya que contienen información sobre la densidad de materia subya-

cente y los movimientos de las galaxias, éstas impiden medir de forma directa la

correlación bipuntual en el espacio real. Tenemos entonces que, en lugar de ξ(r)

se mide ξ(s) en el espacio de redshift, donde s = |s| es la separación entre un
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Figura 3.1: Ilustración de los “dedos de dios” (FOG), donde puede apreciarse
la elongación de las estructuras virializadas a lo largo de la ĺınea de visual. Se
muestran galaxias de una rodaja del SDSS en un espacio bidimensional comóvil.
Los paneles superiores muestran todas las galaxias de esta rodaja mientras que
los inferiores muestran sólo galaxias que han sido identificadas como afectadas
por los FOG. Los paneles de la derecha muestran la posición de estas galaxias
luego de modelar y eliminar los efectos de los FOG, con el observador en el cero
de ambos ejes. Los efectos de los FOG pueden observarse en el panel inferior
izquierdo donde las galaxias se dispersan en la dirección de la visual. Figura
original de Tegmark et al. (2004), extráıda de Coil (2013).

35



par de galaxias en dicho espacio. La comparación entre los resultados del cálculo

de ξ(s) para diferentes muestras de galaxias y diferentes redshifts no es directa,

ya que la amplitud de las distorsiones en este espacio difieren según el tipo de

galaxia y su redshift medido. Además, las distorsiones en pequeñas y grandes

escalas disminuyen la amplitud de la agrupación en comparación con las escalas

intermedias, por lo que la ξ(s) no sigue una ley de potencia en las mismas escalas

que ξ(r) (Coil, 2013).

Si queremos conocer la agrupación f́ısica de las galaxias, independiente de

las velocidades peculiares de estas, debemos calcular ξ(r). Ahora bien, para re-

cuperar la función de correlación en el espacio real, se puede medir ξ de forma

bidimensional: tanto perpendicularmente como a lo largo de la ĺınea de visual.

Las separaciones entre las dos galaxias, tanto a lo largo (rπ) como perpendicular

(rσ) a la ĺınea de visual pueden definirse como: rπ = (s · l)/|l| y rσ =
√
s · s− π2,

donde s es la separación entre galaxias en el espacio de redshift y l es la distancia

media al par. Otras nomenclaturas pueden ser encontradas en la literatura donde

se denominan a las distancias perpendicular y paralela, respectivamente, como

[σ, π] o bien [rσ, rπ], entre otras. También es común expresar la 2PCF bidimensio-

nal, como lo haremos en secciones siguientes, en términos de la separación s = |s|
y el coseno del ángulo entre la ĺınea de la visual y s, denotado con µ: ξ(s, µ).

En la Fig. 3.2 (Reid et al., 2014) se muestra un ejemplo de una medición de

ξ(rσ, rπ). En un universo homogéneo, isotrópico y sin distorsiones, las caracteŕısti-

cas visibles en esta figura seŕıan circulares. En escalas pequeñas los contornos se

distorsionan y muestran los “dedos de dios” a lo largo de la ĺınea de la visual,

correspondientes a las galaxias en sobredensidades virializadas. En escalas meno-

res a 8h−1Mpc aproximadamente, los contornos se extienden en la dirección rπ

mientras que en escalas más grandes se aplanan debido al “efecto Kaiser” (Kai-

ser, 1987), i.e. para esta muestra de galaxias, esta es la escala aproximada en la

que el quadrupolo transiciona entre valores negativos y positivos (ver subsección

siguiente). Esto es indicativo del movimiento de flujo coherente de las galaxias

hacia estructuras en colapso gravitatorio.

La amplitud de este efecto, al ser este causado por la cáıda de galaxias sobre

estructuras masivas en formación, depende de Ωm (Ec. 1.14). La anisotroṕıa a

gran escala en el plano de la función de correlación bidimensional depende de

β ≡ Ωm/b en escalas lineales (Kaiser, 1987), donde b es el sesgo o bias definido

como el cociente entre las fluctuaciones de densidad en la población de galaxias
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Figura 3.2: La función de correlación bidimensional del espacio de redshift de
galaxias del SDSS-III CMASS (siglas de Constant (stellar) MASS en inglés). Se
muestran las distorsiones a lo largo de la linea de la visual (eje Y) en el espacio de
redshift causadas por velocidades peculiares, con isocontornos negros para valores
ξ = [2, 1, 0.5, 0.25]. Se muestra en ĺınea negra de trazos la escala aproximada para
esta muestra (≃ 8h−1Mpc) de la transición entre los efectos FOG y Kaiser. Figura
extráıda de Reid et al. (2014)
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Figura 3.3: Formas de los primeros tres armónicos pares de Legendre (ℓ = 0, 2, 4),
de Hamilton (1998), dibujados como distorsiones en una simetŕıa circular. El
monopolo cuantifica la amplitud de la distorsión mientras que el cuadrupolo y el
hexadecapolo cuantifican la forma de la distorsión.

y en la materia oscura. Esta utilidad para restringir parámetros cosmológicos es

la razón por la que las distorsiones del espacio de redshift son de gran interés

en la cosmoloǵıa, mientras que aporta información de ı́ndole más dinámica para

estudios centrados en la estructura en gran escala.

3.2.2. Multipolos de Legendre

Las anisotroṕıas de la función de correlación se suelen cuantificar mediante

los multipolos de ξ(rσ, rπ), definidos como

ξℓ(s) =
2ℓ + 1

2

∫
ξ(rσ, rπ)Lℓ(cos(θ)) d cos(θ), (3.5)

donde Lℓ son los polinomios de Legendre, y θ es el ángulo entre s y la ĺınea de

visual. El monopolo, cuadrupolo y hexadecapolo, i.e. ℓ = 0, 2, 4, cuantifican las

distorsiones en el espacio de redshift como se muestra de forma esquemática en

la Fig. 3.3, donde generalmente se encuentra que ξℓ=4 ≃ 0 en un amplio rango de

escalas (e.g. Gil-Maŕın et al., 2020). En la teoŕıa lineal el parámetro β mencionado

en la subsección anterior puede extraerse del cociente entre los momentos cuadru-

polares y monopolares de la función de correlación anisotrópica, ξ2/ξ0, (Hamilton,

1998). La descomposición de la función de correlación anisotrópica en términos

de estos armónicos resulta muy convieniente, dado que podemos obtener toda la

información contenida en la función completa comprimida en estas tres funciones

unidimensionales: ξℓ=0,2,4.
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3.3. Estad́ısticos de agrupamiento de alto orden

Las estructuras que forman las galaxias en gran escala contienen vasta in-

formación acerca de la evolución tanto lineal como no lineal del agrupamiento

de galaxias. La naturaleza de dicho agrupamiento depende de numerosos efectos

tanto en escalas grandes como pequeñas, tales como los parámetros cosmológicos,

efectos e historia ambientales de las galaxias y cúmulos, y la forma en la que las

componentes luminosas y oscuras del Universo se acoplan y evolucionan. Estu-

diando los distintos órdenes del agrupamiento de galaxias se espera arrojar luz a

los procesos f́ısicos que afectan el agrupamiento (Croton et al., 2004b).

La función de correlación bipuntual, definida en la Sec. 3.1, ha sido tradicional-

mente la herramienta más usada para analizar dichas distribuciones, proveyendo

una descripción del agrupamiento en órdenes bajos. Sin embargo, a pesar de su

utilidad, la función de correlación bipuntual sólo provee una descripción completa

del agrupamiento en el caso de una distribución gaussiana. Una explicación más

completa del agrupamiento debe incluir funciones de correlación de más altos

ordenes, aunque estas pueden ser dif́ıciles de extraer (ver Croton et al. 2004a y

Baugh et al. 2004 para un análisis del agrupamiento galáctico hasta sexto orden).

En este contexto, investigadores han explorado otras estad́ısticas de agrupa-

miento para obtener información de alto orden de una distribución de galaxias.

Las medidas de alto orden incluyen la relación de densidad genus-threshold (Gott

et al., 1989, Ryden et al., 1989), momentos de recuentos en celdas (e.g. Saun-

ders et al., 1991), estad́ısticas de percolación (Shandarin y Zeldovich, 1983), y

la distribución de probabilidad de los recuentos en celdas (CIC por sus siglas en

ingles, counts-in-cells) (Vogeley et al., 1994). Aqúı consideramos las estad́ısticas

de vaćıos en la distribución de galaxias, que son un caso especial del análisis de

recuentos en celdas.

En el marco de la distribución de estad́ısticos CIC, el nombre “vaćıo” indica

la ausencia absoluta de galaxias en una dada celda, distinto al concepto de vaćıo

cósmico -subdensidades en la estructura a gran escala- que hemos introducido en

los primeros caṕıtulos. En las secciones siguientes (Sec. 3.3-3.3.5) emplearemos

el término “vaćıo” con la primera denominación, refiriéndonos a la ausencia de

galaxias, a menos que se indique lo contrario.

Históricamente, muchos astrónomos han mostrado interés en usar estad́ısticas

de vaćıo (e.g. Balian et al., 1989, Bouchet et al., 1993, Fry, 1986, Fry et al., 1989,

Gaztanaga y Yokoyama, 1993, Maurogordato y Lachieze-Rey, 1987, Vogeley et al.,

39



1994). Este enfoque ha resultado provechoso en el sentido de que los resultados

son obtenibles fácilmente y están bien fundamentados en un marco teórico sólido

que relaciona directamente la distribución de vaćıos a la distribución de galaxias

de altos órdenes (Balian et al., 1989, Fry, 1986, White, 1979).

A continuación presentaremos conceptos fundamentales y necesarios para en-

tender estad́ısticas de vaćıo (en particular la función de probabilidad de vaćıo,

Sec. 3.3.1), haremos un repaso de resultados en la literatura obtenidos con ellas

(Sec. 3.3.4), y finalizamos con una discusión de los mismos (Sec. 3.3.5).

3.3.1. La función de probabilidad de vaćıo (VPF)

En esta subsección y las siguientes seguimos el enfoque de Croton et al. (2004b)

para presentar los conceptos básicos que se necesitan para definir la funcion de

probabilidad de vaćıo, la noción de “escalamiento jerárquico” de los órdenes de

correlación (Sec. 3.3.2), y finalmente un resumen de algunos modelos fenome-

nológicos populares de agrupamiento jerárquico (Sec. 3.3.3) que utilizaremos en

caṕıtulos posteriores de esta Tesis.

Para una dada distribución de galaxias, la función distribución de probabi-

lidad de conteos (CPDF), PN(V ), se define como la probabilidad de encontrar

exactamente N galaxias en una celda de volumen V ubicada aleatoriamente den-

tro de la muestra. Para el caso donde N=0 tenemos una función de probabilidad

de vaćıo (VPF), P0(V ). Esta función depende de todas las funciones de correlación

de p puntos (Fry, 1985, Otto et al., 1986, White, 1979) según la relación:

P0(n, V ) = exp

[ ∞∑

N=1

(−n)N

N !

∫

V

wN(x1, ...,xN)d3x1...d
3xN

]
, (3.6)

donde n es la densidad numérica promedio de objetos, los wN son las funciones

de correlación de N puntos, y las xi son las posiciones de los objetos dentro del

volumen V . Por definición w1 = 1, w2 = ξ2 (la función de correlación bipuntual),

etc. En general, la Ec. 3.6 converge sólo para grandes valores de N (Fry, 1984,

White, 1979), de modo que la VPF es sensible a agrupamientos de alto orden.

Eligiendo celdas esféricas para muestrear la distribución hacemos que P0 sea

una función dependiente sólo del radio R de la esfera, y entonces la relación entre

la VPF las funciones de correlación de p puntos puede escribirse como 1:

1Notamos que, al necesitar la cantidad N̄ , optamos por usar el sub́ındice p en lugar de N
por motivos de legibilidad.
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P0(R) = exp

{ ∞∑

p=1

[−N̄(R)]p

p!
ξ̄p(R)

}
. (3.7)

Aqúı, N̄ es el número promedio de objetos en una celda de volumen V (nV ), y

ξ̄p(R) es la función de correlación de orden p promediada sobre el volumen esférico

V .

White (1979) también muestra que la VPF puede interpretarse como un ge-

nerador de probabilidad de conteos en un volumen,

PN(V ) =
(−n)N

N !

dN

dnN
P0(V ). (3.8)

Además, en el ĺımite continuo, la VPF es la transformada de Laplace de la función

de distribución de la densidad f(n) (Fry, 1985),

P0(V ) =

∫ ∞

0

e−nV f(n)dn. (3.9)

Para una distribución completamente aleatoria (Poisson) se tiene ξp ≡ 0 para

todo p > 1, de modo que P0 se reduce a una expresión anaĺıtica más simple:

P0,Poisson(R) = exp[−N̄(R)]. (3.10)

Por lo tanto, si la VPF de una distribución de puntos muestra cualquier desviación

de este comportamiento, se concluye a favor de la presencia de alguna clase de

agrupamiento.

3.3.2. Escala jerárquica y la VPF reducida (RVPF)

El concepto de “escala jerárquica” puede generalizarse asumiendo que cada

función de correlación de p puntos depende sólo del producto entre la función de

correlación bipuntual y un coeficiente de escala, Sp, que es adimensional:

ξ̄p(R) = Spξ̄
p−1(R), (3.11)

donde hemos eliminado el sub́ındice 2 para la función de correlación bipuntual

en el lado derecho por comodidad. Se denomina “estructura jerárquica” a tal

organización de los ξp, y el modelo jerárquico determina los coeficientes de escala

Sp. Tradicionalmente, S3 = ξ̄3/ξ̄2 se denomina asimetŕıa de la distribución y

S4 = ξ̄4/ξ̄3 como la curtosis.
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La idea jerárquica es directamente aplicable a la VPF, ya que depende de una

suma infinita de funciones de correlación de p puntos. La suposición jerárquica

nos permite eliminar las funciones de correlación de orden superior de la Ec. 3.7:

P0(R) = exp

[
∞∑

p=1

[−N̄ ]p

p!
Spξ̄

p−1(R)

]
. (3.12)

Además, la relación de escalamiento anterior nos permite expresar la VPF co-

mo una función de N̄ ξ̄ solamente, donde la variable de escala N̄ ξ̄ puede pensarse,

a grandes rasgos, como el número medio de galaxias en una celda en exceso de

lo esperado dada la densidad media de la muestra. Formalizamos esta idea con-

siderando primero la expresión anaĺıtica de la VPF de una muestra puramente

aleatoria (Eq. 3.10). Para la situación jerárquica, podemos definir un parámetro

χ, con P0 = eN̄χ, denominado función de probabilidad de vaćıo reducida (RVPF

por sus siglas en inglés, véase Fry, 1986):

χ = −ln(P0)/N̄. (3.13)

Observamos aqúı que, independientemente de la suposición jerárquica, χ norma-

liza la contribución de Poisson a la distribución, y es evidente que los efectos de

la agrupación aparecerán como los valores χ < 1. Combinando las Ecs. 3.12 y

3.13, la RVPF adopta la forma:

χ(N̄ ξ̄) =
∞∑

p=1

Sp

p!
(−N̄ ξ̄)p−1. (3.14)

Esto muestra la relación de escala mencionada, y la forma de χ(N̄ ξ̄) carac-

teriza aśı la distribución de los vaćıos. Si se cumple la hipótesis de la relación

de escala, esperamos que todas las muestras de galaxias de diferente densidad y

amplitud de agrupación colapsen en una única curva, ya que todas son una fun-

ción de la misma variable de escala. En otras palabras, si las RVPF de todas las

muestras conforman una sola función, entonces los coeficientes Sp son indepen-

dientes de la escala para p > 2, ya que al expresar la VPF como función de N̄ ξ̄

estamos eliminando la dependencia con la amplitud de la 2PCF (Croton et al.,

2004b, Fry, 1986, Vogeley et al., 1994). Por el contrario, la curva no será universal

para diferentes rangos de magnitud de las galaxias si los coeficientes Sp dependen

fuertemente de esta propiedad. Sin embargo, los valores de Sp dependen, en el

mejor de los casos, sólo débilmente de la magnitud (Croton et al., 2004a).
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La variable de escala puede definirse como N̄ ξ̄ = 4πnJ3 (ver Fry, 1986) y es

aproximadamente el número de vecinos en exceso respecto al azar para cualquier

galaxia, donde n es la densidad numérica media de las galaxias y J3 es el segun-

do momento de la función de correlación bipuntual (Vogeley et al., 1994). En el

escenario jerárquico, cuando N̄ ξ̄ ≪ 1 siempre se recupera la VPF de Poisson,

χ(N̄ ξ̄) = 1, independientemente del patrón de la agrupación real o su amplitud.

En el régimen en el que N̄ ξ̄ < 1 vemos a partir de la Eq. 3.14 que la RVPF está

dominada por la contribución gaussiana: 1 − 1
2
N̄ ξ̄. Por lo tanto, la ventana de

observación en la que podemos separar diferentes modelos de agrupación, viene

dada para valores de N̄ ξ̄ mayores que la unidad. En la práctica, esto ocurriŕıa

en escalas mayores que unos pocos h−1 Mpc, donde N̄ ∼ R3 es grande y domina

a ξ̄ ∼ R−2 (Croton et al., 2004b). En escalas más pequeñas, donde ξ̄ > 1, N̄ ξ̄

siempre será pequeño, y las muestras de galaxias normalmente serán demasiado

escasas para mostrar desviaciones medibles de la contribución gaussiana. Por lo

tanto, hay que subrayar que la VPF es un buen discriminante sólo de la agru-

pación débilmente no lineal. En el régimen altamente no lineal, los vaćıos no nos

proporcionan mucha información (ver referencias anteriores).

Aunque la expansión dada en la Eq. 3.14 sólo es técnicamente válida para

valores pequeños de N̄ ξ̄, las implicaciones para la agrupación se extienden más

allá. Para valores grandes de N̄ ξ̄, los modelos con diferentes amplitudes jerárqui-

cas Sp dan diferentes RVPF χ: cuando N̄ ξ̄ aumenta, el valor de χ se reduce y la

VPF se hace más grande (con respecto al correspondiente caso de Poisson). La

CPDF gaussiana (Sp = 0) produce los menores valores de χ y, por tanto, las ma-

yores desviaciones en la VPF. Como ilustraremos con los modelos a continuación,

valores mayores de Sp > 0 darán lugar a valores mayores de ξ = N̄ ξ̄.

3.3.3. Modelos fenomenológicos de agrupamiento

Dado que las ecuaciones dinámicas que rigen la agrupación gravitacional no

pueden resolverse en el régimen débilmente o fuertemente no lineal utilizando

la teoŕıa de perturbaciones, se han propuesto varios modelos fenomenológicos

para relacionar las funciones de correlación de orden superior con la función de

correlación bipuntual (Croton et al., 2004b, Fry, 1986, Fry et al., 1989, Vogeley

et al., 1994). Siguiendo la ĺınea de estos autores compararemos resultados en el

Cap. 7 con algunos de estos modelos.

Presentamos a continuación una serie de modelos de relaciones de escala que
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difieren en la forma en que fijan los coeficientes de escala Sp. Aqúı damos una

breve descripción de estos modelos y remitimos a las citas para una descripción

más detallada de los mismos.

Modelo mı́nimo

El primer modelo es el llamado modelo mı́nimo de agrupamiento, cuyo motivo

es considerar una distribución de cúmulos de galaxias aglomeradas, siendo Poisson

la propia distribución de cúmulos en el espacio con una ocupación Poisson de

galaxias. Esto remite al modelo del halo (e.g. Cooray y Sheth, 2002) pero con

un perfil Poisson de halo/cúmulo. La evaluación del conjunto de valores de Sp

a partir de la función de distribución generada por este modelo conduce a la

siguiente forma funcional para χ:

χ = (1 − e−N̄ ξ̄)/N̄ ξ̄ (mı́nimo),

Sp = 1 (asimetŕıa : S3 = 1). (3.15)

Fry (1986) especuló que este modelo representa un ĺımite inferior de las fun-

ciones permitidas χ(N̄ ξ̄) en cualquier modelo jerárquico consistente.

Modelo binomial negativo

El segundo modelo, comúnmente llamado modelo binomial negativo, se ha

utilizado en varios campos con diferentes motivos f́ısicos (Carruthers y Minh,

1982, Carruthers y Shih, 1983, Elizalde y Gaztanaga, 1992, Fry, 1986, Gaztanaga

y Yokoyama, 1993, Klauder et al., 1969). Tras un conjunto T de ensayos indepen-

dientes con probabilidad q de “éxito” y p = 1 − q de “fracaso”, la probabilidad

de tener un número S de éxitos y F = T − S número de fracasos viene dada por

la distribución binomial:

P (S) =
(F + S)!

S!F !
(1 − q)F qS.

La distribución binomial negativa describe la probabilidad de tener un número

S de aciertos tras un número fijo F de fallos:

P (S) =
(F + S − 1)!

S!(F − 1)!
(1 − q)F qS.
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Nótese que en el caso binomial lo que se fija es el número total de ensayos.

Podemos identificar un “éxito” como el hallazgo de una galaxia en una celda,

de modo que PN = P (N = S) es la CPDF. El número fijo de fallos, F, se

supone inversamente proporcional a ξ̄ (cuanto mayor sea ξ̄, menor será el número

de fallos para contar una galaxia en una celda, Croton et al. 2004b). Se asume

que la probabilidad de un fallo p es proporcional al producto N̄ ξ̄ (debido a la

agrupación hay un exceso de la ráız cuadrática media de N̄ ξ̄ de galaxias dentro

de una celda con densidad N̄ : cuanto mayor sea esta aglomeración, mayor será

la probabilidad de no encontrar galaxias en una celda aleatoria). Después de fijar

las constantes de proporcionalidad, esto lleva a F = 1/ξ̄ y p = N̄ ξ̄/(1 + N̄ ξ̄)

(para una derivación diferente ver Gaztanaga y Yokoyama 1993). Este modelo es

una versión discreta de la distribución de probabilidad gamma (véase Gaztanaga

et al., 2000). La RVPF y los cumulantes en este caso son:

χ = ln(1 + N̄ ξ̄)/N̄ ξ̄ (binomial negativo),

Sp = (p− 1)! (asimetŕıa : S3 = 2). (3.16)

Modelo termodinámico

El tercer modelo fue sugerido por primera vez por Saslaw y Hamilton (1984)

y surgió de una teoŕıa termodinámica de las propiedades de la agrupación gra-

vitacional. El modelo original teńıa un grado fijo de virialización (varianza de

temperatura o de densidad) para todos los tamaños de celdas, pero tal comporta-

miento es inconsistente con las observaciones. El modelo se amplió posteriormente

(véase, por ejemplo, Fry, 1986) para incluir un nivel diferente de virialización

en cada escala, que se identifica con la varianza ξ̄ en función de la escala. Los

resultados son

χ = [(1 + 2N̄ ξ̄)1/2 − 1]/N̄ ξ̄ (termodinámico),

Sp = (2p− 3)!! (asimetŕıa : S3 = 3). (3.17)

donde (2p− 3)!! = (2p− 3)(2p− 5)(2p− 7)... y se trunca en cero.

Hay una relación entre este modelo y el binomial. El modelo termodinámico

de agrupación de galaxias predice la probabilidad f(N) de encontrar N galaxias
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en un volumen V (Saslaw y Hamilton, 1984),

f(N) = exp[−N̄(1 − b) −Nb]
N̄(1 − b)

N !
[N̄(1 − b) + N̄b]N−1, (3.18)

donde b es el cociente

b =
−W

2K
(3.19)

que compara la enerǵıa de correlación gravitacional W con la enerǵıa cinética K.

En el ĺımite virial b → 1, N̄ → ∞, la probabilidad de vaćıo reducida para la

distribución termodinámica es la Ec. 3.17, y el ĺımite b → ∞ (que es f́ısicamente

imposible en el contexto de la teoŕıa termodinámica) produce la binomial negati-

va, o la distribución de Bose-Einstein modificada, que tiene una probabilidad de

vaćıo reducida expresada en la Ec. 3.16.

Modelo lognormal

La distribución lognormal (e.g. Coles y Jones, 1991, Weinberg y Cole, 1992)

se utiliza a menudo como modelo fenomenológico para la agrupación de galaxias

y materia oscura. Aunque no existe una expresión anaĺıtica para su RVPF, se

puede estimar numéricamente (véanse las referencias anteriores) y se encuentra

que se comporta de forma similar al modelo termodinámico (Croton et al., 2004b).

Además, estos autores notan que al igual que en el modelo termodinámico, la

distribución lognormal también tiene un valor alto para la asimetŕıa: S3 = 3 +

ξ̄ (que tiende exactamente al valor termodinámico S3 → 3 en grandes escalas

donde ξ̄ → 0). Remarcan, finalmente, que hay que tener en cuenta que el modelo

lognormal no es verdaderamente jerárquico, ya que no tiene momentos constantes

Sp, pero en la práctica las variaciones tienen poco efecto en la RVPF.

Distribuciones poissonianas y gaussianas

Además de los modelos anteriores, también es ilustrativo obtener las expresio-

nes anaĺıticas de la RVPF para distribuciones puramente Poisson y Gaussianas.

Trivialmente, a partir de la Eq. 3.13 vemos que

χ = 1 (Poisson), (3.20)

46



y

χ = 1 − 1

2
N̄ ξ̄ (Guassiano),

Sp = 0 (asimetŕıa : S3 = 0). (3.21)

Esto último sólo tiene sentido para valores pequeños de N̄ ξ̄, pero nótese que

incluso cuando la distribución subyacente no es gaussiana, la expresión anterior

siempre da una buena aproximación a la probabilidad de vaćıo en el ĺımite de

valores pequeños de N̄ ξ̄.

El acuerdo entre la RVPF de una dada muestra con alguno de estos modelos de

agrupamiento sugiere que los momentos de orden superior de la muestra estudiada

podŕıa escalar de forma similar con la función de correlación bipuntual, es decir,

las correlaciones de N puntos son consistentes con el escalamiento jerárquico. Por

último, uno puede comprobar este comportamiento de escala calculando χ(N̄ ξ̄)

para muestras con diferentes densidades de galaxias (ver Croton et al., 2004b,

y sus referencias). Si las RVPF para todas las muestras colapsan en una única

función, entonces los coeficientes Sp son independientes de la escala para p > 2

(ya que expresar la VPF como una función de N̄ ξ̄ elimina la dependencia de la

amplitud de la función de correlación bipuntual). En este trabajo nos limitamos

a mostrar los modelos mencionados, pero en la literatura pueden encontrarse más

(e.g. Croton et al., 2004b, Fry y Colombi, 2013, Mekjian, 2007, y sus referencias).

3.3.4. Resultados previos

Se han realizado numerosos estudios de estad́ısticas de vaćıo en diversos re-

levamientos en redshift y simulaciones. A continuación repasamos algunos de los

más relevantes que incluyen espećıficamente la VPF.

Verificación de la relación de escala

Para examinar la dependencia de la VPF con los momentos de orden su-

perior y verificar la relación de escala, Vogeley et al. (1994) traza la RVPF en

función de la variable de escala N̄ ξ̄ usando como datos una combinación de los

relevamientos observacionales en el espacio de redshift Center for Astrophysics

Redshift Survey, CfA1 (Huchra et al., 1983) y CfA2 (de Lapparent et al., 1986,
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Geller y Huchra, 1989, Huchra, 1989, Huchra et al., 1994), y los compara con

tres modelos de agrupamiento: el modelo termodinámico, el negativo binomial y

el modelo mı́nimo (Fig. 3.4). Encuentran que las RVPF para todas las muestras

trazan aproximadamente el mismo lugar en el plano N̄ ξ̄ vs χ que se encuentra

entre las curvas de los modelos mı́nimo y termodinámico. La aparente concor-

dancia de χ(N̄ ξ̄) para las diferentes muestras sugiere que los momentos de orden

superior de las diferentes muestras podŕıan escalar de forma similar con la función

de correlación bipuntual, es decir, las funciones de p puntos son consistentes con

el escalamiento jerárquico. Este resultado implica que, en escalas no lineales, las

funciones de correlación de orden superior podŕıan depender de productos de pa-

res de la función de dos puntos ξ(r). En escalas mayores, sin embargo, encuentran

que las VPF de todas las muestras se apartan de la predicción de escalamiento

jerárquico. Maurogordato y Lachieze-Rey (1987) también encontraron un escala-

miento jerárquico de la VPF en muestras del primer relevamiento CfA (Huchra

et al., 1983) y Lachieze-Rey et al. (1992) en muestras del Southern Sky Redshift

Survey (SSRS da Costa y Pellegrini, 1988).

Un estudio análogo fue realizado posteriormente por Croton et al. (2004b)

usando un relevamiento más grande y con mayor densidad de galaxias, el Two-

degree Field Galaxy Redshift Survey (2dFGRS, Colless et al., 2001), lo cual les

permitió medir la distribución de galaxias en un rango más amplio tanto de va-

rianza (ξ̄ ∼ 0, 3 − 20) como de número medio de galaxias (N̄ ∼ 10−4 − 102). Los

autores trazan la función de probabilidad de vaćıo reducida, χ, individualmente

como una función tanto del número medio de galaxias, N̄ , como de la varianza, ξ̄

(Fig. 3.5, paneles superior e inferior respectivamente). La caracteŕıstica principal

de esta figura es que ni N̄ ni ξ̄ muestran individualmente una escala jerárquica

cuando se trazan contra χ. Para comprobar la existencia de una escala jerárquica

en el 2dFGRS, Croton et al. (2004b) trazan en la Fig. 3.6 la función de proba-

bilidad de vaćıo reducida, χ, como una función de la variable de escala N̄ ξ̄. De

esta forma se elimina la dependencia de la probabilidad de vaćıo con la varian-

za y la densidad media. Si existe un escalamiento entre funciones de correlación

de diferentes órdenes, se espera ver que todos los puntos de cada muestra estén

sobre la misma curva; efectivamente, la Fig. 3.6 de los autores muestra la clara

pauta de un escalamiento jerárquico en los momentos de agrupación del 2dFGRS.

Se observa que todos los puntos siguen una trayectoria ajustada (dentro de las

barras de error) hasta valores de N̄ ξ̄ ∼ 30, y se sitúan cerca de la predicción del
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Figura 3.4: La RVPF, χ = −lnP0/N̄ como función de la variable de escala N̄ ξ̄.
Un valor pequeño de χ implica una gran desviación de P0 para una distribución
Poisson con la misma densidad de galaxias. Las curvas representan el modelo
termodinámico (trazos largos), el modelo binomial negativo (trazos cortos), y el
modelo mı́nimo (ĺınea sólida). Figura extráıda de Vogeley et al. (1994).
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Figura 3.5: La RVPF del relevamiento 2dFGRS, χ = −lnP0/N̄ , en función del
número medio de galaxias N̄ (panel superior), y de la varianza de la distribución
(panel inferior), ξ̄, medida para los catálogos de volumen limitado en distintos
intervalos de luminosidad. Los autores notan que ninguna de las dos variables
muestra una escala jerárquica cuando se traza individualmente contra ξ. Figura
extráıda de Croton et al. (2004b).
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Figura 3.6: La RVPF, χ = −lnP0/N̄ , en función de la variable de escala N̄ ξ̄ para
los cuatro catálogos de volumen limitado de galaxias 2dFGRS. La RVPF de la
materia oscura, medida a partir de la simulación del volumen de Hubble ΛCDM,
se muestra con diamantes grandes. En todos los casos, los valores más pequeños
de χ implican mayores desviaciones de una distribución de Poisson. Se ve que
todos los puntos colapsan en una sola curva, de modo que la escala jerárquica
está presente en la distribución de galaxias. Figura extráıda de Croton et al.
(2004b).
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modelo binomial negativo a lo largo de todo el rango. Los autores argumentan,

además, que tales valores abarcan la agrupación de galaxias desde el régimen pro-

fundamente no lineal hasta el lineal, revelando un escalamiento jerárquico hasta

escalas de ∼ 20h−1Mpc o más. A valores mayores de N̄ ξ̄ encuentran pequeñas

desviaciones del modelo binomial negativo, y remarcan que estas desviaciones son

mayores para las muestras de luminosidad más débiles. Relacionan este resultado

con la débil dependencia de los coeficientes Sp con la luminosidad de las galaxias

encontrada por Croton et al. (2004a), donde se reporta que las muestras más débi-

les suelen tener valores de Sp mayores que las muestras más brillantes (aunque

con grandes barras de error). El efecto de este aumento en el escenario jerárquico

daŕıa como resultado un valor de χ más cercano a la unidad (ver Ec. 3.14).

Los autores destacan, en la Fig. 3.6, la inconsistencia de la RVPF con una

distribución gaussiana en todas las escalas consideradas (hasta aproximadamen-

te 30h−1Mpc en el 2dFGRS). En las escalas grandes, en las que las funciones

de correlación de las galaxias se vuelven demasiado pequeñas para medirlas de

forma independiente, encuentran que el valor de N̄ aumenta más rápido de lo

que disminuye ξ̄, y por lo tanto χ sigue estando fuertemente afectada por las co-

rrelaciones de orden superior. Esto les lleva a concluir que incluso en el régimen

cuasi-lineal, en el que cabŕıa esperar que la agrupación de galaxias fuera sencilla,

las correlaciones de orden superior siguen desempeñando un papel importante en

la composición de la distribución en gran escala.

Además, Croton et al. (2004b) aplican dos pruebas para ilustrar la robustez

de sus resultados y, por lo tanto, el grado de confianza que debeŕıa tenerse en su

conclusión a favor de la existencia de escalamiento jerárquico en el 2dFGRS. La

primera consiste en verificar afirmativamente que el escalamiento se obedece en

ambas regiones del 2dFGRS (polo galáctico sur y norte). En la segunda, comprue-

ban las propiedades de escalado calculando la RVPF para muestras de galaxias

diluidas al azar. La suposición es que tales diluciones no afectan la función de

correlación bipuntual, y dentro del paradigma jerárquico el escalamiento exhibido

en la Fig. 3.6 también debeŕıa permanecer sin cambios, como se muestra en la

Fig. 3.7. Comprueban aśı que la tendencia de la escala jerárquica existe y sigue

el modelo binomial negativo, en consonancia con sus conclusiones anteriores.

En el 2dFGRS, la RVPF parece comportarse de forma algo diferente a la

presentada por Vogeley et al. (1994) para las muestras CfA-1 y CfA-2, que mues-

tran más dispersión con magnitud y valores muy por encima del modelo binomial
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negativo (comparar figuras 3.4 y 3.6). Croton et al. (2004b) no observan ningu-

na desviación significativa como la que Vogeley et al. (1994) hab́ıan encontrado

anteriormente. Mientras que estos encuentran que el escalamiento jerárquico se

cumple hasta escalas de ∼ 10h−1Mpc, los resultados de Croton et al. (2004b) in-

dican que existe este comportamiento en la distribución de galaxias hasta escalas

de al menos R ∼ 20h−1Mpc.

El escalamiento jerárquico autode la distribución de galaxias parece verificarse

también a distintos redshift. Conroy et al. (2005) calcularon la RVPF para z ∼ 1

usando datos y catálogos simulados basados en el Deep Extragalactic Evolutio-

nary Probe 2 (DEEP2, Yan et al., 2004) y para z ∼ 0 con datos del Sloan Digital

Sky Survey – DR2 (SDSS–DR2, Abazajian et al., 2004, York et al., 2000), encon-

trando que las galaxias reproducen con muy buen acuerdo, y en ambos redshift,

el modelo de escalamiento binomial negativo. Al igual que Croton et al. (2004b),

encuentran que este acuerdo es insensible a diluciones aleatorias de la muestra.

Sin embargo, sostienen que esta insensibilidad de la RVPF con respecto a N̄ se

debe simplemente a la formulación de la VPF como una suma de funciones de

correlación de órdenes superiores e insertando el Ansatz jerárquico. A su vez,

Croton et al. (2006) argumentan que la recuperación de una forma universal pa-

ra la VPF es justamente una prueba de la escala jerárquica de las funciones de

correlación de orden superior de las galaxias.

En cualquier caso, hay un consenso de que la forma de la curva de la VPF

de las galaxias está generalmente bien descrita, en el espacio de redshift, por el

modelo binomial negativo.

Dependencia con luminosidad y color

Con el relevamiento CfA1+2, Vogeley et al. (1994) encuentran que muestras

de galaxias con distinta luminosidad tienen un agrupamiento distinto. De las

Ecs. 3.12 y 3.14 podemos ver que si las diferencias en la P0(R) entre distintas

muestras de galaxias dependen sólo de la densidad media de la muestra, entonces

la RVPF debeŕıa ser idéntica para todas las muestras cuando se expresa en función

del volumen de prueba, χ = χ(V ). En la Fig. 3.8 se observa que este escalamiento

falla, y por lo tanto concluyen que las galaxias con distinta luminosidad exhiben

agrupamiento diferente.

Para complementar esta información con una estad́ıstica un poco más cono-

cida, como la función de correlación bipuntual, Vogeley et al. (1994) muestra
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Figura 3.7: Esta figura muestra dos pruebas de confirmación de las propiedades
de escalamiento encontradas en el 2dFGRS por Croton et al. (2004b). Los autores
muestran en el panel superior que los catálogos de volumen limitado independien-
tes del polo sur (SGP) y polo norte galáctico (NGP) exhiben un escalamiento
idéntico al visto en la Fig. 3.6. Aqúı los śımbolos grandes representan el resultado
SGP, y los pequeños el resultado NGP. En el panel inferior se ven los mismos
catálogos combinados que en la Fig. 3.6, pero ahora diluidos por factores de 0.5
(śımbolos grandes) y 0.25 (śımbolos pequeños). Si existe una escala jerárquica en
la distribución de galaxias, la dilución debeŕıa suponer una pequeña diferencia en
los resultados encontrados en la Fig. 3.6. Figura extráıda de Croton et al. (2004b).
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Figura 3.8: Función de probabilidad de vaćıo P0(R) para muestras limitadas en
volumen del CfA. Las barras de error son la variación de 1σ debido al número
finito de volúmenes independientes y a la incertidumbre en la densidad media.
Figura extráıda de Vogeley et al. (1994).

que la amplitud de dicha función aumenta con la luminosidad de las galaxias y

remarca que esta diferencia influye, al menos en parte, a la discrepancia en las

curvas de χ(V ) de las distintas muestras. Esta dependencia entre la amplitud de

la correlación bipuntual y la luminosidad ya se señalaba en trabajos anteriores

(e.g. Hamilton, 1988, Park et al., 1994) y respaldado por trabajos posteriores

(Zehavi et al., 2011), pero es interesante verlo en el contexto de estad́ısticos de

agrupamiento de más altos ordenes.

Además, Croton et al. (2006) estudiaron la dependencia de la RVPF con la

luminosidad y también el color de las galaxias. La Fig. 3.9, extráıda de su trabajo,

muestra la RVPF para poblaciones de galaxias rojas y azules del 2dFGRS. Aqúı,

los autores reportan una desviación significativa del escalamiento universal de la

VPF reportado en sus trabajos previos: para las galaxias rojas la RVPF se desv́ıa

de la escala universal, y tal desviación aumenta para las galaxias más débiles. La

RVPF de las galaxias azules, por otro lado, no muestra ninguna dependencia de
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Figura 3.9: La RVPF de galaxias azules y rojas del 2dFGRS trazada en función
de la variable de escala N̄ ξ̄. Los paneles de la izquierda y la derecha muestran
las mediciones para las poblaciones roja y azul respectivamente, mientras que los
śımbolos denotan muestras de galaxias de diferente luminosidad como se indica
en la leyenda. Figura extráıda de Croton et al. (2006).

la luminosidad, y se ajusta casi perfectamente al modelo binomial negativo en

todo el rango representado, como era el consenso general hasta el momento y en

acuerdo con sus resultados previos (Croton et al., 2004b). Tinker et al. (2008)

llega a esta misma diferencia entre las RVPF de galaxias azules y rojas del Sloan

Digital Sky Survey – Data Release 4 (SDSS–DR4; York et al., 2000).

Espacio real vs. espacio de redshift

Es necesario a esta altura remarcar que los modelos jerárquicos de agrupa-

miento presentados en la Sec. 3.3.3 y usados en la literatura son predicciones

para el espacio real. A pesar de esto, hay un acuerdo aparente con los modelos

jerárquicos en espacio real y la mayoŕıa de los resultados repasados hasta aqúı,

que han empleado relevamientos en el espacio de redshift.

Recordamos de la Sec. 3.2 que en el espacio de redshift las velocidades pecu-

liares aumentan la amplitud de las fluctuaciones en gran escala (Kaiser, 1987).

Como resultado, los vaćıos cósmicos parecen más grandes en este espacio. Por lo

tanto, al menos en escalas grandes, es esperable que la VPF, i.e. la probabilidad

de encontrar volúmenes sin galaxias, aumente en el espacio de redshift. En base

a estas ideas, Vogeley et al. (1994) contrastan sus resultados en el espacio de

redshift con los mismos estad́ısticos en el espacio real empleando relevamientos
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de galaxias simuladas (relevamientos mock), y notan que, efectivamente, la P0

es mayor en escalas grandes en el espacio de redshift. Los autores argumentan

que en escalas chicas R < 5h−1Mpc, los FOG causados por cúmulos y grupos

sobresalen dentro de los vaćıos y reducen ligeramente la VPF en el espacio de

redshift (Vogeley et al., 1991). Este ultimo efecto hace que en escalas chicas la P0

en redshift coincida con la del espacio real porque el efecto Kaiser se compensa

con el de los dedos de dios.

Comparando la RVPF de las muestras en el espacio real y en el de redshift,

Vogeley et al. (1994) encuentran que el escalamiento jerárquico de la VPF en el

espacio de redshift no implica un escalamiento jerárquico en el espacio real. En la

Fig. 3.10 se muestra la RVPF de los relevamientos simulados tanto en el espacio

real (conjunto de paneles de la izquierda) como en el espacio de redshift (conjunto

de paneles de la derecha) para distintos modelos cosmológicos. En el espacio de

redshift, concuerdan bien con la hipótesis jerárquica, siguiendo uno u otro modelo

fenomenológico. Sin embargo, la VPF en el espacio real muestra fuertes desviacio-

nes de la escala jerárquica. Este resultado es quizás poco intuitivo, pues se podŕıa

esperar que las velocidades peculiares perturben posibles propiedades de escala

en el espacio real. Sin embargo, es un resultado que ha sido también observado

por otros autores (e.g. Bernardeau et al., 2002, Conroy et al., 2005, Lahav et al.,

1993), y sentaron las bases para dudar de la evidencia propuesta hasta enton-

ces, basada en relevamientos en el espacio de redshift, de que el agrupamiento

podŕıa ser jerárquico en el espacio real (e.g. Bouchet et al., 1993, Fry et al., 1989,

Lachieze-Rey et al., 1992, Maurogordato y Lachieze-Rey, 1987).

Dicho esto, las razones del éxito del modelo binomial negativo para la VPF en

el espacio de redshift no son claras. Los resultados de Vogeley et al. (1994) parecen

indicar que la RVPF de sus simulaciones sólo coinciden con el modelo binomial

negativo cuando el patrón de agrupación es distorsionado por movimientos pecu-

liares; mientras que la VPF medida en el espacio real no coincide con el modelo

binomial negativo. Sin embargo, los resultados de Croton et al. (2006) discutidos

en la subsección anterior implican que los movimientos peculiares de las galaxias

no son el principal agente responsable del éxito del modelo binomial negativo.

El razonamiento detrás de esta conclusión es que se espera que las galaxias rojas

débiles sean principalmente satélites dentro de los cúmulos de galaxias y, por lo

tanto, se espera que tengan movimientos peculiares de gran amplitud. Sin embar-

go, en lugar de ser atráıdas hacia el modelo binomial negativo en el espacio χ vs
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Figura 3.10: RVPF en función de la variable de escala N̄ ξ̄ para las simulaciones
de los modelos CDM1 (arriba), ODM (centro) y LDM (abajo) (véase el texto
para las definiciones) en el espacio real (paneles de la izquierda) y en el espacio
de redshift (paneles de la derecha). Los tres modelos muestran una sorprendente
concordancia con el escalamiento jerárquico en el espacio del redshift, pero sus
VPF en el espacio real muestran una desviación de este escalamiento. Figura
extráıda de Vogeley et al. (1994).
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N̄ ξ̄, son las que mayor desviación muestran respecto de este modelo.

Materia oscura y observaciones adicionales

En contraste con las galaxias del 2dFGRS, Croton et al. (2004b) encuentran

que la materia oscura sigue una distribución lognormal hasta valores de N̄ ξ̄ ∼ 6

(una escala de aproximadamente R ∼ 4h−1Mpc en la simulación), pero luego se

desv́ıa fuertemente en escalas mayores (el último punto trazado corresponde a

R = 10h−1Mpc en la simulación; Fig. 3.6). Croton et al. (2004b) argumentan que

las diferencias entre las RVPF de galaxias y de materia oscura pueden entenderse

observando las diferencias entre sus funciones de correlación promediadas en vo-

lumen de orden superior, como muestran Baugh et al. (2004). Con el relevamiento

DEEP2, Conroy et al. (2005) encuentran un acuerdo aún más ajustado entre el

modelo termodinámico o lognormal y la RVPF de la materia oscura hasta redshift

z ∼ 2. En este estudio, además, notan que P0 es mayor en las galaxias que en la

materia oscura para todas las escalas consideradas, indicando que su amplitud de

agrupación es mayor y, por lo tanto, que esas galaxias están sesgadas con respecto

a la materia oscura. Esto simplemente resulta del hecho de que las galaxias de

ese relevamiento simulado habitan halos masivos de materia oscura, que a su vez

están más agrupados que la distribución general de materia oscura.

Vogeley et al. (1994) remarcan un fenómeno de apartamiento de los datos res-

pecto a los modelos para los valores más grandes de N̄ ξ̄ de cada muestra: χ gira

hacia arriba y se aleja del locus jerárquico (ver Fig. 3.8). La escala f́ısica en la que

estos autores detectan el giro es R ∼ 8.5h−1Mpc para las muestras menos lumino-

sas y cerca de 15h−1Mpc para la muestra más luminosa (la correspondencia entre

la variable de escala N̄ ξ̄ y R depende de la densidad numérica del relevamiento).

Los autores interpretan este fenómeno como un quiebre en el comportamiento de

escala, y por lo tanto concluyen que la distribución de galaxias observada en el

espacio de redshift sigue el patrón jerárquico en el régimen (débilmente) no lineal,

R< 10h−1 Mpc, pero se aleja de este comportamiento en escalas mayores.

Conroy et al. (2005) también detecta este fenómeno pero reporta un desv́ıo

mucho menor. Estos autores argumentan que puede deberse a las fluctuaciones

en las condiciones iniciales de las simulaciones. Además, estas grandes escalas

(correspondientes a diámetros de vaćıo de ∼ 30h−1Mpc) se acercan al ĺımite en

el que una simulación con un tamaño de caja de L = 2563h−3Mpc3 resulta poco

fiable debido a que los modos en gran escala, que se vuelven cada vez más im-
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portantes a escalas mayores, no pueden incluirse en simulaciones con condiciones

de contorno periódicas.

Finalmente, a pesar de que los modelos cosmológicos simulados por Vogeley

et al. (1994) son un poco obsoletos actualmente, los resultados que obtienen al

calcular la RVPF para estos pueden resultar ilustrativos. En la Fig. 3.10 se mues-

tran resultados de la RVPF para tres modelos cosmológicos: 1) CDM “standard”

(CDM1) Ωm = 1, h = 0.5, bias b = 1.5 (definido como el cociente entre fluctua-

ciones de densidad de galaxias y de masa), y σ8 = 1 (la ráız cuadrática media

de la fluctuación de la densidad de galaxias en una esfera de radio 8h−1Mpc),

2) CDM abierto insesgado (ODM) con Ωm = 0.4, h = 0.5, b = 1 y σ8 = 1, y

3) (LDM) es un modelo CDM con Ωm = 0.4, h = 0.6, b = 1.3, σ8 = 1 y una

constante cosmológica λ = 0.6 (este modelo es plano y consistente con inflación,

quizás el más parecido al modelo estándar ΛCDM actual). La RVPF calculada

en espacio de redshift del modelo CDM1 se asemeja al modelo binomial, el ODM

al termodinámico al igual que la materia oscura en simulaciones (ver referencias

mencionadas arriba), lo cual es consistente dado que es el modelo insesgado, y

finalmente el modelo LDM presenta mayor dispersión entre las distintas lumino-

sidades ocupando un locus general entre el modelo binomial y termodinámico;

a grandes rasgos parece seguir el modelo termodinámico hasta N̄ ξ̄ ∼ 2–3. En el

espacio real no hay un patrón tan claro entre los distintos modelos cosmológicos.

3.3.5. Resumen y discusión

Una completa y correcta interpretación de la función de probabilidad de vaćıo,

dada su formulación y marco teórico, es complicada de llevar a cabo. En este

caṕıtulo apuntamos a reunir información básica necesaria de la literatura para

interpretar un estad́ıstico poco usual como es la VPF, y cómo esta se relaciona

con órdenes superiores de agrupamiento de galaxias. A continuación repasamos

algunos resultados importantes y las discusiones que ellos generan.

¿Es válida la noción de escalamiento jerárquico en la agrupación de

galaxias?

Tanto en la teoŕıa de perturbación como en el régimen altamente no lineal, la

idea de que la agrupación de orden superior surge de forma jerárquica a partir de

la función de correlación bipuntual aparece de forma natural (e.g. Peebles, 1980);
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esta “escala jerárquica” sucede a partir de la evolución debida a la inestabilidad

gravitacional de una distribución de fluctuaciones de densidad inicialmente gaus-

siana y tiene evidencia observacional (por ejemplo, Benoist et al. 1999, Bonometto

et al. 1993, Bouchet 1993, Fry et al. 1989, Gaztanaga et al. 1992, Maurogordato

y Lachieze-Rey 1987; ver Bernardeau et al. 2002 para una revisión).

El Ansatz de escalamiento jerárquico fue formalmente derivado asumiendo

“agrupamiento estable” y “autosimilaridad” (Bernardeau et al., 2002). La su-

posición de autosimilaridad es que no hay escalas de tiempo ni de longitud ca-

racteŕısticas en la evolución de la estructura en el universo. Esto requiere que

Ωm = 1 e implica que Sp ∼ ξp/ξ
p−1
2 es independiente de la escala. Por otro lado,

la agrupación estable afirma que, a pequeñas escalas, las regiones de alta densidad

se desacoplan de la expansión de Hubble y su tamaño f́ısico es estable, es decir,

no cambia con el tiempo (Peebles, 1980). Esto implica que el movimiento relati-

vo de las part́ıculas dentro de las estructuras ligadas gravitacionalmente debeŕıa

compensar en promedio la expansión de Hubble, y en relación a las funciones de

correlación de órdenes superiores implica que los coeficientes Sp son independien-

tes del tiempo. Estas suposiciones, aunque simplistas, han sido útiles a la hora

de comprender el comportamiento de las correlaciones a pequeña escala. Por lo

tanto, es de esperar que el Ansatz de escalamiento jerárquico tenga validez sólo

en los reǵımenes en los que estas aproximaciones tienen una validez razonable.

En el régimen lineal, la teoŕıa de perturbaciones parece validar el escalamien-

to jerárquico y se ha presentado evidencia observacional consistente con este

fenómeno en relevamientos de redshift (ver referencias citadas arriba), resultados

que repasaremos a continuación.

Un argumento que se ha utilizado para explicar el buen rendimiento de la je-

rarqúıa de escalamiento en numerosos trabajos es que las distorsiones del espacio

de redshift y el sesgo tienden a eliminar la dependencia de los coeficientes con la

escala (ver Fig. 3.11). En el espacio de redshift las galaxias aparentan tener un

agrupamiento mayor debido a los movimientos coherentes de las galaxias al caer

hacia el centro de cúmulos, lo cual a su vez aumenta el tamaño de los vaćıos. Esto

implicaŕıa que, a una dada escala, sea más probable encontrar vaćıos en espacio

de redshift que en el real, y por lo tanto, encontrar un incremento en los valores de

Sp (ver Ec. 3.12 o Ec. 3.14). Por otra parte, a escalas pequeñas el crecimiento no

lineal se suprime en el espacio de redshift debido a la dispersión de la velocidad en

cúmulos, y por lo tanto la asimetŕıa y los momentos de orden superior no crecen
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Figura 3.11: Los parámetros Sp para p = 3, 4, 5 (de abajo hacia arriba) en espacio
de redshift para ΛCDM con σ8 = 0.9 como función de R. Los cuadrados denotan
medidas en simulaciones de N–cuerpos en espacio real, mientras que los triángulos
corresponden a valores en espacio de redshift, asumiendo la aproximación plano–
paralelo. Figura extráıda de Bernardeau et al. (2002).

tanto como se esperaŕıa a medida que se sondean escalas más pequeñas (Bonomet-

to et al., 1993, Lahav et al., 1993, Matsubara y Suto, 1994, Scherrer y Gaztanaga,

2001, Suto y Matsubara, 1994). La Fig. 3.11, reproducida de Bernardeau et al.

(2002), muestra un ejemplo de los parámetros de Sp en un modelo ΛCDM en el

espacio real (cuadrados) y en el espacio de redshift (triángulos). Se observa una

concordancia entre los dos espacios en las escalas más grandes, y una supresión de

los coeficientes en las escalas pequeñas para el caso del espacio de redshift, con lo

que aparenta ser independiente respecto de la escala. Esto está en acuerdo con los

resultados de Vogeley et al. (1994) repasados en la subsección anterior, y con las

conclusiones de Lahav et al. (1993), que muestran que las distorsiones del espacio

de redshift hacen que los momentos de orden superior parezcan casi constantes

con la escala. Sin embargo, Croton et al. (2004b) argumentan que los valores de

Sp que miden Baugh et al. (2004) y Croton et al. (2004a) no parecen coincidir con

las expectativas ni de los modelos de materia oscura ni de los relevamientos de

galaxias simuladas (ambos en el espacio de redshift). De todas maneras, dada la

información presentada, es claro que encontrar evidencia a favor del escalamiento

jerárquico en el espacio de redshift no implica que haya escalamiento jerárquico

en el espacio real.
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Modelo binomial negativo: ¿validez universal o coincidencia?

A la luz de la información presentada en este caṕıtulo cabe preguntarse cuáles

son los motivos del aparente éxito del modelo jerárquico binomial negativo para

representar la distribución de galaxias en el espacio de redshift.

Croton et al. (2004b) no reportan ninguna explicación f́ısica para el buen rendi-

miento del modelo binomial negativo, más allá de algunas derivaciones heuŕısticas

(véase la Sec. 3.3.3 y sus referencias). Simplemente señalan que los coeficientes de

este modelo tienen valores cercanos a los medidos en el 2dFGRS por Baugh et al.

(2004). Por ejemplo, el valor de la asimetŕıa para el modelo binomial negativo es

S3 = 2, mientras que la medición directa para el 2dFGRS es S3 = 1.86−2.03. A su

vez, el modelo termodinámico o la distribución lognormal tienen valores mayores

para la asimetŕıa (S3 ≃ 3). Baugh et al. (2004) encuentran una tendencia similar

para los coeficientes de orden superior S4, S5 y S6. En este sentido, simplemente

señalan que si estos coeficientes coinciden con los predichos por un determinado

modelo de escalamiento jerárquico, entonces cabŕıa esperar que sus RVPF fueran

similares.

Luego de concluir que el modelo binomial negativo es el que mejor predice

la forma de la RVPF de muestras de galaxias definidas por luminosidad en el

2dFGRS, Croton et al. (2006) separa la muestra por su color y encuentran que,

mientras que las galaxias azules siguen la RVPF predicha por el modelo binomial

negativo, las galaxias rojas presentan desviaciones respecto del mismo. Además,

el desv́ıo parece ser mayor para las galaxias más débiles en luminosidad. Este

resultado está en aparente desacuerdo con interpretaciones previas del éxito del

modelo binomial negativo en las que se sugiere que el movimiento peculiar de las

galaxias es el agente principal en determinar la forma de la RVPF. Tinker et al.

(2008) llega a esta misma discrepancia entre las RVPF de galaxias azules y rojas

estudiando estad́ısticas de vaćıos en el contexto de otro método de análisis del

agrupamiento de galaxias: la Distribución de Ocupación de Halos (HOD, por sus

siglas en inglés; e.g., Jing 1998, Kauffmann et al. 1997, Peacock y Smith 2000).

Además, Tinker et al. (2008) encuentran que las funciones de ocupación que

producen funciones de correlación con grandes residuos de una ley de potencia

tienden a alejarse del modelo binomial negativo en el espacio χ vs N̄ ξ̄. La alta

fracción de galaxias satélites en la función de ocupación roja produce una fuerte

transición del régimen de uno a dos halos que exhiben las galaxias rojas. La

función de correlación para la muestra azul es muy cercana a una ley de potencia y,
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por tanto, está bien descrita por el modelo de distribución binomial negativo. Esta

tendencia también funciona en la dirección opuesta; los HODs que no enfatizan

los halos de alta masa se sitúan por debajo de la curva binomial negativa, lo que

indica que la binomial negativa no es universal, sino que depende de los detalles

de los halos ocupados por una clase determinada de galaxias.

Por último, se ha llegado a conclusiones similares para todo el tratamiento

de recuento de celdas. Hurtado-Gil et al. (2017) concluye que el modelo binomial

negativo es el mejor ajuste para la distribución de recuento de celdas, i.e. no

sólo para P0 sino también para PN con N ≥ 1, mientras que la distribución

lognormal (con algunas modificaciones) es una alternativa justificable para celdas

que abarquen grandes escalas.

Comentarios finales

Autores como por ejemplo Conroy et al. (2005) y Tinker et al. (2006) sos-

tienen que la VPF queda completamente determinada por la densidad numérica

de la muestra y la función de correlación bipuntual promediada en volumen, por

lo que no provee necesariamente más información que estas y debeŕıa ser usada

como estad́ıstica complementaria. Recordamos del comienzo de este caṕıtulo, sin

embargo, que la VPF es un caso particular de la distribución de recuentos en

celdas. Este es un enfoque estad́ıstico simple pero potente de caracterización de

la distribución de galaxias en el espacio, ya que contiene información estad́ıstica

acerca de vaćıos y regiones subdensas, cúmulos de diversos tamaños y formas, fi-

lamentos, acerca de la probabilidad de encontrar un número arbitrario de vecinos

alrededor de posiciones aleatorias, sobre conteos de galaxias en celdas posiciona-

das aleatoriamente con formas abritarias y tamaños aleatorios, y sobre la función

de correlación de galaxias de todos los órdenes (ver, e.g. Yang y Saslaw, 2011,

y sus referencias). Y a pesar de la gran información que este estad́ıstico contie-

ne acerca del agrupamiento de galaxias, no ha recibido tanta atención como los

estad́ısticos más comunes de agrupamiento tales como la función de correlación

bipuntual. La VPF por śı sola puede que sea insuficiente para describir de forma

completa la distribución de galaxias, pero es un estad́ıstico complementario que

forma parte de este enfoque de recuento de celdas que contiene un gran potencial.
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Caṕıtulo 4

Optimizando funciones de

correlación: catálogos tipo glass

Todos los estimadores requieren un conjunto de puntos que sigan la misma

función de selección del relevamiento que se está estudiando, es decir la proba-

bilidad dependiente de la posición de que un objeto esté incluido en la muestra,

pero no tienen ninguna agrupación intŕınseca. En el espacio de configuración, los

estimadores de ξ(s) cuantifican el exceso de probabilidad de encontrar un par de

galaxias en un determinado vector de separación s con respecto a dicha distribu-

ción de referencia, a menudo denominada como el “catálogo aleatorio” (Baxter

y Rozo, 2013, Davis y Peebles, 1983, Hamilton, 1993b, Landy y Szalay, 1993,

Peebles y Hauser, 1974, Vargas-Magaña et al., 2013). La covarianza y el sesgo de

estos estimadores dependen del tamaño del catálogo aleatorio, con una muestra

de mayor densidad resultando en determinaciones más precisas (Kerscher et al.,

2000). Por otro lado, el procesamiento de una muestra aleatoria grande puede ser

costoso desde el punto de vista computacional. Por lo tanto, la estimación de ξ(s)

suele estar sujeta a un compromiso entre la necesidad de un sesgo y una varianza

bajos, y mantener un costo computacional razonable.

Encontrar el equilibrio adecuado entre precisión y costo es especialmente im-

portante en la era de relevamientos galácticos de gran volumen, como el instru-

mento espectroscópico de enerǵıa oscura (DESI, DESI Collaboration et al., 2016),

y la misión espacial de la ESA Euclid (Laureijs et al., 2011). Este problema se ve

agravado por el hecho de que el análisis de los relevamientos de galaxias suele ir

acompañado de la medición de las mismas estad́ısticas de agrupamiento en miles

de catálogos simulados que reproducen las propiedades de la muestra real, cada
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uno de los cuales debeŕıa tener, idealmente, sus propios puntos aleatorios (de

Mattia y Ruhlmann-Kleider, 2019). La aplicación de la técnica de reconstrucción

de Zeldovich (Eisenstein et al., 2007, Padmanabhan et al., 2012) comúnmente

utilizada en los estudios de las oscilaciones acústicas de bariones (BAO, por sus

siglas en inglés) representa una complicación adicional, ya que en este caso las

estimaciones de ξ(s) requieren calcular los recuentos de pares en dos catálogos

aleatorios diferentes.

El estimador más utilizado de ξ(s) es el de Landy y Szalay (1993), en adelante

el estimador LS que consiste en contar el número de pares de datos en el catálogo

de galaxias observadas con algún vector de separación especificado s, aśı como

el número correspondiente de pares datos–aleatorios y aleatorio-aleatorio. Como

normalmente el catálogo aleatorio es significativamente mayor que la muestra

real el componente aleatorio-aleatorio del estimador domina el tiempo total de

cálculo. Se han propuesto varias estrategias para reducir el costo computacional de

la medición ξ(s), como dividir el catálogo aleatorio en submuestras más pequeñas

y promediar los de pares inferidos dentro de cada una de ellas Keihänen et al.

(2019). Sin embargo, incluso siguiendo este enfoque el costo computacional de

estimar ξ(s) complica el análisis de grandes muestras de galaxias.

Recientemente, Breton y de la Torre (2020) propuso un método para estimar

los términos de recuento de pares basado en expresiones anaĺıticas que no depende

del uso de un catálogo aleatorio. Este esquema asume que la función de selección

del relevamiento puede expresarse como el producto de una huella angular, que

se describe mediante mapas pixelados y una distribución radial, que se estima

a partir de los recuentos de galaxias. Para los relevamientos cuya función de

selección puede ser descrita de esta manera, los resultados obtenidos utilizando

este enfoque están en buen acuerdo con los inferidos a partir de los recuentos de

pares basados en un catálogo aleatorio. Sin embargo la extensión de este método a

las mediciones posteriores a la reconstrucción, donde el campo de desplazamiento

inferido a partir de los datos debe aplicarse también al catálogo aleatorio, podŕıa

no ser trivial.

Mientras que la varianza de la función de correlación está dominada por la

varianza cósmica, en este trabajo nos interesa reducir el error introducido por el

componente aleatorio de los estimadores de correlación. El impacto del catálogo

aleatorio en la varianza de la función de correlación se debe a sus fluctuaciones de

densidad intŕınsecas, que se caracterizan por el espectro de potencia P (k) = 1/n̄,
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donde n̄ representa la densidad numérica de los puntos. Aqúı evaluamos si los

puntos que siguen distribuciones alternativas a la de Poisson, cuyos espectros de

potencia exhiben una menor amplitud para el mismo tamaño de muestra, pueden

desempeñar el papel del catálogo aleatorio y conducir a una menor varianza en

las medidas de agrupación resultantes. Las distribuciones uniformes comúnmen-

te utilizadas para generar condiciones preiniciales en simulaciones de N-cuerpos

cubren el volumen de forma más homogénea que una distribución de Poisson, lo

que las convierte en un candidato natural para sustituir a los catálogos aleato-

rios estándar. Algunos ejemplos de estas distribuciones son un glass gravitacional

(White, 1996) y teselaciones Voronoi con capacidades restringidas (CCVT, por

sus siglas en inglés, Balzer et al., 2009, Liao, 2018). Como inconveniente, la ge-

neración de esas muestras puede implicar un alto costo computacional.

En este caṕıtulo, basada en el trabajo de Dávila-Kurbán et al. (2021), pro-

ponemos utilizar las distribuciones tipo glass obtenidas aplicando iterativamente

la misma técnica de reconstrucción utilizada en el contexto de las mediciones

de las BAO a un conjunto de puntos inicialmente aleatorios. El pequeño cos-

to computacional adicional que implica la construcción de dicha muestra se ve

compensado por la mejora significativa en la varianza de las estimaciones de la

función de correlación con respecto a los resultados obtenidos utilizando mues-

tras de Poisson del mismo tamaño. Esto implica también que el mismo nivel de

precisión en las mediciones de agrupación puede lograrse con muestras de refe-

rencia con densidades significativamente menores, reduciendo aśı el tiempo total

de cálculo.

4.1. Distribuciones puntuales homogéneas e isotrópi-

cas

En esta sección revisamos algunas propiedades relevantes de distribuciones

puntuales Poisson y otras distribuciones uniformes y discutimos los algoritmos

que se pueden utilizar para generarlas.

Una distribución de Poisson es una distribución estad́ısticamente homogénea

e isotrópica que se caracteriza por un espectro de potencia constante a través de

todos los números de onda, P (k) = 1/n̄, donde n̄ es la densidad del número de

puntos. El espectro de potencia determina la varianza normalizada del número

de puntos contenidos en esferas de radio R como (véase, por ejemplo, Gabrielli
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et al., 2002)

σ2(R) =
1

2π2

∫
P (k)W 2(kR)k2 dk, (4.1)

donde W (kR) es la transformada de Fourier de la función de ventana top-hat

W (y) = 3
sen (y) − y cos (y)

y3
. (4.2)

Para una distribución de Poisson, tenemos que σ2(R) ∝ R−3.

Es posible construir conjuntos de puntos en los cuales σ2(R) disminuye más

rápidamente con R que en el caso de Poisson. El decaimiento más rápido posible

de cualquier distribución es σ2(R) ∝ R−4 (Gabrielli et al., 2002). Las muestras

que se acercan a este comportamiento ĺımite se denominan a veces distribuciones

de ruido azul y se describen mediante un espectro de potencia que sigue una

ley de potencia P (k) ∝ k4, que es la potencia mı́nima en gran escala esperada

para un sistema estocástico discreto (Peebles, 1980). Estas muestras exhiben una

potencia significativamente menor que una distribución de Poisson para la misma

densidad de puntos.

Uno de los ejemplos que mencionamos de conjuntos de puntos con estas pro-

piedades son las distribuciones tipo glass comúnmente utilizadas para establecer

las condiciones preiniciales de las simulaciones de N-cuerpos (Baugh y Efstathiou,

1993, Hansen et al., 2007, Joyce et al., 2009, White, 1994). Estas distribuciones

se obtienen evolucionando un conjunto de part́ıculas inicialmente distribuidas al

azar bajo la acción de una fuerza gravitatoria “negativa” o repulsiva hasta llegar

a una configuración de cuasi-equilibrio. En la práctica, generar un glass gravita-

cional de alta calidad con un gran número de part́ıculas es una tarea compleja y

los requisitos computacionales asociados son similares a los de una simulación de

N-cuerpos.

Se puede obtener una distribución con caracteŕısticas similares mediante la

construcción de muestras CCVT (Balzer et al., 2009), definidas por la condición

de que todos los puntos estén situados en el centro geométrico de sus respectivas

celdas de Voronoi, y que todas las celdas tengan aproximadamente el mismo vo-

lumen. Estas distribuciones altamente uniformes e isotrópicas se han propuesto

recientemente como alternativa al glass gravitacional estándar como condiciones

pre–iniciales de las simulaciones de N-cuerpos (Liao, 2018). Se generan relajando

iterativamente un conjunto de puntos inicialmente aleatorio en una configuración
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b) Gravitational glassa) Random d) Zeldovich reconstructionc) CCVT
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Figura 4.1: Las rodajas que cubren el 10 por ciento de una caja cúbica con 163

puntos siguiendo una distribución de Poisson (panel a), un glass gravitacional
obtenido mediante gadget-2 (Springel, 2005) (panel b), un CCVT construido
utilizando el código de Liao (2018) (panel c), y una distribución tipo glass obte-
nida aplicando iterativamente reconstrucción de Zeldovich sobre un conjunto de
puntos inicialmente aleatorio.

que satisface las condiciones CCVT (Balzer et al., 2009), pero el costo compu-

tacional de este algoritmo se vuelve prohibitivo para un gran número de puntos.

La Fig. 4.1 muestra un corte que cubre el 10 por ciento del ancho de una caja

cúbica con 163 puntos siguiendo una distribución de Poisson (panel a), compara-

da con un glass gravitacional construido con gadget-2 (Springel, 2005) y una

distribución CCVT obtenida con el código de Liao (2018) con el mismo núme-

ro de puntos (paneles b y c, respectivamente). Las distribuciones glass y CCVT

cubren el volumen de forma más homogénea que la distribución Poisson, que

exhibe mayores fluctuaciones de densidad. Una descripción más cuantitativa de

las diferencias entre estas distribuciones puede verse en Fig. 4.2, que muestra los

espectros de potencia de las mismas muestras. Mientras que la muestra aleatoria

exhibe una potencia constante en todas las escalas, P (k) = 1/n̄, las distribuciones

glass y CCVT se acercan al espectro de potencia mı́nimo, P (k) ∝ k4, y pasan

al comportamiento poissoniano sólo para escalas más pequeñas que la separación

media entre part́ıculas, k ≈ 2πn̄1/3. La Fig. 4.3 muestra la varianza σ2(R) deri-

vada de estos espectros de potencia utilizando la Ec. 4.1. Mientras que para la

distribución de Poisson σ2(R) ∝ R−3, la varianza de las distribuciones de ruido

azul decae como σ2(R) ∝ R−4 para escalas mayores que la separación media entre

part́ıculas y se aproxima al comportamiento de la muestra aleatoria para escalas

menores.

Debido a su menor varianza, un glass gravitacional o un CCVT seŕıan buenos

candidatos para reemplazar a las muestras aleatorias estándar utilizadas en la

estimación de las estad́ısticas de agrupación. Sin embargo, generar estas distri-
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<latexit sha1_base64="vLR9Z5TVlPSvaemc8HZruoOsqBA=">AAAB9XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQUPRa86K2C/YA2ls120y7d7IbdiVpC/4cXD4p49b9489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJoIb9LxvZ2l5ZXVtvbBR3Nza3tkt7e03jEo1ZXWqhNKtkBgmuGR15ChYK9GMxKFgzXB4NfGbD0wbruQdjhIWxKQvecQpQSvdd5A9YVZT3Bglx91S2at4U7iLxM9JGXLUuqWvTk/RNGYSqSDGtH0vwSAjGjkVbFzspIYlhA5Jn7UtlSRmJsimV4/dY6v03EhpWxLdqfp7IiOxMaM4tJ0xwYGZ9ybif147xegyyLhMUmSSzhZFqXBRuZMI3B7XjKIYWUKo5vZWlw6IJhRtUEUbgj//8iJpnFb884p3e1au3uRxFOAQjuAEfLiAKlxDDepAQcMzvMKb8+i8OO/Ox6x1yclnDuAPnM8fWQKTFQ==</latexit>

Poisson
<latexit sha1_base64="CJjoq0J81fsZMhKng/yp9AeR3gk=">AAAB83icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPBi94q2FpoQtlst+3SzSbsTsQS+je8eFDEq3/Gm//GTZuDtj4YeLw3szvzwkQKg6777ZRWVtfWN8qbla3tnd296v5B28SpZrzFYhnrTkgNl0LxFgqUvJNoTqNQ8odwfJ37D49cGxGre5wkPIjoUImBYBSt5PvInzAbSmrMtFetuXV3BrJMvILUoECzV/3y+zFLI66Q5S90PTfBIKMaBZN8WvFTwxPKxnTIu5YqGnETZLOdp+TEKn0yiLUthWSm/p7IaGTMJAptZ0RxZBa9XPzP66Y4uAoyoZIUuWLzjwapJBiTPADSF5ozlBNLKNPC7krYiGrK0MZUsSF4iycvk/ZZ3buou3fntcZtEUcZjuAYTsGDS2jADTShBQwSeIZXeHNS58V5dz7mrSWnmDmEP3A+fwDH2ZIw</latexit>

glass
<latexit sha1_base64="Xp2tfQtpJIDzl/cJJrbRNITk5zo=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSSi6LHQi94qtLXQhrLZbtqlm92wOxFL6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzwkRwg5737RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR26hUU9aiSijdCYlhgkvWQo6CdRLNSBwK9hCO6zP/4ZFpw5Vs4iRhQUyGkkecErRSt4fsCbN6vd2c9ssVr+rN4a4SPycVyNHol796A0XTmEmkghjT9b0Eg4xo5FSwaamXGpYQOiZD1rVUkpiZIJufPHXPrDJwI6VtSXTn6u+JjMTGTOLQdsYER2bZm4n/ed0Uo5sg4zJJkUm6WBSlwkXlzv53B1wzimJiCaGa21tdOiKaULQplWwI/vLLq6R9UfWvqt79ZaV2l8dRhBM4hXPw4RpqcAsNaAEFBc/wCm8OOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QM6NJE8</latexit>

CCVT
<latexit sha1_base64="F4KYMoxOlCdXILUI2f35Oilrdhs=">AAACAXicbVBNS8NAEJ3Ur1q/ol4EL4tFqJeSiKIXoeBFbxXsBzSlbLabdulmE3Y3Qgnx4l/x4kERr/4Lb/4bt20O2vpg4PHeDDPz/JgzpR3n2yosLa+srhXXSxubW9s79u5eU0WJJLRBIh7Jto8V5UzQhmaa03YsKQ59Tlv+6Hritx6oVCwS93oc026IB4IFjGBtpJ59UK+MTtAV8gKJSepmqedjmYos69llp+pMgRaJm5My5Kj37C+vH5EkpEITjpXquE6suymWmhFOs5KXKBpjMsID2jFU4JCqbjr9IEPHRumjIJKmhEZT9fdEikOlxqFvOkOsh2rem4j/eZ1EB5fdlIk40VSQ2aIg4UhHaBIH6jNJieZjQzCRzNyKyBCbLLQJrWRCcOdfXiTN06p7XnXuzsq12zyOIhzCEVTAhQuowQ3UoQEEHuEZXuHNerJerHfrY9ZasPKZffgD6/MHXY6WPw==</latexit>

P (k) =
1

n̄
<latexit sha1_base64="u6ADFT63dWvCvjhhRV8MgZFkWwM=">AAAB+XicbVBNSwMxEJ31s9avVY9egkWol7IrFT0WvOitgv2Adi3ZNNuGZpMlyRbK0n/ixYMiXv0n3vw3pu0etPXBwOO9GWbmhQln2njet7O2vrG5tV3YKe7u7R8cukfHTS1TRWiDSC5VO8SaciZowzDDaTtRFMchp61wdDvzW2OqNJPi0UwSGsR4IFjECDZW6rluvTy6QN1EycRINHqq9tySV/HmQKvEz0kJctR77le3L0kaU2EIx1p3fC8xQYaVYYTTabGbappgMsID2rFU4JjqIJtfPkXnVumjSCpbwqC5+nsiw7HWkzi0nTE2Q73szcT/vE5qopsgYyJJDRVksShKObJPzmJAfaYoMXxiCSaK2VsRGWKFibFhFW0I/vLLq6R5WfGvKt5DtVS7z+MowCmcQRl8uIYa3EEdGkBgDM/wCm9O5rw4787HonXNyWdO4A+czx/+8pKf</latexit>

P (k) / k4

<latexit sha1_base64="oAgAgQSjH1IUxK7w4jYJGdRLF2g=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Yj16WSxCvZREFD0WvOitgv2AJpTNdtMu3WzC7kYsIX/FiwdFvPpHvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLOlHacb6u0tr6xuVXeruzs7u0f2IfVjopTSWibxDyWvQArypmgbc00p71EUhwFnHaDyc3M7z5SqVgsHvQ0oX6ER4KFjGBtpIFdbdUnZ55mEVXIC7DMRD6wa07DmQOtErcgNSjQGthf3jAmaUSFJhwr1XedRPsZlpoRTvOKlyqaYDLBI9o3VGCzzM/mt+fo1ChDFMbSlNBorv6eyHCk1DQKTGeE9VgtezPxP6+f6vDaz5hIUk0FWSwKU450jGZBoCGTlGg+NQQTycytiIyxxESbuComBHf55VXSOW+4lw3n/qLWvCviKMMxnEAdXLiCJtxCC9pA4Ame4RXerNx6sd6tj0VrySpmjuAPrM8fYFyUCw==</latexit> P
(k

)
⇥

n̄

<latexit sha1_base64="qlkMOo5gZ025EhMt4WXgIrHl4wM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0WPBi94qWltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG8/7dkorq2vrG+XNytb2zu5edf/gUSeZYthkiUhUO6QaBZfYNNwIbKcKaRwKbIWj66nfekKleSIfzDjFIKYDySPOqLHSvef6vWrNc70ZyDLxC1KDAo1e9avbT1gWozRMUK07vpeaIKfKcCZwUulmGlPKRnSAHUsljVEH+ezUCTmxSp9EibIlDZmpvydyGms9jkPbGVMz1IveVPzP62QmugpyLtPMoGTzRVEmiEnI9G/S5wqZEWNLKFPc3krYkCrKjE2nYkPwF19eJo9nrn/henfntfptEUcZjuAYTsGHS6jDDTSgCQwG8Ayv8OYI58V5dz7mrSWnmDmEP3A+fwBW6Y0y</latexit>

0.1
<latexit sha1_base64="4Dkj7DEKAGDwOkYqWR9eWFr9SvQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPBi95asB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj25nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSw+uXK27VnYOsEi8nFchR75e/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasIbP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSuqh6V1W3cVmp3edxFOEETuEcPLiGGtxBHZrAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MHfgqMwA==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="sxTRnDcp+L+jmbCZhRz4HAQYgLU=">AAAB63icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KllR9FjworcK9gPatWTTbBuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXJoIbi/G3t7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bJk41ZU0ai1h3QmKY4Io1LbeCdRLNiAwFa4fjm9xvPzFteKwe7CRhgSRDxSNOic0lHz/6/UoV1/AMaJn4BalCgUa/8tUbxDSVTFkqiDFdHyc2yIi2nAo2LfdSwxJCx2TIuo4qIpkJstmtU3TqlAGKYu1KWTRTf09kRBozkaHrlMSOzKKXi/953dRG10HGVZJapuh8UZQKZGOUP44GXDNqxcQRQjV3tyI6IppQ6+IpuxD8xZeXSeu85l/W8P1FtX5XxFGCYziBM/DhCupwCw1oAoURPMMrvHnSe/HevY9564pXzBzBH3ifPw+njZ0=</latexit>

101

<latexit sha1_base64="B2GbaEEqZsF76XehE8ikkdyTcc0=">AAAB63icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KllR9FjworcK9gPatWTTbBuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXJoIbi/G3t7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bJk41ZU0ai1h3QmKY4Io1LbeCdRLNiAwFa4fjm9xvPzFteKwe7CRhgSRDxSNOic0lHz/ifqWKa3gGtEz8glShQKNf+eoNYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnupYQmhYzJkXUcVkcwE2ezWKTp1ygBFsXalLJqpvycyIo2ZyNB1SmJHZtHLxf+8bmqj6yDjKkktU3S+KEoFsjHKH0cDrhm1YuIIoZq7WxEdEU2odfGUXQj+4svLpHVe8y9r+P6iWr8r4ijBMZzAGfhwBXW4hQY0gcIInuEV3jzpvXjv3se8dcUrZo7gD7zPHw4jjZw=</latexit>

100

<latexit sha1_base64="3xG91AWxWSnB8vRizoBtJhZ80z4=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURRY8FL3qrYD+gjWWz3bRLN5uwOxFK6I/w4kERr/4eb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RRWVtfWN4qbpa3tnd298v5B08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwupn6rSeujYjVA44T7kd0oEQoGEUrtTz3MTvzJr1yxa26M5Bl4uWkAjnqvfJXtx+zNOIKmaTGdDw3QT+jGgWTfFLqpoYnlI3ogHcsVTTixs9m507IiVX6JIy1LYVkpv6eyGhkzDgKbGdEcWgWvan4n9dJMbz2M6GSFLli80VhKgnGZPo76QvNGcqxJZRpYW8lbEg1ZWgTKtkQvMWXl0nzvOpdVt37i0rtLo+jCEdwDKfgwRXU4Bbq0AAGI3iGV3hzEufFeXc+5q0FJ585hD9wPn8APtaO4A==</latexit>

10�1

<latexit sha1_base64="c57M0L153hBVqWhzNjGstCLLDUA=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRF0WPBi94q2A9oY9lsN+3SzSbsToQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+Oyura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwaeJUM95gsYx1O6CGS6F4AwVK3k40p1EgeSsY3Uz91hPXRsTqAccJ9yM6UCIUjKKVWp77mJ1XJ71S2a24M5Bl4uWkDDnqvdJXtx+zNOIKmaTGdDw3QT+jGgWTfFLspoYnlI3ogHcsVTTixs9m507IqVX6JIy1LYVkpv6eyGhkzDgKbGdEcWgWvan4n9dJMbz2M6GSFLli80VhKgnGZPo76QvNGcqxJZRpYW8lbEg1ZWgTKtoQvMWXl0mzWvEuK+79Rbl2l8dRgGM4gTPw4ApqcAt1aACDETzDK7w5ifPivDsf89YVJ585gj9wPn8AQFuO4Q==</latexit>

10�2

<latexit sha1_base64="D/4CntSRyTU5IEKkTHgOCo3U2tY=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHZ9oMeAF71FMA9I1jA7mU2GzM4uM71CWPIRXjwo4tXv8ebfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+w8SpZrzOYhnrVkANl0LxOgqUvJVoTqNA8mYwvJn4zSeujYjVA44S7ke0r0QoGEUrNT33MTs9H3dLZbfiTkEWiZeTMuSodUtfnV7M0ogrZJIa0/bcBP2MahRM8nGxkxqeUDakfd62VNGIGz+bnjsmx1bpkTDWthSSqfp7IqORMaMosJ0RxYGZ9ybif147xfDaz4RKUuSKzRaFqSQYk8nvpCc0ZyhHllCmhb2VsAHVlKFNqGhD8OZfXiSNs4p3WXHvL8rVuzyOAhzCEZyAB1dQhVuoQR0YDOEZXuHNSZwX5935mLUuOfnMAfyB8/kDQeCO4g==</latexit>

10�3

<latexit sha1_base64="RIVXxZhZfePkvivqNDau23u4bt8=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRS0WPBi94q2A9oY9lsJ+3SzSbsboQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm6nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLFSy3Mfs/PqpFcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRigNE1Trjucmxs+oMpwJnBS7qcaEshEdYMdSSSPUfjY7d0JOrdInYaxsSUNm6u+JjEZaj6PAdkbUDPWiNxX/8zqpCa/9jMskNSjZfFGYCmJiMv2d9LlCZsTYEsoUt7cSNqSKMmMTKtoQvMWXl0nzouJdVtz7arl2l8dRgGM4gTPw4ApqcAt1aACDETzDK7w5ifPivDsf89YVJ585gj9wPn8AQ2WO4w==</latexit>

10�4

<latexit sha1_base64="xEEquMhJrGLtlqPW7EHiBq8eDLA=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRi0WPBi94q2A9oY9lsJ+3SzSbsboQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm6nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLFSy3Mfs/PqpFcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRigNE1Trjucmxs+oMpwJnBS7qcaEshEdYMdSSSPUfjY7d0JOrdInYaxsSUNm6u+JjEZaj6PAdkbUDPWiNxX/8zqpCa/9jMskNSjZfFGYCmJiMv2d9LlCZsTYEsoUt7cSNqSKMmMTKtoQvMWXl0nzouJVK+79Zbl2l8dRgGM4gTPw4ApqcAt1aACDETzDK7w5ifPivDsf89YVJ585gj9wPn8AROqO5A==</latexit>

10�5

<latexit sha1_base64="l0NdCiDuTknKpbGPRVFssJqkz+c=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHbF1zHgRW8RzAOSNcxOZpMhs7PLTK8QlnyEFw+KePV7vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXkEhh0HW/naXlldW19cJGcXNre2e3tLffMHGqGa+zWMa6FVDDpVC8jgIlbyWa0yiQvBkMbyZ+84lrI2L1gKOE+xHtKxEKRtFKTc99zE4vx91S2a24U5BF4uWkDDlq3dJXpxezNOIKmaTGtD03QT+jGgWTfFzspIYnlA1pn7ctVTTixs+m547JsVV6JIy1LYVkqv6eyGhkzCgKbGdEcWDmvYn4n9dOMbz2M6GSFLlis0VhKgnGZPI76QnNGcqRJZRpYW8lbEA1ZWgTKtoQvPmXF0njrOJdVNz783L1Lo+jAIdwBCfgwRVU4RZqUAcGQ3iGV3hzEufFeXc+Zq1LTj5zAH/gfP4ARm+O5Q==</latexit>

10�6

<latexit sha1_base64="Jloe8Gat3STH6M6U4fpRj/HRTqI=">AAACCXicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAh10yZV1GXBje4q2Ac0sUymk3boZBJmboQSsnXjr7hxoYhb/8Cdf+P0sdDWAxcO59zLvff4seAabPvbWlpeWV1bz23kN7e2d3YLe/tNHSWKsgaNRKTaPtFMcMkawEGwdqwYCX3BWv7wauy3HpjSPJJ3MIqZF5K+5AGnBIzULeBhxRUsgFLVjbnrE5XK7D51KqeZq3h/ACfdQtEu2xPgReLMSBHNUO8WvtxeRJOQSaCCaN1x7Bi8lCjgVLAs7yaaxYQOSZ91DJUkZNpLJ59k+NgoPRxEypQEPFF/T6Qk1HoU+qYzJDDQ895Y/M/rJBBceimXcQJM0umiIBEYIjyOBfe4YhTEyBBCFTe3YjogilAw4eVNCM78y4ukWS075+Xq7VmxdjOLI4cO0REqIQddoBq6RnXUQBQ9omf0it6sJ+vFerc+pq1L1mzmAP2B9fkDmpiZrA==</latexit>

k/
⇣
2⇡n̄1/3

⌘

Figura 4.2: Espectro de potencia de las distribuciones de Poisson (sólido), glass
(punteado), y CCVT (punteado largo) que se muestran en la Fig. 4.1. Todos los
espectros de potencia han sido reescalados por la densidad media de la muestra,
n̄, y los números de onda por el equivalente en el espacio de Fourier de la de
Fourier de la separación media entre part́ıculas, 2π/n̄−1/3. La muestra de Poisson
exhibe una potencia aproximadamente constante en todas las escalas P (k) =
1/n̄ (punteada). Las distribuciones glass y CCVT siguen la relación P (k) ∝ k4

esperada para distribuciones de ruido azul (punteado).
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<latexit sha1_base64="vLR9Z5TVlPSvaemc8HZruoOsqBA=">AAAB9XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXYBE8lUQUPRa86K2C/YA2ls120y7d7IbdiVpC/4cXD4p49b9489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJoIb9LxvZ2l5ZXVtvbBR3Nza3tkt7e03jEo1ZXWqhNKtkBgmuGR15ChYK9GMxKFgzXB4NfGbD0wbruQdjhIWxKQvecQpQSvdd5A9YVZT3Bglx91S2at4U7iLxM9JGXLUuqWvTk/RNGYSqSDGtH0vwSAjGjkVbFzspIYlhA5Jn7UtlSRmJsimV4/dY6v03EhpWxLdqfp7IiOxMaM4tJ0xwYGZ9ybif147xegyyLhMUmSSzhZFqXBRuZMI3B7XjKIYWUKo5vZWlw6IJhRtUEUbgj//8iJpnFb884p3e1au3uRxFOAQjuAEfLiAKlxDDepAQcMzvMKb8+i8OO/Ox6x1yclnDuAPnM8fWQKTFQ==</latexit>

Poisson
<latexit sha1_base64="CJjoq0J81fsZMhKng/yp9AeR3gk=">AAAB83icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPBi94q2FpoQtlst+3SzSbsTsQS+je8eFDEq3/Gm//GTZuDtj4YeLw3szvzwkQKg6777ZRWVtfWN8qbla3tnd296v5B28SpZrzFYhnrTkgNl0LxFgqUvJNoTqNQ8odwfJ37D49cGxGre5wkPIjoUImBYBSt5PvInzAbSmrMtFetuXV3BrJMvILUoECzV/3y+zFLI66Q5S90PTfBIKMaBZN8WvFTwxPKxnTIu5YqGnETZLOdp+TEKn0yiLUthWSm/p7IaGTMJAptZ0RxZBa9XPzP66Y4uAoyoZIUuWLzjwapJBiTPADSF5ozlBNLKNPC7krYiGrK0MZUsSF4iycvk/ZZ3buou3fntcZtEUcZjuAYTsGDS2jADTShBQwSeIZXeHNS58V5dz7mrSWnmDmEP3A+fwDH2ZIw</latexit>

glass
<latexit sha1_base64="Xp2tfQtpJIDzl/cJJrbRNITk5zo=">AAAB8nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69BIvgqSSi6LHQi94qtLXQhrLZbtqlm92wOxFL6M/w4kERr/4ab/4bt20O2vpg4PHeDDPzwkRwg5737RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFR26hUU9aiSijdCYlhgkvWQo6CdRLNSBwK9hCO6zP/4ZFpw5Vs4iRhQUyGkkecErRSt4fsCbN6vd2c9ssVr+rN4a4SPycVyNHol796A0XTmEmkghjT9b0Eg4xo5FSwaamXGpYQOiZD1rVUkpiZIJufPHXPrDJwI6VtSXTn6u+JjMTGTOLQdsYER2bZm4n/ed0Uo5sg4zJJkUm6WBSlwkXlzv53B1wzimJiCaGa21tdOiKaULQplWwI/vLLq6R9UfWvqt79ZaV2l8dRhBM4hXPw4RpqcAsNaAEFBc/wCm8OOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QM6NJE8</latexit>
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0.1

Figura 4.3: Varianza normalizada del número de puntos contenidos en esferas de
radio R correspondientes a las distribuciones mostradas en la Fig. 4.1, derivada
de sus espectros de potencia espectros de potencia utilizando la Ec. 4.1. Mientras
que para la muestra de Poisson σ2(R) ∝ R−3 en todas las escalas, para las distri-
buciones de ruido azul la varianza decae como σ2(R) ∝ R−4 para escalas mayores
que la separación media entre part́ıculas y se convierte en el comportamiento de
la muestra aleatoria para escalas más pequeñas.
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buciones con el número de puntos necesarios para esta tarea seŕıa costoso tanto

en tiempo como en recursos informáticos. Aunque las condiciones pre–iniciales de

las simulaciones de N–cuerpos se construyen a menudo mediante mosaicos de pe-

queñas distribuciones periódicas de tipo glass para reducir su costo informático,

la periodicidad resultante de la distribución podŕıa tener efectos no deseados en

la estimación de los recuentos de pares. Como veremos en la Sección 4.2, es po-

sible construir grandes conjuntos de puntos con propiedades similares siguiendo

un procedimiento mucho más sencillo.

4.2. Reconstrucción de Zeldovich

La teoŕıa de perturbación lagrangiana ofrece una descripción precisa de la

dinámica gravitacional para pequeñas fluctuaciones de densidad. En esta sección,

mostramos que también puede utilizarse como alternativa a un cálculo completo

de fuerzas de un sistema de N-cuerpos para evolucionar una muestra de puntos

inicialmente aleatoria hacia un estado similar al de catálogos glass bajo fuerzas

gravitacionales repulsivas con un costo computacional significativamente menor.

La cantidad clave en la teoŕıa de perturbación lagrangiana es el campo de des-

plazamiento Ψ(q, t), que mapea la posición inicial (lagrangiana) de un elemento

de fluido, q, a su contraparte euleriana en un momento dado, x(q, t), como

x(q, t) = q + Ψ(q, t)1 . (4.3)

Se puede encontrar una solución para el campo de desplazamiento imponiendo

conservación de la masa entre los sistemas de coordenadas lagrangiano y euleriano,

es decir

ρ̄d3q = ρ(x, t)d3x, (4.4)

donde ρ̄ es la densidad media y ρ(x, t) = ρ̄ (1 + δ (x, t)) representa la densidad

euleriana en la posición x y el tiempo t. Aśı, manteniendo sólo los términos a

nivel lineal, el campo de desplazamiento está relacionado con las fluctuaciones de

densidad en el espacio euleriano por

∇q ·Ψ(1)(q, t) = −δ(1)(x, t). (4.5)

1Esta ecuación es equivalente a la Ec. 1.49.
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El sub́ındice (1) indica que se trata de términos de primer orden. Suponiendo

que Ψ es un campo vectorial irrotacional, la solución de esta ecuación se puede

escribir en el espacio de Fourier como

Ψ(1)(k) = −ik

k2
δ(1)(k, t). (4.6)

Esta es la solución para el campo de desplazamiento en la teoŕıa de pertur-

bación lagrangiana de primer orden y corresponde a la aproximación estándar de

Zeldovich (Zel’dovich, 1970).

La Ec. 4.6 puede generalizarse para tener en cuenta las distorsiones lineales

del espacio de redshift y el sesgo de las galaxias y es la base de la técnica de

reconstrucción de Zeldovich que se aplica comúnmente al análisis de galaxias

para mejorar la detección de las BAO (Burden et al., 2015, Eisenstein et al.,

2007, Padmanabhan et al., 2012). La aplicación del campo de desplazamiento de

la Ec. 4.6 con el signo contrario puede deshacer parcialmente los efectos de la

evolución gravitatoria no lineal. El mismo principio básico puede aplicarse a un

conjunto de puntos aleatorios para suavizar sus fluctuaciones de densidad en gran

escala.

La Fig. 4.4 muestra cómo la aplicación iterativa de la reconstrucción de Zel-

dovich modifica el espectro de potencia del mismo conjunto de puntos aleatorios

mostrados en el panel a) de la Fig. 4.1. Adaptamos el código de reconstrucción

disponible públicamente de Bautista et al. (2018)2, que se basa en el algoritmo

del espacio de Fourier de Burden et al. (2015). Utilizamos una transformada de

Fourier rápida con una resolución de malla tal que el tamaño de la celda viene

dado por una cuarta parte de la separación media entre part́ıculas. A continua-

ción, estimamos las densidades utilizando un kernel gaussiano con una escala de

suavizado de dos veces el tamaño de la celda. Partiendo de un valor constante

en todas las escalas, la amplitud de P (k) disminuye hacia el comportamiento de-

seado del ruido azul, convergiendo en la potencia mı́nima P (k) ∝ k4 para escalas

mayores que la separación media entre part́ıculas. La curva roja discontinua y

punteada en la Fig. 4.3 muestra la varianza normalizada σ2(R) correspondiente

a la distribución de puntos obtenida tras 50 iteraciones, que decae con la mayor

pendiente posible, σ2(R) ∝ R−4, para escalas mayores que la separación media

entre part́ıculas. El panel d) de la Fig. 4.1 muestra un corte de esta distribución

final de puntos. Los puntos cubren el volumen de la caja de forma mucho más

2github.com/julianbautista/eboss_clustering
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uniforme que en el caso Poisson. El procedimiento de aplicar la Ec. 4.6 a una dis-

tribución de puntos de Poisson es significativamente más simple y menos costoso

computacionalmente, que generar un glass con un código completo de N–cuerpos

o construir una distribución CCVT. Este procedimiento también puede aplicarse

a grandes muestras de puntos.

4.3. Modificación del estimador de Landy-Szalay

El estimador más utilizado de la función de correlación bipuntual es el de

Landy y Szalay (1993), presentado en la Sec. 3.1 con la Ec. 3.4. Aqúı lo rees-

cribimos en términos del vector distancia s en el espacio de redshift, y haciendo

impĺıcitas las normalizaciones, como

ξLS(s) =
DD(s) − 2DR(s) + RR(s)

RR(s)
, (4.7)

donde tenemos, análogamente a la Ec. 3.4, recuentos de pares de datos (DD(s))

y de posiciones aleatorias (RR(s)), y de pares formados por un elemento del

conjunto de datos y uno del catálogo de posiciones aleatorias (DR(s)) para un

vector de separación s en el espacio de redshift, normalizado al número total de

pares en cada caso.

El estimador LS de la Ec. 4.7 proporciona la varianza mı́nima cuando |ξ| ≪ 1

y es insesgado en el ĺımite de un número infinito de puntos aleatorios, Nr → ∞.

La práctica estándar para lograr una alta precisión en las mediciones de ξ(s)

es utilizar un número de puntos aleatorios, Nr, mucho mayor que el tamaño del

catálogo de datos real, Nd, a menudo caracterizado en términos de la relación

α ≡ Nr/Nd. Sin embargo, hay que tener en cuenta que la cantidad más relevante

para controlar el sesgo y la varianza del estimador LS es la densidad numérica

del catálogo aleatorio y no el valor de α.

Un mayor Nr implica un aumento del número de recuentos de pares y, por

tanto, del costo computacional total. Como se discute en Keihänen et al. (2019),

mientras que la estimación de la RR(s) domina el tiempo total de cálculo, el error

del estimador está dominado por el término DR(s). Como forma de acelerar la

estimación de ξ(s) sin que disminuya su precisión, Keihänen et al. (2019) propuso

dividir el conjunto total de puntos aleatorios en Ms submuestras y aproximar el

total RR(s) por el promedio de los recuentos aleatorios normalizados inferidos
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Poisson

<latexit sha1_base64="F4KYMoxOlCdXILUI2f35Oilrdhs=">AAACAXicbVBNS8NAEJ3Ur1q/ol4EL4tFqJeSiKIXoeBFbxXsBzSlbLabdulmE3Y3Qgnx4l/x4kERr/4Lb/4bt20O2vpg4PHeDDPz/JgzpR3n2yosLa+srhXXSxubW9s79u5eU0WJJLRBIh7Jto8V5UzQhmaa03YsKQ59Tlv+6Hritx6oVCwS93oc026IB4IFjGBtpJ59UK+MTtAV8gKJSepmqedjmYos69llp+pMgRaJm5My5Kj37C+vH5EkpEITjpXquE6suymWmhFOs5KXKBpjMsID2jFU4JCqbjr9IEPHRumjIJKmhEZT9fdEikOlxqFvOkOsh2rem4j/eZ1EB5fdlIk40VSQ2aIg4UhHaBIH6jNJieZjQzCRzNyKyBCbLLQJrWRCcOdfXiTN06p7XnXuzsq12zyOIhzCEVTAhQuowQ3UoQEEHuEZXuHNerJerHfrY9ZasPKZffgD6/MHXY6WPw==</latexit>

P (k) =
1

n̄
<latexit sha1_base64="u6ADFT63dWvCvjhhRV8MgZFkWwM=">AAAB+XicbVBNSwMxEJ31s9avVY9egkWol7IrFT0WvOitgv2Adi3ZNNuGZpMlyRbK0n/ixYMiXv0n3vw3pu0etPXBwOO9GWbmhQln2njet7O2vrG5tV3YKe7u7R8cukfHTS1TRWiDSC5VO8SaciZowzDDaTtRFMchp61wdDvzW2OqNJPi0UwSGsR4IFjECDZW6rluvTy6QN1EycRINHqq9tySV/HmQKvEz0kJctR77le3L0kaU2EIx1p3fC8xQYaVYYTTabGbappgMsID2rFU4JjqIJtfPkXnVumjSCpbwqC5+nsiw7HWkzi0nTE2Q73szcT/vE5qopsgYyJJDRVksShKObJPzmJAfaYoMXxiCSaK2VsRGWKFibFhFW0I/vLLq6R5WfGvKt5DtVS7z+MowCmcQRl8uIYa3EEdGkBgDM/wCm9O5rw4787HonXNyWdO4A+czx/+8pKf</latexit>

P (k) / k4

<latexit sha1_base64="oAgAgQSjH1IUxK7w4jYJGdRLF2g=">AAAB+3icbVBNS8NAEJ3Ur1q/Yj16WSxCvZREFD0WvOitgv2AJpTNdtMu3WzC7kYsIX/FiwdFvPpHvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLOlHacb6u0tr6xuVXeruzs7u0f2IfVjopTSWibxDyWvQArypmgbc00p71EUhwFnHaDyc3M7z5SqVgsHvQ0oX6ER4KFjGBtpIFdbdUnZ55mEVXIC7DMRD6wa07DmQOtErcgNSjQGthf3jAmaUSFJhwr1XedRPsZlpoRTvOKlyqaYDLBI9o3VGCzzM/mt+fo1ChDFMbSlNBorv6eyHCk1DQKTGeE9VgtezPxP6+f6vDaz5hIUk0FWSwKU450jGZBoCGTlGg+NQQTycytiIyxxESbuComBHf55VXSOW+4lw3n/qLWvCviKMMxnEAdXLiCJtxCC9pA4Ame4RXerNx6sd6tj0VrySpmjuAPrM8fYFyUCw==</latexit> P
(k

)
⇥

n̄

<latexit sha1_base64="qlkMOo5gZ025EhMt4WXgIrHl4wM=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0WPBi94qWltoQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8MBVcG8/7dkorq2vrG+XNytb2zu5edf/gUSeZYthkiUhUO6QaBZfYNNwIbKcKaRwKbIWj66nfekKleSIfzDjFIKYDySPOqLHSvef6vWrNc70ZyDLxC1KDAo1e9avbT1gWozRMUK07vpeaIKfKcCZwUulmGlPKRnSAHUsljVEH+ezUCTmxSp9EibIlDZmpvydyGms9jkPbGVMz1IveVPzP62QmugpyLtPMoGTzRVEmiEnI9G/S5wqZEWNLKFPc3krYkCrKjE2nYkPwF19eJo9nrn/henfntfptEUcZjuAYTsGHS6jDDTSgCQwG8Ayv8OYI58V5dz7mrSWnmDmEP3A+fwBW6Y0y</latexit>

0.1
<latexit sha1_base64="4Dkj7DEKAGDwOkYqWR9eWFr9SvQ=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0WPBi95asB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aCIV3+SN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSK4Nq777RTW1jc2t4rbpZ3dvf2D8uFRS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj25nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFSw+uXK27VnYOsEi8nFchR75e/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasIbP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSuqh6V1W3cVmp3edxFOEETuEcPLiGGtxBHZrAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MHfgqMwA==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="sxTRnDcp+L+jmbCZhRz4HAQYgLU=">AAAB63icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KllR9FjworcK9gPatWTTbBuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXJoIbi/G3t7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bJk41ZU0ai1h3QmKY4Io1LbeCdRLNiAwFa4fjm9xvPzFteKwe7CRhgSRDxSNOic0lHz/6/UoV1/AMaJn4BalCgUa/8tUbxDSVTFkqiDFdHyc2yIi2nAo2LfdSwxJCx2TIuo4qIpkJstmtU3TqlAGKYu1KWTRTf09kRBozkaHrlMSOzKKXi/953dRG10HGVZJapuh8UZQKZGOUP44GXDNqxcQRQjV3tyI6IppQ6+IpuxD8xZeXSeu85l/W8P1FtX5XxFGCYziBM/DhCupwCw1oAoURPMMrvHnSe/HevY9564pXzBzBH3ifPw+njZ0=</latexit>

101

<latexit sha1_base64="B2GbaEEqZsF76XehE8ikkdyTcc0=">AAAB63icbVBNSwMxEJ31s9avqkcvwSJ4KllR9FjworcK9gPatWTTbBuaZJckK5Slf8GLB0W8+oe8+W/MtnvQ1gcDj/dmmJkXJoIbi/G3t7K6tr6xWdoqb+/s7u1XDg5bJk41ZU0ai1h3QmKY4Io1LbeCdRLNiAwFa4fjm9xvPzFteKwe7CRhgSRDxSNOic0lHz/ifqWKa3gGtEz8glShQKNf+eoNYppKpiwVxJiujxMbZERbTgWblnupYQmhYzJkXUcVkcwE2ezWKTp1ygBFsXalLJqpvycyIo2ZyNB1SmJHZtHLxf+8bmqj6yDjKkktU3S+KEoFsjHKH0cDrhm1YuIIoZq7WxEdEU2odfGUXQj+4svLpHVe8y9r+P6iWr8r4ijBMZzAGfhwBXW4hQY0gcIInuEV3jzpvXjv3se8dcUrZo7gD7zPHw4jjZw=</latexit>

100

<latexit sha1_base64="3xG91AWxWSnB8vRizoBtJhZ80z4=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyURRY8FL3qrYD+gjWWz3bRLN5uwOxFK6I/w4kERr/4eb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkQKg6777RRWVtfWN4qbpa3tnd298v5B08SpZrzBYhnrdkANl0LxBgqUvJ1oTqNA8lYwupn6rSeujYjVA44T7kd0oEQoGEUrtTz3MTvzJr1yxa26M5Bl4uWkAjnqvfJXtx+zNOIKmaTGdDw3QT+jGgWTfFLqpoYnlI3ogHcsVTTixs9m507IiVX6JIy1LYVkpv6eyGhkzDgKbGdEcWgWvan4n9dJMbz2M6GSFLli80VhKgnGZPo76QvNGcqxJZRpYW8lbEg1ZWgTKtkQvMWXl0nzvOpdVt37i0rtLo+jCEdwDKfgwRXU4Bbq0AAGI3iGV3hzEufFeXc+5q0FJ585hD9wPn8APtaO4A==</latexit>

10�1

<latexit sha1_base64="c57M0L153hBVqWhzNjGstCLLDUA=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRF0WPBi94q2A9oY9lsN+3SzSbsToQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+Oyura+sbm4Wt4vbO7t5+6eCwaeJUM95gsYx1O6CGS6F4AwVK3k40p1EgeSsY3Uz91hPXRsTqAccJ9yM6UCIUjKKVWp77mJ1XJ71S2a24M5Bl4uWkDDnqvdJXtx+zNOIKmaTGdDw3QT+jGgWTfFLspoYnlI3ogHcsVTTixs9m507IqVX6JIy1LYVkpv6eyGhkzDgKbGdEcWgWvan4n9dJMbz2M6GSFLli80VhKgnGZPo76QvNGcqxJZRpYW8lbEg1ZWgTKtoQvMWXl0mzWvEuK+79Rbl2l8dRgGM4gTPw4ApqcAt1aACDETzDK7w5ifPivDsf89YVJ585gj9wPn8AQFuO4Q==</latexit>

10�2

<latexit sha1_base64="D/4CntSRyTU5IEKkTHgOCo3U2tY=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHZ9oMeAF71FMA9I1jA7mU2GzM4uM71CWPIRXjwo4tXv8ebfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dpaWV1bX1gsbxc2t7Z3d0t5+w8SpZrzOYhnrVkANl0LxOgqUvJVoTqNA8mYwvJn4zSeujYjVA44S7ke0r0QoGEUrNT33MTs9H3dLZbfiTkEWiZeTMuSodUtfnV7M0ogrZJIa0/bcBP2MahRM8nGxkxqeUDakfd62VNGIGz+bnjsmx1bpkTDWthSSqfp7IqORMaMosJ0RxYGZ9ybif147xfDaz4RKUuSKzRaFqSQYk8nvpCc0ZyhHllCmhb2VsAHVlKFNqGhD8OZfXiSNs4p3WXHvL8rVuzyOAhzCEZyAB1dQhVuoQR0YDOEZXuHNSZwX5935mLUuOfnMAfyB8/kDQeCO4g==</latexit>

10�3

<latexit sha1_base64="RIVXxZhZfePkvivqNDau23u4bt8=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRS0WPBi94q2A9oY9lsJ+3SzSbsboQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm6nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLFSy3Mfs/PqpFcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRigNE1Trjucmxs+oMpwJnBS7qcaEshEdYMdSSSPUfjY7d0JOrdInYaxsSUNm6u+JjEZaj6PAdkbUDPWiNxX/8zqpCa/9jMskNSjZfFGYCmJiMv2d9LlCZsTYEsoUt7cSNqSKMmMTKtoQvMWXl0nzouJdVtz7arl2l8dRgGM4gTPw4ApqcAt1aACDETzDK7w5ifPivDsf89YVJ585gj9wPn8AQ2WO4w==</latexit>

10�4

<latexit sha1_base64="xEEquMhJrGLtlqPW7EHiBq8eDLA=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4sSRi0WPBi94q2A9oY9lsJ+3SzSbsboQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dlZW19Y3Ngtbxe2d3b390sFhU8epYthgsYhVO6AaBZfYMNwIbCcKaRQIbAWjm6nfekKleSwfzDhBP6IDyUPOqLFSy3Mfs/PqpFcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOWRigNE1Trjucmxs+oMpwJnBS7qcaEshEdYMdSSSPUfjY7d0JOrdInYaxsSUNm6u+JjEZaj6PAdkbUDPWiNxX/8zqpCa/9jMskNSjZfFGYCmJiMv2d9LlCZsTYEsoUt7cSNqSKMmMTKtoQvMWXl0nzouJVK+79Zbl2l8dRgGM4gTPw4ApqcAt1aACDETzDK7w5ifPivDsf89YVJ585gj9wPn8AROqO5A==</latexit>

10�5

<latexit sha1_base64="l0NdCiDuTknKpbGPRVFssJqkz+c=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBC8GHbF1zHgRW8RzAOSNcxOZpMhs7PLTK8QlnyEFw+KePV7vPk3TpI9aGJBQ1HVTXdXkEhh0HW/naXlldW19cJGcXNre2e3tLffMHGqGa+zWMa6FVDDpVC8jgIlbyWa0yiQvBkMbyZ+84lrI2L1gKOE+xHtKxEKRtFKTc99zE4vx91S2a24U5BF4uWkDDlq3dJXpxezNOIKmaTGtD03QT+jGgWTfFzspIYnlA1pn7ctVTTixs+m547JsVV6JIy1LYVkqv6eyGhkzCgKbGdEcWDmvYn4n9dOMbz2M6GSFLlis0VhKgnGZPI76QnNGcqRJZRpYW8lbEA1ZWgTKtoQvPmXF0njrOJdVNz783L1Lo+jAIdwBCfgwRVU4RZqUAcGQ3iGV3hzEufFeXc+Zq1LTj5zAH/gfP4ARm+O5Q==</latexit>

10�6

<latexit sha1_base64="/mV/MDIsLYCSJzSQVDDBJfMhIJc=">AAAB+XicbVDLSgNBEJz1GeNr1aOXwSB4Crui6DHgRW8RzAOTJczO9iZDZh/M9AbDkj/x4kERr/6JN//GSbIHTSxoKKq66e7yUyk0Os63tbK6tr6xWdoqb+/s7u3bB4dNnWSKQ4MnMlFtn2mQIoYGCpTQThWwyJfQ8oc3U781AqVFEj/gOAUvYv1YhIIzNFLPtrsIT5g/ggySkeCDSc+uOFVnBrpM3IJUSIF6z/7qBgnPIoiRS6Z1x3VS9HKmUHAJk3I305AyPmR96Bgaswi0l88un9BTowQ0TJSpGOlM/T2Rs0jrceSbzojhQC96U/E/r5NheO3lIk4zhJjPF4WZpJjQaQw0EAo4yrEhjCthbqV8wBTjaMIqmxDcxZeXSfO86l5WnfuLSu2uiKNEjskJOSMuuSI1ckvqpEE4GZFn8krerNx6sd6tj3nrilXMHJE/sD5/AEVglBc=</latexit>

Zeldovich

<latexit sha1_base64="Jloe8Gat3STH6M6U4fpRj/HRTqI=">AAACCXicbVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAh10yZV1GXBje4q2Ac0sUymk3boZBJmboQSsnXjr7hxoYhb/8Cdf+P0sdDWAxcO59zLvff4seAabPvbWlpeWV1bz23kN7e2d3YLe/tNHSWKsgaNRKTaPtFMcMkawEGwdqwYCX3BWv7wauy3HpjSPJJ3MIqZF5K+5AGnBIzULeBhxRUsgFLVjbnrE5XK7D51KqeZq3h/ACfdQtEu2xPgReLMSBHNUO8WvtxeRJOQSaCCaN1x7Bi8lCjgVLAs7yaaxYQOSZ91DJUkZNpLJ59k+NgoPRxEypQEPFF/T6Qk1HoU+qYzJDDQ895Y/M/rJBBceimXcQJM0umiIBEYIjyOBfe4YhTEyBBCFTe3YjogilAw4eVNCM78y4ukWS075+Xq7VmxdjOLI4cO0REqIQddoBq6RnXUQBQ9omf0it6sJ+vFerc+pq1L1mzmAP2B9fkDmpiZrA==</latexit>

k/
⇣
2⇡n̄1/3

⌘

Figura 4.4: Espectros de potencia de las muestras obtenidas aplicando iterativa-
mente la reconstrucción de Zeldovich a un conjunto de puntos aleatorios (ĺıneas
discontinuas), mostrados en las mismas unidades que en la Fig. 4.2. Los resul-
tados mostrados corresponden a la configuración inicial (ĺıneas sólidas) y a las
iteraciones 1, 2, 4, 10, 20, 30 y 50. El espectro de potencia evoluciona desde el
ruido de disparo puro P (k) = 1/n̄ (ĺıneas punteadas) hasta la forma mı́nima for-
ma P (k) ∝ k4 (ĺıneas discontinuas) para escalas mayores que la separación media
entre part́ıculas.
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dentro de cada uno de estos subconjuntos, es decir

RR(s) ≃ 1

Ms

Ms∑

i=1

RRi(s), (4.8)

donde RRi(s) representa los resultados inferidos de la i-ésima submuestra aleato-

ria. Este enfoque, denominado “split–random”, puede reducir el tiempo de cálcu-

lo, sin afectar a la varianza o al sesgo del estimador. Sin embargo, si el análisis

debe realizarse también en un gran número de catálogos simulados, un gran Nr

seguiŕıa implicando un elevado costo computacional.

Proponemos seguir un enfoque alternativo para reducir el sesgo y la varianza

de las estimaciones de ξ(s) abandonando el uso de puntos aleatorios, empleando

en su lugar distribuciones más uniformes como las descritas en la Sec. 4.1. El

uso de distribuciones de puntos tipo glass reduciŕıa el espectro de potencia P (k)

de la muestra de referencia en escalas más grandes, lo que resulta en una menor

varianza de los recuentos de pares para el mismo número de puntos sin aumentar

el tiempo de cálculo. En particular, proponemos utilizar las muestras de puntos de

tipo glass obtenidas tras la aplicación iterativa de la reconstrucción de Zeldovich

a una distribución inicialmente aleatoria como se discute en la Sec. 4.4.

La simple sustitución de la muestra aleatoria por un glass en el estimador LS

conduciŕıa a medidas de agrupación sesgadas. A medida que la muestra se desv́ıa

de una distribución de Poisson, la posición de los puntos se vuelve correlacionada

y produciŕıa una estimación sesgada de RR(s). Este problema puede evitarse

utilizando dos distribuciones de puntos independientes tipo glass o catálogos glass,

G1 y G2, y modificando el estimador de Landy-Szalay como

ξLS,G(s) =
DD(s) −DG1(s) −DG2(s) + G1G2(s)

G1G2(s)
. (4.9)

Exceptuando DD(s), todos los términos que aparecen en esta expresión re-

presentan recuentos de pares cruzados entre diferentes muestras. De hecho, la

Ec. 4.9 se parece a la generalización del estimador de Landy-Szalay comúnmente

utilizado para calcular la función de correlación cruzada entre dos datos diferentes

(e.g. Blake et al., 2006). La Sec. 4.4 muestra generalizaciones de otros estimadores

comúnmente utilizados de las funciones de correlación de dos y tres puntos para

el uso de catálogos glass.

Aunque la notación de la Ec. 4.9 está pensada para especificar el uso de las

distribuciones glass también puede implementarse con dos catálogos aleatorios
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distintos, R1 y R2, es decir

ξ2R(s) =
DD(s) −DR1(s) −DR2(s) + R1R2(s)

R1R2(s)
. (4.10)

La comparación del sesgo y la varianza de los resultados obtenidos mediante

este estimador y la Ec. 4.9 puede utilizarse para evaluar el impacto de la sustitu-

ción de las muestras aleatorias estándar por catálogos glass del mismo tamaño.

La Ec. 4.10 es similar al método de “split–random” de la Ec. 4.8 con Ms = 2

pero utilizando los pares cruzados entre las dos submuestras para inferir RR(s).

Como métrica de referencia de estos diferentes casos, utilizamos los resultados

del estimador LS estándar con un catálogo aleatorio único que contiene el doble

de puntos.

4.4. Rendimiento del estimador LS modificado

Metodoloǵıa

Las condiciones de contorno periódicas nos permiten estimar la función de

correlación bipuntual de muestras extráıdas de simulaciones de N-cuerpos sin el

uso de un catálogo aleatorio como

ξ(s) = DD(s)
V

δV (s)
− 1, (4.11)

donde V representa el volumen de la simulación y δV (s) es el volumen del inter-

valo centrado en la separación de pares s utilizada para los recuentos de pares

(por ejemplo, el volumen de la cáscara esférica entre los radios s y s + δs para

la función de correlación promediada en ángulo). La comparación de esta medida

exacta con los resultados de los estimadores descritos en la Sec. 4.3 con catálo-

gos aleatorios y glass de diferentes tamaños puede utilizarse para cuantificar su

varianza y su posible sesgo.

Para ello utilizamos una realización de la suite de simulación de N–cuerpos

Minerva (Grieb et al., 2016, Lippich et al., 2019). Estas simulaciones siguen la

evolución del campo de densidad de la materia oscura sobre una caja cúbica

de longitud de lado Lbox = 1.5h−1Gpc con 10003 part́ıculas. Cada simulación

representa una realización de un modelo plano ΛCDM con materia oscura f́ısica y

densidades de bariones ωc = 0.1154 y ωb = 0.02224, un parámetro adimensional
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<latexit sha1_base64="URtxhAC1O+RKtFESPQjWoozfUck=">AAACB3icbVDLSsNAFJ34rPUVdSnIYBHqwpqIoispuHEjVLAPaGKZTCft0MmDmRuhhOzc+CtuXCji1l9w5984bbPQ1gMXDufcy733eLHgCizr25ibX1hcWi6sFFfX1jc2za3thooSSVmdRiKSLY8oJnjI6sBBsFYsGQk8wZre4GrkNx+YVDwK72AYMzcgvZD7nBLQUsfcU8eOYD6U+/fpkZ2ljgzwTUwzR/JeHw47ZsmqWGPgWWLnpIRy1Drml9ONaBKwEKggSrVtKwY3JRI4FSwrOoliMaED0mNtTUMSMOWm4z8yfKCVLvYjqSsEPFZ/T6QkUGoYeLozINBX095I/M9rJ+BfuCkP4wRYSCeL/ERgiPAoFNzlklEQQ00IlVzfimmfSEJBR1fUIdjTL8+SxknFPqtYt6el6mUeRwHton1URjY6R1V0jWqojih6RM/oFb0ZT8aL8W58TFrnjHxmB/2B8fkDKqaY2g==</latexit>

s/
�
h�1Mpc

�

<latexit sha1_base64="wmUcdQEEWcIVlmD84iQSlMUY3fM=">AAACAHicbZDLSsNAFIYn9VbrLerChZvBItRNTURRXBV04bKCvUATwmQ6aYdOLsyciCV046u4caGIWx/DnW/jtI2grT8MfPznHM6c308EV2BZX0ZhYXFpeaW4Wlpb39jcMrd3mipOJWUNGotYtn2imOARawAHwdqJZCT0BWv5g6txvXXPpOJxdAfDhLkh6UU84JSAtjxzz7lmAojzwD2roo6Of8Azy1bVmgjPg51DGeWqe+an041pGrIIqCBKdWwrATcjEjgVbFRyUsUSQgekxzoaIxIy5WaTA0b4UDtdHMRSvwjwxP09kZFQqWHo686QQF/N1sbmf7VOCsGFm/EoSYFFdLooSAWGGI/TwF0uGQUx1ECo5PqvmPaJJBR0ZiUdgj178jw0T6r2WdW6PS3XLvM4imgfHaAKstE5qqEbVEcNRNEIPaEX9Go8Gs/Gm/E+bS0Y+cwu+iPj4xus8JUi</latexit> �
⇠ 0

(s
)/
⇠ 0

(s
)

<latexit sha1_base64="eVnBeXFk6tIABLCALLI/QZATMd4=">AAACAHicbZDLSsNAFIZP6q3WW9SFCzfBItRNTYqiuCrowmUFe4EmhMl00g6dTMLMRCyhG1/FjQtF3PoY7nwbp20Erf4w8PGfczhz/iBhVCrb/jQKC4tLyyvF1dLa+sbmlrm905JxKjBp4pjFohMgSRjlpKmoYqSTCIKigJF2MLyc1Nt3REga81s1SogXoT6nIcVIacs399wrwhRy76lfq8ij42/wzbJdtaey/oKTQxlyNXzzw+3FOI0IV5ghKbuOnSgvQ0JRzMi45KaSJAgPUZ90NXIUEell0wPG1qF2elYYC/24sqbuz4kMRVKOokB3RkgN5HxtYv5X66YqPPcyypNUEY5ni8KUWSq2JmlYPSoIVmykAWFB9V8tPEACYaUzK+kQnPmT/0KrVnVOq/bNSbl+kcdRhH04gAo4cAZ1uIYGNAHDGB7hGV6MB+PJeDXeZq0FI5/ZhV8y3r8Asx6VJg==</latexit> �
⇠ 2

(s
)/
⇠ 2

(s
)

<latexit sha1_base64="eGZiix08WPS4FAsYFktyq+nVL4U=">AAACAHicbZDLSsNAFIZP6q3WW9SFCzfBItRNTaSiuCrowmUFe4EmhMl00g6dTMLMRCyhG1/FjQtF3PoY7nwbp20Erf4w8PGfczhz/iBhVCrb/jQKC4tLyyvF1dLa+sbmlrm905JxKjBp4pjFohMgSRjlpKmoYqSTCIKigJF2MLyc1Nt3REga81s1SogXoT6nIcVIacs399wrwhRy76lfq8ij42/wzbJdtaey/oKTQxlyNXzzw+3FOI0IV5ghKbuOnSgvQ0JRzMi45KaSJAgPUZ90NXIUEell0wPG1qF2elYYC/24sqbuz4kMRVKOokB3RkgN5HxtYv5X66YqPPcyypNUEY5ni8KUWSq2JmlYPSoIVmykAWFB9V8tPEACYaUzK+kQnPmT/0LrpOqcVu2bWrl+kcdRhH04gAo4cAZ1uIYGNAHDGB7hGV6MB+PJeDXeZq0FI5/ZhV8y3r8AuUyVKg==</latexit> �
⇠ 4

(s
)/
⇠ 4

(s
)

<latexit sha1_base64="CDlAkihgBGyxjFBQRvN0gCsm9Uo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDbdfrrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feTeMtA==</latexit>

0

<latexit sha1_base64="xa0fFr3+op22vfyC814yge3uDac=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0ZMUvHisaG2hDWWz3bRLN5uwOxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg5737ZRWVtfWN8qbla3tnd296v7Bo0kyzXiTJTLR7ZAaLoXiTRQoeTvVnMah5K1wdDP1W09cG5GoBxynPIjpQIlIMIpWuvdcv1etea43A1kmfkFqUKDRq351+wnLYq6QSWpMx/dSDHKqUTDJJ5VuZnhK2YgOeMdSRWNugnx26oScWKVPokTbUkhm6u+JnMbGjOPQdsYUh2bRm4r/eZ0Mo6sgFyrNkCs2XxRlkmBCpn+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjadig3BX3x5mTyeuf6F692d1+rXRRxlOIJjOAUfLqEOt9CAJjAYwDO8wpsjnRfn3fmYt5acYuYQ/sD5/AFTmo0n</latexit>

0.1

<latexit sha1_base64="dx66IQJBONGEtCiY7ahvpw3IXes=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKoicpePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHTZ1kimGDJSJR7ZBqFFxiw3AjsJ0qpHEosBWObmd+6wmV5ol8NOMUg5gOJI84o8ZKD55b7ZUrnuvNQVaJn5MK5Kj3yl/dfsKyGKVhgmrd8b3UBBOqDGcCp6VupjGlbEQH2LFU0hh1MJmfOiVnVumTKFG2pCFz9ffEhMZaj+PQdsbUDPWyNxP/8zqZia6DCZdpZlCyxaIoE8QkZPY36XOFzIixJZQpbm8lbEgVZcamU7Ih+Msvr5Jm1fUvXe/+olK7yeMowgmcwjn4cAU1uIM6NIDBAJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w9VHo0o</latexit>

0.2

<latexit sha1_base64="CDlAkihgBGyxjFBQRvN0gCsm9Uo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDbdfrrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feTeMtA==</latexit>

0

<latexit sha1_base64="xa0fFr3+op22vfyC814yge3uDac=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0ZMUvHisaG2hDWWz3bRLN5uwOxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg5737ZRWVtfWN8qbla3tnd296v7Bo0kyzXiTJTLR7ZAaLoXiTRQoeTvVnMah5K1wdDP1W09cG5GoBxynPIjpQIlIMIpWuvdcv1etea43A1kmfkFqUKDRq351+wnLYq6QSWpMx/dSDHKqUTDJJ5VuZnhK2YgOeMdSRWNugnx26oScWKVPokTbUkhm6u+JnMbGjOPQdsYUh2bRm4r/eZ0Mo6sgFyrNkCs2XxRlkmBCpn+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjadig3BX3x5mTyeuf6F692d1+rXRRxlOIJjOAUfLqEOt9CAJjAYwDO8wpsjnRfn3fmYt5acYuYQ/sD5/AFTmo0n</latexit>

0.1

<latexit sha1_base64="dx66IQJBONGEtCiY7ahvpw3IXes=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKoicpePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHTZ1kimGDJSJR7ZBqFFxiw3AjsJ0qpHEosBWObmd+6wmV5ol8NOMUg5gOJI84o8ZKD55b7ZUrnuvNQVaJn5MK5Kj3yl/dfsKyGKVhgmrd8b3UBBOqDGcCp6VupjGlbEQH2LFU0hh1MJmfOiVnVumTKFG2pCFz9ffEhMZaj+PQdsbUDPWyNxP/8zqZia6DCZdpZlCyxaIoE8QkZPY36XOFzIixJZQpbm8lbEgVZcamU7Ih+Msvr5Jm1fUvXe/+olK7yeMowgmcwjn4cAU1uIM6NIDBAJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w9VHo0o</latexit>

0.2

<latexit sha1_base64="CDlAkihgBGyxjFBQRvN0gCsm9Uo=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDbdfrrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feTeMtA==</latexit>

0

<latexit sha1_base64="xa0fFr3+op22vfyC814yge3uDac=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hE0ZMUvHisaG2hDWWz3bRLN5uwOxFK6E/w4kERr/4ib/4bt20O2vpg4PHeDDPzwlQKg5737ZRWVtfWN8qbla3tnd296v7Bo0kyzXiTJTLR7ZAaLoXiTRQoeTvVnMah5K1wdDP1W09cG5GoBxynPIjpQIlIMIpWuvdcv1etea43A1kmfkFqUKDRq351+wnLYq6QSWpMx/dSDHKqUTDJJ5VuZnhK2YgOeMdSRWNugnx26oScWKVPokTbUkhm6u+JnMbGjOPQdsYUh2bRm4r/eZ0Mo6sgFyrNkCs2XxRlkmBCpn+TvtCcoRxbQpkW9lbChlRThjadig3BX3x5mTyeuf6F692d1+rXRRxlOIJjOAUfLqEOt9CAJjAYwDO8wpsjnRfn3fmYt5acYuYQ/sD5/AFTmo0n</latexit>

0.1

<latexit sha1_base64="dx66IQJBONGEtCiY7ahvpw3IXes=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0iKoicpePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHTZ1kimGDJSJR7ZBqFFxiw3AjsJ0qpHEosBWObmd+6wmV5ol8NOMUg5gOJI84o8ZKD55b7ZUrnuvNQVaJn5MK5Kj3yl/dfsKyGKVhgmrd8b3UBBOqDGcCp6VupjGlbEQH2LFU0hh1MJmfOiVnVumTKFG2pCFz9ffEhMZaj+PQdsbUDPWyNxP/8zqZia6DCZdpZlCyxaIoE8QkZPY36XOFzIixJZQpbm8lbEgVZcamU7Ih+Msvr5Jm1fUvXe/+olK7yeMowgmcwjn4cAU1uIM6NIDBAJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w9VHo0o</latexit>

0.2

<latexit sha1_base64="HgyYSa8YSvkkTaO+3UtODw7WEyI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgadkVXycJePEY0TwgWcLspJMMmZ1dZmaFsOQTvHhQxKtf5M2/cZLsQRMLGoqqbrq7wkRwbTzv2ymsrK6tbxQ3S1vbO7t75f2Dho5TxbDOYhGrVkg1Ci6xbrgR2EoU0igU2AxHt1O/+YRK81g+mnGCQUQHkvc5o8ZKD5572S1XPNebgSwTPycVyFHrlr86vZilEUrDBNW67XuJCTKqDGcCJ6VOqjGhbEQH2LZU0gh1kM1OnZATq/RIP1a2pCEz9fdERiOtx1FoOyNqhnrRm4r/ee3U9K+DjMskNSjZfFE/FcTEZPo36XGFzIixJZQpbm8lbEgVZcamU7Ih+IsvL5PGmetfuN79eaV6k8dRhCM4hlPw4QqqcAc1qAODATzDK7w5wnlx3p2PeWvByWcO4Q+czx9bLo0s</latexit>

0.6
<latexit sha1_base64="psTU7fNdCKzZYUR8kdQALAUqZTc=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0hEsScpePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHTZ1kimGDJSJR7ZBqFFxiw3AjsJ0qpHEosBWObmd+6wmV5ol8NOMUg5gOJI84o8ZKD55b7ZUrnuvNQVaJn5MK5Kj3yl/dfsKyGKVhgmrd8b3UBBOqDGcCp6VupjGlbEQH2LFU0hh1MJmfOiVnVumTKFG2pCFz9ffEhMZaj+PQdsbUDPWyNxP/8zqZiarBhMs0MyjZYlGUCWISMvub9LlCZsTYEsoUt7cSNqSKMmPTKdkQ/OWXV0nzwvWvXO/+slK7yeMowgmcwjn4cA01uIM6NIDBAJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w9eNo0u</latexit>

0.8
<latexit sha1_base64="c8hBAWxzHSRemzvkU0LlWi0WEMU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feruMtQ==</latexit>

1
<latexit sha1_base64="qYqumdX86MkvvNh4i8k7a6fxZj0=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mKoicpePHYgq2FNpTNdtKu3WzC7kYoob/AiwdFvPqTvPlv3LY5aOuDgcd7M8zMCxLBtXHdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+P2jpOFcMWi0WsOgHVKLjEluFGYCdRSKNA4EMwvp35D0+oNI/lvZkk6Ed0KHnIGTVWatb65Ypbdecgq8TLSQVyNPrlr94gZmmE0jBBte56bmL8jCrDmcBpqZdqTCgb0yF2LZU0Qu1n80On5MwqAxLGypY0ZK7+nshopPUkCmxnRM1IL3sz8T+vm5rw2s+4TFKDki0WhakgJiazr8mAK2RGTCyhTHF7K2EjqigzNpuSDcFbfnmVtGtV77LqNi8q9Zs8jiKcwCmcgwdXUIc7aEALGCA8wyu8OY/Oi/PufCxaC04+cwx/4Hz+AHw/jLY=</latexit>

2
<latexit sha1_base64="wYfgG4Ha7BWxkm44LJdGu/3xoV8=">AAAB5HicbVBNS8NAEJ3Urxq/qlcvi0XwVBJR6kkKXjxWsB/QhrLZTtq1m03Y3Qgl9Bd48aB49Td589+4bXPQ1gcDj/dmmJkXpoJr43nfTmljc2t7p7zr7u0fHB5V3OO2TjLFsMUSkahuSDUKLrFluBHYTRXSOBTYCSd3c7/zjErzRD6aaYpBTEeSR5xRY6WHq0Gl6tW8Bcg68QtShQLNQeWrP0xYFqM0TFCte76XmiCnynAmcOb2M40pZRM6wp6lksaog3xx6IycW2VIokTZkoYs1N8TOY21nsah7YypGetVby7+5/UyE90EOZdpZlCy5aIoE8QkZP41GXKFzIipJZQpbm8lbEwVZcZm49oQ/NWX10n7suZf17xq47YIowyncAYX4EMdGnAPTWgBA4QXeIN358l5dT6WjSWnmDiBP3A+fwAU6YuO</latexit>

4

<latexit sha1_base64="6YD4c0rafANAXUk78sFZwcU79/g=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd3g6yIEvHiMYB6QLKF3MpsMmZ1dZ2aFsOQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz321lZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHTR2nirIGjUWs2gFqJrhkDcONYO1EMYwCwVrB6Hbqt56Y0jyWD2acMD/CgeQhp2is1O6iSIZ4U+2Vym7FnYEsEy8nZchR75W+uv2YphGThgrUuuO5ifEzVIZTwSbFbqpZgnSEA9axVGLEtJ/N7p2QU6v0SRgrW9KQmfp7IsNI63EU2M4IzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUsMknS8KU0FMTKbPkz5XjBoxtgSp4vZWQoeokBobUdGG4C2+vEya1Yp3UXHvz8u1yzyOAhzDCZyBB1dQgzuoQwMoCHiGV3hzHp0X5935mLeuOPnMEfyB8/kDgGGPkw==</latexit>

↵ = 2

<latexit sha1_base64="bwjdtytyDvJBxC6K1wmPRJEp9jI=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr4sQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjpOFWUNGotYtQPUTHDJGoYbwdqJYhgFgrWC0e3Ubz0xpXksH8w4YX6EA8lDTtFYqd1FkQzxxuuVK27VnYEsEy8nFchR75W/uv2YphGThgrUuuO5ifEzVIZTwSalbqpZgnSEA9axVGLEtJ/N7p2QE6v0SRgrW9KQmfp7IsNI63EU2M4IzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUsMknS8KU0FMTKbPkz5XjBoxtgSp4vZWQoeokBobUcmG4C2+vEyaZ1Xvouren1dql3kcRTiCYzgFD66gBndQhwZQEPAMr/DmPDovzrvzMW8tOPnMIfyB8/kDft2Pkg==</latexit>

↵ = 1

<latexit sha1_base64="Qo729SlLnZsQqyx4c1ikigSc8Fg=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr4sQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjpOFWUNGotYtQPUTHDJGoYbwdqJYhgFgrWC0e3Ubz0xpXksH8w4YX6EA8lDTtFYqd1FkQzx5rxXrrhVdwayTLycVCBHvVf+6vZjmkZMGipQ647nJsbPUBlOBZuUuqlmCdIRDljHUokR0342u3dCTqzSJ2GsbElDZurviQwjrcdRYDsjNEO96E3F/7xOasJrP+MySQ2TdL4oTAUxMZk+T/pcMWrE2BKkittbCR2iQmpsRCUbgrf48jJpnlW9i6p7f16pXeZxFOEIjuEUPLiCGtxBHRpAQcAzvMKb8+i8OO/Ox7y14OQzh/AHzucPg2mPlQ==</latexit>

↵ = 4

<latexit sha1_base64="DT5epugNS0jJtpA3VbPsfcMyGW0=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV3xkYsQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNnWcKsoaNBaxageomeCSNQw3grUTxTAKBGsFo9up33piSvNYPphxwvwIB5KHnKKxUruLIhniTbVXKrsVdwayTLyclCFHvVf66vZjmkZMGipQ647nJsbPUBlOBZsUu6lmCdIRDljHUokR0342u3dCTq3SJ2GsbElDZurviQwjrcdRYDsjNEO96E3F/7xOasKqn3GZpIZJOl8UpoKYmEyfJ32uGDVibAlSxe2thA5RITU2oqINwVt8eZk0zyveZcW9vyjXrvI4CnAMJ3AGHlxDDe6gDg2gIOAZXuHNeXRenHfnY9664uQzR/AHzucPiXmPmQ==</latexit>

↵ = 8
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⇠LS(s)

Figura 4.5: Sesgo relativo ∆ξℓ/ξℓ(s) de las estimaciones del monopolo (panel
superior), cuadrupolo (panel central) y hexadecapolo (panel inferior). Los colores
de las ĺıneas indican los resultados de los diferentes estimadores descritos en
la Sec. 4.3, mientras que los estilos de las ĺıneas representan el número total de
puntos en los catálogos aleatorio y glass, caracterizados por valores de α = 1, 2, 4 y
8. El estimador de la Ec. 4.9 basado en los catálogos glass muestra un rendimiento
similar que los resultados obtenidos utilizando muestras aleatorias del mismo
tamaño sin introducir ningún sesgo adicional.
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de Hubble h = 0.695, un ı́ndice espectral escalar ns = 0.968, y una amplitud

de las fluctuaciones de densidad caracterizada por una ráız cuadrática media de

la fluctuación de masa de teoŕıa lineal en esferas con radio de 12 Mpc, σ12 =

0, 805 (Sanchez, 2020). Los halos y subhalos de estas simulaciones en redshift

z = 0, 57 se poblaron de acuerdo con una distribución de ocupación del halo

(HOD) diseñada para generar galaxias sintéticas con propiedades de agrupación

comparables a la muestra del CMASS del Baryon Oscillation Spectroscopic Survey

(Dawson et al., 2013, Reid et al., 2016). Estos catálogos HOD tienen una densidad

numérica media de n̄d ≈ 4 × 10−4 h3 Mpc−3. El impacto de las distorsiones del

espacio de redshift en las posiciones de las galaxias se añadió teniendo en cuenta

la componente de sus velocidades peculiares a lo largo de un eje cartesiano de la

caja, situando aśı un observador en el infinito.

La función de correlación anisotrópica completa puede describirse en términos

del módulo de la separación de pares s = |s| y el coseno del ángulo entre el

vector de separación s y la ĺınea de visión, µ. La información de ξ(s, µ) puede

descomponerse en multipolos de Legendre ξℓ(s), dados por

ξℓ(s) =
2ℓ + 1

2

∫ 1

−1

Lℓ(µ)ξ(µ, s)dµ, (4.12)

donde Lℓ(µ) denota el polinomio de Legendre de orden ℓ. En primer lugar, utiliza-

mos los estimadores descritos en la Sec. 4.3 para medir ξ(s, µ) y luego utilizamos

los resultados para calcular los multipolos de Legendre con ℓ = 0, 2, 4. Consi-

deramos dos configuraciones: una centrada en separaciones de pares grandes e

intermedias con 26 intervalos lineales en el rango 20 h−1Mpc ≤ s ≤ 150 h−1Mpc,

y la segunda centrada en escalas pequeñas con 14 intervalos logaŕıtmicos para

separaciones de pares 0.5 h−1Mpc ≤ s ≤ 40 h−1Mpc.

Consideramos catálogos aleatorios con densidades numéricas medias n̄ corres-

pondientes a 1, 2, 4 y 8 veces la de la muestra HOD de Minerva. Para cada caso,

generamos 500 catálogos aleatorios y utilizamos el estimador estándar LS para

obtener el mismo número de estimaciones independientes de los multipolos de

Legendre ξℓ=0,2,4(s) de la muestra HOD de Minerva. A continuación, dividimos

cada uno de estos catálogos aleatorios en dos subconjuntos con igual número de

puntos y los utilizamos para medir los mismos multipolos aplicando el estimador

de la Ec. 4.10 y el método de split–random de la Ec. 4.8 con Ms = 2. Estos sub-

catálogos se tomaron entonces como puntos iniciales para la aplicación iterativa

de la reconstrucción de Zeldovich, como se describe en la Sec. 4.4 para generar
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catálogos glass independientes que se utilizaron en el estimador de la Ec. 4.9. Las

estimaciones de los multipolos obtenidos en cada caso se utilizaron para evaluar

el rendimiento de los distintos estimadores. La dispersión de los resultados recu-

perados utilizando diferentes catálogos aleatorios, σξℓ(s), cuantifica la varianza

de estos estimadores, y el valor medio de sus diferencias con el resultado exacto

de la Ec. 4.11, ∆ξℓ(s), es una medida de su sesgo.

Sesgo y varianza de los multipolos ξℓ(s)

Primero nos centramos en el sesgo de los estimadores discutidos en la Sec. 4.3

estudiando las diferencias medias entre los multipolos de Legendre obtenidos uti-

lizando diferentes catálogos aleatorios y catálogos glass y el resultado exacto de la

Ec. 4.11. La Fig. 4.5 muestra el sesgo medio relativo ∆ξℓ/ξℓ(s) de los estimadores,

representados por diferentes colores. Los estilos de ĺınea indican el número total

de puntos en los catálogos aleatorios y catálogos glass. Los paneles muestran por

separado los resultados para los multipolos ℓ = 0, 2, 4. Sólo mostramos resultados

en separaciones de pares pequeñas, ya que ninguno de los estimadores introduce

un sesgo significativo en escalas mayores. En escalas significativamente menores

que la separación media entre part́ıculas de los catálogos aleatorios y glass, el

estimador de la Ec. 4.9 basado en los catálogos glass muestra un rendimiento

similar al de los resultados obtenidos utilizando muestras aleatorias del mismo

tamaño.

Las varianzas de los multipolos obtenidas en los diferentes casos en escalas

grandes e intermedias se muestran en el conjunto izquierdo de paneles de la

Fig. 4.6 mientras que las de escalas pequeñas en el conjunto de paneles derecho.

Para juzgar mejor el rendimiento de los nuevos estimadores de las Ecs. (4.9) y

(4.10) mostramos los resultados reescalados por la varianza del caso estándar

de LS utilizando una muestra aleatoria con el mismo número total de puntos.

Al igual que en la Fig. 4.5, los diferentes estilos de ĺınea indican el número de

puntos en los catálogos aleatorio y glass. En escalas grandes, el estimador de

la Ec. 4.10 (ĺıneas azules) tiene esencialmente el mismo rendimiento que para

el caso estándar de LS. Hemos comprobado que el método split–random con

Ms = 2 da un rendimiento similar. Ambos métodos son, pues, alternativas viables

al estimador estándar LS en gran escala para reducir el tiempo total de cálculo del

término RR sin sacrificar la precisión de las mediciones. Sin embargo, en escalas

más pequeñas que la separación media entre part́ıculas, las varianzas de estos
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0.5

<latexit sha1_base64="bwjdtytyDvJBxC6K1wmPRJEp9jI=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr4sQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjpOFWUNGotYtQPUTHDJGoYbwdqJYhgFgrWC0e3Ubz0xpXksH8w4YX6EA8lDTtFYqd1FkQzxxuuVK27VnYEsEy8nFchR75W/uv2YphGThgrUuuO5ifEzVIZTwSalbqpZgnSEA9axVGLEtJ/N7p2QE6v0SRgrW9KQmfp7IsNI63EU2M4IzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUsMknS8KU0FMTKbPkz5XjBoxtgSp4vZWQoeokBobUcmG4C2+vEyaZ1Xvouren1dql3kcRTiCYzgFD66gBndQhwZQEPAMr/DmPDovzrvzMW8tOPnMIfyB8/kDft2Pkg==</latexit>

↵ = 1
<latexit sha1_base64="6YD4c0rafANAXUk78sFZwcU79/g=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd3g6yIEvHiMYB6QLKF3MpsMmZ1dZ2aFsOQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz321lZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHTR2nirIGjUWs2gFqJrhkDcONYO1EMYwCwVrB6Hbqt56Y0jyWD2acMD/CgeQhp2is1O6iSIZ4U+2Vym7FnYEsEy8nZchR75W+uv2YphGThgrUuuO5ifEzVIZTwSbFbqpZgnSEA9axVGLEtJ/N7p2QU6v0SRgrW9KQmfp7IsNI63EU2M4IzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUsMknS8KU0FMTKbPkz5XjBoxtgSp4vZWQoeokBobUdGG4C2+vEya1Yp3UXHvz8u1yzyOAhzDCZyBB1dQgzuoQwMoCHiGV3hzHp0X5935mLeuOPnMEfyB8/kDgGGPkw==</latexit>

↵ = 2
<latexit sha1_base64="Qo729SlLnZsQqyx4c1ikigSc8Fg=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr4sQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjpOFWUNGotYtQPUTHDJGoYbwdqJYhgFgrWC0e3Ubz0xpXksH8w4YX6EA8lDTtFYqd1FkQzx5rxXrrhVdwayTLycVCBHvVf+6vZjmkZMGipQ647nJsbPUBlOBZuUuqlmCdIRDljHUokR0342u3dCTqzSJ2GsbElDZurviQwjrcdRYDsjNEO96E3F/7xOasJrP+MySQ2TdL4oTAUxMZk+T/pcMWrE2BKkittbCR2iQmpsRCUbgrf48jJpnlW9i6p7f16pXeZxFOEIjuEUPLiCGtxBHRpAQcAzvMKb8+i8OO/Ox7y14OQzh/AHzucPg2mPlQ==</latexit>

↵ = 4
<latexit sha1_base64="DT5epugNS0jJtpA3VbPsfcMyGW0=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV3xkYsQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNnWcKsoaNBaxageomeCSNQw3grUTxTAKBGsFo9up33piSvNYPphxwvwIB5KHnKKxUruLIhniTbVXKrsVdwayTLyclCFHvVf66vZjmkZMGipQ647nJsbPUBlOBZsUu6lmCdIRDljHUokR0342u3dCTq3SJ2GsbElDZurviQwjrcdRYDsjNEO96E3F/7xOasKqn3GZpIZJOl8UpoKYmEyfJ32uGDVibAlSxe2thA5RITU2oqINwVt8eZk0zyveZcW9vyjXrvI4CnAMJ3AGHlxDDe6gDg2gIOAZXuHNeXRenHfnY9664uQzR/AHzucPiXmPmQ==</latexit>

↵ = 8

<latexit sha1_base64="RMYKtzlsxImyzsx5iEbZ+HrzpV0=">AAAB+XicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0Wom5IURXFVcOOyin1AE8JkOmmHzkzCzKRYQv7EjQtF3Pon7vwbp20W2nrgwuGce7n3njBhVGnH+bZKa+sbm1vl7crO7t7+gX141FFxKjFp45jFshciRRgVpK2pZqSXSIJ4yEg3HN/O/O6ESEVj8ainCfE5GgoaUYy0kQLb9p5okHmSZ42HPK+p88CuOnVnDrhK3IJUQYFWYH95gxinnAiNGVKq7zqJ9jMkNcWM5BUvVSRBeIyGpG+oQJwoP5tfnsMzowxgFEtTQsO5+nsiQ1ypKQ9NJ0d6pJa9mfif1091dO1nVCSpJgIvFkUpgzqGsxjggEqCNZsagrCk5laIR0girE1YFROCu/zyKuk06u5l3bm/qDZvijjK4AScghpwwRVogjvQAm2AwQQ8g1fwZmXWi/VufSxaS1Yxcwz+wPr8ATEOk1Y=</latexit>

⇠2R(s)
<latexit sha1_base64="2UmZjwYjYZbObL/pEqzV0VjNeXs=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ34rPUV69LNYBEqSElEUVwVXOjCRUX7gCaEyXTaDp2ZhJmJtIT8ihsXirj1R9z5N07bLLT1wIXDOfdy7z1hzKjSjvNtLS2vrK6tFzaKm1vbO7v2XqmpokRi0sARi2Q7RIowKkhDU81IO5YE8ZCRVji8nvitJyIVjcSjHsfE56gvaI9ipI0U2CVvRIPUkzy9ezi5ybKKOg7sslN1poCLxM1JGeSoB/aX141wwonQmCGlOq4Taz9FUlPMSFb0EkVihIeoTzqGCsSJ8tPp7Rk8MkoX9iJpSmg4VX9PpIgrNeah6eRID9S8NxH/8zqJ7l36KRVxoonAs0W9hEEdwUkQsEslwZqNDUFYUnMrxAMkEdYmrqIJwZ1/eZE0T6vuedW5PyvXrvI4CuAAHIIKcMEFqIFbUAcNgMEIPINX8GZl1ov1bn3MWpesfGYf/IH1+QNefZP4</latexit>

⇠LS,G(s)

<latexit sha1_base64="URtxhAC1O+RKtFESPQjWoozfUck=">AAACB3icbVDLSsNAFJ34rPUVdSnIYBHqwpqIoispuHEjVLAPaGKZTCft0MmDmRuhhOzc+CtuXCji1l9w5984bbPQ1gMXDufcy733eLHgCizr25ibX1hcWi6sFFfX1jc2za3thooSSVmdRiKSLY8oJnjI6sBBsFYsGQk8wZre4GrkNx+YVDwK72AYMzcgvZD7nBLQUsfcU8eOYD6U+/fpkZ2ljgzwTUwzR/JeHw47ZsmqWGPgWWLnpIRy1Drml9ONaBKwEKggSrVtKwY3JRI4FSwrOoliMaED0mNtTUMSMOWm4z8yfKCVLvYjqSsEPFZ/T6QkUGoYeLozINBX095I/M9rJ+BfuCkP4wRYSCeL/ERgiPAoFNzlklEQQ00IlVzfimmfSEJBR1fUIdjTL8+SxknFPqtYt6el6mUeRwHton1URjY6R1V0jWqojih6RM/oFb0ZT8aL8W58TFrnjHxmB/2B8fkDKqaY2g==</latexit>

s/
�
h�1Mpc

�

<latexit sha1_base64="0Rbm/XO7WYHQpAwlBhIqHAFJPdk=">AAACFXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0WoUGoiiq6k4MaFi4r2AU0Ik+m0Dp1JwsxELCE/4cZfceNCEbeCO//GSZuFbT1w4XDOvdx7jx8xKpVl/RiFhcWl5ZXiamltfWNzy9zeackwFpg0cchC0fGRJIwGpKmoYqQTCYK4z0jbH15mfvuBCEnD4E6NIuJyNAhon2KktOSZVUfSAUde4jxSz0or8vBoSqkmjuDw+jbNLM8sWzVrDDhP7JyUQY6GZ347vRDHnAQKMyRl17Yi5SZIKIoZSUtOLEmE8BANSFfTAHEi3WT8VQoPtNKD/VDoChQcq38nEsSlHHFfd3Kk7uWsl4n/ed1Y9c/dhAZRrEiAJ4v6MYMqhFlEsEcFwYqNNEFYUH0rxPdIIKx0kCUdgj378jxpHdfs05p1c1KuX+RxFMEe2AcVYIMzUAdXoAGaAIMn8ALewLvxbLwaH8bnpLVg5DO7YArG1y94kp5Y</latexit> �
⇠
0
(s

)/
�
⇠
0
,L

S
(s

)
<latexit sha1_base64="0tztnn+ilzDMqfgCJgPLAIBkr3Q=">AAACFXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0WoUGpSFF1JwY0LFxXtA5oSJtNpO3QmCTMTsYT8hBt/xY0LRdwK7vwbJ20WtvXAhcM593LvPV7IqFSW9WPklpZXVtfy64WNza3tHXN3rymDSGDSwAELRNtDkjDqk4aiipF2KAjiHiMtb3SV+q0HIiQN/Hs1DkmXo4FP+xQjpSXXLDuSDjhyY+eRutWkJI9PZpRy7AgOb+6S1HLNolWxJoCLxM5IEWSou+a30wtwxImvMENSdmwrVN0YCUUxI0nBiSQJER6hAelo6iNOZDeefJXAI630YD8QunwFJ+rfiRhxKcfc050cqaGc91LxP68Tqf5FN6Z+GCni4+mifsSgCmAaEexRQbBiY00QFlTfCvEQCYSVDrKgQ7DnX14kzWrFPqtYt6fF2mUWRx4cgENQAjY4BzVwDeqgATB4Ai/gDbwbz8ar8WF8TltzRjazD2ZgfP0CfvqeXA==</latexit> �
⇠
2
(s

)/
�
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2
,L

S
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)
<latexit sha1_base64="D5TI1zxEycv3H+bSDiY5v2CuuMc=">AAACFXicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0WoUGoiFV1JwY0LFxXtA5oSJtNpO3QmCTMTsYT8hBt/xY0LRdwK7vwbJ20WtvXAhcM593LvPV7IqFSW9WPklpZXVtfy64WNza3tHXN3rymDSGDSwAELRNtDkjDqk4aiipF2KAjiHiMtb3SV+q0HIiQN/Hs1DkmXo4FP+xQjpSXXLDuSDjhyY+eRutWkJI9PZpRy7AgOb+6S1HLNolWxJoCLxM5IEWSou+a30wtwxImvMENSdmwrVN0YCUUxI0nBiSQJER6hAelo6iNOZDeefJXAI630YD8QunwFJ+rfiRhxKcfc050cqaGc91LxP68Tqf5FN6Z+GCni4+mifsSgCmAaEexRQbBiY00QFlTfCvEQCYSVDrKgQ7DnX14kzdOKfVaxbqvF2mUWRx4cgENQAjY4BzVwDeqgATB4Ai/gDbwbz8ar8WF8TltzRjazD2ZgfP0ChWKeYA==</latexit> �
⇠
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)
<latexit sha1_base64="I5Lau3bUlAJ3yauZxXnNZO3pRec=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0jEoicpePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHTZ1kimGDJSJR7ZBqFFxiw3AjsJ0qpHEosBWObmd+6wmV5ol8NOMUg5gOJI84o8ZKD55b7ZUrnuvNQVaJn5MK5Kj3yl/dfsKyGKVhgmrd8b3UBBOqDGcCp6VupjGlbEQH2LFU0hh1MJmfOiVnVumTKFG2pCFz9ffEhMZaj+PQdsbUDPWyNxP/8zqZia6DCZdpZlCyxaIoE8QkZPY36XOFzIixJZQpbm8lbEgVZcamU7Ih+Msvr5LmhetXXe/+slK7yeMowgmcwjn4cAU1uIM6NIDBAJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w9Zqo0r</latexit>

0.5

<latexit sha1_base64="c8hBAWxzHSRemzvkU0LlWi0WEMU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feruMtQ==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="c8hBAWxzHSRemzvkU0LlWi0WEMU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feruMtQ==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="c8hBAWxzHSRemzvkU0LlWi0WEMU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feruMtQ==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="I5Lau3bUlAJ3yauZxXnNZO3pRec=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0jEoicpePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHTZ1kimGDJSJR7ZBqFFxiw3AjsJ0qpHEosBWObmd+6wmV5ol8NOMUg5gOJI84o8ZKD55b7ZUrnuvNQVaJn5MK5Kj3yl/dfsKyGKVhgmrd8b3UBBOqDGcCp6VupjGlbEQH2LFU0hh1MJmfOiVnVumTKFG2pCFz9ffEhMZaj+PQdsbUDPWyNxP/8zqZia6DCZdpZlCyxaIoE8QkZPY36XOFzIixJZQpbm8lbEgVZcamU7Ih+Msvr5LmhetXXe/+slK7yeMowgmcwjn4cAU1uIM6NIDBAJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w9Zqo0r</latexit>

0.5

<latexit sha1_base64="I5Lau3bUlAJ3yauZxXnNZO3pRec=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0jEoicpePFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHTZ1kimGDJSJR7ZBqFFxiw3AjsJ0qpHEosBWObmd+6wmV5ol8NOMUg5gOJI84o8ZKD55b7ZUrnuvNQVaJn5MK5Kj3yl/dfsKyGKVhgmrd8b3UBBOqDGcCp6VupjGlbEQH2LFU0hh1MJmfOiVnVumTKFG2pCFz9ffEhMZaj+PQdsbUDPWyNxP/8zqZia6DCZdpZlCyxaIoE8QkZPY36XOFzIixJZQpbm8lbEgVZcamU7Ih+Msvr5LmhetXXe/+slK7yeMowgmcwjn4cAU1uIM6NIDBAJ7hFd4c4bw4787HorXg5DPH8AfO5w9Zqo0r</latexit>

0.5

<latexit sha1_base64="c8hBAWxzHSRemzvkU0LlWi0WEMU=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lE0ZMUvHhswX5AG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYng2rjut1NYW9/Y3Cpul3Z29/YPyodHLR2nimGTxSJWnYBqFFxi03AjsJMopFEgsB2M72Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZKDa9frrhVdw6ySrycVCBHvV/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQlv/IzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ66LqXVXdxmWldpvHUYQTOIVz8OAaanAPdWgCA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8feruMtQ==</latexit>

1
<latexit sha1_base64="D53wwt0VSOINNya1245H3UR3HkI=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0nEoicpePFYxX5AG8pmu2mXbjZhdyKU0H/gxYMiXv1H3vw3btsctPXBwOO9GWbmBYkUBl332ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjlolTzXiTxTLWnYAaLoXiTRQoeSfRnEaB5O1gfDvz209cGxGrR5wk3I/oUIlQMIpWevDcfrniVt05yCrxclKBHI1++as3iFkacYVMUmO6npugn1GNgkk+LfVSwxPKxnTIu5YqGnHjZ/NLp+TMKgMSxtqWQjJXf09kNDJmEgW2M6I4MsveTPzP66YYXvuZUEmKXLHFojCVBGMye5sMhOYM5cQSyrSwtxI2opoytOGUbAje8surpHVR9WpV9/6yUr/J4yjCCZzCOXhwBXW4gwY0gUEIz/AKb87YeXHenY9Fa8HJZ47hD5zPH+iQjO8=</latexit>

10

<latexit sha1_base64="6YD4c0rafANAXUk78sFZwcU79/g=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hd3g6yIEvHiMYB6QLKF3MpsMmZ1dZ2aFsOQnvHhQxKu/482/cZLsQRMLGoqqbrq7gkRwbVz321lZXVvf2CxsFbd3dvf2SweHTR2nirIGjUWs2gFqJrhkDcONYO1EMYwCwVrB6Hbqt56Y0jyWD2acMD/CgeQhp2is1O6iSIZ4U+2Vym7FnYEsEy8nZchR75W+uv2YphGThgrUuuO5ifEzVIZTwSbFbqpZgnSEA9axVGLEtJ/N7p2QU6v0SRgrW9KQmfp7IsNI63EU2M4IzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUsMknS8KU0FMTKbPkz5XjBoxtgSp4vZWQoeokBobUdGG4C2+vEya1Yp3UXHvz8u1yzyOAhzDCZyBB1dQgzuoQwMoCHiGV3hzHp0X5935mLeuOPnMEfyB8/kDgGGPkw==</latexit>

↵ = 2

<latexit sha1_base64="bwjdtytyDvJBxC6K1wmPRJEp9jI=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr4sQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjpOFWUNGotYtQPUTHDJGoYbwdqJYhgFgrWC0e3Ubz0xpXksH8w4YX6EA8lDTtFYqd1FkQzxxuuVK27VnYEsEy8nFchR75W/uv2YphGThgrUuuO5ifEzVIZTwSalbqpZgnSEA9axVGLEtJ/N7p2QE6v0SRgrW9KQmfp7IsNI63EU2M4IzVAvelPxP6+TmvDaz7hMUsMknS8KU0FMTKbPkz5XjBoxtgSp4vZWQoeokBobUcmG4C2+vEyaZ1Xvouren1dql3kcRTiCYzgFD66gBndQhwZQEPAMr/DmPDovzrvzMW8tOPnMIfyB8/kDft2Pkg==</latexit>

↵ = 1

<latexit sha1_base64="Qo729SlLnZsQqyx4c1ikigSc8Fg=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKr4sQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb6ewsrq2vlHcLG1t7+zulfcPmjpOFWUNGotYtQPUTHDJGoYbwdqJYhgFgrWC0e3Ubz0xpXksH8w4YX6EA8lDTtFYqd1FkQzx5rxXrrhVdwayTLycVCBHvVf+6vZjmkZMGipQ647nJsbPUBlOBZuUuqlmCdIRDljHUokR0342u3dCTqzSJ2GsbElDZurviQwjrcdRYDsjNEO96E3F/7xOasJrP+MySQ2TdL4oTAUxMZk+T/pcMWrE2BKkittbCR2iQmpsRCUbgrf48jJpnlW9i6p7f16pXeZxFOEIjuEUPLiCGtxBHRpAQcAzvMKb8+i8OO/Ox7y14OQzh/AHzucPg2mPlQ==</latexit>

↵ = 4
<latexit sha1_base64="DT5epugNS0jJtpA3VbPsfcMyGW0=">AAAB73icbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBA8hV3xkYsQ8OIxgnlAsoTeyWwyZHZ2nZkVwpKf8OJBEa/+jjf/xkmyB00saCiquunuChLBtXHdb2dldW19Y7OwVdze2d3bLx0cNnWcKsoaNBaxageomeCSNQw3grUTxTAKBGsFo9up33piSvNYPphxwvwIB5KHnKKxUruLIhniTbVXKrsVdwayTLyclCFHvVf66vZjmkZMGipQ647nJsbPUBlOBZsUu6lmCdIRDljHUokR0342u3dCTq3SJ2GsbElDZurviQwjrcdRYDsjNEO96E3F/7xOasKqn3GZpIZJOl8UpoKYmEyfJ32uGDVibAlSxe2thA5RITU2oqINwVt8eZk0zyveZcW9vyjXrvI4CnAMJ3AGHlxDDe6gDg2gIOAZXuHNeXRenHfnY9664uQzR/AHzucPiXmPmQ==</latexit>

↵ = 8

<latexit sha1_base64="RMYKtzlsxImyzsx5iEbZ+HrzpV0=">AAAB+XicbVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0Wom5IURXFVcOOyin1AE8JkOmmHzkzCzKRYQv7EjQtF3Pon7vwbp20W2nrgwuGce7n3njBhVGnH+bZKa+sbm1vl7crO7t7+gX141FFxKjFp45jFshciRRgVpK2pZqSXSIJ4yEg3HN/O/O6ESEVj8ainCfE5GgoaUYy0kQLb9p5okHmSZ42HPK+p88CuOnVnDrhK3IJUQYFWYH95gxinnAiNGVKq7zqJ9jMkNcWM5BUvVSRBeIyGpG+oQJwoP5tfnsMzowxgFEtTQsO5+nsiQ1ypKQ9NJ0d6pJa9mfif1091dO1nVCSpJgIvFkUpgzqGsxjggEqCNZsagrCk5laIR0girE1YFROCu/zyKuk06u5l3bm/qDZvijjK4AScghpwwRVogjvQAm2AwQQ8g1fwZmXWi/VufSxaS1Yxcwz+wPr8ATEOk1Y=</latexit>

⇠2R(s)

<latexit sha1_base64="2UmZjwYjYZbObL/pEqzV0VjNeXs=">AAAB+3icbVDLSsNAFJ34rPUV69LNYBEqSElEUVwVXOjCRUX7gCaEyXTaDp2ZhJmJtIT8ihsXirj1R9z5N07bLLT1wIXDOfdy7z1hzKjSjvNtLS2vrK6tFzaKm1vbO7v2XqmpokRi0sARi2Q7RIowKkhDU81IO5YE8ZCRVji8nvitJyIVjcSjHsfE56gvaI9ipI0U2CVvRIPUkzy9ezi5ybKKOg7sslN1poCLxM1JGeSoB/aX141wwonQmCGlOq4Taz9FUlPMSFb0EkVihIeoTzqGCsSJ8tPp7Rk8MkoX9iJpSmg4VX9PpIgrNeah6eRID9S8NxH/8zqJ7l36KRVxoonAs0W9hEEdwUkQsEslwZqNDUFYUnMrxAMkEdYmrqIJwZ1/eZE0T6vuedW5PyvXrvI4CuAAHIIKcMEFqIFbUAcNgMEIPINX8GZl1ov1bn3MWpesfGYf/IH1+QNefZP4</latexit>

⇠LS,G(s)

Figura 4.6: Izq. La desviación estándar en gran escala de los multipolos de Legen-
dre ξℓ(s) con ℓ = 0, 2, 4 recuperada utilizando los estimadores de las Ecs. (4.9)
(rojo) y (4.10) (azul), en relación con la del caso LS basado en el mismo número
total de puntos aleatorios. Los diferentes estilos de ĺınea indican el número de pun-
tos de los catálogos aleatorio y catálogos glass, correspondientes a α = 1, 2, 4 y 8.
Mientras que el estimador ξLS,2R(s) tiene un rendimiento similar al LS estándar,
la varianza obtenida utilizando catálogos glass es significativamente menor. Der.
Desviación estándar de los multipolos en escalas más pequeñas o del orden de la
media separación entre part́ıculas de las muestras aleatorias y catálogos glass. En
este régimen, los estimadores de las Ecs. (4.9) (rojo) y (4.10) (azul) muestran un
rendimiento similar y resultado un σxiℓ(s) que es ∼ 30 por ciento mayor que el
del resultado estándar de LS basado en el mismo número total de puntos.
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estimadores aumentan hasta un nivel de aproximadamente un 30 por ciento más

alto que el del resultado completo de LS.

La sustitución de los catálogos aleatorios por muestras similares a las del

catálogo glass conduce a una dependencia de escala notablemente diferente de

σξℓ que el caso estándar de LS. Para escalas menores que la separación media

entre part́ıculas, la varianza del estimador de la Ec. 4.9 coincide con la obtenida

utilizando dos catálogos aleatorios. Esto es de esperar ya que, como se discute

en la Sec. 4.1, en escalas pequeñas el espectro de potencia de las muestras se

asemeja al de una distribución de Poisson del mismo tamaño. Sin embargo, en

escalas grandes la varianza de ξLS,G(s) es significativamente menor que la del

estimador LS utilizando una muestra aleatoria con el mismo número total de

puntos. La mejora con respecto a LS se hace más significativa con el aumento de

α. Esto se puede ver más claramente en la Fig. 4.7, que muestra la varianza de los

multipolos de Legendre ξ0,2,4(s) a una escala de s = 112, 5h−1Mpc, que coincide

aproximadamente con la posición del pico de las BAO, recuperado a partir del

estimador LS y la Ec. 4.9 en función del número total de puntos en los catálogos

aleatorio y de los catálogos glass. Mientras que para α = 1 la varianza de ξ0(s)

es ∼ 50 por ciento menor utilizando catálogos glass, es sólo ∼ 25 por ciento

la del LS para α = 8. La desviación estándar de ambos estimadores tiene una

dependencia de ley de potencia con respecto a Nr pero con diferentes pendientes.

Mientras que la varianza disminuye a medida que σξℓ ∝ N−0.53
r para ξLS(s),

va como σξℓ ∝ N−0,86
r para ξLS,G(s). Esto significa que una precisión deseada

de los multipolos estimados se puede lograr utilizando catálogos glass que son

significativamente más pequeños que las muestras aleatorias que se necesitaŕıan

con el enfoque LS estándar.

Estimadores adicionales de las funciones de correlación de dos y tres

puntos

En esta sección damos versiones alternativas de los estimadores más comunes

de funciones de correlación de dos y N puntos, adaptados al uso de catálogos

glass en lugar de las distribuciones aleatorias estándar.

El estimador más sencillo de la función de dos puntos es el llamado estima-

dor natural (Peebles y Hauser, 1974), que puede modificarse para utilizar dos

catálogos glass como
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Figura 4.7: Desviaciones estándar σξℓ recuperadas a partir del estimador LS
(ĺıneas verdes) y la versión modificada de la Ec. 4.9 (ĺıneas azules) en s =
112.5h−1Mpc en función del número total de puntos en los catálogos aleato-
rio y glass. En ambos casos, la desviación estándar tiene una dependencia de ley
de potencia del tamaño de los catálogos de referencia Nr, con σξℓ ∝ N−0.53

r para
ξLS(s) y como σξℓ ∝ N−0,86

r para ξLS,G(s).

ξPH,G(s) =
DD(s)

G1G2(s)
− 1. (4.13)

El estimador de Davis y Peebles (1983) puede implementarse con un único

glass como

ξDP,G(s) =
DD(s)

DG(s)
− 1. (4.14)

Otro estimador comúnmente utilizado es el de Hamilton (1993b), que puede

adaptarse al caso de dos catálogos glass como

ξH,G(s) =
DD(s)G1G2(s)

DG1(s)DG2(s)
− 1. (4.15)

La estimación de la función de correlación bipuntual tras la aplicación de

la reconstrucción de Zeldovich requiere el uso de dos catálogos aleatorios, uno

siguiendo la función de selección original, y un segundo, denotado por S, que

se desplaza aplicando el mismo campo de desplazamiento que a los datos D. El

estimador de la Ec. 4.7 se modifica entonces como (Padmanabhan et al., 2012)
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ξ̂rec(s) =
DD(s) − 2DS(s) + SS(s)

RR(s)
. (4.16)

La adaptación de este estimador al uso de catálogos glass requiere cuatro

muestras glass diferentes, dos de las cuales siguen los datos originales, G1,2, y dos

en las que se ha aplicado el campo de desplazamiento GrmS1,2, lo que lleva a

ξ̂rec,G(s) =
DD(s) −DGS1(s) −DGS2(s) + GS1GS2(s)

G1G2(s)
. (4.17)

Los estimadores de las funciones de correlación de orden superior también

pueden adaptarse para utilizar catálogos glass. En la notación general de Szapudi

y Szalay (1998), el estimador para la función de correlación de N puntos puede

escribirse como

ξN,G = (D −G1) (D −G2) · · · (D −GN) /G1G2 · · ·GN , (4.18)

que requiere N catálogos glass independientes Gi. Para la función de correlación

bipuntual, esta expresión corresponde al estimador LS modificado de la Ec. 4.9.

Para la función de correlación de tres puntos, este estimador puede expresarse

como

ξ3,G(s12, s23, s13) =
DDD(s12, s23, s13)

G1G2G3(s12, s23, s13)
(4.19)

−
∑

i DDGi(s12, s23, s13)

G1G2G3(s12, s23, s13)

+

∑
(i,j)∈(I

2)
DGiGj(s12, s23, s13)

G1G2G3(s12, s23, s13)
+ 1,

donde I = {1, 2, 3}, y
(
I
2

)
representa el conjunto de todas las posibles combina-

ciones de dos elementos de I.

Los estimadores basados en catálogos glass pueden reducir significativamente

la varianza de las mediciones de los estad́ısticos de alto orden con respecto a

los resultados obtenidos con un único catálogo aleatorio con el mismo número

total de puntos. El uso de catálogos glass más pequeños pueden entonces reducir

significativamente el costo computacional total de la estimación de funciones de

correlación de tres puntos sin afectar a la precisión de las mediciones.
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4.5. Discusión

Hemos estudiado el impacto sobre la precisión de los estimadores al sustituir

el catálogo aleatorio utilizado en la estimación de las funciones de correlación

de dos puntos por distribuciones de puntos tipo glass. Mientras que el espectro

de potencia de estas muestras se asemeja al de una distribución de Poisson en

escalas menores que la separación media entre part́ıculas, en escalas mayores sigue

la forma mı́nima P (k) ∝ k4 y muestra una potencia significativamente menor que

un catálogo aleatorio con el mismo número de puntos. A su vez, la varianza de los

recuentos en esferas de radio R decae como σ2(R) ∝ R−4, frente a σ2(R) ∝ R−3

para el caso de Poisson, lo que reduce drásticamente el ruido en los recuentos de

pares necesarios para estimar ξ(s).

Hemos demostrado que se pueden generar distribuciones de part́ıculas con las

propiedades deseadas aplicando iterativamente la reconstrucción de Zeldovich a

un conjunto de puntos inicialmente aleatorio. Esta tarea puede aprovechar los

algoritmos rápidos que se han desarrollado en los últimos años en el contexto de

la reconstrucción de las BAO (Burden et al., 2015). Aunque no hemos realizado

un análisis detallado del número de iteraciones necesarias para obtener el catálogo

glass óptimo para las mediciones de la función de correlación, hemos visto que, en

las escalas consideradas aqúı, la varianza de estas estimaciones converge después

de tan sólo 5 iteraciones. El pequeño costo de cómputo adicional asociado a la

construcción de dicha muestra se ve compensado por la mejora significativa en la

precisión de las estimaciones de la función de correlación.

Hemos proporcionado una versión modificada del estimador LS, adaptada

al uso de distribuciones de part́ıculas tipo glass (Ec. 4.9). Este estimador hace

uso de dos catálogos glass independientes para evitar problemas debidos a la

correlación de los puntos dentro de una misma muestra para escalas que se acercan

a la separación media entre part́ıculas. El mismo estimador puede implementarse

utilizando dos catálogos aleatorios diferentes (Ec. 4.10), ofreciendo un punto de

referencia ideal para probar las ventajas de utilizar distribuciones de part́ıculas

tipo glass sobre las muestras de Poisson. Como estad́ıstico de control, utilizamos

las mediciones de los multipolos de Legendre ξℓ(s) con ℓ = 0, 2, 4 de muestras HOD

que coinciden con las propiedades de agrupación de la muestra BOSS CMASS

obtenida con diferentes realizaciones de catálogos aleatorios y glass.

Hemos encontrado que la varianza en gran escala del estimador de la Ec. 4.10

utilizando dos catálogos aleatorios separados es similar a la del estimador LS
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estándar basado en un único conjunto con el mismo número total de puntos.

Este estimador puede considerarse entonces como una forma sencilla de reducir

el costo informático de la medición de ξℓ(s) sin que ello afecte a la precisión de los

resultados, de forma similar al método “split–random” de Keihänen et al. (2019).

Nuestros resultados muestran que el uso de las distribuciones tipo glass no

añade ningún sesgo respecto a los resultados obtenidos utilizando muestras Pois-

son del mismo tamaño. En escalas más pequeñas que la separación media entre

part́ıculas de las muestras de referencia utilizando catálogos glass se obtiene un

σξℓ similar al obtenido utilizando las distribuciones de Poisson. Sin embargo, en

escalas mayores conducen a una reducción significativa de la varianza de ξℓ(s) con

respecto a los resultados del estimador LS estándar con el mismo número de pun-

tos. Además, esta reducción se hace más grande con el aumento de α ≡ Nr/Nd. El

tamaño del catálogo glass necesario para lograr una precisión determinada en la

función de correlación es significativamente menor que cuando se utilizan mues-

tras aleatorias. Como el costo computacional de estos estimadores es proporcional

al número total de pares, el menor tamaño del catálogo glass puede representar

una reducción significativa del tiempo computacional total. Por ejemplo, extra-

polando el comportamiento de ley de potencia de σξℓ mostrado en al Fig. 4.7

encontramos que la misma varianza conseguida por el estimador LS utilizando

muestras aleatorias de α = 50 como se hizo en los análisis finales del BOSS (Alam

et al., 2017, Sánchez et al., 2017) se puede obtener utilizando catálogos glass con

α = 5.4. Una estimación más exigente basada en catálogos aleatorios con α = 100

se puede igualar utilizando una muestra glass con α = 8.3. El tiempo total de

cálculo, t, de los estimadores de las Ecs. (4.7) y (4.9) está dominado por los térmi-

nos RR y GG, y por tanto t ∝ α2. Entonces, en los dos ejemplos anteriores, la

reducción del tiempo de cálculo obtenida al utilizar catálogos glass en lugar de

catálogos aleatorios asciende a tR/tG ≃ 86 y tR/tG ≃ 145, respectivamente, lo que

representa una drástica reducción de los recursos computacionales necesarios para

el análisis. Esta mejora puede ser especialmente beneficiosa para las mediciones

de las BAO posteriores a la reconstrucción, que requieren recuentos de pares en

catálogos aleatorios con y sin la aplicación del campo de desplazamiento.

Aunque nos hemos centrado en el estimador LS, la sección 4.4 contiene versio-

nes de otros estimadores comúnmente utilizados de la ξ(s) y de N–puntos adapta-

dos al uso de catálogos glass. Los estimadores basados en muestras glass podŕıan

resultar cada vez más útiles en el cálculo de estad́ısticas de alto orden, donde
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el costo computacional de contar N–tuplas de puntos podŕıa reducirse drástica-

mente sin comprometer la varianza. Aunque el tamaño del catálogo aleatorio no

es el factor principal para determinar el costo computacional de las mediciones

del espectro de potencia, la estad́ıstica del espacio de Fourier también podŕıa be-

neficiarse de la menor varianza de los catálogos glass tanto en la estimación de

P (k) como en la función ventana del relevamiento. En los próximos años, rele-

vamientos como DESI y Euclid proporcionarán muestras de decenas de millones

de objetos en grandes volúmenes. El análisis de estos catálogos representará un

reto para las técnicas de análisis tradicionales. El uso de catálogos glass podŕıa

ayudar a reducir drásticamente los requisitos computacionales de los análisis de

agrupación en estos estudios y sus catálogos simulados asociados, manteniendo

la alta precisión que exigen.
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Caṕıtulo 5

Nuevos estad́ısticos para el

estudio de alineamientos

Parte de los objetivos de esta Tesis, como hemos establecido, es el esfuerzo

por aportar nuevos métodos para estudios estad́ısticos de galaxias. En el caṕıtulo

anterior presentamos un tratamiento de catálogos aleatorios para reducir la va-

rianza en el cálculo de funciones de correlación. A continuación, pasando de un

escenario de estructura en gran escala a uno un poco más pequeño y astrof́ısico

aunque igualmente estad́ıstico, presentaremos dos métodos para recuperar señales

de alineamiento en poblaciones de galaxias.

La motivación surge de las insuficiencias del estad́ıstico usual para estos pro-

blemas: la mediana de la distribución de cosenos de los ángulos. Para una pobla-

ción con orientaciones aleatorias se espera una distribución uniforme de cosenos, y

las caracteŕısticas de una distribución uniforme las hace un estimador problemáti-

co. En particular, la desviación estándar de esta distribución es del orden de su

media. Esto dificulta la obtención de una alta significación estad́ıstica de alguna

señal encontrada de alineamiento, y determina que dependamos de simulaciones

Monte Carlo para el cálculo de la misma.

En este caṕıtulo, basado en el trabajo Dávila-Kurbán et al. (2022), presen-

tamos dos métodos formales para analizar las alineaciones de una muestra de

vectores con respecto a un centro. El primer método consiste en la definición

de métricas simples a partir de las componentes radiales y tangenciales de los

vectores, mientras que el segundo se basa en la parametrización de una función

residual entre los datos obtenidos de la muestra y de una distribución isotrópica.

En ambos casos, no asumimos ningún esquema de discretización (o bineado). En
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Figura 5.1: Sistema de coordenadas utilizado. El eje z es la dirección radial hacia
el exterior del vaćıo. El ángulo θ se forma entre z y el vector S, y toma valores
en el rango [0, π].

su lugar, utilizamos toda la información de los datos y aplicamos estimaciones

robustas de las incertidumbres en las métricas de los alineamientos. Al derivar la

distribución teórica de los parámetros que miden la señal de alineación, no sólo

podemos determinar su significación estad́ıstica con precisión, sino que podemos

hacerlo sin invertir tiempo y recursos computacionales en las simulaciones Monte

Carlo que suelen ser necesarias para estimarlas.

5.1. Metodoloǵıa y nuevos estad́ısticos

La simetŕıa de estructuras como filamentos, halos, cúmulos o vaćıos, tanto en

su geometŕıa como en su dinámica, permite considerar una dirección privilegiada

para analizar la orientación de las galaxias. En el caso de sistemas con simetŕıa

esférica, ésta es la dirección radial. El objetivo aqúı es desarrollar un formalismo

estad́ıstico para medir de forma robusta la distribución de la orientación de las

galaxias y detectar posibles excesos con respecto a una distribución completamen-

te aleatoria. Dado el problema de las orientaciones vectoriales con respecto a un

punto central queremos definir un parámetro estad́ıstico y obtener su distribución

para conocer la significación de una prueba de hipótesis.
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Relación de componentes vectoriales

Dada una dirección radial ẑ de norma unitaria (ver Fig. 5.1), las componentes

perpendiculares y paralelas del vector S pueden calcularse como

S∥ = S · ẑ, y S⊥ = S − S∥, (5.1)

donde S⊥ es la componente perpendicular a la dirección radial ẑ, S∥ es la com-

ponente paralela a la dirección radial y S = S⊥ + S∥.

El ángulo θ que forman la dirección radial y la dirección del vector S se

relaciona con las componentes:

S⊥ = |S| sen(θ); S∥ = |S| cos(θ). (5.2)

La distribución de este ángulo puede utilizarse para analizar las alineacio-

nes, y dada su relación con los componentes, ésta también puede utilizarse para

determinar las orientaciones. Para ello definimos:

B =
S⊥

S∥
=

S sen(θ)

S cos(θ)
= tan(θ). (5.3)

El parámetro B es también una medida de la orientación del vector S. Nótese

que los rangos de estos dos parámetros son los siguientes:

0 ≤ θ ≤ π; −∞ ≤ B ≤ ∞.

Usando la simetŕıa del problema podemos definir parámetros considerando el

ángulo agudo entre las direcciones ẑ y Ŝ, y la norma de la componente S∥,

β = |B| =
S⊥

|S∥|
, con λ = min(θ, π − θ), (5.4)

para los cuales:

0 ≤ λ ≤ π

2
; 0 ≤ β ≤ ∞.

Los vectores con β > 1 tienen preferencia de orientación en la dirección per-

pendicular, es decir π
4
< λ < π

2
, mientras que vectores con β < 1 se orientan

preferentemente en la dirección radial (ẑ en la Fig. 5.1), con 0 < λ < π
4
.

Para cuantificar la dirección de S se podŕıan considerar las siguientes es-

tad́ısticas:
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el ángulo θ

el ángulo agudo λ

el cociente entre los componentes perpendiculares y paralelos, B (con θ)

el cociente entre los componentes perpendiculares y paralelos, β (con λ)

En las siguientes subsecciones exploraremos el uso de los ángulos o los co-

cientes. Es de suma importancia establecer las distribuciones de estos parámetros

para el caso en el que no hay ninguna señal de alineación. De este modo, deter-

minamos la amplitud de las fluctuaciones estad́ısticas y establecemos una medida

de la señal en una muestra de datos calculando su significación estad́ıstica. Para

ello, definimos la hipótesis nula

H0 : la distribución de los vectores es aleatoria con simetŕıa esférica

es decir, no hay ninguna señal de alineación. Esta hipótesis también puede utili-

zarse para generar muestras de control con procedimientos de Monte Carlo si es

necesario.

Nótese que las regiones de β mayores o menores que 1 son diferentes, por lo que

se espera que para una distribución aleatoria haya más vectores “perpendiculares”

que vectores “paralelos” (véase la Fig. 5.2, panel superior).

5.1.1. Cociente de los componentes vectoriales, β

En esta sección derivamos la distribución del estad́ıstico de prueba β, definido

como la relación entre las componentes de los vectores perpendicular y paralelo

(Ec. 5.4).

La distribución de β puede deducirse del teorema del cambio de variables

aleatorias, que, en su forma general, puede enunciarse aśı (Gillespie, 1983):

Sea {Xi}ni=1 una variable aleatoria (V.A.) con fX(x) conocida, y sea Y = φ(x)

una V.A. donde φ = (φ1, φ2, . . . , φm), siendo φk : Rn → R funciones reales. La

función de probabilidad conjunta fY (y) viene dada por:

fY (y) =

∫ ∞

−∞
dx fX(x)

m∏

i=1

δ (yi − φi(x)) , (5.5)
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donde δ es la función Delta de Dirac. Para el caso particular de una variable

unidimensional, X : Ω → R y Y : Ω → R, con Y = φ(X),

fY (y) =

∫ ∞

−∞
dx fX(x)δ (y − φ(x)) . (5.6)

Entonces, podemos utilizar este teorema para encontrar la distribución de β

partiendo de FX(x) = U(0, 1) con la transformación:

β = tan(arc cos(x)), (5.7)

o bien a partir de fΛ(λ) = sen(λ) con la transformación:

β = tan(λ), 0 < λ < π/2. (5.8)

Usando esta última, tenemos:

fB(β) =

∫ ∞

−∞
dλ fΛ(λ)δ (β − tan(λ)))

=

∫ π/2

0

dλ sen(λ)δ (β − tan(λ))) . (5.9)

Para resolver esta integral, hacemos el cambio de variables:

z = tan(λ) =⇒ λ = arctan(z), dλ =
dz

1 + z2
.

Por lo tanto,

fB(β) =

∫ ∞

0

dz
sen(arctan(z))

1 + z2
δ (β − z) =

sen(arctan(β))

1 + β2
. (5.10)

Esta expresión se puede simplificar utilizando las propiedades de las funciones

trigonométricas. En efecto, si β = tan(z) para un número z, entonces:

β−2 + 1 =
1

tan(z)2
+ 1 =

cos(z)2

sen(z)2
+ 1 =

sen(z)2 + cos(z)2

sen(z)2

=
1

sen(z)2
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=⇒ 1

sen(z)
=
√

β−2 + 1 =

√
1 + β2

β2
=

√
1 + β2

β

=⇒ sen(z) =
β√

1 + β2

=⇒ sen(arctan(β)) =
β√

1 + β2
.

Reemplazando en la Ec. 5.10 tenemos,

fB(β) =
sen(arctan(β))

1 + β2

=
β√

1 + β2

1

1 + β2

= β(1 + β2)−3/2. (5.11)

La función de probabilidad es por lo tanto:

FB(β) =

∫ β

0

fB(b)db

=

∫ b

0

b(1 + b2)−3/2db

= − 1√
1 + b2

∣∣∣∣∣

β

0

= 1 − 1√
1 + β2

. (5.12)

La Fig. 5.2, panel superior, muestra la distribución teórica de β, con el mues-

treo Monte Carlo de la variable aleatoria mostrada con el histograma.

Conociendo la distribución fB se pueden realizar análisis de las orientaciones

de los vectores con respecto a una dirección determinada. En general, no es útil

medir un único valor de la V.A. β, dado que está sujeto a fluctuaciones aleatorias.

Por tanto, calculamos los valores del estimador β en una muestra de observaciones.

Es decir, analizamos una muestra aleatoria (M.A.) de valores para determinar si

difiere de los resultados esperados para una distribución aleatoria (una M.A. bajo
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la hipótesis nula) de vectores. Para formalizar estos análisis necesitamos establecer

algunas propiedades básicas de la distribución fB.

El primer momento de la distribución, si existe, es:

E[B] =

∫ ∞

0

tfB(t)dt

=

∫ 1

0

tfB(t)dt +

∫ ∞

1

tfB(t)dt, (5.13)

donde

∫ ∞

1

tfB(t)dt =

∫ ∞

1

t
t

(1 + t2)3/2
dt.

Teniendo en cuenta que para un número real x > 1 tenemos xn > x, y x >
√
x,

por tanto x3/2 = x
√
x < x. Entonces, para β > 1, 1 + β2 > 2 > 1 y sabiendo que

1

(1 + t2)3/2
>

1

(1 + t2)
,

luego podemos acotar la integral:

∫ ∞

1

t
t

(1 + t2)3/2
dt >

∫ ∞

1

t2

(1 + t2)
dt

>

∫ ∞

1

t

(1 + t2)
dt

> lim
M→∞

1

2
ln(1 + t2)

∣∣∣∣
M

1

= ∞.

Vemos, entonces, que el valor de expectación E[B] es indefinido. En efecto, ningún

momento de esta distribución está definido. De hecho, teniendo en cuenta que:

E[Bn] =

∫ ∞

0

tnfB(t)dt

=

∫ 1

0

tnfB(t)dt +

∫ ∞

1

tnfB(t)dt, (5.14)

y que:

β > 1 =⇒ 1 + β1 > 1 =⇒ βn

1 + β2
>

β

1 + β2
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para n ≥ 1. Luego,

∫ ∞

1

tnfB(t)dt >

∫ ∞

1

tfB(t)dt > ∞.

La distribución fB(β) es una distribución patológica donde los momentos están

indefinidos. Esta limitación impide utilizar procedimientos de Monte Carlo para

estimar la distribución de β̄ porque no es posible asegurar que los valores me-

dios de β sigan una distribución estable. Para trabajar con esta distribución,

podŕıamos idear una distribución truncada entre valores arbitrarios L1 y L2, con

la condición de que L1 ∼ 0 y L2 sea mucho mayor que la región de interés del

parámetro β, que es la región alrededor de β = 1.

Por ejemplo, si elegimos

L1 = 10−3; L2 = 103

resulta que, definiendo el factor de corrección κ :

κ =

∫ L2

L1

fB(t)dt =
1√

1 + L2
1

− 1√
1 + L2

2

=
1√

1 + 10−6
− 1√

1 + 106

podemos definir una función de distribución aproximada para B, definida como:

fB̃(β) =





1
κ
fB(β) β ∈ [L1, L2]

0 c.c.,

En efecto, la media de esta función está definida y su expresión es la siguiente:

E[B̃] =
1

κ

[
L1√
L2
1 + 1

− L2
1asinh(L1)

L2
1 + 1

+
L2
2asinh(L2)

L2
2 + 1

− L2√
L2
2 + 1

+
asinh(L2)

L2
2 + 1

− asinh(L1)

L2
1 + 1

]
.

Si tomamos L1 = 1/L2, tenemos:
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E[B̃] =
1

κ

[
1/L2√
L−2
2 + 1

− L−2
2 asinh(1/L2)

L−2
2 + 1

+
L2
2asinh(L2)

L2
2 + 1

− L2√
L2
2 + 1

+
asinh(L2)

L2
2 + 1

− asinh(1/L2)

L−2
2 + 1

]

Sin embargo, el resultado depende en gran medida del valor de L2 y, en menor

medida, del valor de L1. Sea

A(1/L2, L2) =

∫ L2

1/L2

tfB(t)dt,

es sencillo ver que A(1/L2, L2) depende de L2, donde tomamos diferentes valores

para L2 y L1 = 1/L2.

Con esto demostramos que no es posible obtener una distribución para β̄.

Además, no sólo no es posible resolverla anaĺıticamente, sino que tampoco es

posible hacer una estimación bootstrap formal del error. Sin embargo, como mos-

tramos en la siguiente sección, β puede utilizarse para definir un nuevo parámetro

con mejores propiedades estad́ısticas.

5.1.2. Cociente entre vectores perpendiculares y parale-

los, η

Para encontrar un estimador robusto consideramos la fracción de valores de

β que son mayores que algún valor cŕıtico. Dado que cuando no hay preferencia

en la orientación, las componentes perpendicular y paralela son iguales, podemos

plantear que dicho valor cŕıtico sea β = 1. Por tanto, definimos un parámetro que

representa la fracción en exceso de vectores alineados en una dada dirección, por

ejemplo:

η̂ =
N(β > 1)

N(β < 1)
, (5.15)

donde N es el número de observaciones de una muestra que cumple las condi-

ciones indicadas entre paréntesis. Bajo H0, en base a la función de densidad de

probabilidad, se espera que

η0 =
P (β > 1)

P (β < 1)
(5.16)
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Figura 5.2: (superior:) Distribución de β obtenida a partir de la derivación teórica
(ĺınea sólida) y de las simulaciones de Monte Carlo (histograma), y definición de
η (fracción de realizaciones con β > 1). (abajo:) Histograma de las variables η
ordenadas con el método de Montecarlo (a partir de muestras de β) y con la
aproximación de la distribución teórica. El valor teórico medio (1/(

√
2 − 1)) se

muestra en la ĺınea discontinua y el histograma corresponde a una realización de
Monte Carlo de los valores de η.
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Para calcular el valor de η0, tenemos en cuenta que utilizando la función de

probabilidad, FB (ver Ec. 5.12):

P (β > 1) = 1 − FB(1) = 1 −
(

1 − 1√
1 + β2

)∣∣∣∣∣
β=1

=
1√
2

P (β < 1) = FB(1) = 1 − 1√
1 + β2

∣∣∣∣∣
β=1

= 1 − 1√
2

i.e.:

η0 =
P (β > 1)

P (β < 1)
=

∫ 1

0
fB(t)dt∫∞

1
fB(t)dt

=

1√
2

1 − 1√
2

=
1√

2 − 1

∼= 2.4142. (5.17)

Proponemos que η̂ sea un estimador insesgado de η0, es decir tenemos que

comprobar si E(η̂) = η. Sea una muestra aleatoria de N valores de β, definimos:

n = N(β > 1)

Dado que la probabilidad de obtener un valor de β > 1 es P (β > 1) = 1/
√

(2),

la variable n tiene una distribución Binomial,

fn(n) = Bin(p,N) =

(
N

n

)
pn(1 − p)N−n

con p = 1/
√

2 ≈ 0.707. Por lo tanto,

η =
n

N − n
,

y la distribución de η entonces se puede obtener a partir de la distribución de n,

teniendo en cuenta que:

Pη

(
η =

k

N − k

)
= Pn(n = k),

donde k = ηN
η−1

.

Es equivalente entonces, aunque mucho más eficiente, generar con este método

variables aleatorias de la distribución de η que con el método de Monte Carlo. La
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comparación entre las dos muestras aleatorias puede verse en el panel inferior de

la Fig. 5.2.

Entonces, teniendo en cuenta que el valor de expectación de la variable n ∼ Bin(M, p)

es Mp, tenemos que calcular el valor de expectación del cociente. Este proble-

ma no suele estar bien definido, pero se puede resolver de forma aproximada. A

continuación verificamos que η0 es efectivamente el valor de expectación de η y

derivamos una expresión anaĺıtica para su varianza.

Valor de expectación y varianza de η

Sean X, Y V.A. definidas como X = n, Y = N − n. Si q = 1 − p, los valores

de expectación de estas variables son:

µX = Np; µY = N −Np = N − µX

y las varianzas:

σ2
X = σ2

Y = NP (1 − p) = Npq

con q = 1 − p.

Queremos calcular el valor de expectación de la relación Q = X/Y . De la

definición del valor de expectación se desprende que no es posible derivar una

expresión simple para Q (Duris et al., 2018, Koopman, 1984, R.M. y Bonett,

2008). Otra razón que impide resolver anaĺıticamente la distribución de Q es que

el denominador puede ser cero. Una forma de resolver este problema es reescribir

la función de forma que se evite tener una singularidad. Es posible realizar dicha

aproximación a partir del desarrollo de la serie de Taylor de Q̄(X, Y ) = X/Y

alrededor de (X, Y ) = (µX , µY ), es decir, Q̄ = Q + R:

Q̄(X, Y ) = Q̄(µX , µY ) + ∂
∂X

Q̄(µX , µY )(X − µX)

+ ∂
∂Y

Q̄(µX , µY )(Y − µY ) + R,

donde R es el error de orden 2 dado por el teorema de Taylor. Entonces, podemos

estimar el valor de expectación de Q̄, E[Q̄] ≈ E[Q], donde
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Figura 5.3: Variación de las estimaciones de Monte Carlo de la varianza de M
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E[Q] =E
[
Q(µX , µY ) +

∂Q

∂X
(µX , µY )(X − µX) +

∂Q

∂Y
(µX , µY )(Y − µY )

]

=Q(µX , µY ) +
∂Q

∂X
(µX , µY )E

[
(X − µX)

]
+

∂Q

∂Y
(µX , µY )E

[
(Y − µY )

]

=Q(µX , µY ).

Entonces, en una aproximación de primer orden y considerando Q = η, X = n,

Y = N − n:

E(η̂) ≈ Np

N −Np
,

y

Np

N −Np
=

p

1 − p
=

1√
2

1 − 1√
2

=
P (β > 1)

P (β < 1)
= η0,

por lo que

E(η̂) ≈ η0.

El momento de segundo orden de η̂, se obtiene calculando la varianza de la

aproximación de primer orden de Q(X, Y ):
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V ar(Q) = V ar
[
Q(µX , µY ) +

∂Q

∂X
(µX , µY )(X − µX) +

∂Q

∂Y
(µX , µY )(Y − µY )

]

=

(
∂Q

∂X
(µX , µY )

)2

σ2
X +

(
∂Q

∂Y
(µX , µY )

)2

σ2
Y +

+

(
2
∂Q

∂X
(µX , µY )

∂Q

∂Y
(µX , µY )

)
Cov[X, Y ]

=

[(
∂Q

∂X
(µX , µY )

)2

+

(
∂Q

∂Y
(µX , µY )

)2
]
σ2
X+

+

(
2
∂Q

∂X
(µX , µY )

∂Q

∂Y
(µX , µY )

)
Cov[X, Y ].

Para evaluar las derivadas, tenemos que:

∂η

∂X
(µX , µY ) =

∂(X/Y )

∂X
(µX , µY ) =

1

Y

∣∣∣∣
(X,Y )=(µX ,µY )

=
1

µY

=
1

N(1 − p)
=

=
1

Nq
, (5.18)

y

∂η

∂Y
(µX , µY ) =

∂X/Y

∂Y
(µX , µY ) = − X

Y 2

∣∣∣∣
(X,Y )=(µX ,µY )

= −µX

µ2
Y

= − Np

N2(1 − p)2

= − p

Nq2
. (5.19)

La covarianza entre X e Y, está dada por:
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Cov(X, Y ) =
1

N

N∑

i=1

(xi − E(X))(yi − E(Y ))

=
1

N

N∑

i=1

(xi − µX)
(

(N − xi) − (N − µX)
)

= − 1

N

N∑

i=1

(xi − µX)2 (5.20)

= −σ2
X . (5.21)

Luego, usando las expresiones 5.18, 5.19 y 5.21

Var(η) =

[(
1

Nq

)2

+

(
p

Nq2

)2
]
Npq + 2

1

Nq

p

Nq2
Npq

=
1

N

((
1

q2
+

p2

q4

)
pq + 2

p2

q2

)

=
1

N

[
p

q
+ 2

(
p

q

)2

+

(
p

q

)3
]
. (5.22)

Evaluando en p = 1/
√

2, tenemos que

p

q
=

1/
√

2

1 − 1/
√

2
=

√
2 + 1.

Luego tenemos, finalmente,

Var(η) ≃ 28.14214

N
. (5.23)

Se puede observar en la Fig. 5.3 que la varianza teórica de la expresión 5.23 y

los valores de la varianza calculados a partir de 10 o 100 muestras de valores de

η, obtenidas en muestras simuladas equivalentes de β con el método de la distri-

bución binomial. Utilizar el valor teórico es equivalente a utilizar las simulaciones

de Montecarlo cuando N≳100, con la ventaja de no necesitar comparativamente

ningún tiempo de cálculo.
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5.1.3. Una prueba para los coeficientes OLS de la distri-

bución del coseno

El segundo método que presentamos se basa en analizar la distribución de

cos (λ) para determinar si es distinguible de la distribución esperada para una

muestra de orientaciones aleatorias de vectores S. Como se ha comentado, dicha

distribución es uniforme bajo H0. Trabajando con muestras de tamaño limitado,

las fluctuaciones estad́ısticas pueden generar diferencias entre los dos conjuntos

de datos, incluso cuando surjan de la misma distribución. Por lo tanto, queremos

comparar las dos distribuciones y establecer si su diferencia es suficiente para

descartar H0.

La comparación entre dos distribuciones observadas se realiza de forma más

robusta a partir de la distribución acumulativa emṕırica. Si se tiene una muestra

aleatoria de una variable X, {xi}ni=1, donde los valores están ordenados, la función

de distribución acumulativa emṕırica (ECDF, por su nombre en inglés empirical

cumulative distribution function) es:

Fe[x] =
|{X/X < x}|

|{X}| (5.24)

Esta función se utiliza en la prueba de Kolmogorov-Smirnov (Marsaglia et al.,

2003), donde el estad́ıstico D se define como la máxima diferencia entre las dos

distribuciones acumulativas. Siguiendo esta idea, para describir la diferencia entre

una distribución observada y una distribución de control Fc(x), consideramos:

∆(x) = Fe[X](x) − Fc(x). (5.25)

En el caso de la distribución del parámetro λ, sabemos que bajo H0 tiene que

ser uniforme entre 0 y π/2, lo que da como resultado Fc(x) = 2x/π. Entonces,

∆(x) = Fe[X](x) − 2x

π
. (5.26)

Esta función, por definición, comienza y termina en cero, es decir,

∆(x) = 0 para x = 0; x = π/2.

Para representar la función ∆(x) se puede utilizar una base de funciones orto-

gonales. Si f(x) es una función continua en el intervalo [0, π/2], entonces se puede
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Figura 5.4: Primeros elementos pares e impares de la base de funciones ϕ(x).

escribir como

∆(x) =
∞∑

k=0

akϕk(x), (5.27)

donde

ϕk(x) = sen (2kx).

Los primeros elementos de esta base se pueden ver en la Fig. 5.4.

Para definir la ortogonalidad de la base usamos el producto interno definido

como:

⟨f, g⟩ =

∫

L

f(t)g(t)dt.

En este caso L = [0, π/2], y

⟨ϕm, ϕn⟩ =

∫ π/2

0

ϕm(x)ϕn(x)dx

=

∫ π/2

0

sen(2mx) sen(2nx)dx,
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que se puede resolver teniendo en cuenta las relaciones

cos(a + b) = cos(a) cos(b) − sen(a) sen(b)

=⇒ sen(a) sen(b) =
1

2
[cos(a− b) − cos(a + b)] .

Luego,

⟨ϕm, ϕn⟩ =

∫ π/2

0

sen(2mx) sen(2nx)dx

=
1

2

∫ π/2

0

cos(2mx− 2nx) − cos(2mx + 2nx)dx

=
1

2

∫ π/2

0

cos(2x(m− n))dx− 1

2

∫ π/2

0

cos(2x(m + n))dx.

Teniendo en cuenta que m − n es par si y solo si m + n es par, resulta que

para m− n ̸= 0:

⟨ϕm, ϕn⟩ = 0,

mientras que

⟨ϕn, ϕn⟩ =
1

2

∫ π/2

0

cos(0)dx− 1

2

∫ π/2

0

cos(4xn)dx =
π

4
.

Por lo tanto, definiendo

ϕk(x) = ⟨ϕn, ϕn⟩ sen (2kx),

tenemos un sistema ortonormal. Y podemos finalmente escribir:

ϕk(x) =
4

π
sen (2kx). (5.28)

No obstante, en el caso de los conjuntos de datos, no existe una función con-

tinua, sino un muestreo discreto. El análisis de Fourier permite una expansión

en términos de una suma finita de senos en el caso de un conjunto de puntos

igualmente distanciados. Si los puntos no están igualmente distanciados debemos

recurrir a estrategias alternativas. Se puede hacer una discretización, pero esto

implica no hacer un uso óptimo de la información disponible. Otra opción es
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ajustar un modelo a los puntos observados. Por ejemplo, podŕıamos tomar como

modelo:

Φ(x) =
M∑

k=0

akϕk(x), (5.29)

que es un modelo lineal en los parámetros que queremos calcular: los coeficientes

ak.

Aunque este método es suficiente para representar una distribución, no es útil

como estad́ıstica para caracterizar los parámetros de la distribución. Sin embargo,

es posible aprovechar las condiciones de simetŕıa para caracterizar la distribución.

Por ejemplo, si asumimos simetŕıa, es decir, si tomamos como observables sólo

los cosenos de los ángulos agudos entre la población de vectores y la dirección

preferencial, esperamos que los parámetros pares sean cero. La Ec. 5.29 está

modelando la diferencia entre una distribución acumulativa de la distribución

del coseno calculada a partir de los datos y una función de control, por lo que

se espera que al estudiar los efectos de los alineamientos preferenciales en una

población de vectores esta función tome valores mayoritariamente positivos o

negativos, indicando un alineamiento neto perpendicular o paralelo a la dirección

preferida, respectivamente. Por lo tanto, en el caso de la simetŕıa en la que nos

interesa el ángulo agudo λ, se observa en el panel derecho de la Fig. 5.4 que el

primer término, representado en una curva azul, será el término dominante en la

Ec. 5.29 y es proporcional al parámetro a1; el área bajo la curva, ya sea positiva

o negativa, representará un alineamiento neto en la dirección perpendicular o

paralela, respectivamente.

Los coeficientes ak pueden obtenerse por mı́nimos cuadrados ordinarios a par-

tir de los datos. Dada la Ec. 5.29 y los residuos de la ECDF de los datos yi = i/n−i

de tamaño n, pretendemos minimizar:

χ2 =
n∑

i=1

(
yi
σi

− 1

σi

Φ(x)

)2

= |Aak −B|, (5.30)

donde A y B están en notación matricial y x son los datos que queremos ajustar,

es decir, los cosenos calculados de la muestra. Aśı que minimizando esta expresión

se deduce que Aak es igual a B (Hastie et al., 2001, Caṕıtulo 3), por lo que:

ak =
(ATB)k
(ATA)k

. (5.31)
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La base de las funciones es el conjunto de todas las funciones armónicas

ϕk(x) = sen(kπx), que truncamos en k=4, y suponiendo σi = 1, tenemos:

(ATA)k =
n∑

i=1

ϕ2
k(xi). (5.32)

Por otro lado, tenemos (ATB)k =
∑n

i=1 ϕk(xi)yi, por lo que, tras sustituir

tenemos:

ak =

∑n
i=1 ϕk(xi)yi∑n
i=1 ϕ

2
k(xi)

. (5.33)

En nuestro caso de estudio tenemos x = cos (λ), y suponiendo datos ordena-

dos: yi = i/n−i, finalmente llegamos a una expresión anaĺıtica para los coeficientes

obtenidos por el ajuste de mı́nimos cuadrados ordinarios (OLS, por sus siglas en

inglés):

ak =

∑n
i=1 i sen[kπ cos(λi)]∑n
i=1 sen2[kπ cos(λi)]

(
n− 1

n

)
. (5.34)

Esta es una expresión que relaciona directamente los parámetros con los datos.

Como se indicó anteriormente, el coeficiente a1 (Ec. 5.35) da la aproximación de

primer orden para la función residual (Ec. 5.29):

a1 =

∑n
i=1 i sen[π cos(λi)]∑n
i=1 sen2[π cos(λi)]

(
n− 1

n

)
. (5.35)

Si los datos consisten en una población vectorial con una alineación neta

perpendicular a la dirección preferida, Ec. 5.29 se parecerá a la curva azul del

panel derecho de la Fig. 5.4 con el coeficiente a1 tomando valores positivos. Esto

se debe a que los datos presentan un exceso en los valores inferiores de los cosenos

y, como consecuencia, la ECDF toma valores mayores que la función de control

de manera que los residuos son positivos. Por otro lado, si los datos presentan un

alineamiento neto en la dirección paralela, a1 tomará valores negativos.
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5.2. Aplicación a datos sintéticos, comparación

con métodos tradicionales, y el parámetro

ζ

Para comprobar la eficacia de los métodos presentados anteriormente con res-

pecto a los métodos habituales, como el coseno medio, los aplicamos a 3 conjuntos

de datos sintéticos. Estos datos se generan mediante el sorteo de puntos aleato-

rios en la superficie de un elipsoide tridimensional con ejes a, b y c, con varias

excentricidades definidas de la manera habitual: e2 = 1 − c2/a2, donde c < a

y a = b. Cabe destacar que al variar el eje c, estamos definiendo esta dirección

vertical correspondiente al eje z en un sistema cartesiano como la dirección privi-

legiada de la simetŕıa esférica. Elegimos establecer tres excentricidades diferentes

para probar los métodos: e2 = 0.6, 0.4 y 0, pasando de alargada a isotrópica,

respectivamente. De este modo, simulamos una población de vectores sin orien-

tación preferente para el caso isotrópico, hasta una con una fuerte tendencia a la

alineación para la mayor excentricidad.

En primer lugar, estudiamos la estabilidad de los estimadores con varios ta-

maños de muestra. La Fig. 5.5 muestra la media y la desviación estándar cal-

culadas para 50 realizaciones aleatorias de muestras de tamaño Nran. Para una

muestra de tamaño N ≳ 100 la estimación de los parámetros a1 y η es fiable,

y para tamaños de muestra de más de ∼ 104 el error relativo es lo suficiente-

mente pequeño como para distinguir pequeñas variaciones en las excentricidades.

Esto es prometedor en el sentido de que, para los estudios actuales y futuros en

gran escala con grandes muestras, incluso un pequeño efecto de alineación seŕıa

detectable con estos métodos.

En la Fig. 5.6 probamos la significación estad́ıstica del parámetro η cuando se

compara con la media de los cosenos, ⟨cos (λ)⟩. Como se ha explicado anterior-

mente, generamos puntos aleatorios a lo largo de la superficie de tres elipsoides

con valores de excentricidad de 0.6, 0.4 y 0. Estas poblaciones producen los tres

histogramas de cosenos mostrados en el panel a), que es la forma habitual de

estudiar y visualizar las alineaciones, donde incluimos los valores medios junto

con la desviación estándar de la distribución. Notamos que la desviación estándar

de la distribución del coseno es del orden de su media.

El panel c) muestra el logaritmo del parámetro β definido como el cociente

de las componentes perpendicular y paralela del vector, siendo la dirección para-
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Figura 5.5: Estabilidad de los métodos con respecto al tamaño de la muestra.
Aplicamos los métodos a 50 realizaciones aleatorias de datos sintéticos con ali-
neaciones correspondientes a tres valores de excentricidades crecientes: 0, 0.4 y
0.6. La media y las desviaciones estándar, representadas por las ĺıneas sólidas y
las regiones sombreadas respectivamente, se calcularon con estos 50 resultados
independientes. Encontramos que la media de los parámetros η y a1 es estable
incluso con un tamaño de muestra de unos pocos cientos. Se consigue un error
relativo del 10 % con un tamaño de muestra de ∼ 103 para el parámetro η. El
mismo tamaño de muestra para el mismo error relativo se consigue al aplicar el
método de coeficiente OLS a los datos con la excentricidad más grande.
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Figura 5.6: Representación del método a partir de una distribución de alineaciones
de una población de vectores que llega al parámetro η de la “fracción de vectores”,
junto con su significado comparado con la media de los cosenos.
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lela la de la dirección privilegiada en la simetŕıa esférica. El valor medio de β es

similar para todas las poblaciones, por lo que no es un parámetro ideal para estu-

diar. Sin embargo, el número acumulado de vectores que tienen una componente

perpendicular mayor, es decir, el parámetro η, es notablemente distinto para las

diferentes muestras.

Para tener en cuenta la varianza de la muestra, realizamos un muestreo boots-

trap de nuestro observable β con el fin de obtener una distribución de η a partir

de la cual podemos definir una media y una desviación estándar. Estas distribu-

ciones bootstrap para cada excentricidad se muestran en el panel d). Incluimos

el valor medio y la desviación estándar de las distribuciones, aśı como la del ca-

so isotrópico en color gris, que se ha calculado teóricamente con las expresiónes

detalladas en la Sec. 5.1.2.

Se observa que las distribuciones η tienen mayor desviación estándar para

valores medios mayores. Esto es una consecuencia de la definición de β, donde

los valores para el caso S⊥ < S∥ están limitados entre 0 y 1, mientras que para el

caso S⊥ > S∥ no tienen un ĺımite superior teórico. Si se definiera β a la inversa,

se produciŕıa el mismo comportamiento divergente para alineaciones paralelas.

Esta es una caracteŕıstica del parámetro a tener en cuenta. Sin embargo, aunque

el ĺımite superior es infinito en teoŕıa, no lo es en la práctica. Por un lado, habŕıa

que encontrar vectores de norma infinita para que esto suponga un inconveniente.

Por otra parte, es poco probable encontrar la alineación correspondiente a una

excentricidad de 0.6 en observables como las orientaciones galácticas, y mucho

menos en valores de excentricidad más altos. En otras palabras, estamos probando

estos parámetros en los ĺımites extremos de situaciones prácticas.

Para evaluar finalmente la eficacia y significación del parámetro η, repetimos

el procedimiento anterior generando puntos aleatorios a lo largo de la superficie de

los diferentes elipsoides con 50 semillas aleatorias, obteniendo aśı 50 valores de η

y cosenos medios. Además, para estudiar la significación estad́ıstica con respecto

a los comportamientos aleatorios, definimos la variable ζ como

ζX =
X − X̄ran

σX,ran

, (5.36)

donde X es la variable aleatoria que queremos probar, en este caso: η y ⟨cos(λ)⟩.
Dada su definición, la variable ζX contiene información, no sólo sobre cuánto

se desv́ıa la variable X del comportamiento isotrópico, sino también sobre la

importancia estad́ıstica de esta desviación. Los valores isotrópicos para la media y
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la desviación estándar de η se han derivado teóricamente en la Sec. 5.1.2. La media

y la desviación estándar de los cosenos en el caso isotrópico pueden calcularse

como las de una distribución uniforme. La función de distribución de probabilidad

de una distribución uniforme es:

f(x) =





1
b−a

for a ≤ x ≤ b

0 c.c.
(5.37)

donde, en el caso de los cosenos, a=0 y b=1. Aśı que la media y la desviación

estándar seŕıan:

E(cosran) = 0.5, (5.38)

y

σcos, ran =

√
1

12
≃ 0.289. (5.39)

El panel e) muestra el cálculo de ζη y ζcos. Observamos que la significación

estad́ıstica de las desviaciones del comportamiento isotrópico medidas con η es

mucho mayor que con los cosenos. Para una excentricidad de e2 = 0.6 tenemos

una significación de alrededor de 12.5 para η y 0.3 para los cosenos.

En la Fig. 5.7 realizamos un análisis equivalente para el método de los coefi-

cientes OLS utilizando los mismos datos sintéticos, como puede verse comparando

las distribuciones del coseno en los paneles a) de ambas Figs. 5.7 y 5.6. Para este

método calculamos primero la ECDF de los cosenos (panel c) de los datos co-

rrespondientes a los tres casos de anisotroṕıa variable. Los residuos se calculan

restando a la ECDF de los datos la correspondiente a una distribución isotrópica

que es la recta de ECDF(cos(λ)) = cos(λ). Generamos los datos y realizamos este

cálculo 50 veces con diferentes semillas aleatorias, como se muestra en el panel

d). Ajustamos cada una de estas curvas y representamos la media del ajuste con

ĺıneas sólidas y su correspondiente 3σ con las bandas sombreadas en el panel f).

La regresión lineal para cada curva produce un conjunto de coeficientes ak,

donde el que determina la forma básica del ajuste es a1 (véase la sección 5.1.3).

Realizamos un remuestreo bootstrap de los datos para estimar la media y la des-

viación estándar de este coeficiente. El panel e) muestra la distribución bootstrap

del coeficiente a1 correspondiente a las distribuciones del coseno mostradas en los

mismos colores, donde las ĺıneas verticales punteadas corresponden a la media.

Además, en este panel indicamos en texto los valores medios junto con la des-
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Figura 5.7: Representación del método partiendo de una distribución de alinea-
mientos de una población de vectores y derivando el coeficiente OLS a1, junto
con su significación en comparación con la media de los cosenos.
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viación estándar de la distribución. Se observa fácilmente que la media de este

coeficiente se determina de forma más robusta que la media de los cosenos.

Por último, para cada una de las realizaciones aleatorias trazamos los paráme-

tros normalizados ζa1 y ζ⟨cos⟩, donde encontramos que el coeficiente OLS detecta

la alineación con mayor significación estad́ıstica.

5.3. Discusión y comentarios

En este trabajo presentamos dos métodos para detectar y cuantificar las

señales de alineación y comprobar su robustez estad́ıstica. El primer método uti-

liza un parámetro denotado por la letra η, definido como la fracción relativa de

componentes vectoriales en el plano perpendicular a una dirección de referencia.

Hemos derivado el primer y segundo momento de la distribución de este estima-

dor, y aśı podemos evaluar de forma fiable su significación estad́ıstica. El segundo

método se basa en un ajuste sobre los residuos de la ECDF de los datos con res-

pecto a la esperada para una distribución uniforme. El ajuste utiliza un pequeño

conjunto de funciones armónicas ortogonales y no se basa en ningún esquema de

discretización. La amplitud del ajuste, i.e., la amplitud de la señal de alineación,

puede ser descrita por el primer parámetro OLS impar, a1.

Para el primer método, derivamos la distribución del estad́ıstico de prueba β,

definido como el cociente entre los componentes de los vectores perpendicular y

paralelo (Ec. 5.4). Encontramos que la distribución de probabilidad fB(β) es una

distribución patológica donde los momentos son indefinidos, y como tal, no es

un estad́ıstico robusto. Sin embargo, utilizando este estad́ıstico consideramos la

fracción de sus valores que es mayor que uno, dado que cuando las componentes

perpendicular y paralela son iguales no hay preferencia en ninguna de las dos

direcciones y entonces β = 1 puede tomarse como valor cŕıtico. Por lo tanto,

definimos este cociente como el parámetro η en la Ec. 5.15. Encontramos que,

para β definida como en la Ec. 5.4, el parámetro η tiene un valor de expectación

y una varianza dadas por η0 ≃ 2.4142 y Var(η) ≃ 28.1421/N , respectivamente.

El comportamiento gaussiano de este parámetro permite que los dos primeros

momentos sean suficientes para describir su distribución. La ventaja de conocer

la distribución teórica de los parámetros es la capacidad de determinar con pre-

cisión la importancia estad́ıstica de cualquier señal detectada sin invertir tiempo

y recursos computacionales en simulaciones de Monte Carlo.
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El segundo método de análisis de alineación que presentamos arroja los co-

eficientes OLS de un ajuste de los residuos de la ECDF de los cosenos de los

datos con respecto a una muestra aleatoria. El primer coeficiente impar, a1, de

la expansión armónica de la función residual es suficiente para caracterizar la

amplitud de la señal de alineación, siendo cero cuando la muestra es consistente

con orientaciones isotrópicas. Los valores positivos de a1 indican una alineación

perpendicular, mientras que los valores negativos indican una alineación paralela

con respecto a la dirección privilegiada.

Hemos comparado estos métodos con la media de la distribución del coseno y

utilizando simulaciones de Monte Carlo. Esta comparación se ha realizado gene-

rando puntos aleatorios en la superficie de elipsoides con distintas excentricidades,

simulando aśı una población de vectores con tres niveles diferentes de alineación

(desde la no alineación, a la intermedia, a la muy alineada), y probando qué tan

fidedigna es la recuperación de la señal de alineación tanto con los parámetros

nuevos como con los tradicionales.

Encontramos que los estad́ısticos propuestos permiten la detección de señales

de alineación con una mayor significación. Para una desviación de aproximada-

mente 0,25σ de una distribución isotrópica de cosenos, obtenemos una significa-

ción de 10– y 12σ para el coeficiente OLS a1 y el parámetro η respectivamen-

te. En el caṕıtulo siguiente comentamos los resultados de Dávila-Kurbán et al.

(2022) donde aplicamos el primer método presentado en este caṕıtulo, es decir,

el parámetro de fracción de vectores alineados, η, a los datos de una simulación

cosmológica.

Por último, hemos evaluado los efectos de las incertidumbres en la medición

de las componentes vectoriales paralelas y perpendiculares. Para ello, modelamos

los errores de observación introduciendo ruido gaussiano en las componentes. La

desviación estándar se eligió como el 10 % de la norma vectorial media. Existe

una relación lineal entre los parámetros “reales”, η y a1, obtenidos con los da-

tos sintéticos brutos, y los parámetros “observados”que tienen en cuenta el error

de observación simulado. Realizamos 100 realizaciones de los cálculos con y sin

errores simulados de observación. La ordenada al origen b correspondiente a la

máxima divergencia de los valores reales puede expresarse, para un tamaño de

muestra N de 1000 y 5000 respectivamente, como ∆bη = 0.7 y 0.3 para el primer

método, y ∆ba1 = 0.03 y 0.01 para el segundo método. Como referencia, el ran-

go de valores de los dos parámetros para las tres excentricidades probadas son:
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2.0 < η < 5.5 y -0,05 < a1 < 0,16 para N=1000; y 2,2 < η < 5,0 y -0,02 < a1 <

0,15 para N=5000. Esto puede utilizarse para estimar aproximadamente el ta-

maño de las muestras necesarias para lograr la detección de una pequeña señal

en los datos. Con estas herramientas, los próximos relevamientos y simulaciones

de gran tamaño pueden proporcionar nuevos conocimientos al detectar pequeñas

señales de los alineamientos que no se detectan en los relevamientos actuales con

un número menor de galaxias.
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Caṕıtulo 6

Alineaciones de galaxias en voids

En este caṕıtulo, basado en el trabajo Dávila-Kurbán et al. (2022), estudiamos

la alineación de los espines galácticos en las cáscaras de los vaćıos con respecto

a la dirección radial utilizando un identificador de vaćıos bien establecido (Ruiz

et al. 2015) y analizamos la dependencia de la amplitud de la señal con la masa

de la galaxia, la norma de esṕın, la velocidad y la densidad local de las mismas.

Al incluir las velocidades en nuestro análisis de alineación de esṕın, estudiamos

un aspecto dinámico que no ha sido muy explorado antes. Por último, empleamos

un método novedoso que utiliza parámetros estad́ısticos estables y robustos para

rechazar o aceptar la hipótesis nula de no alineación (Dávila-Kurbán et al., 2022).

Es de esperar que este nuevo enfoque proporcione una perspectiva útil sobre el

estudio de las orientaciones de las galaxias.

La simetŕıa esférica de los vaćıos, tanto en su geometŕıa como en su dinámica,

permite definir una dirección espećıfica para analizar las orientaciones galácticas:

la dirección radial. Dado el problema de las orientaciones vectoriales en torno a

un punto central definimos los parámetros β, η y ζ que nos permitirán estudiar la

orientación de las galaxias y detectar posibles desv́ıos respecto a una distribución

aleatoria. Estos parámetros se introdujeron y analizaron formalmente en el Cap. 5.

La Fig. 6.1 muestra un resumen esquemático de las definiciones de los parámetros,

cómo se relacionan entre śı y, en definitiva, cómo partimos de la medición de un

ángulo hasta la representación visual de la señal de alineación que utilizamos para

mostrar nuestros resultados.
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Figura 6.1: Esquema del análisis realizado en la búsqueda de señales de alineación
de discos de galaxias alrededor de vaćıos. Comenzamos con un parámetro λ, el
ángulo agudo entre el vector de esṕın y la posición del vector de la galaxia con
respecto al centro del vaćıo. A continuación, se compara la proporción de galaxias
con tan(λ) > 1 y con tan(λ) < 1 con una distribución teórica para una muestra
de galaxias orientadas al azar para diferentes intervalos de distancia radial al
centro del vaćıo. Finalmente, se define un parámetro normalizado, ζ, para mostrar
tanto la tendencia de alineación, si la hay, como su importancia estad́ıstica; por
ejemplo, si ζ > 3, entonces esta población de galaxias muestra una tendencia a
estar alineada perpendicularmente con una confianza de más de 3σ.
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6.1. Datos: TNG300-1

En este trabajo empleamos datos de galaxias del proyecto Illustris-TNG (TNG,

Marinacci et al. 2018, Naiman et al. 2018, Nelson et al. 2018, 2019, Pillepich et al.

2019, 2018, Springel et al. 2018). Illustris-TNG es un conjunto de simulaciones

magneto-hidrodinámicas cosmológicas obtenidas con el código de malla móvil

AREPO (Springel 2010), y adoptando la cosmoloǵıa de Planck (Planck Colla-

boration et al. 2016): Ωm = 0.3089, Ωb = 0.0486, ΩΛ = 0.6911, σ8 = 0.8159,

ns = 0.9667, y h = 0.6774. Estas simulaciones presentan modelos exhaustivos

para la f́ısica de la formación de galaxias, y mejoran a su predecesor, Illustris,

al incluir campos magnéticos y mejorar los modelos del viento galáctico y la re-

troalimentación de AGN. El proyecto TNG abarca tres volúmenes diferentes con

condiciones iniciales y modelos f́ısicos idénticos: TNG50, TNG100 y TNG300. En

particular, empleamos el TNG300-1, con una caja periódica de 205h−1Mpc, la

caja más grande y de mayor resolución del conjunto. Los halos (grupos) y sub-

halos (galaxias) en TNG se encuentran con un algoritmo estándar de “amigos de

los amigos” (FoF, por sus siglas en inglés friends of friends) con una longitud de

enlace b = 0.2 (en unidades del espaciado medio entre part́ıculas) ejecutado en

las part́ıculas de materia oscura, y con el algoritmo SUBFIND (Springel et al.

2001) respectivamente. Este último detecta la subestructura dentro de los gru-

pos y define grupos de part́ıculas localmente sobredensos y auto-ligados, donde

el componente bariónico en la subestructura se define como una galaxia. Anali-

zamos esta simulación a redshift z = 0 considerando galaxias en un el rango de

masa 109M⊙ ≤ M⋆ ≤ 1013M⊙. El esṕın de las galaxias en la suite TNG se define

como el esṕın total por eje calculado como la suma ponderada por la masa de la

coordenada relativa por la velocidad relativa de todas las part́ıculas integrantes.

El corte inferior en la masa mencionado anteriormente nos permite emplear sólo

galaxias en las que el esṕın está bien definido.

6.2. Identificación de vaćıos y su población de

galaxias

La identificación de vaćıos en la simulación sigue el algoritmo descrito en

Ruiz et al. (2015), una versión modificada de algoritmos anteriores presentados

en Padilla et al. (2005) y Ceccarelli et al. (2006). El algoritmo estima el perfil
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Figura 6.2: Esta figura resume varios aspectos de los datos con los que trabajamos.
El panel superior muestra los perfiles de densidad de los vaćıos que identificamos
en la simulación, y su clasificación en vaćıos tipo R y tipo S. El panel central
representa el logaritmo de la norma del vector de esṕın S de una galaxia en
función del logaritmo de su masa en unidades de 1010M⊙. Por último, el panel
inferior muestra la velocidad radial y transversal en función de la distancia al
centro del vaćıo en unidades de radio del vaćıo. Una velocidad radial positiva
indica que los entornos que estudiamos están en expansión, especialmente los
vaćıos de tipo R, y por lo tanto deben ser entornos subdensos.
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de densidad con una teselación de Voronoi sobre trazadores de densidad, que en

este trabajo son galaxias de la simulación TNG300-1. Las regiones subdensas se

obtienen seleccionando celdas de Voronoi por debajo de un umbral de densidad

y se seleccionan como candidatas a vaćıo. Centrado en estas celdas, se calcula el

contraste de densidad integrado ∆(r) en valores crecientes de r. Los candidatos

a vaćıo se seleccionan como las esferas más grandes que satisfacen la condición

∆(Rv) < 0.9 donde Rv es el radio del vaćıo. A continuación, los centros de los

vaćıos se desplazan aleatoriamente para que las esferas puedan crecer. Esto se

hace porque es probable que el algoritmo produzca vaćıos esféricos en los que sus

cáscaras no se ajustan con precisión a las estructuras circundantes, y el procedi-

miento de recentrado proporciona estructuras con bordes que concuerdan mejor

con el campo de densidad local circundante. Por último, el catálogo de vaćıos

comprende las mayores esferas subdensas y no superpuestas de radio Rv. En este

trabajo, usamos como trazadores a las galaxias de TNG300-1 con un corte infe-

rior en masa de Mmin = 109M⊙ para evitar posibles problemas de resolución en

la definición de las mismas. Después de aplicar este algoritmo a TNG300-1 y de

cortar los vaćıos con shot–noise1, nos queda una muestra de 82 vaćıos con radios

en el rango de 7-11 h−1Mpc.

Los entornos de los vaćıos pueden proporcionar una visión f́ısica sobre la na-

turaleza y la evolución de las propiedades de los vaćıos, ya que su jerarqúıa se

deriva de la agrupación de la masa en la estructura creciente cercana (Paranja-

pe et al. 2012, Sheth et al. 2004). Algunos vaćıos colapsan sobre śı mismos con

su estructura circundante, mientras que otros vaćıos permanecen como regiones

subdensas. Estos dos tipos de evolución están determinados por la densidad cir-

cundante: los vaćıos rodeados por un entorno parecido a la densidad media de

fondo se expandirán y seguirán siendo una región subdensa, lo que se conoce como

un tipo de vaćıo–en–vaćıo, mientras que si el vaćıo está rodeado por una cásca-

ra sobredensa, un sistema de vaćıo–en–nube, probablemente se encogerá bajo el

colapso de la cáscara. Estos dos comportamientos evolutivos pueden identificarse

calculando los perfiles de densidad radial acumulada (Ceccarelli et al. 2013, Paz

et al. 2013, Ruiz et al. 2015).Empleamos subhalos como trazadores de la densidad

alrededor de los vaćıos; los mismos trazadores usados para identificar los mismos.

En el panel superior de la Fig. 6.2 se muestra, en ĺıneas anaranjadas sólidas, el

contraste de densidad de los vaćıos shell (“cáscara” en inglés), o tipo S, mientras

1Ruido en pequeñas escalas caracteŕıstico de muestras discretas.
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que las ĺıneas azules discontinuas representan el de los voids rising (“ascendente”

en inglés), o tipo R. En la práctica, esta clasificación se hace evaluando ∆(3Rv),

tal que cuando este es positivo se clasifica al vaćıo como tipo R y como tipo S en

el caso contrario. Estudiamos la señal de alineación en estos dos tipos de vaćıos,

aśı como en la muestra completa de vaćıos.

6.2.1. Velocidades y entorno de las galaxias

En esta sección estudiamos la dinámica de las galaxias caracterizadas en la

subsección anterior y su entorno local para interpretar mejor los resultados. Para

ello, exploramos la velocidad radial y transversal media de las galaxias en función

de su distancia al centro del vaćıo (tanto de tipo R como S), como se muestra

en el panel inferior de la Fig. 6.2. Como es de esperar, a partir de aproximada-

mente 1Rv, las velocidades radiales centradas en el vaćıo comienzan a disminuir,

mientras que las velocidades transversales siguen aumentando impulsadas por las

estructuras sobredensas, como los filamentos y los cúmulos masivos.

Destacamos el hecho de que en el rango analizado de distancias al centro de

los vaćıos, las velocidades radiales de las galaxias siguen siendo considerablemen-

te grandes. Las medias de la velocidades radiales son de aproximadamente 25

y 120km s−1, para galaxias en vaćıos tipo S y R respectivamente, aún cuando

se encuentran a 1.5Rv. Esto confirma que estas regiones aún se encuentran en

expansión global, asociada a un entorno subdenso en gran escala.

Para confirmarlo, calculamos el contraste de densidad acumulado, igual que

en el panel superior de la Fig. 6.2, pero en función de los radios de los vaćıos en

el rango de distancias de 0.8-1.5Rv. El contraste de densidad de los vaćıos de tipo

R está por debajo de -0.25 para todo este rango de distancias, y sólo para unos

pocos vaćıos supera el valor de -0.50 en las distancias más lejanas de ∼1.5Rv.

6.2.2. Propiedades de las galaxias en los vaćıos y su clasi-

ficación

En esta subsección nos centramos en explorar la dependencia con la alinea-

ción de las diferentes caracteŕısticas de las galaxias. Consideramos las propiedades

intŕınsecas, como la masa y el esṕın total, y también su entorno de densidad local

y la velocidad de expansión con respecto al centro del vaćıo. Para estudiar esto

último, consideramos cáscaras cada vez más grandes y no superpuestas de un an-

123



cho de 0.1Rv. Además, dividimos la población dentro de las cáscaras en muestras

de “alta” y “baja” velocidad con respecto a los valores medios. Tenemos en cuenta

la densidad local utilizando el parámetro estad́ıstico Σ5 definido en la Sec. 6.3.3.

Encontramos que la velocidad de expansión y la densidad local son variables in-

dependientes, por lo que es factible estudiarlas por separado. Sin embargo, para

distinguir las poblaciones de galaxias en alto y bajo esṕın es necesario analizar la

correlación masa–esṕın.

El panel central de la Fig. 6.2 muestra el esṕın y la masa de una población

de galaxias correspondiente a una cáscara de radios interiores y exteriores de 1.0-

1.1Rv de un vaćıo con radio Rv ≃ 8h−1Mpc. Una simple diferenciación en galaxias

de alto/bajo esṕın se realiza mediante una regresión lineal en la relación esṕın–

masa como se muestra con la ĺınea sólida en el panel central de la Fig. 6.2 que

divide la muestra en un número similar de objetos. Hemos considerado tres rangos

de masa que corresponden aproximadamente a los terciles de la muestra: M1 =

109.2M⊙ y M2 = 109.6M⊙; estos dos ĺımites se muestran en ĺıneas discontinuas

verticales.

El número total de galaxias en cáscaras de 0.8-1.5Rv alrededor de los 82 vaćıos

identificados es NTotal = 413864. Los números de cada uno de los siete intervalos

de radios, o, de forma equivalente, siete cáscaras con una profundidad de 0.1Rv

alrededor de los vaćıos tipo R y S son, respectivamente: NR = [5666, 8855, 29273,

44152, 60364, 75188, 93348] y NS = [1015, 1872, 6770. 12946, 18412, 25741. 30262].

6.3. Efectos de alineaciones en las galaxias

En esta sección, exploramos la señal de alineaciones de los discos galácticos

y su relación con las propiedades galácticas y caracteŕısticas ambientales, como

la norma de esṕın, la masa, la velocidad y la densidad local de las galaxias. Para

ello, hacemos uso del parámetro ζ (Ec. 5.36), definido como normalización para

el parámetro η (Ec. 5.15).

Nuestro análisis pretende determinar qué propiedades de la muestra de gala-

xias producen un cambio significativo en la señal de alineación. Para estudiar la

dependencia de la señal de alineación ζ con respecto a la posición radial r, primero

consideramos las galaxias pertenecientes a la muestra completa de vaćıos, y luego

consideramos las muestras de vaćıos tipo R y tipo S por separado. Seleccionamos

galaxias dentro de cáscaras esféricas de 0.1Rv de profundidad, de 0.8Rv a 1.5Rv,
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Figura 6.3: Señal de alineación en función de la distancia al centro del vaćıo en
unidades de radio del vaćıo, ζ(r R−1

v ). Las ĺıneas discontinuas largas y cortas re-
presentan la señal alrededor de los vaćıos de tipo R y S, respectivamente, mientras
que la ĺınea sólida representa los resultados de todos los tipos de vaćıos. Hay un
pico notable de señal perpendicular, o ζ > 0, en la cáscara centrada en 1.05Rv.
Más lejos de este pico, la señal de los vaćıos de tipo S, aunque en general es menor
que la de los vaćıos de tipo R, aumenta, superando a estos últimos en el intervalo
de distancia más lejano. Aunque nada demasiado significativo, es decir, ninguna
señal por encima de 3σ de confianza, existe una tendencia general de alineación
perpendicular para toda la muestra de galaxias.
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comprendiendo un total de 7 intervalos.

Una vez que hemos determinado la población de galaxias a estudiar, la dividi-

mos en valores “bajos” y “altos” de la propiedad galáctica que estamos estudian-

do, por ejemplo bajo y alto esṕın, con la excepción de la masa que también tiene

una clasificación “intermedia”, como se discute en la Sec. 6.2.2. A continuación,

para cada una de las submuestras calculamos ζ(r R−1
v ), es decir, la alineación

en función de la posición radial con respecto al centro del vaćıo, y analizamos

si cambia significativamente para las diferentes submuestras. Con este enfoque,

buscamos tendencias de alineación paralelas (ζ < 0) o perpendiculares (ζ > 0).

Primero mostramos la señal de alineamiento sin realizar ninguna clasificación en

las galaxias, i.e. la señal de toda la población de galaxias en cada intervalo de

distancia al centro del vaćıo (Fig. 6.3). Luego presentamos los resultados de las

submuestras determinadas por las clasificaciones generales mencionadas anterior-

mente (Fig. 6.4 y Secs. 6.3.1 a 6.3.4). Finalmente, en la Sec. 6.3.5 estudiamos el

alineamiento en todas las posibles combinaciones de los mencionados criterios de

clasificación.

En la Fig. 6.3 mostramos la señal de alineación, cuantificada por los valores

promediados del parámetro ζ en función de la distancia al centro del vaćıo, con-

siderando la muestra completa de vaćıos, junto con las submuestras de tipo R y

S. Las regiones de color gris claro y oscuro representan la significación de 3σ y

1σ, respectivamente, calculada con la Ec. 5.23, mientras que las barras de error

se calcularon con 1000 remuestreos bootstrap de la población de galaxias en cada

intervalo de distancia a lo largo de todos los vaćıos en consideración. Como se

puede observar, existe una tendencia general que favorece una señal de alineación

perpendicular de los vectores de esṕın con respecto a la dirección radial. Este

resultado puede interpretarse como indicativo de una preferencia de los discos a

encontrarse perpendicularmente al centro del vaćıo (es decir, ζ > 0). La confianza

estad́ıstica de este exceso de probabilidad está entre 1 y 3σ para toda la muestra

en distancias entre 1 y 1.5 radios de vaćıo. A pesar de ser una señal marginal,

es consistentemente positiva en un amplio rango, cubriendo al menos cinco in-

tervalos en la distancia normalizada. En general, la señal de los vaćıos de tipo R

parece ser más fuerte que la de los vaćıos de tipo S, y hay un pico de alineación

notable para ambos tipos en la cáscara centrada en 1.05Rv. En los intervalos más

alejados, la señal de los vaćıos tipo S aumenta más rápidamente que la de los

vaćıos tipo R.

126



4

2

0

2

4

6
All Voids

Intermediate Mass
High Mass

Low Mass
R-Voids S-Voids

4

2

0

2

4

6 High Spin Low Spin

4

2

0

2

4

6 High 5 Low 5

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
r/Rv

4

2

0

2

4

6 High Vrad Low Vrad

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
r/Rv

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5
r/Rv

Figura 6.4: Resultados de la señal de alineación en función de la distancia radial
al centro del vaćıo, ζ(r R−1

v ), para diferentes muestras de galaxias. Las ĺıneas azu-
les y naranjas representan las muestras con valores altos y bajos de la propiedad
galáctica filtrante, respectivamente. Hemos incluido el rango de masa intermedio
en la primera fila, indicado con una ĺınea negra punteada. Las regiones fuertemen-
te sombreadas abarcan un nivel de confianza de 1σ mientras que el sombreado
claro representa regiones de confianza de 3σ. Estas regiones corresponden a las
incertidumbres de las muestras de referencia y se calculan con la expresión teóri-
ca de la derivación de ζ, mientras que las barras de error de la señal se obtienen
del remuestreo bootstrap. Las señales de más de 3σ se encuentran al filtrar para
masa alta, esṕın alto y velocidad radial baja. El filtrado por alto y bajo Σ5 no
parece tener un efecto significativo. La propiedad galáctica que produce la señal
más fuerte en este rango de distancias radiales es la baja velocidad radial.
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En la Fig. 6.4 mostramos los resultados de dividir la muestra de galaxias según

las clasificaciones alta y baja de las propiedades que analizamos: masa, esṕın,

densidad local y velocidad. Las ĺıneas azul y naranja representan poblaciones con

valores altos y bajos del parámetro de interés, respectivamente. Exploraremos los

resultados de la división de la muestra con respecto a los parámetros mencionados

en las siguientes subsecciones.

6.3.1. Alineación vs. masa

Seguimos la clasificación de masas discutida en la Sec. 6.2.2, y mostramos en

la primera fila de la Fig. 6.4 los resultados de la señal de alineación para muestras

con masa baja, intermedia y alta. Las muestras de masa baja e intermedia son en

su mayoŕıa consistentes con alineaciones isotrópicas. Sin embargo, se encuentra

una señal consistentemente por encima de 1σ cuando se analizan muestras de

alta masa. En particular, las cáscaras con una señal perpendicular significativa,

es decir, por encima de la región sombreada de 3σ, se encuentran centradas en

1.15Rv alrededor de los vaćıos de tipo R, y en 1.45Rv alrededor de los vaćıos de

tipo S. Teniendo en cuenta todos los tipos de vaćıos, también se encuentra una

señal más fuerte en las cáscaras centradas en 1.35Rv.

Estos resultados no indican un claro “spin–flip” (ver Sec. 2.3) dependiente de

la masa en las cáscaras de los vaćıos con esta clasificación en masas. Sin embargo,

los resultados sugieren una tendencia a pasar de la no alineación a la alineación

perpendicular con el aumento de la masa. Hay un fenómeno que se asemeja a un

spin–flip para las cáscaras centradas en 1.15Rv alrededor de los vaćıos de tipo R,

en los que las galaxias de baja masa parecen mostrar una señal de alineación de

ζ ≃-2±1. Sin embargo no es una señal lo suficientemente fuerte como para que

concluyamos a favor de la existencia de un spin–flip en este caso.

6.3.2. Alineación vs. esṕın

Seguimos la clasificación de esṕın discutida en la Sec. 6.2.2, y mostramos en

la segunda fila de la Fig. 6.4 los resultados de la señal de alineación para las

muestras de bajo y alto esṕın.

Los resultados de las galaxias de bajo esṕın son en su mayoŕıa consistentes

con la ausencia de alineación en todas las clasificaciones de los vaćıos, es decir,

ζ(r R−1
v ) ≃ 0. Por otro lado, las galaxias de alto esṕın, es decir, las galaxias que
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han adquirido una rotación relevante, muestran una fuerte y significativa (ζ ≥ 3)

tendencia a ser perpendiculares para r > 1Rv, especialmente en los vaćıos de tipo

R. Las cáscaras que muestran una señal superior a 3σ se centran en torno a 1.05,

1.15, 1.35 y 1.45Rv en la muestra de todos los tipos de vaćıos, y 1.05Rv en los

vaćıos de tipo R. En los vaćıos de tipo S no se encuentra esta señal. Además, para

los vaćıos de tipo S no parece haber una diferencia estad́ısticamente significativa

en la alineación entre las galaxias de bajo y alto esṕın para r > 1.2Rv.

6.3.3. Alineación vs. densidad del entorno local

El enfoque de “vecinos cercanos” estudia la densidad del entorno considerando

un estimador de escala variable. Normalmente el parámetro de densidad superfi-

cial se calcula como Σn = n/πr2n, donde n es el número de vecinos dentro de una

circunferencia con radio igual a rn, la distancia al n–ésimo vecino más cercano.

Definido de este modo, las galaxias con vecinos más cercanos, es decir, con un Σn

mayor, se encuentran en entornos más densos. En este trabajo elegimos utilizar

Σ5, definido como

Σ5 =
5

πr25
. (6.1)

Las medianas promedio de Σ5, es decir, los valores cŕıticos por los que di-

vidimos la muestra en “alta” y “baja”, a través de todos los intervalos de dis-

tancia son ⟨M(Σ5, total)⟩ = 4.01e-6 Mpc−2 h, ⟨M(Σ5, R)⟩ = 3.66e-6 Mpc−2 h, y

⟨M(Σ5, S)⟩ = 5.58e-6 Mpc−2 h.

Se puede observar en la tercera fila de la Fig. 6.4 que no encontramos diferen-

cias estad́ısticamente significativas al filtrar la muestra en valores altos y bajos

de Σ5. La curva de alto Σ5 para la muestra completa de vaćıos parece ser cua-

litativamente similar a la curva análoga de la Fig. 6.3, mientras que la curva de

bajo Σ5 exhibe una amortiguación aún mayor de la señal. Esto significa que al

seleccionar una densidad local alta o baja no estamos afectando a la detección de

la señal de alineación más allá de diluirla debido a una reducción en el tamaño

de la muestra. En otras palabras, la alineación parece ser independiente de la

densidad local de galaxias.

6.3.4. Alineación vs. velocidad respecto al centro del vaćıo

En esta subsección exploramos la relación entre la orientación del esṕın y las

velocidades vaćıo–céntricas de las galaxias, que podŕıan mantener reliquias de
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la dirección de encuentro preferida y de la adquisición del esṕın. Definimos las

velocidades radiales y transversales como

vrad = v · r̂ (6.2)

vtra =
√
v2 − vrad (6.3)

respectivamente, donde v es la velocidad total de la galaxia y r̂ su dirección radial.

Encontramos una diferencia significativa entre las muestras de velocidad ra-

dial baja y alta. La última fila de la Fig. 6.4 muestra que se encuentra una señal

perpendicular mucho mayor para las galaxias con baja velocidad radial. La di-

ferencia en la señal de alineación entre las muestras con baja y alta velocidad

radial es particularmente fuerte en los vaćıos tipo R. También cabe destacar que

todos los tipos de vaćıos la señal persiste por encima de la región de confianza de

3σ para cada cáscara de r > 1Rv. Por otra parte, también hemos explorado sub-

muestras con velocidad transversal baja y alta encontrando señales de alineación

similares en ambos casos (no presentadas en la figura), i.e., filtrar por velocidad

transversal no parece afectar la señal de alineación. Por comparación de la última

fila de la Fig. 6.4 con las anteriores se puede observar que la velocidad radial apa-

rece como la propiedad galáctica que más fuertemente correlaciona con la señal

de alineación de esṕın perpendicular a la dirección radial del vaćıo.

6.3.5. Alineación en combinaciones de muestras

Hemos explorado previamente la dependencia de la alineación de 5 propieda-

des galácticas por separado: norma de esṕın, masa, Σ5, velocidad transversal y

radial, encontrando la mayor señal de alineación de esṕın para galaxias de baja

velocidad radial de expansión respecto del centro del vaćıo. En esta subsección es-

tudiamos las alineaciones de esṕın en combinaciones de submuestras considerando

valores altos y bajos de los parámetros galácticos mencionados. Para simplificar

las referencias cruzadas, denominamos a estas submuestras del uno al 80 como

“Ss1” (submuestra uno) a “Ss80” (submuestra 80), y a toda la muestra de ga-

laxias sin discriminar según ninguna propiedad galáctica la denominamos “S0”

(muestra cero).

Para simplificar, también consideramos las galaxias dentro de un único cas-

carón con una profundidad de 0.5Rv, con radios interiores y exteriores de 0.9 y

130



1.4Rv respectivamente, dando un único valor del parámetro ζ para cada tipo de

vaćıo.

Dado que en las secciones anteriores encontramos que la velocidad radial baja

es la propiedad galáctica que más se correlaciona con la señal perpendicular, he-

mos dividido el conjunto total de resultados en dos tablas. La tabla 6.1 muestra

todas las combinaciones posibles de propiedades galácticas altas y bajas restrin-

gidas fijando que tengan alta velocidad radial centrada en el vaćıo, mientras que

el conjunto restante de submuestras con baja velocidad radial se muestra en la

Tabla 6.2.

Las submuestras con señales de alineación por encima del nivel de confianza

de 3σ, i.e. |ζ| > 3, están resaltadas en negrita en las tablas 6.1 y 6.2. Se trata

de S0 y submuestras con alta masa, alto esṕın o bajas velocidades radiales. Este

resultado es coherente con los presentados en las subsecciones anteriores. Las

señales de alineación de esṕın más fuertes se encuentran aproximadamente en el

nivel de 9σ para las submuestras Ss55 y Ss57. Estas dos submuestras tienen en

común altos valores de esṕın y una baja selección de velocidad radial centrada en

el vaćıo (ver Tabla 6.2).

La restricción de galaxias de alto o bajo Σ5 amortigua la señal–ruido de la

muestra progenitora; por ejemplo, Ss9 y Ss18 con respecto a S0, al igual que Ss17

y Ss26 con respecto a Ss8. Esto confirma aún más nuestro hallazgo de que la

densidad local, medida con el parámetro Σ5, no está directamente correlacionada

con la alineación del esṕın alrededor de los vaćıos.

Además, para estudiar la dependencia de la señal de alineamiento con las

otras propiedades galácticas, podemos mirar las submuestras Ss1 (alto esṕın),

Ss8 (alta masa) y Ss54 (baja velocidad), tenemos ζ = 5.8 ± 1.0 para alto esṕın y

ζ = 5.6±1.1 para alta masa, para todos los tipos de vaćıo, por lo que ninguno de

estos parámetros se correlaciona más fuertemente con la alineación que el otro.

Concluimos que la selección de galaxias de alta masa y alto esṕın tiene una fuerte

incidencia en alineaciones sistemáticas de esṕın. Además, la señal más fuerte

obtenida para estas tres submuestras y para todos los tipos de vaćıos, es Ss54

a ζ = 6.8 ± 1.0. Lo que confirma nuestro hallazgo de que, entre los parámetros

analizados, una baja velocidad radial respecto al centro del vaćıo es el mayor

predictor de la alineación.

En cuanto a la clasificación de los vaćıos, encontramos valores de señal más

significativos desde el punto de vista estad́ıstico alrededor de los vaćıos de tipo
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R que alrededor de los vaćıos de tipo S. El valor más alto para los vaćıos de tipo

R se encuentra en Ss55 (alto esṕın y baja velocidad radial) con ζR = 8.0 ± 1.1

mientras que el valor más alto para los vaćıos de tipo S pertenece a Ss57 (alta

masa y esṕın y baja velocidad radial) con ζS = 5.7 ± 1.2. Ambas submuestras

son bajas en velocidad radial y pueden verse en la Tabla 6.2. Como se ha visto

en la Sec. 6.3.4, para una determinada distancia al centro del vaćıo, los vaćıos de

tipo R habitan un entorno menos denso que los vaćıos de tipo S. Esto significa

que detectamos una mayor señal de alineación en entornos globalmente menos

densos.

Elegimos la submuestra con la mayor señal, Ss57 (alto esṕın y masa, y baja

velocidad radial), para trazar su señal de alineación normalizada ζ en función de

la distancia al centro del vaćıo en el panel superior de la Fig. 6.5. Encontramos

una gran señal de más de 5σ para la alineación perpendicular en torno a 1.15Rv en

los vaćıos de tipo R. El panel inferior muestra el contraste de densidad acumulada

en las distancias consideradas, y muestra que las grandes señales se encuentran

efectivamente en entornos subdensos.

La relación entre los parámetros de alineación analizados aqúı y las mediciones

más clásicas, como el coseno medio de la muestra, se describe en la Sec. 5.2. Para

Ss57, por ejemplo, tenemos ζTotal ≃ 9.0 con NTotal = 23853 (ver Tabla 6.2);

siguiendo la relación expuesta en la sección mencionada podemos estimar que

este valor de ζ corresponde a un valor de coseno medio de ⟨cos(θ)⟩ ≃ 0.43.

6.4. Discusión y comentarios

En este caṕıtulo hemos analizado las orientaciones de los espines galácticos en

entornos subdensos en la simulación Illustris TNG300-1. Nuestro estudio mues-

tra una fuerte evidencia de que las grandes galaxias en vaćıos cósmicos exhiben

un exceso de espines perpendiculares a la dirección radial céntrica del vaćıo. La

estad́ıstica utilizada para detectar la señal de alineación es robusta y permite

explorar su dependencia con diferentes regiones en el espacio de parámetros, in-

cluyendo la distancia radial al centro del vaćıo, la magnitud del esṕın, la masa de

la galaxia, la densidad local de la galaxia y la componente radial de la velocidad

de las galaxias respecto al centro del vaćıo cósmico.

Encontramos la mayor señal de alineación (a un nivel superior a 9σ) para

galaxias masivas con rotación relevante que residen en entornos de vaćıo y con
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Submuestra Spin Masa Σ5 Vrad ζTotal ζR ζS NTotal NR NS

S0 - - - - 4.0 ±1.0 3.6 ±1.0 1.8 ±1.0 283573 217832 65741
Ss1 H - - - 5.8 ±1.0 5.0 ±1.0 3.0 ±1.1 156192 120793 35399
Ss2 H L - - -0.1 ±1.0 0.5 ±1.0 -1.1 ±1.0 50217 39109 11108
Ss3 H H - - 8.0 ±1.1 6.6 ±1.1 4.7 ±1.1 47707 36607 11100
Ss4 L - - - -0.4 ±1.0 -0.2 ±1.0 -0.5 ±1.0 127381 97039 30342
Ss5 L L - - -0.4 ±1.0 -0.3 ±1.0 -0.1 ±1.0 30580 23507 7073
Ss6 L H - - 0.0 ±1.0 0.5 ±1.0 -0.8 ±1.0 43598 32963 10635
Ss7 - L - - -0.4 ±1.0 0.2 ±1.0 -1.0 ±0.9 80797 62616 18181
Ss8 - H - - 5.6 ±1.1 5.0 ±1.0 2.6 ±1.0 91305 69570 21735
Ss9 - - H - 3.3 ±1.1 2.5 ±1.0 2.0 ±1.1 141785 108916 32870
Ss10 H - H - 4.4 ±1.0 3.5 ±1.0 3.3 ±1.1 78096 60396 17699
Ss11 H L H - -0.3 ±1.0 0.6 ±1.0 -1.9 ±0.9 25108 19554 5554
Ss12 H H H - 4.8 ±1.1 3.1 ±1.1 4.1 ±1.1 23852 18303 5550
Ss13 L - H - 0.0 ±1.0 0.0 ±1.0 -0.1 ±1.0 63690 48519 15171
Ss14 L L H - -0.4 ±1.0 -0.2 ±1.0 0.1 ±1.0 15290 11753 3536
Ss15 L H H - 0.2 ±1.0 0.8 ±1.0 -0.1 ±1.0 21799 16481 5317
Ss16 - L H - -0.4 ±1.0 0.3 ±1.1 -1.4 ±0.9 40398 31308 9090
Ss17 - H H - 3.5 ±1.1 2.9 ±1.0 2.8 ±1.1 45652 34785 10867
Ss18 - - L - 2.3 ±1.0 2.5 ±1.1 0.6 ±1.0 141786 108916 32870
Ss19 H - L - 3.8 ±1.0 3.6 ±1.1 0.9 ±1.0 78096 60396 17699
Ss20 H L L - 0.1 ±1.0 0.0 ±1.0 0.4 ±1.0 25108 19554 5554
Ss21 H H L - 6.5 ±1.1 6.2 ±1.2 2.6 ±1.1 23853 18303 5550
Ss22 L - L - -0.4 ±1.0 -0.1 ±1.0 -0.5 ±1.0 63690 48519 15171
Ss23 L L L - -0.2 ±1.0 -0.4 ±1.0 -0.2 ±1.0 15290 11753 3536
Ss24 L H L - -0.2 ±1.0 -0.1 ±1.0 -0.9 ±1.0 21799 16481 5317
Ss25 - L L - -0.1 ±1.0 -0.2 ±1.0 0.1 ±1.0 40398 31308 9090
Ss26 - H L - 4.3 ±1.0 4.2 ±1.1 1.0 ±1.0 45652 34785 10867
Ss27 - - - H -1.1 ±1.0 -1.0 ±1.0 -0.3 ±1.0 141786 108916 32870
Ss28 H - - H -0.7 ±1.0 -0.8 ±1.0 -0.2 ±1.0 78096 60396 17699
Ss29 H L - H -1.9 ±1.0 -1.4 ±1.0 -1.5 ±0.9 25108 19554 5554
Ss30 H H - H 2.5 ±1.0 2.5 ±1.1 1.1 ±1.0 23853 18303 5550
Ss31 L - - H -0.8 ±1.0 -0.8 ±1.0 -0.5 ±1.0 63690 48519 15171
Ss32 L L - H 0.4 ±1.0 0.0 ±1.0 1.2 ±1.0 15290 11753 3536
Ss33 L H - H -0.8 ±1.0 -0.8 ±1.0 -0.4 ±1.0 21799 16481 5317
Ss34 - L - H -1.3 ±1.0 -1.2 ±1.0 -0.6 ±1.0 40398 31308 9090
Ss35 - H - H 1.2 ±1.0 1.2 ±1.0 0.3 ±1.0 45652 34785 10867
Ss36 - - H H -0.4 ±1.0 -0.7 ±1.0 0.2 ±1.0 57201 45592 13017
Ss37 H - H H -0.7 ±1.0 -0.6 ±1.0 0.5 ±1.0 32361 25785 7196
Ss38 H L H H -1.2 ±1.0 -1.0 ±1.0 -2.0 ±0.9 10359 8325 2248
Ss39 H H H H 1.0 ±1.0 0.8 ±1.0 1.9 ±1.1 9972 7905 2308
Ss40 L - H H -0.5 ±1.0 -0.5 ±1.0 -0.2 ±1.0 24819 19780 5822
Ss41 L L H H -0.6 ±1.0 -0.9 ±1.0 0.0 ±1.0 6056 4871 1357
Ss42 L H H H 0.1 ±1.0 0.0 ±1.0 -0.6 ±0.9 8521 6713 2059
Ss43 - L H H -1.4 ±0.9 -1.3 ±1.0 -1.4 ±0.9 16425 13193 3599
Ss44 - H H H 1.0 ±1.0 0.6 ±1.0 1.0 ±1.0 18507 14625 4343
Ss45 - - L H -1.0 ±1.0 -0.6 ±1.0 -0.5 ±1.0 84583 63324 19852
Ss46 H - L H -0.3 ±1.0 -0.5 ±1.0 -0.7 ±0.9 45735 34611 10502
Ss47 H L L H -1.4 ±0.9 -0.9 ±1.0 -0.2 ±1.0 14749 11228 3306
Ss48 H H L H 2.5 ±1.1 2.6 ±1.1 0.0 ±1.0 13879 10398 3242
Ss49 L - L H -0.6 ±1.0 -0.6 ±1.0 -0.4 ±1.0 38870 28739 9349
Ss50 L L L H 1.0 ±1.0 0.7 ±1.0 1.6 ±1.1 9234 6881 2179
Ss51 L H L H -1.1 ±1.0 -1.0 ±1.0 0.0 ±1.0 13278 9768 3258
Ss52 - L L H -0.5 ±1.0 -0.3 ±1.0 0.3 ±1.0 23973 18115 5491
Ss53 - H L H 0.9 ±1.0 1.1 ±1.0 -0.3 ±1.0 27144 20160 6523

Cuadro 6.1: Esta tabla muestra los resultados de la medición de ζ para todos los
tipos de vaćıos, aśı como los vaćıos de tipo R y S por separado para submuestras
definidas como todas las combinaciones posibles de Spin, Masa y Σ5 altos y bajos,
y velocidad radial Vrad, excluyendo las muestras con Vrad bajos que se muestran
en la Tabla 6.2. Los radios interior y exterior de la cáscara considerada son 0.9 y
1.4Rv respectivamente.
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Submuestra Spin Masa Σ5 Vrad ζTotal ζR ζS NTotal NR NS

Ss54 - - - L 6.8 ±1.0 6.1 ±1.0 2.9 ±1.0 141786 108916 32870
Ss55 H - - L 9.1 ±1.1 8.0 ±1.1 4.5 ±1.1 78096 60396 17699
Ss56 H L - L 1.7 ±1.0 2.1 ±1.1 0.0 ±1.0 25108 19554 5554
Ss57 H H - L 9.0 ±1.2 6.9 ±1.2 5.7 ±1.2 23853 18303 5550
Ss58 L - - L 0.3 ±1.0 0.7 ±1.0 -0.2 ±1.0 63690 48519 15171
Ss59 L L - L -0.9 ±1.0 -0.4 ±1.0 -1.2 ±1.0 15290 11753 3536
Ss60 L H - L 0.8 ±1.0 1.6 ±1.0 -0.7 ±1.0 21799 16481 5317
Ss61 - L - L 0.8 ±1.0 1.3 ±1.0 -0.7 ±1.0 40398 31308 9090
Ss62 - H - L 6.7 ±1.1 5.9 ±1.1 3.5 ±1.1 45652 34785 10867
Ss63 - - H L 4.6 ±1.0 4.1 ±1.1 2.5 ±1.1 84584 63324 19852
Ss64 H - H L 6.5 ±1.1 5.4 ±1.1 3.9 ±1.1 45735 34610 10503
Ss65 H L H L 0.7 ±1.0 1.8 ±1.0 -0.8 ±1.0 14749 11229 3306
Ss66 H H H L 5.6 ±1.2 3.5 ±1.1 3.8 ±1.2 13880 10398 3242
Ss67 L - H L 0.3 ±1.0 0.3 ±1.0 0.0 ±1.0 38871 28739 9349
Ss68 L L H L -0.1 ±1.0 0.6 ±1.0 0.1 ±1.0 9234 6882 2179
Ss69 L H H L 0.2 ±1.0 1.1 ±1.0 0.3 ±1.0 13278 9767 3257
Ss70 - L H L 0.6 ±1.0 1.7 ±1.0 -0.7 ±1.0 23973 18115 5490
Ss71 - H H L 3.9 ±1.1 3.3 ±1.1 2.8 ±1.1 27144 20160 6523
Ss72 - - L L 5.0 ±1.0 4.6 ±1.1 1.5 ±1.0 57202 45592 13018
Ss73 H - L L 6.5 ±1.1 6.1 ±1.1 2.3 ±1.0 32361 25785 7196
Ss74 H L L L 1.8 ±1.1 1.2 ±1.0 1.1 ±1.0 10358 8325 2248
Ss75 H H L L 7.4 ±1.2 6.7 ±1.2 4.5 ±1.3 9973 7904 2308
Ss76 L - L L 0.0 ±1.0 0.5 ±1.0 -0.4 ±1.0 24819 19779 5822
Ss77 L L L L -1.4 ±0.9 -1.3 ±1.0 -1.9 ±0.9 6056 4871 1356
Ss78 L H L L 1.0 ±1.1 1.0 ±1.0 -1.4 ±0.9 8521 6713 2059
Ss79 - L L L 0.5 ±1.0 0.0 ±1.0 -0.2 ±1.0 16424 13193 3599
Ss80 - H L L 6.0 ±1.1 5.3 ±1.2 2.1 ±1.1 18508 14625 4344

Cuadro 6.2: Esta tabla muestra los resultados de la medición de ζ para todos los
tipos de vaćıos, aśı como los vaćıos de tipo R y S por separado para submuestras
definidas como todas las combinaciones posibles de Spin alto y bajo, Masa, y Σ5

siempre que la velocidad radial, Vrad, sea baja. Los radios interior y exterior de la
cáscara considerada son 0.9 y 1.4Rv respectivamente. En general, este conjunto
de submuestras con velocidades radiales bajas muestra señales de alineación más
grandes.
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Figura 6.5: Las tablas 6.1 y 6.2 indican que las poblaciones más alineadas son
galaxias masivas con alto esṕın y baja velocidad radial, particularmente en los
vaćıos de tipo R. En el panel superior de esta figura representamos la señal de
alineación ζ en función de la distancia normalizada al centro del vaćıo. La ĺınea
negra punteada representa la señal del apilamiento de todos los vaćıos, mientras
que las ĺıneas roja y azul punteadas representan la de los vaćıos tipo R y S
respectivamente. Encontramos un pico de señal de alineación perpendicular de
más de 5σ en el intervalo de distancia centrada en 1.15Rv alrededor de los vaćıos
tipo R. El panel inferior muestra que se trata de una región muy poco densa.
En este panel trazamos el contraste de densidad acumulativo en la misma escala
de distancia, y es fácilmente observable que, para los vaćıos tipo R, el contraste
de densidad en esta escala es ∆(1.15Rv) ≃ −0.75. Los puntos son las medias de
∆(r), mientras que las barras de error y las regiones sombreadas representan los
errores de la media y la desviación estándar de los datos, respectivamente.
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una baja velocidad de expansión respecto a los centros de los vaćıos. Destacamos

que esta muestra de galaxias grandes con mayor rotación son las más fiables desde

el punto de vista dinámico de las alineaciones de esṕın.

Descubrimos que las alineaciones de los espines dependen en gran medida de la

magnitud de la velocidad de expansión con respecto al centro del vaćıo. El hecho

de que los espines más alineados sean los de galaxias con una velocidad más baja

de expansión centrada en el vaćıo sugiere que las galaxias pueden ganar un esṕın

alineado a medida que pierden impulso lineal en su expansión lejos del centro del

vaćıo. En este escenario en el que las velocidades peculiares de las galaxias tienen

una fuerte contribución de la expansión global del vaćıo, la dirección del centro del

vaćıo es privilegiada para los encuentros de galaxias y los procesos de acreción. El

hecho de que la correlación más fuerte esté relacionada con la expansión centrada

en los vaćıos da una pista de que las desviaciones de la dinámica global de los

vaćıos es un ingrediente clave para entender el origen de las alineaciones.

Por otro lado, la falta de dependencia de los resultados de la alineación con Σ5

muestra que la densidad local de las galaxias juega un papel menor en la evolución

de los vectores de esṕın. La inclusión de la clasificación de los vaćıos proporciona

más pistas sobre el origen del efecto. Nuestro análisis muestra que los vaćıos de

tipo R son los que exhiben los mayores efectos de alineación de esṕın. Esto es

un indicio de que es la dinámica del vaćıo y su interacción con las galaxias en

evolución, más que el entorno del vaćıo, lo que genera las orientaciones de esṕın

sistemáticas.

En general, los estudios anteriores sobre alineaciones de esṕın se han rela-

cionado con filamentos u otras estructuras sobredensas o entornos locales. Aqúı

detectamos la alineación en regiones subdensas, como se muestra en la Sec. 6.2.1.

Nuestro hallazgo de una orientación preferentemente perpendicular es consisten-

te con el trabajo observacional de Trujillo et al. (2006), que posteriormente fue

rebatido por trabajos similares como Slosar y White (2009) y Varela et al. (2012),

señalando a una muestra estad́ısticamente pequeña como la principal razón de

la discrepancia; sin embargo, este defecto no está presente en nuestro trabajo.

Además, nuestros hallazgos son consistentes con las predicciones de la Teoŕıa de

Torque Tidal (TTT) y estudios observacionales de Lee y Pen (2000, 2002) y Lee

et al. (2007), donde, en este último, se calcula el campo tensorial de marea y se

encuentra una alineación preferencial para los espines con su eje principal inter-

medio, que se encuentra dentro de las láminas (que seŕıan un proxy para nuestras
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superficies de vaćıos). De todas formas, la señal de alineamiento que encontra-

mos es particularmente fuerte en galaxias que se alejan de la dinámica global del

vaćıo (ya que baja velocidad radial parece correlacionar con alineamiento), lo cual

podŕıa deberse a interacciones entre galaxias y por lo tanto se trataŕıa de un esce-

nario fuera del alcance de la TTT. Por otro lado, no encontramos una alineación

paralela con las láminas para las galaxias masivas como la encontrada por Codis

et al. (2018), Kraljic et al. (2019), muy probablemente debido a las densidades

de entorno tan diferentes en las que residen estas galaxias. Además, observamos

que, al tener en cuenta las galaxias masivas, encontramos fuertes señales de ali-

neación solo para aquellas con alto esṕın, i.e. no encontramos ninguna señal de

alineación significativa para las galaxias de alta masa y bajo esṕın (véanse las

submuestras Ss3 y Ss6 en la Tabla 6.1). Aunque este efecto podŕıa deberse a la

determinación más precisa del eje de esṕın en el caso de las galaxias de alto esṕın,

también podŕıa indicar una diferencia importante entre las galaxias con alto y

bajo cociente esṕın–masa. Sin embargo, observamos que una comparación directa

entre algunos de estos trabajos y el presente es dif́ıcil de evaluar, ya que no hemos

realizado un cálculo del campo del tensor de marea, y la dirección vaćıo-céntri-

ca sólo puede tomarse como una aproximación estad́ıstica a la dirección del eje

principal mayor.
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Caṕıtulo 7

Estructura con escalamiento

jerárquico en vaćıos cósmicos

Volviendo al escenario más amplio de la estructura en gran escala, este caṕıtu-

lo aborda una de las motivaciones generales de esta Tesis que es la de buscar

estad́ısticos alternativos a los tradicionales para caracterizar propiedades y es-

tructuras de galaxias. Aqúı, además de hablar de las estructuras conocidas como

vaćıos cósmicos, volvemos a hablar de los vaćıos estrictos: volúmenes completa-

mente desprovistos de galaxias. Por ello, retomamos la nomenclatura de “vaćıo

cósmico” para referirnos a la componente de la Red Cósmica, y llamamos sim-

plemente “vaćıos” a los vaćıos estrictos del recuento en celdas.

En la Sec. 3.3 vimos que la función de probabilidad de vaćıo (VPF) es la

probabilidad P0 de no encontrar objetos en una celda de un dado volumen, y

es un caso particular del enfoque de recuento en celdas (counts-in-cells, CiC)

para la caracterización de la distribución de galaxias. Vimos que a partir de

un campo inicial de fluctuaciones gaussianas de densidad, y con soluciones que

asumen “autosimilaridad” y “agrupamiento estable”, se obtiene una distribución

de galaxias tal que las funciones de correlación de altos órdenes, ξp con p > 2,

pueden escribirse en términos de la tradicional función de correlación bipuntual,

ξ, por medio de coeficientes adimensionales de escala: Sp ≃ ξp/ξ
p−1.

Cuando introducimos este Ansatz, llamado “escalamiento jerárquico” o “es-

cala jerárquica”, en la formulación de la VPF obtenemos una relación entre la

probabilidad de encontrar cero galaxias a un radio R y todos los órdenes supe-

riores de correlación. Esta formulación nos permite escribir la VPF en función de

una variable de escala N̄ ξ̄, que puede entenderse como el número de vecinos en
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exceso al caso aleatorio para cualquier galaxia. Se han utilizado diversos mode-

los fenomenológicos de agrupamiento con oŕıgenes en distintas áreas de la f́ısica,

donde la forma de la VPF es conocida, para comparar con la agrupación de ga-

laxias, siendo los más exitosos el modelo binomial negativo y el termodinámico.

En general se ha encontrado que el modelo binomial negativo ajusta bien la dis-

tribución de galaxias en el espacio de redshift, mientras que el termodinámico o

lognormal ajusta, con menos fidelidad, la distribución de la materia oscura. Un

acuerdo con uno u otro modelo jerárquico puede ser indicativo de escalamiento

jerárquico en la muestra de estudio. Finalmente, para eliminar la dependencia de

la VPF con la densidad numérica de una o más muestras de estudio, se introduce

la VPF reducida, o RVPF, como χ(N̄ ξ̄) = −ln(P0)/N̄ que, como puede observar-

se, toma valores 0 < χ < 1 donde el valor máximo corresponde a una distribución

poissoniana.

El escalamiento jerárquico requiere que los coeficientes no dependan de la

escala, y como vimos en la Sec. 3.3.5 esto es, en el mejor de los casos, sólo

aproximadamente cierto. Sin embargo hay numerosos trabajos que verifican la

relación de escala jerárquica de la distribución de galaxias en el espacio de redshift,

donde el modelo jerárquico binomial negativo parece ser un buen ajuste a los datos

(ver Sec. 3.3.4).

En este caṕıtulo reportamos y comparamos resultados del estudio de la función

de probabilidad de vaćıo reducida dentro y fuera de vaćıos cósmicos identificados

en TNG300-1, tanto en el espacio real como en el espacio de redshift.

7.1. Metodoloǵıa

A continuación describimos la metodoloǵıa general para obtener estad́ısticas

de vaćıos en muestras de galaxias. La investigación de la VPF (y la RVPF) re-

quiere la medición de tres magnitudes: N̄ , ξ̄, y P0, todas ellas funciones del radio

de la esfera, R. Cada una de estas cantidades se determina directamente mediante

un enfoque de recuento en celdas. Simplemente se coloca un gran número Nesf

de esferas aleatorias en los datos, en nuestro caso la simulación TNG300-1, y se

cuenta el número de galaxias que contiene cada esfera. Esto se repite para muchos

radios de esfera. N̄ es el número medio de galaxias en una esfera,
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N̄ =
1

Nesf

Nesf∑

i=1

Ni (7.1)

donde Ni es el número de galaxias en la i-ésima esfera. P0 es el número de esferas

sin galaxias N0 dividido por el número total de esferas Nesf ,

P0 =
N0

Nesf

(7.2)

y ξ̄ es la varianza en el número de galaxias por esfera:

ξ̄ =
(N − N̄)2 − N̄

N̄2
. (7.3)

En el ĺımite de un gran número de puntos aleatorios, se sabe que el enfoque

de recuento en celdas para determinar ξ̄ es matemáticamente equivalente a los

métodos más convencionales (Szapudi y Szalay, 1998). Conroy et al. (2005) con-

firmaron este resultado de forma independiente comparando la estimación de ξ̄

con el método CiC con la función de correlación promediada por volumen ob-

tenida mediante el popular estimador de Landy-Szalay, encontrando que los dos

enfoques son equivalentes.

Este trabajo consiste en calcular la RVPF dentro y fuera de vaćıos cósmicos

identificados en la simulación TNG300-1. La identificación de vaćıos cósmicos

es la misma que la presentada en la Sec. 6.2. La finalidad es comparar estos

estad́ısticos y estudiar cuál, si lo hubiere, es el efecto del entorno de los vaćıos

cósmicos en el agrupamiento de galaxias.

7.1.1. Pruebas de estabilidad de los estad́ısticos

Para estudiar la sensibilidad de estas cantidades al número total de esferas

utilizadas, Nesf , hemos calculado P0, N̄ , y ξ̄ como función de la cantidad de esferas

para una muestra de puntos de distribución aleatoria en una caja de lado unidad.

Los resultados se muestran en el conjunto de paneles izquierdo de la Fig. 7.1.

Los paneles derechos muestran el mismo estudio pero en la TNG300-1. Las ĺıneas

negras a trazos representan algunas cantidades esperadas como referencia. La

cantidad de puntos n de la muestra aleatoria es 107, del mismo orden que la

cantidad de galaxias en la simulación TNG300-1, y el radio de las esferas en

ambos casos es apenas menor que la separación media entre part́ıculas, calculada
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Figura 7.1: Prueba de estabilidad de los estad́ısticos P0, N̄ y ξ̄, calculados median-
te recuentos en celdas, respecto al número de esferas de muestreo. En el conjunto
de paneles derechos tenemos los estad́ısticos calculados en la simulación, mientras
que en los izquierdos están calculados en una muestra control de puntos posicio-
nados aleatoriamente, donde la cantidad de puntos es del orden de la cantidad
de galaxias en la simulación. La estimación de los estad́ısticos se estabilizan para
una cantidad de esferas de muestreo Nesf > 104. Elegimos emplear Nesf = 105.
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como rmsep = (Vbox/N)1/3, donde Vbox es el volumen completo de la caja o box y

N es el número de part́ıculas o galaxias en ella. Con esta elección del radio de

muestreo nos asegurarnos un valor de P0 > 0.

Como es esperable, para Nesf pequeños, estas cantidades son inestables, pero

para Nesf > 104, las cantidades convergen bien. Para asegurarnos una estima

confiable de estas cantidades, utilizamos Nesf = 105.

Los errores de N̄ y ξ̄ se estimaron mediante un remuestreo Jackknife del

volumen total. Sin embargo, para calcular las incertezas de P0 y χ se utiliza-

ron expresiones derivadas anaĺıticamente (Colombi et al., 1994, Hamilton, 1985,

Maurogordato y Lachieze-Rey, 1987):

∆P0 =

√
P0(1 − P0)

Nesf

, (7.4)

y

(
∆χ

χ

)
≃
∣∣∣∣

∆P0

P0|lnP0|
− ∆N̄

N̄

∣∣∣∣ , (7.5)

ya que al calcular la incerteza de χ = −lnP0/N̄ , el denominador y numerador

no son independientes sino que están casi exactamente anticorrelacionados (ver

Colombi et al., 1994, Fry y Colombi, 2013).

Para calcular los estad́ısticos dentro de los vaćıos cósmicos identificados en la

TNG300-1, muestreamos uniformemente el volumen esférico de estos. El método

de identificación y las propiedades generales de los vaćıos cósmicos están presen-

tados en la Sec. 6.2. Estos vaćıos tienen un rango de radios de 7 − 11h−1Mpc.

Teniendo en cuenta esto, determinamos que el radio de los volúmenes de mues-

treo dentro de los vaćıos cósmicos sea menor a la mitad del radio mı́nimo de

estos. El rango de radios de las esferas de muestreo dentro de los vaćıos es de

0.25 − 2.5h−1Mpc. De esta forma, el gran número de esferas de muestreo no

impide medir de forma independiente los estad́ısticos como N̄ o ξ̄. El rango de

radios de las esferas de muestreo para el cálculo de la VPF en toda la caja de la

simulación es de 0.04 − 4h−1Mpc.

7.1.2. Periodicidad y simulación del espacio de redshift

Como la simulación es periódica en su volumen, sus bordes están tan mues-

treados como el centro de la caja, independientemente del radio de las esferas
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Figura 7.2: Esta figura muestra la replicación periódica de los bordes de la caja
de la simulación TNG300-1 en proyección en los 3 ejes. El borde negro a tra-
zos representa la proyección del volumen original, mientras que las ĺıneas rojas
punteadas representan los márgenes que están siendo replicados en los bordes
opuestos. En la práctica, el ancho del borde a replicar es igual al radio de las
esferas de muestreo.

de muestreo. En la práctica nos aseguramos de esto extendiendo la simulación

periódicamente hasta los ĺımites [Lbox − R, Lbox + R], donde R es el radio de

las esferas de muestreo. En la Fig. 7.2 mostramos proyecciones en distintos ejes

donde delineamos con trazos negros los ĺımites originales de la simulación, y con

ĺıneas punteadas rojas los bordes que son replicados en los ĺımites opuestos; puede

verificarse visualmente la periodicidad cruzando la ĺınea de trazos negros.

Además, para simular el espacio de redshift en la TNG300-1 utilizamos la apro-

ximación plano-paralelo, que consiste en asumir que el observador se encuentra

infinitamente lejos y por lo tanto podemos ajustar las posiciones de las galaxias a

lo largo de un sólo eje. Hemos calculado los estad́ısticos presentados más adelante

modificando los tres ejes de la caja y hemos comprobado que los resultados son

indistinguibles entre śı. Empleamos el parámetro H0 = 0.06774(km/s)/kpc de la

TNG300-1 y hacemos la conversión xf = xi + vx/H0, donde x y vx son la coorde-

nada y velocidad en el eje x respectivamente, y aplicamos condiciones periódicas

si corresponde (ver Fig. 7.3).

7.2. Resultados

En esta sección repasamos los resultados de calcular la RVPF (Ec. 3.14) en

TNG300-1 en el espacio real, espacio de redshift, y dentro y fuera de los vaćıos

cósmicos.
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Figura 7.3: En esta figura mostramos el resultado de simular un espacio de redshift
en TNG300-1, empleando la aproximación plano-paralelo con un observador si-
tuado en x = −∞ y alterando el eje x de la simulación con la velocidad peculiar
de las galaxias y el parámetro H0. Los resultados son estad́ısticamente idénticos
afectando cualquiera de los 3 ejes.

Comenzamos comparando los resultados en todo el box de la simulación en

el espacio real y en el espacio de redshift, ya que en este último es donde está

reportado un aparente acuerdo con el escalamiento jerárquico (ver Sec. 3.3). Pre-

vio a mostrar la RVPF en función de su variable de escala, χ(N̄ ξ̄), es ilustrativo

analizar cómo se relacionan las cantidades intermedias, N̄ , ξ̄ y P0, entre śı y cómo

vaŕıan con la escala.

7.2.1. RVPF en el espacio real vs. en el espacio de redshift

Para familiarizarnos con la naturaleza de los estad́ısticos de recuentos en cel-

das, o estad́ısticos CiC, calculamos N̄ , ξ̄, P0, y la mencionada variable de escala

N̄ ξ̄ en todo el box como función de los radios de muestreo R que, como mencio-

namos más arriba, tienen un rango de 0.04 − 4h−1Mpc. La Fig. 7.4 muestra los

resultados, donde las curvas azules representan los estad́ısticos en el espacio real

y las curvas rojas en el espacio de redshift.

Como es de esperar, la media de la cantidad de galaxias en las esferas de

muestreo aumenta con el radio y son idénticas en ambos espacios. La varianza de

este número, i.e. la correlación promedio ξ̄, y la VPF, o P0, naturalmente decrecen

con la escala.
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Figura 7.4: Comparación de la variación de los estad́ısticos CiC con la escala en
los espacios real y de redshift. En las pequeñas escalas que estamos considerando,
el efecto predominante en el espacio de redshift es el de los dedos de dios, que di-
fumina sobredensidades disminuyendo la amplitud de la correlación. Observamos
que N̄ ξ̄ es una variable creciente con la escala.
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Figura 7.5: Relación de la RVPF, χ, con el radio R (panel izquierdo) y los cons-
tituyentes de la variable de escala N̄ y ξ̄ (panel derecho). Las funciones χ(R) y
χ(N̄) están graficadas en el mismo panel ya que sus comportamientos son casi
idénticos, con ésta última dibujada en ĺıneas negras a trazos y ćırculos vaćıos.
Naturalmente, la RVPF decrece con R, pero aumenta con la correlación ξ̄.

Como vimos en la Sec. 3.2, hay dos efectos presentes en el espacio de redshift :

el efecto Kaiser a gran escala que resulta en un mayor tamaño aparente de los

vaćıos, y el efecto dedos de dios en escalas pequeñas que difuminan estructuras

sobredensas. En este análisis estamos limitados a escalas pequeñas, por lo que el

efecto predominante será el de los dedos de dios. Esto se ve en la menor amplitud

de la correlación en el espacio de redshift, que resulta en valores levemente me-

nores también de P0 en escalas ≲ 1h−1Mpc; los efectos en el espacio de redshift

difuminan grandes aglomeraciones y por lo tanto disminuye la correlación de

galaxias aśı como la probabilidad de encontrar vaćıos.

El comportamiento de la variable N̄ ξ̄ con la escala difiere para los dos espacios

dadas las diferencias en ξ̄, pero es útil ver que, en cualquier caso, si bien N̄ ξ̄ puede

tomar distintos valores en ambos espacios para un mismo radio de muestreo, ésta

es una cantidad que aumenta con R.

Luego, analizamos el comportamiento de la RVPF, χ, con respecto al radio y a

las compononentes de la variable de escala: N̄ y ξ̄ (Fig. 7.5). Un efecto interesante

se ve cuando calculamos χ(R). Al normalizar por la densidad media, vemos que

la probabilidad de encontrar esferas vaćıas de hecho aumenta en el espacio de

redshift con respecto al espacio real para un dado radio R. La variación de la

RVPF con la densidad media N̄ es muy similar a su comportamiento respecto a

R, por lo que decidimos graficarlo en el mismo panel con ćırculos vaćıos y ĺıneas
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Figura 7.6: RVPF de las galaxias en TNG300-1. Vemos el buen ajuste del modelo
binomial para la distribución de galaxias en el espacio de redshift como ha sido
reportado previamente. Sin embargo se ve también un aparente acuerdo entre
galaxias en el espacio real y el modelo termodinámico para N̄ ξ̄ ≲ 30 (este acuerdo
no se sostiene rigurosamente con diluciones, ver Fig. 7.7). Ambas curvas coinciden
para valores grandes de N̄ ξ̄.

negras punteadas.

Por otro lado, χ aumenta con ξ̄, lo cual es esperable dado que cuando una

muestra está más agrupada es más facil encontrar vaćıos. Sin embargo, para un

dado valor de la correlación de galaxias, la RVPF es mayor en el espacio de redshift

que en el real, y consecuentemente tiende a su valor máximo, χ = 1, para valores

menores de correlación que en el espacio real.

Finalmente, graficamos la RVPF, χ, en función de la variable de escala, N̄ ξ̄,

en la Fig. 7.6. Vemos que en el espacio de redshift las galaxias siguen un modelo

jerárquico binomial negativo, como se ha reportado en trabajos previos. Además,

encontramos un sorprendentemente buen acuerdo entre la RVPF de las galaxias

en el espacio real y el modelo termodinámico en valores de N̄ ξ̄ ≲ 30. Para valores

mayores de la variable de escala, las galaxias en el espacio real parecen volver a

tender al modelo binomial, donde coincide con el espacio de redshift.

Para probar la robustez de estos resultados, seguimos el análisis de Croton

et al. (2004b) y diluimos la muestra de forma aleatoria para verificar si la relación

de escala se mantiene. Estos resultados se muestran en la Fig. 7.7, donde mostra-

mos el espacio real en el conjunto izquierdo de paneles y el espacio de redshift en

el derecho. En ambos casos los paneles superiores exhiben la muestra completa
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Figura 7.7: RVPF de las galaxias en TNG300-1 en el espacio de redshift (paneles
derechos) y real (paneles izquierdos) con diluciones aleatorias del 50, 25 y 10 %.
Los paneles inferiores muestran las restas entre la RVPF de las muestras con la
RVPF del modelo termodinámico (∆χTherm., panel inferior izquierdo) y con la
del modelo binomial negativo (∆χNB, panel inferior derecho). El escalamiento
jerárquico se sostiene mejor en el espacio de redshift que en el real, donde se ve
en los paneles inferiores que exhibe una menor dispersión entre las diluciones.
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con Ntot en color y diluciones del 50, 25, y 10 % con cuadrados, triángulos y cru-

ces negras con transparencia incremental respectivamente. Los paneles inferiores

muestran las cantidades

∆χTherm. ≡ χ− χTherm.

y

∆χNB ≡ χ− χNB,

correspondientes a las diferencias entre la RVPF de las muestras y las RVPF

de los modelos termodinámico y binomial negativo respectivamente. Se puede

observar que la dispersión entre las diluciones es mayor en el espacio real que en

el espacio de redshift ; el escalamiento jerárquico en el espacio real no se sostiene

tan rigurosamente como en el espacio de redshift.

La Fig. 7.7 puede compararse con la Fig. 3.10 extráıda del trabajo de Vogeley

et al. (1994) donde compara la RVPF en el espacio de redshift y en el espacio

real en simulaciones de distintos modelos cosmológicos. Los comportamientos son

similares para la simulación que denota como CDM1, con Ωm = 1 y h = 5

(ver Sec. 3.3.4), aunque estos parámetros son, por supuesto, distintos a los de

TNG300-1 que describimos en la Sec. 6.1.

7.2.2. RVPF dentro de vaćıos cósmicos en el espacio real

vs. en el espacio de redshift

En esta sección analizamos los estad́ısticos calculados en la sección anterior,

pero dentro de vaćıos cósmicos identificados en TNG300-1 con el motivo de ana-

lizar si hay alguna diferencia en el agrupamiento de las galaxias dentro de los

mismos. El rango de escalas para estudiar estos entornos es un poco más acota-

do, con radios de 0.25 − 2.5h−1Mpc, por lo que el rango en N̄ y ξ̄ es menor aqúı

también.

La Fig. 7.8 muestra los estad́ısticos CiC en función del radio R. Al igual que

en la subsección anterior, las curvas azules y rojas representan el espacio real y

de redshift respectivamente, pero empleamos ćırculos vaćıos para diferenciar y

remarcar el hecho de que aqúı estamos estudiando regiones subdensas.

Notamos un comportamiento invertido respecto a la subsección anterior en

la comparación espacio de redshift y real. Vemos ahora que en estos entornos

subdensos la correlación ξ̄ (panel superior derecho) y la variable de escala N̄ ξ̄

(inferior izquierdo) son mayores en el espacio de redshift que en el real en todo el
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Figura 7.8: Comparación de la variación de los estad́ısticos CiC con la escala en
los espacios real y de redshift, dentro de vaćıos cósmicos. Los estad́ısticos N̄ , ξ̄ y
N̄ ξ̄ son menores en el espacio real que en el espacio de redshift en toda la escala
considerada. La P0 es marginalmente superior en el espacio de redshift en escalas
R ≳ 1h−1Mpc.
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rango de radios considerado. Las VPFs (panel inferior derecho) son indistinguibles

hasta R ≲ 1h−1Mpc, y para escalas mayores la P0 en el espacio de redshift es

marginalmente superior.

Al calcular la variación de χ con R y N̄ notamos que tienen comportamientos

similares pero no tan indistinguibles como en la subsección anterior, por lo que

en la Fig. 7.9 los graficamos en paneles separados (izquierdo y central, respecti-

vamente). El panel derecho, χ(ξ̄) refleja lo mismo que el panel superior derecho

de la Fig. 7.8, donde vemos que ξ̄ tiene un comportamiento similar en ambos

espacios pero con distinta amplitud.

Finalmente, al calcular la RVPF en función de la variable de escala N̄ ξ̄

(Fig. 7.10), vemos que tanto en el espacio real como en el de redshift, las ga-

laxias dentro de los vaćıos cósmicos parecen agruparse según el modelo binomial

negativo. Aún más sorprendente es el hecho de que este ajuste parece ser mejor

en el caso del espacio real.

Reproduciendo el análisis de la subsección anterior, diluimos aleatoriamente

las muestras de galaxias para probar la robustez de estos resultados. Podemos

ver en la Fig. 7.11 que si bien ambos espacios presentan poca dispersión, esta

es aún menor en el espacio real. Aunque el modelo binomial parece sobreestimar

levemente los datos, este buen acuerdo es inesperado dado que trabajos previos

indican que cualquier escalamiento jerárquico encontrado en el espacio de redshift

se rompe en el espacio real.

7.2.3. Comparaciones finales

Para salir de la comparación espacio real vs. redshift en la que hemos es-

tructurado la información hasta ahora, buscamos mostrar más directamente las

151



100 101

N

0.2

0.4

0.6

0.8

=
ln

(P
0)

/N

Negative Binomial
Thermodynamical
Real Space
Redshift Space

Figura 7.10: RVPF dentro de vaćıos cósmicos en el espacio de redshift y real.
Ambas muestras se ajustan al modelo binomial negativo. Contrario a la RVPF
en toda la caja, las galaxias dentro de los vaćıos cósmicos en el espacio real
parecen ajustarse bien al modelo binomial en todo el rango de escalas considerado,
mientras que en el espacio de redshift se desv́ıa de este modelo para valores
N̄ ξ̄ ≳ 2.

diferencias en las RVPFs dentro y fuera de los vaćıos cósmicos.

La Fig. 7.12 muestra las curvas dentro y fuera de los vaćıos cósmicos en cada

panel, donde, al igual que antes, ubicamos el espacio real en los paneles izquier-

dos y el espacio de redshift en los derechos. Recordamos que los ćırculos vaćıos

representan los estad́ısticos dentro de los vaćıos cósmicos.

En el espacio de redshift parece haber un desv́ıo de la escala jerárquica dentro

de los vaćıos cósmicos para valores N̄ ξ̄ ≳ 1, pero tanto dentro como fuera de los

mismos, las galaxias parecen seguir a grandes rasgos el modelo binomial negati-

vo. Esto es en ĺıneas generales lo que se ha reportado en la literatura hasta el

momento.

Sorprendentemente, para el espacio real es muy distinto calcular la RVPF

dentro y fuera de los vaćıos cósmicos. Vimos que fuera de ellos, las galaxias

parecen seguir el modelo termodinámico, aunque este escalamiento se rompe al

diluir la muestra. Sin embargo, dentro de los vaćıos cósmicos parece haber un muy

buen acuerdo con el modelo binomial negativo. Este buen ajuste se mantiene aún

con las diluciones.

Cabe aclarar que al diluir aleatoriamente la muestra completa, los vaćıos

cósmicos, por definición, son las estructuras menos afectadas. Si bien esto for-
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Figura 7.11: RVPF de las galaxias dentro de vaćıos cósmicos en TNG300-1 en el
espacio de redshift (paneles derechos) y real (paneles izquierdos) con diluciones
aleatorias del 50, 25 y 10 %. Los paneles inferiores muestran las restas entre
la RVPF de las muestras con la RVPF del modelo termodinámico (∆χTherm.,
panel inferior izquierdo) y con la del modelo binomial negativo (∆χNB, panel
inferior derecho). Contrario a resultados previos, la poca dispersión en las RVPFs
diluidas en el panel inferior izquierdo indica una posible detección de escalamiento
jerárquico de las galaxias dentro de vaćıos cósmicos en el espacio real.
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Figura 7.12: RVPF dentro y fuera de vaćıos cósmicos en el espacio real y de
redshift. Los śımbolos vaćıos representan la RVPF calculada dentro de vaćıos
cósmicos mientras que los sólidos representan el cálculo en toda la simulación.
Vemos que calcular la RVPF dentro y fuera de vaćıos cósmicos en el espacio de
redshift no es muy distinto, pero en el espacio real la diferencia es notable. La
RVPF dentro de vaćıos cósmicos en el espacio real se ajusta al modelo binomial
negativo, al igual que la RVPF en el espacio de redshift.
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ma parte de la razón por la cual los estad́ısticos se ven menos afectados dentro

de los vaćıos cósmicos, no debeŕıa ser el causante principal de este buen compor-

tamiento. Por un lado, la RVPF por definición está desafectada de la densidad

media en cada esfera de muestreo, lo cual en principio la hace un buen estad́ıstico

para usar en distintos entornos. Por otro lado, la dilución máxima es del 10 %

del total de la muestra, es decir que es comparable con la densidad interna de

un vaćıo cósmico (ver criterios y algoritmos de identificación en la Sec. 6.2); aún

con esta dilución, la RVPF fuera de los vaćıos cósmicos está lejos de ajustarse al

modelo binomial negativo que parece caracterizar tanto la distribución dentro de

ellos en el espacio real, como dentro y fuera en el espacio de redshift.

A partir de estas ideas, mostramos finalmente en la Fig. 7.13 la RVPF en el

espacio de redshift con la RVPF en el espacio real dentro de los vaćıos cósmicos.

El sorprendente acuerdo entre ambas indica que dentro de los vaćıos cósmicos

hay indicios de escalamiento jerárquico que no se encuentran en otros entornos

del Universo.

7.3. Conclusiones

Hemos calculado estad́ısticos de vaćıo en la simulación TNG300-1, dentro y

fuera de vaćıos, y en el espacio real y de redshift. Comparamos la RVPF de las

galaxias en estas muestras con dos modelos populares de agrupamiento: el modelo

binomial negativo y el termodinámico.

Encontramos que en el espacio de redshift la agrupación de galaxias exhibe

un comportamiento acorde al escalamiento jerárquico correspondiente al modelo

binomial negativo en todo el rango de escalas considerado. Este buen acuerdo con

algún modelo jerárquico se rompe cuando calculamos la RVPF en el espacio real,

lo cual está en acuerdo con estudios previos (Lahav et al., 1993, Vogeley et al.,

1994). En el espacio real encontramos que los datos ocupan un locus aproximado

al modelo termodinámico en valores de N̄ ξ̄ ≲ 20, aunque con diferencias de hasta

χ − χTerm. ≃ ±0.05 en las diluciones más extremas, para luego tomar valores

menores y más aproximados al modelo binomial negativo.

Al repetir el cálculo dentro de vaćıos cósmicos, encontramos que aún en el

espacio real, donde esperamos que el escalamiento jerárquico se deshaga, hay un

excelente acuerdo entre la RVPF de las galaxias en vaćıos cósmicos y el modelo

binomial negativo, con diferencias máximas de χ−χBN ≃ ±0.01 para la muestra
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total y −0.03 para una dilución del 50 %. La RVPF dentro de vaćıos cósmicos

en el espacio real es sorprendentemente parecida a aquella calculada para toda

la simulación en el espacio de redshift ; i.e. el comportamiento consistente con

escalamiento jerárquico en el espacio de redshift es recuperado dentro de vaćıos

cósmicos en espacio real.

Es interesante contrastar este resultado con el argumento de Croton et al.

(2006) que postula que el movimiento peculiar de las galaxias no debe ser el prin-

cipal agente en generar un escalamiento jerárquico consistente con el binomial

negativo. Además, este resultado también puede entenderse como una consecuen-

cia de que los contrastes de densidades son menores dentro de los vaćıos, y por lo

tanto las soluciones de “autosimilaridad” y “agrupamiento estable” son válidas en

estos reǵımenes; en los vaćıos cósmicos podemos encontrar escalamiento jerárqui-

co que se deshace en ambientes más densos y pueden encontrarse estructuras que

conservan de forma más pristina las condiciones iniciales del Universo.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

Con esta Tesis nos propusimos estudiar algunas propiedades importantes de

las galaxias en relación a vaćıos cósmicos, siempre desde un punto de vista es-

tad́ıstico. Esta labor nos llevó desde el estudio de propiedades dinámicas como

el alineamiento de espines galácticos con respecto a la dirección radial de vaćıos

cósmicos y su dependencia con propiedades astrof́ısicas de las galaxias, hasta

estudiar la naturaleza de la distribución de galaxias dentro de vaćıos cósmicos,

pasando por la presentación de nuevos métodos estad́ısticos pertinentes al área.

Para presentar las conclusiones, vamos a revisar las preguntas postuladas en

el inicio:

¿Puede mejorarse el estudio de la distribución de las galaxias en el espacio

y su orientación con respecto a estructuras circundantes?

¿Existen métodos alternativos a estos? ¿Son igualmente válidos? ¿Qué in-

formación aportan y qué nos dicen acerca de las estructuras en vaćıos cósmi-

cos?

¿La orientación de las galaxias es aleatoria? ¿Cuál es su relación con estruc-

turas en gran escala como los vaćıos cósmicos?

Primero, abordamos la práctica más general del estudio del agrupamiento de

galaxias en el Universo e intentamos mejorarlo. En el Cap. 4 estudiamos el impac-

to sobre la precisión de los estimadores de la función de correlación bipuntual al

sustituir el catálogo aleatorio utilizado en la estimación por distribuciones de pun-

tos tipo glass. Demostramos que es posible generar distribuciones de part́ıculas de

este tipo aplicando iterativamente la reconstrucción de Zeldovich a un conjunto
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de puntos inicialmente aleatorio. El pequeño costo de cómputo adicional asociado

a la construcción de dicha muestra se ve compensado por la mejora significativa

en la precisión de las estimaciones de la función de correlación.

Proporcionamos una versión modificada del estimador LS, adaptada al uso de

distribuciones de part́ıculas tipo glass (Ec. 4.9). Este estimador hace uso de dos

catálogos glass independientes para evitar problemas debidos a la correlación de

los puntos dentro de una misma muestra para escalas que se acercan a la separa-

ción media entre part́ıculas. Nuestros resultados indican que al usar distribuciones

tipo glass no añadimos ningún sesgo significativo respecto a los resultados obte-

nidos utilizando muestras Poisson del mismo tamaño. En escalas mayores a la

separación media entre part́ıculas el uso de catálogos tipo glass conduce a una

reducción significativa de la varianza de los multipolos ξℓ(s) con respecto a los

resultados del estimador LS estándar con el mismo número de puntos. El tamaño

del catálogo glass necesario para lograr una dada precisión en la función de co-

rrelación es significativamente menor que cuando se utilizan muestras aleatorias.

Como el costo computacional de estos estimadores es proporcional al número

total de pares, el menor tamaño del catálogo glass puede representar una reduc-

ción significativa del tiempo computacional total. Por ejemplo, si extrapolamos

el comportamiento de ley de potencia de la varianza σξℓ mostrado en la Fig. 4.7

encontramos que la misma varianza conseguida por el estimador LS utilizando

muestras aleatorias de α ≡ Nr/Nd = 50 como se hizo en los análisis finales del

BOSS (Alam et al., 2017, Sánchez et al., 2017) se puede obtener utilizando catálo-

gos glass con α = 5.4. En los dos ejemplos anteriores, la reducción del tiempo de

cómputo que se obtiene utilizando catálogos glass en lugar de catálogos aleatorios

asciende a tR/tG ≃ 86 y tR/tG ≃ 145, respectivamente, lo que representa una gran

reducción de los recursos computacionales necesarios para el análisis. Esta mejora

puede resultar particularmente beneficiosa para las mediciones de las BAO luego

de la reconstrucción, ya que requieren recuentos de pares en catálogos aleatorios

con y sin la aplicación del campo de desplazamiento.

Por último, la Sec. 4.4 contiene versiones de otros estimadores comúnmente

utilizados de la ξ(s) y de N–puntos adaptados al uso de catálogos glass. Los

estimadores que emplean muestras glass podŕıan resultar cada vez más útiles en

el cálculo de estad́ısticas de alto orden, donde el costo computacional de con-

tar N–tuplas de puntos podŕıa verse drásticamente reducido sin comprometer la

varianza. Aunque en el cálculo del espectro de potencia el tamaño del catálogo
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aleatorio no es el factor principal para determinar el costo computacional, la es-

tad́ıstica del espacio de Fourier también podŕıa beneficiarse de la menor varianza

de los catálogos glass tanto en la estimación de P (k) como en la función ventana

del relevamiento. En los próximos años, relevamientos como DESI y Euclid pro-

porcionarán catálogos con decenas de millones de objetos en grandes volúmenes.

El análisis de estos catálogos representará un reto para las técnicas de análisis

tradicionales, y el uso de catálogos glass podŕıa ayudar a reducir los requisitos

computacionales de los análisis de agrupación en estos estudios y sus catálogos

simulados asociados, manteniendo la alta precisión que exigen.

En el Cap. 5, siguiendo la ĺınea de estad́ısticos nuevos, presentamos dos méto-

dos para detectar y cuantificar las señales de alineación en galaxias y comprobar

su robustez estad́ıstica. El primer método se basa en la utilización de un paráme-

tro, η ≡ N(β > 1)/N(β < 1), donde β ≡ tan (λ) y λ es el ángulo agudo entre las

direcciones en estudio. Este parámetro η se puede interpretar como la fracción

relativa de componentes vectoriales en el plano perpendicular a una dirección

de referencia y derivamos los primeros dos momentos de la distribución de este

estimador, pudiendo aśı evaluar de forma fiable su significación estad́ıstica sin

depender de simulaciones Monte Carlo. El parámetro η tiene un valor de expec-

tación y una varianza dadas por η0 ≃ 2,4142 y Var(η) ≃ 28, 1421/N .

El segundo método que presentamos realiza un ajuste sobre los residuos de la

ECDF de los datos con respecto a la ECDF esperada para una distribución uni-

forme. El ajuste utiliza un pequeño conjunto de funciones armónicas ortogonales

y no se basa en ningún esquema de discretización. La amplitud del ajuste, i.e.,

la amplitud de la señal de alineación, puede ser descrita por el primer parámetro

impar del ajuste, a1.

El segundo método de análisis de alineación que presentamos produce coefi-

cientes OLS de un ajuste de los residuos de la ECDF de los cosenos de los datos

con respecto a una muestra aleatoria. El primer coeficiente impar, a1, de la expan-

sión armónica de la función residual es suficiente para caracterizar la amplitud

de la señal de alineación. Los valores positivos de a1 indican una alineación per-

pendicular, valores nulos son consistentes con alineamientos aleatorios, y valores

negativos indican una alineación paralela con respecto a la dirección privilegiada.

Comparamos estos métodos con la media de la distribución de los cosenos y

empleando simulaciones de Monte Carlo de la misma, que es la forma más común

de cuantificar alineaciones. Esta comparación se realizó generando puntos alea-
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toriamente en la superficie de elipsoides con distintas excentricidades, simulando

aśı una población de vectores con tres niveles diferentes de alineación (desde la

no alineación, a la intermedia, a la muy alineada), y analizando qué tan fidedigna

es la recuperación de la señal de alineación tanto con los parámetros nuevos como

con el método más clásico del cálculo de la distribución de cosenos.

Encontramos que los estad́ısticos propuestos permiten la detección de señales

de alineación con una mayor significación. Para una desviación de aproximada-

mente 0,25σ de una distribución isotrópica de cosenos, obtenemos una significa-

ción de 10– y 12σ para el coeficiente a1 y el parámetro η respectivamente.

Por último, evaluamos los efectos de las incertidumbres en la medición de las

componentes vectoriales paralelas y perpendiculares introduciendo ruido gaus-

siano en las mismas simulando errores de observación. Encontramos una relación

lineal entre los parámetros de alineamiento obtenidos con los datos sintéticos, y

los parámetros “observados”que tienen en cuenta el error de observación simula-

do. Esto puede utilizarse para estimar el tamaño necesario de una muestra para

lograr la detección de una señal pequeña en los datos. Con estas herramientas,

los próximos grandes relevamientos y simulaciones pueden proporcionar nuevos

conocimientos a partir de pequeñas señales de alineamientos que no se detectan

en los relevamientos actuales con un número menor de galaxias.

En el Cap. 6 utilizamos las herramientas presentadas en el Cap. 5 y analizamos

las orientaciones de los espines galácticos en entornos subdensos en la simulación

Illustris TNG300-1. Los resultados muestran una fuerte evidencia de que las gran-

des galaxias en vaćıos cósmicos exhiben un exceso de espines perpendiculares a

la dirección radial céntrica del vaćıo.

Encontramos la mayor señal de alineación (∼ 9σ) para galaxias masivas, con

gran rotación, que residen en entornos de vaćıo y, en particular, con una baja

velocidad de expansión respecto a los centros de vaćıo. El hecho de que la corre-

lación más fuerte esté relacionada con la expansión centrada en los vaćıos da una

pista de que las desviaciones de la dinámica global de los vaćıos es un ingrediente

clave para entender el origen de las alineaciones. Este resultado también sugiere

que las galaxias pueden ganar un esṕın alineado a medida que pierden impulso

lineal en su expansión lejos del centro del vaćıo. Además, implica que la dirección

del centro del vaćıo podŕıa ser privilegiada para los encuentros de galaxias y los

procesos de acreción. Esto seŕıa interesante estudiar en futuros trabajos.

Por otro lado, los resultados muestran que la densidad local de las galaxias
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juega un papel menor en la evolución de los vectores de esṕın. Incluimos en nuestro

análisis la dependencia de la señal con el tipo de vaćıo cósmico y concluimos que

los vaćıos de tipo R son los que exhiben los mayores efectos de alineación de

esṕın. Esto es un indicio de que es la dinámica del vaćıo y su interacción con las

galaxias en evolución, más que el entorno del vaćıo, lo que genera las orientaciones

de esṕın sistemáticas.

Finalmente, en el Cap. 7 abordamos el cálculo de la función de probabilidad

de vaćıo reducida (RVPF) en la simulación TNG300-1, dentro y fuera de vaćıos,

y en el espacio real y de redshift, y comparamos estas muestras con dos modelos

populares de agrupamiento: el modelo binomial negativo y el termodinámico.

Este estad́ıstico es mucho menos usual que los otros estad́ısticos de agrupación

de galaxias nombrados en esta tesis, e.g. la función de correlación bipuntual. La

literatura al respecto parece indicar que la RVPF por śı sola puede ser insuficiente

para describir de forma completa la distribución de galaxias, sin embargo es un

estad́ıstico complementario que forma parte de un enfoque con un gran potencial

para extraer información de relevamientos y simulaciones como es el de recuento

de celdas.

En nuestro análisis, acorde a resultados previos, encontramos que en el es-

pacio de redshift la agrupación de galaxias exhibe un comportamiento acorde al

escalamiento jerárquico correspondiente al modelo binomial negativo en todo el

rango de escalas considerado. Sin embargo, el escalamiento no se mantiene en el

espacio real: encontramos que los datos se ajustan aproximadamente al modelo

termodinámico siempre que la variable de escala N̄ ξ̄ no tome valores muy grandes,

donde los datos parecen tender al modelo binomial negativo. Notamos, además,

que el acuerdo con el modelo termodinámico en el espacio real no se mantiene al

diluir la muestra, mientras que el escalamiento jerárquico en el espacio de redshift,

ajustado por el modelo binomial, śı se mantiene aún con diluciones.

Sorprendentemente, al realizar el cálculo de la RVPF dentro de vaćıos cósmi-

cos, encontramos que en el espacio real, donde esperamos que el escalamiento

jerárquico se deshaga, hay un excelente acuerdo entre la RVPF de las galaxias en

vaćıos cósmicos y el modelo binomial negativo, aún cuando diluimos la muestra.

La RVPF dentro de vaćıos cósmicos en espacio real es notablemente similar a la

calculada en toda la simulación en espacio de redshift ; i.e. el escalamiento jerárqui-

co detectado en espacio de redshift es recuperado dentro de vaćıos cósmicos en

espacio real.
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En los vaćıos cósmicos podemos detectar la presencia de estructura con es-

calamiento jerárquico. Este escalamiento se deshace en ambientes más densos,

por lo que los resultados indican que en los vaćıos cósmicos pueden encontrarse

estructuras que conservan de forma más pristina condiciones más tempranas del

Universo.
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ger Pakmor, Lars Hernquist, et al. Simulating galaxy formation with the Illus-

trisTNG model. MNRAS, Volume 473, Issue 3, p.4077-4106, 473(3):4077, 2018.

ISSN 0035-8711. doi:10.1093/MNRAS/STX2656. URL https://ui.adsabs.

harvard.edu/abs/2018MNRAS.473.4077P/abstract.

Planck Collaboration, P. A. R. Ade, N. Aghanim, M. Arnaud, M. Ashdown,

J. Aumont, C. Baccigalupi, et al. Planck 2015 results. XIII. Cosmological

parameters. A&A, 594:A13, 2016. doi:10.1051/0004-6361/201525830.

Manolis Plionis y Spyros Basilakos. The size and shape of local voids. MNRAS,

330(2):399–404, 2002. doi:10.1046/j.1365-8711.2002.05069.x.

Beth Reid, Shirley Ho, Nikhil Padmanabhan, Will J. Percival, Jeremy Tinker,

Rita Tojeiro, Martin White, et al. SDSS-III Baryon Oscillation Spectrosco-

pic Survey Data Release 12: galaxy target selection and large-scale structure

catalogues. MNRAS, 455(2):1553–1573, 2016. doi:10.1093/mnras/stv2382.

Beth A. Reid, Hee-Jong Seo, Alexie Leauthaud, Jeremy L. Tinker, y Martin

White. A 2.5 per cent measurement of the growth rate from small-scale redshift

space clustering of SDSS-III CMASS galaxies. MNRAS, 444(1):476–502, 2014.

doi:10.1093/mnras/stu1391.

K. Riebe, A. M. Partl, H. Enke, J. Forero-Romero, S. Gottlöber, A. Klypin,
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