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формирования траектории группы подвижных объектов в двумерной среде. 
Аннотация. Рассматривается задача формирования траекторий движения группы 
подвижных объектов, функционирующих в двумерной среде с неподвижными 
препятствиями. Эта задача решалась графоаналитическими методами, основанными на 
алгоритмах Дейкстры, Беллмана-Форда и A*. Поставлен эксперимент, включающий 
компьютерное моделирование, результатами которого явились данные о времени 
движения группы подвижных объектов по траекториям. На основании данных 
результатов моделирования произведено их сравнение, которое позволило сделать 
вывод об эффективности различных методов решения задачи, и помогло выявить 
наиболее оптимальный. 
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Lazarev V.S., Agadjanov D.E. Using Graphic-Analytical Methods for Robots Group 
Movement Trajectories Formation in the Two-Dimensional Environment. 
Abstract. The problem of movement trajectories formation of a vehicle robots group, 
functioning in the two-dimensional environment with motionless obstacles, is considered. For 
the solution of this task, it is possible to use graphic-analytical methods. These methods are 
based on Dijkstra's algorithms, Bellman-Ford and A *. We carry out experiment including 100 
iterations of computer modeling. The results of modeling are data on time of vehicle robots 
group movement on trajectories developed by means of the algorithms. On the basis of the 
modeling results was made a comparison of methods. This comparison has allowed revealing 
the most optimum of methods. 
Keywords: Robots group control; vehicle; graphic-analytical methods; Dijkstra's algorithm; 
Bellman-Ford algorithm; A* algorithm. 

 

1. Введение. В настоящее время актуальной проблемой является 
создание групп роботов, автономно функционирующих в неопреде-
ленной среде и эффективно решающих задачи противодействия робо-
там противника, выполняющим как одиночные, так и групповые мис-
сии. Решение указанной проблемы требует разработки методов плани-
рования поведения роботов, включающих формирование целей и кри-
териев движения, адаптивное распределение и перераспределение це-
лей и функций в группе. Одной из первоочередных задач в рамках 
данной проблемы является планирование траектории автономного 
подвижного объекта [1]. Актуальность развития автоматизации управ-
ления движением также подчеркивается в работе [2] и в работах XII 
всероссийского совещания по проблемам управления [3]. 

Для решения задачи планирования траектории используются 
методы позиционно-траекторного управления [4], методы потенциаль-
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ных полей, графоаналитические методы, а также методы, основанные 
на использовании интеллектуальных и нейросетевых технологий, ге-
нетических алгоритмов и неустойчивых режимов [5]. В свою очередь, 
графоаналитические методы, например, часто включают элементы 
теории потенциальных полей и алгоритмы поиска путей на графе. 
Примерами могут служить работы [6, 7], где метод потенциальных 
полей [8] используется совместно с алгоритмами A* и DF*. В данной 
работе рассмотрены графоаналитические методы и проведено их срав-
нение, используя сочетание модели кинематики подвижного объекта и 
алгоритмов поиска кратчайшего пути на графе. 

1. Описание сравниваемых графоаналитических методов. 
Рассмотрим подвижные объекты, уравнения кинематики которых 
имеют вид (рисунок 1). 

 

1 2cos , sin ,i i i i i iy V y V= ϕ = ϕ   (1) 

 

где y1i  y2i — координаты подвижного объекта; Vi  — скорость подвиж-

ного объекта; ϕi — угол курса подвижного объекта; 1,i n= . 
 

 
Рис. 1. Параметры подвижного объекта 

 

Положение подвижного объекта характеризуется координатами 
y1i  y2i. Скорость Vi и курсовой угол ϕi являются управлениями. Каждый 
подвижный объект имеет информацию о координатах yL  yR области L, 
в которой функционирует группа [9]. Число n подвижных объектов в 
группе может быть неизвестным. Ставится задача перемещения груп-
пы, состоящей из нескольких подвижных объектов, от начальной ко-
ординаты к конечной координате, осуществляя при этом обход пре-
пятствий, встречающихся на пути. 
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В рамках задачи область, в которой движутся подвижные объ-
екты, представлена в виде сетки-графа. Роль препятствий на пути дви-
жения подвижного объекта (ПО) играют отсутствующие ребра и/или 
вершины, в зависимости от размеров и формы препятствия. Этот под-
ход может использоваться в сочетании с картографированием, что дает 
возможность роботу двигаться по заранее заданной траектории [10]. 

Аналогичный способ представления области функционирования 
ПО применяется при анализе траекторий движения людей [11], облете 
препятствий в воздухе, перемещении груза автокранами [12] и в раз-
личных задачах с использованием мультиагентных технологий. В вы-
шеперечисленных работах подчеркивается, что для решения задачи 
кратчайшего пути наиболее часто используются алгоритмы Дейкстры, 
Беллмана-Форда и A*.  

Таким образом, ставится задача сравнения трех графоаналити-
ческих методов: 

1. метода, сочетающего модель кинематики ПО (1) и алго-
ритм Дейкстры [13]; 

2. метода, сочетающего модель кинематики ПО (1) и алго-
ритм Беллмана-Форда [14]; 

3. метода, сочетающего модель кинематики ПО (1) и алго-
ритм A* [15-16]. 

Критерием сравнения данных методов будет выступать время, 
за которое подвижные объекты добираются до конечной точки. 

3. Компьютерное моделирование работы алгоритмов. Экспе-
римент был проведен с помощью средств языка программирования 
Python, используя библиотеку для работы с графами networkx [17]. 

В эксперименте использовалось три робота (подвижных объекта). 
Их модели кинематики описываются уравнениями (1). 

В качестве поля был выбран граф величиной 25х25 вершин. Ка-
ждым методом проведено 100 экспериментов, результаты которых 
использовались для формирования среднего значения времени прохо-
ждения траектории. Точки старта и финиша в каждом из 
100 экспериментов изменялись, но находились в одной области (точки 
старта не далее, чем на одну вершину друг от друга, точки финиша 
соответственно). Были заданы и координаты препятствий. 

При старте программы инициализируются роботы. Задаются их 
начальные координаты и координаты точки назначения. После этого 
происходит создание графа. Задаются его размеры, координаты пре-
пятствий с последующим их созданием на готовом графе. Создание 
препятствий представляет собой удаление вершин графа и ребер ее с 
графом соединяющих. Далее происходит поиск и построение опти-
мальной траектории движения для роботов. После отображается прой-
денная роботами траектория. 
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На рисунке 3 представлен граф с созданными препятствиями, сре-
ди которых роботам предстоит искать траекторию движения. Также на 
рисунке 4 представлены вариации прохождения пути тремя роботами от 
начальных вершин к конечным. Для того чтобы различить траектории 
роботов на рисунке, можно опираться на маркеры, обозначающие дан-
ные траектории. Подробное описание маркеров приведено на рисунке 2. 

 

 
Рис. 2. Маркеры обозначений траекторий роботов 

 

Отсутствующие вершины являются препятствиями, выбранны-
ми заранее и неизменными в рамках эксперимента. 

 

 
Рис. 3. Граф с препятствиями 

 
Также следует отметить, что расстояние между соседними вер-

шинами одинаково независимо от их взаимного расположения. Таким 
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образом, расстояние, проходимое по диагонали равно расстоянию, 
проходимому строго вдоль одной из осей. 

Движение роботов происходит благодаря перемещению через 
вершины по связывающим их ребрам. Следовательно, препятствия, 
являющие собой отсутствующие узлы, уничтожают также и ребра, 
связывающие их с остальным графом, не позволяя роботу пройти на-
прямую через препятствие. Так при отсутствии возможности переме-
щения робот ищет обходной путь, чтобы миновать препятствие. 

Для нахождения оптимального пути происходит вычисление 
траектории от точки старта к точке финиша. Вычисляется длина полу-
чившейся траектории и сравнивается с предыдущей. И если новый 
путь короче, то он и становится приоритетным. Таким образом, подбо-
ром вычисляется наиболее короткий путь для каждого отдельного ро-
бота, тем самым сокращая суммарную траекторию движения роботов. 
Так происходит до момента перебора всех возможных путей. Далее 
представлен процесс выбора оптимальной траектории для робота. 
Происходит перебор различных траекторий до момента нахождения 
оптимальной. На рисунке 4 представлены траектории движения робо-
тов по полю от стартовой точки к конечной точке. 

 

 
Рис. 4. Пример траектории движения роботов 
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Далее на рисунке 5 представлена блок схема алгоритма работы 
программы, созданной для проведения эксперимента. 

 

Начало

Инициализация роботов

Создание графа

Задание координат препятствий

Корректирование исходного поля с 
учетом данных о препятсвиях

Прокладка пути
(модуль path)

Отрисовка поля

Отрисовка пройденного пути

Конец
 

Рис. 5. Блок-схема работы программы 
 

Модуль path используется для поиска и построения оптималь-
ного пути. Описание структуры программы приводится на рисунке 6. 

 

 
Рис. 6. Описание структуры программы 

 

В результате проведенного эксперимента было выявлено время, 
затрачиваемое на поиск и построение оптимальной траектории движе-
ния трех роботов для трех различных алгоритмов. В процессе экспери-
мента оставались неизменными препятствия на поле и размеры графа. 
На рисунках 7-9 приведены графики, где t — потраченное на поиск, по-
строение и прохождение оптимальной траектории движения, и n — но-
мер эксперимента. Каждый график связан с определенным алгоритмом. 
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Рис. 7. Данные о времени, затрачиваемом на поиск, построение и прохождение 
оптимальной траектории движения с использованием алгоритма Дейкстры 

 

 
Рис. 8. Данные о времени, затрачиваемом на поиск, построение и прохождение 

оптимальной траектории движения с использованием алгоритма А* 
 

 
Рис. 9. Данные о времени, затрачиваемом программой на поиск, построение и 
прохождение оптимальной траектории движения с использованием алгоритма 

Беллмана-Форда 
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4. Анализ результатов эксперимента. На графи-
ках (рисунках 7-9) показаны значения времени для каждого из алго-
ритмов. На основании этих графиков можно сделать вывод о среднем 
времени движения группы роботов по траекториям, рассчитанным при 
помощи алгоритмов. Данное время будет равным: 

• алгоритм Дейкстры– 22,487 ± 0,0548 сек (при доверительной 
вероятности 0,95); 
• алгоритм А* – 24,7994 ± 0,0948 сек (при доверительной веро-
ятности 0,95); 
• алгоритм Беллмана-Форда – 25,284 ± 0,0305 сек (при довери-
тельной вероятности 0,95). 
Исходя из полученных данных, видно, что затрачиваемое на по-

иск оптимального пути время меньше у метода с использованием ал-
горитма Дейкстры, что говорит преимуществе данного алгоритма пе-
ред другими представленными. Однако разница во времени между 
алгоритмами в среднем от 1 до 2 секунд, что не слишком много. 

Данные алгоритмы, как уже было сказано, часто используются для 
решения задач планирования траектории или поиска пути. В работе [12] 
осуществлялся поиск оптимального пути перемещения груза автокраном, 
в ней сравнивались методы с применением алгоритмов Беллмана-Форда 
и Дейкстры. Изначально в эксперименте итоговый путь, рассчитанный с 
помощью алгоритма Дейкстры, был длиннее на 7-11%. Однако после 
оптимизации результаты по алгоритму Беллмана-Форда стали на 2-3% 
хуже, чем по алгоритму Дейкстры. Авторы назвали разницу в пути не-
значительной, такую же оценку можно найти в работе [18]. 

Аналогичная нашему случаю карта, использовалась в работе [11] 
с целью моделирования движения людей. Было указано, что алгоритм 
Дейкстры в таких условиях предпочтительнее алгоритма Беллмана-
Форда. В условиях же города, где область больше по размеру и с боль-
шим количеством препятствий [19] алгоритм Беллмана-Форда дает вы-
игрыш во времени при условии, что число вершин n больше числа ребер 
m графа(n>m), что обуславливает использование его в механических 
транспортных системах [20]. При большей сложности графа, более эф-
фективным является алгоритм A* [21]. Он дает кратное числу вершин n 
уменьшение вычислительной сложности поиска. 

Таким образом, результаты поставленного эксперимента согла-
суются с работами ученых, что позволяет сделать вывод об эффектив-
ности метода, использующего алгоритм Дейкстры перед другими ал-
горитмами, рассмотренными в работе. 

5. Заключение. В статье предложены и проанализированы гра-
фоаналитические методы планирования траектории группы подвиж-
ных объектов. Методы отличаются использованием модели кинемати-
ки подвижных объектов в группе и одного из трех алгоритмов: алго-
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ритм Дейкстры, алгоритм Беллмана-Форда и алгоритм А*. При помо-
щи программы, реализованной средствами среды программирования 
Python, в частности благодаря библиотеке network, было проведено 
100 экспериментов, каждый из которых предоставлял данные о време-
ни, затрачиваемом на построение и прохождение кратчайшей траекто-
рии от начальных к конечным точкам роботов. В результате получен-
ных данных был сделан вывод об эффективности алгоритма Дейкстры 
перед остальными, представленными в работе, что подтверждает дан-
ные, получаемые другими учеными. 

Графоаналитический метод, использующий алгоритм Дейкстры 
и показавший лучший результат, может применяться в разработке тра-
екторий групп роботов в условиях противодействия. 
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РЕФЕРАТ 
 
Лазарев В.С., Агаджанов Д.Э. Использование графоаналитических 
методов для формирования траектории группы подвижных 
объектов в двумерной среде. 

Рассматривается задача формирования траекторий движения группы 
подвижных объектов, функционирующих в двумерной среде с неподвижными 
препятствиями. Для решения этой задачи можно использовать графоаналити-
ческие методы. При использовании данных методов область, в которой дви-
жутся подвижные объекты, представляется в виде графа. Каждое препятствие 
на пути объекта создается удалением обозначенных вершин и ребер этого гра-
фа. В качестве основы методов для формирования траектории движения под-
вижных объектов группы используются алгоритмы Дейкстры, Беллмана-
Форда и A*, взятые на основе анализа литературных источников как наиболее 
часто используемые. Поставлен эксперимент, включающий компьютерное 
моделирование методов формирования траектории для группы из однородных 
подвижных объектов и некоторого количества препятствий различной формы. 
Моделирование было проведено средствами среды разработки Python Shell, в 
частности, при использовании библиотеки networkx. Данная библиотека вклю-
чает в себя функции по работе с графами, в том числе и для нахождения пути 
по алгоритмам Дейкстры, Беллмана-Форда и A*. Результатами моделирования 
являются данные о времени движения группы подвижных объектов по траек-
ториям, разработанным при помощи алгоритмов. Эксперимент включал 100 
итераций моделирования для построения диаграмм средних значений затрачи-
ваемого времени по каждому из алгоритмов. На основании данных результа-
тов моделирования произведено сравнение методов, в качестве критерия ис-
пользовалось время движения группы подвижных объектов. Данное сравнение 
позволило сделать вывод об эффективности различных методов решения зада-
чи, заключающейся в построении траектории движения для группы подвиж-
ных объектов, и помогло выявить наиболее оптимальный из методов. 
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SUMMARY 
 
Lazarev V.S., Agadjanov D.E. Using Graphic-Analytical Methods for 
Robots Group Movement Trajectories Formation in the Two-
Dimensional Environment. 

The problem of movement trajectories formation of a vehicle robots group, 
functioning in the two-dimensional environment with motionless obstacles, is con-
sidered. For the solution of this task, it is possible to use graphic-analytical methods. 
When using these methods, the area, in which vehicle robots move, is presented in 
the form of a graph. Each obstacle in a way of the object is created by the removal of 
nodes and edges of this graph. Dijkstra's algorithms, Bellman-Ford and A *, taken 
according to the analysis of references as the most often used, are used as a basis for 
methods of forming robots group movement trajectories. The experiment was con-
ducted, including computer modeling of trajectory formation methods for a uniform 
robots group and obstacles of various forms. Modeling has been carried out by 
means of the Python Shell development environment, in particular, using networkx 
library. This library includes functions for work with columns, including for finding 
a way according to Dijkstra's, Bellman-Ford and A* algorithms. Results of modeling 
are data on time of vehicle robots group movement on trajectories developed by 
means of the algorithms. The experiment included 100 iterations of modeling for 
creation of charts of the average values of time spent by each of the algorithms. 
Based on these modeling results, a comparison of methods was made; the average 
time of vehicle robots group movement was used as a criterion. This comparison has 
allowed drawing a conclusion about the efficiency of various methods. In addition, 
this comparison has allowed revealing the most optimum of the methods. 
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