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Введение 

 

Принцип максимума Л.С. Понтрягина, являясь одним из основных результатов теории необхо-

димых условий оптимальности первого порядка, доказан для различных задач оптимального управ-

ления, описываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями (см., напр.: [1–3]). В по-

следние годы стали интенсивно изучаться задачи оптимального управления объектами, описываемые 

различными дифференциальными уравнениями с дробными производными (см., напр., [4–8]). 

В [4] исследуется задача оптимального управления динамическими системами дробного поряд-

ка с использованием метода моментов. 

В [5], применяя классическую теорию управления к дробно-дифференциальной системе в огра-

ниченной области, рассмотрена дробная задача оптимального управления для дифференциальной 

системы с запаздыванием. Дробная производная по времени рассматривается в смысле Римана–

Лиувилля. Изучены существование и единственность решения системы дробных дифференциалов  

с запаздыванием в гильбертовом пространстве. В работе также показано, что рассматриваемая задача 

оптимального управления имеет единственное решение.  

Точное представление многих динамических систем приводит к набору дробных дифференци-

альных уравнений (ДДУ). В статье [6] представлены общая формулировка и схема решения класса 

дробных задач оптимального управления (ДЗОУ). Дробная производная используется в смысле Ри-

мана–Лиувилля. Показатель эффективности ДДУ рассматривается как функция состояния и управля-

ющих переменных, а динамические ограничения определяются набором ДДУ. Вариационное исчис-

ление, множители Лагранжа и формулы дробного интегрирования по частям используются в задачах 

ДДУ для получения уравнений Эйлера–Лагранжа.  

В работе [7] рассматривается задача оптимального управления для линейной стационарной ди-

намической системы дробного порядка. Исследованы такие условия, при которых проблема момен-

тов может быть поставлена и является разрешимой. Рассмотрены частные случаи (одномерная линей-

ная стационарная система, двойной интегратор и маятник), для которых получены решения задачи  

и исследованы вопросы качественной динамики. Продемонстрирована возможность постановки и 

исследования задачи оптимального управления в форме обобщенной проблемы моментов для систе-

мы, описываемой уравнением переноса с производной дробного порядка по времени. 

В [8] рассматривается новая общая формулировка дробных задач оптимального управления, 

показатель качества которых представлен в форме дробного интеграла, а динамика задается системой 

дробных дифференциальных уравнений в смысле Капуто. Использован новый подход для доказа-

тельства необходимых условий оптимальности в виде принципа максимума Понтрягина для дробно 

нелинейных задач оптимального управления.  

В [9] исследована задача оптимального управления, описываемая интегро-дифференциальными 

уравнениями типа Вольтерра с дробной производной Капуто. В рассматриваемой задаче функционал 

качества является функционалом терминального типа. Установлен аналог принципа максимума 

Понтрягина. 

В [10] рассматривается класс нелинейных фрактально-дробных задач оптимального управления 

в смысле Атанганы–Римана–Лиувилля с невырожденным ядром Миттаг-Леффлера. Предложен чис-

ленный метод, основанный на обобщенных вейвлетах Лукаса и методе Ритца. В работе также показа-

но преимущество предлагаемого метода на численных примерах.  

Отметим также, что в работе [11] в отличие от нашей работы рассмотрена дискретная задача 

оптимального управления, в которой доказан дискретный аналог принципа максимума Л.С. Понтря-

гина.  

В настоящей работе рассматриваются процессы, описываемые обыкновенными интегро-диффе-

ренциальным уравнением типа Вольтерра дробного порядка. С помощью схемы, основанной на ме-

тоде приращений, доказан аналог принципа максимума Л.С. Понтрягина. 
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1. Постановка задачи 

 

Пусть управляемый процесс описывается дробной системой интегро-дифференциальных урав-

нений типа Вольтерра 
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левая дробная производная Капуто [8, 12, 13],  – показывает степень дробной производной, C – 

означает дробную производную Капуто, t0 – начальная точка заданного отрезка, на котором задан 

управляемый непрерывный процесс, u(t) – r-мерная кусочно-непрерывная (с конечным числом точек 

разрыва первого рода) вектор-функция управляющих воздействий со значениями из заданного непу-

стого и ограниченного множества, т.е. 

  ,,,)( 10 tttRUtu r   (3) 

(допустимое управление), x0 – заданный постоянный вектор, ( , , , )f t x u  – заданная n-мерная вектор-

функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными производными по x. 

Рассмотрим задачу о минимизации терминального функционала 

 
1( ) ( ( ))S u x t=   (4) 

при ограничениях (1)–(3). Здесь (x) – заданная непрерывно-дифференцируемая скалярная функция. 

Допустимое управление u(t), доставляющее минимальное значение функционалу (4) при огра-

ничениях (1)–(3), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс ( )( ), ( )u t x t  – опти-

мальным процессом.  

 

2. Формула приращения функционала качества 

 

Пусть ( ) ( )( )txtu ,  и ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )txtxtxtututu +=+= ,  – два допустимых процесса.  

Запишем приращение функционала качества 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1S u S u S u x t x t = − =  −  . (5) 

Ясно, что приращение ( )tx  траектории ( )tx  является решением следующей задачи: 
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 0( ) 0.x t =  (7) 

Пусть ( )t =   – пока произвольная n-мерная вектор-функция. Умножая обе стороны уравне-

ния (6) скалярно на ( )t  и интегрируя полученное соотношение по t на интервале от t0 до t1, получим 
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По формуле интегрирования по частям для дробных производных (см., напр.: [12, 13]) и при 

начальном условии (7) имеем 
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1
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 – правый интеграл Римана-Лиувилля [12, 13].  

Используя формулу Фубини, можно записать 
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Поэтому формулу приращения (5) функционала качества (4) можем записать следующим образом:  
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Введем аналог функции Гамильтона–Понтрягина: 

1

( , ( ), ( ), ( )) '( ) ( , , ( ), ( )) .
t

t

H t x t u t t f t x t u t d =      

Тогда формулу (11) можно написать в виде: 
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Используя формулу Тейлора (см. напр.: [13, 14]), из (12) получим  
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Здесь   есть норма вектора 1 2( , ,..., ) 'n =    , определяемая формулой 
1

,
n

i
i=
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чина, имеющая более высокий порядок малости, чем , т.е. 
( )

0
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 при 0 → . 

Пусть вектор-функция ( )t  является решением следующей дробной системы интегро-

дифференциальных уравнений: 
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с начальным условием 
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Задачу (14), (15) назовем сопряженной системой для рассматриваемой задачи. Учитывая фор-

мулы (14) и (15), из (13) получим, что 
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3. Оценка нормы приращения траектории 

 

Полученная формула приращения (16) позволяет доказать необходимое условие оптимально-

сти. Для этого нам понадобится оценка нормы приращения )(tx  траектории )(tx .  

Из (6), (7), используя определение дробной производной Капуто, получаем, что  
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где по определению 
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Так как в силу сделанных предположений функция f удовлетворяет условию Липшица по x, то, 

переходя к норме и используя условию Липшица, получаем, что 
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где 
1 0L const=   – некоторая постоянная.  

Применяя аналог формулы Гронуолла–Беллмана [15], получим 

 
0

1
2

1
( ) ( ) ( , ( ), ( )) .

( )

t t

u
t

x t L f x u ds d−



   −       
 

 (19) 

где 
2 0L const=   – некоторая постоянная.  

Пусть  )0 1,t t  – произвольная точка непрерывности управляющей функции )(tu , а ε > 0 – 

произвольное малое число, такое что 1,t +    v U  – произвольный вектор.  

Специальное приращение управления )(tu  определим по формуле  

 ( )
( )  )

   )0 1

, , ,

0, , \ , .

v u t t
u t

t t t


 −    + 
 = 

   + 

 (20) 

Через ( )x t  обозначим специальное приращение траектории ( )tx , соответствующее специаль-

ному приращению игольчатой вариации (20) управления )(tu .  

Из неравенства (19) следует, что  

 ( ) 3 ,x t L    (21) 

где 
3 0L const=   – некоторая постоянная.  
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Принимая во внимание оценку (21) и формулу (20), из формулы приращения (16) на основании 

теоремы о среднем получаем справедливость разложения  

 

 

 

 

1

0

( ) ( ) ( ) ( , ( ), ( ) ( ), ( )) ( , ( ), ( ), ( ))

( , ( ), , ( )) ( , ( ), ( ), ( )) ( )

( , ( ), , ( )) ( , ( ), ( ), ( )) ( ).

t

t

S u S u u S u H t x t u t u t t H t x t u t t dt

H t x t v t H t x t u t t dt o

H x v H x u o

  

+



 = +  − = − +   −  =

= −  −  +  =

= −     −      + 

 (22) 

Если предполагать, что )(tu  – оптимальное управление, то из разложения (22) следует, что 

( , ( ), , ( )) ( , ( ), ( ), ( )) 0,H x v H x u    −        

т.е. 

 max ( , ( ), , ( )) ( , ( ), ( ), ( )) 0.
v U

H x v H x u


    =        (23) 

Следовательно, имеет место следующая теорема. 

Теорема (принцип максимума Понтрягина). Для оптимальности допустимого управления )(tu  

необходимо, чтобы условие максимума (23) выполнялось для всех  )0 1, ,v U t t  . 

Доказанная теорема является аналогом принципа максимума Понтрягина в рассматриваемой 

задаче. 

 

Заключение 

 

В работе рассмотрена задача оптимального управления для объекта, описываемого интегро-

дифференциальным уравнением типа Вольтерра с дробной производной Капуто. Минимизируемый 

критерий качества является функционалом терминального типа. Область управления – произвольное, 

непустое и ограниченное множество, а управляющая функция является кусочно-непрерывной (с конеч-

ным числом точек разрыва первого порядка) вектор-функцией. Используя введенную сопряженную 

систему, получена формула для приращения функционала качества. Установлен соответствующий 

аналог принципа максимума Понтрягина. 
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