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PRESENTACION

La Sociedad Andaluza de Educacién Matematica "Thales" integra a un grupo de
personas dedicadas a la potenciacién y mejora de la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas en la Comunidad Andaluza.

El Congreso de la Sociedad "Thales" ha ido creciendo en calidad y prestigio
desde que se inicid el recorrido por las distintas provincias. Por tanto, tras comenzar
aqui en Cadiz el ciclo con el primer Congreso de la Sociedad, y haber terminado el
itinerario por las ocho provincias andaluzas, retomamos el ciclo con la celebracién del
noveno Congreso.

Cuando nos planteamos la celebraciéon de este Congreso, teniamos claro que
deberiamos incidir fundamentalmente en las nuevas perspectivas que la sociedad
plantea en la forma y en los modos de ensefar Matemdticas. Tenemos que ser
conscientes de que vamos a iniciar un nuevo milenio, y que la ensefanza y el
aprendizaje de las Matematicas han de conjugar perfectamente el lenguaje abstracto
de las Matematicas y las necesidades del individuo en la vida cotidiana.

El cambio de milenio debe suponer una renovacién fundamental en la formay en
los modos de la ensefanza de las Matematicas; la Sociedad demanda de los
profesionales dedicados a la ensefianza nuevas estrategias para aprender y ensefar.

Creimos que también deberiamos aprovechar la celebracién del afio mundial de
las matematicas, AMM 2000, y asi hemos pretendido que parte de este Congreso se
celebre en la calle, ofertando exposiciones, talleres, etc. a todos los que estén
interesados en el mundo de las Matemdticas.

La celebraciéon de! Congreso en la Ciudad de San Fernando no es casual, se
debe fundamentalmente a la larga tradicion de esta ciudad en el mundo de las
matematicas, y ademas al entusiasmo e interés mostrado por todo el equipo de
gobierno de su ayuntamiento.

Junto a los grupos tematicos tradicionales (matematicas en educacién primaria,
secundaria, universidad, ...) hemos incorporado otros como educacion a distancia,
nuevas tecnologias, transversalidad, tratamiento de la diversidad, ... Hemos
considerado muy importante la incorporacién en el Congreso de talleres en ios que se
aborden temas tan interesantes como la elaboracién de materiales para el aula,
evaluacion de software educativo, calculadoras, matematica recreativa, etc.

En suma, hemos querido que el Congreso sea una actividad que se integre en la
vida diaria de la ciudad, y que los congresistas tengan la oportunidad de conocer el
talante y hospitalidad de San Fernando. Ademas hemos organizado desde el Congreso
un calendario de visitas al Real Instituto y Observatorio de la Armada de San Fernando,
que es lugar y sede de infinidad de actividades de cardcter cientifico y matematico.

Deseamos acabar esta presentacién agradeciendo una vez mds a todas las
instituciones colaboradoras su participacion, y a todos los ponentes su esfuerzo por
comunicar al resto de congresistas, y a la sociedad en general sus experiencias
innovadoras en el ambito de la ensefanza y el aprendizaje de la Matematicas.

Saludos
El Comité Organizador.
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EL LEGADO MATEMATICO DEL SIGLO XX

Juan Luis RomeEro RoMERO

El Siglo XX ha aportado a la Historia de las Mateméticas el periodo de mayor desarrolio. Nunca se han
producido méas y mejores matemdticas que en este siglo. En la conferencia se comentan aigunos
resultados que, sin lugar a dudas, han sido fundamentales para el desarrolio matemaético de este siglo,
utilizando un minimo de nomenciatura técnica.

A comienzos de este siglo los cimientos de la matematica estaban tambaledndose; muchos trabajos
sobre el infinito y la fundamentacién de las matematicas de finales del S. XIX estaban puestos en tela de
juicio por algunos importantes matematicos y aparecian diversas paradojas, como la de B. Russell. La
axiomatica de la teoria de conjuntos que hoy mas se utiliza, y que resuelve muchos de los problemas de
la fundamentacion de las matematicas, fue desarrollada por Zermelo, Fraenkel y Skolem. Uno de los
resultados fundamentales del conocimiento universal se debe a K. Gédel, quién probé la existencia de
proposiciones indecidibles en cualquier axiomatica que contenga a la aritmética. Se comentan también
otros resultados de K. Godel y P. Cohen sobre el axioma de eleccién y la hipdtesis del continuo.
Asimismo se comenta el papel del grupo N. Bourbaki en la matematica actual.

El concepto de grupo, que llegé a la mayoria de edad con los trabajos de Galois, y otros autores, durante
el siglo XIX, tenia pendiente un problema importante: la clasificacion de los grupos finitos simples
(grupos cuyos lnicos subgrupos normales son los triviales). De alguna manera, los grupos simpies son
las piezas que permiten construir todos los grupos finitos, de forma parecida a la descomposicién de un
nimero en factores primos. Dicha clasificacién se culminé a principios de los afos 80 gracias a una
ingente labor de muchos matematicos, en la dltima fase coordinados por D. Gorenstein. Los articulos
que permiten llevar a cabo esa clasificacion tienen una extensién de unas 15.000 paginas.

Después de 350 ahos de permanecer como problema abierto, el llamado uitimo teorema de Fermat (que
afirma que la ecuacién a" +b"=c" no tiene soluciones con a,b,c y n enteros, n0{Jfue probado por el
matematico britanico Andrew Wiles en la década de los 90. Se pone fin a miles de intentos de
demostracion, a lo largo de siglos, por parte de numerosos matemdticos y aficionados de todas las
categorias. La demostracién de Wiles hace uso de técnicas muy diversas que aparentemente nada
tienen que ver entre si: curvas elipticas, funciones modulares, representacion de grupos, etc.

La creacion de los ordenadores y el importante papel que éstos desempefan en la vida cotidiana es
fruto de la labor de numerosos matematicos: Alan Turing puso las bases teéricas de los ordenadores en
los afios 30, J. von Neumann propuso el disefio 16gico de los ordenadores actuales, los algoritmos
matematicos que usan los ordenadores han sido mayoritariamente desarrollados por matematicos, etc.
Con ordenadores se ha resuelto el viejo problema de colorear cualquier mapa con sélo cuatro colores.
Ante nosotros, queda el reto de utilizar de forma 6ptima los ordenadores en la educacién matematica.
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INTERNET: TECNOLOGIA, INFORMACION Y EDUCACION

JosE F. Quesaba MoRENO

RESUMEN:

Tras los tres primeros afos de funcionamiento del proyecto Thales Internet (1997
a 2000) este trabajo lleva a cabo una valoracién del proyecto, comenzando en
primer lugar con un estudio de la funcionalidad de Intemet desde el punto de vista
de su utilizacién en el mundo de la sducacién. Desde este enfoque se diferencia
entre infraestructura tecnoldgica, distribucion de documentacion o informacién y
desarrollo de actividades de educacién a través de Internet.

Centrados ya en el aspecto educativo mismo, se presentan los principales
conceptos involucrados tales como la comunicacioén a través de ordenador, la idea
de campus virtual y estudiantes distribuidos, y se analizan las tres generaciones
de educacién a distancia, prestando un especial interés a la denominada
revolucién digital de la educacién a distancia.

Utilizando este marco como referencia, el tercer gran objetivo es una valoracién
global del proyecto Thales CICA Internet, especialmente en su tercer afio de
desarrollo (1999-2000) donde se han convocado 9 cursos de formacién del
profesorado a distancia, en el que la matricula inicial involucré a méds de 800
profesores de todas las dreas de conocimiento y niveles de la comunidad
auténoma andaluza.

1.- INTRODUCCION

Es indudable que Internet se ha convertido en uno de los temas mas importantes, o al menos, mas
discutidos y utilizados en la pedagogia mas reciente. Una consulta simple a la base de datos ERIC, cuyo
principal area es la Educacion, del término “Internet” en el periodo 1992-1999 ha generado 5.283
registros, es decir, una media de casi 2 publicaciones diarias (articulos, libros, tesis doctorales, etc.)
relacionadas con Internet y Educacion.

Pero en muchas ocasiones Internet aparece como una entelequia lejana y poco conocida de la que se
aprovecha la moda social para justificar un proyecto o una publicacién, o en el peor de los casos, para
ser utilizada en la demagogia politica, donde no suele ser comun la necesaria modestia con la que se
deben abordar tecnologias emergentes cuyas capacidades pueden ser prometedoras pero no
suficientemente analizadas y evaluadas.

Varios autores (Monke 1998, Dreyfus 1998, Talbott 1998, Harris 1998, Haupptman & Hannah 1998,
Grineski, 1999, Austin & Brown 1999), en los Ultimos afos, estdn llamando la atencion sobre la
necesidad de un estudio serio y critico de las posibilidades que Internet ofrece como marco, entorno o
recurso didactico, pero conociendo previamente los retos tanto tecnolégicos como pedagégicos, asi
como las limitaciones y los problemas generados por dicho modelo educativo.

Por otro lado, son muchas las ventajas que Internet esta incorporando al mundo de la educacién, que
van desde la que se denomina “Revolucién Digital de la Educacién a Distancia” (Leonard 1998) hasta la
superacion de fronteras geograficas e ideldgicas de la distribucion libre de la mayor biblioteca de la
historia de la humanidad, pasando por los objetivos de un gran campus universal (Universal Campus
Network) o la educacién global (Pinhey 1998), distinta, pero muy cercana a los riesgos de la
globalizacioén de la educacion.

En este contexto parece adecuado por tanto comenzar con un esfuerzo inicial de andlisis de los aspectos
involucrados en la utilizacién de Internet con fines pedagdgicos. De esta forma, el primer objetivo de este
trabajo es diferenciar tres niveles, funcionalmente superpuestos, para la descripcién y uso de Internet en
la educacion.

2.- TECNOLOGIA, DOCUMENTACION Y EDUCACION

Siguiendo la diferenciacion ya cidsica en ciencias de la computacién que distingue entre:

¢ Datos,

¢ Informacion, y

¢ Conocimiento
se pueden establecer tres niveles funcionales basicos para el estudio de Intemet en el campo de la
educacion:

« Infraestructura tecnolégica,

¢ Distribucion de documentacion,

+ Educacion.
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3.- EDUCACION, MATEMATICAS, COMUNICACION Y ORDENADORES

El proceso mismo de ensefianza/aprendizaje es un proceso basicamente comunicativo. Los procesos
mismos de ensenanza, aprendizaje, evaluacion, etc., no pueden comprenderse por completo si no se
tiene en cuenta la dimension linglistica del conocimiento que se transmite asi como del proceso
didactico que suponen dichas tareas de ensenanza, evaluacion, etc. En el libro publicado a partir de las
comunicaciones presentadas en el Grupo de Trabajo sobre "Matematicas y Lenguajes” (Quesada 1998)
del ICME 8, he resumido esta idea en lo que denominé "Tesis de la radicalidad linglistica del proceso
diddctico":

"Esta dimension heuristica de la matemaética cobra mayor importancia cuando nuestro

interés se centra en la diddctica de la matemédtica. Al igual que todo proceso educativo,

la ensefianza y el aprendizaje de las matemdticas es una actividad comunicativa.

Es decir, utilizando la nomenclatura de Austin y Searle, ensefiar es un acto de habla.

El proceso ensefianza-aprendizaje posee una dimensioén linglistica primitiva o
irreductible.

Desde un punto de vista diddctico, los profesores asumen habitualmente que el
conocimiento es Util si puede ser expresado en algun lenguaje convencional. Es decir,
los profesores asumen que alguien conoce algo si él o0 ella es capaz de explicar lo que
conoce. Asimismo, toda comunicacion en el aula se realiza por medio de un lenguaje: los
profesores explican ideas, recomiendan estrategias, ..., los estudiantes leen, calculan,
escriben, preguntan, ...; los profesores oyen lo que los alumnos dicen, leen lo que
escriben, ...

En suma, el lenguaje es el soporte que fija los limites de nuestra comunicacion y,
probablemente, los limites de nuestro conocimiento” (Quesada 1998, p. 7)

El siguiente problema que hay que enfrentar aparece cuando el proceso, radicalmente linglistico, de
ensefanza/aprendizaje estd mediatizado por el uso de ordenadores, en lo que se ha denominado
"Comunicacién a través de ordenadores" (CMC: Computer-mediated Communication) (Tomie & Barbieri
1997). Las consecuencias y caracteristicas psicoldgicas de este tipo de procesos han sido estudiados
para mdltiples contextos educativos: ensefianza superior (McAteer et al 1997), cursos convencionales
universitarios (Light et al 1997), escuelas de verano virtuales (Issroff & Eisenstadt 1997), etc.

Una de las aplicaciones mads interesantes de este campo aparece con su integracién con la telematica
(redes de ordenadores). En este caso estariamos ante entornos de comunicacién a través de
ordenadores en los que intervienen mliltiples componentes del proceso enseianza-aprendizaje, y la
comunicacion misma entre todos ellos se soporta mediante el uso de una red telematica. Uno de los
proyectos mas interesantes llevados a cabo a este nivel es POLARIS (Trentin 1996, 1997).

"The main aim of an on-line course is to bridge the geographical and socio-cognitive

distance between individual students and all other components that are involved in the

educational process -tutors, experts, other students, educational material, ans so forth.

The intensive use of computer conferencing in particular and computer mediated

communication in general can reduce and in some cases even eliminate this distance

and can make the educational process considerably more flexible.” [Trentin 1997, p. 269]

1
Pero quizas una de las conclusiones mds importantes que la investigacion llevada a cabo en esta linea
esta obteniendo es la necesidad de situar las tecnologias como una herramienta y no como un fin en si
mismas, y en concreto como una herramienta cuya meta fundamental es ayudar al estudiante a aprender
de una forma mas eficiente y efectiva. Para Bma & Dicheva (1998) ayudar a otros a aprender tiene que
ver con el ofrecimiento de mejores canales de comunicaciéon asi como mejores herramientas para la
exposicion y la exploracion del dominio que constituye el material primario para el aprendizaje, lo que
sugiere que el aprendizaje tiene mas que ver con la comunicacién que con el contenido mismo. £ indican
enfaticamente estos autores en la editorial que da comienzo a un nimero especial del Journal of
Computer Assisted Learning titulado Meeting the challenge of new technologies que

L] principal objetivo de un curso en la red (on-iine) es superar la distancia geogréfica y socio-cognitiva que existe entre los estudiantes y
todos los demds componentes implicados en el proceso educativo: tutores, expertos, otros estudiantes, material educativo, etc. El uso
intensivo de conferencias a través de ordenador en particular y de la comunicacidn a través de ordenador en general puede reducir y en
algunas situaciones incluso eliminar esta distancia y puede hacer mucho més flexibie el proceso educativo.
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LA CONSTRUCCION NUMERICA:
¢DE LO CONCRETO A LO ABSTRACTO?

(Dos consideraciones psicolégicas y una sugerencia pedagégica)

MANUEL ALCALA HERNANDEZ

Quisiera agradecer a la organizacién de este IX Congreso la distincion que me hace al
invitarme a participar en el mismo. Y aprovechar la ocasién para intentar comunicar ciertas ideas sobre las
que vengo trabajando desde hace tiempo. En especial dos consideraciones de caracter psicolégico y una
propuesta de tipo pedagégico.

La primera de ellas se refiere a la archiconocida sentencia que afirma que las matematicas se
aprenden yendo "de lo concreto a lo abstracto” . La segunda concierne a las consecuencias que tiene para
el aprendizaje matematico el aprendizaje de (la construccion y uso de) cédigos notacionales. Finalmente,
haré unos comentarios de caracter pedagégico acordes con las dos consideraciones anteriores.

Situémonos, por ejemplo, en el primer ciclo de la ESO. Entremos, ficticiamente, en un aula en la que
un esforzado profesor esté trabajando con sus alumnos el dlgebra inicial desde hace una semana. Y alli
estd Maria, la alumna imaginaria que vamos a convertir en protagonista . Maria, para somresa de su
profesor, no se desenvuelve bien en este nuevo campo.

,Qué le pasa?, se interroga el profesor, pues éi sabe que Maria resuelve bien expresiones
aritméticascomo 4. 5+2= ... obien 25-m =19 (sabe que m es una incognita cuyo valor depende
de los otros valores numéricos y de las operaciones a realizar). Sin embargo, no acaba de desenvolverse

con expresiones como 4X +6=22+4 o como a (b +c). ;Como es que una alumna media como
Maria, que no suele tener dificultades con expresiones aritméticas, tropieza con las expresiones literales, se
cuestiona el profesor?. ¢Por qué Maria duda en a(b + c) si no lo hacia en expresiones como 4 x (5 + 3)?
Ademés, Maria no logra desenvolverse en la traduccion a expresion algebraica de problemas iniciales y
que parecen faciles.

En efecto, Maria conoce la propiedad distributiva de la suma respecto del producto, aunque no la
verbalice con fluidez; como también conoce la potenciacién, incluso de enteros. Sin embargo halla serias
dificultades para resolver las expresiones algebraicas elementaies. ;En dénde estén las dificultades?. El
profesor busca, porque la necesita, una explicacién, un argumento, para justificar ese fenémeno. Es mas,
necesita conocer alguna actividad, algin material para que, trabajando adecuadamente, supere esas
dificultades, pues Maria no esta sola sino que su caso es uno entre bastantes de la clase.

Efectivamente, los profesores necesitamos en situaciones asi, que son diarias, explicaciones de
como se produce el aprendizaje para actuar de acuerdo con ellas; como también necesitamos conocer
actividades de ensefianza para ayudar a cuaiquier alumno a superar sus dificultades. Y las buscamos. Y,
con frecuencia, creemos que las encontramos.

DE LA MENTE DEL MAESTRO

A LA DEL APRENDIZ

La explicacion que el profesor comparte se resume en que a Maria le pasa como a un buen
porcentaje de sus compaferos: se encuentra perdida porque esto de descifrar expresiones literales y
operar con letras es nuevo para ella, para el grupo. Consecuentemente, decide ir explicandoles despacito,
una y otra vez lo que no se entienda y ponerles muchos ejercicios, hasta que vayan interiorizando lo que se
debe hacer. Con esa finalidad mantiene ia disposicién espacial del aula de modo frontal: un actor y una
treintena de espectadores-receptores de sus insistentes indicaciones, diria un visitante que no conociera la
escuela.

Pues bien, la expresada mas arriba es una justificacion poco elaborada, de sentido comin, y una
salida didactica también de sentido comun -"jcon mucho ejercicio ya lo entendera!"- y que, con bastante
probabilidad, fracasard. Pero, en cualquier caso, el profesor mantiene una actitud generosa que le honra
como maestro: hace un esfuerzo personal por ayudar a sus alumnos.

Probablemente, el profesor pensard que, al ser conocimientos nuevos, habra de explicar
detenidamente las cosas, y Maria habrd de practicar mucho, hasta que vaya quedando firmemente
asentado en su memoria qué sentido tiene eso de utilizar letras. Y, ademas, la practica le valdra para ir
automatizando la resolucién de pequefias expresiones. Eso es asi porque el profesor esta seguro de que
mediante la explicacion verbal y la ejercitacién individual reiterada Maria va a aprender lo que debe
aprender; es cuestién de tiempo y de insistencia: mas explicacién y mas ejercicios.

Bien, pero nosotros, que no estamos en clase y, por lo tanto, no tenemos la urgencia de tomar
decisiones apresuradas, si podemos interrogarnos tranquilamente sobre el porqué de ese fenémeno: por
qué Maria, y tantos escolares como ella, encuentran serias dificultades cuando entran en el mundo
algebraico.(1) (Dificultades que, por otra parte, son similares a las que les surgen en Primaria cuando
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abordan la operatoria fraccionaria o en el trabajo inicial con nimeros con coma, por ejemplo). En efecto,
podemos, con sosiego, meditar si el conocimiento matematico escolar puede ser transmitido, mediante el
tandem explicacién verbal-gjercicios; si, a esa edad, el aprendizaje matematico puede interpretarse como un
fenémeno que se produce, simplemente, de fuera adentro; si "lo aprendido” es fiel reflejo de "lo explicado®.
Para apoyarnos en nuestras reflexiones tenemos las vivencias, y las evidencias de éxitos y fracasos de
nuestra propia experiencia docente.

LA CONSTRUCCION MEDIANTE LA ACCION:

DE LO CONCRETO A LO ABSTRACTO

Otros profesores responden a esos mismos interrogantes desde otra perspectiva. Piensan que la
explicaciéon verbal y el ejercicio repetido no es la via idénea para ensefiar-aprender ni los primeros
rudimentos de algebra ni, en general, la matematica escolar. Que esa insistencia con el esquema
explicacién-ejercicios mas que comprension conceptual y desarrollo del razonamiento lo que cultiva es el
simple adiestramiento, es decir, un aprendizaje superficial, epidérmico. Por el contrario, es la experiencia
personal -dicen- en situaciones idéneas la que, mediante un proceso de representacion simbélica
adecuado, conducira al uso comprensivo de los cédigos y los razonamientos algebraicos. Piensan que hay
que cambiar radicalmente el centro de la relacion didéctica: si antes el profesor era el protagonista y Maria
la espectadora-receptora del conocimiento, ahora debe ser Maria la protagonista, pues es ella la que intenta
aprender; si antes el conocimiento de Maria se producia de fuera adentro -como reflejo fiel del contenido en
el texto 0 en la mente de su profesor -, ahora habré de ser Maria quien lo vaya construyendo en interaccién
con materiales y personas; es decir, ahora va de dentro a fuera

Convencidos de sus argumentos, estos profesores convierten en teorema la siguiente conjetura:
Maria, con un material manipulativo idéneo y mediante una secuenciacion de actividades adecuada, sera
capaz por si misma y progresivamente, de lograr la resolucién comprensiva de tales expresiones
algebraicas. El profesor ahora se abstendria de anticipar explicaciones y de insistir en el adiestramiento,
dejando el protagonismo a quien aprende. Se trata de que Maria, a través de un proceso de reinvencion o
construccion personal, guiada por su propia investigacién, vaya construyendo su conocimiento
matematico. Pero, ;como lo hard?, ¢en qué direccién?. Sin duda serd siguiendo esta pauta: de las
acciones y la resolucién de situaciones a la construccién de la expresion aigebraica. O dicho de otro modo:
"de lo concreto a lo abstracto”.

Dienes,(1970), uno de los mayores defensores de estas posiciones, y adalid de la ensefianza por
descubrimiento, nos dice textualmente:

"Probablemente serd necesario abolir completamente el procedimiento actual de la
ensehanza en clase, en el que el profesor pontifica desde un posicién central de
potencia, y sustituirlo por el aprendizaje individual o en pequefios grupos, a partir de un
material concreto y de instrucciones escritas, de tal modo que la actuacion del maestro
sea la de guia y consejero.|......]

Creo que es posible establecer situaciones plenamente creadoras para el
aprendizaje de las matemdticas en todas las etapas de su estudio. Cuando un nifio ha
formado un concepto, a partir de su propia experiencia, ha creado realmente algo que
antes no existia, ..... “(p.19)

Y en otra parte nos dice Dienes

“., el motor del aprendizaje matemdtico deberia ser la alegria del
descubrimiento”(p.11)

Dienes, como él mismo menciona, (p. 23) tomaba como fuente de su teoria a Bruner, Piaget, F.
Bartlett entre otros. Piaget, (1980)figura de maxima influencia en este ambito, llega a decirnos.

"Como es natural, esto no quiere decir que el maestro ya no sea necesario: su
papel no debe consistir en dar "lecciones®, sino en organizar situaciones que inciten a
investigar, utilizando los dispositivos apropiados. Si el alumno se equivoca en sus
tanteos, los métodos "activos” recomendaradn no corregirle directamente, sino mas bien
mostrarle contraejemplos que le lleven a corregir 6! mismo sus errores” (p. 226)

Esas convicciones acerca del aprendizaje inducen a organizar la actividad en clase de modo
experimentalista. Consecuentemente, estos profesores se servirian en sus clases de materiales
manipulativos tales como balanzas de brazos y cubos pequefios o de los nimeros en color de Cuisenaire
para resolver problemitas pesando para, a continuacién, convenir la escritura en expresion algebraica;
blogues multibase, objetos comparables como monedas de diferente valor, fichas bicolores, tableros para
colocar los objetos y "materializar” las ecuaciones lineales, etc., etc.
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Primero las acciones -se piensa-, es decir, la resolucién manipulativa de situaciones. De ahi a la
simbolizacién de lo realizado. Por ultimo, la resolucién de expresiones teniendo las acciones iniciales como
referente lejano.

Esa es la secuencia conocida como ideal en esta perspectiva. Thomas E. Rowan y Barbara Bourne
(1999) sentencian en su reciente Pensando como matematicos o siguiente:

*La teoria del aprendizaje sugiere que el conocimiento matematico de los nifios se
origina en sus acciones sobre objetos. La comprension conceptual pasa de lo concreto
(trabajo con objetos) a lo semiconcreto (pictérico o representacional) y finalmente a lo
abstracto (mental o simbdlico). (p. 102)

¢;Cémo es el aula ideal para estos profesores? La clase semeja un “taller”, expresion artesanal,
laboral muy caracterizadora. O bien un aula-laboratorio (por ejemplo, M. L. Fiol y J. M. Fortuny, 1990).
Otros ven la clase como comunidad de aprendizaje, presidida por el trabajo cooperativo. Si hubiera que
coiocar un rétulo en la puerta de alguna de esas aulas, seria:

APRENDER MATEMATICAS MEDIANTE LA INVESTIGACION PERSONAL Y LA RESOLUCION
DE PROBLEMAS EN UN AMBIENTE DE TRABAJO COOPERATIVO

Dicho entre paréntesis: seguro que E. Castelnuovo, R. Skemp, Dienes, Freinet, Cuisenaire, Gatefo,
Piaget, Polya, Puig Adam y un largo etcétera de personas que nos han dejado sus ensefianzas suscribirian
con agrado ese lema.

LA FORMACION DE CODIGOS SIMBOLICOS

Y OPERACIONALES

Como es natural, existe otra forma de ver las cosas, otras interpretaciones y, en coherencia con
ellas, otra manera de organizar la actividad en el aula. Desde esta tercera perspectiva se comparten las
posiciones basicas de la anterior: el aprendizaje mediante la experiencia y la investigacion personal, el
aprendizaje como construccion individual en el seno de un grupo, etc.. Pero se cree que se han centrado
excesivamente en la comprension conceptual y en la actividad fisica como medio para alcanzaria
marginando, con elio, un aspecto esencial de la matematica: su caracter de lenguaje y, por lo tanto, no han
dado la importancia que merecen los aspectos semiéticos del aprendizaje.

Y es precisamente este hecho el que induce a pensar que el aprendizaje matematico escolar no va
de la realidad a la abstraccion, de lo concreto a o abstracto, sino que describe un itinerario de sucesivos
planos en el que, mediatizados por el mismo lenguaje matemdtico en formacién, unos planos se apoyan en
otros y no en la realidad o la accion fisica.

Si, parece cierto que inicialmente, el conocimiento matematico se forma a partir de la interiorizacién
de acciones sobre objetos y la consiguiente coordinacion de las acciones. Por ello es de vital importancia ia
indagacion personal y la manipulacién de materiales. Sin embargo, el hecho de colocar en un segundo
plano la importancia del lenguaje les impide a quienes comparten esas tesis conseguir una explicacion mas
ajustada del proceso de construccion del conocimiento.

Por ejemplo, Dienes absolutizaba una tesis:

" ..... los nifios pequefios en particular (aunque también los mayores incluso las
personas adultas), aprenden las matemdticas con mayor facilidad construyendo los
conceptos a partir de su propia experiencia real mds bien que a partir de manipulaciones
simbdlicas*(p.Vil)

Si el profesor de Maria se hallara en esta tercera perspectiva analizaria las dificultades de otro
modo y organizaria su intervencién en clase desde otros presupuestos. Empezaria por considerar que la
matematica escolar, como sefala Paul Emest (2000), puede verse como una disciplina diferente a la
matematica formal. Y, a continuacion, concluiria que es una combinacién de diversos componentes.
¢Cudles?. Pues los que todos conocemos: comprension de conceptos especificos, comprensién y uso
adecuado de ciertas operaciones con simbolos; es resolucién de problemas y razonamiento, es calculo y
técnicas algoritmicas, etc., pero sobre esas facetas conviene destacar una que sirve de argamasa
unificadora de todas ellas: sus aspectos semiéticos, la matemédtica como lenguaje.

Quienes se ubican en esta posicion epistemolédgica creen que la mayoria de las dificultades que
encuentran los alumnos en su aprendizaje matematico escolar se deben a obstaculos en la comprension y
manejo de los simbolos ya aislados, ya formando organizaciones estructuradas, como la expresion
notacional de las operaciones aritméticas, por ejemplo. Son de caracter semantico unas veces, otras de
tipo sintactico o bien pragmaético.
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Pero -y esto es importante- no rebaten las tesis comentadas en el epigrafe anterior. Al contrario,
estos profesores las comparten y tienden a organizar su actividad en el aula de acuerdo con ellas (la
investigacién dirigida o libre, oportunidades al descubrimiento, el trabajo en grupo, la resolucion de
situaciones, la manipulacion de material, etc.,etc.) No obstante, conciben el aprendizaje como una
construccion continua de significados (representaciones subjetivas de conceptos, operaciones,
razonamientos, etc), que, progresivamente, va convirtiendo el aprendiz en herramientas para el
pensamiento y que, por tanto, son la base ineludible para proseguir aprendiendo. Significados que se
materializan en signos (simbolos, mediadores simbélicos) y cuya construccién se apoya en significados
anteriores. Y de modo reciproco, signos que dan pie a significados que, a su vez, sirven de base para
nuevos aprendizajes.

Pues bien, desde este enfoquepodemos considerar que las dificultades que tiene Maria son, con
mucha probabilidad, de orden semidtico. La entrada en la operatoria con expresiones literales la ha
colocado ante un universo nuevo de significados. En efecto, las letras no tienen ahora el significado
alfabético conocido por ella hasta este momento, sino que vienen a ser signos que remiten a valores
numéricos que varian. Y, por si fuera poco, tales letras forman agrupaciones con su escritura y su sintaxis
particular. Por ejemplo, la multiplicacién aigebraica se permite unas licencias que no se las permite la
multiplicacion aritmética. V. gr.. 3- (4+5)=3- 4+3. 5; sinembargo, a- (b+c) = ab +ac, pero
3. (4+5)#34+35

Las letras, explicard aquel profesor a Maria, representan valores numéricos. Una letra representa al
valor numérico que hace cierta la igualdad planteada. Pero, realmente, no es lo mismo manejar signos con
significado conocido (los numeros naturales y los signos operatorios aritméticos) que otros signos de
significado aun incierto para quien estd acercandose al lgebra, por lo que el discurso verbal del profesor
cae en tierra yerma si no procura que sea Maria misma quien llegue por medio de actividades adecuadas a
una conclusion similar.

Supongamos que el profesor de Maria compartiera este tercer enfoque. Entonces, es muy probable
que adoptara una via metodoldgica inductiva y comenzara su ensenanza del algebra con explicaciones y
actividades centradas en la codificacion y decodificacién. Recurriria a lo que Maria ya conoce, que son las
operaciones aritméticas, y propondria, entonces, experiencias tendentes a la reflexion sobre las
propiedades de esas operaciones. Por ejemplo, propondria actividades sobre la propiedad conmutativa de
suma o de mutltiplicacion, con el fin de que, en poco tiempo, tal propiedad pudiera ser expresada
algebraicamente por los propios alumnos. Maria, y sus compafieros, realizaran numerosas igualdades del
tipo:

a b=>b a
3+4=4+3
10+45=5+10
8+4=.+8
20+1=..4+20
9+.=3+..
_+4=4+8

Tras el oportuno debate y las opiniones del profesor, podran llegar a la conclusion de que si a los
nameros de una columna llamamos a y a los otros b, se cumple que en cualquier igualdad e! nimero a més
el b siempre nos da el mismo resuitado que el nimero b sumado con el a. Esto se cumple siempre en la
suma y, por tanto, podemos expresario de modo mas conciso aun:

a+b=b+a

Evidentemente, expresada de esta forma la conmutatividad vemos que hay una importante distancia
en abstraccion y generalidad entre las expresiones aritméticas conocidas por Maria (como 10 + 5 =5 + 10,
por ejemplo)ya+b=b+c

LA JERARQUIA DE LOS SIMBOLOS

Pues bien, a estos simbolos literales que nos remiten a nimeros -pues las expresiones algebraicas
se apoyan en las expresiones aritméticas- , y que a partir de ahora va a usar Maria a lo largo de su
escolaridad, los vamos a llamar simbolos de tercer orden. Son simbolos que implican algo méas de
abstraccion que aquellos a los que se refieren y en los que se apoyan: los numeros; en nuestros ejemplos:
los naturales.

Pero estos simbolos literales no pueden venir ex novo para Maria. Para que representen verdaderos
significados, (sean significativos para ella, pueda desenvolverse con ellos de modo comprensivo), han de
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soportar el significado subjetivo que elia construya mediante su experiencia y en interaccién "comunicativa”
con su grupo, (el significado que ella vaya formando a partir de sus significados anteriores, a partir de los
conocimientos que ya posee). Son, por tanto, los conocimientos que ya posee junto con la elaboracién
nueva que Maria hace ahora, gracias a las experiencias e indicaciones que el profesor le ofrece, los dos
factores que posibilitan que Maria pueda utilizar significativamente estos simbolos de tercer orden. Bien,
pero ;cudles son esos simbolos (y significados) que preceden a los nuevos?. Son los que ha venido
utilizando a lo largo de Primaria: las notaciones y cédigos notacionales representativos de los naturales y las
operaciones con ellos, a los que nosotros vamos a denominar simbolos de segundo orden: 1, 8, 23,
15+23=38 . Desde luego, podemos afirmar que si Maria tuviese dificultades en la comprensién numérica, o
en las operaciones aritméticas elementales,(segundo orden), dificilmente podria llegar a desenvolverse con
los simbolos algebraicos.

Siguiendo nuestro viaje hacia atrds veremos que, igual que en el caso anterior, los simbolos de
segundo orden remiten a (se apoyan en, proceden de ) los simbolos primeros, con los gue construimos las
iniciales ideas numéricas. Son los simbolos de primer orden: las palabras, los numerales - uno, ocho,
veintitrés-, pues nos llevan directamente al objeto significado, al referente. Si contemplamos evolutivamente
esta deconstruccién semiética que he intentado expresar vemos que cuando decimos a+b=b+
¢, por ejemplo, la comprension de a y de b descansa en aquello a lo que nos remite, se apoya en valores
aritméticos, en ndmeros naturales. Por lo tanto, son simbolos de simbolos de segundo orden. Y los de
segundo orden, si nos retrotraemos a edades tempranas se apoyan en las conceptualizaciones primeras
expresadas mediante palabras, los numerales, es decir, en simbolos de primer orden. Reconstruyendo el
camino podremos ver que a y b son en realidad simbolizaciones de simbolos de simbolos, proceso de
complejidad creciente y cada vez mas abstracta. Asi que Maria, como cualquier companero de su edad,
tiene vivida ya toda una historia personal de aprendizaje matematico; biografia que nos advierte de que sus
dificultades conviene contemplarias a la luz de toda una trayectoria de simbolizaciones. Pues no cabe duda
de que los aspectos representacionales y comunicativos, es decir, el lenguaje matematico mismo, son
constitutivos del conocimiento matematico. Ahora bien, ;Cual el camino que sigue Maria en la
construccion de ese lenguaje?, ;cuando y como se inicia? , ¢qué caracteristicas tiene?, ;como y en qué
progresién se van formando los cédigos notacionales?, ¢dominar los cédigos es sindnimo de tener un
conocimiento comprensivo de lo codificado?, ¢qué influencia tienen en el aprendizaje?. En definitiva, ¢cudl
es el curso que sigue la formacién de ese complejo universo de signos -y, por lo tanto, de significados- que
utilizamos cuando hacemos matematicas?

RECONSTRUCCION DEL PROCESO:

LOS CUATRO NIVELES

Con intencidon de dar respuesta a esos interrogantes vamos a recorrer ahora el largo proceso de
construccion simbdlica que acabo de esbozar desde que comienza hasta el nivel en que se halia Maria. Lo
vamos a hacer brevemente, deteniéndonos sélo en los momentos mas importantes. Dividiremos el camino
en cuatro fases sucesivas, cuatro niveles de creciente complejidad y abstraccion, ciféndonos al &mbito del
nimero y las operaciones. Son:

2.- De los simbolos de primer orden a los de segundo orden, o de la
palabra al simbolismo notacional
22.- Las operaciones aditivas y formacion basica del nimero natural
32.- Las operaciones multiplicativas y nuevos campos numéricos
42.- Introduccién en el simbolismo algebraico (2)

PRIMER NIVEL: DE LOS SiMBOLOS DE PRIMER ORDEN A LOS DE SEGUNDO

Es un hecho comun en la psicologia evolutiva caracterizar los primeros 18 - 24 meses de vida del ser
humano como periodo sensoriomotriz, etapa en la que el aprendizaje es de cardcter eminentemente fisico y
directo. Al periodo sensoriomotriz le sigue otra etapa - de los 2 a los 6 aRos, aproximadamente- en la que se
va conformando el pensamiento representacional. Es en esta etapa cuando tiene lugar el desarrolio de la
funcién simbdlica, por lo que es comunmente denominada periodo simbdlico, semidtico o representacionai.
En estos afios se va conformando tanto la nocién de numero como la de simbolo e, incluso, la de cédigo. Es
un periodo en el que de las primeras conceptualizaciones realizadas y expresadas mediante la palabra y el
gesto se llega a su expresion mediante notacién: interpretando notaciones numéricas dadas (cifras) o
produciéndolas.

Recordemos que denominamos simbolos de primer orden a las expresiones verbales que se refieren
a cantidades o a relacién entre cantidades. Es el caso de las primeros numerales: palabras que refieren a
los objetos o grupos de objetos directamente. Y que son el soporte expresivo de los significados que van
construyendo: el nimero. Los tanteos de los nifios en la captacion de la numerosidad y en la asimilacién de
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los aprendizajes parciales que van conformando la idea de nimero los van haciendo de la mano de la
lengua ambiental. La lengua, pues, es el medio que da forma expresiva a las primeras construcciones
conceptuales; es el canal principal por el que liegan las indicaciones del adulto; es el instrumento para las
transacciones entre los propios nifos.

¢ Podemos decir, entonces, que el aprendizaje inicial del niimero es verbal?. No sélo . Es cierto que
la manipulacién de objetos y colecciones, el tanteo experimental y el juego son claves en la formacién por
parte de todo individuo de las ideas numéricas iniciales, pero la influencia de la lengua también lo es. La
experiencia propia y los intercambios comunicativos a través del lenguaje ambiental van favoreciendo el
aprendizaje de la serie de los numerales y las primeras aproximaciones a la cardinalidad. Son aprendizajes
ambientales que se producen jugando, en la relacién con los demas y en la actividad con material ambiental
no estructurado. Pertenecen, por tanto, al ambito de lo informal.

Pero a medida que avanzamos en la edad se deja notar mas la influencia cultural: vivimos en un
entorno simbdlico, por lo que los individuos jovenes tienden a imitar-reproducir las actividades y escenarios
adultos. Me refiero con ello a la tendencia, de naturaleza cultural, a la simbolizacién notacional. H. Gardner
(1993), basandose en un estudio experimental sobre simbolizacién temprana, comenta cémo a ia edad de

"cinco, seis o siete afios, los nifios muestran una atraccién hacia la simbolizacion
“notacional” o de "segundo orden". Y continda: "Por ejemplo, inventaran un sistema
para mantenerse al tanto de sus progresos en el juego o, si se les pide que se vayan de
vacaciones imaginarias, dibujardn imdgenes para que les recuerden qué objetos llevarse
consigo“(p. 86)

Gardner hizo sus observaciones al margen del medio escolar, por lo gue cabe esperar que el uso
de sistemas notacionales -uno de ellos es la notacién numérica- surgiria "espontaneamente” a lo largo del
desarrollo por efecto de la enculturacion que vivimos. Sin embargo, la escuela no espera a que tal hecho se
vaya produciendo sino que, de modo institucional y planificado, se dedica en la etapa Infantil a ensenar el
numero y su notacion: las cifras.

Surge con ello una pregunta importante: si el aprendizaje de las primeras nociones numericas se
produce por medio de la lengua oral, y si con ella tenemos las palabras o simbolos de primer orden, ¢para
qué se necesitan las notaciones?; ¢qué aporta al aprendizaje de las notaciones al pensamiento?, ¢en
dénde esta su diferencia respecto al conocimiento meramente verbal?

Es importante plantearse esas cuestiones porque inicialmente no hay diferencias relevantes.
Vedmoslo con ejemplos en términos semibticos, teniendo presente la conocida triada significante-
significado-refererente

SIGNIFICADO
idea numérica

REFERENTE
coleccion de objetos

SIGNIFICANTE
palabra, cifra

(3

Pensemos que estamos con un nifio preescolar de unos cuatro aios; si preparamos la situacion de
modo adecuado y le damos la siguiente consigna: "por favor, traéeme “cinco” lapices de los que hay en
aquella caja", con toda probabilidad el nifio, que ya tiene la nocién de cardinal, nos traera los lapices. El
significante (palabra) le remite al significado, lo que hace que pueda ejecutar la accién correctamente. De
modo inverso, podemos decir que el signo (palabra "cinco") es expresion directa del referente: una coleccion
de cinco lapices.

Veamos ahora las notaciones. Cuando un nifio sabe ya descifrar, por ejemplo, el simbolo "5" (cosa
que podemos indagar procurando la situacién apropiada -la cifra 5 escrita en un papel- y diciéndole: "pon
en esta cesta los caramelos que dice ahi"); o bien sabe expresar con una cifra una cantidad, decimos que
ya se esta introduciendo en el simbolismo notacional, que ya estd andando los primeros peldafios del
lenguaje matematico. Vemos que ahora podemos analizar igualmente lo ocurrido mediante la triada
significante-significado-referente y que no hay aparentemente diferencia alguna: la visiéon de la cifra 5
(significante) le lleva al significado (representacion subjetiva del valor numérico denotado) y le permite tomar
cinco objetos (referente).

Habida cuenta de ello, un escéptico puede afirmar: “si ya tenemos las palabras-nimero para qué
queremos las cifras que, al fin y al cabo, son otras nuevas simbolizaciénes de lo mismo. Es mas, hay
personas -argumenta- gue no usan la escritura aritmética, mejor dicho, la desconocen practicamente, y sin
embargo calculan mentaimente”.

Si, en efecto, pero su célculo es muy elemental y, ademads, no pueden avanzar mas ni reflexionar
sobre propiedades operacionales. Y es que las notaciones dan mayores posibilidades de accién cuando las
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utilizamos en la formacion de ios cédigos notacionales. Las cifras son mediadores simbélicos, signos que
evocan constructos, representaciones de cantidades reducidas a pequefias marcas. En lugar de trabajar
con objetos actuamos con marcas que nos remiten a ellos, lo que es mucho mas 4agil y simple. Asi,
paulatinamente y gracias a la notaciéon numérica, como veremos a continuacion, el conocimiento verbal
inicial va materializandose en huellas y comienzando a permitir la modulacién, la transformacién virtual y la
comunicacién simbdlica aritmética.

DEL CALCULO VERBAL AL CALCULO NOTACIONAL

Bien, si nuestro hipotético aprendiz esta ya en posesion de las primeras notaciones avancemos un
poco mas. Pasemos, pues, a las estructuras, a grupos organizados de simbolos: primero verbales y luego
notacionales. Tomemos como ejemplo la unién de dos cantidades. Pongdmoslo en situacion apropiada, por
ejemplo, dandole dos recipientes, en uno de las cuales hay seis lapices y en el otro dos. Preguntémosle que
cuantos ldpices habra juntando los dos grupos. Probablemente reuna todos los lapices primero y luego
cuente: "una, dos, tres, .....". O bien no los reuna, pero si cuente visualmente. En ambos casos utilizara el
conteo como estrategia y los dedos para indicar o tocar los objetos. Bien, con cualquiera de las estrategias
opera valiéndose de simbolos de primer orden(palabras), pero no podemos afirmar que su operatoria es ya
simbdlica por cuanto necesita tocar, puntear 0 marcar los objetos.

Sin embargo, pasados unos meses se producird un cambio importante. Vedmoslo teniendo el mismo
€aso: un nifio y dos colecciones de seis y dos lapices cada una. Le pedimos que calcule cuantos lapices
habra reuniendo las dos bandejas, pero le preguntamos si nos lo puede decir "sin tocar ni mirar los lapices".
Le pedimos que no mire, que nosotros le diremos con palabras los objetos que hay: “en un iado hay seis y
en el otro hay dos; si los reuno, ¢cudntos tendré?". Si en lugar de apoyarse en los objetos (mirar, tocar) se
apoya en significados (representaciones subjetivas, mentales) y resuelve bien, podemos afirmar que ha
dado un salto cualitativo en su forma de operar; pues ahora acude a sus constructos personales, a sus
ideas numéricas ayudado de las palabras, y no a la observacion o a la accién fisica.

En la escuela el trabajo sobre calculo verbal se va haciendo de modo interrelacionado con el célculo
basado en notaciones y, también, con la construccién de los cddigos notacionales aditivos a partir de los 5 -
6 afos: 4 + 2; 8 - 1, etc. Ahora podemos ver qué puede aportar el estar en posesién del conocimiento de las
notaciones numeéricas y sus usos. Planteemos a nuestro imaginario aprendiz una situacién como la verbal
anterior pero ahora expresada en cédigo aditivo: la presentamos bien visible la expresion "6 + 2 "y le
pedimos que la resuelva realmente. El nifio, si es que ya interpreta esa escritura, tomara seis lapices y
luego tomara dos, los reunird y contard. O bien ird cogiendo lapices y contando simultaneamente. En
ambos casos, la escritura le remite directamente a la accién fisica o a la interiorizacién de algun cdlculo:
para resoiver el interrogante se apoya en los objetos. Las cifras, ahora, s6io parecen ser sustitutos de los
numerales y el signo, el indicador de la accion fisica a realizar. Por ahora poca diferencia encontramos
entre los simbolos de primer orden (palabras, material estructurado) y los de segundo, las notaciones

Pero avancemos y la encontraremos. Si tras un tiempo le presentamos al aprendiz la misma
situacién, - cartulina con la expresion "3 + 4"-, y le pedimos que la resuelva, pero sin manipular ni mirar, y
resuelve bien, podremos inferir que "3 + 4" tiene como referente lejano, pero ya innecesario, una accion,
pues resuelve el problema haciendo usc de sus propios significado mentales. El aprendiz ha ido pasando
asi de las acciones con objetos y del establecimiento de relaciones entre objetos o grupos concretos a
interiorizaciones de las mismas: a las representaciones construidas subjetivamente. Por tanto, de aqui en
adelante va a operar con construcciones personales que se apoyan en las notaciones y que tienen como
referente lejano la reaiidad fisica.

SIGNIFICANTE
6+2

REFERENTE
caccion a ejecutar?

Cuando los escolares van adquiriendo esa capacidad de trabajar (actuar, razonar) con simbolos de
segundo orden organizados en expresiones operacionales podemos considerar que estan en el umbral del
nivel siguiente: el de las operaciones aditivas. En uno o dos afios mas estard en disposicién de resoiver
situaciones probleméticas similares, pero ya no recurrird a la manipulacién de objetos, ni tampoco a la
lengua oral sino que recurrird a las notaciones y sus propiedades o a los significados personales que haya
construido a partir de la operatoria con elias. Por ejemplo, para resolver cuéntas ptas. reunen entre tres
amigos si uno tiene 89, otro 50 y otro, 250. Es ahora cuando podemos apreciar la enorme diferencia entre
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el célculo verbal y el célculo basado en notaciones, ¢0 podriamos resolver el ejemplo anterior facilmente
mediante la lengua, ya hablada, ya escrita?

SEGUNDO NIVEL: LA ADQUISICION DE LAS OPERACIONES ADITIVAS Y

LA FORMACION BASICA DEL NUMERO.

La simbologia notacional y su presentacién organizada se va convirtiendo ahora en herramienta para
el pensamiento, pues nos va a permitir calcular sin recurrir directamente a los objetos. Poco a poco hemos
ido pasando del lenguaje oral a unos nuevos significantes -las notaciones- que nos inducen directamente a
la operacion. Es decir, la notacién sintetiza, abrevia, la expresion oral y, a la vez, da potencia al lenguaje al
convertir las palabras en marcas, en notaciones manipulables. De ese modo el simbolismo matemdtico va
constituyéndose en un poderoso apoyo tecnolégico para el pensamiento.

L. Tolschinsky y A. Karmiloff-Smith(1993) comentando la capacidad notacional como privativa del ser
humano, defienden la tesis de que

"Las diferencias entre las capacidades del Homo sapiens y de otras especies mds
0 menos emparentadas no radican en la posibilidad de computar o de usar herramientas
para resolver problemas sino en el registro intencional del computo y en la utilizacion de
herramientas para registrar.”

En mi opinién hay que ir mas alla de esa afirmacion, pues una vez en posesién de la capacidad de
registrar mediante notaciones nuestro pensameinto, son las propias notaciones las que se convierten en un
poderoso amplificador de la capacidad operatoria, en nuestro caso, de célculo aditivo. Existe una distancia
enorme entre el calculo realizado valiéndose de palabras(signos de primer orden) y objetos directos o
representaciones de objetos -que es el calculo inicial no simbélico que realizan los preescolares de 3-5
afos o las personas que no se desenvuelven con las notaciones- y el célculo realizado con notaciones. Son
las notaciones, los cédigos notacionales y su propia virtualidad lo que nos pemmite avanzar, desarrollar las
capacidades de calculo, convirtiéndose asi en poderosas herramientas intelectuales, en poderosos
amplificadores de nuestras limitadas capacidades biolégicas.

Las operaciones de suma y resta (en cuyo andlisis no vamos a entrar aqui) cristalizan en cédigos:
organizaciones de notaciones. Esos codigos se construyen en/se aplican a situaciones de unién de
cantidades, o de transformacién de alguna cantidad dada mediante adicién o sustraccion de otra; también
en situaciones de igualacién de cantidades o de diferencia entre cantidades o nimeros. Son cuatro grandes
tipos de situaciones (con su gama de problemitas tipicos escolares) cuya modelizacion aritmética tiene una
caracteristica comun diferenciadora de las operaciones mulitiplicativas, que veremos a continuacién: los
ndmeros son significantes del mismo nivel, es decir, ambos van referidos a elementos o a grupos de
elementos.

Expresiones como las siguientes 8 + 4 =.... ; 8 +.... =12 ; 15 - .. = 10 pueden ser
consideradas textos tripartitos condensados, codificaciones en las que cada signo tiene por separado un
significado, pero que, una vez organizados, su semiosis depende de la estructura global: sintaxis.

La apropiacion de las operaciones aditivas y, simultdneamente, del conocimiento basico del nimero
natural se suele producir, en la mayoria de ios nifios, entre los 5 y los 8 afios. Larga etapa en la que lo
fundamental es, desde la perspectiva que venimos desarroliando, la evolucion del cédigo notacionai: o lo
que es lo mismo, la evolucién de la idea de operacién numérica y su uso.

Para expresario en pocas palabras, esa evolucion describe un arco que va desde que se comienza
interpretandio el cédigo como expresién de un hecho real o ficticio, hasta que ese cddigo llega a ser usado
como herramienta para solucionar un problema. Veamoslo con estas dos versiones de una misma codificién
propia de nifios de 2° de Primaria, o sea, finalizando este nivel:

A) "Maria tenia 135 ptas. Si regal6 a su primo 40 ptas, ;cuantas le quedaron?"

Su codificion viene a ser 135 - 40 = ... Y para hallar la solucién pedida hara el algoritmo de la resta o
bien aplicara alguna estrategia de calculo mental.

B) "Maria tenia en su hucha 40 ptas. Su abuelo le regal6 ayer cierta cantidad para su hucha y

ahora ya tiene 135; ¢sabrias calcular cuanto le regalé su abuelo?”

Hay diferentes formas de resolver este problemita, pero la mds certera es, sin duda, aplicar la
sustraccion. Ahora la expresién 135 - 40 no tiene valor descriptivo o narrativo sino meramente utilitario.

La escritura aritmética es la misma en ambos casos, pero ha pasado de ser expresion narrativa a
constituirse en herramienta para el pensamiento; ha pasado a ser operacion numérica, esto es, un patrén
operatorio con nimeros (apoyados en sus notaciones) que nos conduce a la solucion buscada.En definitiva,
con el tiempo , el relativo dominio del cédigo va convirtiendo la escritura misma en herramienta para
resolver problemas.

Bien, desde que nuestro aprendiz inicié su personal andadura a sus dos-tres anos haciendo
esfuerzos por asociar nombres a pequefias cantidades y memorizar el conteo {(cardinacion y ordenacién)
hasta que es capaz, hacia los ocho afios, de resolver problemitas como los citados més arriba ha habido un
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largo, aunque complejisimo, itinerario pleno de aprendizaje. Y ese camino /o ha podido recorrer valiéndose
del lenguaje simbdlico que él mismo ha ido recreando, reinventando, haciendo suyo.

TERCER NIVEL: LAS OPERACIONES MULTIPLICATIVAS

Pues bien, eso que ahora mismo sabe nuestro aprendiz le sitlia en condiciones de proseguir en su
linea ascendente hacia la conquista de otras operaciones de mayor nivel de abstraccién aun: las
multiplicativas. Multiplicacion y divisién integran en si a las aditivas y tienen, respecto de ellas, la
particularidad de que se apoyan en nimeros de distinto nivel y significacién, como veremos.

Antes de entrar a hacer algun comentario sobre estas nuevas operaciones hay que sefalar que
podrian ser innecesarias para el célculo habitual fuera de la escuela, pues con la suma aritmética (la
multiplicacion puede aplicarse como una suma reiterada) y con la resta (la division puede interpretarse
como una serie de restas sucesivas) es suficiente. Quiza porque las situaciones ambientales y el célculo
intuitivo no generan en ninguna cultura a las operaciones multiplicativas por innecesarias, o quiza porque
sélo es posible su construccién en situaciones de instruccién formal, el caso es que , como recoge C.
Gomez-Granell(1997):

....... el paso a concepciones multiplicativas constituye un verdadero cambio conceptual.
Dicho cambio exigiria superar fuertes restricciones internas, que constituyen verdaderos
“obstédculos epistemoldgicos" y que sélo pueden ser vencidos en situaciones o contextos
de instruccion formal"(p. 203)

Pero esos obstdculos de que nos habla Gémez-Granell pueden ser superados si implicamos al
alumnado en la construccion del codigo de las operaciones, pues van a ser las propiedades inherentes al
propio cédigo notacional lo que nos va a hacer avanzar. En ese sentido es interesante hacer surgir la
multiplicacion de situaciones de correspondencia entre grupos y elementos y/o de situaciones de
combinacién. Son situaciones resolubles de diversas formas, pero que al aritmetizarlas echamos mano de
nuestros conocimientos anteriores, que son aditivos.

Por ejemplo, supongamos una situacién faciimente concretizable en la escuela: una boisa de
monedas de peseta, o de caramelos o de ...... y queremos saber cuantas hay en la bolsa. Una forma
sencilla de hacerlo sera contandolos: uno, dos, tres,..... Pero para evitar distracciones u otros errores, y
llevar la cuenta con comodidad sera conveniente otra técnica: la de hacer grupos iguales, de diez, por
ejemplo. Si al terminar de contar tenemos 4 montones podremos decir que tenemos 10 +10 + 10 + 10
carameios, o sea, 40. Pero también se podria hacer otra cosa: por cada diez caramelos contados ponemos
en una bandeja un objeto, un lapiz, por ejemplo. Asi, si al final del conteo queremos saber el total bastara
con contar los lapices. Tendremos 10 + 10 + 10 +10, lo que podemos expresarlo también como 4 x 10,
teniendo de ese modo claro que el niimero 4 se refiere a grupos, conjuntos; el 10, a objetos y el 40 también
a objetos (nimeros de distinto nivel, como antes mencioné).

Es la aritmetizacion de situaciones (traduccién a cédigo aritmético y trabajo con él) o que lleva a la
construccion del cédigo multiplicativo. Asi, para resolver la situacién anterior haremos 10+10+10+10 o bien,
"méas répidamente”, 4 x 10. Un cumulo adecuado de experiencias similares ird conduciendo a ios nifios a ver
la utilidad de! cédigo multiplicativo.

De igual forma, la divisién puede proceder de situaciones de equidistribucién o agrupamiento. En
principio, ni es inversa de la multiplicacién ni tiene mucho que ver con ella. Tomemos un ejemplo. Sea la
situacién de "distribuir 15 canicas en tres cajas colocando en cada caja igual cantidad, jcuéntas canicas
corresponderan a cada caja?". Inicialmente es imposible que los nifios sean capaces de dar con la
respuesta adecuada apoyandose exclusivamente en su conocimiento numérico, por lo que tienden a
realizar la equidistribucién manualmente. Reparten de uno en uno.

Seré ia ejercitacion en situaciones de equidistribucién con cantidades pequefas lo que les llevara a
tomar conciencia de lo que hacen e intentar prever el resultado. Es entonces cuando el paso a la notacién
aritmética cobra sentido, pues comenzaran a apoyarse en ella para anticipar las soluciones. En el ejemplo
anteriorseria 15:3=5. Notese que también en este c6digo hay numeros de dos niveles, pues el 3 se
refiere a las cajas, es decir, a los conjuntos ya que en cada caja ha de haber un conjunto.

Como hemos visto, multiplicacién y division responden a situaciones y problemas muy diferentes y,
ademas, en principio, es decir, en la resolucién de situaciones tipicas una no es la inversa de la otra por ser
situaciones no contrapuestas. Entonces, ;como es que ambas constituyen el nivel de las operaciones
multiplicativas?. Pues porque al avanzar en el dominio de cada una llega un momento en el que convergen,
cristaiizando esa convergencia en una sola estructura, en un solo modelo aritmético. Veamoslo con un
ejemplo.

Situémonos en un nivel algo mds avanzado: ya los nifios dominan la resolucion de problemitas del
tipo anterior y resuelven con comodidad, a nivel numérico, espresiones como éstas: 15:3=.... ; 50:5
Z.... ; 100:10=....;y, ademds, van dominando la mecénica calculatoria con la memorizacién de las
tablas. Es decir, ya no estamos en un nivel inicial (que hayan pasado al uso de los algoritmos tradicionales
no afecta al aspecto que estamos tratando). Es hora, entonces, de plantear situaciones algo mas complejas,
inversas de las anteriores. Tomemos la estructura del ejemplo anterior (repartir equitativamente cosas en
tres cajas), pero planteémos un caso ahora ya como realizado: "Pedro repartié sus monedas en cuatro
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cajas; en cada una eché 10 monedas; ¢sabes cuantas monedas tenia antes de repartirlas?, ¢cémo lo
sabes?, ;qué operacion haces?". No sera dificil a nivel concreto. A nivel notacional su escritura narativa
seria ... :4 =10; es escritura "de dividir', pero el dato que falta se obtiene multiplicando 4 x 10
(cuatro cajas y en cada caja hay 10 monedas), que es la operacién numérica a realizar (aunque habra algun
nifo que recurra a alguna estrategia aditiva).

Veamos un problemita tipico de muitiplicacién, pero en el que falta el operador. "Juan ha comprado
6 chicles; por cada uno pagé la misma cantidad. En total pagd 72 pts.;Sabes cuénto pagé por cada
chicle?". En este caso la expresion escrita seria

6 X.... =72. Sin embargo, la operacion méas rapida para hallar el dato pedido seria 72 : 6, (aunque
también caben otras estrategias).

En resumen, con problemas y/o expresiones escritas en las que falta el operador o la cantidad inicial
se va caminando hacia la sintetizacion de los dos mecanismos, inverso el uno del otro, bajo una misma
estructura artimética. Pues para resolver expresiones de multiplicacién utilizamos, normaimente, la division
(por ejemplo, en 15 x .... = 300 haremos 300 :15; y para resolver expresiones de division utilizamos la
multiplicacion (en ..... :15 =20, por ejemplo).

Es, precisamente, la virtualidad del cédigo y el relativo dominio del mismo lo que va haciendo la una
inversa de la otra; largo proceso que favorece la confluencia de multiplicacién con divisién en un sistema de
gran complejidad.

CUARTO NIVEL: LA ENTRADA EN EL ALGEBRA

El curso que, a lo largo de Primaria, sigue el aprendizaje matematico -y, en especial, del simbolismo
matemadtico- viene a ser el descrito a través de los tres niveles precedentes: introduccién en el simbolismo,
aditivas y multiplicativas . Pero en la ESO, especialmente en el Primer Ciclo, el aprendizaje escolar tiene
como nivel superior la entrada en el lenguaje algebraico y, por tanto, en el modo algebraico de resolver
problemas, de operar. Se trata con ello de acceder a un nivel de mayor abstraccion (distancia de lo real) y
complejidad.

La entrada en el lenguaje algebraico se ve acompanada a lo largo de este periodo por otros dos
ambitos nuevos: los nlimeros enteros (simbologia y operatoria) y el razonamiento proporcional. He ahi
tres ambitos que, interrelacionados, van configurando un conocimiento matemaético diferente y novedoso
para el aprendiz, mas elevado y abstracto; un conocimiento matematico de diferente matiz y que,
desgraciadamente, se constituye en barrera infranqueable para un porcentaje demasiado alto de alumnos.
¢Cudles son las notas diferenciadoras de este "nivel" respecto de los anteriores?. Dos son, en mi opinién,
los rasgos especificos de este nivel:

-Uno, el cambio que con respecto a la idea de nimero se va produciendo a medida que nos
adentramos en la ampliacion a los negativos. Del nimero como expresién de una cantidad al nimero como
expresion de algo no tangible, no comprobable empiricamente.

- Otro, la simbologia algebraica, literal, que viene como generalizacién de regularidades y
propiedades aritméticas. La simbologia nueva conlleva una nueva pragmatica, una forma diferente de
actuar, de operar. Al resolver problemas nos apoyamos ya, no en cantidades empiricamente verificables,
sino en signos y en las propiedades semanticas y/o sintacticas de esos signos.

Consecuentemente, nos vemos impelidos hacia el uso de simbolos cada vez mas alejados de la
realidad fisica, simbolos cuyo referente lo forman las notaciones mismas y sus propiedades, es decir, los
simbolos de segundo orden. Entramos, pues, en el manejo de simbolos de tercer orden.

A MODO DE CONCLUSIONES

Bien. Hemos llegado al final del trayecto: volvamos a nuestro profesor y su alumna Maria.
Ahora, después de la descripcion hecha es probable que el profesor vea las cosas de otra manera y se
interrogue sobre el aprendizaje de Maria y sobre su ensefianza teniendo en cuenta otras
consideraciones. Si eso es asi, pensard que el recorrido que ha vivido Maria desde que comenzd su
andadura usando las palabras y los objetos, reuniendo cantidades (recordemos en el nivel primero
“¢cudantos lapices habra juntando los dos montoncitos?") para construir su saber matematico, hasta que
llega a expresar una propiedad algebraicamente, como que a+ b =b + a, o resuelve problemas con
ecuaciones elementales como 5(x + 2) = 25, deviene en camino jalonado por sucesivas construcciones
simbélicas, por sucesivos cédigos notacionales que se superponen unos en otros. Y ahora Maria esta,
justamente, en otro de esos niveles de simbolizacion esforzandose en construirlo, en dominario
aprovechando ese cumulo de herramientas que ya posee.

¢ Qué elementos forman ese arsenal de Utiles disponibles que Maria ha venido construyendo? O
expresado con otras palabras, ¢cuales son los contenidos simbdlicos que se aprenden cuando aprendemos
matematicas? Desde la interpretacién de la matematica como lenguaje podemos decir que son de dos
tipos:

a) Simples. Son construcciones conceptuales, unas mas complejas que otras, unas condicién previa

de otras, gue el niio se representa internamente y a las que le remite el significante correspondiente. Los
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El segundo de ellos, Cabri Il (http://www.cabri.net), pertenece a la familia de los programas de
“geometria dindmical” como Geometer’s Sketchpad.

Para Goldenberg y Cuoco (1.998) los programas de geometria dindmica permiten a los usuarios,
después de haber hecho una construccién, mover ciertos elementos arrastrandolos libremente y
observando cémo otros elementos responden dindmicamente al alterar las condiciones.

Las construcciones que se realizan con Cabri Il se denominan*figuras” para distinguirlas de los
simples dibujos, una figura es un experimento geométrico (Laborde, 1.993).Una figura realizada con
Cabri obliga al usuario a hacer explicitas las condiciones de la misma en lenguaje geométrico. Estas
relaciones explicitas van del usuario al ordenador. A través de la geometria dindmica, el programa pone
de manifiesto (es decir hace explicitas) otras relaciones presentes en la figura que no son evidentes al
usuario. Es decir en este tipo de programas la clave estd en la necesidad de hacer construcciones
explicitas y obtener los elementos invariantes a dichas construcciones.

Por ejemplo, consideremos un tridngulo y sus tres medianas, que trazadas con Cabri, son
segmentos que unen cada vértice con el punto medio del lado opuesto, éstas son las relaciones
explicitas que debe hacer el usuario, en otro caso, los segmentos al desplazar los vértices (puntos
basicos de la construccion) dejaran de ser medianas. Estos programas obligan a definir los objetos
geométricos para que sean reconocidos por él, por tanto, el punto de corte debe ser construido por la
herramienta especifica, pues de lo contrario no existe para el programa.

¢ Qué obtenemos del programa? Obtenemos la relacion siguiente: que independientemente del
triangulo, las tres medianas siempre se cortan en un punto. Ademas podemos indagar las relaciones
métricas de distancias que caracterizan al baricentro

Cabri permite realizar mediciones (longitudes, areas, etc.) y puede calcular coordenadas de
puntos y ecuaciones de objetos. Una posibilidad Gtil es la de poder definir macro-construcciones?.
Proporciona un entorno ideal para la busqueda e investigacion de conjeturas en el campo geométrico. Se
puede plantear el estudio de la geometria desde tres perspectivas distintas: sintética, analitica y de
transformaciones.

El ditimo, Win-Logo (http://www.logo.com) es un entorno de programacion, que segln Ruiz y
otros (1.993), tiene entre otras las siguientes caracteristicas:

Intérprete, por traducir al lenguaje maquina las instrucciones que recibe,

interactivo: abierto a la creatividad del usuario,

modular: se pueden establecer procedimientos que se incorporen a otros

recursivo: un procedimiento se puede llamar a si mismo

Las ordenes bdsicas se denominan primitivas. Con ellas podemos construir procedimientos.
Estos procedimientos admiten la posibilidad de utilizar variables en un sentido funcional.

3.- FORMACION PERMANENTE DE PROFESORES: UNA EXPERIENCIA.

Durante las sesiones no presenciales los profesores en grupo debian preparar un conjunto de
tareas basadas en el contenido del curso con el objeto de llevarias a cabo en sus centros (todos eran
Institutos de Ensefianza Secundaria) con sus alumnos.

Algunos grupos plantearon las dificultades que podian presentarse, entre ellas, la gestién de los
alumnos en el aula, la falta de tiempo para llevartas a cabo, o las dificultades para usar el aula de
informatica. No obstante, como algunos profesores impartian ademas de Matemadticas la asignatura de
Informatica pensaban realizar la experiencia en esta segunda asignatura.

Un andlisis de los grupos de tareas propuestos por los profesores, nos permiten clasificarlas a
grandes rasgos en dos categorias:

- tareas de comprobacién, y

- tareas de indagacion.

Las tareas de comprobacién son aquellas en las que el programa se utiliza con el objetivo de
verificar que un resultado obtenido sin el ordenador es cierto. Se utilizan propiedades geométricas

previas para llegar a plantear u obtener un resultado.

Por ejemplo en este grupo estd la siguiente tarea, planteada por Herndndez Gonzélez A. R. y
Terron Macias D.(2000):

1E] término “geometria dindmica” fue introducido por Nick Jackiw y Steve Rasmussen (Goldenberg y Cuoco, 1.998)

2 Una macro-construccién es un procedimiento que permite obtener unos objetos (finales) a partir de otros objetos (iniciales).
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Comunicaciones

TENDENCIA ACTUAL DE LA INFORMATICA EDUCATIVA. EL
ORDENADOR COMO MEDIADOR DEL PROCESO DE ENSENANZA-
APRENDIZAJE.

LAzARO S. DiBuT TOLEDO - JOSE JOAQUIN ARRIETA GALLASTEGUI - HASSAN ARTEAGA RODRIGUEZ
AURELIO ANTELO CoLLADO - ERNESTO R. FUENTES GARIi- NARCISO R. DE LEON RODRIGUEZ
ANTONIO REY ROQUE -  JULIAN SARRiA GONZALEZ - MiGDALIA TORRES DEL TORO - JORGE Luis MAZAIRA FERNANDEZ
FRANKLIN PEREZ GONZALEZ - EDUARDO R. BRAVO DE LAS CASAS - GIRALDO VALDES PARDO - SANDRA AGUDIN PEREZ.

EN EL TERCER MILENIO LA TECNOLOGI{A SE ADELANTA A LA SABIDURIA.

El comienzo del nuevo siglo esta caracterizado por una profunda crisis econémica, social, politica,
ideoldgica, de estructura del propio saber. Una crisis que desde las dos (ltimas décadas, viene
afectando al conjunto de las sociedades actuales. Se trata de una crisis comparable a la que atravesé
Occidente en los siglos XIV al XVI, que dié lugar a la era de la Modernidad, entre finales del XVIIl y XIX
[Sancho, Gil, J.M., 1996]. Se dice que el drama de la modernidad y la postmodernidad es que se ha
desarrollado y se sigue desarrollando “luchando con la mitad de ella misma, contra el individuo y su
libertad” [Sancho, Gil, J.M., 1996]. ; Por qué se dice ésto?. Segun autores como Tourraine [Tourraine, A.,
1993] el proceso de modemizacion se ha concebido y conceptualizado con un caracter unilateral. Para
él, en lo esencial, dicho proceso supone la existencia de una correspondencia cada vez mas estrecha
entre la produccion, la organizacion de ia sociedad, y la vida personal, regulada por el interés, pero
también por la voluntad de liberarse de todas las limitaciones. En este proceso hay dos componentes
bésicas: la racionalidad y la subjetividad. Mientras el primero se orienta a organizar la vida social y las
actividades productivas a través de la incorporacion de la ciencia y la tecnologia, el segundo supone el
desarrollo integral de la personalidad, liberada de las limitaciones impuestas por los condicionamientos
sociales y culturales. Es por eso que se dice que la sociedad se desarrolla iuchando contra la mitad de
ella misma, contra el individuo y su libertad.

Esto es casi incontrolable y més ain con analisis como el que hace Ramonet [Ramonet, 1.,1995]
haciéndose eco de la desconfianza expresada por las 850 autoridades econémicas més importantes del
mundo en el Forum Internacional de Davos (Suiza) en enero de 1995, en otorgar todo el poder al
mercado. Este, que si se viene a ver es como un nuevo territorio del cual depende una parte del mundo,
pero que no tiene contrato social, ni sanciones, ni leyes, sélo las que establecen a su libre albedrio los
protagonistas para su mejor provecho.

A la perplejidad politica, social y econémica hay que afadir los efectos producidos por |a proliferacién de
las aplicaciones de la tecnologia de la informacion y la comunicacion. Personas hasta ayer consideradas
profesionales y culturalmente preparadas, comienzan a sentirse rodeadas por un mundo que no conocen
ni entienden, que no pueden calibrar a dénde conduce y dudan poder dominar. La sensacion es la de
estar desorientados, de que existe algo ajeno a ellos mismos, que crece sin cesar, que ocupa cada vez
més espacio en los medios de comunicacion, en las estanterias de las tiendas, en las ferias de libros.
Algo a lo que cada vez se da mas publicidad y gue hemos comenzado a nombrar como si se tratase de
una nueva socializacién. Y que sin duda nos conduce a algdn lugar importante, por lo que se nos hace
obligado conocerlo. Proliferan términos como ‘multimedia’, ‘hipermedia’, 'hipertexto’, 'CD-ROM,
“interactividad', ‘autopista de la informacién', “Internet’,

Otra caracteristica de la sociedad actual es el aumento exponencial del volumen de informacién que
diariamente se produce y transmite en el mundo. En un solo dia, se elabora y distribuye un volumen de
datos mayor que el que una persona puede asimilas o dar sentido en toda su vida. El volumen de
informacidn se duplica cada 10 afios y un 90% de lo que un nifio tendria que llegar a dominar a lo largo
de toda su vida todavia no se ha producido, mientras la escuela gira en torno a disciplinas establecidas
hace un siglo. Por todo esto el hombre se ha visto obligado a sumergirse en si mismo, buscar y elaborar
nuevas teorfas que le permitan adaptarse psicolégica, social, y profesionalmente a tono con el desarrollo
que la tecnologia impone. Es asi que:O

NOS OBLIGAN A PENSAR EN UNA FORMA DIFERENTE DE ENSENAR.

Sin duda alguna y por necesidad, hay que ir concibiendo la escuela, la educacién, el aprendizaje de
forma diferente. No podemos seguir formando profesionales que siempre fueron “nifios obedientes, que
esperaban al maestro en el aula, con sus mentes en blanco, dispuestos a recepcionar toda la
informacion que éste fuese capaz de transmitir". Hay que despertar el interés y el deseo del aprendizaje
auténomo durante toda la vida, de hacerlo en cada momento y en todos los lugares. Solo asi se
formaran hombres y mujeres capaces de adaptarse al cambio [Sancho, Gil, J.M., 1996]. Cambio que es
producto del acelerado ritmo de innovaciones tecnolégicas. Hay quienes dicen que la humanidad ha
progresado mas en técnica que en sabiduria.

Para especialistas que, liderados por Jaques Delors, elaboraron el Gltimo informe de la UNESCO, los
cuatro pilares de la educacién del tercer milenio son: aprender a aprender, aprender a conocer,
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aprender a hacer, y aprender a comprender al otro. Sus propuestas educativas van a contracorriente
de la economia de mercado que suele prevalecer en los paises agobiados por el problema del paro. Sus
orientaciones se enmarcan en un contexto caracterizado por la desilusion, por el progreso econémico y
cientifico y un cierto sentimiento de desencanto que predomina en las tres Ultimas décadas. Para los
autores de este informe es preciso superar las tensiones entre lo global y lo local, lo espiritual y lo
material, [o universal y lo particular, la tradicién y la modernidad, el largo y el corto plazo, el desarrolio de
los conocimientos y su capacidad de asimilacién, la necesidad de compartir y el principio de igualdad de
necesidades, etc. Por algunos autores ha llegado a decirse que la escuela debe desaparecer como
forma de la ensefianza. Claro estd4 que no tienen en cuenta los elementos de socializacién y control
social implicados en la educacién, ni las dimensiones politicas de la escuela; pero dicen que el
aprendizaje se ha convertido en algo demasiado esencial para la economia moderna para dejarto en
manos de las escuelas. Que la nueva generacién de la tecnologia ha transformado totaimente e papel
social del aprendizaje. Que el aprendizaje que solia ser un claro proceso individual se ha convertido en
algo en el que la gente comparte cada vez mas poderosas redes y cerebros artificiales. Que el reto de
aprender solo puede gestionarse mediante una red mundial que agrupe todo el saber y todas las mentes
[Perelman, L.J., 1992]. Con esto surge entonces una nueva forma de concebir la ensefanza y el
aprendizaje, pues es indiscutible que en la existencia de esa red de conocimientos que se pide, esta de
por medio el ordenador y por ende la introduccion de ias nuevas teorias sobre ia obtencion de
conocimientos.O

NUEVAS TEORIAS SOBRE APRENDIZAJE.

El incesante desarrollo de la tecnologia, que ha avanzado a pasos agigantados desde la aparicién del
transistor en 1948 y la electrénica integrada, ha llevado a la humanidad a un estado en el que se le hace
muy dificil a cualquier persona tener el conocimiento actualizado en cualquier esfera del saber, pues el
volumen de informacién que se publica es demasiado grande. Pensar entonces en comenzar a informar
de avanzados temas a los nifios desde edades tempranas no es idea descabellada ni imposible, es
necesaria y factible, porque ademas, ahora hay que transmitirles en el mismo tiempo mucha mas
informacién y conocimientos que antes. Por supuesto, con el sistema de ensefanza que se emplea
actualmente no se logra, ni con ias teorias de aprendizaje que hasta hace un tiempo existian. Ya se han
estudiado y elaborado muchas teorias sobre el aprendizaje que por supuesto van orientadas a un
aprendizaje apoyado por ei ordenador.

Los ordenadores deben estar inmersos en ambientes de aprendizajes poderosos y colaborativos, como
herramientas que apoyan el proceso activo de construccion del aprendizaje y de desarrolio de
habilidades. jNo! al aprendizaje como un proceso pasivo de adquisicion de la informacién. Desde la
aparicién de los ordenadores en los afos 80 se trata de incorporarias a la ensefanza, pero no se
obtienen los resultados esperados. Una explicacién parcial de esto es que la aplicacion de esquemas y
précticas usuales solamente produce en los aprendices una actividad mental de bajo nivel, y no llegan a
explotar el potencial especifico del ordenador, como por ejemplo, su posibilidad interactiva y su tremenda
capacidad para la presentacion de datos. Cosa ésta que fue obviada o tal vez no tan estudiada por
mucho tiempo. De ella hay que aprovechar su potencial y fortaleza especifica para presentar,
representar y transformar la informacion (simulacién de fenémenos y procesos), y para inducir formas
especificas de interaccidn y cooperacion (a través del intercambio de datos y problemas via red).
Surgen los llamados Sistemas Tutoriales Inteligentes (STI), que basan sus decisiones instruccionales en
un diagndstico detaliado del conocimiento del estudiante, en ocasiones de un conocimiento previo de los
aprendices que va a ser determinante en su aprendizaje futuro; cosa ésta en que segun estudios
realizados [Dochy, F.J.R., 1992) es donde fallan los STI. Estudios mas profundos sobre la utilizacion del
ordenador como medio de aprendizaje y las caracteristicas propias def proceso cognoscitivo del hombre
ha llevado a conclusiones importantes sobre la mejor forma de combinarlas. Ha llevado a la idea de que
los ambientes de aprendizajes basados en el uso del ordenador no debian involucrar tanto el
conocimiento y la inteligencia en la direccién y estructura de los procesos de aprendizaje, sino més bien
deberian crear situaciones y ofrecer herramientas para estimular a los aprendices a hacer el méximo uso
de su potencial cognitivo [Scardamalia, M., 1989].

Con esto surgen entonces los tutores no inteligentes, idea de De Corte [De Corte, E., 1991]: "Un tutor no
deberia proveer la inteligencia para lograr el aprendizaje, no deberia realizar la planeacién y el monitoreo
del progreso de los estudiantes, porque éstas son las actividades que los estudiantes deberian ejecutar
ellos mismos para aprender. Lo que uno deberia hacer es apoyarios temporalmente para permitir que los
aprendices ejecuten a un nivel justo y mds alld de su nivel corriente de habilidad".

A conclusiones como ésta, importantes para el uso efectivo e interaccion eficiente entre el hombre y el
ordenador, se llega por los profundos estudios realizados sobre aspectos como el proceso de
aprendizaje productivo. El aprendizaje es un proceso de construccion del conocimiento y de significado
individualmente diferente, dirigido a metas, autorregulado y colaborativo, [De Corte, E., 1991].

En sintonia con esta concepcion de aprendizaje basado en la investigacién, ha surgido una nueva
generacion de ambientes de aprendizaje apoyados por ordenadores que se caracterizan por un giro
claro hacia sistemas de soporte, los cuales estdn menos estructurados y son menos directivos, estan
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mas enfocados hacia el entrenamiento que hacia la tutoria, involucran herramientas controladas por los
estudiantes para adquirir el conocimiento y tratan de integrar estrategias y herramientas de
entrenamiento, en ambientes de aprendizajes de colaboracién e interactivo (Kaput, J., 1992]. Estan
orientados a ambientes instruccionales que pueden evocar procesos constructivos de aprendizaje en los
estudiantes para obtener objetivos educativos deseables que estan enfocados hacia el entendimiento,
hacia habilidades para la solucién de problemas, hacia estrategias meta-cognitivas y hacia la idea de
aprender a aprender. Esto se opone a lo que es la adquisicion de conocimiento memoristico.

Con las nuevas teorias sobre el aprendizaje [(Collins, Brown y Newman, 1989), (Lave y Wengr (1991)] se
concluye, segtn todos, que el aprendizaje es un proceso de construccion y que la adquisicién de
conocimientos y de competencias debe estar insertada en un contexto social y funcional de su
utilizacion, [De Corte, E., 1991]. Sin duda las innovaciones en el aprendizaje han dado lugar al
surgimiento de nuevas técnicas informéticas que a su vez sustentan y promueven estas renovaciones
del aprendizaje, como son las técnicas del hipertexto, multimedia e hipermedia. Al estudiarlas
pudiéramos preguntarnos cémo y por qué surgen y por qué considerarlas nuevas técnicas de
aprendizaje. Pues si fuéramos a analizar lo que el hombre ha hecho para lograr cada vez mds desarrollo,
no es mas que acercar los artefactos y sus principios de funcionamiento, haciéndolos lo mas parecidos
posible al hombre mismo. Por eso, si estudiamos el principio de funcionamiento de un ordenador vemos
que su principio basico de trabajo y forma de procesar la informacién se asemeja mucho a como el
hombre piensa y procesa sus conocimientos.

No es de extranar entonces, que el hombre busque la mejor forma de adquirir los conocimientos
mediante el estudio, o sea, tratando de eliminar la forma de estudio secuencial, como la que se hace al
leer las pdginas de un libro. Si la realidad es que cuando queremos llegar a aprender algo en especifico
lo hacemos saltando de un documento a otro, asociando una informacién con otra segin nuestra
conveniencia, pero con la limitante de que con libros esto es algo complicado si vamos a manipular
varios a un mismo tiempo. Podemos pensar que nos perdemos, que no logramos asociar todo o que
tenemos que tomar demasiadas notas para aprender.

Esta complejidad se eiimina con solo mirar a una pantalla; que por supuesto, muestre un software
educativo apropiado a un tema especifico, y que haga uso de los hipermedios, o al menos de un
hipertexto. Asociar la lectura de un texto a una imagen o sonido, hace innegablemente mucho mas facil
llevarlo a nuestra comprensién que la simple lectura de un libro, donde hay que imaginarlo todo. Explorar
las ideas por asociacion es uno de los aspectos bésicos del pensamiento y de conceptualizacion del ser
humano; este es el principio basico de las técnicas del hipertexto e hipermedia. Sobre la base de lo
anteriormente expuesto acerca de las nuevas teorias del aprendizaje, se puede inferir la importancia que
reviste el uso del ordenador no sélo como la pantalla y y teclado que tenemos delante, sino insertada en
el mundo, como si pudiera brindamos todo el caudal de conocimientos que éste posee.O

¢{QUE FUNCIONES HUMANAS PODRIAN AMPLIARSE GRACIAS A LA MEDIACION DEL
ORDENADOR?

En este sentido, el ordenador puede ser visto como un medio que puede ampliar tres procesos
fundamentales en el comportamiento del estudiante y de los educadores: el procesamiento de la
informacién, la interaccién y la comunicacién [Chacén, F.J., 1995), a saber:

El procesamiento de informacidn: que corresponde a las capacidades intelectuales tales como:
recordar, ordenar, calcular, establecer relaciones entre las cosas, leer y escribir. El ordenador es una
herramienta capaz de ejecutar estas tareas de una manera mas eficiente. En el modo de procesamiento
de la informacién, los ordenadores son utilizados como dispositivos que ayudan a trabajar mejor con las
palabras, nimeros, imagenes y sonidos, los cuales constituyen en conjunto los elementos esenciales de
la informacién humana. Para esto existen paquetes de programas que incluyen, entre otros, Los
Procesadores Numéricos, Los Procesadores de Textos, y Las Ayudas de Disefio.

La interaccidn,: que significa la posibilidad de alguien para ejercer la influencia mutua y reciproca con
un objeto o persona. Generalmente, la interaccidon humana supone la comunicacién o intercambio de
significados mediante mensajes. El modo interactivo se basa en tres nociones fundamentales: dialogo,
alterabilidad y riqueza de estimulos; este dltimo asociado al uso del nuevo enfoque multimedia. Al
combinar estos elementos se puede decir que la computacién interactiva en el drea de la educacion
ocurre cuando se permite al estudiante entablar un dialogo con e! ordenador, en el cual puede ejercer un
alto grado de control y recibir estimulos en formatos de muiltiples medios.

La comunicacion: es la otra funcién humana que puede ampliarse con el uso del ordenador como
medio. Es la interaccion entre personas en la que los significados sobre el mundo exterior y las personas
mismas se comparten a través de mensajes. El modo de comunicacion es equivalente al concepto de
Educacién en Linea como un sistema que se caracteriza por la mediacién de las computadoras, las
comunicaciones de muchos a muchos con alto grado de interactividad. Ejemplos son las Bases de Datos
en Linea, el Correo Electrénico y las Conferencias por ordenador. Sin embargo, su concepto no se limita
a esto, también incluye las relaciones sociales especiales creadas entre los usuarios. El antecesor
cronolégico son las bases de datos compartidas: coleccion de datos almacenados en una
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maxicomputadora para ser manejados por muchos usuarios. Ya en la actualidad estan las conferencias
de audio y video con mditiples implicaciones para la educacién a distancia: El modo de comunicacién a
distancia no puede verse aislado de los dos anteriormente explicados (el modo de interaccion y el de
procesamiento de la informacién), realmente los incluye, pues, cuando las personas se comunican,
también procesan informacién y ejercen una influencia mutua, es decir, interactian. Por esto pudieran
resumirse las funciones pedagdgicas como sigue:

De medio escrito: aprendizaje de informacién verbal, desarrollo de la expresi6n, desarrollo de habilidades
para el andlisis.

De la interaccién y cooperacion de los grupos : apoyo motivacional de los estudiantes a distancia,
desarrollo de un juicio critico, solucién participativa de problemas, oportunidades de aprendizaje
incidental.

De los medios audiovisuales : valor motivacional afiadido, sustitucion de la experiencia directa,
presentacion de conocimientos abstractos mediante imagenes.
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1. INTRODUCCION.

Las tendencias actuales en cuanto a la utilizacién de las Nuevas Tecnologias de la Informacién y la
Comunicacion (NTIC), en entornos educativos, apuntan a la utilizacién de las redes locales y las de
alcance global como soporte a la docencia en general y a la universitaria en particular [Arteaga, H.,
1998], [Dibut, L.S.,1999], [Fuentes, E.R., 2000). Las redes ofrecen una plataforma interactiva, que
permite la elaboracidn de unidades didacticas a las cuales el alumnado puede acceder en cualquier
momento y desde cualquier iugar. Esta tecnologia posibilita preparar material complementario a las
clases para presentar temas que mas tarde se pueden analizar, comentar o trabajar en la propia clase, o
que garanticen preparar materiales de refuerzo sobre conocimientos bésicos necesarios para poder
emprender cualquier tema nuevo. Este recurso permite la creacién de espacios web, lamados a ser el
paradigma de la aplicacién de las NTIC a la Educacién.

2. DESARROLLO.

El desarrollo del trabajo esté estructurado en los siguientes epigrafes: Los espacios web como modelos
de educacion en linea, enfoque educacional de los espacios web, facilidades para la interaccion y la
gestion que ofrecen los espacios Web que los hacen adecuados para desarrollar sistemas de apoyo a la
ensefianza y los programas para el disefio interactivo de espacios Web.

2.1. Los espacios web como modelos de educacion en linea.

Uno de los servicios mas conocidos de Internet es el servicio World Wide Web, conocido también como
WWW, es un servicio de Internet basado en tecnologia de hipertexto, que da la posibilidad de navegar
por el mundo de la informacién. Para hacer uso de Web hay que auxiliarse de un programa cliente, que
cumpla funciones de navegador, que sea capaz de leer hipertexto. Navegadores han surgido muchos,
desde el www que fue el mas sencillo de todos, orientado a texto; Mosaic que es més sofisticado, pues
permite no solo texto sino también graficos, sonido, video, todo vinculado en un mismo documento a
examinar; hasta los de mas reciente aparicién, como Netscape Navigator de la Corp. Netscape, e
Internet Explorer de Microsoft. Las paginas o espacios Web, como suele llamarseles a esos documentos,
llegaron para quedarse. De los servicios de Intemet WWW es el més completo y el de mayores
posibilidades educativas, desde él se puede hacer de todo. Con paginas o espacios Web se atraviesa el
mundo pasando de un documento a otro a través de vinculos o enlaces; pero, ;qué son los espacios
web?

2.2. ENFOQUE EDUCACIONAL DE LOS ESPACIOS WEB. ¢ QUE SON?

En epigrafes anteriores se abordaron las ideas acerca de como llegé el ordenador a tomar un papel
fundamental en la ensefanza y el aprendizaje en los diferentes niveles educacionales, siendo ya
imposible prescindir de ella a determinados niveles. El ordenador surge producto del desarrollo y a la vez
constituye un motor que impulsa el desarrollo. Su eficiente explotacién en la educacion es y sera material
de estudio € investigacion para informéticos y pedagogos. En las teorias para el aprendizaje a través del
ordenador tiene mucha importancia y peso el desarrollo de sistemas interactivos entre el estudiante y la
méquina. Se sabe lo atractivo y facil que resulta interactuar con sistemas que incluyan sonidos,
imagenes, videos, que permitan la navegacién a través de sus documentos, no obligando a la lectura
lineal, ademas, que tengan posibilidades para el andlisis y elaboracién de respuestas de examenes
comprobatorios. Estas y algunas cosas mas son fundamentales en Ia elaboracién de buenos sistemas
para la ensefanza. Existen muchos softwares que se utilizan para la elaboracién de materiales de este
tipo, como el ToolBook, pero la posibilidad de utilizarlos en red es limitada y es importante que podamos
decir que "nuestro ordenador es la red", el software mas utilizado en la actualidad para este tipo de
aplicacion es el FrontPage sobre el que comentaremos méas adelante. Estas facilidades las ofrece el
servicio al que hacemos referencia, y no el servicio como tal, que no es mas que el medio a través del
cual se pueden utilizar los espacios Web, sino los espacios en si que son el medio para hacer todo a io
que nos hemos referido. Una espacio web no es mas que un documento que permite la navegacion a
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través de él y desde el cual se puede hacer uso de multimedios, los espacios web pueden estar
conformados por una o varias paginas conectadas entre si. A continuacién se describen algunas
caracteristicas que pueden ser explotadas en el tratamiento de los documentos dando posibilidad a una
mejor lectura e interaccién con ellos.

2.3. FACILIDADES PARA LA INTERACCION Y LA GESTION QUE OFRECEN LOS ESPACIOS WEB
QUE LOS HACEN ADECUADOS PARA DESARROLLAR SISTEMAS DE APOYO A LA ENSENANZA.

Durante la elaboracién y disefio de los espacios web se pueden utilizar ciertas facilidades ofrecidas por
el lenguaje HTML (HyperText Markup Language) que proporcionan beneficios desde el punto de vista de
la interaccién y facilidad para la lectura de sus contenidos, que las hacen muy atractivas y sencillas en su
manejo. A continuacion se hace referencia a estas caracteristicas del lenguaje:
Bookmark.
Link.
Frame.
Forms.
CGl. ISAPI. Herramientas y tecnologias surgidas para correr procedimientos desde un espacio web.
Un bookmark (marcador) es una cadena determinada de caracteres en una pagina, que se marca para
que sea el destino de un enlace; dicho enlace puede venir de la misma pagina o de otra pagina como
destino de un link. Es lo que se utiliza para moverse dentro de una misma pagina en enlaces de un
extremo a otro o a lugares determinados para facilitar la lectura y el movimiento dentro de la misma.
Un link (enlace) es un salto desde una espacio web a otro o a un bookmark, en la pagina actual o en
otra localizada en cualquier parte, que pueden estar en el mismo espacio web o en cualquier ordenador
del mundo. También pueden ser enlaces a otros servicios como el FTP (File Transfer Protocol) protocolo
para la transferencia de ficheros, WAIS (Wide Area information Service) servicio de informacién de
amplia cobertura, el correo electronico, etc.
Los frame (marcos) son formas de dividir las paginas en dos o més partes que pueden interactuar unas
con otras, o ser independientes en la misma pantalla. En una ventana puede estar sucediendo una cosa
y en la otra, otra diferente y no afectarse mutuamente en su ejecucion, o activar un enlace en una de
ellas y el resultado obtenerlo en la otra parte. Es muy benéfico para hacer lecturas amenas y para lograr
una mayor concentracion de los contenidos, dando una mejor idea de la generalidad que se trata.
Las forms (formas) son colecciones de campos de formas que se agrupan en una pagina para recoger
datos del usuario. Estas pueden incluir:

Check Box: permite al usuario elegir haciendo clic en una caja.

Radio Button: permite al usuario elegir haciendo clic en un botén.

Drop Down Menu: permite al usuario elegir desde un ment desplegable.

One-Line Text Box: permite al usuario entrar texto en un campo de una sola linea.

Scrolling Text Box: permite al usuario entrar texto en un campo de varias lineas.

Push Button: permite al usuario someter la forma a procesamiento o limpiaria, retornéandola a su

estado inicial.

Image: permite al usuario hacer clic en una imagen para someter la forma a procesamiento.
Todas estas son posibilidades que se ofrecen para establecer interacciones entre usuarios y paginas en
el intercambio de informacién, cosa que puede ser muy Util para la elaboracion de pruebas,
autoexamenes, interaccién con bases de datos, ejecucién de procedimientos remotos, etc.
CGI (Common Gateway Interface). Es una interfaz que surge para extender la funcionalidad de los
servidores. De forma general, ofrecen la posibilidad de interactuar con el usuario de manera tal que
recoja datos suministrados por éste, los procese y le envie un resultado basado en esas entradas. En un
nivel practico, la CGl es una interfaz que da la posibilidad a los programadores de escribir programas
que puedan facilmente comunicarse con el servidor. Tiene la ventaja de gue pueden ser programados en
cualquier lenguaje de programacién. Desde un botén en una forma puede enviarse a correr la CGI que
estara localizada en el servidor; dicha forma estara localizada en una espacio web que el usuario podrd
estar viendo desde cualquier lugar.
ISAPI (Microsoft Internet Server Application Programming Interface). Es otra de las herramientas que
pueden utilizarse para correr programas desde un espacio Web. Desde formas HTML o dando clic en
enlaces de las paginas pueden activarse estas aplicaciones, igual que con las CGl, tomando informacién
suministrada por el usuario pueden hacer casi cualquier cosa que pueda ser programada y retornar el
resultado en una pégina HTML o poniendo la informacién en una base de datos.Esta tiene una ventaja
sobre la CGl y es que al ejecutarse, la aplicacién es cargada en la memoria del servidor a tiempo de
ejecucién, lo cual produce menos sobrecarga y un mayor aprovechamiento de la memoria, pues cada
peticién no comienza un proceso separado, como sucede con la CGI.
La conexién con bases de datos es otra ventaja para la ampliacién de la funcionalidad de los espacios
web. La posibilidad de comunicarse con bases de datos desde un espacio web aporta incontables
ventajas, independientemente del objetivo para el que haya sido creado el mismo; es decir, no sélo en
redes de empresas o corporativas pueden tener uso las bases de datos, sino también en centros
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educacionales con redes locales o conectadas a internet. Un espacio web, disefiado para la educacion,
con conexién a bases de datos permite ampliar el horizonte informativo de sus usuarios ya que estas
pueden contener cualquier tipo de informacién. Otro aspecto importante es que a partir del propio
espacio web se generen bases de datos; esto por ejemplo seria Util para determinado espacios web
educativos en que interese almacenar toda la informacién de los usuarios del mismo , como pueden ser:
cantidad de visitas, tiempo de conexién, paginas visitas, tiempo promedio en cada pagina, resuitados de
las evaluaciones realizadas, etc. Esta informacion puede ser utilizada posteriormente para hacer
determinados estudios investigativos.

2.4. PROGRAMAS PARA EL DISENO INTERACTIVO DE ESPACIOS WEB.

Los espacios Web comenzaron a disefarse escribiendo todo el cédigo HTML a mano. Hoy en dia no es
necesaria tal situacion, existen muchos software que hacen posible este trabajo con bastante facilidad.
Entre elios estén:

HTMLEasy.

FrontPage en sus versiones para Windows "95 y "97, y para Windows NT.

Office "97 y 2000

HoTMetaL Pro.

Page Mill.

Hotdog Web Editor.

Microsoft HTML Help Workshop.

Que entre muchos otros han sido creados con este objetivo. Decir cual es mejor no es facit por varias
razones, una de elias es que habria que utilizarlos a todos para emitir un criterio personal, otro es que
dependen mucho del sistema operativo y por tanto hay que utilizar ef que corresponda al que se posee,
aunque otro ofrezca mejores posibilidades. Esto ocurre por ejemplo con el FrontPage en sus versiones
para Windows '95 y Windows NT, donde este Ultimo estd mejor pero sélo puede instalarse sobre
Windows NT Server. Existe el Word de Office 97 y 2000 con las posibilidades de editar paginas y con el
explorador de Internet incorporado, lo cual es muy conveniente, pero hay que disponer de algin servidor
WWW como software aparte, para poder correr programas ejecutables desde una pagina. Por el
contrario, el FrontPage tiene un servidor incorporado como servidor personal. Para poder explotar e!
espacio web hay que utilizar un servidor que sea residente. No obstante, sus posibilidades son
numerosas, pues tiene ademas, un explorador que ofrece varias posibilidades que aportan comodidades
para el disefio y creacion de un espacio web.

CONCLUSIONES.

A partir de la revision bibliogréfica realizada sobre temas relacionados a las NTIC, se ha podido constatar
la gran importancia gue tiene el uso de los ordenadores como medio de ensefianza y la impostergable
necesidad de crear sistemas que permitan su incorporacién como recurso didactico en diferentes
disciplinas. En este sentido, profundizamos en los espacios web, sobre los cuales podemos resumir que :
Resulta eficiente y rapida la elaboracién de sistemas para la ensefianza en formato HTML, que hagan
uso del servicio WWW.,

Los sistemas de esta forma elaborados pueden cumplir con todos los requisitos que demanda un
sistema para la ensefanza.

Los sistemas desarrollados con la tecnologia wb proveen una adecuada interactividad hombre-
ordenador.

El empleo de sistemas de ensefianza basados en web estimula el trabajo en grupo.
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EL ORDENADOR. UNA HERRAMIENTA UTIL EN LA ENSENANZA-
APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

YorANDA PApiLLA DominguEeZz - JoSE Fco. MORONES BURGOS
PEDRO RopRiGuez CIELOS -  SIXTO SANCHEZ MERINO

1. RESUMEN

Es un hecho que el mundo evoluciona constantemente y estos cambios,
como nuevas costumbres, nuevos aparatos tecnoldgicos, nuevos valores...,
influyen en nuestra vida y tienen un claro reflejo en la ensefanza.

Adelantos tales como la calculadora, el proyector de diapositivas, el
retroproyector, la televisién, el video, el cafién de retroproyeccién y como no, el
ordenador, han influido y facilitado la labor de ensefianza-aprendizaje en todas las
materias. Quizds en la ensefianza de las Matemadticas es donde menos se habian
apreciado estos adelantos, hasta la aparicién de la calculadora y, principalmente,
del ordenador.

La introduccién del ordenador en el aula nos ha permitido ensefar las
Matemdticas de una forma mas interactiva y personalizada, ademds de llegar mas
faciimente al alumno. De esta manera se consigue que los alumnos puedan
experimentar y tratar de descubrir los conceptos por si solos.

El propdsito de esta comunicacion es plantear una de las muitiples
aplicaciones de este adelanto a la enseflanza de las Matematicas, asi como
compartir los resultados obtenidos de nuestra experiencia con los alumnos de
Secundaria.

2. VENTAJAS E INCONVENIENTES DEL USO DEL ORDENADOR

El ordenador es una herramienta muy potente cuyo uso tiene, por un lado, una serie de ventajas
que hacen aconsejable su utilizacion en el aula pero, a su vez, una serie de inconvenientes.

Las ventajas que podemos destacar son las siguientes:

* Se le ofrece al alumno una visidn distinta de las Matemaéticas, lo que significa que se despierta
en él una mezcla de interés-curiosidad por la asignatura.

« El alumno se siente mas motivado hacia la clase de Matematicas, aunque en principio sélo sea
por encontrarse con una herramienta nueva y atractiva. Vaiga como ejemplo las posibilidades
gréficas de los programas informaticos de Matematicas.

» El alumno descubre por si sélo, ya que se produce un trabajo mas auténomo, lo que permite que
el ritmo de aprendizaje se adapte a cada alumno.

* Se puede hacer mayor hincapié en los conceptos matematicos, ya que el uso de este tipo de
programas elimina los errores de célculo.

« Este método favorece claramente el trabajo en grupo.

* No se debe olvidar la utilidad del ordenador en la futura actividad laboral de los alumnos.

Los inconvenientes provienen principalmente del abuso de estos métodos y son los siguientes:
+ Esa mayor motivacién del alumno, a la que antes haciamos referencia, tiene su origen en el
programa informatico y, por lo tanto, puede liegar a ser pasajera.
» La eliminacién de desarroilos de célculo matematico puede producir una pérdida de destrezas
por parte del alumno.

No debemos olvidar que el uso del ordenador debe ser un complemento y en ningtin caso un sustituto de
la tradicional clase de Matematicas. Esto mismo se puede aplicar para que no se produzca una
mecanizacion total de las tareas y, por lo tanto, una pérdida del sentido critico. Con todo lo dicho hay que
tratar de encontrar el equilibrio. No se puede descartar su uso porque tenga una serie de inconvenientes,
ni tampoco utilizarlo sin ser capaz de detectarlos.
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3. { QUE PROGRAMA ES MAS CONVENIENTE?

Ante todo, nos tiene que quedar claro, que las dificultades con las que se encuentre el alumno no deben
provenir del programa informatico, sino del propio problema planteado. Esta es la razén por la cual
nosotros creemos que DERIVE es el programa mds adecuado para ser utilizado en Ensefianza
Secundaria. Su sistema de menus hace que cualquier persona, con unas minimas nociones previas, sea
capaz de manejarlo con destreza.

También, si utilizamos la versidn para MS-DOS encontraremos que, a diferencia de los
programas de Windows, no necesita instalacién, ocupa muy poco espacio y se puede ejecutar desde el
disquete. Ademds, no podemos olvidar el mal estado en el que se encuentran los ordenadores de
algunas aulas de informatica en los institutos y con este programa no necesitamos ni el raton, que es lo
primero que desaparece o se rompe en estas aulas.

4. OBJETIVOS

Los objetivos que nos hemos propuesto con nuestra experiencia tratan de aprovechar todas las ventajas
que antes comentabamos. Se pueden resumir en los siguientes:

Que el alumno, por si sélo, vaya descubriendo algunos de los conceptos matematicos que se le quieren
presentar. El alumno debe ser, en la medida de lo posible, el protagonista de su aprendizaje.

Eliminar los célculos mecanicos iaboriosos, que muchas veces hacen que se pierda la visién global del
concepto debido a los frecuentes errores de célculo.

La posibilidad de experimentar con el problema planteado. Se trata de poder modificar los datos iniciales
y, sin la necesidad de repetir de nuevo todo el proceso, obtener la nueva solucion.

Aumentar la motivacién de los alumnos hacia ia clase de Matematicas, ademas de conseguir adecuar el
ritmo de aprendizaje al de cada alumno en particular.

Fomentar el trabajo en grupo, de forma que cada uno aporte algunas ideas para posteriormente
discutirlas y llegar a una conclusién comun.

Utilizar las posibilidades de calculo de un programa informatico, de manera que el alumno pueda usarlo
para comprobar los resultados de sus ejercicios. Esto le permite descubrir los temas en los que tiene
mayores deficiencias.

5. EXPERIENCIAS REALIZADAS

El trabajo ha sido realizado con alumnos de Enseianza Secundaria. Dichas experiencias se pueden
dividir en tres bloques:

Representacion gréfica

Esta actividad se realizé con alumnos de 4° de ESO. El tema tratado fue la representacion
grafica de funciones afines y cuadraticas. Basicamente, consistié en sustituir las clases iniciales en
pizarra de este tema por un trabajo en el aula de informatica. El objetivo principal era que los alumnos
sacaran conclusiones a partir de las graficas de una serie de funciones. Se empez6 representando un
modelo y los alumnos describieron las siguientes caracteristicas: tipo de representacién gréfica,
continuidad, crecimiento, extremos, asintotas, tendencias, etc. A partir de ahi se iba variando el modelo y
se veia como afectaban estos cambios en las caracteristicas antes descritas. De esta manera se
consiguid, en séio un par de horas, 1o mismo que en las tradicionales “clases de pizarra” se tarda dos o
tres semanas.

Estudio geométrico de las conicas

Aunque parecida a la anterior y realizada en el mismo nivel, el enfoque de esta prictica es
totaimente distinto, en el sentido de que el estudio va mas encaminado a las propiedades geométricas de
las cénicas (parabola, elipse, hipérbola y circunferencia), la relacién entre las mismas y la influencia de
los distintos parametros en la gréfica.

Estadistica

En esta experiencia se utiliza el ordenador como una potente calculadora para realizar los
célculos necesarios, asi como para cambiar los datos del modelo y poder ahondar en el estudio de las
propiedades de los parametros estadisticos.
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6. RESULTADOS

Tras el trabajo realizado con los alumnos en el aula de informatica, hemos detectado que esta
forma de ensefianza no es la solucién a todos los problemas. Esta afirmacién se basa en que
dependiendo del tipo de alumnado y su interés por los estudios, se pueden encontrar dos tipos de
resultados:

Una experiencia positiva donde el alumno completa su aprendizaje de la clase tedrica, capta los
conceptos con mas rapidez e incluso, alumnos que no entendian nada en clases teédricas, consiguen
comprenderlo delante de un ordenador.

Y por otra parte una experiencia menos positiva, en la que no se aprecia ningun tipo de mejoria en el
aprendizaje de las Matemaéticas, aunque incluyamos nuevas tecnologias.

7. ELABORACION DE PRACTICAS

Para la realizacion de las experiencias anteriormente comentadas y otras futuras, es necesario la
elaboracion, por parte del profesor, de una serie de materiales para que los alumnos trabajen con ellos.
Deben realizarse a modo de practicas o fichas.

Sin lugar a dudas es la parte mas delicada de todas, ya que deben ser unos materiales apropiados para
que se alcancen los objetivos propuestos. A la vista de nuestra experiencia, es importante que dichos
materiales estén en continua y constante renovacion.

La estructura que proponemos en cada una de estas practicas es la siguiente:

+ Breve resumen inicial de los comandos de DERIVE que se van a utilizar en el desarrolio de la
practica.

+ Una serie de ejemplos sencillos que permitan a los alumnos experimentar y sacar las primeras
conclusiones.

« Unos breves resimenes tedricos, que den formalismo a las ideas intuitivas adquiridas a partir de
las cuestiones planteadas en los ejemplos.

« Unos ejercicios finales a modo de repaso, que agrupen todos los conceptos presentados a lo
largo de la experiencia.

8. EXPECTATIVAS DE FUTURO

Actualmente tenemos desarrolladas las siguientes practicas: Funcién afin, la recta. Funcién cuadratica,
la parabola. Estudio geométrico de las conicas. El concepto de derivada, aplicaciones. El concepto de
integral definida, aplicaciones y calculo de primitivas. Pero nuestra idea es intentar trabajar gran parte del
temario de Matematicas en Secundaria con el ordenador y el soporte informético, lo que conlleva la
elaboracién de mds practicas destinadas a tal fin y que recojan la mayoria de dicho temario. Como
compiemento a estas practicas, también hemos elaborado algunos ficheros, tanto de demostracién como
de definiciones, que nos ayuden a trabajar con la parte del curriculum menos propicia a ser tratada con el
ordenador.

9. CONCLUSIONES FINALES

La idea principal que se nos debe quedar es la necesidad de la incorporacién gradual de ias nuevas
tecnologias a la clase de Matematicas. Para ello debemos aprovechar cualquier experiencia previa que
ya se haya realizado, para tratar de adaptaria al contexto de nuestros alumnos y de nuestro centro.
Debemos tener también un continuo intercambio de ideas con el resto del profesorado que esté
trabajando en la misma linea. Unos buenos puntos de encuentro pueden ser a través de los Centros del
Profesorado, Congresos como éste o, incluso, a través de la red de Internet (listas de distribucién, correo
electrénico, paginas Web, etc.).

Nuestra intencién final es animar a todos los profesores a que utilicen, en la medida de lo
posible, ésta u otras nuevas técnicas docentes. No deben ser excusas la falta de equipos informaticos, el
elevado numero de alumnos, el trabajo excesivo para el profesor o el miedo a no saber cdmo va a salir.
La motivacion de los alumnos, los resultados que se pueden llegar a obtener y la propia inquietud
docente, deben ser bastante para que iniciemos, por muy simple que sea, una experiencia de este tipo.
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TRATAMIENTO METODOL()GICO DEL LiMITE Y CONTINUIDAD DE
UNA FUNCION UTILIZANDO EL ESPACIO WEB MATHDEV

LAzaRo S. Diur ToLEDO - JOSE JoAQUIN ARRIETA GALLASTEGU!- HASSAN ARTEAGA RODRIGUEZ
Narciso R. De LEON RopRiGUEZ - MiGDALIA ToRRES DeL Toro -  ANTONIO REY ROQUE
EpUARDO R. BRAVO DE Las CAsAs - JORGE Luis MAZAIRA FERNANDEZ -  AURELIO ANTELO COLLADO
JULIAN SARRIA GONZALEZ - ERNESTO R. FUENTES GARI.

1. INTRODUCCION.

Una de las caracteristicas comunes en los planes y programas de estudio de Matematica en los Centros
de Educacién Superior (CES) cubanos, es el hecho que se incluye la ensefianza del Céiculo dentro del
ciclo basico; sin embargo, es bien conocido que los estudiantes confrontan grandes dificuitades en la
comprension, asimilacién, interpretacion y aplicaciéon del mismo, lo que se refieja en las evaluaciones y
en el empleo del aparato conceptual en otras disciplinas. Estudios como los de D.Tall (1986,1994),
M.Artigue (1992,1996,1998), B.Cornu (1983), A.Siempinska (1985), S.Vinner (1989), G.Brousseau (1983},
J.Torres (1995) y L.Dibut (1996}, etc., muestran de manera clara que son muchos los obstéculos que se
presentan para una comprension clara del aparato conceptual del Célculo, muy particularmente del
concepto de limite de una funcién.

El objetivo de la presente comunicacién es presentar un nuevo enfoque para desarrollar el proceso de
ensefianza-aprendizaje del limite y continuidad de una funcién, utilizando el espacio web MathDev como
herramienta en este proceso.

2. DESARROLLO.

2.1. ¢ Por qué introducir el espacio web MathDev en esta problematica ?

En los ultimos 15 afios se han realizado grandes esfuerzos por superar las dificultades u obstaculos que
se presentan en el proceso de ensefanza-aprendizaje del limite y continuidad de una funcién, a partir de
la introduccion de las nuevas tecnologias informaticas en este proceso. Entre las experiencias
internacionales mas significativas se encuentran los trabajos de : E. Dubinsky (1989,1990a,1990b) y
D.Tall (1986a ,1986b,1990,1994) que utilizan el programa Graphipc Calculus (GC), J. Torres (1995)
sugiere utilizar el DERIVE o el MATHEMATICA; F. Hitt (1990,1992), E. Galindo (1992); P. Balderas
(1992) y R. Hardings (1995. En nuestro pais se destaca el trabajo de Z. Valdivia (1994) la cual utilizé un
tutorial inteligente para abordar esta problematica; también L. Dibut (1996) realizo trabajos relacionados
con los hipertextos y su influencia en la formalizacion de los conceptos de limite y continuidad.

Por otra parte, se ha observado en un periodo menor de dos afios una marcada tendencia de vincular las
intranets privadas de importantes compafias a reconocidas universidades por medio de la
implementacién de espacios web relacionados con la ensefanza. La utilizacién de espacios web
dindmicos para la educacion presenta, entre otras, ias siguientes ventajas:

Muestran informacion de todo tipo en una perfecta armonia e integracion, desde texto, video, graficos,
animacion y bases de datos.

Son realmente eficaces para el acceso a una informacién desde un local remoto o lejano, asi como para
la coleccion, clasificacion y gestion para usuarios de todo tipo, ya sean habituales y potenciales, K. Miller,
K. Spencer, E. Vincent, N. D. Evans (1998).

HTML y los diferentes lenguajes para la programacion en Internet o Intranets (JAVA, JavaScript,
VBScript, Active Server Pages, PERL, etc.), son y seran la base para el desarrollo de aplicaciones y
sistemas para la captacién, transporte y distribucion de la informacion en las redes, J.F. Macary, C.
Nicolas (1997).

2.2. CARACTERIZACION GENERAL DEL ESPACIO WEB MATHDEV.

El espacio web MathDev consta de los siguientes médulos o partes funcionales:

Médulo de Autentificacién de usuarios: Este es el primer lugar a visitar para comenzar a trabajar en el
espacio web, en él los usuarios se identifican con un nombre de usuario, contrasefa y tipo de usuario
(alumno o profesor); este Ultimo dato determina, independientemente de los anteriores, determinadas
funciones del visitante al espacio.

Médulo de Bisqueda: Independientemente del buen disefio de la interfaz y de la red de nodos e
hipervinculos que posee el espacio, no esta exento de la “desorientacién”, por tanto los usuarios tienen a
su disposicién una herramienta de blisqueda del texto estatico.

Médulo de Contenidos: En este mddulo se inserta el contenido del tema o materia que interesa para el
profesor o profesores de una materia en particular. El trabajo metodolégico y ia creatividad son
elementos esenciales que deben desarrollar los profesores en el momento de disefar la forma en que se
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presentaran estos contenidos; es decir, c6mo presentar los textos, gréficas, animaciones, videos, etc., de
la forma mas didéctica posible.

Mddulo Evaluativo: En dependencia si el usuario es del tipo “alumno” o "profesor”

tendra acceso a los siguientes submédulos: SubMdédulo de Disefo y Edicién de Exdmenes, SubMddulo
de Aplicacién de Examen, SubMédulo de Calificacién, y el SubMédulo “ Buzdén de Calificaciones “.
Médulo de Administracién: En este modulo el administrador de la red o el Web Master tendra la
posibilidad de editar, eliminar o adicionar usuarios al espacio web.

Médulo de Gestion: Es el lugar donde el profesor podra seleccionar y clasificar la informacion de los
usuarios que se han conectado al espacio, en base a diferentes criterios.

Tratamiento metodoldgico de los contenidos de Limite y Continuidad en el espacio web MathDev.

En el médulo de contenido se encuentran las principales definiciones, teoremas, ejemplos resueltos,
orientaciones metodologicas, graficas de funciones, algunas de ellas con animacién, que permiten
estudiar el comportamiento de una funcién alrededor de un punto o en el infinito y llegar a conclusiones
sobre la existencia o no del limite; o decidir si la misma es continua o no, etc. El mismo dispone de un
hipervinculo al Espacio FTP (File Transfer Protocol), permitiendo el acceso a un video demostrativo
sobre la “Interpretacién Geométrica del Concepto de Limite de una Funcién en un Punto”.

En la pantalla principal de este médulo estan incluidos todos los enlaces generales vinculados con el
contenido, los cuales son:

Temas: Relacion de los temas que abarcan todo el contenido.

Capitulos: Relacion de los capitulos donde estan incluidos ios temas.

Lecciones: Relacion de las lecciones que tiene cada capitulo.

indice Temdtico de Contenidos: Relacién de los indices teméticos por contenidos.

indice Temitico de Figuras: Relacién de todas las figuras incluidas en el espacio web, que incluye
graficas de funciones estaticas o animadas.

Video: Video sobre la “Interpretacién Geométrica del Concepto de Limite de una Funcién en un Punto”.
Bibliografia: Relacion bibliografica de alguno de los libros mas importantes de Matematica donde estan
incluidos estos contenidos.

En el nodo Temas se encuentra la relacion de las temdticas mas generales vinculadas al contenido en
cuestion, en este caso :

1. Introduccién.

2. Limite de una Funcién.

3. Continuidad de una Funcién.

A su vez estas tematicas generales estan enlazadas a capitulos, y estos a su vez a lecciones ; por
ejemplo dentro de la temética Introducci6n se encuentra sélo el CAPITULO 1 : Introduccién , y las
lecciones vinculadas a este capitulo son :

CAPITULO 1 : Introduccién.

Leccion 1/1 : intervalos y Vecindades.

Leccion 1/2 : Funciones.

Leccion 1/3 : Grafo y Grafica de una Funcion.

Leccion 1/4 : Operaciones con Funciones.

Leccién 1/5 : Funcion Compuesta.

Leccion 1/6 : Funciones Inyectivas y Funciones Inversas.
Leccion 1/7 : Funciones Monétonas y Funciones Acotadas.
Leccion 1/8 : Funciones Potenciales.

Leccioén 1/9 : Funciones Algebraicas.

Leccién 1/10 : Funciones Trascendentes.

La tematica de Limite de una Funcién contiene los siguientes capitulos :

CAPITULO 2 : Limite de una Funcién en un Punto.
CAPITULO 3 : Limites en el infinito.

CAPITULO 4 : Limites Infinitos.

CAPITULO 5 : Formas Indeterminadas.
CAPITULO 6 : Limites Notables.

CAPITULO 7 : Infinitésimos e Infinitos.

En el CAPITULO 2 estan incluidas las siguientes lecciones :

Leccién 2/1 : Definicién de Limite de una Funcién en un Punto.
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Leccion 2/2 : Teoremas Fundamentales sobre Limites.
Leccion 2/3 : Limite de Algunas Funciones.
Leccion 2/4 : Limites Lateraies.

La estructura de cada leccion es la siguiente :

Titulo de la leccién.

Sumario.

Desarrollo de los puntos del sumario con enlaces a otros nodos
Enlaces a otros nodos.

Por ejemplo la Leccidn 2/1 tiene la siguiente estructura :

Leccién 2/1 : Definicién de Limite de una Funcién en un Punto

Sumario:

1. Definicién de Limite de una Funcién en un Punto.

2. Interpretacién Geométrica del Concepto de Limite de una Funcién en un Punto.

3. Analisis Geométrico del Limite de una Funcién en un Punto.

Un estudiante que se haya enlazado al Médulo de Contenidos pudo haber llegado hasta el video sobre
la Interpretacién Geométrica del Concepto de Limite de una Funcién en un Punto, siguiendo la
siguiente secuencia de enlaces :

Temas — Capitulos — Lecciones — Leccion 2/1 — Interpretacién Geométrica del Concepto de Limite de
una Funcién en un Punto — Video.

3. CONCLUSIONES.

La etapa actual de desarrollo no puede ignorar el impacto de las Nuevas Tecnologias de la Informacién y
la Comunicacion en los diversos campos de la vida social. La escuela en general y la Universidad en
particular, estdan en ia obligacién de desarrollar el proceso docente educativo introduciendo
racionalmente estas tecnologias. En este trabajo, hemos querido ilevar a la practica las reflexiones
hechas con anterioridad, para lo cual se desarrollé e implementé un espacio web denominado MathDev,
como herramienta de apoyo al proceso de ensefianza-aprendizaje de los conceptos de Limite y
Continuidad de una Funcién. Cada colectivo de profesores de Matematica, que utilicen el espacio Web
MathDev en sus clases, debe elaborar una estrategia didéctica que contribuya a una mejor asimilacién y
comprension de estos conceptos, asi como la integracion del espacio en el complejo sistema de
relaciones : profesor-alumno, alumno-alumno y de sujeto a objeto.
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“DEL SABER CIENTiFIQO AL SABER ESCOLAR EN LOS SISTEMAS
DE NUMERACION. ANALISIS COMPARADO DE DOS MANUALES.”

MANUEL GARCiA ARMENTEROS -  ANGEL CONTRERAS DE LA FUENTE

RESUMEN:

En el proceso de transposicion didéctica (Chevallard, Bosch y Gascoén,
1997) intervienen diferentes elementos relacionados con las Matematicas. Desde
el saber cientifico teéricamente contenido en el “Libro del Saber” hasta el saber
escolar fruto de la transposicion que realizan los manuales, se manifiestan
complejos fenémenos didécticos cuya modelizacion y comprension son bdsicas
para una enseflanza eficaz. En esta Comunicacién, basados en nuestra
experiencia como profesores de estudiantes de 12 de Educacion Primaria de la
Universidad de Jaén y en las aportaciones de Contreras y Garcia (2000), se
efectia un andlisis comparado de dos manuales que se consideran pertinentes
para la ensefianza de los sistemas de numeracioén en el nivel citado.

INTRODUCCION

El estudio de los sistemas de numeracion es uno de los bloques tematicos de mayor interés en el
curriculo de la asignatura de Matematicas y su Didactica de la titulacion de Maestro en Educacion
Primaria. Consideramos que la mayoria de los errores cometidos por los alumnos, en cuanto a las cuatro
operaciones bdsicas realizadas con numeros naturales y decimales, tienen su origen en un aprendizaje
deficiente del concepto de sistema de numeracién.

Cuando, por ejemplo, un alumno da e! siguiente resultado: 3,67 + 2,75 = 5,142, se sabe que bajo esta
contestacién subyace una concepcidn errénea, que conlleva un obstaculo didactico (Henry, 1991), cua!
es el considerar al niumero decimal como dos numeros naturales separados por una coma.
Posteriormente, al pedir a nuestros alumnos que expresen el tipo de actividades que habria que realizar
en clase de primaria para tratar de superar ese obstaculo, nos encontramos con respuestas del tipo: “le
haria repetir el calculo varias veces indicandole muy bien su error”, “le diria que se lleva una después del
ultimo decimal”, “debe efectuar e! célculo como si no hubiera coma y después se coloca ésta”, ... Es
decir, los remedios didacticos que se proponen suelen estar desligados del verdadero problema que
planea en la respuesta: un desconocimiento de la naturaleza del nimero decimal como expresién
polinémica, vinculado, obviamente, a la nocién de sistema de numeracién.

Por tanto, una adecuada instruccién de la aritmética basica en Educacién Primaria pasa por un buen
desarrollo de situaciones de ensefianza de los sistemas de numeracién, con especial incidencia en el
sistema de numeracion decimal. Pero esa instruccion esta intimamente ligada a los procesos de
transposicién didactica (Chevallard, Bosch y Gascén, 1997) que ordenan el estudio didactico de los
conceptos matematicos. Dentro de esos procesos, aparece un momento que se denomina “saber
ensefiado” —reflejado explicitamente en los manuales al uso- en el que estamos interesados
especificamente en este trabajo en cuanto a los sistemas de numeracién. Consideramos que los textos
reflejan io que El Bouazzoui (1988) denomina “concepciones colectivas” de una determinada época y
cultura, por lo que el andlisis de esos manuales ha de aportar informacion relevante sobre la ensefianza
de un concepto que facilita la explicacion de determinados fenémenos didacticos (como por ejemplo es
el referido anteriormente) ligados a la transposicién did4ctica.

EL SABER ENSENADO EN LOS SISTEMAS DE NUMERACION

En Contreras y Garcia (2000) se consideraron varios tipos de conocimiento que, en nuestra
opinién, deben figurar en los manuales dirigidos a la formacién de profesores de Educacién Primaria:

C,, referido al contenido matematico que nuestros estudiantes han de conocer para poder
ensenar posteriormente a sus propios alumnos y que aparece claramente explicito en los programas:
“Fundamentos y principios de los sistemas de numeracion de posicién. La estructura decimal:
aprendizaje y ensefanza. Los materiales estructurados en el aprendizaje del nimero y la numeracion.”

No estamos interesados en este tipo de conocimiento, puesto que no se trata de un
conocimiento didactico-matematico, sino exclusivamente matematico. Consideramos que los estudiantes
universitarios deben tener una preparacion adecuada después de abordar los contenidos de
determinados textos que se les recomiendan. En todo caso, no creemos que nuestra labor como
profesores de estos futuros maestros deba centrarse en este tipo de saber, se estima que es una
condicion necesaria implicita en los propios alumnos.

C,, referido al estudio de los sistemas de numeracion que realizamos en nuestra clase de
Didactica de las Matematicas.
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Como, posteriormente, se analizaran dos manuales sobre sistemas de numeracién, hemos de
establecer los objetivos generales que buscamos conseguir en nuestros alumnos:

- Poner de manifiesto las reglas de funcionamiento de nuestro sistema de numeracion escrito y
hablado.

- Extraer los diferentes aspectos relativos a la numeracion a tener en cuenta cuando se
construyen actividades a fin de facilitar a los nifios la comprensién de la designacién de los nimeros.

L.os objetivos especificos que se extraen de los anteriores son:

(i) - dar sentido a la expresién “sistema de numeracién” {utilizacién ordenada de los signos); (ii) -
conducirlos, por comparacién, a extraer explicitamente los diferentes aspectos de nuestra manera de
designar los nimeros (los atributos de comparacién constituyen los caracteres); (iii) - tomar conciencia
de que el cdlculo esta fundado sobre la comprensién del sistema de numeracion; (iv) - comenzar a
formular los objetivos reiativos al aprendizaje de la numeracién en la escuela elemental; (v) - La
necesidad de considerar un aprendizaje especifico de la numeracion oral no tomando Unicamente en
cuenta las traducciones escritas (paso de la escritura cifrada a la escritura en letras); (vi) - La traduccién
de las relaciones que existen entre las palabras para decir los numeros por escrituras algebraicas: 17 se
puede traducir por 10+7; 80 por 4x20 y 2374 por 2x1000 + 3x100 + 7x10 + 4... Apareciendo asi nuevas
relaciones entre los nimeros; (vii) - El papel que puede jugar la numeracién oral en el aprendizaje de la
numeracion escrita cifrada.

C,, referido a la practica profesional del futuro profesor y, por tanto, relacionado con el
conocimiento del analisis de situaciones de ensefianza sobre los sistemas de numeracion en los niveles
de la escuela elemental.

Los objetivos en este caso son:

(@) - Saber situar cualquier situacién de ensefianza en su nivel de conocimiento apropiado de la
Educacién Primaria; (b) - Saber detectar e interpretar errores en los resultados de los problemas
resueltos por los alumnos; © - Conocer la matemética subyacente en las situaciones de ensefianza
propuestas a los alumnos; (d) - Proponer alternativas de ensefianza pertinentes ante los errores de los
alumnos a fin de que puedan superar los errores detectados; (e) - Hacer aparecer los diferentes
aspectos a tener en cuenta en el aprendizaje de la numeracion: el aspecto de Util (la numeracion permite
resolver determinados problemas en la escuela elemental) y el aspecto de objeto de conocimiento (la
numeraciéon considerada como un objeto matemdtico) que tiene en cuenta el estudio de su
funcionamiento; (f) - Tomar conciencia que estos aspectos no deben ser tratados de manera paralela
sino en estrecha colaboracion. Es el por qué la numeracién sirve como Util lo que va a hacer aparecer la
numeracién como objeto de conocimiento; (g) - Poner en evidencia las dificultades encontradas por los
alumnos en el aprendizaje.

ANALISIS DE DOS MANUALES

Para el andlisis de los manuales, se consideran dos variables (aunque por razones de espacio,
sélo se trata la primera): el contenido —en cuanto al grado de adaptacion a los objetivos anteriores- y el
tipo de situaciones de ensefianza que se proponen en el texto —en lo que se refiere al grado de
constructividad del conocimiento que conllevan dichas situaciones de ensefanza-

Para la primera variable, en la consecucion de los objetivos anteriores consideramos que en los
manuales han de abordarse, al menos, los elementos conceptuales siguientes:

- Estudio comparado de sistemas de numeracion de diferentes caracteristicas.

- Estudio de nuestro sistema de numeracion escrito.

- Estudio de nuestro sistema de numeracién oral.

- Estudio de diferentes materiales.

- Analisis de ciertos textos didacticos o actividades escolares.

En la segunda variable, tendremos en cuenta cémo se plantean las situaciones a los lectores en
cada uno de los elementos conceptuales expresados anteriormente: si simplemente se proponen (casos
como: “resolver’, “calcular”, ...), o bien se busca implicar al lector en caminos inductivos de construccién
del conocimiento (casos como: “se reflexionard, por grupos, sobre las cuestiones que aparecen a
continuacién y se hara una puesta en comdn”)

Adaptacion de los contenidos a los objetivos propuestos
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GRADO DE BIEN ADAPTADO POCO ADAPTADO NO ADAPTADO
ADAPTACION A
LOS OBJETIVOS
ELEMENTOS
CONCEPTUALES
Estudio comparado de Descripcion de | Ca: iv, v, viy vii
sistemas de numeracién distintos (7) sistemas|Cs:a,b,c,d,e,fyg
de diferentes de numeracion
caracteristicas Co: i, i yiii
Estudio de nuestro sistema | C,: i y iii Ca: i, ivyvi Col vy vii
de numeracion escrita Cs a Cs:b,c,d, e fyg
Estudio de nuestro sistema Caiyvi Co! i, i, iv, vy vi
de numeracion oral Csab,cdetfyg
Estudio de diferentes Ca: i, iy iv, vyvi Co! i, y vii
materiales Cac Csa, b, defyg
(s6lo abacos, regletas
y blogues)
Andlisis de ciertos textos . Co: i, il y vi Corii, iv, vy vii
didacticos o actividades Csa, b,c,defyg
escolares

Tabla 1{manual 1)

GRADO DE BIEN ADAPTADO POCO ADAPTADO |NO ADAPTADO
ADAPTACION A
LOS OBJETIVOS

ELEMENTOS

CONCEPTUALES
Estudio comparado de|Comparacién de los
sistemas de numeracién | sistemas egipcio y

de diferentes | babilénico

caracteristicas Cziyii Coliiiyiv Ca: v, viy vii
Csa bcyg Caeyf Cs: d

Estudio de nuestro sistema | C.: i, i, iii y iv Caiv, viyvii

de numeracién escrita Caab,cdeyf Cs: g

Estudio de nuestro sistema | Cy: i, i, iv, v y vii Cyvi Co: i

de numeracién oral Caaceyf Cabyd

Estudio de diferentes|C;: i, ivy vi Co:iiy i Co: v y vii

materiales Caayc Cse fyg Cabyd

Andlisis de ciertos textos|Ca: i, i, ii, iv, v, viy vii |C3: d

didacticos o actividades|Csy: a,b,c,e,fyg

escolares

Tabla 2 {(manual 2)

DiscusION DE RESULTADOS

Si consideramos los objetivos propuestos para la ensefianza de los sistemas de numeracién a
estudiantes de educacion primaria como pertinentes, se observa en las tablas 1y 2 una gran diferencia
en cuanto al grado de adaptacién de los contenidos a los objetivos, en los dos manuales. Mientras que
en el primero  hay un bajo nivel de adaptacion o ninguno apara la mayoria de los objetivos —
unicamente los C; i y iii se consideran bien adaptados- en el segundo manual si se consigue una buena
adaptacion, en mas de un 97% en alguno de los elementos conceptuales como en el estudio comparado
de sistemas de numeracion de diferentes caracteristicas.

Por tanto, en el proceso de transposicion didactica en lo que se refiere al saber escolar, mientras
el primer manual cumple mas bien con la idea de un saber expositivo, el segundo manual cumple con
unos requisitos de adaptacion de los contenidos a los objetivos en el sentido de que hace funcionar a los
elementos conceptuales como verdaderos movilizadores del saber, es decir, como Uutiles de la
construccién del conocimiento. Como Robert (1988) sefiala, uno de los ejes en los que hay que analizar
un texto es en el cuadro en el que se hace evolucionar los conceptos.
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NUMERACION, SUMA, RESTA Y PROBLEMAS EN EL PRIMER CICLO
DE LA EDUCACION PRIMARIA

TomAs Mesas GARCIA

La comunicacién que presento en el IX congreso sobre la ensefanza y aprendizaje de las
matemadticas en San Fernando (Cadiz), titulada “numeracién, suma, resta y problemas” en el primer ciclo
de “Educacion Primaria”, esta basada en un modelo industrial, con libro de instrucciones, y dos obras
inscritas en el registro de la propiedad intelectual. Son por tanto nuevas aportaciones que ofrezco a esta
materia y a este ciclo educativo.

Todas las novedades estan elaboradas artesanalmente, en espera de que una empresa lo vea
viable para su comercializaciéon. Mientras sucede, si es que liega, deseo darlo a conocer a maestros
maestras por si lo consideran tan Util y practico como a mi me resulta en mi trabajo.

El modelo industrial para numeracién, suma y resta esta caracterizado por un expositor, una
serie de fichas que simbolizan a la unidad, decena y centena, conservando su equivalencia, cajetines
contenedores de diez o cien piezas de unidad o diez fichas de decena y cifras del cero al nueve
inclusives. El expositor estd acondicionado para colocar en él las fichas de que se compone cada
ndmero y las cifras de todos los nimeros entre cero y novecientos noventa y nueve. La forma de usarloy
su utilidad se presenta en el libro “Pensar, Poner y Resolver”, destacando como puntos mas relevantes
la formacién del ntimero, donde se manipula, y ahadiendo una ficha de unidad se va obteniendo el
siguiente de un numero, comprendiendo el paso de una decena o centena a otra.

Igualmente el cambio descendente de decena o centena obteniéndose quitando una ficha de
unidad.

Estudiados los niimeros, se realizan sumas colocando las fichas de cada sumando, empezando
a contar por las unidades, que en el caso de que sea superior a nueve, debe cambiarse por una ficha de
decena y colocar en el lugar reservado para ello. Igual con la suma de decenas.Después de realizar
varias cuentas con este material es cuando se coloca el, 1, encima de las cifras de decena o centena,
como resultado de obtener un nimero entre diez y diecinueve pero ya comprende de dénde viene.

Para restar se colocan las fichas del minuendo y las cifras del sustraendo y se quitan fichas
como indican las cifras respectivas del sustraendo. Si el nimero de fichas de unidad o decena del
minuendo es menor que la cifra correspondiente del sustraendo pueden elegirse dos métodos:

a) La ficha de decena o centena se cambia por diez fichas de unidad o por diez fichas de decena

y se traslada al apartado de unidades o decenas y ya se resuelve. Posteriormente, después de

realizar varias cuentas con el material se pasa al mecanismo.

b) Se coloca una pieza de decena o centena formada por diez unidades o diez decenas y en la
cifra siguiente del sustraendo + 1. Después de realizar varias cuentas manipulando el material se
pasa al mecanismo, pero ya ha manipulado y visto concretamente el porqué se llega al
automatismo.

Para ayudar a copiar y realizar las cuentas e ideado los cuadernos “Ponme Cuentas”, en ellos se
sefala el lugar para colocar los nimeros y se da la separacion entre una y otra operacién, ademas esta
el signo mas o el signo menos impreso, la linea horizontal y el signo igual. En algunos casos sélo se
presenta el signo menos porque basta con trazar un guion vertical para transformarlo en mas.

Los problemas creados para este ciclo los presento en la obra “;De més o de menos?”, siendo
coautor con Anastasia Martinez Marcos.

La obra, ;De mas o de menos?, es un libro de problemas matematicos de sumar y/ o restar. El
resuitado de las sumas o el minuendo, son numeros naturales inferiores a mil. Si los sumados son
iguales, se transforma en muiltiplicar, con multiplicador un digito entre 2 y 5 inciusive.

Si es un tema antiguo tratado en los libros, ;Entonces qué originalidad presenta esta obra?.

Veamos, resulta que ambos tipos de problemas de sumar o restar no responden a un Unico
motivo.

Los problemas llamados de sumar pueden referirse a dos situaciones:

- Una dindmica, por la cual a partir de una acciéon aumenta el cardinal inicial.
Otra estética, como consecuencia de averiguar cuénto tiene o hay en dos o mas lugares.
Los problemas de restar abarcan tres situaciones distintas:

I. Disminucién, como consecuencia de una accién disminuye el cardinal inicial.

Il. Complementacion, se trata de averiguar lo que falta para tener lo necesario o para terminar la

acciéon empezada pero no concluida.

IIl. Diferencia, es el caso en el cual hay que averiguar cuanto hay o tiene mas o menos en un

lugar que en otro.

Estas cinco situaciones de sumar y restar originan preguntas parecidas a éstas:

¢ Cudntas tiene ahora?

¢ Cuantas tienen entre las dos?

¢Cuantos le quedan?
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¢Cuantos le faltan?

¢ Cuantos tiene Luis mas que Alberto?.

Los cinco conceptos hay que hacerlos comprensibles a un nifio-nifia de siete afios, resultando de
gran dificultad, a excepcién de los nifios-ninas destacados.

Por esto a través de nuestro trabajo e investigacién diario llegamos a descubrir que el concepto
de problemas de sumar y problemas de restar no es el mas adecuado a esta edad y si ilamarlos
problemas de mas y problemas de menos.

Por qué liamarlos asi?.

Bien, un nifo-nifia que se plantea resolver un problema de estos tipos escribe los nimeros de la
cuenta, pero duda, duda, y duda en el momento de poner el signo + o -.

Para solucionar esta duda hacemos converger los cinco tipos, como consecuencia de la
respuesta a una pregunta, al concepto intuitivo-concreto mas o menos, frente a la abstraccién de suma o
resta. Acercandonos al pensamiento ldgico-concreto que caracteriza esta etapa de la psicologia
evolutiva.

La respuesta mas le lleva a trazar el signo mas +.

La respuesta menos, a colocar el signo menos -.

Una vez averiguado el signo de la cuenta, la realiza y resuelve el problema, comprendiendo que
hace.

Esta comprensién le da seguridad en su quehacer repercutiendo en su educacion, motivacion y
esfuerzo.

Progresivamente se va supliendo la pregunta escrita por un anagrama, recordando debe pensar
si el problema es mas o de menos.

Ademas ei libro aporta otra novedad. Los nifos-nifias dramatizan algunos de los problemas
convirtiéndose en actores o actrices de la situacion a resolver y para simbolizar graficamente esa
realidad acompafniada de manipulacién, interiorizacién, comprensién, motivacién, colocan sus fotos o
hacen su dibujo en el lugar reservado para ello.

Estos factores del aprendizaje se ven favorecidos enormemente porque los cinco tipos se inician
y estudian con objetos separados. Después se aplican a magnitudes.

Esto unido a una redaccién en la que en varias paginas un nifio nifia presenta su propio
problema y otros de su entorno, hacen un libro original y por tanto distinto y tnico.
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DIFERENTES RAZONAMIENTOS DE ESTUDIANTES DE ESCUELA
SECUNDARIA FRENTE A UNA TAREA DE INECUACIONES LINEALES
EN DOS VARIABLES

StELLA NORA GATICA

I. INTRODUCCION

En el sistema educativo de la Republica Argentina, particularmente en el noveno afio de la EGB después
de la reforma, tercer afio del nivel secundario (sistema antiguo), se encuentra dentro del curriculo de los
contenidos a ensefar, el tema: inecuaciones lineales en dos variables.

Los alumnos logran aprender a resolver inecuaciones, a través de procedimientos y de regias
previamente establecidas, pero no enlazan aspectos conceptuales.

Su ensefanza se reduce a establecer nociones acerca de este concepto y a su representacion grafica,
pero en muchas ocasiones, debido a la extensioén de los planes de estudio, al momento de reducir
algunos temas, los profesores eligen comprimirlo. La situacién es mas critica aun, en los casos en que
practicamente no se ensefa, a pesar de ser éste un concepto importante.

Notamos asi, la ausencia de comprensidn de este conocimiento; si bien esta tarea no es nada facil ya
que se existen grandes dificultades en los alumnos para alcanzar una comprension satistactoria en dicho
campo. Esto da lugar a que los estudiantes tengan una idea muy limitada sobre el tema, lo cual
repercute en materias posteriores (en la mayoria de los casos universitarias), pues en estas, las
inecuaciones que se utilizan requieren conversiones geométricas, algebraicas y de lenguaje natural, y de
articular las diferentes representaciones en estos tres registros.

El propésito del presente trabajo, surge como una respuesta a la problemética sehalada anteriormente,
considerando que la Didactica de la Matematica juega un papei primordial en estas circunstancias.
Desde este enfoque, nos interesa determinar cémo los estudiantes realizan la construccién de este
concepto y qué relaciones establecen con conocimientos anteriores.

“La gran mayoria de los alumnos, no reconocen al mismo objeto a través de las representaciones que se
dan de él. la escritura algebraica de una relacién y su representacion gréfica, la escritura numérica de
una razon y su representacion geométrica sobre una recta, el enunciado de una férmula en espaiiol y su
escritura en forma literal, la descripcion de una situacién y su planteamiento en una ecuacién...Esto
subsiste adn después de una ensefanza sobre los conocimientos matematicos que ha utilizado
frecuentemente esos diferentes registros.” (Duval, 1998).

Si bien el tema se encuentra ubicado dentro del Algebra escolar, en donde se han realizado un gran
numero de investigaciones en este campo, en nuestro tema especifico, los estudios realizados son
escasos y se ocupan de aspectos parciales sobre este concepto.

En efecto, Duval (1998), Acuia (1998), establecen que existen dificultades para resolver tareas de
encontrar representaciones geométricas de las soluciones de una inecuacion. Acuiia comprueba que si
bien los alumnos conocian el significado algebraico de la desigualdad, estos conocimientos fueron
insuficientes para hacer una articulacién adecuada con el registro grafico.

Estas investigaciones muestran que existen dificultades para resolver tareas de encontrar
representaciones geométricas de las soluciones de una inecuacién. Sin embargo, no revelan con
claridad razonamientos de los estudiantes en los que se pueda observar con mas detalle qué los lieva a
una solucién correcta o incorrecta.

Nuestro trabajo, muestra los razonamientos realizados por alumnos de alto rendimiento, que revelan en
su esfuerzo por resolver tareas, formas de razonamiento que se aproximan a las que realiza un
matematico, aunque no pueden acabadamente llegar a la solucién.

Il. MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Nuestra exploracién considera como referencia el enfoque cognitivo, desarrollado por Raymond Duval
(1993) basado en los registros de representacién semiética. En particular la conversién entre el registro
algebraico y el grafico y su importancia en el aprendizaje de nociones matematicas.
Duval, enfatiza la incidencia de “representacion” en matemdticas, estableciendo que no es posible
estudiar los fenémenos relativos al conocimiento sin recurrir a la nocién de representacion.
Pluvinage (1998), con relacion a la obra de Duval, afirma que en el caso de la representacién de objetos,
se introducen dos niveles que obligan a distinguir dos conceptos: los sistemas semidticos y los registros.
Un sistema semiético es un conjunto de signos y reglas con el fin de representar objetos, los signos son
las unidades elementales del sistema, las reglas rigen las asociaciones de signos.
Para hablar de registros se necesitan varios sistemas semiéticos orientados hacia la representacion de
un conjunto dado de objetos. Un registro es un sistema semiético que permite dos posibilidades de
transformacion de una representacion en otra:

Transformaciones internas a un registro que llamaremos tratamientos.

Transformaciones que van de un registro a otro y que llamamos conversiones.
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En otros términos:

Si un objeto tiene dos representaciones diferentes en el mismo registro, el paso de una a otra
sera un tratamiento.

Si un objeto tiene una representaciéon en un registro y una representacion en un segundo
registro, el paso de una a otra sera una conversion.
Un conocimiento conceptual estd integramente comprendido cuando es posible la coordinacién de al
menos dos registros de representacion y esta coordinacion se manifiesta por la rapidez y la
espontaneidad de la actividad cognitiva de conversion.
En nuestro caso especifico, la Teoria de Situaciones, Brousseau G. (1986) y la metodologia de la
ingenieria didactica, Artigue (1995), nos ayud6 a realizar una experiencia en el salon de clases, asi como
analizar el comportamiento de los alumnos.

lll. EsTUDIOS PREVIOS

Inicialmente, interesados en conocer las propuestas de ensefianza existentes, realizamos observaciones
en clases introductorias al tema que nos ocupa. Asimismo, analizamos tres de los libros de texto de
mayor circulacion en nuestro pais, ya que estos representan referencias importantes para los profesores.
De las observaciones realizadas en clase, propuesta de ensefianza usual, concluimos que los profesores
al momento de introducir el tema, permanecen en la siguiente ruta lineal:

Registro algebraico: El profesor propone: Vamos a encontrar el conjunto solucién de la inecuacion: y <
2x + 1.

Registro numérico: E| profesor reemplaza algunos puntos del plano en la inecuaciéon propuesta,
estableciendo con Verdadero o Falso, si cumple o no, con el signo de la desigualdad.

Registro grafico: El profesor sombrea la zona del plano donde estan ubicados los puntos con resultado
Verdadero, estableciendo que esa region es el conjunto solucién buscado.

Nos preguntamos:

¢ Coémo se alcanza este conocimiento?

¢Es posible que los alumnos estableciendo algunos puntos o un ndmero finito de puntos los cuales
cumple la desigualdad, puedan extender el conjunto solucién de una inecuacion a todo un semiplano?

¢ Qué representacién cognitiva realizan para comprender la extension de este concepto?

Del andlisis de los libros de texto, concluimos que la introduccién del tema, se realiza de ja misma
manera que los profesores en el salén de clases.

Duval (1998) sefiala que el “instrumento” que posee el estudiante para enfrentar este tipo de problemas
se reduce a una regla de codificacion: “a un punto del plano le corresponde un par ordenado (una pareja
de numeros)”, que no es suficiente para resolver la tarea. O sea, que actia como “verificador” de ltos
puntos que cumplen la desigualdad. En efecto, por mas puntos que se localicen en una tarea de
“sombreado” nunca se podra llegar a sombrear la zona completa sin una interpolacién y aceptar la
pertinencia de la ley gestaltista de contigliidad.

En esta etapa, investigamos, ademads los distintos registros de representacion semiética en el tema que
nos ocupa.

IV. OBUETIVO ESPECIFICO

Nuestro objetivo: identificar las estrategias y dificultades de los alumnos en la iniciacion del estudio de
las inecuaciones lineales en dos variables mediante una experiencia disefiada bajo un enfoque
constructivista.

Las siguientes preguntas orientaron nuestro trabajo:

¢ Serian capaces los alumnos de obtener graficamente el conjunto solucién de una inecuacién lineal en
dos variables? De ser asi Como pueden hacerlo? ¢Qué razonamientos ponen en juego?.

¢Coémo realizarian los alumnos la conversién del registro algebraico al grafico?.

¢La inecuacion lineal en dos variables, como objeto matematico, apareceria para los alumnos como un
conocimiento totalmente nuevo, desvinculado con sus conocimientos anteriores?

Para pretender responder algunas de las preguntas, elaboramos una situacién que fue puesta en escena
con alumnos de 3er. Afio (14 — 15 afios) quienes desconocen totalmente el concepto. Elios ya han
estudiado los temas: inecuaciones lineales en una variable, ecuaciones lineales en dos variables y
sistemas de ecuaciones lineales.

El andlisis que realizamos en nuestra investigacion es el referido a las estrategias efectuadas por el
alumno, sin influencias externas y que lo lleva, frente a un ejercicio asumido como problema para
solucionario, a encontrar una solucién la cual puede ser o no la verdadera. Era nuestro objetivo provocar
un cierto desequilibrio, al hacer aparecer resolviendo la inecuacion, el conjunto solucion.

V. DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA

Se eligio un curso, en general de “buenos alumnos”, mixto, de 25 alumnos. Se realizaron entrevistas con
el profesor, familiarizindolo con la dinamica de la clase. Todas las clases de Matematicas, se habian
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llevado a cabo de la misma manera: el profesor explica un tema, luego los aiumnos realizan actividades
relacionadas con ese tema. Era la primera vez, que se encontraban con una situacion a-didactica.

El profesor comenzé la clase recordandoles el tema anterior: ecuaciones lineales en dos variables,
mediante un ejemplo y encontrando el conjunto solucién.

Para la siguiente actividad, les propuso separarse en grupos de tres o cuatro integrantes. Luego les
entregd una hoja a cada grupo, en donde se encontraban dibujadas un sistema de ejes cartesianos, la
recta de ecuacion y = -1/2x + 3 y en la parte inferior la inecuacion y<-1/2x + 3. E! profesor les establecié
la siguiente consigna: En la hoja tienen dibujada una recta de ecuacién y = -1/2x + 3. El trabajo que les
propongo consistird en encontrar graficamente los puntos que satisfacen la relacion siguiente: y<-1/2x +
3.

En cada grupo se encontraba un profesor encargado de grabar las conversaciones de los estudiantes asi
como llevar un registro del avance de la tarea. Los alumnos trabajaron y luego se realizé una puesta en
comun.

En la puesta en comun, los estudiantes, separados en grupos, expusieron sus resultados. En un grupo,
solo encontraron un nimero finito de puntos: los ubicados sobre los ejes cartesianos, con valores
enteros, situados por debajo de la recta. Otro grupo, habia encontrado el conjunto solucién pero
relacionandolo con un concepto aprendido anteriormente por ellos: inecuaciones lineales en una
variable. Dos grupos, encontraron un punto que cumplia la inecuacion y a partir de él, obtuvieron la recta
paralela a la dada, que pasaba por ese punto. Otro de los grupos, también habian encontrado una recta,
por debajo de ia dada pero la obtuvieron de la siguiente manera: en ia ecuacién, dando valores a la
variable x, resolviendo las operaciones y a ese resultado, multiplicarlo por -1. A el valor asi encontrado,
le asignaban el valor de y. De esta manera dibujaron la recta. Hubo un Ultimo grupo que practicamente
no obtuvo resultados, ya que, a pesar de los esfuerzos realizados, no se hicieron cargo del problema.

VI. COMENTARIOS FINALES

En general, los estudiantes no construyen acabadamente el conjunto solucion. Esto se debe a que en
este concepto, se halla implicito una serie de convenciones establecidas por el hombre, las cuales no
pueden ser descubiertas sin una adecuada institucionalizacién. Sin embargo, los estudiantes, en su afan
de resolver el problema, encuentran recursos para lograr establecer que la solucién esta formada por un
namero infinito de puntos. Han trabajado como lo haria un matematico: al encontrar la ecuacién de una
recta, cuyos puntos cumplen con la desigualdad estipulada, descubren una forma de generar infinitos
puntos que son parte del conjunto solucién.

El hecho de haber estudiado anteriormente ecuaciones, donde el conjunto solucién es una recta, parece
que afecta a que ellos intenten encontrar otra recta como solucién de una inecuacién. Es decir, se
apoyan en conceptos aprendidos, como son ecuaciones y en uno de los grupos, inecuaciones en una
variable.

Al parecer, un buen desempefio, depende de una buena eleccién de problemas, de lograr que el
estudiante se haga cargo de ellos, del trabajo en equipo y de una intervencion apropiada del profesor lo
que logra una mejor articulacion de la inecuacion y las zonas correspondientes y por tanto mejore la
comprensién del estudiante sobre este topico.
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MATEMATICAS DE LAS CIENCIAS SOCIALES Y HUMANAS EN LA
ENSENANZA SECUNDARIA

BALTASAR SANCHEZ MARIN - FRANCISCO JIMENEZ GOMEZ - JORGE OLLERO HiINOJOSA

INTRODUCCION

En este trabajo se analiza la parte matematica del curriculum de los alumnos de ensefianza
secundaria en las opciones o modalidades de Ciencias Sociales y Humanidades, entendiendo por
curriculum “ef conjunto de objetivos, contenidos, métodos pedagdgicos y criterios de evaluacion de cada
uno de los niveles, etapas, ciclos, grados y modalidades del sistema educativo que regulan la préctica
docente” (L.O.G.S.E., Art.4). Con este fin, se ha efectuado la revision de cuestionarios oficiales, libros de
texto y programaciones de matematicas de los departamentos didacticos de distintos centros de
ensefanza secundaria, realizando asi un estudio, segin la terminologia de Erickson (cit. Ruiz
Higueras1998, p.92), de naturaleza cualitativa e interpretativa. Por otro iado, se ha realizado un andlisis
cuantitativo de las respuestas a un cuestionario de contenidos basicos contestado por una muestra de
alumnos del dltimo curso de ensefianza no universitaria. Dicho andlisis se hace no sélo en términos
absolutos sino también relativos, comparando la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas en los
dos sistemas educativos BUP-COU, en fase de desaparicion, y LOGSE en casi plena implantacién.

DESCRIPCION DEL ESTUDIO

Al principio del curso 1999/2000 se pasé un cuestionario a un total de 374 alumnos de los que
aproximadamente la tercera parte eran estudiantes de COU, 118 alumnos, y el resto eran estudiantes de
segundo curso de Bachillerato-LOGSE, 255 alumnos, matriculados respectivamente de Matematicas Il y
de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales |l en diversos |.E.S. de las provincias de Granada y de
Jaén.

El cuestionario se elaboré con el propdsito de servir de prueba inicial para medir el nivel de
conocimientos previos de los alumnos que habian de recibir enseiianza de las asignaturas mencionadas
y que sirviera de base para la comparacién de ios resultados de ambos colectivos.

Establecido el propdsito de! cuestionario, para proceder a su elaboracion, se revisaron los
programas de Matematicas en los cursos previos, se consultaron los libros de texto mas utilizados y las
programaciones de los departamentos didécticos de Matematicas de algunos centros. De esta manera
se concreto el cuestionario en aquellos contenidos conceptuales y procedimentales basicos que forman
parte de los objetivos minimos en cursos anteriores y tienen aplicacion en distintos bloques tematicos de
las asignaturas de Matematicas de ensefanza secundaria.

Cuestionario

Atendiendo a la delimitacién del contenido, se redactd en un lenguaje usual en matematicas el
conjunto de 14 cuestiones que totalizan 30 items elementales.

El cuestionario recoge preguntas de tres bloque tematicos (1)
1. Expresiones algebraicas: items 2,3,4,5,6, 12a,12b,12c,12e.
2. Funciones e intervalos: items 1, 7, 9, 10a, 10b, 10c, 10d, 10e, 11, 14.
3. Trigonometria y logaritmos: items 8a, 8b, 8c, 8d, 8e, 12d, 13a,13b,13c,13d,13e.

Se organizaron las preguntas y sus posibles respuestas de manera que el cuestionario fuera
sencilio de cumplimentar por los alumnos y que requiriera como mucho una sesion de clase.

Se redacté una prueba piloto que fue sometida a la consideracién de los profesores de
ensefianza secundaria que colaboraron en este trabajo, lo que permitié corregir las deficiencias
detectadas.

El contenido del cuestionario se muestra en la tabla 1.

1 Este estudio es parte de otro trabajo mds amplio que incluye también el andlisis de los bloques tematicos de estadistica y de probabilidades.
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Tabla 1: Cuestionario

12.- La recta que pasa por los puntos (2,1) y (1,2) tiene por ecuacién:0a) 2x+y = 0; Ob) X' +y-5=0
; ) x+2y = 0; Ud) x+y-3=0; Je) y= x+1

22.- EI 30% de la cantidad x es: Ja) = 1002 . ) 3"_* : Oc) (30x)100; Od) 30(100x); Qe) X% 3°“°°"’

.- El resultado de sumar ; mas = es: a) & :Ib) = Dc) 10—‘ Dd) 2" Cle)
42.- (3x+4)° = : Qa) 9x°+16; Ob) 3x‘+16, Hc) 3x‘+12x+16, Qd) 9x‘+24x+16, Qe) 3x‘+24x+16

52.- (x+7) (x-7) = : a) 2x-49; 0b) x*-7; Oc) x°-49; Qd) 2x-14; TJe) 2x

62.-

(./;+5 x —5): :Ja) 2¥x ~25; Ub) 2/x ; Oc) x-25; Od) 2x-25; Te) x-5

72.- El dominio de definicién de la funcion Ua) El conjunto de los nimeros mayores de
2

— 1 .
fx)= w3 % ab) El conjunto de los numeros reales

positivos (R*)
Qc) El conjunto R
Qd) El conjunto de los numeros reales
menos el 2 (R -{2})
De) El conjunto de los numeros reales
menos el 0 (R -{0})
8%.- Sefala cudles de las igualdades siguientes son verdaderas para cualquier valor de o: Ca)
sena+ cos’a=1; Ob) tage= cosa/sena; Oc) cose=1/senq; 1d) senac[-1,1]; Qe) tagae(-,+x)
92.. Sefala qué funcién o funciones determinan que a cada n? real x le corresponda su inverso:
Qa) f(x) = -x; ab) f(x) = 1/(x); Qc) f(x) = -f(x); Qd) f(x) = 1/x; Qe) f(x)= 1-x.
102.- De las relaciones siguientes, sefiala las que son verdaderas: Oa) 3/4¢<([3,4]; Qb) 3/4<(-~ ,1];
Qc) -5/2¢[-20,-3]); Qd) -20>-3; Je) 4¢(4, +=)

112.- El dominio de definicién de la funcion Oa) El conjunto de los numeros reales
f(x) = J_2 es: positivos (]R*)

Qab) El conjunto de los numeros reales
menos el n? 1 (R - {1})

Qc) El intervalo (-, -1) U (1, +=)

idd) El intervalo [-1,1]

e) El conjuto R de todos los numeros
reales

12°.- Sefala cudles de las igualdades siguientes son verdaderas: a) V2 ey =xeyib) {2 =m;
¢) x2 = x> d) Ly, {xy) =L x + Lo y; €) X° xX°=x" ( Nota: L, x indica logaritmo neperiano de x).

132.- Sefala cudles de las igualdades siguientes son verdaderas: a) log,,(azbz):ﬁ; b) log,,(7“)=7;

c) mg,,(a2 3) 5; d) cos (@) = cos (-); e) sen (a)=sen (-«) (Nota: log « indica logaritmo en base a ).
142.- Los ingresos y los costes, en mlllones de ptas, de una empresa vienen dados,
respectivamente, por las funciones I(x)—58x-4x y C(x)=100+6x, donde x son miles de Kilos de
producto fabricado y vendido. Hallar:

a) La funcién que da el beneficio. {Qué clase de funcién es? b) Los puntos de equilibrio (en
donde la empresa ni gana ni pierde).

Resumen de los resultados por bloques

Expresiones algebraicas

En la tabla 2 se presenta un resumen de resultados por item, con el porcentaje de respuestas
correctas de ambos grupos, asi como los resultados del contraste de Mann-Whitney aplicado para
comparar las respuestas de los alumnos de COU (C) y los alumnos de LOGSE (L), cuantificando con 1 la
respuesta correcta y con 0 la respuesta incorrecta o ausencia de respuesta.
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Tabla 2: Porcentaje de respuestas correctas y resultados del contraste de Mann-Whitney de los items de
expresiones algebraicas
ftem [ftem [item [ftem [item [ftem [ftem [item | Item

2 3 |a |s e 12a |12b |12¢ |12 | % medio
cou 73.11 | 97.48 | 91.60 | 96.63 | 76.47 | 57.14 | 56.30 | 62.18 | 65.54 | 75.16
LOGSE 88.24 | 89.02 | 73.33 | 89.41 | 54.12 | 38.82 | 63.13 | 56.86 | 62.74 | 68.41

TestdeM-W | L>C |L<C |L<C |L<C [L<C {L<C [L=C |L=C |L=C

A primera vista, los alumnos de COU obtienen un porcentaje de aciertos superior a los de
LOGSE en 7 de las 9 cuestiones y, en las otras dos, dicho porcentaje es mayor en LOGSE.
Estadisticamente, tras aplicar el contraste de Mann-Whitney de igualdad de medianas, se ha confirmado
en 5 preguntas que los resultados de COU son mejores, con un nivel de significacién de! 1%. Los
alumnos de LOGSE solo responden significativamente mejor al item 2 en el que se propone transcribir
un problema expresado en lenguaje usual al lenguaje algebraico. En los 3 items restantes no se han
obtenido diferencias estadisticamente significativas.

Funciones e intervalos

En la tabla 3 se recogen los resultados de los items propuestos sobre funciones e intervalos, con
el porcentaje de respuestas correctas y los resultados del contraste de Mann-Whitney aplicado para
comparar las respuestas de alumnos de COU y alumnos de LOGSE.

Tabla 3: Porcentaje de respuestas correctas y resultados del contraste de Mann-Whitney de los items de
expresiones algebraicas

ltem |[item [ftem |[Hem [ltem [ltem [item |Item [item .

1 |7 |o [10a |10b [10c [1od |10e |11 |7 medi
cou 72.26 1 77.31 | 21 73.95( 62.18 | 76.47 | 76.47 | 35.29 | 15.97 | 56.77
LOGSE 59.21 | 74.50 | 16.47 | 61.56 | 49.41 | 59.61 | 68.23 | 46.67 | 21.18 | 50.77
Testde M-W | L<C* | L=V | L=V [L<C*|L<C |L<C*|L=C |[L=C [L=C

Nuevamente responden mejor los alumnos de COU, aunque para todos ha disminuido
considerablemente el porcentaje medio de aprobados en este bioque de cuestiones, con respecto al de
expresiones algebraicas (no hemos tenido en cuenta en esta valoracion los resultados del item 14). El
porcentaje de respuestas correctas es superior en los alumnos de COU en 7 de las 9 cuestiones de
verdaderoffalso sobre funciones e intervalos. Estadisticamente, tras aplicar el contraste de Mann-
Whitney se ha confirmado en 4 cuestiones, con un nivel de significacion del 5%, que los resultados de
COU son mejores, en 3 de las cuales, sefialadas con *, el nivel de significacién ha sido del 1%. Los
alumnos de LOGSE no responden significativamente mejor en ninguna de las preguntas.

El item 14 se ha valorado sobre 10 puntos, obteniéndose unas calificaciones muy bajas en los
dos colectivos de alumnos, pero considerablemente peores en COU, pudiendo justificarse este hecho en
base al escaso habito de estos alumnos de traduccion del lenguaje usual al lenguaje de las matematicas.
Trigonometria y {ogaritmos

Los resultados de las cuestiones de este bloque, con el porcentaje de respuestas correctas de
ambos colectivos, y con los resultados del contraste de Mann-Whitney se recogen en la tabla 4.

Tabla 4: Porcentaje de respuestas correctas y resultados del contraste de Mann-Whitney de los items de
trigonometria y logaritmos

tem |[Iltem j{ltem [Iitem |ltem |ltem |[Iltem [Iitem [item [item |Iltem

8a_ |8 |8 |8d |8 |12d {13a [13b |13c |13d |13e [|”emedio

cou 96.63 | 88.23 | 57.14 | 35.29 | 21.84 | 63.86 | 61.34 | 43.69 | 39.49 | 30.25 | 59.6 | 54.30

LOGSE | 44.70 | 34.51 | 48.23 | 9.1 9.1 4156 | 52.16 | 34.12| 25.1 | 17.65 | 50.98 | 33.38

Test de

MW L<C |L<C [L=C [L<C |L<C |L<C |L=C |L=C |L<C |[L<C |L=C
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En la uitima columna se ve que el porcentaje medio de respuestas correctas ha sido superior en
COU. El contraste de Mann-Whitney confirma que, en 7 de las 11 preguntas, son mejores los resultados
en COU, con un nivel de significacion del 1%, y no se han obtenido diferencias significativas en las otras
4 preguntas.

Interrelacion entre preguntas del cuestionario.

Mediante el cruce de las respuestas y con ayuda del contraste chi cuadrado para independencia
se pueden establecer asociaciones entre las preguntas. Las tablas 5 y 6 presentan, respectivamente
para LOGSE y para COU, Unicamente aquellas situaciones en las que es manifiesta una asociacién
entre los items del bloque de expresiones algebraicas. Andlogamente se ha hecho con los otros items.

Tabla 5: Resultados del contraste chi cuadrado en LOGSE Tabla 6: Resultados del contraste
chi cuadrado en COU
ftem 5 ftem 6 item 2b item 12¢ Item 12e item 6 jtem 12¢
item 2 - - P=0.0095 |- - item 4 P=0.0142 |-
item 3 P=0.0214 | - - - - item12b |- P=0.009

item 4 P=0.037 | P=0.0183

jtem 5 P=0.009 - . -

item 6 P=0.009 P=0.014 |- -

item 12b | - P=0.014 P=0.000 -
RESUMEN

Del resultado del cuestionario sobre conocimientos basicos en Algebra y en Andlisis, contestado por 119
alumnos de COU y 255 alumnos de SegundoCurso de Bachillerato-LOGSE, se puede concluir lo
siguiente:

El porcentaje de respuestas incorrectas o preguntas no contestadas es muy alto, sobre todo en
los bloques de funciones e intervalos y en trigonometria y logaritmos, con un tanto por ciento medio de
respuestas incorrectas, a las 29 cuestiones de verdadero/ falso planteadas, que ha sido de 37.92 en
COU y de 49.15 en LOGSE.

Destaca la gran ausencia de respuestas a la hora de interpretar una situacién concreta
presentada mediante funciones lineales y cuadréticas, item 14, pues sélo responden el 26.05% de
alumnos de COU, que lo hacen muy mal, y el 51.37% de los de LOGSE, de los que sélo el 36.64%
consigue puntuacion mayor o igual a 5.

El porcentaje medio de respuestas correctas ha sido siempre superior en COU, en cada una de
las clases de cuestiones planteadas. Los resultados del contraste estadistico de Mann-Whitney han
confirmado que los alumnos de COU han obtenido mejores resultados, con un nivel de significacién del
5%, en 16 de las 29 preguntas de verdadero/falso que en total se han formulado, en 15 de las cuales el
nivel de significaciéon ha sido del 1%. Esto pone de manifiesto que los alumnos de COU tienen mas
afianzadas las técnicas de calculo algebraico y que conocen mejor que los de LOGSE conceptos basicos
de teoria de funciones y de trigonometria y logaritmos.

Los alumnos de LOGSE sélo han respondido mejor al item 2 y al item 14( al nivel de
significacién del 1%). En el primer caso la cuestion pide transcribir un problema expresado en lenguaje
usual al lenguaje algebraico; el segundo es un probiema de funciones que plantea una situacién concreta
de costos y beneficios.

Los resultados del contraste chi cuadrado encuentran asociacién estadisticamente significativa
entre las respuestas de pocas preguntas. El andlisis de sus causas seré objeto de un andlisis posterior.
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LAS PROBABILIDADES EN LAS PRUEBAS DE ACCESO A LA
UNIVERSIDAD

BALTASAR SANCHEZ MARIN - JORGE OLLERO HINOJOSA - FRANCISCO JIMENEZ GOMEZ

INTRODUCCION

En esta comunicacion se analizan los ejercicios de probabilidad propuestos en las pruebas de
acceso a la Universidad en Andalucia, tanto en el aspecto cualitativo, relacionado con el tipo de
cuestiones propuestas, como en el cuantitativo, ligado a las calificaciones obtenidas por los estudiantes
que participaron en las citadas pruebas. E! objetivo del presente trabajo es realizar un estudio
comparativo sobre los niveles de conocimientos alcanzados en probabilidad, tanto en Matematicas Il de
COU como en Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales |l de Bachillerato-LOGSE, a través de las
Pruebas de Acceso a la Universidad en Andalucia, desde practicamente la implantacion del distrito Gnico
andaluz, analizando datos de las convocatorias correspondientes a los cursos 96/97, 97/98 y 98/99. Este
trabajo, continuacién de otros realizados por los autores (Sanchez, Ollero y Jiménez,1999a; 1999b),
entra en conexion con la linea de recientes investigaciones sobre el andlisis de los resultados de las
pruebas que conforman la selectividad (merecen citarse, Mufioz-Repiso y Murillo 1997; Murillo, 1997,
entre otras). El trabajo se ha organizado de la manera siguiente: En primer lugar se hace una breve
exposicion de la estructura de cada prueba, se describe la pobiacion y el periodo y la muestra utilizada
en el estudio y se efectia una clasificacién de los ejercicios de probabilidad propuestos. Seguidamente
se realizan diferentes andlisis cuantitativos de las calificaciones obtenidas en dichos ejercicios.
Finalmente se enumeran las principales conclusiones.

ESTRUCTURA DE LA PRUEBA

La estructura de la prueba es la misma en ambas asignaturas, con dos opciones excluyentes
que plantean ejercicios de cada uno de los tres bloque diferenciados del programa: Algebra, Andlisis y
Estadistica, calificados sobre 3 puntos, 3 puntos y 4 puntos respectivamente. El ejercicio de estadistica
se subdivide en dos partes, cada una con una puntuacién maxima de 2 puntos. En LOGSE (L), la
primera parte versa sobre probabilidad y la segunda sobre inferencia y muestreo. En COU (C), casi
siempre se plantean cuestiones de estadistica descriptiva en una parte y de célculo de probabilidades o
de distribuciones de probabilidad en la otra.

POBLACION, PERIODO, MUESTRA Y EJERCICIOS

La pobiacién objeto de estudio estd constituida por los estudiantes que se examinaron de
Matematicas li de COU o de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociaies |l de Bachillerato-LOGSE en
las Pruebas de Acceso a la Universidad en las distintas Universidades de Andalucia, en las dos
convocatorias de los afos1997, 1998 y 1999 (J97, $97, J98, S98, J99 y $99). La muestra consta de un
total de1577 alumnos de Bachillerato-LOGSE y de 3651 alumnos de COU, que se examinaron en
distintas universidades andaluzas.

Los ejercicios de probabilidad propuestos en este periodo se han clasificado, como presenta la
tabla siguiente, en dos clases principales, cada una subdividida en varias subclases o tipos de ejercicios.

Los enunciados estan publicados por la Consejeria de Educacién y Ciencia de la Junta de Andalucia en
las referencias que se citan a continuacién. Pruebas de Acceso a la Universidad, 96/97, p.p. 193, 196-
197,448-449 y 440-441; Pruebas de Acceso a la Universidad, 97/98, p.p. 226-227, 219-220, 520-521 y
528- 529; Pruebas de Acceso a la Universidad, 97/98, p.p. 307-308, 310-311, 677-678 y 673-674.
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Tabla 1: Tipos de ejercicios de probabilidad

EJERCICIOS DE :
PROBABILIDAD TIPOS CARACTERISTICAS
P1 Determinacién elemental de probabilidades mediante célculo
inmediato.
CLASE | p2 Determinacién de probabilidades que requieren el uso de una

estrategia de resolucion no inmediata.
Sucesos aleatoyyios y P3 Determinacién de probabilidades que requieren el uso de
célculo de probabilidades combinatoria y/o_&lgebra de sucesos.

PTB Aplicacion de los teoremas de la probabilidad total y de Bayes.

B1 Uso directo del modelo binomial.

CLASE Il B2 Aproximacién al modelo binomial.

E:s:;t:)l:;:éc;r;es de N1 Distribucién normai con pardmetros conocidos.
N2 Distribucién normal con pardmetros desconocidos.

La tabla 2 muestra el nimero de ejercicios de probabilidad, de los distintos tipos, propuestos en
convocatorias de junio y en convocatorias de septiembre.
Tabla 2: Distribucién de los ejercicios de probabilidad propuestos

P1|P2{P3|PTB|B1|B2|N1]|N2

Junio 1 212 1 - - - -
LOGSE

Septiembre | 1 3|1 1 - - - -

Junio 3 - - - - 1 2 1
cou

Septiembre | 1 1 - - 3 - 2 -

ANALISIS DE LOS RESULTADOS POR CONVOCATORIAS Y SISTEMAS DE ENSENANZA

En primer lugar, se resumen de forma descriptiva los resultados en base a los principales
parametros estadisticos. Para cada ejercicio, en la tabla 3, se muestra el n® y porcentaje de alumnos,
media, desviacién tipica (S), porcentaje de aprobados (x=1) , y coeficientes de asimetria (Cas) y de
curtosis (Ccs) estandarizados, de las calificaciones Obsérvese la fuerte asimetria y curtosis que invalida
la hipdtesis de normalidad de las poblaciones e impide la aplicacion de las técnicas estadisticas
paramétricas usuales.

Tabla 3: Parametros estadisticos de las calificaciones de los ejercicios de probabilidad por convocatoria, opcion y
tipo de ejercicio

LO.GSE C.o.u.

Comvo- | pogy | M(%Ide | yosia | s { x:1 | Cas | Cos | Partel | Panten | " (%) de

catoria alumnos ‘ alumnos | Medes s x:1 Cas Ces

JO7A P2 62 (49.6) 073 {0791 48.4 18 -1.9 P1 N1 92 (58.35) | 0.97-080 | 0.58-0.84 | 78.250 | 0.21-0.63 | -0.1-(-3.1)

Jo78 P3 63 (50.4) 011 1041|8635 128 | 265 63 (40.65)

S97A P2 49 (62.03) 022 1035|204 a6 198 N1 119 (75.8) 0.33 0.62 19 8.06 448

SO7B P3 30(37.97) | 0076 |} 0.25 | 3.33 87 182 B1 B1 38(24.2) | 024013 | 0.51-0.39 | 15.8-10.1 | 573-7.87 | 5.84-11.9

JO8A P2 65 (25.89) 049 | 058 | 16.9 36 074 P1 668 (71.8) 085 o.s88 42 391 -8.74

JogB P3 186 (74.1) 020 | 039|538 115 |112] P N2 262 (28.2) | 0.62-0.20 | 0.77-0.45 | 34.412 | 580156 | -276-16.0

sesa | P1 | 363081 | 067 |o0ss|4a72| 03 | 25| P 65(2281) [ o051 064 20 361 0.125
s088 | PTB | s2(e0.49) | 044 | 07 (268 | 48 |o0s6 N1 (727?1"9) 051 075 313 617 -1.06
Jooa | P1 | 2100318 | o0es [o0s2|se2| 01 [ a8 N1 | 150108 [ 02 046 174 083 841

Joo8 | PTB | as0(e8z | 117 o079 |707| 3 | 61 B2 | 1265@0.4) | o026 057 13 318 24.27
sooa | P2 | 1173 | 033 [os4|258| 64 [278 P2 |34 | o0 .48 119 188 2003
soeB | P2 | 207(66) | 027 |o4s| 78| 118 | 95 B1 |385(s43) | 013 0.35 72 212 36.56
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La comparacion de los resultados de los ejercicios se realiza mediante el contraste de Kruskal-
Wallis. Los ejercicios se han identificado con las siglas de la convocatoria y de la opcién y en COU se
afnade | o I (parte | o parte Il) en los casos necesarios. Los valores del estadistico experimental y del P-
valor, que muestran las tablas 4 y 6, indican que en ambos sistemas de ensefanza existen diferencias
estadisticamente significativas entre las calificaciones de los distintos ejercicios.

Tabla 4: Contraste de Kruskal-Wallis aplicado a los ejercicios de LOGSE

Todos los

ejercicios JO7A  J97B  S97A S97B JO9BA J9BB S9BA S98B J99A J99B S99A S99B Texp.423
P=0.

Rango medio 8417 4641 6161 4525 734 5432 9518 6701 9346 1064 6171 5895 00

Con el propésito de encontrar explicaciones a la significacion, se han comparado por parejas los
resultados de todos los ejercicios con ayuda del contraste de Mann-Whitney. Algunos de los resultados
obtenidos se recogen en la tabla siguiente.

Tabla 5: Resultados de! contraste de Mann-Whitney para parejas de ejercicios de LOGSE

J97B=897B | J97A=J98A | JIBA=S98B | S98A=J99A | J98B=S99B
Test de P=0.98 P=0.11 P=0.22 P=0.45 P=0.15
Mann-Whitney
S98A=J99B | JI7A=J99A | J97A<JI9B | JIBA<JIGA | JI99A<JI9B
P=0.29 P=0.1004 | P=0.000063 | P=0.00009 | P=0.000085

Se observa, por ejemplo, que no existen diferencias estadisticamente significativas entre las
calificaciones de J97A y J98A y que las mejores calificaciones se han obtenido en el ejercicio J99B.

Procediendo del mismo modo, en la tabla 6 se recogen los resultados correspondientes a COU.
Tabla 6: Contraste de Kruskal-Wallis aplicado a ios ejercicios de COU

I)Zdeojsercicios JOTA-l JO7A-Il S97A  S97B-1 S97B-Il J9BA  J9BB-I J9BB-Il S9BA S98B JIOA J99B S99A S99B | Texp=643

Rango medio 2974.2 2613.8 18759 1757.1 15212 2588.0 23619 1701 2305 2065 1789 1776 1845 1594

P=0.0

Las causas de significacién se encuentran realizando nuevos contrastes de Mann-Whitney,
algunos de cuyos resultados se muestran en la tabia 7.

Tabla 7: Contrastes no paramétricos de Mann-W hitney por pares de ejercicios en COU
JO7A-I=J97A-Il | S97A=S97B-| | SI7A=S97B-il | S98A=J99A | S9BA=J98B
Test de Mann-Whitney | P=0.55 P=0.49 P=0.15 P=0.45 P=0.19
JI99A=J99B S99A=S99B | JI7A-I >J98A | JI7A- >JI9A | JIBA >J99A
P=0.75 P=0.46 P=0.0115 P=0.00 P=0.00

Se observa que existen diferencias estadisticamente significativas entre las calificaciones de los
ejercicios de junio de 1999 respecto de los ejercicios de los dos afios anteriores y que, generalmente, las
calificaciones de los distintos ejercicios de una misma convocatoria no han resultado significativamente
diferentes.

Este trabajo se completa con diversos andlisis ( no recogidos aqui por razones de espacio) para
cada sistema de ensefianza en los que se comparan resultados de distintas maneras: a) por tipos de
ejercicios; b) por opciones y/o tipos de ejercicios en una misma convocatoria; ¢) por convocatorias con el
mismo tipo de ejercicios. Se termina el trabajo con la comparacién de resultados entre sistemas de
ensefianza.
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CONCLUSIONES

Matematicas Aplicadas a las C.C. Sociales |l
Se han propuesto un total de doce ejercicios
que se han clasificado en cuatro tipos.

Los dos del tipo P1, han obtenido el 54.88% de
aprobados.

Los cinco, del tipo P2 han obteniendo
calificaciones muy bajas, con el 21.52% de
aprobados.

Los tres ejercicios del tipo P3, son los gue han
obtenido peores calificaciones, con el 5.37%
de aprobados.

Los otros dos ejercicios, aplicacion de los
teoremas de la probabilidad total y de Bayes,
son los mejor calificados, obteniendo el
63.93% de aprobados.

El andlisis de resultados por convocatorias
pone de manifiesto que las calificaciones de
los ejercicios de probabilidad han mejorado
considerablemente en junio de 1999,
obteniéndose en esta convocatoria una
calificacién media de 1,09 puntos y el 66.08%
de aprobados.

Matematicas || de COU
Se han propuesto catorce ejercicios de los que
cinco son de calculo de probabilidades y
nueve de distribuciones de probabilidad .
Los cuatro ejercicios del tipo P1, han obtenido
el 42.45% de aprobados.
El ejercicio del tipo P2 ha obtenido el 11.9% de
aprobados.
Los cuatro ejercicios del tipo N1, han obtenido
el 28.1% aprobados.
El ejercicios del tipo N2 ha obtenido, el 20% de
aprobados.
Los cuatro ejercicios restantes, tres del tipo
B1, y uno del tipo B2, han obtenido
calificaciones muy bajas, con el 8.15% y el
13% de aprobados, respectivamente.
Del analisis por convocatorias resuita que las
calificaciones de los ejercicios de probabilidad
han empeorado en el ultimo afos
obteniendose en junio de 1999 calificaciones
muy bajas, con 0,26 puntos de media y el
13.43% de aprobados.

De las distintas comparaciones por convocatorias entre los dos sistemas de ensefanza, COU
obtiene los mejores resultados en junio de 1997 y en junio de 1998, y LOGSE en junio de 1999.
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ESTRUCTURA Y ORGANIZACION DE LAS ACTIVIDADES QUE
INCLUYEN LOS LIBROS DE TEXTO DE EDUCACION SECUNDARIA
OBLIGATORIA

ANA SERRADO BAYES - PiAR AZCARATE GODED

Las ultimas reformas educativas conceden una mayor importancia a la comunidad educativa haciéndoles
poseedores de las decisiones basicas del funcionamiento de los centros educativos. Una de las
decisiones que realiza cada comunidad educativa, que quiza afecta mas a la sociedad, en general, esta
relacionado con los libros de texto. Al inicio de los Gltimos cursos, ha surgido la demanda social del uso
que hacen nuestros alumnos del libro de texto. Este tipo de demanda no ha pasado desapercibida por
los investigadores en educacion, que han emprendido un gran numero de estudios sobre los materiales
escolares (Apple, 1989; Gimeno, 1995; Torres, 1991). En esta comunicacion presentamos los resultados
referentes al analisis de la estructura y organizacion de las actividades a realizar que se encuentran en
los libros de texto, y que forma parte de la investigacion titulada "Disefio de las unidades dedicadas al
‘Tratamiento del Azar' en los libros de texto de Educacion Secundaria Obligatoria®. (Serradé, 2000).

Los libros de texto organizan las actividades segun el lugar que ocupen en la unidad. Asi pues, podemos
encontrar actividades de presentacién o motivacion, de evaluaciéon de los conocimientos iniciales de los
alumnos, de desarrollo o proceso en las que se pretende que el conjunto de todos los alumnos alcancen
los objetivos de cada seccidn del la unidad, de refuerzo, ampliacion o profundizacién con el objetivo de
atender a la diversidad existente en las aulas de Secundaria, de sintesis o transferencia de los
contenidos aprendidos a otras situaciones, y de evaluacion (Serradé y Azcarate, 1999).

Los libros de texto de Educacién Secundaria Obligatoria inician las unidades con un conjunto de
actividades que tienen la finalidad de motivar y presentar la unidad. Si sirven para presentar la unidad,
las actividades acostumbran a ir precedidas de un texto introductorio que se refiere a la aplicacién de los
contenidos matematicos a la vida cotidiana. En el caso del "Tratamiento del Azar", estos textos hacen
referencia a la nocién de azar e incertidumbre o a los juegos de azar. Estos textos se complementan con
un conjunto de ejercicios relacionados con los datos que aporta el texto. Para el profesor estas
actividades sirven para explorar las ideas de los alumnos, principalmente las relacionadas con el
significado cotidiano de los contenidos desarrollados en el texto. Por el contrario, si las actividades son
de motivacion, se pretende que los alumnos exploren a partir de materiales manipulativos o a partir de
recopilar datos del entorno, a cerca de los contenidos a desarrollar en la unidad. De forma que a partir de
la realizacién de las actividades de experimentacion el profesor pueda detectar las concepciones de los
alumnos sobre los contenidos a desarroflar.

En ciertos libros de texto, en que la evaluacion adquiere gran significatividad, se empieza la unidad con
un PRE-TEST, que contiene una coleccion de ejercicios que permiten evaluar la adquisién de los
contenidos conceptuales y procedimentales desarrollados con anterioridad y que los alumnos tendran
que aplicar en esta unidad.

A lo largo de la unidad y en cada una de las secciones en las que se fragmenta ésta, encontramos un
conjunto de actividades denominadas de desarrolio o de proceso. Estas actividades son comunes a
todo el alumnado, y tienen como finalidad que éste alcance los objetivos relacionados con cada
contenido conceptual.

La estructura que adquieren estas actividades esta condicionada por la forma de introducir las nociones
tedricas, y al protagonismo que adquiera el alumno en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Por una
parte, los libros de texto en que las nociones tedricas se estructuran y organizan siguiendo un
modelo deductivo, caracterizado por seguir la estructura disciplinar de presentacién del conocimiento,
fragmentado en secciones que desarrollan un unico contenido conceptual. Esta estructura se compone
por un conjunto de explicaciones tedricas, que se complementa con un conjunto de ejemplos de las
aplicaciones tedricas, previos a la presentacion de las actividades de aplicaciéon del contenido
desarrollado en la seccién de la unidad. La cantidad de actividades esta condicionada por la
maquetacién del libro de texto, y puede oscilar entre una o cuatro, no en funcién de la dificultad del
contenido, sino del espacio libre tras la explicacion tedrica. Este tipo de actividades no necesita del uso
de ninglin tipo de material o recurso complementario para realizarse, simplemente lapiz y papel, que el
alumno ha de realizar individuaimente sin interaccionar con sus compaferos.
Ademas de las actividades de aplicacion, esta forma de introducir las nociones teéricas puede incluir
actividades de validacién del conocimiento. Significa que el libro de texto introduce las nociones teéricas
a partir de explicaciones, y queda para el alumnado validar las propiedades fundamentales que cumple
el contenido conceptual a aprender. Este tipo de validaciones no consiste en la demostracién formal de
las propiedades, sino en la busqueda de contraejemplos o argumentaciones que validen las
propiedades.

Por el contrario, si las nociones tedricas se estructuran y organizan de forma inductiva, las
actividades adquieren un papel muy significativo en el proceso de ensefianza y aprendizaje, pasando a
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ser el alumno el protagonista del proceso. Las actividades se caracterizan por se una secuencia cerrada
y escalonada de ejercicios que invitan a la exploracion, reflexién, validacion y aplicacién de los
contenidos de la unidad. Estas actividades se confunden con las explicaciones, de forma que la
numeracién es continua a lo largo de la unidad. Algunas de estas actividades se han de realizar a partir
del uso de recursos y datos recogidos del entomno, enfatizando la finalidad exploratoria del proceso, e
incluso las mismas actividades indican que se han de realizar en parejas o en grupo. En el primer ciclo
de Educacién Secundaria Obligatoria priman las actividades de exploraciéon de los contenidos
conceptuales, mientras que para el segundo ciclo priman las actividades de validacion y aplicacién del
conocimiento.

Al finalizar la unidad, podemos encontrar varios grupos de actividades que segun la finalidad que
adquieren en el proceso de ensefanza y aprendizaje, las clasificamos en actividades de consolidacion,
actividades de sintesis o transferencia y actividades de evaluacién. Algunas editoriales presentan
exclusivamente actividades de consolidacién de los contenidos aprendidos durante la unidad, estas
editoriales dan mds importancia a la presentacién de nociones tedricas que a la incorporacién de
actividades que puedan realizar los alumnos. Otras editoriales incluyen, ademas, actividades de
evaluacion. La incorporacion de actividades de evaluacion es una caracteristica de los libros de texto de
Educacién Secundaria Obligatoria. Ciertas editoriales presentan un conjunto de actividades de
transferencia de los contenidos aprendidos a otros contextos.

Las actividades de consolidacion tienen como finalidad consolidar y reforzar el conocimiento aprendido.
Las actividades de consolidacion deberian adquirir la finalidad de crear una estructura conceptual en el
alumno, que le permitiese relacionar los contenidos conceptuales y procedimentales desarrollados. En
este sentido, estas actividades deberian tener una complejidad mayor que las actividades de proceso, y
los diferentes enunciados o ejercicios deberian relacionar diferentes contenidos conceptuales. Por el
contrario, al analizar las actividades de consolidacion vemos que son un conjunto de ejercicios de
aplicacion directa de los contenidos conceptuales y procedimentales desarrollados en la unidad. En la
mayoria de ejercicios que se han de aplicar varios contenidos conceptuales, estos se organizan por
apartados, secuenciando al méximo el ejercicio. Las diferentes editoriales organizan los ejercicios que
configuran las actividades de consolidacion de forma diferente.

Podemos encontrar editoriales que no establecen ningln tipo de clasificacién en las actividades, con la
finalidad de que el profesor las organice segun las necesidades del grupo-clase gque esté impartiendo.
Ciertas editoriales organizan las actividades de consolidacién de sus libros de texto, clasificados a partir
de los contenidos conceptuales desarrollados en la unidad. En este caso, la complejidad de las
actividades de consolidacién decrece ya que los alumnos ni tan sélo han de identificar el contenido
conceptual al que se refiere el ejercicio.

La mayoria de las editoriales clasifican las actividades de consolidacién en actividades de refuerzo y
ampliacién o profundizacién con el objetivo de atender a la diversidad en el aula. Las actividades de
refuerzo tienen como finalidad reforzar el aprendizaje de los conocimientos desarrollados con
anterioridad. Estas actividades acostumbran a ser, como en los dos casos anteriores, aplicacién directa
de un concepto o procedimiento, con las mismas caracteristicas que las actividades de proceso. Por el
contrario, las actividades de ampliacién y profundizacién no son aplicacién directa de un contenido, sino
que necesitan de la relacion de contenidos y la elaboracion de estrategias de resolucion para poder
resolver el ejercicio.

Aungue tenemos diferentes formas de presentar las actividades de consolidacién, todas tienen la
finalidad de atender a la diversidad existente en el aula. Mientras que las actividades de proceso eran
comunes para todos los alumnos, éstas permiten agrupaciones segtn las necesidades del grupo-clase.
Al analizar en conjunto las actividades de proceso y consolidacion, observamos que hay editoriales en
las que las actividades de proceso adquieren mas importancia que las de consolidacion, y viceversa.
Estas dos formas de primar la organizacién de las actividades de los libros de texto tienen su explicacién
en las dos grandes reformas del curriculum. La reforma de los curriculos de principios de los afios 60
abogaba por reducir al minimo los ejercicios, incluyéndolos en el curriculum de forma espiral. Cuando se
ensefara un nuevo procedimiento o habilidad, la ensefianza iria seguida de una cantidad limitada de
ejercicios en dicha habilidad por si sola. Luego se ofreceria una préctica adicional de esa habilidad, que
apareceria en varios puntos del curriculo, en el contexto de problemas de otro tipo, de complejidad
creciente (Resnick y Ford, 1990). Por el contrario, las ultimas reformas del curriculum abogan por la
construccion del conocimiento matematico por parte del alumno, enfatizando en las actividades de
proceso que son las que han de permitir un aprendizaje significativo. (Serradd y Azcérate, 1999).

Al final de Ia unidad encontramos un conjunto de ejercicios con el titulo actividades de autoevaluacién,
que sugieren que el alumno ha de evaluar los conocimientos adquiridos. Este tipo de evaluacién
realizada al final del proceso de ensefanza-aprendizaje, se trata de una evaluacion sumativa del
producto del proceso de ensefianza. Clasificarlas de autoevaluacion tiene como significado darle mas
protagonismo al alumno en el proceso. Podemos encontrar dos formas diferentes de organizar las
actividades de autoevaluacién. La mayoria son un conjunto de ejercicios con tres o cuatro respuestas, en
las que el alumno ha de seleccionar cuél es la respuesta correcta. Estas actividades hacen
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referencia exclusivamente a contenidos conceptuales, en las que se evalia la adquisicion de
capacidades como aplicar, calcular, identificar, distinguir. Por el contrario, hay editoriales que presentan
un conjunto de ejercicios abiertos a realizar por el alumno, parecidos a las actividades de consoiidacién
presentadas con anterioridad, y que hacen referencia a los contenidos conceptuales que adquieren mas
importancia en la unidad.

Ciertas editoriales, ademas, incorporan un conjunto de actividades de sintesis o transferencia de los
contenidos desarrollados a lo largo de la unidad. Hay dos formas basicas de presentar estas actividades.
Los libros de texto, que incorporan actividades de sintesis, las presentan al finalizar un bloque de
contenidos. Estas estan organizadas y estructuradas como un conjunto de actividades que hacen
referencia a todos los contenidos del bloque. La finalidad de éstas actividades es relacionar los
contenidos desarrollados en las diferentes unidades del bloque, de forma que se presenta algun
ejercicio en los que se han de relacionar los contenidos de diferentes unidades. Aunque la dificultad de la
mayoria de los ejercicios es identificar cudl es el contenido conceptual a aplicar. Por el contrario, hay
libros de texto que incorporan actividades de transferencia de los contenidos desarrollados en la unidad.
Consideramos actividades de transferencia las que el alumno ha de aplicar los contenidos aprendido a
otros contextos relacionados, a menudo, con situaciones de la vida cotidiana, favoreciendo el
aprendizaje significativo y relevante de los contenidos matematicos.

Al analizar la estructura de las actividades, observamos que hay dos formas basicas de presentarlas en
relacion con la estructura general del libro de texto. Por una parte, las actividades forman parte de un
modelo tradicional de intervencién educativa, que se caracteriza por ser un conjunto de actividades de
aplicacién de las nociones tedricas desarrolladas, presentadas de forma fragmentada y que no posibilitan
al alumno la creacién de una estructura conceptual. Las actividades no invitan al alumno al uso de
recursos, sino que son actividades que se ha de realizar de forma individual y con lépiz y papel. Por
otra, las actividades se organizan para configurar un modelo tecnoldgico de intervencion educativa, en
las que se favorece el descubrimiento guiado de los contenidos conceptuales. De forma que el alumno
es el protagonista del proceso de ensefianza y aprendizaje, mientras que el papel del profesor es de
mediador en el proceso. Para la realizacién de este tipo de actividades es necesario el uso de todo tipo
de recursos, para que a partir de la manipulacién se puedan construir las nociones tedricas.
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Cuando se le proporcionaba las hojas con los problemas se les indicaba que su tarea consistia en
resolver esos tres problemas de la mejor manera que supieran y que podian utilizar el procedimiento que
les resultara mas facil para encontrar la solucién (realizar un dibujo, una ecuacién, descomponer en
factores, probar con nimeros, conjeturar, combinando operaciones aritméticas, etc.). Todos los alumnos
dispusieron de tiempo suficiente para realizar la tarea. En ningun caso se les ayudé dando alguna pista
sobre los procedimientos de solucién a utilizar en cada uno de los tres problemas. Los estudiantes que
disponian de calculadora podian usarfa para realizar operaciones gque ayudasen a resolver los
problemas.

Un andlisis previo de los problemas ayuda a comprobar cudies son las estrategias que pueden usarse
para resolver cada uno de ellos.

Cuadro 2
PROBLEMA ESTRATEGIAS DE SOLUCION [ CONTENIDO
Dibujos -Operaciones  fundamentales
EL PROBLEMA DE LA|Ensayoy error con enteros, ecuaciones de
GRANJA Algebraica (ecuaciones) primer grado con una o dos
Tabla incognitas.
EL PROBLEMA DEL Eensar en un problema mas | Multiplicacién y divis[én ”de
simple enteros, factorizacion,
MILLON . , .
Factores primos. exponentes y nimeros primos.
Numeros consecutivos
Ensayo y error e '
EL PROBLEMA DE LAS |Factorizacion multipicacién de enteros,
; factorizacion, significado de la
PAGINAS Raiz cuadrada : drad .
Ecuacién raiz  cuadrada, ecuacion
cuadratica.

RESULTADOS Y DISCUSION

La Tabla | recoge los resultados encontrados. Se expresan en porcentajes el niumero de alumnos que
resuelven bien cada uno de los problemas, los que no lo resuelven y los que ni siquiera lo intentan.Como
se muestra en la Tabla | el problema menos rutinario, el mds abierto es el de peor resultado, solo 7
alumnos lo han realizado bien y una mayoria (78 alumnos) o lo han hecho mal o ni siquiera lo han
intentado. Este hecho plantea aligunas reflexiones.

Tabla |
PROBLEMA Bien | Mal | Sinintento
EL PROBLEMA DE LA GRANJA 54% | 45% 1%
EL PROBLEMA DEL MILLON 8% | 46% 46%
EL PROBLEMA DE LAS PAGINAS 67% | 12% 21%

En la Tabla 1l se presentan las estrategias usadas por los que han resuelto bien el problema.

Tabla ll
PROBLEMA

SUJETOS QUE|ESTRATEGIAS DE SOLUCION Y NUMERO
LO HACEN BIEN |DE SUJETOS QUE LA UTILIZAN
Dibujos (2)

Ensayo y error (39)

46 Algebraica (ecuaciones) (3)

Tabla (2)

Otras

Pensar en un problema mas simple
Factores primos. (7)

Ensayo y error (43)

EL PROBLEMA DE LAS 57 Factorizacién

PAGINAS Raiz cuadrada (11)

Ecuacion (3)

EL PROBLEMA DE LA
GRANJA

EL PROBLEMA DEL
MILLON

La estrategia mayoritaria tanto en el “problema de la granja” como en el “problema del millén” ha sido la
de ensayo y error. Un ejemplo tipico para el problema de las paginas de! libro es el alumno que multiplica
43 X 44 = 1892, luego hace 61 X 62 = 3782 y por aproximaciones va realizando multiplicaciones hasta
encontrar la solucién (56 X 57). En el caso de la granja, el prototipo de ensayo y error sigue estos pasos:
elige dos nimeros que sumen 19, por ejemplo, 12 y 7, multiplican 12 por 4 (patas de conejo) y 7 por 2
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(patas de gallina), como hacen un total de 62 patas (48 mas 14) y se pasa del nimero total de patas que
es 60 va disminuyendo uno de los nimeros y aumentando el otro hasta encontrar la solucién.

La estrategia de tipo algebraico ha sido muy poco usada, solo tres alumnos en cada uno de los
problemas. Sefialemos que los tres alumnos que resuelven bien el problema de “las paginas del libro” de
forma algebraica lo hacen equivocando el algoritmo pero encontrando la solucién. El planteamiento que
hacen es: X A X+1 = 3192 ; X + 1= 3192; X* = 3192-1; por tanto X= 56,4. La solucién es 56 X57 =
3192. Esto nos plantea la contraposicién entre ensefianza algoritmica versus ensefianza heuristica
tantas veces apuntada. De los tres estudiantes que resuelven por ecuaciones el problema de la granja,
dos de ellos plantean la solucién como un sistema de ecuaciones con dos incognitas (x= los conejos, y=
las gallina) y solo uno plantea el problema como una ecuacién sencilia: si x es el nimero de conejos, el
numero de gallinas sera 19-x.

Los siete alumnos que han resuelto el problema del millén lo hacen con la misma estrategia.
Descomponer el millén en factores primos y presentar la siguiente solucién: (2 x5)°, pero ninguno de
ellos ha encontrado otra solucién ni ha trabajado otra estrategia (pensar en un caso mas sencillo).
Alguno de estos alumnos, curiosamente, plantean la descomposicion en factores primos para encontrar
la solucién al problema de las paginas del libro y, claro esta, no la encuentran. )Se estaba trabajando en
ese momento la factorizacion en clase de matematicas?.

Las limitaciones de espacio nos impiden extendernos sobre el analisis de errores, pero hay algunas
evidencias que deseamos destacar: lo que resulta mas claro es lo poco que se paran en la fase que
Polya (1965) denominaba de revision de la solucién obtenida. Sirvan estos casos como ejemplos de lo
que decimos: encontrar como solucién en el problema de la granja 5 conejos y 20 gallinas (hacen un
total de 60 patas) pero no se dan cuenta de que la suma de 5 y 20 hacen mas de las 19 cabezas que se
presentan en el enunciado del problema; presentar soluciones con nimeros decimales en el problema
de las paginas del iibro, o decir que este problema tiene muchas soluciones, segun por las paginas que
se abran (2 y 1596; 6 y 532,...) olvidando por completo que las paginas han de ser consecutivas. En el
problema del millén ya destacamos el alto porcentaje de los que ni siquiera lo intentan y muchos de los
que lo intentan terminan diciendo que “este problema no tiene solucién”

Hemos encontrado, pues, que ias estrategias que usa esta muestra de alumnos de 41 de Educacion
Secundaria son muy elementales, teniendo presente que el desarrolio cognitivo propio de esta edad
sefala la etapa de las Operaciones Formales era de esperar una utilizacion de estrategias que podiamos
denominar como ‘mas abstractas” y mas eficaces cognitivamente (por ejemplo las soluciones
algebraicas para los problemas de la granja y del milién) y no los “largos caminos” que recorren a través
del “ensayo y error’ que son propios de etapas del desarrollo cognitivo anteriores.

Pensamos que la utilizacién de problemas en la ensefanza de las matematicas, aun con problemas de
los denominados “rutinarios”, ganaria en eficacia y profundidad. Pero estos problemas deben tener unas
caracteristicas determinadas: plantear situaciones significativas, que requieran la elaboracion y
utilizacion de conocimiento matematico, situaciones de incertidumbre, encontrar varias formas o
caminos de solucionar el problema planteado, etc. De esta forma, los alumnos abandonarian algunas de
las ideas que sostienen sobre el conocimiento matematico (Baroody, 1988, Schoenfeld, 1992) como lo
ya comentado de que hacer matematica es aplicar la misma regla de forma repetida, o la idea de que la
solucion a un problema siempre es Unica. Terminamos con las sugerencias que el profesor Miguel de
Guzman (2000) sefala para la presentacion de un tema matematico que se base en el espiritu de la
resolucion de problemas: 1. Propuesta de la situacion- problema de la que surge el tema (basada en la
historia, aplicaciones, modelos, juegos...). 2. Manipulacion auténoma por los estudiantes. 3.
Familiarizacién con la situacién y sus dificuitades. 4. Elaboracion de estrategias posibles. 5. Ensayos
diversos por los estudiantes. 6. Herramientas elaboradas a lo largo de la historia (contenidos motivados).
7. Eleccién de estrategias. 8. Ataque y resolucion de los problemas. 9. Recorrido critico (reflexién sobre
el proceso). 10. Afianzamiento formalizado (si conviene). 11. Generalizacion. 12. Nuevos problemas. 13.
Posibles transferencias de resultados, de métodos, de ideas,...

REFERENCIAS

Baroody, A. J. (1988). El pensamiento matematico de los nifios. Un marco evolutivo para maestros de
preescolar, ciclo inicial y educacién especial. Madrid: Aprendizaje Visor.

De Guzman, M. (2000). Ensefianza de la Matematica. En D. Gil Pérez, D. y M. De Guzman. Ensefanza
de las Ciencias y la Matematica. Tendencias e innovaciones. PDF. Organizacién de Estados
Iberoamericanos.

Polya, G. (1965). Cémo plantear y resolver problemas. México: Trillas.

Puig, L. (1992). Aprender a resolver problemas, aprender resolviendo problemas. Aula de innovacion
educativa, 6, 10-12.

Schoenfeld, A. H. (1992). Leaming to think mathematically: Problem solving, metacognition and sense in
mathematics. En D. A. Grows (Ed) Handbook of research on mathematic teaching and leaming. A
project of the National Council of Teachers of Mathematics (334-370). Nueva York: Mc Millan.

Pdgina 95






Comunicaciones

EL EURO Y EL CURRICULUM DE MATEMATICAS

ANTONIO FERNANDE-ALISEDA REDONDO

INTRODUCCION

Pocos acontecimientos afectan a toda una poblacién como el cambio de moneda que se producira a
partir del 1 de enero de 2002. En este caso, la aparicién del euro repercutird en once de los quince
paises que constituyen la Unién Europea y en cerca de 290 millones de personas.

La adaptacion a la nueva moneda no va a estar exenta de dificultades, pues ademés del cambio mental
sobre el valor de las cosas habrd que manejar unidades fraccionarias desconocidas para aigunas
generaciones de espanoles.

Se trata de un acontecimiento social y econémico que implica la utilizacién directa de conceptos y
procedimientos matematicos y que va a suministrar contextos de aprendizaje relacionados con las
Matematicas.

Por todo ello es conveniente ir preparando, desde los centros educativos, la transformacion al nuevo
sistema monetario.

CUESTIONARIO SOBRE EL EURO

Aunque parece que la informacion sobre el euro es pequeha esto no es asi como se puede
comprobar con el siguiente cuestionario que sirve para detectar los conocimientos previos.

1.- ; Cudntos paises participan en el euro...

- 1 _ 14 15 ?
2.- ¢ En qué fecha tendremos monedas y billetes euro...

— 1/1/2001 . 1/1/2002 1/1/2003 ?
3.- (A cuantas pesetas equivale un euro...

0 165'386 166'386 166 ?
4.- ;Cual es el simbolo gréfico adoptado para el euro...

o é T€ C 8 ?
5.- ¢Cuantas monedas de euro habra...

4 _ 8 .9 ?
8.- ;Cual sera el importe mas bajo de las monedas en euros...

O 0'1euro ~ 001 euro 0'001 euro  ?
7.- (Y el mas alto...

1 euro - 2euros C Seuros ?

8.- {Cuantos billetes de euro habra...

-7 8 - 9 ?
9.- ;Cudl serd el importe mas eievado de los billetes en euros...

7+ 200 euros ~ 500 euros — 1000 euros ?
10.- ¢En qué se diferencian los billetes euro de dos paises cualesquiera...

v Enelanverso - Enelreverso En nada ?

Las respuestas correctas son: 1(11); 2(1/1/2002); 3(166'386); 4(€); 5(8); 6(0'01); 7(2); 8(7);
9(500); 10(En nada).

FASES DE LA UNION MONETARIA

La incorporaci6n al euro supone la participacién en un gran proyecto econémico y politico que ha
necesitado de varias etapas, las Gltimas de las cuales son:

FASE 1 (desde 1/1/1998 hasta 31/12/1998)

Decisién de los estados miembros participantes en el area euro. El Consejo Europeo de Bruselas (mayo
de 1998) fij6 los Estados participantes en la Unién Econémica y Monetaria: Alemania, Austria, Bélgica,
Espaiia, Finlandia, Francia, Irlanda, Htalia, Luxemburgo, Paises Bajos y Portugal. Estén ausentes, por el
momento, Dinamarca, Grecia, Reino Unido y Suecia.

31/12/1998. Se fija la equivalencia entre cada moneda participante y el euro. En concreto 1 € = 166'386
ptas. Esta conversion es irrevocable y definitiva.

FASE 2 (desde 1/1/1999 hasta 31/12/2001)

Nace contablemente el euro (aunque no existen fisicamente ni monedas ni billetes). Las monedas
tradicionales continian como monedas de curso legal.
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Ejemplos: 125 ptas = 125 x 6/1000 = 750/1000 = 0'75 €
1024 ptas =1024 x 6/1000 = 6144/1000 = 6'144 = 6'14 €

NAVEGANDO CON EL EURO

Consejeria de Economia y Hacienda (Junta de Andalucia): http://www.ceh.junta-andalucia.es/

Ministerio de Economia y Hacienda: http://www.meh.es/euro

Parlamento Europeo. Oficina en Espana: http://www.europarl.es/euro/

Red Telemética Educativa de Cataluiia (Departamento de Ensefianza. Generalitat de Catalunya):
http://pie.xtec.es/euro/index.htm
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- Estudio previo de la funcién usando la hoja de célculo y las gréficas.

-Cualitativamente.
El proceso fenomenolégico de repeticion en la funcién, f(x), aparece cada 990 pesetas en
principio y de vez en cuando cada 985.

Estudiando por separado las funciones miuiltiplas de 5 mas...., el proceso tiene lugar cada 198
pesetas y de vez en cuando cada 193.

La descomposicion factorial de 166386 es 2x3x11x2521.

En principio no he podido encontrar ninguna relacién numérica entre estos valores , el comportamiento
de la funcion y el periodo.

- Busqueda de valores maximos y minimos en la columna F beneficio o pérdida:
Maximos:
78154 Pta a Eur ---> 0,83192 Pta beneficio
161347 Pta a Eur ---> 0,83192 Pta beneficio
Minimos:
5039 Pta a Eur ---> -0,83192 Pta pérdida
88232 Pta a Eur --->-0,83192 Pta pérdida

El observar estos valores me hace pensar que la funcion puede tener un periodo que sea la mitad de
166386, posteriormente compruebo que si es cierto.

- Dominio: N al no ser un dominio real varios de los conceptos estudiados y el
vocabulario utilizado no se pueden usar cientificamente pero si para que se entienda.

- Recorrido:  [-0,83192 , 0,83192]

- Periodo: T=83193

- Puntos de corte con el eje X: Xo=0+83193k vkeN
- Asintotas: No tiene.
- Crecimiento: Observando las gréficas se aprecia que “decrece” en esos “intervalos fenomenoldgicos”
con saltos desde un “minimo relativo” hasta un “maximo reiativo”.

- Otros datos.

- Cambios favorables al cliente; 83192

- Cambios favorables al banco: 83192

- Cambios con resultado cero: 2

- Resuiltado de la sumatoria de la columna beneficio-pérdida: -0,000000359 pta

CONCLUSIONES

Queda comprobado que no se beneficia ni perjudica nadie, segun la probabilidad.

Hay varias formas legales (en teoria, que se pueda llevar a la practica es otra cuestién) de aprovechar el
cliente los cambios frente al banco:

Cambio de pesetas a euros:
- Usando transferencias de una en una peseta:
1peseta ----> 1 céntimo de euro
(solucion al problema de la XV Olimpiada Matematica THALES)

Cambio de euros a pesetas:
- Usando transferencias de céntimo en céntimo:
1 céntimo de euro ----> 2 pesetas
Al efectuar el primer tipo de transferencia (0 en metalico) obtenemos un 66,386% de beneficio y al
efectuar el segundo tipo de transferencia, el beneficio acumulado es el 100%, la cuestién es averiguar si
se puede reiterar el proceso de alguna forma.

Transferencias a través de internet:
- Buscando el “méaximo reiativo” que aparece después de la cantidad minima para este tipo de
transferencias, realizando un bucle para que se realicen de forma indefinida desde la cuenta en
pesetas a la cuenta en euros.
- De forma analoga en la cuenta en euros debe de transferirse a la cuenta en pesetas.
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DIFICULTADES EN LA COMPRENSION DE CONCEPTOS BASICOS DE
INFERENCIA ESTADISTICA EN LA EDUCACION SECUNDARIA

ANTONIO J. MORENO VERDEJO - ANGUSTIAS VALLECILLOS JIMENEZ

INTRODUCCION

Cuando alumnos se inician en el desarrollo del pensamiento probabilistico e inferencial muchos de ellos,
y no necesariamente los peores, presentan errores de concepcion y de interpretacion, sesgos y
tendencias emocionales. Las causas de estas disfunciones las encontramos en las dificultades
linglisticas, la falta de herramientas légicas, las dificultades para extraer la estructura matemética de las
experiencias y la dificuttad para comprender el concepto de azar.

Algunas de las dificultades estan relacionadas con conceptos o procedimientos basicos para el
pensamiento probabilistico como el nimero racional y el razonamiento proporcional. Otras con la
ensefianza de la materia como el énfasis de los curriculos en los aspectos deterministas y la
formalizacién excesiva.

El interés en detectar los errores y dificultades y en conocer los obstaculos de aprendizaje de cada uno
de los conceptos e inferencia estadistica se centra en su potencial como organizador del tema o unidad
didactica (Rico, 1997).

DIFICULTADES, OBSTACULOS Y ERRORES

Para estructurar el andlisis de las dificultades en el aprendizaje de la inferencia estadistica
seguiremos la propuesta de Socas(1997): dificultades asociadas a ia complejidad de los conceptos,
dificultades asociadas a los procesos de pensamiento inferencial, dificultades asociadas a los procesos
de ensefianza, dificultades asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia la estadistica y
dificultades asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos.

1. Dificultades asociadas a la complejidad de los conceptos

Cuando los estudiantes se inician en el aprendizaje de la inferencia estadistica en secundaria se
encuentran con dificultades asociadas a conceptos més generaies como el de probabilidad y el de
suceso compuesto y simple.

La utilizacion del lenguaje habitual para comunicar los objetos matematicos obstaculiza su aprendizaje.
Unas veces distintas personas atribuyen grados diferentes de probabilidad a expresiones de
incertidumbre. Es el caso de los términos “cierto”, “posible” e “imposible”.

En otras ocasiones el sentido cotidiano del término es mas limitado que el matematico. Por ejemplo, el
término poblacién. Lavoie y Caille (1986) distinguen entre el concepto de poblacién en sentido usual, es
decir, conjunto de individuos 6 de objetos sobre el que realizamos el estudio y el concepto de poblacién
en el sentido que se utiliza en Probabilidad y Estadistica. Este (ltimo lo han estructurado en distintos
subniveles determinados por los procedimientos de construccién del concepto.

La comprensién de la naturaleza de las afirmaciones estadisticas supone alcanzar un equilibrio entre dos
ideas, la representatividad de la muestra y la variabilidad de ésta. La representatividad de la muestra es
la idea de que una muestra tomada de una poblacion tendra a menudo caracteristicas similares a ia
poblacion de origen. La variabilidad de la muestra es la idea de que las muestras de una poblacion
simple no son todas la misma asi que no igualan a la pobiacién (Rubin et al.,1990).

Rubin, Bruce y Tenney (1990) encontraron que los estudiantes investigados, ai construir una distribucién
muestral, estaban influenciados por la idea de la representatividad de la muestra. Subestimaron la
frecuencia de las muestras cerca de la cola de la distribucion y sobrestimaron la frecuencia de ta muestra
modal, incluso cuando fueron conscientes del nimero de categorias entre las que tenian que distribuir
las muestras. En unas situaciones las respuestas estan guiadas por la representatividad mientras que en
otras el concepto de variabilidad muestral es mas fuerte. E! tamafo de la muestra no parece operar
apropiadamente para separar las dos ideas. En definitiva, los estudiantes tenian modelos inconsistentes
de la relacién entre muestras y poblacion incluso en problemas donde los modelos matematicos que
subyacen son distribuciones binomiales. Una parte de estos resuitados se ven refrendados en el trabajo
de Moreno y Vallecillos (1998).

Schuyten (1991) ha sefalado como un problema relacionado con el muestreo, los diferentes niveles de
concrecion de un mismo concepto en Estadistica descriptiva e inferencia. Por ejemplo, es esencial
distinguir entre la media tedrica en la poblacion (que es una constante desconocida), la media particular
obtenida en nuestra muestra, los posibles valores de las diferentes medias que se obtendrian en las
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diferentes muestras aleatorias de tamafio n (que es una variable aleatoria) y la media tedrica de esta
variable aleatoria, que coincide con la media de la poblacién en el muestreo aleatorio.

2. Dificultades asociadas a los procesos de pensamiento inferencial

En los procesos de pensamiento inferencial basico es esencial identificar la estructura matematica
subyacente en un experimento. Pues bien, los sujetos encuentran dificultades al abstraer estructuras
matematicas idénticas de diferentes experimentos. Por ejemplo, la probabilidad de obtener (5, 5, 5)
lanzando un dado tres veces o arrojando simultaneamente tres dados (Fischbein et al., 1991).

Los estudiantes no siempre son capaces de sintetizar lo necesario de lo aleatorio en el concepto de
probabilidad. La idea de que un resultado estocastico depende sdlo del azar, con independencia de
cuales sean las condiciones dadas, hace luego cualquier prediccién infundada.

Distintos trabajos han puesto de manifiesto que el tamafio de la muestra no se tiene en cuenta para
realizar inferencias. Incluso cuando el tamafio de la muestra es mas pequefio, la heuristica de la
representatividad aparece con mas fuerza como factor determinante de la inferencia (Rubin, 1990;
Pollatsek et al., 1984). De este modo, se estima la probabilidad de obtencién de una muestra por el
parecido de ésta con la poblacion de la que proviene o se considera que la poblacion sobre la que se
infiere tendra las mismas caracteristicas que la muestra obtenida.

En determinadas situaciones, sin embargo, ia informacion aportada por el tamafio de la muestra se
utiliza apropiadamente. Well et al. (1990) sefalan que responden especialmente bien aquellas
cuestiones en las que se les pregunta por cual de dos muestras estima de manera mas precisa alguna
caracteristica de la poblacién.

La identificacion correcta del espacio muestral se presenta como un factor importante en la evaluacion
probabilistica de los sucesos. Fischbein et al (1991) constatd la dificultad que para estudiantes entre 9y
14 afos suponia responder correctamente a la pregunta siguiente:

Lucas y Pablo juegan con un par de dados. Si la suma de los puntos es 3, Lucas es el
ganador. Si la suma de los puntos es 11, Pablo es el ganador. ¢Cudl de las siguientes
respuestas parece ser la correcta? ;Por qué?

Lucas es el favorito.
Pablo es el favorito.

Lucas y Pablo tienen la misma oportunidad.

El estudio desarrollado por Pollatsek y cols. (1984) evidencia que los estadisticos expertos emplean
como modelo del proceso de muestreo aleatorio la extraccion de bolas de una urna. En este modelo, el
muestreo aleatorio se considera isomorfo al proceso de extraccion con reemplazamiento de bolas de una
uma, lo que implica la comprension de la idea de independencia de ensayos repetidos. El empleo de la
heuristica de la representatividad incluso en muestras pequefas se justificaria entonces por el empleo de
modelos inadecuados para el proceso de muestreo o incluso la ausencia de un modelo.

c) Dificultades asociadas a los procesos de ensefianza

La Estadistica se ha ido desarrollando como respuesta a problemas de distintas disciplinas. Los
conceptos sin embargo, se presentan aislados de las aplicaciones originales. Pero cada una de estas
aplicaciones aporta una parte del significado global de los mismos (Steimbring, 1990. Citado en Batanero
et al. (1994)).

Rubin et al. (1990) afirma que cuando en clase de matemaéticas se pone el énfasis en la respuesta
correcta y se subraya que las matematicas suponen precisién y falta de error se converge con la
tendencia de los estudiantes a creer en la representatividad muestral. De este modo, se produce en los
estudiantes una concepcién en la cual la muestra representativa es la unica que se obtiene si se
muestrea correctamente.

Por otro lado, tradicionalmente ios curriculos han enfatizado los aspectos deterministas de la ciencia.
Por ejemplo, el estudio deductivo de la Geometria a partir de los axiomas (Shaughnessy, 1981). Esto
forma en el alumno un sistema de creencias que dificulta la reflexion sobre cuestiones en las que
interviene el azar y la incertidumbre.

d) Dificultades asociadas a las creencias y actitudes

Muchas de las actitudes negativas y emocionales hacia las matematicas estan asociadas a la
ansiedad y el miedo. La ansiedad por acabar una tarea, el miedo al fracaso, bloquean a los alumnos
repercutiendo en su aprendizaje.

La educacién estadistica envuelve creencias referentes a las matematicas, creencias sobre lo que
deberia ser una clase de estadistica, creencias sobre las capacidades propias como alumno de
matematicas o estadistica y creencias sobre la utilidad de la estadistica.
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En ocasiones, los aiumnos han desarrollado un rechazo hacia la probabilidad y la estadistica porque
han comenzado su ensefianza de manera abstracta y formal (Batanero et al, 1994).

e) Dificultades asociadas a los procesos de aprendizaje de los alumnos

El diseio de unidades didacticas por parte del profesorado se veria facilitado con informacién sobre
los estadios generales del desarrollo intelectual del alumno. La existencia de numerosas teorias al
respecto nos lleva a no indicar aqui ninguna de ellas y remitir al lector a Diaz et al. (1989) donde se
discuten los enfoques de Fischbein y Piaget relativos a la ensefianza de la probabilidad y la estadistica.

Junto al estudio del desarrollo cognitivo del alumno, el diseiio del material de ensefanza de la
inferencia estadistica debe tener en cuenta los aspectos que tratamos a continuacion.

Investigaciones recogidas por Garfield y Ahigren (1988) sugieren que un factor relacionado con
juicios probabilisticos erréneos es la percepcion equivocada de la cuestién que se pregunta. Si se
pregunta cudl es la probabilidad de que una mujer particularmente atractiva y elegante sea modelo, la
respuesta tipica’ de los alumnos es de 70%. Asignaban la misma probabilidad a que fuese actriz o
distribuidora de cosméticos. No tienen en cuenta que la suma de probabilidades debe ser 1. Lo que los
estudiantes estan aparentemente estimando es la probabilidad de que una modelo (o una actriz 0 una
distribuidora de cosméticos) sea atractiva y elegante. La consecuencia para la educacion es la necesidad
de prestar mucha atencién a la forma en que se presentan ias cuestiones.

Los ideas de los estudiantes acerca de Probabilidad y de Estadistica son, en ocasiones, contrarias a
la teoria aceptada. “La existencia de estas ideas fuertemente arraigadas pueden explicar en parte por
qué el aprendizaje de la probabilidad y la estadistica es especialmente problemético” (Konold, 1995).
Este autor resume tres conclusiones que tienen implicaciones importantes para la evaluacion de las
comprensiones intuitivas de los estudiantes: a) los alumnos llevan a clase intuiciones basicamente
incorrectas que se encuentran muy arraigadas; b) estas intuiciones son dificiles de cambiar; y c)
alterarlas es complicado por el hecho de que un estudiante lieva arraigadas mdltiples y a menudo
contradictorias creencias sobre una situacion particular.

Agradecimientos: Este trabajo se realiza en el marco del Proyecto de Investigacién PB97-0827
de la Direccién General de Ensefianza Superior, MEC, Madrid.
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CONCEPCIONES Y OBSTACULOS EN LA NOCION DE DERIVADA.
ANALISIS DE UN MANUAL DE 22 DE BACHILLERATO-LOGSE

ANGEL CONTRERAS DE LA FUENTE - LORENZO LUQUE CANADA - LOURDES ORDOREZ CANADA
MANUELA ORTEGA CARPIO - CARMEN SANCHEZ GOMEZ

RESUMEN

La nocion de derivada es uno de los conceptos, junto a los de limite,
continuidad e integral, mas importantes del Céleulo Infinitesimal. Desde su
creacion, asociada a Fermat, Newton y Leibniz, han sido numerosas las vias de
desarrollo del Andlisis Matemdtico que esta nocion ha hecho posible. Sin
embargo, la experiencia nos dice que su ensehanza, tanto en la Educacion
Secundaria como en la Universidad, es un camino plagado de dificultades cuyo
resultado se plasma en el fuerte fracaso escolar que observamos en su
evaluacién. En este trabajo, basado en dos Proyectos de Investigacion, para
acercarnos a lo que Chevallard denomina “saber escolar”, se analiza el concepto
de derivada en un manual de 22 del Bachillerato-Logse desde la perspectiva de las
concepciones y obstdculos presentes en el mismo, siguiendo fundamentalmente
un marco tedrico inspirado bdsicamente en las ideas de Sierpinska (1997).

INTRODUCCION

El Andlisis Matematico ha tenido un tratamiento tradicional asociado al estudio de la derivacién e
integracion como procesos inversos desde el punto de vista simbdlico. De esta forma consideramos que
quedan camuflados los significados propios del Calculo, es decir los métodos y concepciones ligadas al
razonamiento de procesos infinitos.

La época griega marcé un hito en la historia de la humanidad -cuya cuiminacion puede
observarse en los Elementos de Euclides, en las obras de Apolonio y, sobre todo, en la de Arquimides-
en cuanto al desarrollo de la Matematica como ciencia. Sin embargo, la idea de infinito actual, cuyo
desarrolio ies hubiera conducido a los métodos de razonamiento ligados a la idea de limite, nunca
llegaron a abordarla, utilizando métodos de reduccién al absurdo como “sustitutivos” de ese tipo de
razonamiento. Hubo que esperar a Fermat, Newton y Leibniz para que la idea de variacion tomara un
estatuto de objeto de conocimiento, comenzéndose con los rudimentos del Célculo Infinitesimal.

Son las ideas relacionadas con las razones de cambio instantaneo las que conducen a los
métodos propios del Andlisis Matematico, aunque por desgracia, en ia ensefianza elemental del Célculo
se da un fendmeno de deslizamiento didactico por el que al estudiante se le desvia hacia la algebrizacion
del calculo diferencial escolar (ver Gascén, 1998), olvidandose que se trata de una matematica del
cambio y no de una ampliacién de métodos algebraicos.

En este trabajo, extraido de uno mas amplio correspondiente a un Proyecto de investigacién
(Contreras, Luque, Ordéiiez, Ortega y Sanchez, 1998) se analizan las posibles razones del por qué de
ese deslizamiento. Para ello se utiliza la teoria de los obstaculos epistemoldgicos de Sierpinska (1997),
mediante la que se analizan los obstaculos, inherentes a la nocién de derivada, inducidos por los
manuales escolares.

CONCEPCIONES Y OBSTACULOS DE LA NOCION DE DERIVADA

Siguiendo las ideas de Grabinet (1983), se pueden distinguir varias etapas en el desarrollo
histérico de la derivada que se pueden identificar con sendas concepciones sobre el concepto.

Se diferencian cinco etapas en el desarrolio del concepto de derivada:

a) Problemas que conducen a la derivada.

b) La derivada como dtil.

¢) La derivada como objeto de conocimiento.

d) Exploracién y desarrollo.

e) Definicion de la derivada.

a) Antes de 1600, los matematicos se dedican casi enteramente al dominio geométrico,
siguiendo la tradicién de Euclides reforzada por Apolonio y Arquimedes. L.a nocidn de tangente ligada a
la herencia griega es, salvo rarisima excepcion, de naturaleza estatica. La tangente toca a la curva sin
atravesarla y se supone que lo més frecuente es que corte a la curva en un solo punto

En 1591, Vieta realiza pasos decisivos en la direccién de un Algebra simbélica (o calculo literal)
que va a conducir esta disciplina hacia su independencia con la Geometria.

b) La independencia del Algebra se hace mas general (se admite, por ejemplo, x*) y sobre todo
mas eficaz. Hacia 1635, Fermat y Descartes inventan independientemente la Geometria Analitica.
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La derivada se utiliza de manera implicita. No tiene relacién con la nocién de limite. Fermat
descubre un método para determinar maximos y minimos. llustra esto por medio de un problema cuya
solucion era conocida lo que permite “probar’ que el método es bueno. Este importante paso es
accesible a nuestros alumnos.

El segmento de longitud B se divide en dos segmentos. Esto permite construir un rectangulo
cuya drea se desea maximizar A (B - A) = AB - A%,

B B-A

Fermat habia leido en Pappus de Alejandria que un problema que tiene en general dos
soluciones (nosotros diremos cuadrético) tendra una Unica solucion en el caso de un maximo. Se sirve
de este principio como sigue. Supongamos que el problema tuviera una segunda solucién. Se podria
designar una parte de B por A+E (cuidado, he agui un “crecimiento”) y la segunda por

B-(A+E)=B-A-E

El producto de la dos partes es
AB- A’ 2AE +BE-E?

Aplicando el principio de Pappus, Fermat deduce lo que llama una pseudo-igualdad:
AB - A® = AB - A - 2AE + BE - E?

por tanto,
2AE + E* = BE
Y simplificando E se obtiene
2A+E=B

Sin preambulo, ni justificacion, decide entonces suprimir E. Se obtiene A = B/2, lo que es una
“buena respuesta”.

Fermat no habla de infinitamente pequefios o del paso al limite. No explica como se puede
primeramente manipular E como si E+0 y todo sigue después como si E = 0. Su método: suma de E,
célculo algebraico, supresion de E, le permite encontrar tangentes y las aplica con éxito en dptica.

Basado en la via abierta, Hudde obtiene en 1659 una ley general ligadas a los extremos de una
funcién polinémica a la anulacion de lo que se denominara polinomio derivado.

Descartes no le gustd nunca el método de Fermat. El elaboré una investigacion sobre las
tangentes sobre base logaritmica (raices confundidas o dobles).

Esto no impidié que Fermat, Wallis, Sluse, Hudde, Huygens y Barrow (entre otros) encontraran
tangentes a la curva de ecuacion y = f(x) manipulando para que la pendiente de una secante fuera

fx+h)-fx)
—_—
liustremos el método para y = ax’+bx+c:

fa+h)-f) _ 2axh + ah® + bh

h h

Para h=0, se obtiene que la pendiente de la tangente en el punto (x, f(x)) es 2ax+b.

Hacia 1660, estas manipulaciones y relaciones entre extremos y tangentes no estaban definidas
de manera satisfactoria y el enlace con las cuestiones de dreas no se comprendia. Las relaciones con la
mecdnica no se habian impuesto aun. La concepcién que se deriva es la CDG, geométrica.

Asociado a esta concepcion aparece el denominado O, obstaculo tangencial.

c) Newton y Leibniz sintetizan los métodos comunes para encontrar las tangentes, extremos y
areas, con la ayuda de dos conceptos generales llamados actualmente derivada e integral. Elaboraron
una notacién que permitia el uso caso automético de estos conceptos.

La concepcién que se extrae es la CDRC, de razén de cambio.

Asociado a esta concepcién aparece el denominado O, obstdculo de la pendiente fija
(epistemolégico (ver D'Alembert, 1759, divulgado en Gaud, 1998), dar la pendiente y la tangente, el
alumno no vera el cambio continuo de la pendiente)

=2ax+ah+b

d) Lagrange crea el concepto de funcién derivada, con el término “derivada”. Se preocupa por el
estatus l6gico de la derivada (hacia 1770). En 1797, estima que el hecho de que el concepto de Iimite de
Newton no esté suficientemente claro puede ser el fundamento de una rama de las Matematicas.
Prepara ia concepcion numerica de Cauchy.
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e) Cauchy define la derivada por
fx+h)-f(x)
h—o h
Esta propiedad habia aparecido ya con Lagrange. Cauchy domina, por fin, la nocién de limite,
apareciendo la CDN, concepcién numérica.
Asaciado a esta concepcion tenemos el O; obstaculo funcional, cuyo caracter puede observarse
por medio del ejemplo siguiente:
Considerar que la funcién es derivable si la funcién derivada es continua.
f(x)= 3 six<t
2x si x21
Es discontinua en x=1.
F(x) = 2x, si x<1
2 si x>1 f'(1)=2.
Los ultimos “detalles” analiticos los pone a punto Weierstrass. Se trata de la concepcién métrico
analitica CDMA.

ANALISIS DE UN MANUAL

En este trabajo se ha analizado un manual de 22 de Bachillerato, que es el mas utilizado en los
Centros Publicos de Jaén. Su uso representa el 31%, aproximadamente, respecto al total de libros
empleados. En la tabla adjunta aparecen las concepciones sobre la derivada, asi como los obstaculos
epistemoldgicos y didacticos asociados al concepto.

CONCEPCIONES OBSTACULOS
Obstaculo de la pendiente que es
Concepcién de razén de cambio epistemoldgico, al considerar diversas
CDRC |instantaneo, asociada histéricamente a O secantes que tienden hacia la tangente, no
la idea de fluxién de Newton se hace explicito el cambio continuo de la
pendiente

Obstaculo tangencial que es
o epistemoldgico, asociado histdricamente a
' |la idea de tangente a las conicas
(Apolonio)

Concepcion  geométrica, asociada
CDG histéricamente a la idea de pendiente
de la tangente por Fermat

Concepciodn numérica, asociada
CDN histéricamente a la idea de limite de O« Los propios del limite
Cauchy

Obstaculo didactico, asociado la uso
abusivo de los métodos algebraicos que
enmascaran los procesos de razonamiento
infinito

Concepcibn algebraica, asociada a uso
CDAL |de los métodos algebraicos en el O
concepto de derivada

DiscusiON DE LoS RESULTADOS

Como puede observarse en la tabla, son numerosos los obstaculos a los que se enfrenta el
lector al estudiar el manual. Debe resaltarse la circunstancia de que uno de los obstaculos
epistemolégicos mas importantes desde el punto de vista didactico, por su facilidad de conducir al error
al estudiante, el denominado Oy, obstéculo funcional, que consiste en considerar derivable una funcién
gue no es continua por el hecho de que la funcién derivada sea continua, no es tratado en el manual,
Unicamente aparecen ejercicios al final del capitulo sin resolver.

Quedaria por hacer el estudio mas fino de los actos de comprensidn a los que induce el manual,
pero en principio no se han encontrado.
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UN ALGORITMO EN MATEMATICA PARA LA REGRESION LINEAL
SIMPLE UNIFORME

J. JODAR- A. J. LOPEZ- J. MARTINEZ- J. NAVAS - J. M. QUESADA

En este trabajo ofrecemos un algoritmo programado con el software Mathematica,
basado en el teorema de la alternancia del signo, de Tchebycheff, para encontrar
fa recta de regresion lineal simple, cuando los errores se distribuyen segun una
distribucioén uniforme.

1.- INTRODUCCION.

Un problema muy frecuente en las Ciencias Sociales y Experimentales es encontrar una funcién
¥y = @(x) que aproxime a un conjunto de datos

Q={(x,y)/i=12,..,n}

Usualmente, la funcién ¢ es de la forma
r
0=2.49,
j=1

donde {(p ; };4' son funciones linealmente independientes en {x, }:':1. La técnica utilizada generalmente

es la de minimos cuadrados. El teorema de Gauss-Markov establece que si los residuos
u, =y, —o(x,),i=12,...,n

estan distribuidos segln una ley normal, la solucién obtenida por este método es el mejor estimador
lineal insesgado. Sin embargo, en el caso de pérdida de normalidad de los residuos esta solucién no

es la més apropiada. En [2] se prugba que si los residuos {u,. }".'=1 , siguen una distribucién exponencial de
orden p

1 1, z—-
pz) = —————.exp(—=| 25 ),
l+— 2 (o2
o (1+—=)2 *
p

conl < p < oo, entonces el estimador de méxima verosimilitud para (2 se obtiene minimizando

p

¥, (A4 dyeeind,) =D (1)
i=1

Yi— Zﬂ’j(pj(xi)
J=1

Asimismo, si los residuos siguen una distribucién uniforme, el mejor estimador minimiza

2

W, (Ays Ay, d,) = rrilgxz Y= 2 A0,(x)
=t Jj=1

La resolucién del problema de optimizacion (2) es en general complicado ya que la norma uniforme no
es diferenciable. En [4] se ofrece un método basado en el Algoritmo de Pélya que da solucién parcial a
la situacion planteada. En nuestro trabajo, presentamos una estrategia diferente para encontrar la
solucién éptima de (2).

2 CONSTRUCCION DEL ALGORITMO.

El algoritmo que proponemos, es un método reiterativo del tipo ascendente, [2], y esta basado en el
teorema de alternacion del signo de Chebycheff.
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Terna={1,3,5};
While[True,
Label [Otro];

i=Ternal[1l]];j=Ternal[[2]];:;k=Ternal[3]]:
Errores=Table[Abs[Rectali,j, k,X[m]] [m]],

{m,1,100}1;

El=Rectali,j,k,X[1]]1-Y[i];
ErrorMaximo=Max [Errores];
Print [Terna, " Distancia= ",N[Ab

N[ErrorMaximo]];

s{E1]], " Error= ",

If [Abs [ErrorMaximo-Abs{E1]]<=10"(-10),

Print [N[Expand[Rectal[i,j,k,t1]1]];Goto[Fin]];
q=First [Position[FErrores,ErrorMaximo]] [[1])];
E4=Rectali,j,k,X[qll-Y(q):

If[Sign[E4]==Sign[El]
Goto[Otroll;
If[Sign[E4]==Sign[El]
Goto[Otro]l];
If[Sign[E4]!1=Sign[El]
Goto[Otroll;
If[Sign[E4]!=Sign[E1l]
Goto[Otrol];

& & g>3,
& & a<j,

& & g<i,

Terna={i,Jj,q};
Terna={q, j.k};

Terna={q,i,3};

& & i<g<k, Terna={i,q,k};

x1=42.4477 | £9=47.696 | £3=40.1221 | 24=420622 | x5=42.5416
43.5245 41.8794 41.913 44.9404 45.6102
47.308% 47.5751 42.14 42.9644 40.7042
44.1701 47.0814 43.706 42.3804 44.4092
43.9347 43,3893 40.524 46.8421 49.9811
49.6613 44.734 42.3687 44.6483 41.5173
43.6996 44,3316 49.7867 46.0147 43.2096
44.6335 41.4633 41.0581 40.4572 40.8676
46.675 44.5051 40.8321 40.4999 48.936
46.8419 47.9598 47.8674 45.0725 45.0901
41.2099 47.4275 48.2092 44.2266 43.783
42.045 42.9956 45.4491 44.6109 47.4278
40.0074 47.6398 47.2546 43.3057 48.4767
40.4214 45.3605 42.1198 45.0158 49.4917
45.7935 41.4165 41.8617 43.952 44.1498
42,7819 40.673 44.406 49.5769 43.843
48.294 46.8065 47.211 42.0237 43.4941
46.5968 40.1966 42.671 19.4858 44.0189
46.8194 44.4598 41.5661 46.5159 43.3634
49.9646 40.0688 45.9699 49.4448 44.2317
Tabla IT

If(Sign[E4]!=Sign[El] & & qg>k, Terna={j.,k,q}:

Goto[Otro]l];
1;Label [Fin]

3 SIMULACION NUMERICA.

Si (x;(5), y(i)) con 1< j<r son n observaciones, siendo y la variable dependiente y las x; las

variables dependientes; sabemos que un modelo de regresion lineal simple viene dado por

y(i)=o, +ax @) +u@)l<isn
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Empezamos generando 100 nimeros aleatorios distribuidos uniformemente en el intervalo
[-1,1], que seran los valores de los residuos u(i) que aparecen en la tabla I.

A continuacion construimos la variable dependiente x(i), generando aleatoriamente 100 nimeros segtin

una distribucién uniforme en [40, 50), cuyo resultado se muestra en la tabla Il. Por tltimo, elaboramos el
modelo de regresion lineal simple

y(@) =8+3x(0)+u@@), 1<i<100

Si ajustamos los datos utilizando el programa STATGRAPHICS Plus version 3.1. de Statistical Graphics
Corporation se obtiene el modelo lineal :

y(i) = 8.88943 + 2.98062x(i)

Puede comprobarse que el ajuste que se ha realizado ha sido utilizando el método de los minimos
cuadrados.
Si ahora procedemos a ejecutar el algoritmo que hemos propuesto obtenemos como resultado:

¥(i) =8.77569 + 2.99731x(i)
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UN METODO ALTERNATIVO PARA LA
CONSTRUCCION DEL SPLINE CUBICO

Joaaquin JODAR REYES -  ANTONIO JESUS LOPEZ MORENO - JUAN NAVAS UReRA
JUAN MARTINEZ MORENO - JOSE MARIA QUESADA TERUEL

RESUMEN:

El método de construccion de splines cubicos, que usualmente aparece en los
textos de Calculo Numérico, conlleva la resolucion previa de un sistema tridiagonal
de ecuaciones. Nosotros presentamos un método alternativo para dicha
construccion, que simplifica los cdlculos.

1. INTRODUCCION.

Por lo general, la interpolacién polinomial no es la mds adecuada cuando el nimero de datos de
interpolacién de que disponemos es excesivamente grande. Esto es debido al hecho de que debemos de
considerar polinomios de grado también muy grande. Este inconveniente se subsana si utilizamos, como
método alternativo, funciones splines, como funciones interpolantes.

Un spline es una funcién polindmica a trozos. Un spline se dice de grado m si cada uno de los
polinomios tienen grado menor o igual que m. Mas concretamente diremos que una funcién s es un
spline (cubico) en el intervalo [a,b), si existe una particién del intervalo
A=ti=x0<x1<...<x <Xx_=b

n-1 n

de tal forma que s es un polinomio (cubico) en [x,,x,,,]. i=0,...,n-1. Notaremos por S (A) al conjunto de

funciones splines de grado my clase k, es decir,

Sk ()= {s eC [a,b]:s/[x;, %, € l'lm},

donde I1_ denota los polinomios de grado m.

Este conjunto es, en realidad, un espacio vectorial con dimensién n(m+1)-(n-1)(k+1). Nuestro objetivo
sera encontrar un spline se $2(A) tal que

stx ) =f{x,), i=0,....1.

Para construir dicho spline necesitamos calcular 4n coeficientes. Desde la definicion de spline y las
condiciones buscadas obtenemos 4n-2 ecuaciones. Como el numero de ecuaciones debe coincidir con el
numero de incégnitas, necesitamos imponer dos condiciones adicionales. La forma mas habitual de
imponerlas es la siguiente:

» Spline cubico sujeto: s'(a)=F(a), s'(b)=f(b).

» Spline cubico natural: s’(a)= s'(b)=0.

2. CONSTRUCCION DE SPLINES CUBICOS.

Aqui presentamos un nuevo método de construccién de splines cubicos. Notaremos por s, (x) a
la restriccion del spline s al intervalo [x;,x;,,] y escribimos

s;(x)=f(x;)+a,(x~x;)+b,(x-x,)* +¢,(x-x,)’
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Si resolvemos el sistema

8 (%1) =51 (X50)
8 (i) = 8" (Xi)

8 (%) =875 (x4)

llegamos a la siguiente relacién de recurrencia entre los coeficientes:

2 2 h a; Af; (hy
=- 3 Plez=— 1)
ba) (3 20b) T hrl1

donde

h, =x,,, -x;, A, =f(x;,)~-f(x;), i=0,..,n-1

i
Ademas se obtiene la expresién

I s (x54)

e =2

i

o bien

_a; b Af

[ —t+—
h} h, b}

i

Como ya dijimos en la introduccién necesitamos unas condiciones adicionales para determinar el spline.
Estas condiciones adicionales se traducen en las siguientes, dependiendo de los casos anteriormente
mencionados.

« Spline cubico sujeto: a, =f'(a) y a,,, =f'(b).

» Spline cibico natural: a, =0y b,,, =0.

Estas condiciones, junto con (1), nos permitiran construir el spline clbico deseado, en cada caso.
Pasaremos ahora utilizar dicho método en el caiculo de un ejemplo concreto de spline cdbico natural.

3. EJEmMPLO.

Calculemos el spline cdbico naturai en el intervalo [0,15] para los datos de interpolacién siguientes:

X, | £(x,) | x. | £x0)
0 0 11 2.0
3 1.2 12 1.8
5 1.7 13 1.2
7 2.0 14 1.0
9 2.1 15 1.6

Aplicando (1) junto con b, =0, obtenemos

b, =33989.2-77113a,
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Al imponer la condicién b, =0 queda a, =0.440771. Por tanto, el polinomio de arranque sera:
$¢(x) = 0+0.44701x + ¢ x*

El coeficiente ¢, se calcula imponiendo que s,(3)=1.2.

La siguiente tabla nos muestra todos los valores de todos los coeficientes:

i a; b, <

0 0.440771 0 -0.00453015
1 0.318457 -0.0407713 | 0.00327134

2 0.194628 -0.0211433 | -0.000585342
3 0.103031 -0.0246554 | -0.000929966
4 ~-0.00675048; -0.0302352 | 0.00430521

5 -0.0760287 | -0.00440393( -0.119567

6 -0.443539 | -0.363106 | 0.206645

7 -0.549817 | 0.256828 0.0929882

8 0.242805 0.535793 -0.178598

9 0.778598 0

El spline obtenido se visualiza graficamente como sigue:

2

4. BIBLIOGRAFiA.
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INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS:
EL MODELO PRESA / DEPREDADOR

J. JopaR- A. J. LOPEz- J. MARTINEZ- J. Navas- J. M. QUESADA

En este trabajo analizamos un determinado modelo ecoldgico, el conocido con el
nombre presa - depredador, ideado por el profesor Vito Volterra. El andlisis lo
realizamos desde dos puntos de vista diferentes. En primer lugar, utilizamos un
algoritmo numérico programado con Mathematica de Wolfram research Inc. En
segundo lugar, abordamos el modelo usando como metodologia, los Sistemas
Dindamicos. Ejecutamos diferentes simulaciones por ordenador utilizando para
ello como programa informdtico, The Ventana Similation Environment (Vensim.
PLE), de ventana Systems Inc.

1.- INTRODUCCION.

Sabemos que existe una competicién constante por la supervivencia entre las diferentes especies
animales que habitan un mismo entorno, un tipo de animales (depredadores) sobreviven alimentandose
de otros (presas). El modelo con ecuacién diferencial mas simple, que representa esta situacion, recibe
el nombre de sus creadores: Lotka - Volterra (1926). Es muy elemental, pero puede ser muy Gtil como
punto de partida para abordar modelos méas complicados, como son los de Nicholson y Bailey (1935),
basados en ecuaciones en diferencias, los modelos graficos de Rosenzweig y Mackrthur (1963) o los
propuestos por J. Aracil y M. Toro (1993), modificando el modelo de Henize (1971).

Representemos por p(t) al nimero de presas en el tiempo ty g(t) al nimero de depredadores. Ei
sistema de ecuaciones diferenciales:
dq (1)
t

p'(t)=?=ap(r)—bp(z)q(t) =20 g+ epg()

describe la interaccion entre presas — depredadores, y es bastante exacto cuando las especies viven en
ecosistemas aislados.

2.- UN MODELO DE INTERACCION PRESA-DEPREDADOR.

A continuacién nos centraremos en el siguiente modelo:

p'(®)= p()(1-0.005¢()) ; q'(t)=4q(t)(0.005p()-1) )
Desgraciadamente la resolucion explicita de (1) no puede hacerse, pero en muchas ocasiones solo
interesa saber su comportamiento a largo plazo, y esto puede deducirse de su analisis cualititativo.

2.1.- METODO DE RUNGE — KUTTA DE CUARTO ORDEN.

La resolucién numérica del sistema (1) lo haremos programando el método de Runge - Kutta con el
software Mathematica de Wolfram Research Inc.

Clear["Global *"]
fln,p,q]:= p-0.005p*q
g[n, p, ql:= - g + 0.005p*q
duracion=40;
presa={220};
depredador={250};
n=200;
h=duracion/n;
punto=Table[i h,{i,0,n}];
For{i=2,i<=n+1,i++,
k1=f[punto{[i-1]},presa({i-1]],depredador{[i-1]]];
L1=g[punto[[i-1]),presa[[i-1]],depredador{[i-1]]];
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CONCEPCIONES SOBRE LA TANGENTE EN ESTUDIANTES
UNIVERSITARIOS

ANGEL CONTRERAS DE LA FUENTE - LORENZO LUQUE CARADA - LouRDES ORDONEZ CANADA
MANUELA ORTEGA CARPIO - CARMEN SANCHEZ GOMEZ

RESUMEN

Cuando se aborda la ensefianza de la interpretacion gréfica de la derivada
en un punto, es frecuente tomar una postura transparente (ingenua) en cuanto al
concepto de tangente de la funcién en el punto considerado, al dar por sabida la
nocién en los estudiantes. Sin embargo, la influencia de las concepciones previas
de los alumnos, asociadas a la tangente a un circulo en un punto, pueden crear
numerosas interferencias conceptuales. En este frabajo, basado en dos Proyectos
de Investigacion (Contreras y cols., 1998), siguiendo las ideas de Castela (1995)
se ha elaborado un cuestionario sobre la tangente y se ha aplicado a un grupo de
estudiantes universitarios de primer curso de C. Empresariales de la Universidad
de Jaén. Los resultados del estudio es el objeto de esta Ponencia.

INTRODUCCION

Es frecuente observar en los manuales como la nocion de derivada en un punto tiene, cuyo
apoyo grafico es la pendiente de |a tangente en dicho punto, se considera la idea de tangente carente de
todo conflicto didactico, dandose por obvio que el lector interpreta facilmente que la tangente es el
“imite” de las secantes en el punto. Sin embargo, la nocién de tangente es problematica en si misma,
observdndose en el aula de Bachillerato y en el primer curso de estudios universitarios unas
concepciones erréneas ligadas a las propias ideas previas que los alumnos traen de educacién primaria
acerca de la tangente al circulo en un punto.

Asi, la nocidn de la tangente, desde el punto de vista grafico, evoluciona en los alumnos segtin
distintas concepciones. En los cursos de primaria, la tangente aparece ligada al circulo, segin tres
definiciones que marcan las ideas previas de los alumnos:

1) Una recta es tangente al circulo si es perpendicutar en un punto A del circulo de radio OA,
siendo O el centro.

2) Una recta es tangente al circulo si tiene con él un solo punto coman.

3) La tangente en A es la Unica recta que pasando por A no atraviesa al circulo.

Al resaltar el hecho de la existencia de un Gnico punto de interseccion se induce una concepcién
global y no local. Es decir, contrariamente a las apariencias del dibujo, recta y curva no se confunden del
todo.

Para curvas cualesquiera, la tangente aparece en los libros bajo una interpretacion geométrica y
puede recibir tres definiciones diferentes:

- Limite de secantes.

- Recta que pasa por A, de coeficiente director la derivada en el punto.

- La representacion grafica de la funcion afin tangente en A.

En los manuales aparecen las dos primeras, nunca la tercera, cuando es la mds propicia a una
traduccién en términos de imagenes mentales. Mientras que de la primera, ya Sierpinska (1985) vio las
dificultades para los alumnos a la hora de dar sentido a la nocién de limite de secantes. En cuanto a la
segunda, no permite una caracterizacion interna en el marco grafico.

CONCEPCIONES DE LOS ESTUDIANTES SOBRE LA TANGENTE

En el trabajo citado, Castela (1995), se definen varios perfiles en cuanto a las concepciones de
los alumnos respecto al concepto de tangente.

- Concepcidn “interseccién Giobal”.

Esta concepcion nace directamente por generalizacion del punto de vista de la “interseccion” de
la tangente en el circulo. El criterio que rige la tangente es giobal, ignorando toda condicion relevante
desde el punto de vista del Andlisis. Unicamente interviene la posicion relativa de la curva y la recta

- Concepcidn “Interseccién Local”.

Se trata de una adaptacién de la concepcién precedente ya que es el criterio de tangencia que
evoluciona por localizacion; estd ain influenciado por el punto de vista de la interseccion, pero
considerado sobre un entorno del punto.

- Concepcidn “Interseccion global y Analisis”.
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Cy D son tangentes en A si pasan por Ay si:

1. C no atraviesa D. (NSNSSNSS)

2. C no se confunde con D. (NSNNSNSS)

3. C no atraviesa D y A es su anico punto comun. (NSNNNNNS)

4. C y D tienen un unico punto comtin. (NSSNNSNS)

Para la concepcion “interseccion local”, se tendria, por ejemplo, que C y D son tangentes en A si,
sobre un cierto entorno de A, C no atraviesa D y A es su Gnico punto comin. (SSNNSNSS)

En el tercer caso de “interseccion global y Andlisis”, los ejemplos mas frecuentes son: Cy D son
tangentes en A si tienen la misma direccién y si C no atraviesa D, ni en A, ni en otros puntos
(NNNSNNSS). Incluso C puede atravesar D. (NNNSNSSS)

En el ditimo caso, de “Analisis”, algunos de los ejemplos son: (SNNSNNSS; SNNNNNSS;
SNNNNSSS)

Los resultados de las respuestas de los alumnos aparecen en la tabla siguiente:

CONCEPCIONES NUMERO DE RESPUESTAS
Analisis 1(3,8%)
Interseccion local y Analisis 0
Interseccién global y Andlisis 0
Interseccidn local 12 (46,15%)
Interseccion global 3 (11,53%)
Atipicas 6 (23,08%)
Blanco 4 (15,38%)
TOTAL 26

DISCUSION Y CONSECUENCIAS

Se observa que un alto porcentaje de estudiantes, el 46,15%, tienen una concepcién sobre la
tangente de una recta a una curva que es de caracter “local’, que esta influenciada por la idea previa de
los alumnos -en cuanto a la tangente de una recta al circulo- pero de modo local, de aqui las respuestas
del tipo SSNSSNSS que responden a la idea siguiente: “C y D son tangentes en A si pasan por Ay si
existe un entorno de A sobre el que C no atraviesa a D" (de los 12 casos, a esta idea le corresponden 6).
Hay otros variantes similares como son: “C y D son tangentes en A si pasan por Ay si existe un entomo
de A sobre el que C no atraviesa a D y ademas no tiene un punto comin con D", que es el caso
SSNNSNSS y se han visto dos casos; o bien: “C y D son tangentes en A si pasan por A y existe un
entorno de A sobre el que A es el Gnico punto comun”, otros dos casos.

Un pequefio porcentaje, del 11,53%, manifiesta una concepcién “global” de la tangente, la cual
corresponde a aquellos estudiantes que tienen una idea muy arraigada, es decir un obstaculo asociado a
la tangente de una recta al circulo. En los tres casos, la idea de estos alumnos es muy clara: “C y D son
tangentes en A si pasan por A que es su Unico punto comun”, que va asociada a las respuestas del tipo:
NSNNSSSS, NSNNNSNS, o, por ultimo, NNSSNSNS.

Hay un Unico caso de concepcién correcta, del “Andlisis”, que representa sélo el 3,8%.

Se han observado también seis casos atipicos, un 23%, que no responden a ningln tipo de
perfil. Es decir, no es posible incluir sus respuestas en ninguno de los modelos teéricos utilizados. Son
las respuestas como la SSSSNNNN, que sdélo se explica como contestacién realizada sin criterio alguno.
De todas formas, dado el estimable porcentaje de respuestas de este tipo seria conveniente realizar
entrevistas con los estudiantes buscando encontrar posibles explicaciones.

Como podemos ver, Unicamente hay un caso donde el alumno responde a un perfit acorde con
los métodos propios del Calculo Infinitesimal y como estos estudiantes estdn en primer curso
universitario, la consecuencia inmediata que se extrae es que es muy posible que estén abocados a un
fracaso escolar en la asignatura de Analisis Matematico.

Estos resultados vienen a confirmar el fenémeno didactico ya sefialado de la algebrizacion del
Calculo (Gascon, 1998). Es decir, en general, un estimable porcentaje de los estudiantes que ingresan
en la Universidad tienen una preparacion, respecto a los conceptos del Calculo, asociados a métodos
algebraicos y algoritmicos, pero alejados de los procesos de razonamiento de caracter infinito propios del
Andlisis Matematico.
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ENTORNO INTERACTIVO DE PRACTICAS
PARA DOCENCIA UNIVERSITARIA

JoaQuin JODAR REYES - ANTONIO JESUS LOPEZ MORENO - JUAN NAVAS URENA
JUAN MARTINEZ MORENO - JOSE MARIA QUESADA TERUEL

RESUMEN

En este trabajo presentamos un aplicacién desarrollada con el entorno de
programacion matemadtica: Matemadtica 4 de Wolfram Research. Dicha aplicacién
estd orientada a la docencia en titulaciones universitarias de ciencias
experimentales.

1. INTRODUCCION. CONSIDERACIONES PRELIMINARES Y DESCRIPCION INICIAL DE LA
APLICACION.

A lo largo de los Ultimos anos se ha introducido en la docencia universitaria el uso de sistemas
informaticos. Fundamentalmente su aplicacion se ha centrado en la parte practica de las distintas
asignaturas. Los nuevos planes de estudio que se han implantado ya en la mayoria de las universidades
espafolas determinan para gran parte de las asignaturas una importante carga de créditos de practicas.
Si a ello unimos que los créditos de las materias de matematicas se han reducido considerablemente nos
encontramos con que las horas dedicadas al desarrolio de la teoria son preocupantemente escasas.
Ante esta situacion es necesario plantear nuevas estrategias que permitan desarrollar los temarios en su
totalidad conservando una adecuada calidad de la ensefianza. Para lograr tal objetivo se hace necesaria
una exhaustiva planificacion de las practicas y la utilizacion de materiales didacticos que apoyen tal
proposito. A través de la experiencia acumulada a lo largo de varios afos en la Universidad de Jaén,
hemos podido desarrollar diversas aplicaciones orientadas a solventar problemas de tipo puntual que
atafien a una parte concreta del temario o a una determinada técnica para resolucién de algun tipo de
ejercicios. En este trabajo nos hemos propuesto recopilar todos los materiales elaborados para estos
casos concretos con objeto de integrarlos en una herramienta en la que se incorporen soluciones a
distintos tipos de problemas y que de este modo alcance a una parte amplia del temario.

El ambito para el que se desarrolla la aplicacién es el de una asignaturas de fundamentos matematicos
de primer cicio de ciencias experimentales. Son numerosas las titulaciones en las que aparecen
asignaturas de fundamentos con los descriptores:

Algebra

Célculo

Ecuaciones diferenciales

Métodos Numéricos

Modelos Matematicos Aplicados.

Asi por ejemplo, ya sean agrupadas de forma anual o divididas en dos cuatrimestres, encontramos
asignaturas con estas caracteristicas, generalmente troncales o en cualquier caso obligatorias, en
titulaciones como: Lic. en Biologia, Lic. en Quimica, Lic. en Ciencias Ambientales, etc.

A la hora de decidir qué problemas son los mas indicados para ser tutorizados mediante el ordenador
nos hemos atenido a los siguientes criterios:

e Puesto que hemos de implementar la resolucién del problema mediante un lenguaje
informatico (en este caso el de Matematica 4) hemos de centrarnos en aquellos en los que
es posible trazar un esquema mecanico para su tratamiento. Los problemas en los que
intervienen razonamientos no sistematicos o de caracter intuitivo no son adecuados para su
programacién. Asi mismo la resolucién repetitiva de varios ejercicios que se ajustan a un
mismo modelo de ejecucion es indudablemente monétona y no aporta conceptos nuevos. Se
trata en definitiva de eliminar de la exposicidn tedrica estas repeticiones trasladandolas al
aula de practicas, frente al ordenador.

+ El problema debe involucrar una cantidad suficientemente grande de pasos. Es decir, nos
interesan que represente un nivel elevado de compiejidad de modo que su resolucion no sea
trivial ni inmediata.

+ Elegiremos problemas que no pueden ser resueltos facilmente por el software que vamos a
utilizar. En general se trata de situaciones en las que representan mayor interés los pasos
intermedios que el resultado final y por tanto el hecho de que Mathematica nos proporcione
una instruccién que obtenga directamente la solucién no nos es de utilidad ya que esto no
supone una aproximacién en profundidad al ejercicio.
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1 2 0 1 2 2 1 0 2 1 0 2 1 0
€y =C; +¢, Py =Ty +2F,; Fy=F, 3P, Cy=y-2C;
0 -1 1y —» |0 -1 0| > |0 -1 0 - |0 -1 0 - (0 -1 0
o 1 3 0 1 3 0 1 c 0 -5 0 0 -5

2. Resolucién de sistemas empleando el método de Gauss.

Incorporamos en esta seccion instrucciones que permiten abtener la matriz de un sistema a partir de su
expresion algebraica y viceversa. Entonces se podran emplear las instrucciones del apartado anterior
para aplicar el método de Gauss de resoiucion de sistemas lineales de ecuaciones.

3. Diagonalizacién de matrices.

En esta seccidn proporcionamos dos herramientas. En primer lugar hemos programado un algoritmo que
desarrolla el método de diagonalizacién de matrices mostrando los pasos intermedios. En segundo lugar
un sistema de planteamiento de ejercicios que genera aleatoriamente matrices para las cuales el
proceso de diagonalizacion puede desarrollarse si acudir a calculos complejos (por ejemplo con valores
propios facilmente calculabies a partir de la ecuacién caracteristica). Se pretende aqui que el alumno
pueda practicar el procedimiento de diagonalizacién comprobando sus propios resultados con los
esquemas de ejecucion que ofrece el programa. Al mismo tiempo se le proporciona una fuente
inagotable de ejercicios mediante el sistema aleatorio de generacién de matrices.

Como ejemplo, si introducimos la matriz:

i 00
0 11
-11 1

el programa trazador de soluciones mostrara la respuesta:

La matriz tiene:

- Ecuacién caracteristica: 7\3 —312 +2A=0.

- Valores propios: A=0 (multiplicidad 1).
A=1 (multiplicidad 1).
A=2 (multiplicidad 2).

1 0 0)x, 0
- Subespacio propio para A=0: 0 1 1|x,| =10
-1 1 1)x, 0
Vectores propios: {(0,-1,1)}
Dimensién algebraica A=0: 1

Dimensién geométrica A=0: 1

(para abreviar eliminamos cédiculos con i =1,2)

- La matriz es diagonalizable con

000 0 10
Diagonalizacidén=|{0 1 0 v Matriz de paso=|-1 1 1
c 0 2 1 01

4. Cdlculo de limites.

Siguiendo el mismo esquema que en el apartado dedicado a diagonalizacién de matrices, mediante
menus o paletas se introducen algoritmos capaces de resolver, paso a paso, los tipos habituales de
limites que se estudian en las asignaturas de las que nos ocupamos, y asi mismo se afaden también
sistemas de generacion de ejercicios o bien de forma aleatoria o bien de un tipo concreto.
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UTILIZACION DE LA EVALUACION EN LAS ASIGNATURAS DE
MATEMATICAS DE LA UNIVERSIDAD. UNA EXPERIENCIA PRACTICA

Pepro RobRiGuez CIELOS -  SIXTO SANCHEZ MERINO
YoLanDa PApiLLA Dominguez -  Jose Fco. MORONES BURGOS

1. INTRODUCCION

El objetivo principal de esta comunicacion es compartir la experiencia que venimos desarrollando, desde
hace siete ahos, en las asignaturas de Matematicas de algunas titulaciones de ingenieria de la
Universidad de Malaga. Dicha experiencia esta centrada en el tema de la evaluaciéon y supone,
basicamente, la introduccion de un proceso evaluador que se realiza de forma continua.

La evaluacion constituye el elemento mas delicado dentro del proceso educativo pues, a través de ella,
el educador debe comprobar el grado de aproximacion de los alumnos a los objetivos previstos y decidir
si se han alcanzado los mismos. Ahora bien, la funcién de la evaluacion no es meramente clasificatoria,
sino que ha de servir para extraer informacién sobre la situacion real de los alumnos y los problemas que
presentan las técnicas didacticas utilizadas, dando lugar, si es preciso, a una revisién de las mismas e
incluso de los propios objetivos. Ademads, seria aconsejable que esta revision, en el caso en que fuera
necesaria, se pudiese realizar en el transcurso del desarrolio de la asignatura.

Sin embargo, el método mas utilizado en las carreras técnicas de las distintas Universidades en Espafa
es aquel que se basa Gnicamente en una prueba escrita final. Esto tiene el gran inconveniente de que
aumenta el factor suerte en el resultado y que ademas no se consigue que la evaluacién sea formativa.
Normalmente el profesorado justifica este método por e! alto numero de alumnos existente en el aula.
Esté claro que esto es un inconveniente real pero no insuperable, como demostraremos mas adelante
con nuestra experiencia.

2. CONSIDERACIONES PREVIAS

Como se ha comentado anteriormente, dentro del proceso de evaluacién y en lo referente a la valoracion
de la labor del alumno, el ideal viene marcado por la obtencién, a lo largo del periodo docente
correspondiente, del mayor nimero posible de elementos de juicio sobre la asimilacién del aprendizaje.

Ademas de una falta evidente de elementos de juicio para valorar el trabajo realizado por €l alumno, este
método de evaluacion va acompanado de otra serie de deficiencias.

La primera es la escasa asistencia y participacion activa del alumnado en clase. Viene provocada
porque el alumno sabe que “pase lo que pase en clase”, su calificaciéon vendra marcada Unicamente por
lo que realice en el examen final. Esto provoca que muchas veces el alumno limite su actuacion
unicamente a copiar lo que alll se esta diciendo.

Otra carencia destacable es la deficiente preparacion y vision global de la asignatura por parte del
alumno. Habitualmente, el alumno empieza a estudiar cuando quedan pocas semanas para el examen.
Esto conlleva que no sea capaz de asimilar los conceptos que se le han presentado a lo largo del
desarrolio de la asignatura y que, en consecuencia, no pueda aplicarlos posteriormente cuando le sean
necesarios. Este hecho se ve agravado en las asignaturas de Matemdticas. A diferencia de lo que ocurre
en otras disciplinas, el proceso de ensefianza-aprendizaje de las Matematicas presenta unas
peculiaridades propias de su caracter fundamentador y cientifico que serd necesario considerar. La
abstraccion de sus conceptos, la precision en sus definiciones y la rigurosidad en sus razonamientos son
tan importantes en la formacion del alumno como los propios contenidos de las distintas asignaturas de
Matematicas. Los distintos temas se encadenan para que la materia se desarrolle de manera
constructiva y los conceptos se vayan derivando unos de otros. Por todo ello es importante que el
alumno sea capaz de asimilar los contenidos de las asignaturas gradualmente, con el fin de alcanzar un
grado aceptable de conocimiento y entendimiento.

Por ultimo habria que destacar la escasa asistencia y aprovechamiento de las horas de tutoria
individualizada. El alumno suele concentrar las visitas al despacho del profesor en la dltima semana
antes del examen final. Esto da lugar a que no le sirvan de casi nada, ya que en este momento no
pueden utilizarse para solventar sus deficiencias.

L.os objetivos de nuestra experiencia vinieron marcados por estos hechos que acabamos de comentar.
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3. METODOLOGIA

La primera consideracion que se deberia hacer sobre la metodologia que hemos empleado hace
referencia a que es totalmente dindmica, estando en continua revisién y por lo tanto sujeta a
modificaciones anuales. Esto se debe a la diferente procedencia de nuestros alumnos, a la distinta
realidad de las asignaturas e incluso de las titulaciones en las que se desarrolla y también a la propia
necesidad de pequefios ajustes que vinieron marcados, I6gicamente, por la experiencia adquirida en los
afios en los que se ha desarrollado.

Las modificaciones que hemos tenido que realizar a lo largo de estos afos vienen sehaladas,
principalmente, por la opinién de los alumnos. Queda claro que esta opinién es una de las mas
importantes a tener en cuenta ya que al fin y al cabo se trata de buscar una mejora del proceso de
ensefanza-aprendizaje en beneficio del alumno.

Nuestra técnica se basa en lo que nosotros denominamos relaciones de gjercicios de clase. El alumno
esta “avisado” desde el primer dia de clase que estas relaciones se realizaran en cualquier momento, sin
previo aviso (incluso en mitad del desarrolio de una clase). La realizacion de estas relaciones es de
cardacter optativo y nunca se valora de forma negativa. En ellas se evalia al alumno sobre los conceptos
mas importantes desarrollados en clase. El nimero de relaciones a realizar es también desconocido para

los alumnos.

Conviene reparar en la importancia del cardcter sorpresa de estas relaciones ya que es fundamental
para alcanzar los objetivos propuestos. De esta forma se incentiva y se motiva al alumno a llevar al dia la
asignatura. Si se avisara de su realizacion, el alumno se limitaria a estudiar unos dias antes de cada una
de ellas, trasladando todos los problemas y defectos que anteriormente comentabamos sobre el examen
final a cada una en particular.

Ademas, incluso en el caso de no superar la asignatura por esta actividad, se consiguen alumnos
motivados, mejor preparados y con una mejor vision de la asignatura ante el examen final. Con ello se
alcanza el objetivo de que vayan comprendiendo y asimilando los conceptos de una forma gradual.
Asimismo, hemos detectado una presencia mucho mayor y constante en horas de tutoria. Esta
asistencia se realiza a lo largo de todo el periodo docente de la asignatura.

4. SEGUIMIENTO Y EVALUACION

Cuando se plantean unos objetivos y se decide seguir una metodologia, se hace necesario efectuar un
seguimiento para poder medir el grado de cumplimiento de los mismos. Ademds, debe servir también
para detectar posibles errores e incluso replantearse los objetivos previamente programados.

Ya dijimos anteriormente que el grado de satisfaccion del alumnado es muy importante. Ellos son los que
tienen que aceptar o rechazar esta técnica de evaluacion continua. Para conocer su opinion, cuando esté
proximo a terminar el periodo lectivo de cada una de las asignaturas, se les pasa un completo
cuestionario de evaluacién que consta de unas treinta preguntas agrupadas en varios bloques.
Unicamente destacar que los alumnos consideran, en una inmensa mayoria, que esta técnica de
evaluacion consigue que se asimilen mejor los contenidos de la asignatura.

Pero cualquier mecanismo de seguimiento que se utilice en la Universidad tiene que tener un minimo
control docente. Es decir, seria un error dejar toda la evaluacién del método a criterio de los alumnos.
Debe ser también evaluado por los propios docentes del departamento e, incluso, recabar la opinion de
compaferos de otros departamentos. Esto lo hemos venido realizando a lo largo de todos los cursos
académicos en los que hemos desarrollado esta experiencia evaluadora. Pero, ademas nosotros
también hemos aprovechado la participacién de los profesores de Ensefanza Secundaria. Ellos pueden
evaluar el método desde una perspectiva distinta, sin caer en los defectos habituales de alguien que esta
totalmente implicado en él.

5. CONCLUSIONES FINALES

Como ya destacamos anteriormente, los objetivos que nos habiamos planteado se han cumplido
sobradamente. Se ha conseguido una mayor asistencia y participacion activa del alumnado en clase, es
decir, alumnos motivados por el desarrollo de Ia asignatura. Para constatar este hecho, nos basta con
ver el cambio sustancial que se ha producido en las intervenciones del alumno en clase. Antes se
limitaban a preguntar por un paso concreto de un ejercicio, un proceso mecanico o simplemente por una
sintaxis incorrecta en la pizarra. Ahora hacen preguntas mucho mas profundas sobre conceptos o
relaciones entre ellos. Todo esto ha producido ademas un incremento sustancial en la asistencia y
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aprovechamiento de las horas de tutoria. También se ha logrado que el alumno tenga una mejor
preparacion y visién global de la asignatura.

Nos gustaria destacar que estas experiencias no sélo tienen importancia por la valoraciéon de los
alumnos, sino por la repercusion que tienen en la propia tarea docente. Es gratificante ver esta gran
motivacion por parte del alumnado, que redunda positivamente en la labor docente.

A la vista de estos resultados y constatando que estos problemas son comunes en todas las
universidades, consideramos muy importante el hecho de compartir experiencias con el resto de los
compaiieros docentes.

Por dltimo, conviene destacar la participacion de profesores de Ensefanza Secundaria. Dicha
importancia viene marcada por su amplia experiencia en el tema de evaluacién continua, practica
habitual en los institutos. Ademas, la mayoria de las asignaturas de Matematicas de las carreras técnicas
se sitian en el primer curso. Esto da lugar a que los contenidos desarrollados en dichas asignaturas
tengan mucho en comin con los de los programas de los Gltimos cursos de Ensefnanzas Medias. Por lo
tanto son de gran ayuda por ser los mejores conocedores del estado real de los alumnos cuando van a
iniciar sus estudios universitarios. Esta colaboracion facilita el continuo intercambio de ideas y el tan
necesario contacto entre los docentes de ambos niveles educativos. Con ello se ayuda a paliar este gran
defecto histérico de la ensefianza en Espafia.
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UN ANALISIS COMBINATORIO DEL PROBLEMA DE LOS MUSICOS

Bras C. Ruz JIMENEZ

INTRODUCCION
La XXXl Olimpiada Matematica Espafiola propuso el siguiente problema:

Seis musicos participan en un festival de musica. En cada concierto, algunos de esos
musicos tocan y los demds escuchan. ;Cual es el minimo numero de conciertos
necesario para que cada musico escuche a todos los deméds?

Este problema, de origen canadiense, fue propuesto en el International Mathematics Tournament of the
Towns de otono de 1984 [1]. En este trabajo estudiaremos la generalizacion del problema para n
mausicos, propuesto en el 1V Concurso de Problemas de Ingenio organizado en Diciembre de 1997 por el
departamento de Matematica Aplicada de la Universidad de Malaga.

Representemos los musicos con los nimeros naturales 1; 2; 3,..., y con O(n) el nimero de conciertos de
una solucién optima para n musicos. Para valores pequefios de n, a través de razonamientos mas o
menos ingeniosos, podemos encontrar el valor de O(n). Asi tenemos la siguiente prueba de O(n) > 3
para n>3:

Si existieran tres conciertos Cs,C; y Ca, ya que cada musico debe tocar al menos una vez,
un concierto debe tener dos o mas musicos. Luego podemos suponer que 1y 2 tocan en
Ci. Ya que 1y 2 deben escucharse mutuamente podemos suponer que 2 escuchaa 1 en C;
y 1 escucha a 2 en C;. En ese caso, el musico 1 aparece como oyente Unicamente en Cs,
de donde el resto de musicos R=(3, 4, 5, ...} deben aparecer en C;, y razonando en forma
similar para el musico 2, también Rc C,. En ese caso los musicos de R no se oyen entre si.

El razonamiento anterior permite deducir O(4) = 4 (ya que obviamente los cuatro conciertos {1}, {2}, {3} y
{4} son una solucién). En este trabajo prescindiremos de estos razonamientos ya que nos interesa
encontrar las propiedades fundamentales de la funcién O que permitan su calculo directo.

Utilizando técnicas de cubrimiento [2] o técnicas de particion [3] podemos encontrar cotas de O(n) en
funcién de logz n, pero no conocemos estudios que proporcionen cotas suficientemente ajustadas de las
cuales se derive directamente O(n) para valores pequefios (p.e., n< 100). Sorprendente, sencillos
razonamientos combinatorios conducen a la acotacion 2 + |logyn|< O (n) < ten, donde ¢cr denota e!

P
logaritmo combinatorio de n: el menor entero p que verifica nsuy ﬂ Tal acotacién es
2

extraordinariamente buena. Esto puede verse utilizando la férmula de Stirling, de la cual encontramos

2n
[Z"J~ ., y en forma similar para los impares; aunque la exponencial 2 crece mas rapidamente
n m

k . . - . - .
que [L%ﬂ , la diferencia es pequefia y desde un punto de vista practico el probiema esta resuelto; por
ejemplo:
197<0(90548514656103281165404177077484163874504589675413336841320)<200

por lo que conocemos casi (con un error menor que 3) el nimero de conciertos de una solucion optima

. - 200
para tal nimero de musicos n= [100) tan grande.

1 ALGUNAS PROPIEDADES DE LA FUNCION O

Lema 1.1 La funcion O verifica las propiedades:

(1)O(nN<n
2 0(nN<0(n+1)
BFOon+1)<1+0(n)
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Demostracion.— (1) sigue de la propiedad: los conciertos {{1}, {2},..., {n}} forman una solucion. (2) sigue
de la propiedad: al eliminar un determinado musico de todos los conciertos de una solucion para n+1
musicos se obtiene otra solucién para n musicos. A partir de una solucion para el problema con n
musicos, podemos obtener una solucién para n +1 musicos afiadiendo el concierto {n +1}, de donde (3).#

Llamaremos solucién optima a cualquier solucién con O(n) conciertos, y llamaremos concierto optimo a
aquel que aparece en alguna solucién optima.

Lema 1.2 (Simetria del problema) Si C,,C,, . ., G; es una coleccion de conciertos solucion, entonces la
coleccién de conciertos complementarios C1,C%, . ., C} es otra solucién, donde C'={1,..., n}-C denota
el concierto complementario (el concierto formado por los miisicos que no tocan).

Demostracién.— Del enunciado del problema se desprende que la coleccion de conciertos Ay,..., A, €8
una solucion del probiema si y solo si verifica la siguiente condicion: para cualquier par de musicos
distintos (i, /), existe un indice u tal que (i, je A, x A’,. El lema sigue directamente de esta propiedad. #

Lema 1.3 Paran>1,1+ d n2l< On).

Demostracion.— Sea Ci,...,Com una solucidn optima n. Por el Lema 1.2, podemos suponer que el
cardinal del primer concierto C; es menor o igual que [ n2] . Por tanto, si eliminamos todos los mdsicos
de tal concierto se obtiene una solucién para n -Ln/2| = n2] misicos, y con un concierto menos (en el
peor de los casos). Por tanto O[n21< O (n)- 1. #

Es obvio que O (1) = 1y O (2) = 2. Entonces, aplicando el lema anterior junto a Lema 1.1(3)
encontramos 1 + 0(2) <0 (3) 1 + O(2), de donde O (3) = 3. Si intentamos el mismo razonamiento con
O (4) encontramos solamente 3 <O (4) < 4, por tanto, la cota superior dada por Lema 1.1(3) es poco util
(aunque por el razonamiento dado al principio ya sabemos que O (4) = 4).

Podemos iterar la acotacion del Lema 1.3 dividiendo sucesivamente por 2 para encontrar |logy n|+2<0(n),
para n>2.
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Figura 1: Construyendo una solucién éptima

2 SOLUCIONES COMBINATORIAS
Sea o un natural. Indiquemos para simplificar con o el valorLo2], y con @ el valor[ 027 Consideremos

que el numero de musicos coincide con el combinatorio n = [0] Vamos a construir una solucion del
o

problema para n musicos, donde todos tocan o veces y todos los conciertos tienen el mismo cardinal. Si
todos tocan o veces, el producto n- g es el total de musicos contando las repeticiones. Si ademas todos

. " . . -1 . .
los conciertos tienen el mismo cardinal, ya que n- 0 = o- (” 1] el cardinal de cada concierto debe ser
o-

-1 i 5 -
’=(u J- Por ejemplo, para n = 10 =[2], I = 4, y todos los masicos tocan 2 veces. Para encontrar una
o-
solucién de tales caracteristicas consideremos las combinaciones @ dispuestas como en la Figura 1

(izquierda). Ahora colocamos en cada columna, en las posiciones indicadas por las marcas ® , los
misicos en el orden 1, 2, ..., 10 tal como indica la Figura 1(derecha). En ese caso cada fila representa un
concierto, y la coleccion de tales conciertos es una solucién por construccion; en efecto, puesto que cada
musico se identifica con una combinacién, y todas las combinaciones son del mismo orden y distintas,
dados dos musicos distintos x e y, siempre existe un concierto donde aparece x y no aparece y. Este

método se puede repetir con cualquier combinatorio n = m La coleccién de conciertos asi construida
o

ser a llamada solucién combinatoria. Luego hemos demostrado:
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Teorema 2.1 Paran > 2, 2+{logyn]< O (n) <ten.

Las soluciones para n= 9, n = 8, ..., se obtienen eliminando un mdsico, o dos, etc. Curiosamente, al
eliminar los 4 primeros musicos, se elimina el primer concierto y queda una solucién combinatoria para 6
musicos y con un concierto menos: {5, 6, 7}, {5, 8, 9}, {6, 8, 10}, {7, 9, 10}, de donde O(6) < 4, y ya que 4
= O(4) < O(5) < O(6), encontramos O(5) = O(6) = 4. Y ahora, aplicando el Lema 1.1(3) junto al Lema 1.3
encontramos 1 + O[7/21< O(7) < 1+ O(6) = 1 + 4, de donde O(7) = 5.

El teorema permite calcular directamente aquellos valores de O(n) donde las cotas coinciden.
Curiosamente rcx Yy [logyn |+ 2 coinciden Unicamente en los intervalos [3, 6], [8, 10], [16, 20], [32, 35] y
[64, 70]. Para tales valores tendremos O(x) = ¢cx, de donde derivamos la siguiente tabla, donde ios
huecos son debidos a la desigualdad (cx #2+|logyn]:

K 1 2 3 4..6 17..10]16...20/32..35|64..70
O (k) 1 2 3 4 5 6 7 8

Conjetura 2.2 O{n) = «n

Aunque desde un punto de vista practico el problema puede considerarse resuelto, la prueba de la
conjetura anterior resuelve completamente el problema. ademas, resuelve también el problema inverso:
dado un numero natural q ;cual es el nimero maximo de musicos que pueden actuar en q conciertos?

. q
Este nimero vendra dado por la exponencial combinatoria uyﬂ .
2

Teorema 2.3 Si, salvo biyecciones y complementos, las Unicas soluciones optimas para valores de la

[+ . "
forma [oj son las combinatorias, entonces O = c .

Demostracién.— Sea n = (Z] Basta probar que O(n)=0=> O (1 + n)=0+ 1. Sifuera O(1 + n) = o,

consideremos una solucién para 1 + n musicos que tenga o conciertos. Sea m uno de los musicos; ya
que al eliminario resulta por hipétesis una solucién combinatoria completa, bastar a demostrar que es
imposible extender una solucion combinatoria afadiendo un nuevo musico. En efecto. Supongamos que

el musico nuevo toca p veces. Entonces, m debe ser afiadido a una de las combinaciones (OJ de los o
P

conciertos. Pero si p < g, para cualquier p—posicién existe una o—posicién que la cubre, por lo que el
miusico colocado en tal g—posicién no escuchara al musico nuevo, y no puede ser solucion. Si g < p
razonamos en forma similar. #

Otras técnicas para comprobar la conjetura O = ¢ pueden encontrarse en [3].
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LA TEORIA DE RETICULOS Y LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL; UN
EJEMPLO DE PASO DE LA ABSTRACCION A LA REALIDAD.

FRANCISCO CARVAJAL JIMENEZ

INTRODUCCION.

En 1854, fue el primero que introdujo una clase importante de estructuras algebraicas, las dlgebras de
Boole que son reticulos distributivos complementados , tratando de modelar el razonamiento humano,
fue Schréder en 1890, quien considero ei concepto de reticulo en el sentido de hoy dia, simultdneamente
Dedekind introduce ios reticulos distributivos y modulares, en sus trabajos sobre teoria de grupos e
ideales.

La teoria de reticulos moderna, tiene su origen en 1930 tal como la conocemos hoy, en el libro de
G.Birkhoff, “ lattice theory “, en el cudl aparecen los conceptos de poset, reticulo, valuaciones,
subreticulos,...,etc., y sus conexiones y aportaciones a otras ramas como la geometria, la topologia, el
analisis, ...etc.

Las aplicaciones de la teoria de reticulos no es nueva, esta aparece de forma explicita o implicita en
muchas instancias de la computacién y en particular en la inteligencia artificial, que se muestra a través
de la extraccion automatica de hechos de imagenes mediante operadores morfolégicos, aprendizaje de
conceptos, bases de datos deductivas, redes neuronales difusas y ART, reconocimiento y extraccion de
hechos.

Esta teoria hoy dia se esta aplicando con éxito en varios campos de ia computacién, como son los
siguientes:

+ Lasemantica denotacional, mediante la teoria de dominios, introducida por D.Scott que trata
de modelar procesos computacionales o tipos de datos no completamente definidos
mediante estructuras de orden.

« La morfologia matematica (M.M), es una aproximacién geométrica, algebraica y topolégica
al procesamiento y analisis de imagenes, primero fue una herramienta para analisis de
formas de imagenes binarias .

« Conjuntos y sistemas difusos, las redes neuronales fuzzy, redes neuronales Min-Max , redes
neuronales fuzzy sobre reticulos,..,etc..

+ Redes Morfologicas cuyos resultados mas importantes son las memorias asociativas y
bidireccionales asociativas, perceptron morfoldgico,

« Bases de datos deductivas, sistemas de control de sucesos discretos ,..,etc.

Como estructuras importantes podemos hablar de dos, el dlgebra de imagenes y el dlgebra minimax, la
primera construye un conjunto de operadores para el procesamiento de imagenes uniendo los
operadores lineales, como son convoluciones, transformadas de Fourier, filtros, ..,etc., con los no-
lineales de la morfologia matematica, erosiones, dilataciones, cierres, aperturas y filtros morfolégicos. El
dlgebra minimax es definida por vez primera por R.Cuninghame-Green, se aplica a problemas sucesos
discretos, control de procesos, tareas de asignacion, optimizacion y control, ...,etc., donde se parte de
utilizar operaciones habituales en los sistemas lineales de suma y producto, que son sustituidas por el
maximo y suma, o por otras combinaciones, incluyendo al menos una las l.c.i del maximo (supremo) (®)
o minimo (infimo) (® ), que son ias que con las propiedades de la idempotencia a® a = a, y la de
absorcién a @ (b®a) = a, dan un comportamiento muy distinto. Normalmente los operandos son los
nimeros reales a los que se les anade los elementos -« y +w. Asi por ejemplo tenemos Emex ={RU {-
w},max,+} , que tiene estructura de semianillo idempotente o diode. En las matrices de elementos estas
élgebras podemos definir nuevas operaciones como son los productos matriciales cj=max(au+by;),
productos matriciales generalizados con unas propiedades diferentes a la matrices en espacios lineales.
La teoria de reticulos y estructuras de orden, aparece como un marco de trabajo Util en distintos campos
de la ciencia entre ellos la inteligencia artificial, y nos hace volver hacia el estudio de los sistemas
abstractos como una nueva metodologia y un conjunto de herramientas, muy distintos a las de los
espacios lineales, incluso en el caso del dlgebra minimax por las operaciones y resultados , aunque en
el lenguaje se siga con el mismo vocabulario .

1t).- LA TEORIA DE RETICULOS Y SUS APLICACIONES.

La estructura de reticulo se puede definir como estructura ordenada, como conjunto parcialmente
ordenado donde todo subconjunto finito tiene supremo e infimo y de forma algebraica como un conjunto
con dos l.c.i (llamadas infimo /A y supremo V) cumpliendo las propiedades idempotente, conmutativa,
asociativa y de absorcién, teniendo como puente entre una y otra, la relacién a<b <> aAb=a 0 avb=b, y
se llama completo si cualquier subconjunto finito o no tiene infimo y supremo. Las distintas estructuras
de orden como son conjuntos parciaimente ordenados (Posets), semireticulos, subreticulos, diodes,
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...,etc nos permite modelar distintos sistemas, espacios E/S,...,etc., de forma natural y sencilla , veamos
algunos sjemplos de espacios modelados como reticulos:

a) El conjunto de partes de un conjunto P (X), con la relacién de orden la inclusién de conjuntos(c),
y visto algebraicamente el infimo y supremo son interseccién y union respectivamente, tiene
estructura de reticulo completo (todo subconjunto del reticulo tiene infimo y supremo, como
cotas universales estén el vacio @ y el conjunto X), como ejemplo veamos que , este reticulo nos
sirve para modelar las imdgenes binarias o en blanco y negro, is: X —{b,n}, es facil demostrar la
existencia de un isomorfismo entre las imagenes binarias y las partes de un conjunto.

b) Los subconjuntos difusos definidos sobre un universo X, tienen estructura de reticulo distributivo
completamente, este marco es donde tenemos muchos desarrollos en redes neuronales, como
son las redes Min-Max, redes FLNN, redes difuso sobre reticulos .

c) El conjunto {0,1}, (dlgebra de Boocie), con la relacién de orden usual es un reticulo
complementado, el infimo y el supremo son las operaciones Booleanas Y {AND) y O (OR), que
es isomorfo al reticuio de partes de X. Igualmente son reticulos otras légicas como las de
Lukasiewicz, Iégica de cuatro valores , que definen las conectivas Y y O como el minimo y el
maximo respectivamente.

d) El conjunto Y* de las funciones de X a Y, con Ia relacion de orden f< g < f(x)<g(x}), vx X, es un
reticulo, definiendo el sup(f) inf(f) como el maximo y minimo de funciones puntualmente. Si
tomamos como conjunto X las localizaciones de los pixels y el conjunto Y los valores de los
pixels, el conjunto de las funciones de X a Y representan las imagenes en gris, para modelar
las imagenes en color consideramos un vector de tres componentes de niveles de color.

e) X" es un reticulo completo, definiendo el orden puntualmente sobre los elementos de X, A<x"B
< a; <x b; , como ejemplo tipicos de X tenemos R y el intervalo unidad [0,1], de la misma forma
podemos tomar reticulos de espacios heterogéneos X; .

De lo ejemplos de reticulos se desprende varias consecuencias, la facilidad para trabajar con distintos
conjuntos de entrada, continuos y discretos, finitos e infinitos y la amplia variedad de problemas que
podemos modelar de una forma unificada.

ii).- UNA NUEVA METODOLOGIA DE TRABAJO.

En este enfoque de trabajo el primer paso trata de modelar nuestro espacio de entrada como estructura
de orden, esto significa considerar una relacion de orden y sus operaciones binarias asociadas, infimo y
supremo. Como por ejemplo si consideramos R® podemos considerar ordenes distintos, como por
ejemplo:

a) Orden puntual, (a1,a2)<(xs,x2)=Si a;<x; Vi=1,2.

b) Orden de los Intervalos,(as,a2)<(x1,Xz)=>Si a1 2 Xy, 82 <Xz Vi=1,2.

c) Orden lexicogréfico, (ay,az)<(x1,X2)= Si a1 <x; 0 a1=xy y @z <xz Vi=1,2.
Los distintos ordenes definen diferentes .c.i del lgebra y ademés definen propiedades métricas a través
de las valuaciones, que son funciones de valores reales sobre el reticulo que cumplen;
v[x]+v[yl=v[xAyl+v[xvy], a partir de una valuacidon monétona y positiva se define una métrica en el reticulo
mediante; d(x,y)= v[xry]-v[xAy], pues la posicion de los elementos cambia.

Las herramientas que utilizamos entre reticulos, son operadores que actuan sobre esos espacios de
entrada y nos producen unos espacios de salidas, de forma automadtica, en el caso de la M.M se parte
de unos operadores elementales y se forman otros mediante composicion de tal manera que
resolvamos el probiema en cuestion, la clave estan en la seleccion de la familia dptima .

En el marco de la teoria de reticulos nuestro objetivo es trabajar con operadores que se comporten bien
con respecto al orden, como son los operadores monétonos que son invariantes o invierten la relacion de
orden del espacio de entrada, los operadores extensivos {i<y) y antiextensivos (i<y), los idempotentes
(i=\y2) que convergen en una sola etapa, invariantes por traslaciones, conexos, operadores que
conmutan con infimos y supremos,...,etc.,

Los ejemplos mas sencillos aparecen en la M.M, que estudia operadores entre reticulos completos,
donde los operadores mas elementales son las erosiones y dilataciones, que se definen como aquellos
operadores que conmutan con el infimo y supremo, a partir de estos se definen otros operadores cierres
y aperturas por composiscion, una dilatacion seguida de una erosién un cierre y al contrario una
apertura, estos tienen como propiedades la monotonia, extensividad-antiextensividad y la idempotencia,
con una apertura eliminamos los conjuntos menores que un determinado conjunto llamado elemento
estructurante. Otro ejemplo muy sencillo son los filtros morfolégicos que se definen como operadores
crecientes e idempotentes, la primera propiedad asegura que al componer varios filtros tengan buenas
propiedades respecto a la convergencia y la segunda que en una sola aplicacién eliminemos todos los
hechos .
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IX Congreso sobre E

Asi, el INE utiliza principalmente encuestas de muestreo rotativo debido a que presenta ventajas sobre
los dos tipos de encuestas anteriores ( repetidas y tipo panel).

DISENO MUESTRAL

Se observa la misma variable en dos ocasiones y s6lo una parte de las unidades observadas es comin a
dichas ocasiones. Las observaciones de la primera ocasi6n se utilizan como informacién complementaria
para mejorar la estimacion en la segunda ocasion. Suponemos que el muestreo es aleatorio simple con
reemplazamiento, donde la poblacién es de tamafio suficientemente grande como para poder prescindir
del factor de correccion por finitud, y que tanto los tamafios de las muestras como la varianza de la
poblacién son las mismas en ambas ocasiones.

Sea N el tamaiio de la poblacién, de la que se extrae en la primera ocasién una muestra aleatoria simple
de tamafo n. Sea una muestra aleatoria simple de tamafo m (muestra apareada) submuestreada de las
n unidades, que se retiene para la segunda ocasién. Ademads, sea una muestra aleatoria simple de
tamaiic u (muestra no apareada) tomada en la segunda ocasion de! Universo N-m que queda después
de omitir las m unidades.

En la mayoria de las encuestas basadas en muestreo sucesivo, e! interés se centra en la media
poblacional de la ocasién actual.

La teoria (Jessen, 1942) desarrollada hasta el momento va dirigida a obtener el estimador éptimo
combinando dos estimadores de las medias: un estimador indirecto (razén, regresién, producto,
difrencia, razén-producto) de doble muestreo de la parte apareada de la muestra, donde la variable
auxiliar, x, puede ser el valor de la variable objeto de estudio, y, en la primera ocasién, y un estimador
simple de la media de la parte no apareada.

El estimador de razén es muy Util cuando la relacion entre la variable objeto de estudio y la

variable auxiliar es lineal a través del origen. La estimacién de regresion generalmente serd mejor que la
de razén si la relacién entre las variables es una linea recta que no pasa por el origen. El método de
estimacion de diferencia es similar en principio a la estimacién de regresion. Funciona bien cuando la
grafica de una variable sobre otra muestra que los puntos pertenecen a una linea recta con pendiente
igual a la unidad. Un analogo natural del estimador de razén es el estimador producto, donde una
variable auxiliar, x, tiene correlacién negativa con y, de la cual queremos estimar la media poblacional. El
estimador razén-producto considera el caso en el cual se dispone de informacién auxiliar proporcionada
por varias variables auxiliares con correlaciéon de cualquier signo con la variable objeto de estudio.
La tabla siguiente muestra, para una serie de valores del coeficiente de correlacion, el porcentaje ptimo
que se debe aparear y la ganancia relativa en precision (donde m/n representa la fraccion de
apareamiento) comparada con no apareamiento. El mejor porcentaje a aparear nunca debe exceder del
50 % y disminuye constantemente conforme el coeficiente de correlaciéon aumenta.

gL | % optime | % de ganancia | % de ganancia con % de yanancia con
apareado | en precisién mfin = 1/3 mfn = 1/4
0.5 46 7 7 6
.6 4 11 11 9
7 42 17 17 13
0.8 38 25 25 2%
0.4 30 39 39 39
.95 24 a2 &) 32
1.0 i 160 67 73

A continuacién se muestra la curva que da el porcentaje éptimo de la muestra en la parte comdin en
funcién del coeficiente de correlacion y la curva que da la ganancia en precisién utilizando el estimador
con parte comun respecto a un estimador sin parte comun

Qprime parte comun

R T .

5
0.4 \
o, 3

2

oo
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Extension a mas de dos ocasiones

Cuando hay mas de dos ocasiones, las posibilidades para la formacién de estimadores aumentan. En la
ocasioén h, por ejemplo, podemos tener partes de la muestra apareadas con la ocasién h-1, partes que
estén apareadas con las ocasiones h-1, h-2, etc.

Aunque el muestreo en mas de dos ocasiones puede desarrollarse con toda generalidad, por sencillez,
se limita al caso de estimadores en que sélo se emplea la ocasién que precede inmediatamente a la que
se esta considerando. Esta simplificacion implica alguna pérdida de precisiéon ( Cochran, 1977) pero
como el coeficiente de correlacidén generalmente decrece cuando el intervalo de tiempo entre las
ocasiones aumenta, las pérdidas de precision, en general, no seran grandes.

En la tabla siguiente se obtiene para distintos valores de hy del coeficiente de correlacion la ganancia en
precision del estimador propuesto sobre el estimador directo (segunda fila de la tabla) y el valor dptimo
para la fraccién de apareamiento (primera fila de la tabla). Se puede apreciar que el estimador
combinado es siempre mas eficiente que el estimador media simple, alcanzando mayor precision
conforme aumentan los valores de h y del coeficiente de correlacion. Ademas, a partir de la cuarta
ocasién, el valor 6ptimo de la fraccién de apareamiento se mantiene constante en 1/2.

BT o 64 @4 05 06 05 08 09 |
A T TR T N D (R |
1 i 1 1 i 1
2 049 048 046 0.44 041 038 0.30
.02 1.04 1OT LIL 117 125 139
3 0.50 0.50 0.50 0.49 049 04T D42
102 103 L0812 120 131 155
4 050 0.50 050 050 0.50 049 047
LO? L0A LS 112 LI 133 L6t
o« .50 050 0.50 G50 058 6.5 0.50
Lo L0A L0812 112 133 164
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en los puntos de coordenadas

{PI =(xoryovf(xov)"n)) (212)
P = (xw Yor 8 (xm yo))
Estos planos vienen dados por las ecuaciones respectivas:
{ﬂ1:9x+19y+z=—48 2.13)
7,:9%+ y+z=-19
La interseccién de estos dos planos, con el plano de ecuacion z,:z=0 (representada en la figura 3) , se
halla resolviendo el sistema de ecuaciones
9x+19y+z=-48
9x+ y+z=-19 (2.14)
z=0
(restando a la primera ecuacidn la segunda se obtiene directamente)
x=-313/162~ -1.9321
y=-29/18=-1.6111 (2.15)
z=0
solucién que coincide con la hallada por el método de Newton. Asi pues el método de Newton en
funciones de varias variables es equivalente al cdlculo de sucesivos planos tangentes cuya interseccion
con el plano r,:z=0 va dando las sucesivas aproximaciones a la solucion del sistema de ecuaciones
(2.1).

—-soluciéon
Po

Figura 3 interseccion de los pianos tangentes

3. RESTRICCIONES

En el caso del método de Newton para resolver una ecuacién con una sola incégnita, se deben evitar los
puntos proximos a los puntos criticos (generalmente sélo se hace referencia a extremos relativos) puesto
que dan intersecciones con el eje X muy alejadas del punto inicial. En la situaciéon bidimensional, se
tendrian planos con vector normal de direccion préxima a la del eje Z, con lo que la interseccién con el
plano z = 0 se alejaria mucho del punto de iteracién actual. Obviamente el método no es valido para los
propios puntos criticos. Una precaucién adicional, que no procede en el caso plano, es observar que la
interseccion de los planos tangentes a las superficies no sea una recta paralela a (o contenida en) el
plano z =0. Esta situacién puede presentarse en superficies de revolucion respecto de un mismo eje
paralelo al eje Z.
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Finaimente, se obtendra un par de arboles finales , que asociaré la frase de partida con el significado:
violentamente’(odia’(juan’,cocinadas’(las’ espinacas’)))

Cuando una de las uniones se elige, y se produce una adjuncién en el nodo, la otra unién ha de aparecer
en el resultado.

JUSTIFICACION DEL USO DE LAS TAGS SiNCRONAS.

En este punto, tiene sentido preguntarse sobre la necesidad de usar, este tipo de formalismos para
codificar la informacién semantica. Ademas, hemos de analizar las ventajas que aporta con respecto a
otro tipo de métodos mas convencionales.

Lo primero a tener en cuenta, es que los argumentos para la recursion y las dependencias dadas en las

TAGs cuando se estudia la sintaxis del lenguaje natural son homélogos a los de los estudios seménticos.
La estructura de las TAGs permite dependencias sintacticas, que se localizan en las primitivas de esa
graméticas como arboles elementales. Similarmente, el uso de TAGs para construir formas l6gicas
permite localizar dependencias semanticas en las formas logicas de expresiones del lenguaje natural,
dependencias tales como los requerimientos de la signatura (argumento, tipo y aridad) de la funcién y
relacién entre simbolos. Con otros métodos de estudio de la semantica estas dependencias no pueden
ser localizadas.

Ademas, el uso de TAGSs sincronas permite una significativa reduccion en el papel de los rasgos en una

gramadtica bajo el formalismo TAG. Porque en el dominio de localidad que las TAGs poseen, el papel de
los rasgos y el de la unificacion se reducen con respecto al de los sistemas basados en gramaticas
libres del contexto.

CONCLUSIONES

Visto que las TAGs Sincronas proporcionan un mecanismo simple para ir mas alld de una
caracterizacion puramente sintactica de la estructura de las frases, hemos de tener en cuenta que sera
de una gran importancia el disponer de algoritmos analizadores que den sustento a estos formalismos.

En un algoritmo de este tipo, la semantica puede ser interpretada analizando la frase de acuerdo con la
gramatica fuente; los pares determinan una derivacion en el lenguaje objeto, segin su forma légica. Para
la generacion desde una forma ldgica, se procede por un camino inverso al seguido por el analizador de
la forma l6gica de la expresion, es decir determinando la derivacién desde la frase en lenguaje natural.
La automatizacién de este proceso es similar a las lineas seguidas al proyectar dos TAGs. (Abeillé,
1990).

Seria muy necesario analizar convenientemente las propiedades de las TAGs Sincronas (sensibilidad al
orden de derivacion entre el producto de la gramatica fuente y la objeto), para reflejarlas
convenientemente en la eleccion del algoritmo analizador. La eficiencia de dicho analizador necesita que
s6lo una derivacion candnica {la mas a la izquierda o la méas a la derecha) sea computada; las otras
derivaciones dan el mismo objeto. Los algoritmos mas generales tanto para TAGs como para gramaticas
libre de contexto cuentan con esta optimizacion. Si se incrementan los requerimientos que generan las
representaciones explicitas de todas las representaciones (por ejemplo, las derivaciones del objeto) de
una determinada cadena, la optimizacién anterior no puede usarse, y entonces el analizador seria
bastante ineficiente. Si las representaciones se dejan implicitas, se mantiene la optimizacién, pero la
recuperacion de las representaciones explicitas hard que la complejidad aumente de forma
combinatoria.
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formulada; o sea, si comparamos este resultado con la respuesta dada por estos estudiantes a la
pregunta de la Seccién B, ;cudl era el item de la Seccion A que mejor reflejaba el concepto de limite?,
que fue del 50% entre los items 3 y 6 (definiciones formales de limite), podemos inferir que la gran
mayoria de los estudiantes de este sub-grupo no tienen una comprension clara de este concepto. Eil sub-
grupo 12 tuvo el siguiente comportamiento : once estudiantes (48%) ofrecieron un significado correcto a
la pregunta de esta seccion. Al comparar este resultado con la respuesta dada por estos estudiantes a
la pregunta de la Seccién B, que fue del 74% entre los items 3 y 6 (definiciones formales de limite),
podemos inferir que aunque hay una diferencia del 26% entre ambos resuitados, la tendencia nos indica
que los estudiantes de este sub-grupo tienen una comprensién adecuada de! concepto de limite.
Considerando ambos sub-grupos, se observa que sélo catorce estudiantes (34%) pudieron ofrecer un
significado correcto a la pregunta de esta seccién. Considerando que la pregunta formulada en esta
Seccion C es el principal indicador de los Modelos de Limite planteados, e independientemente que la
respuesta a la pregunta de la Seccion B fue del 63% entre los items 3 y 6, podemos inferir que los
estudiantes tienen una deficiente comprensidn del concepto de limite de una funcion.

CONCLUSIONES

El estudio presentado nos permite tener una informacion inicial sobre cudles son los “modelos de limite “
que tienen los estudiantes de |a titulaciéon en Economia de la Universidad de Cienfuegos “Carlos Rafael
Rodriguez” al concluir el estudio del tema. Los resultados alcanzados permiten plantear : Entre los dos
“modelos formales de limite” (items 3 y 6 de la Seccion A), es el modelo de la pregunta 6 el que mas
reconocen como definicién formal de limite con el 88% de estudiantes que lo consideran verdadero
contra el 56% alcanzado en ia pregunta 3; sin embargo, este resultado contradice en cierta forma al
alcanzado a la pregunta formulada en la Seccién C donde sélo el 66% pudo dar un significado correcto a
la pregunta “Describa en pocas palabras lo que Ud. entiende sobre el concepto de limite de una funcién
en un punto; esto es, ¢qué significado tiene decir que el limite de una funcién toma el valor L cuando x
tiende o se acerca a Xo ?* . Este resultado se puede interpretar como que no hay una comprension
completa del concepto de Iimite, y donde el 34% no fue capaz de al menos considerar los items 3 6 6
como respuesta a la pregunta de la Seccién C. Los “modelos de limite no formales” se comportaron de la
siguiente forma : El 71% de los encuestados considera al Iimite como un “modelo dindmico-teérico” (item
1 de la Seccion A), lo cual refleja un componente correcto del concepto; sin embargo, el 73% considera
al limite como una cota o frontera (item 2 de la Seccion A) lo cual es una apreciacion falsa del concepto.
El 71% tiene una apreciacion correcta de que el limite es un resultado que se puede alcanzar (item 4 de
ta Seccién A), y el 73% considera al limite como un modelo de aproximacion a arbitraria lo cual es falso
(item 5 de la Seccién A). Los resultados anteriores sugieren que la comprension del concepto de limite
por parte de los estudiantes, desde un punto de vista formal, requiere una instruccion cuidadosa y
explicita, donde se deben explicar detalladamente ios diferentes modelos de limite aqui expuestos.
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El puzzie de los tridngulos

Se ha dividido esta cuadricula 8x8 de lado 1 en 4
piezas para formar un puzzie.

a) Recorta las cuatro piezas.
- Con las piezas forma un tridngulo. ¢ Es equilatero?
Halla su perimetro.

b) Corta por las lineas AD y BC.
Con estas 6 piezas puedes formar ahora otro
triangulo. ¢De qué tipo es?

~ Halla su perimetro.

= §

A\l







Comunicaclones

EL VIDEO EN EL AULA DE MATEMATICAS

GRUPO DE TRABAJO: VisiON MATEMATICA I]
ANA BUENO JIMENEZ - M® CARMEN Ruz ABAD - CRISTOBAL CALVENTE IGLESIAS
M? CARMEN VICENTE GON2ALEZ - CRiISTOBAL NARANJO BERROCAL

DESCRIPCION DE LOS OBJETIVOS

El seminario permanente “El video en al aula de Matemdticas”, del CEP de la Axarquia, Malaga,” naci6
en el curso 1998/99 con el objetivo general de estudiar la utilizacion de los videos de contenido
matematico. Rapidamente se concretaron tres objetivos especificos:

El primero fue el de establecer el estado de los fondos videograficos de este CEP. Desedbamos
determinar si las condiciones de las copias permitian su uso y si su contenido era aplicable, de algin
modo, en la Ensefianza Secundaria. Como consecuencia de este estudio se impulsé la adquisicion de
algunas cintas con la intencién de reponer copias en mal estado o completar colecciones ya iniciadas.
Entendimos que para aumentar la asimilacion de los contenidos, el alumno tiene que adquirir una
posicién critica y activa, en cierto sentido opuesta al concepto de mero espectador. Nos parecié
imprescindible que el tiempo dedicado al visionado de un video estuviera acompanado de ciertas
actividades tendentes a reforzar este papel activo. Estas actividades deberian facilitar el que el video se
asumiera, por los alumnos, como un elemento de trabajo mas y no como un periodo de recreo tutelado
por el televisor. Por lo tanto, el segundo objetivo fue el de preparar material de trabajo complementario a
dichos videos para su uso en el aula. Ademas de reforzar los conocimientos adquiridos perseguiamos,
con este material, poder evaluar el aprovechamiento real de nuestros alumnos de esas proyecciones.
Un tercer objetivo, quizds comun a todos los Seminarios Permanentes, era el de fomentar el intercambio
de experiencias docentes entre sus componentes. Los diferentes criterios a la hora de determinar si un
material es utilizable en un aula de nuestros niveles; la elaboracion del material auxiliar; la utilizacién de
los medios audiovisuales o informaticos precisos para estas tareas..., se constituyen en motivos para
establecer el didlogo sobre aspectos concretos de nuestra labor profesional.

Este didlogo no conduce necesariamente a una uniformidad del trabajo realizado, pues nuestros
institutos, sus disponibilidades técnicas y los alumnos siguen siendo diversos. Por otra parte la
composicion del Seminario ha variado, en parte, de un curso a otro. Nuestro deseo de mantener las
aportaciones originales y de no forzar la mencionada diversidad, nos ha llevado a no adoptar criterios de
unificacién en cuanto a los formatos de los documentos elaborados.

PROCESO DE TRABAJO

Se encontré una gran diversidad en el material videografico disponible en cuanto a contenidos,
procedimientos expositivos y recursos expresivos. Con la intencion de concretar, dentro de una
determinada linea expositiva, se opté por seleccionar la coleccion de videos “Mas por menos’
atendiendo a dos criterios: Su contenido se ajustaba en gran parte a los que tenemos establecidos para
tercero y cuarto de ESO; la estructuracion de cada capitulo permite la aplicacion de diversos modos de
trabajo Estos modos de trabajo se establecen atendiendo al momento idéneo para proyectarse:

i. En la iniciacién de una unidad didactica: como motivacién, exploraciéon de conocimientos
previos...

ii. Durante el desarrollo de la unidad didactica. En este caso se observé que permitian la
reproduccion aislada de escenas, montadas airededor de motivos o cuestiones concretas.

iii. O bien al final de la unidad did4ctica, como resumen para facilitar una ultima evaluacién
del aprovechamiento del alumno de las tareas realizadas.
Por lo tanto, la coleccién, en su conjunto, se adapta a los distintos requerimientos que cada profesor
pueda formular en funcién de las necesidades que su aula concreta le establezca.
Otro aspecto a considerar es el del orden de presentacion del video y de las actividades: En algunos
casos las actividades pueden disefarse para dirigir la atencion del alumno hacia determinadas
cuestiones que van a exponerse en la pantalla, son, por lo tanto previas; en otros casos, las actividades
seran posteriores al visionado y explotaran los caminos abiertos durante la proyeccion.
Las actividades que cada profesor ha disefiado se adaptan, pues, a los diferentas modos descritos y
responden a la diversidad de situaciones y criterios previsibles: Exploracion; adquisicién de
conocimientos, conceptuales o procedimientales, y evaluacién.
Finalmente se consideréd conveniente conocer la opinion de los alumnos sobre esta metodologia, el
binomio video-actividades. A tal objeto se preparé una encuesta en la que se les pedia una valoracion
sobre el contenido del video, las actividades realizadas, el grado de relacidn con el tema desarrollado
en clase Yy, por ultimo, si les parecia provechoso para su proceso de aprendizaje.

“ Para contactar con el grupo de trabajo se pueden utiizar las direcciones e-mail siguientes karmen3@teleline.es o bien
ccalvent@teleline.es
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Para nuestro trabajo hemos contado con los medios disponibles en el CEP de la Axarquia, (cintas de
video, local de reuniones), con los videos y televisores de nuestros Institutos. La elaboracién del material
ha sido variada empleandose procesadores de texto (Word97, Wordperfect6) de dibujo vectorial (Corel
Draw 9) y alguno de tratamiento de imégenes previamente scaneadas. Junto a esto, la maquina de
escribir, las tijeras y la cola se han vuelto a manifestar como herramientas todavia validas en la
confeccion de material Gtil para el aula.

Los miembros de este grupo de trabajo consideramos que nos queda una tarea pendiente. Los
resultados obtenidos tienen un carécter individual, especifico, de cada compafero y cada aula. Nos
planteamos ahora la posibilidad de estudiar la incorporacién de todo el material a un Unico diseio de
aula que permitiera el desarrollo del curriculum alrededor del uso del video. Su elaboracién de forma
unitaria y coherente, de modo que pudiera desarrollarse en su totalidad en /a clase de cualquier miembro
del grupo o por terceros compaferos que decidieran incorporarse al proyecto.

EJEMPLO DE ACTIVIDAD

El programa nimero 5 de la serie “Mas por menos” esta dedicado a las conicas. Las caracteristicas de
este video permiten su proyeccion tanto en el Bachillerato como en el tiltimo curso de la ESO, a modo de
ampliacion de conocimientos en el ultimo curso. En cualquier caso, se estudian los aspectos
constructivos de estos lugares geométricos, por lo que se entiende que las actividades a disenhar deben
ser de esa indole.
Tras una primera proyeccién en el que el alumno toma una idea general del contenido, se vuelve a
proyectar la primera parte, dedicada a la elipse. A continuacién se entrega a los alumnos las fichas de
trabajo del dia. Los alumnos dispondran de material de dibujo, cartén chinchetas, cordel...

En este caso, la primera ficha incluye las cuestiones que se plantean al alumno y las siguientes son
plantilias destinadas a facilitar el desarrolio de la actividad

1. De las cénicas vistas en el video: ;cudles te son desconocidas?, ;en qué situacién conocias el
resto?

2. Vamos a centramos en la elipse:

a) Construye, usando las reticulas adecuadas, varias de ellas.

b) ¢Conoces otros métodos de construccion?. Enuméralos.

c) Sabes que significa el método del jardinero?. Habla sobre él.

d) Construye otras elipses usando el método de los dobleces.

e) Usar el CABRI (Cuando se disponga de acceso a dicho programa).

Con cada una de las siguientes plantillas el profesor da las

. . . ia elipse. 1
explicaciones complementarias oportunas.

Para la primera construccion, /a elipse.1, el alumno debe ir
situando, mediante las intersecciones de las circunferencias,
puntos tales que la suma de las distancias a los focos se a
constante.
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GRUPO 6
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IX Congreso sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas “THALES”

Los alumnos y alumnas pueden utilizar libros de texto de Matematicas, Fisica y Quimica o Ciencias
Naturales y Tecnologia que conserven de cursos anteriores.

Los temas propuestos son los mismos para todos los alumnos y alumnas del grupo, por ello se han
buscado teméticas de manera que todos los alumnos y alumnas puedan estar interesados por ellos, si
bien hay ejercicios de diferente grado de dificuitad y hay que esperar que algunos alumnos y alumnas no
los sepan resolver de manera auténoma; para estos alumnos y alumnas el profesor/a debe preparar
actividades de apoyo de las areas en las que failen y daries pistas secuencidndoles las tareas.

El trabajo es muy efectivo cuando dividimos a los alumnos y alumnas en grupos de 4. La disposicion de
los grupos de trabajo sera en un principio de su eleccion, después se buscara el apoyo entre diferentes
alumnos y alumnas con diferentes problematicas respecto de sus habilidades intelectuales.

La atencion del profesor/a se debe centrar en apoyar cuestiones bdsicas de lenguaje escrito, oral o
numérico, organizacién del trabajo... etc., en alumnos y alumnas con mayor necesidad de atencién y
apoyando en la profundizacién de los temas, mejora de la organizacion personal o de técnicas de
aprendizaje mas especificas en alumnos y alumnas més aventajados.

La metodologia se concreta en los siguientes puntos para cada uno de los proyectos de trabajo:
Empezar con ejercicios de motivacion, comentario o critica sobre aspectos que se vayan a trabajar.

1. Se presentan a los alumnos y alumnas las fichas de ejercicios de todo el proyecto, para que
conozcan la secuencia de actividades a realizar

2. Cada ficha o unidad tematica comienza con ejercicios orales o escritos de exploracién de ideas
previas, revision de lo trabajado hasta ese momento en el curso, ubicacién del nuevo trabajo y
explicacion de lo que todo alumno/a debe realizar.

3. Las actividades de desarrollo se trabajan a veces de forma individual y otras en pequeno grupo
con una posterior puesta en comtin. Se pueden completar con actividades de reflexion, resumen
de lo trabajado, recopilacién final o ejercicios de toma de decisiones. Segun la dindmica del
grupo de alumnos y alumnas, cada profesor/a debe elegir en cada momento la respuesta mas
adecuada. De lo que se trata es de asegurar que los alumnos y alumnas entiendan, realicen y
corrijan todos los ejercicios y le encuentren un sentido a la secuencia de actividades seguida.

4. Algunos de los ejercicios propuestos, formardn parte de la prueba de evaluacién que se
desarrollard al final del proyecto y, a veces, en varias ocasiones a lo largo del desarrolio del
proyecto en el aula.

5. Existe un referente para el alumno/a, se trata de la elaboracion del cuaderno personal en el que
recogen sus opiniones personales, las del grupo de diversificacion y los apuntes de las
explicaciones y sintesis realizadas por el profesor/a.

Este cuaderno debe realizarse en hojas sueltas, para poder corregirlo por partes sin impedir su
continuacion, que el alumno/a debe ordenar, numerar y encuadernar debidamente.

1. Para la realizacién del cuademo personal se pueden establecer unas normas minimas como
son: realizacion de todas las actividades, orden, presentacion de un indice del cuaderno para
cada tema, puntualidad, limpieza, correcta expresion escrita... etc.

2. Creemos que el profesor/a debe leer, corregir y calificar todos los cuadernos de todos los
alumnos y alumnas. Segun la marcha del trabajo, su calidad, la comprensién o no del alumno/a,
se decide que rectifique apoyandole en la tarea. Como un problema comin a la mayoria de
estos alumnos y alumnas es el habito de trabajo, conviene que el profesor/a corrija partes del
cuademo con cierta frecuencia y lo califique. De este modo el alumno/a se ve obligado a
realizarlo y comprueba que se ve recompensado con una calificacion.

3. La correccién individual de los cuadernos permite al profesor/a evaluar el proceso de aprendizaje
de los alumnos y alumnas, decidir los apoyos que necesite en las areas que conforman el ambito
y darle recomendaciones sobre organizacién o técnicas de trabajo. Suele ocurrir que los
problemas son comunes a varios alumnos y alumnas y siempre viene bien dedicar parte de la
clase a los comentarios necesarios.
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EL METODO DE EXHAUSCION

M2 Josg MARiN PEcct- ANTONIO GUTIERREZ DAviLA - MILAGROSA COBACHO DE ALBA

BLOGUE 1: PRESENTACION DEL RECURSO

El recurso que planteamos es la utilizacion del método de Exhauscién para el céiculo de areas y
volumenes (usando multitud de relaciones geométricas entre ias figuras estudiadas) y para desarrollar la
idea de convergencia y aproximacion.

Con el uso de este recurso se potencian todos los objetivos curriculares del area de Matematicas,
especialmente los siguientes:

- Reconocer y plantear situaciones en las que existan problemas susceptibles de ser formulados
en términos matematicos, resolverlos y analizar los resultados utilizando los recursos
apropiados.

- Incomporar habitos y actitudes propios de la actividad matematica.
Ademds de los objetivos del 4rea se potencian otros, tales como:
1) Desarrollo de la capacidad visual y de la destreza geométrica en los alumnos.

2) Desarrollo de la capacidad de razonamiento y de pensamiento légico, asi como de la
importancia de la rigurosidad en matemaéticas.

3) Conocimiento y aplicacién del método de Exhauscion asi como de muiltiples propiedades
relativas a éangulos, éreas, etc..., es decir, de propiedades geométricas.

4) Caiculo de dreas y volimenes mediante el método de Exhauscion.
5) Desarrollo en los alumnos de la idea de aproximacion y del concepto de limite.

El método de Exhauscién y los sucesivos ejemplos y ejercicios propuestos, ayudaran al alumno a
desarrollar el concepto de aproximacion y el de limite. Se trata de aproximar, en términos de area o
volumen, ciertas figuras a partir de otras inscritas o circunscritas en la original. La forma de desarrollar la
idea de limite mediante este proceso es clara, puesto que las sucesivas areas de los poligonos inscritos
irdn aproximandose cada vez mas al area desconocida, de forma que "en el limite" coincidiran con ella.

Concretemos a continuacién, a partir de los objetivos planteados los contenidos conceptuales,
procedimentales y actitudinales que pretendemos desarrollar.

Contenidos conceptuales

» Idea de convergencia, aproximacion y limite.

Conceptos de area y volumen.

Axioma de Arquimedes.

Teorema de Exhauscién.

Multitud de propiedades geométricas, que seran tratadas en un apéndice para facilitarias a
los alumnos (relativo, por ejemplo, a los criterios de semejanza e igualdad de tridngulos y
poligonos).

o Angulos y propiedades de los mismos (como angulos inscritos en el circulo).

* Concepto de demostracion.

* Conceptos de reduccién al absurdo y otros tipos de demostracion.

Contenidos procedimentales

* Aplicacién del método de Exhauscion.

+ Procedimiento para el calculo de dreas y volimenes desconocidos de figuras aplicando el
método de Exhauscion.

» Procedimientos para la realizaciéon de demostraciones (en especial, la reduccién al absurdo).

s Desarrollo de las destrezas geométricas en los alumnos (reconocimiento de la igualdad o
semejanza de figuras geométricas, asi como de los elementos que las caracterizan).

Contenidos actitudinales
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Capacidad visual y de visién espacial y geométrica en los alumnos.

Desarrollo de Ia capacidad de razonamiento y pensamiento légico.

Fomentar la capacidad de verificacion y cuestionamiento de alternativas.

Conocimiento de la importancia de la rigurosidad.

Capacidad de estudiar una figura o relacién, mediante la idea de "aproximacion", haciendo
uso de figuras mas sencillas o conocidas.

Este recurso puede ser explicado en la E. S. O. 6 el Bachillerato, aunque haciendo modificaciones
importantes en el contenido, en la forma de expresarlo, en el lenguaje y en las exigencias relativas a
rigurosidad y demostraciones, como quedara aclarado en el blogue 3.

En el caso de alumnos de Educacién Secundaria Obligatoria (E. S. O.), se explicard el método a nivel
intuitivo, con casi ninguna demostracion, y con procedimientos totalmente geométricos. Ademas se usara
muy poco lenguaje matematico y se realizaran gran cantidad de casos, ejemplos y ejercicios que faciliten
la comprensién del método y, en especial, las ideas que en él subyacen. Podria explicarse en temas
referentes a figuras geométricas (introduciéndolo al final del mismo, una vez que se hayan asimilado los
contenidos necesarios), o en aquellos que trabajan la idea de aproximacion y error, por poner algunos
ejemplos. La temporalizacion del contenido de este recurso seria de unas 3 o 4 sesiones, siempre que
se estudie dentro de un bloque mas general, donde se hayan trabajado los contenidos previos
necesarios.

Para alumnos de Bachillerato, se explicara con algo mas de formalismo, rigurosidad y lenguaje
matemético, con algunas demostraciones e intentando profundizar un poco mds en el métodoy en lo que
lo sustenta. El punto donde puede desarrollarse este recurso es el mismo que en el caso de Secundaria
Obligatoria, siendo la temporalizacién, para este caso, de 4 o 5 sesiones.

En cuanto a las modificaciones en las formas de aprendizaje de los alumnos que pueden preveerse con
el uso de este recurso, podemos citar las siguientes:

* Potencia el desarrolio de la capacidad y destreza geométrica en los alumnos, al utilizar las
relaciones de semejanza de triangulos, propiedades sobre dngulos inscritos y circunscritos,
poligonos inscritos y circunscritos, etc. Asi, aunque no lleguen a comprender la rigurosidad y
justificacién de los pasos de la demostracién que sustenta el método, entenderén el
procedimiento o proceso geométrico.

+ Desarrollo de la capacidad visual, tanto plana como espacial en los alumnos, al tener que
considerar y trabajar con figuras tanto en el plano como en el espacio.

« Desarrollo de la capacidad de razonamiento y pensamiento légico en los alumnos, puesto
que al aplicar el método estaran razonando, por ejemplo, por qué el drea de las sucesivas
figuras inscritas se va acercando cada vez més al drea de la figura desconocida,
potenciando asi la idea de conceptos abstractos como el de limite.

e Desarrollo de la capacidad de critica y cuestionamiento de la validez de los pasos
empleados, ya que por ejemplo, al aplicar el método, el alumno razonara por qué es ésa la
nueva figura elegida para la sucesion de figuras inscritas y no otra.

La evaluacion del proceso de ensefianza y aprendizaje, ira en funcion del nivel al que estemos dirigiendo
la utilizacién del recurso. Debido a la complejidad del contenido y a la dificultad de aplicacién del método,
que sera de forma distinta para cada caso, el examen como instrumento de evaluacién pierde cualquier
tipo de sentido.

El proceso de evaluacion se hace para: conocer si se han asimilado los contenidos trabajados, observar
las modificaciones producidas en los esquemas de razonamiento de los alumnos, verificar la eficacia del
recurso y la forma en que éste ha sido desarroliado. Por tanto, lo que evaluamos es el proceso de
ensefnanza-aprendizaje desarrollado, el uso del recurso, a los alumnos, a nosotros mismos y al
desarrollo realizado en el aula.

Evaluaremos diariamente en clase, para ver si realmente se esta asimilando el contenido del recurso,
mediante la participacion e interés de los alumnos, mediante una interaccion directa profesor-alumno a la
hora de resolver y plantear cuestiones y mediante la cooperacién de los alumnos a la hora de aplicar el
método a nuevas figuras y de reproducir las ya expuestas para casos particulares.
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La labor del profesor y el proceso de ensefianza-aprendizaje, quedaran evaluados mediante el interés
que presenten los alumnos y en los resuitados mostrados por éstos, ya que todo esto dependera de la
calidad del proceso de ensefianza desarrollado, de la

habilidad del profesor para transmitirles los contenidos y de la motivacién previa de los alumnos. En
definitiva, el profesor y el proceso de ensefianza-aprendizaje deberan favorecer en todo lo posible al
alumno el aprendizaje del recurso.

BLOQUE 2: DESARROLLO DEL RECURSO

Pretendemos aqui recoger un estudio del método de Exhauscién, debido a Eudoxo de Cnido (408-355 a.
C.), considerando aplicaciones recogidas de las obras de Euclides de Alejandria, que vivié en torno al
afio 300 a.C., y Arquimedes de Siracusa (287-212 a. C.). Dicho método permite el calculo de areas y
volimenes de figuras a partir de otras mas sencillas, mediante un proceso de vaciado, que a
continuacién explicaremos. La importancia, desde un punto de vista didactico, de este método reside
fundamentalmente en dos aspectos. El primero se refiere a la multitud de propiedades y relaciones
geométricas que se establecen entre las diferentes figuras gque se estudian. Ademas en este método se
encuentra el germen de la idea de convergencia o aproximacion.

La base del método de Exhauscion es el conocido como axioma de Arquimedes (debido a Eudoxo) que
se recoge en la definicién 4 del libro V de los Elementos en la forma siguiente:

Dadas dos magnitudes desiguales que sean del mismo tipo y ninguna de las dos sea
cero, entonces se puede encontrar un multiplo de cualquiera de ellas que exceda a la
otra.

Este enunciado, interpretandolo en términos actuales, nos diria que dados x, y nimeros reales positivos
entonces existen n, meN tales que x<nyy y<mx.

A partir de aqui, Euclides enuncia en la proposicion 1 del libro X el conocido como teorema de
Exhauscion:

Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud mayor que su
mitad y asi sucesivamente, terminaremos por obtener una magnitud menor que la menor
de las magnitudes dadas.

La idea del método de Exhauscion es la que sigue: supongamos fijada una magnitud cualquiera Ay otra
tan pequefia como se quiera. En el primer paso se trata de encontrar una nueva magnitud A,, menor que
A pero mayor que su mitad. Podemos considerar la magnitud A-A;. A continuacion se toma una segunda
magnitud A., menor que A y que contiene no solo a A, sino también mas de la mitad de la diferencia
entre Ay A;. Asi de la diferencia anterior ( A-A;) podemos restar la magnitud Az-A;, mayor que su mitad,
obteniendo entonces A-A.. Si repetimos este razonamiento obtenemos, por el teorema de Exhauscion y
en un ndmero finito de pasos, una magnitud A, de forma que A-A, es menor que la segunda de ias
magnitudes de partida.

También puede considerarse un razonamiento analogo, tomando A, una magnitud mayor que A, pero de
forma que A sea mayor que su mitad. Asi en cada paso se tomara una nueva magnitud A; menor que A;
1Y que contenga no solo a A sino también mas de la mitad de la diferencia entre Ay A.

De esta forma podemos encontrar magnitudes "que se aproximen a A", esto es, de forma que su
diferencia con A sea menor que cualquier cantidad fijada previamente. Obsérvese que en el primer caso
se tratara de una aproximacion por defecto y en el segundo por exceso.

Se trata de un método riguroso y bien fundamentado que, como veremos en los ejempios que sobre este
método vamos a considerar, evita ei paso al Iimite. Este método permite la comparacién de figuras
curvilineas y rectilineas: se trata de inscribir y circunscribir figuras rectilineas a la figura curvilinea y
proceder a multiplicar el nimero de lados o caras, dando asi lugar a figuras rectilineas que "se
aproximan" cada vez mas a la curvilinea. Dicha aproximacién se hace en términos de drea o volumen y
se apoya en el teorema de Exhauscion, de forma que el drea (o volumen) de la figura curvilinea (que se
supone desconocido) se toma como la primera magnitud que considerdbamos en el razonamiento
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anterior, mientras que las sucesivas areas (o volumenes) de las figuras rectilineas se corresponden con
los An.

Para una mejor comprension del método de Exhauscién, vamos a estudiar a continuacién la
forma en la que podemos "vaciar' (en términos de area) un circulo mediante poligonos inscritos.

Dado un circulo A y una cantidad ¢, tan pequefia como queramos, existe un poligono
regular P inscrito en A, de forma que a(A)-a(P)<¢ donde a(A) y a(P) denotardn las dreas
respectivas de Ay P.

Para "vaciar" el circulo, comencemos con el cuadrado ABHJ, inscrito en la circunferencia,

B H

Figura 1

El drea del cuadrado ABHI es d’/2 donde d es el didmetro de la circunferencia. Por tanto,
coincide con la mitad del drea det cuadrado circunscrito a la circunferencia (cuyo lado es igual a d).
Puesto que esta dltima area es mayor que el area del circulo, de aqui se tiene que el area del cuadrado
inscrito es mayor que la mitad del 4rea del circulo.

Sea ahora C el punto medio delf arco ABy sean ADy BE perpendiculares a la tangente al circulo
en C. El angulo 7 es igual al angulo 2 porque cada uno de elios es igual a la mitad del arco CB.
Teniendo en cuenta que los angulos 2y 4 coinciden, pues abarcan el mismo arco, se tiene que también
los &ngulos 1y 4 son iguales, lo que prueba que el dngulo ABE el recto. Por tanto, DE es paralelaa ABy
ABED es un rectangulo cuya area es mayor que la del segmento circular ABFCG.

El drea del triangulo ACB es igual a la suma de las areas de los fridngulos ADCy BEC, y por
tanto mayor que la mitad del area del segmento circular ABFCG,; repitiendo el proceso en cada lado del
cuadrado, obtenemos un octégono regular que incluye no sélo al cuadrado sino mas de la mitad de la
diferencia entre el drea del circulo y la del cuadrado. En cada lado del octégono podemos construir un
tridangulo del mismo modo que hizo con el ACB sobre AB, obteniendo un hexadecagono regular que
incluye al octégono y mas de la mitad de la diferencia entre el drea del circulo y la del octégono. El
proceso puede repetirse cuantas veces se desee. El Teorema de Exhauscion permite afirmar entonces
que ia diferencia entre el area del circulo y la de un poligono regular con nimero de lados
suficientemente grande puede hacerse menor que cualquier cantidad fijada de antemano.

Este argumento esta recogido en la proposicion 2 del libro Xit de los Elementos de Euclides. El
resultado recogido en tal proposicién es el siguiente:

La razén entre dos circulos es la misma que la que hay entre los cuadrados de sus
didmetros.

Sean entonces Sy S'las areas de dos circulos y sean dy d’ sus didmetros. Euclides desea probar que:

s _a?
G (1)
Supongamos que no se cumple la desigualdad y que en su lugar se tiene que

s 4 @
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Supongamos entonces que el drea A del segmento parabdlico es menor que %Al. Entonces
%AI—A es un numero positivo. Como los tridngulos trazados por Arquimedes son cada vez mas
pequefios, podemos obtener una sucesion de triangulos inscritos tales que

4/ 4 —
A, <A -A (5)

donde A, es el término m-ésimo de la sucesién y representa geométricamente Ia suma de 2™ trigngulos
(obtenidos a partir de los tridangulos asociados al término Am.y mediante divisiones, tal y como se explicé
al comienzo de la demostracion). Como consecuencia de (4) se tiene que:

A1+A2+....+Am+%Am =%A1 ®)
esto es,
%Al—(A,+A2+....+Am)=%Am <A, @)

para que esta ultima expresion sea cierta, teniendo en cuenta (5), se ha de cumplir que la suma de los m
primeros términos sea mayor que A:

(A + A+ 44,)> A

Pero toda suma formada por tridngulos inscritos es siempre menor que el drea del segmento.
Por tanto , también en este caso obtenemos una contradiccion lo que prueba que el area buscada es

4
—A;.
34

BLOQUE 3: DESARROLLO A NIVEL DE AULA.

Antes de comenzar el desarrollo del tema se deberan plantear algunas actividades para que los
alumnos practiquen con los conceptos previos que van a necesitar en este tema. Se deben trabajar por
ejemplo los conceptos de triangulos semejantes y los procedimientos para construirlos; de esta manera
les resultara mas sencillo reconocer las semejanzas de los tridngulos que aparezcan en las
construcciones del tema. También se deben recordar las sucesiones, la forma de obtener su término
general y sus sumas parciales; gracias a esto, cuando, ya una vez dentro del tema se utilicen sumas de
areas que se van aproximando cada vez mas a una drea dada, les resultaré algo conacido. Por Ultimo,
deben realizar ejercicios donde aparezcan construcciones de poligonos inscritos y circunscritos en una
circunferencia y poligonos regulares construidos a partir de otros, puesto que son necesarias en el
desarrolio del tema y de esta forma ya no serfa necesario explicar estos pasos sino que se podria dejar
a los alumnos realizarlos por ellos mismos.

La forma de dar la ciase debe ser completamente interactiva, el profesor no puede limitarse a
explicar los ejemplos, ya que de esta forma es mas que probable que los alumnos desconecten y acaben
por no enterarse de nada, se debe intentar ir realizando preguntas a medida que se vayan desarroliando
los ejemplos, para que de esta forma, se sientan més involucrados en la explicacion del profesor y al ir
colaborando, aumente su seguridad y vayan adquiriendo confianza en el tema.

La clase comenzaria explicando el axioma de Arquimedes:

Dadas dos magnitudes desiguales que sean del mismo tipo y ninguna de las dos sea
cero, entonces se puede encontrar un multiplo de cualquiera de ellas que exceda a la
otra.
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Para ello se les indicara primero que una magnitud puede ser una longitud, un &rea, un
volumen,... es decir "algo que mide", por tanto el axioma en el caso de longitudes significa que dadas
dos longitudes

al ir poniendo

llega un momento en que se obtiene una longitud que es mayor que a.

Llegado a este punto se les pedird que hagan algo parecido usando areas en lugar de
longitudes, ya que de esta forma nos aseguramos de que han entendido el significado del axioma y
ademas adquieren soltura en su manejo en el caso de las dreas y esto nos resultara muy dtil en el
desarrollo posterior del tema.

A continuacion se les explicara el teorema de Exhauscién:

Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud mayor que su
mitad y asi sucesivamente, terminaremos por obtener una magnitud menor que la menor
de las magnitudes dadas.

Para explicarlo, al igual que con el axioma de Arquimedes se utilizaran dos longitudes y luego se
intentaria que los alumnos razonen de manera parecida en el caso de las areas.

Una vez explicados estos dos teoremas, se pasarfa a utilizarlos en las cuadraturas que serian
objetos de estudio a lo largo del tema; a modo de ejemplo que ilustre la forma de adaptar los contenidos
a Secundaria Obligatoria, explicaremos como consideramos que debe desarroliarse la cuadratura del
circulo. Las demas construcciones se expondrian de manera similar.

Se comenzard diciéndoles que dibujen un circulo y que a partir de él dibujen el cuadrado inscrito;
una vez dibujado dicho cuadrado, se les pedira que, a partir de él, construyan el octégono regular inscrito
en la circunferencia; luego el hexadecagono,... y asi sucesivamente con algunos poligonos mas.

Llegado a este punto se les preguntard cuél de todas las areas de los poligonos que han
construido se aproxima mas al area del circulo y cémo podriamos continuar este proceso de
aproximacion.

Una vez visto esto, se intentard que entiendan que la idea que se ha utilizado es la del teorema
de exhauscion, puesto que el drea del cuadrado es mas de la mitad del area del circulo que lo
circunscribe y que el drea que vamos anadiendo en cada caso es mas de la mitad de la que nos
quedaba por cubrir; naturalmente esto no lo fundamentaremos, sino gue lo explicaremos sobre el dibujo,
procurando que “vean" lo que queremos explicarles, sin preocupamos por rigorizario o demostrario, a no
ser que algun alumno en particular demuestre un interés y una aptitud bastante considerable en este
tema y en dicho caso, a este alumno si se le podria dar un mayor nivel de fundamentacién matemadtica,
subiendo el nivel, seguln cada caso.

Una vez explicado este ejemplo, se dividira a los alumnos en grupos de 4 o 5, teniendo en
cuenta su aptitud en esta materia.

A los alumnos que presenten mas dificultades a la hora de asimilar los procedimientos que se
han desarroliado. A ellos se les plantearan casos particulares de los ya estudiados y a los alumnos que
dominen el tema con mayor soltura se les plantearan ejercicios de investigacién, donde se les dé una
figura que no se halla explicado en clase para que la trabajen; el profesor debe supervisar su trabajo,
explicandoles sus errores en el caso de no conseguir el resultado deseado; y en caso contrario,
ayudarles a rigorizar (sélo en cierto grado) la construccién, viendo con ellos todos los pasos.

Este modo de trabajar se ird intercalando con el siguiente: se forman grupos de cuatro o cinco
alumnos, donde las capacidades de sus integrantes sean diferentes; y se les hara trabajar con los dos
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tipos de ejercicios descritos anteriormente, de esta forma los alumnos més destacados podran favorecer
con sus ideas y sugerencias el aprendizaje y el desarrollo de las capacidades de los alumnos menos
aventajados y se evitara que los alumnos a los que les mandaban los ejercicios de refuerzo se sientan
frustrados por no ser capaces de avanzar construyendo como sus compafieros; de esta forma, al verse
integrado en un grupo gque realiza labores de investigacion se sentird participe de ésta, escuchando las
ideas de sus compaferos (que comprenderan y asimilaran en mayor grado el contenido, al tener que
explicarlo a los demas) y las explicaciones del profesor, por lo que aumentara su interés sobre el tema, al
comprobar que pueden hacer cosas parecidas a las ya estudiadas.

A lo largo de todo el desarrollo del tema deberian tenerse en cuenta las dificultades asociadas al recurso
que puedan tener los alumnos, para intentar solventarlas en la medida de lo posible y si puede ser,
evitando que surjan; dichas dificultades son debidas fundamentaimente a los siguientes tres motivos:

1. A los alumnos normalmente les cuesta mucho comprender las construcciones geométricas,
ver las semejanzas de triangulos,...y sobre todo comprender las construcciones donde
aparezcan volumenes, puesto que no tienen desarrollada la vision espacial. Los problemas
asociados a esta dificultad son dificiles de solucionar, puesto que en la mayoria de los casos se
deben a una carencia de los alumnos, luego la tnica posibilidad es poner muchos ejemplos e
intentar que "vean" las relaciones de la forma mas sencilla posible.

2. A pesar de que las ideas son sencillas, es muy complicado de rigorizar y de entender todos los
pasos de las demostraciones. Precisamente por ello se evitaran las demostraciones rigurosas
para los alumnos de E.S.O., trabajando sobre todo a nivel intuitivo, para que se hagan una idea
de "cdmo son las cosas" y sobre todo, para qué entiendan realmente que estdn haciendo. Esto
habria que modificarlo un poco para los alumnos de Bachillerato (de los cuales hablaremos mas
adelante).

3. Los procesos seguidos en los ejemplos, a pesar de seguir un esquema bastante similar, se
basan en una idea que es distinta para cada caso y, por tanto, es muy dificil que a un alumno se
le ocurra; precisamente por esto, como ya hemos comentado anteriormente, es muy importante
que, sobre todo para los alumnos de £.5.0., las clases sean muy participativas; el profesor debe
guiarlos en cada ejemplo, para que ellos colaboren y sientan que puedan aportar algo en el
desarrollo del tema, ya que de lo contrario, correriamos el riesgo de que los alumnos
"desconecten” al pensar que los contenidos “escapan” de sus capacidades o lo entendieran
como un aprendizaje memoristico.

Antes de terminar, debemos aclarar que el desarrollo y las aclaraciones expuestas van dirigidas,
salvo algunas puntualizaciones, a alumnos de E.S.O., por tanto, aclararemos las diferencias que deben
tenerse en cuenta cuando se explique este mismo tema a alumnos de Bachillerato.

A dichos alumnos se les explicara de forma mas o menos parecida, basandose sobre todo, al
igual que con los alumnos de E.S.O. en las ideas intuitivas; pero se intentard que razonen algo mas y
que fundamenten algunos pasos que, aunque no sean demasiados complicados requieran algo mds de
rigorizacion, por ejemplo se les puede plantear como actividad de ampliacién que demuestren que la
razén de las dreas de dos poligonos inscritos en dos circunferencias de radios ry y r; es la razén entre los
cuadrados de dichos radios. Naturalmente se les irdn dando gran cantidad de pistas para intentar que
lleguen a la solucién correcta.

Naturaimente no todos los alumnos obtendrian las conclusiones por si mismos y deberiamos
ayudarios en la medida de lo posible, aunque dejandolos pensar y sobre todo, evitando resolvérselo
nosotros.

También se les podria pedir que rigorizaran algunos de los pasos que se dieron en el caso de la
cuadratura de las figuras desarrolladas en la E.S.O., por ejemplo en el caso de la cuadratura del circulo
se les pediria que calculasen el area del cuadrado inscrito y circunscrito y que a partir de ahi concluyeran
porqué el area del cuadrado inscrito es mas de la mitad del area de la circunferencia.

Luego se les pedira que demuestren que el area del triangulo ACB es la suma de las areas de
los tridngulos ADC y CEB y que, como consecuencia, demuestren que el drea afadida es mas de la
mitad del area que quedaba por relienar.

A partir de aqui se intentaria que siguiesen ellos solos y que llegasen al resultado deseado
utilizando el teorema de exhauscion.
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La practica de la operacién de muitiplicar consiste en formar la tabla de los productos del
multiplicando de las sucesivas potencias de 2; sefalar las diversas potencias de 2 cuya suma sea el
multiplicador y efectuar la suma de los productos correspondientes a los términos senalados (el signo
empleado por los egipcios para sefalar los nimeros que deben sumarse es un trazo inclinado /).

Conviene observar que en muchos 54x13 54x14 54x22
casos particulares se podrd descomponer el /154 l....54 1....54
multiplicador B en otra suma cualquiera y se s 108 /2. 108 /2. 108
podra después aplicar el mismo método. eSO DA

/4.....216 /4....216 /4.....216

Los documentos egipcios no definen  /8......432 /8......432 8....432
el concepto de divisién de nimeros enteros ni /16......864
enuncian la regla practica para efectuar la 13.....702 14......756
division, pero la disposicion de los cdlculos es e 22....1188

Multiplicacién egipcia

lo suficientemente elocuente para poder
asegurar que el concepto egipcio de division es el de operacién inversa de la multiplicacién.

La siguiente etapa de la historia de! algoritmo de la multiplicacién comenzaria aproximadamente
alla por el siglo V o IV a.c, con la introduccién del primer dabaco en la cultura mediterranea. Es la
denominada tabla de Salamina, una placa con distintas lineas paralelas y alguna transversal. Tiene un
gran parecido con el dbaco romano, que consistia en una serie de lineas paralelas que delimitan varias
zonas: empezando por las unidades de primer orden a la derecha y siguiendo, hacia la izquierda, con las
unidades de orden superior. El Suan Pan chino es un contador de bolas. Consta de varios alambres
verticales atravesados por uno horizontal. Hay 5 bolas en la parte inferior y 2 en la superior. El Soroban
japonés y quizds el abaco ruso son derivaciones del anterior. El dbaco es de gran utilidad sobre todo
para sumas y restas, pero tiene una menor efectividad para la multiplicacién y mucho menor para la
division.

Sin embargo, existié en China un instrumento anterior y de gran importancia para la
multiplicacién, que se conoce con el nombre de las varillas de calcular chinas. La tnica constancia de su
fecha de aparicién se refiere a que en la dinastia Han (siglo Il a.c) ya se utilizaba. Los calculistas chinos
disponian de varillas de distintos tamafios y materiales con las que representaban los distintos nimeros.
Asi, traduciendo este proceso a notacién decimal, veamos como multiplicaban, por ejemplo, 23x47:

1) Se coloca el 47 sobre el 23, dejando un amplio espacio entre ellos.

2) Se muitiplican entre si las cifras significativas de mayor orden de ambos nimeros, de manera
que el algoritmo, en realidad, se realiza de izquierda a derecha. El resultado parcial obtenido se
coloca entre ambas filas. (4x2=8)

3) Se muitiplica la cifra de mayor orden del multiplicando por la siguiente del multiplicador
colocando el resuitado a la derecha del anterior, salvo si es superior a 10 (como en este caso) en
cuyo caso se sustituye el resultado anterior por la suma de los dos obtenidos hasta ahora.
(4x3=12)

4) Se multiplica ahora la cifra siguiente del multiplicando por la primera del muiltiplicador,
procediendo de! mismo modo que en el caso anterior. (7x2=14)

5) Por Ultimo, se multiplican las cifras restantes del multiplicador y multiplicando, obteniéndose
en la fila central el resultado final. (7x3=21)

4 7 4 7 4 7
8 9 2
2 3 2 3 2 3
Paso 1 Paso 2 Paso 3
7 7
1 0 6 1 0 8 1
2 3 3
Paso 4 Paso 5
Multiplicaciéon china

En la India se utilizaba un procedimiento similar, que se realizaba sobre un dbaco de arena. La
Unica diferencia importante es que se utilizaban Gnicamente dos lineas horizontales. Los resultados
parciales iban sustituyendo a las cifras mas altas del multiplicando.
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La introduccién de un simbolo para el cero unido al principio posicional de las cifras de un
numero condujo a la desaparicién del dbaco sobre la arena. Asi, sobre el sigio V de nuestra era ya se
utilizaba la multiplicacion en cuadricula que también se conoce con el nombre de muitiplicacion a la
isabelina, ya que en la inglaterra de la reina Isabel, los estudiantes de matematicas utilizaban un sistema
de multiplicacién que, pese a que pueda parecer un tanto incdmodo, da la respuesta correcta casi tan
rapidamente como el nuestro. Llamado el método de la rejilia, opera de la siguiente forma. Supongamos
que se desea multiplicar 123 por 456:

1) Dibujar una rejilla que tenga tamano 3x3. Escribir uno de los nimeros en la parte superior y el
otro a un lado. Dividir diagonalmente cada una de las casilias.

2) Multiplicar la cifra final que aparece en la parte superior por cada uno de los nimeros de la
primera columna. Anotar las unidades de cada producto en el tridangulo inferior de la casilla
correspondiente y las decenas en el tridngulo superior de la misma. Proceder de la misma
manera con las cifras restantes de la parte superior de la rejilla.

3) Sumar cada una de las diagonales, comenzando 1 2 3

por la correspondiente al triangulo inferior de la
derecha, y anotar los totales a lo largo de la parte 1 4
inferior del cuadro de derecha a izquierda, y en el 4 8 2
lateral izquierdo, de abajo a arriba. Si alguna de las T 1 1
diagonales totaliza 10 o mas, anétese ia cifra de las
unidades en su lugar correspondiente y la de las
decenas llévese a la diagonal siguiente. + ! !

4) La simple lectura arroja el resultado: 56.088. h 6 2 8

"]
n

Este algoritmo tiene importantes ventajas sobre el e §

nuestro. Asi, por ejemplo, no es necesario recordar Multiplicacién en cusdricula
las cifras "que nos llevamos" en cada uno de los productos parciales. La dnica razén objetiva
para justificar su desaparicion puede residir en los problemas de edicion de la tabla.

loe

La evolucién desde este algoritmo hasta el actual puede tratar de explicarse en los siguientes
pasos, segun se recoge en la figura adjunta:

. s s . 234 234 234

1) Disposicién vertical. X27 X 27 X271

2) Suma de "llevadas" en cada producto parcial. 2%3 1638 o3
1400

i . 6318 6318
3) Supresion escrita del cero. 688
4000

318 .
Evolucién

Para terminar vamos a detenernos en un método de gran interés. Hasta que en el presente siglo
se hizo posible la introduccion de los sistemas educativos, los campesinos rusos se servian de un
ingenioso método de multiplicaciéon que sélo les requeria saber encontrar el duplo y la mitad de un
nimero, asi como la elemental operacién de sumar. El método opera de la siguiente forma.
Supongamos, por ejemplo, que queremos multiplicar 97 por 39.

1) Hallar sucesivamente la mitad de los ntimeros situados en la columna de la izquierda
(despreciando los residuos), y el doble de los de la columna derecha. Continuar esta operacion
hasta que la columna izquierda se reduzca a la unidad.

2) Senalar todos los niimeros impares que figuren en la columna izquierda, asi como los
nimeros yuxtapuestos de la columna derecha.

3) Sumar los nimeros marcados de la columna de la derecha. Su total es el resultado.

39 97 *39 97 * 97

19 194 *19 194 * 194

9 388 *9 388 * 388

4 776 4 776 3104
2 1552 2 1552

1 314 * ] 3104 * 3183
Multiplicacién rusa

Evidentemente, aunque este procedimiento requiere pocos conocimientos numéricos, se complica
mucho para nimeros mayores.
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Para finalizar, recordaremos que no hemos tratado de que este recorrido por la historia del
algoritmo de la multiplicacién sea exhaustivo. De hecho es muy breve, con la idea de poder aplicario con
los alumnos en el aula. Se han elegido algunos por ser los mds representativos y otros por ser curiosos.
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ANALISIS DEL DESARROLLO HISTORICO DEL LiMITE Y
CONTINUIDAD DE UNA FUNCION.

LAzARO S. DiBUT TOLEDO - JOSE JOAQUIN ARRIETA GALLASTEGUI- HASSAN ARTEAGA RODRIGUEZ
AURELIO ANTELO CoLLADO - ERNESTO R. FUENTES GARI- Nanrciso R. DE LEON RODRIGUEZ
ANTONIO Rey RoQue -  JULIAN SARRiIA GONZALEZ - MiGDALIA TORRES DEL TORO
JORGE Luis MAZAIRA FERNANDEZ - FRANKLIN PEREZ GONZALEZ© EDUARDO R. BRAVO DE LAS CASAS

INTRODUCCION.

En esta comunicacion pretendemos referimos, de forma muy sintética, a la evolucion histérica de los
conceptos de limite y continuidad. Para organizar la explicacion hemos considerado cuatro periodos que
son: Desde la antigliedad hasta el siglo |ll d.n.e, El periodo medieval del siglo X al siglo XVI, Camino al
rigor, del siglo XVI ai sigio XVIII, y EI rigor, siglos XVill y XIX, aunque esta es una de las formas de
organizar el tema. Los trabajos de Torres (1995), Hoffmann (1972) y Tumbull (1986), contribuyeron a
seleccionar la organizacion referida y a profundizar en algunos de los topicos que se exponen.

2. DESARROLLO.

2.1. DESDE LA ANTIGUEDAD HASTA EL SIGLO lli D.N.E.

Los primeros contactos con estos conceptos se tienen con los pitagéricos, que al descubrir los
inconmesurables, al estudiar la relacién entre la diagonal y el lado de un cuadrado, los condujo a un
proceso infinito que conduce a una situacién limite, puesto que no hay un segmento finito lo bastante
pequefio para que la diagonal y el lado puedan ser expresados en términos de este. Por cierto que es de
destacar que dicha relacién entre el cuadrado construido sobre ia diagonal del cuadrado unidad y este
ultimo, fue analizada por Platén en su didlogo El Menén, en lo que constituye el primer andlisis de
didactica de las matematicas del que tenemos constancia a nivel histérico. En él, Platén establece un
didlogo entre Socrates, Protdgoras y un esclavo con la finalidad de esclarecer su conocida teoria
pedagégica de la mayéutica, en la que explica como el profesorado debe asumir la funcion de “partero”
para que, a través del didlogo, los estudiantes “descubran” los conocimientos que, supuestamente, ya
tenian en sus mentes.

Es en este periodo cuando los pitagéricos introducen el concepto de infinitesimal al pensamiento
matematico, a través de la doctrina elaborada en el siglo V a.n.e. como resultado de las especulaciones
griegas concernientes a la naturaieza del mundo fisico. La definicion de un punto como unidad que tiene
posicién, hizo que no distinguieran claramente los aspectos geométricos de los fisicos. La ciencia y las
matemadticas pitagoricas eran concernientes a la forma y la estructura y no tenian nada que ver con la
variacion. Hay que recordar que para los pitagéricos, la matematica era la ciencia de las cantidades,
fuesen ellas estéaticas o dinamicas, discretas o continuas. Asi, las asignaturas que maés adelante
constituyeron el Quadrivium, a saber, la aritmética, la geometria, la misica y la astronomia, eran para
ellos parte de la matematica. La aritmética era la ciencia de las cantidades discretas y estaticas, la
geometria, por su parte, era la ciencia de las cantidades discretas y dindmicas, mientras que la musica
constituia para ellos la ciencia de las cantidades discretas y méviles y, por dltimo, la astronomia la
entendian como la ciencia de las cantidades continuas y mdviles. Esto trajo como consecuencias que al
aplicar su filosofia a los aspectos de cambio en la naturaleza, se mostraron vulnerables a los ataques a
sus concepciones, dirigidos especialmente por Zenén de Elea en sus paradojas, en las cuales se asume
que el espacio y el tiempo estan compuestos por elementos indivisibies. Las respuestas a las paradojas
de Zendn involucran las nociones de limite y continuidad, para las que los griegos no tuvieron respuesta
al tratar de aplicar una filosofia de lo estético al movimiento.

Anaxagoras de Clazomene (500-428 a.n.e) establece una aguda definicién de lo que nosotros llamamos
"axioma de continuidad ": “ ... en lo pequefio no existe lo extremadamente pequefio, sino algo cada vez
mas pequefio ... De igual modo, en lo grande siempre hay algo mas grande ... “ Hoffmann (1972). Por
cierto que este historiador, de manera algo osada y carente de rigor, atribuye a Anaxagoras el
nacimiento de la ciencia matematica, aunque en ningiin momento explica el por qué de dicha afirmacién.
Como no define lo que entiende por matematica, la tesis de que la misma empieza con ese autor griego
puede aplicarse a cualquiera de los citados en el libro, griegos o no, antiguos o contemporaneos.

En la geometria griega, el continuo era interpretado en términos de subdivision sucesiva. Esto es en
términos de lo discreto y la concepcion pitagérica de la proporcion era la identificacion de las magnitudes
geométricas con nimeros enteros. Con el descubrimiento de los inconmesurables, esta definicién no
puede aplicarse universalmente. Para conjurar la crisis, habia que soslayar el concepto infinitesimal de
numero irracional; Eudoxo de Cnido, de la Escuela Platénica, resolvié de forma brillante la antinomia
radical entre finito e infinito. Introdujo el concepto de “tan pequefio como se quiera”, equivalente a
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nuestro proceso de “paso al limite”, con lo cual encuentra una escapatoria, mediante una definicién, un
axioma y un método, gue explico a continuacién.
Definicion:
Se dice que la primera de cuatro magnitudes tiene la misma razén con la segunda, que
la tercera con la cuarta, cuando tomando cualquier multiplo de la primera y la tercera, y
de la segunda y la cuarta, el muitiplo de la primera es mayor, igual 0 menor que el de la
segunda, segun que el mdltiplo de la tercera sea mayor, igual o menor que el de la
cuarta.
Axioma:

Se dice que dos magnitudes tienen razén, cuando se puede multiplicar una de ellas de
modo que supere a la otra.
Método:

Prescindiendo del numero irracional, Eudoxo opera con cantidades que se pueden hacer
mds pequefas que un numero arbitrariamente prefijado, para lo cual introduce lo que
hoy llamamos el “axioma de Eudoxo-Arquimides”o “axioma de continuidad”.

Habiéndose convertido el infinito en tabu, por el misterio que lo envolvid, es reprimido o se le esconde a
través del “axioma de continuidad”, el “principio de Eudoxo” o del “Método de Exhaucién ", procedimiento
que en cierto aspecto es la traducciéon geométrica del paso al limite. Los matematicos griegos, al aplicar
el método de exhaucion, nunca consideraron que el proceso debia hacerse un numero infinito de veces.
Este método aungue equivalente en muchos aspectos al tipo de argumento que ahora se emplea para
probar la existencia del limite, no representa el punto de vista involucrado en el camino al limite. Los
trabajos de Aristételes, aunque no fue fundamentaimente un matematico, estuvieron encaminados al
estudio de lo indivisible, el infinito y lo continuo; sin embargo, sélo su punto de vista respecto a los
indivisibles, coincide con las nociones presentes, puesto que denegé la existencia del infinito actual.

Es sin dudas Arquimedes de Siracusa el mas grande matematico de la antigiiedad; modificé el método
de exhaucién al considerar no sdlo las figuras inscritas sino también las circunscritas, para hacer la
demostracion rigurosa de los resultados que previamente habia descubierto con su famoso método. En
su amplio y variado trabajo, muchos historiadores han visto el nacimiento de los conceptos del célculo de
lo infinito, llevado a la perfeccién sucesivamente por Kepler, Cavalieri, Fermat, Leibnitz y Newton. De
este periodo podemos concluir que los conceptos de Iimite y continuidad no evolucionaron porque el
método de exhaucién, con su doble contradiccién, evitaron o mds bien dilataron el paso al limite y
excluyeron el infinito de sus razonamientos. El “horror al infinito” de los griegos evitd, mediante el método
de exhaucion, el uso de los incipientes conceptos acerca de los limites.

EL PERIODO MEDIEVAL DEL SIGLO XI AL SIGLO XVI.

Después de Arquimedes, el interés de los griegos fue mas hacia las cuestiones practicas que hacia los
desarrollos tedricos, como lo muestra el hecho de que fueran los iniciadores de un algebra simbélica. La
Aritmética de Diofanto representa el mas alto desarrollo del pensamiento algebraico griego, aunque no
aporta nada al esclarecimiento de los conceptos del cdlculo. En este periodo, el interés de los Hindues y
Arabes estuvo encaminado al desarrollo algebraico y hacia la especulacion de lo inconmesurable,
continuidad, lo indivisible y el infinito. Aunque su aportacién al establecimiento de un mayor nivel de rigor
matematico fuese escasa, es de destacar sus aportaciones en el campo del nimero y del dlgebra. Como
afirma Arrieta (1998: 72):

“... el olvido de la contribucién drabe al desarrollo intelectual de Europa, en general, y de
las matematicas, en particular, es otro grave error de la visién "cldsica®. Debemos a los
drabes,... , el haber unido la técnica de la medida, desarrollada desde sus ralces
egipcias hasta su forma final en manos de los alejandrinos, y el notable instrumento de
calculo, nuestro sistema de numeracion que nacié en la India, asi como el suplementar
estas ramas con un lenguaje sistematico y coherente de célculo al que le aportaron
nombre: el dlgebra (Al-jabr, equivalente en espaiol a “restauracion”, término incluido en
el titulo de uno de los libros del gran matematico del siglo IX Al Khwarizmi). Negar su
aportacion, ..., como hace también Jean Dieudonné, supone ponerse la venda
eurocéntrica ante los ojos, venda que impide conocer con propiedad y rigor histérico el
desarrollo multicultural de las disciplinas mateméticas”.

En el siglo Xill se destacan los trabajos de Jordanus Nemomarius con relacion a la continuidad. Torres
(1995) recoge lo expresado por Jordanus al respecto: “.. /a continuidad es la imposibilidad de distinguir
los puntos limites, unida a la posibilidad de establecer un limite ... El punto es lo que establece la
continuidad simple ..."
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En general el periodo medieval se caracterizé por las discusiones filoséficas que se dieron acerca del
continuo, el infinito y los infinitesimales. Estas discusiones jugaron un papel importante en el desarrollo
de los métodos y conceptos centrales del calculo, asi como en el estudio del movimiento y la variacion.

CAMINO AL RIGOR, DEL SIGLO XV! AL SIGLO XVIII.

A mediados del siglo XVI Simén Stevin dio informalmente un gran avance sobre el concepto de limite, al
mostrar que el centro de gravedad de un tridngulo cae sobre su mediana. En la demostracion hecha por
Stevin este siguid el siguiente procedimiento:

- A partir de un triangulo ABC cualquiera, inscribe paralelogramos de igual altura y llega
a la conclusién que el centro de gravedad de la figura inscrita estd sobre la mediana.

- Como es posible inscribir el tridngulo un ndmero infinito de tales paralelogramos,
concluye que el centro de gravedad de la figura cae sobre la mediana AD.

- Mientras crezca el numero de paralelogramos, la diferencia entre la figura inscrita y el
tridngulo ABC serd cada vez mds pequefia.

Esta demostracion muestra como Stevin manej6 el concepto de limite en una forma adecuada, aunque
debemos indicar que Stevin no habié del triangulo como el limite de la suma de los paralelogramos
inscritos.
En este periodo no hubo més progresos porque la linea de trabajo se fue por el lado de los indivisibles,
donde encontraron como método valido de demostracién en el calculo de areas, el desarrollado por
Cavalieri. En los comienzos del siglo XVII, aparecen métodos infinitesimales intentando obviar la doble
reduccion al absurdo del método de exhaucién; sin embargo, con el uso de indivisibles y los infinitamente
pequefios, se hacen menos rigurosas las demostraciones y al mismo tiempo, van desarrollandose
consideraciones sobre limites basadas en la incipiente teoria de nimeros. El principio o método de
Cavalieri, ya comentado, fue criticado por figuras de la época tales como: J. Kepler, P. Fermat, |. Barrow
y J. Wallis entre otros. Ellos argumentaban que los trabajos realizados por Arquimedes eran més ri-
gurosos, en este sentido, que los de Cavalieri. Este principio tiene como efecto practico, ocultar el papel
que juega en los calculos de dreas y volimenes, el proceso del paso al limite. Es decir, al igual que
Arquimedes con la composicién de su método mecanico, Cavalieri con su principio evita los problemas
del infinito.
Es durante este periodo que comienzan a aparecer definiciones més claras de limites. J. Gregory en sus
trabajos consideré el paso al limite como una operacion independiente. J. Wallis con su capacidad
aritmetizadora, supera el imperativo griego de considerar sélo lo irracional en el campo de la Geometria,
removiendo asf uno de los obstaculos que impedia la rigurosa formulacién del concepto de limite.
Los trabajos de |. Barrow, contrariamente, no van hacia la aritmetizacion, ejerciendo una influencia
negativa en |. Newton, y retrasando la formulacién del concepto de limite. Por su parte Newton, en sus
PRINCIPIA, muestra tres modos de interpretar el nuevo andlisis:

- En términos de infinitesimales.

- En términos de primera y Ultimas razones (limites).

- En términos de fluxiones.
G. Leibnitz por su parte, aunque ataco los problemas del nuevo analisis de manera independiente de
Newton, llegé a resultados similares. Cuando analizamos en profundidad el trabajo de ambos en lo
referente a los conceptos de limite y continuidad, podemos darnos cuenta que los mismos no fueron
clarificados, se interesaron mas en desarroliar el Célculo que fundamentario.
A partir de ahora el problema de la continuidad va a gravitar constantemente en la formulacién de los
diversos métodos del Célculo. Leibnitz recurre a su llamada ley de continuidad:

" ... lo que es verdadero hasta el limite, es verdadero en el limite ... *, para la justificacion
de su Calculo Diferencial, y Newton encubre la nocién de continuidad bajo el concepto
empirico de velocidad instantdnea o fluxion.

EL RIGOR, SIGLOS XVIil Y XIX.

Jean le Rond d'Alembert fue probablemente el primero que reconocié el método de limites como
fundamental para el Calculo. D'Alembert interpretd la frase de Newton ‘“primera y uftima razén" no
literaimente, sino como un limite, o sea, una cantidad que él llamaba limite de otra, si la segunda podia
aproximarse a la primera més alld que cualquier cantidad dada, de tal manera que la diferencia entre
ellas es absolutamente insignificante. De lo anterior se puede concluir que d'Alembert considerd que la
cantidad que variaba, nunca coincidia, o era igual a su limite. El defini6 la tangente a una curva en un
punto como el limite de la secante que pasa por él. Hizo ademas un serio esfuerzo para clarificar la idea
de la nocién de limite, sin embargo no logré dar un concepto claro y preciso que fuera légicamente
inequivoco.Con el tiempo la aproximacién mas importante hacia la solucién de la fundamentacién del
calculo fue el uso de limites. d'Alembert considerd limites de variables como el valor limitrofe al cual
estas variables pueden aproximarse tan cerca como uno desee.
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Los esfuerzos para encontrar bases sélidas para el nuevo andlisis continuaron. Cuando Lagrange era
presidente de la Academia de Beriin, ofrecié un premio para la mejor exposicién de una clara y precisa
teoria de la matematica infinitesimal. El ganador fue Simén L'Huilier con su Exposition élémentarie des
calculs superiers que fue publicada en 1787. En esencia, él modifica el Método de Exhaucién para
interpretarlo en términos de limites y hace de este concepto la base de su exposicién. Fue el primero que
us6 la notacién tal y como la conocemos en estos tiempos, o sea : lim (Ay/Ax) = dy/dx si x—0 y enfatizé
que dy/dx deberia verse como una sola cantidad y no como un cociente.

Sin embargo, en su obra él evitd abordar los aspectos centrales de los conceptos de infinitesimales y
limites, y parecié no darse cuenta de que la sutileza del concepto requeria de una definicion
extremadamente cuidadosa. Su trabajo no fue difundido ampliamente, por lo que no influyé
determinantemente en los trabajos posteriores de la época que intentaban clarificar este concepto. El
trabajo del francés Lazare Carnot Réflexions sur la metaphysique du calcul infinitésimal, parece ser que
fue el que mas influyd. Su enfoque fue a través de ecuaciones en lugar de funciones y estuvo mas
interesado en dar a conocer las facilidades de aplicacion de las reglas del nuevo andlisis, que en el
procedimiento légico involucrado.

Su fundamentacion favorita era por medio de la ley de continuidad de Leibnitz. Sin embargo, los puntos
de vista de convergencia, continuidad, funciones y limites no eran lo suficientemente definitivos para
permitir una profunda clarificacion de las ideas y conceptos involucrados.

No fue hasta principios del siglo XIX en que realmente se inicié la formulacién rigurosa de estos
conceptos ; se deben destacar en esta direccion los trabajos de Bolzano. ESte se percaté que lo primero
gue habia que hacer era dar una definicion clara de continuidad, la cual formulé como sigue:

" f(x) es continua en un intervalo, si para todo valor de x en este intervalo, la diferencia
fi(x+Ax) - f(x) llega a ser y permanece menor que cualquier cantidad dada Ax
suficientemente pequeia, ya sea positiva o negativa *.

Posteriormente Cauchy dio otra definicién que no es esenciaimente diferente que |la de Bolzano:

" la funcion f(x) permanecerd continua respecto a x entre limites dados, si entre esos
limites, un incremento infinitamente pequefio de la varnable, produce siempre un
incremento infinitamente pequefo de la funcién misma *.

Realmente con el extenso trabajo de Cauchy se llegé a la formulacién definitiva y rigurosa de los
conceptos de limite y continuidad tal como ahora ios conocemos, enlazando ambos conceptos por medio
de la siguiente definicion:

“f(x) es continua dentro de un intervalo, si el limite de la vanable f(x) cuando x se
aproxima a Xo es f(Xo), para toda x del intervalo *.
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CUANDO LOS EPIGONOS SON GRANDES: AL- QALASADI

ANGEL REQUENA FRAILE

INTRODUCCION

Uno de los autores adalusies mas citados y utilizado durante cinco siglos sigue siendo uno de los mas
desconocidos en su tierra. En tanto se repara las deudas, esta comunicacion expone el contenido de su
obra aritmética y aigebraica.

DATOS BIOGRAFICOS:

Abul-Hasan Ali ibn Muhammad a! Qalaséadi ibn Ali al-Qarasi al Qalasadi al-Basti nacié en Baza a
comienzos del siglo XV(IX de la Hégira), momentos tristes para el reino nazarita por la caida de
Antequera.

Abul-Hasan se educa en su villa natal siguiendo los cursos de Ali ibn-Musa en Derecho, Ciencia
Cordnica y repartos de herencias. Posteriormente se instalard en Granada, cuya madrasa fue fundada
en 1349 por Yusuf |.

En la capital del emirato Al-Qalasadi continuara los estudios habituales de Derecho, Filosofia, Filologia y
Ciencias.

Cumpliendo como hombre piadoso con los preceptos del Islam, Al-Qalasadi hace la peregrinacién a la
Meca, visitando el Norte de Africa, en especial Tremecen donde se familiariza con la Aritmética que
habia tenido un gran desarrollo en el siglo anterior con ibn al-Banna, el marroqui, cuyo “Talkhis”
(Sumario de operaciones de Cadlculo), era el libro de referencias para el estudio de la “ciencia de los
numeros y sobre el que posteriormente escribiria un comentario.

De vuelta a Granada al-Basti se dedica a la ensefianza y redaccion de una amplisima obra en Derecho,
Aritmética y Algebra.

La inestabilidad del reino nazari lleva a Al-Qalasadi a abandonar Granada definitivamente, muriendo en
Tunez en 1486, mismo afo en que se derrumba la parte occidental.

Su ciudad natal pasara al reino de Castilla en 1489, tras la mas clara e intensa resistencia que
encontraron los Reyes Catélicos en su conquista.

OBRA ARITMETICA Y ALGEBRAICA

De la amplisima obra de al-Qalasadi destaca por su transcendencia su libro de Aritmética y Algebra el
del poético titulo “Se levanta el velo de la ciencia gubar”.

De esta obra se encuentran manuscritos en las grandes bibliotecas. Su importancia ha sido tal que se ha
seguido usando como manual hasta el siglo XX.

Modernamente se imprimié en el Cairo (1891) y en Fez (1897).

Para esta comunicacién se ha seguido la traduccién de Woepecke (Roma, 1859) segun manuscritos
encontrados en la Biblioteca de Paris y los manuscritos de la Biblioteca Nacional de Madrid (incompleto)
y de El Escorial.

Las variaciones entre estos distintos ejemplares son poco significativas, destacando el de Madrid como
el mas cuidado.

Los dos manuscritos consultados utilizan tinta negra para los textos y roja para las expresiones
simplificadas o resultados.

SE LEVANTAN LOS VELOS DE LA CIENCIA GUBAR

Las expresiones “desvelar” y “levantar los velos “ son muy usadas en la cultura ardbiga, muchos
cientificos la utilizan en sus titulos.

Pégina 205



IX Congreso sobre Ensefianza y Aprendizsje de las dticas “THALES”

Levantar velos tiene para nosotros el encanto de la aventura, el descubrimiento de los secretos, pero en
el Islam también incluye lo sagrado; Dios ha ocultado algunas cosas que deseaba que estuvieran
encubiertas y solo le esta permitido descubrirlas a algunos hombres justos.

El termino “gubar” significa arena o polvo. Los calculistas hacian uso de sus bolsitas de polvo que
extendian en una superficie plana para hacer sus operaciones, procedimiento que venia practicandose
desde la antigliedad.

La ciencia gubar no es otra que la aritmética practica, la despreciada por los griegos que la denominaban
logistica y que reservaban el termino Aritmética para las propiedades de los nimeros, nuestra “teoria de
los nimeros”.

El libro de al-Qalasadi consta de una introduccion, cuatro partes y una conclusién; tratando de la
numeracion de posicion, operaciones con enteros, operaciones con fracciones, raiz cuadrada, obtencién
de lo desconocido, progresiones y series respectivamente.

El éxito de este manual radica en su sistemdtica, pero su importancia en la ciencia esta en ser
considerado como una de las fuentes del digebra sincopada o simbélica modema.

Las expresiones usadas por al-Qalasadi ya habian sido empleadas anteriormente tanto en occidente
como en oriente pero sin tanto éxito.

La atribucién a al-Qalasadi dei simbolismo tiene que ser pues ponderada a la luz de nuevos datos, pero
su tratado sobre ia ciencia gubar, Gtil durante cinco siglos da una idea de su importancia.

Podemos decir que el ditimo de los sabios andaiusies ha sido el mas reproducido y utilizado aunque no
sea el mas brillante.

El medioevo ibérico que tiene a Isidoro de Sevilla como figura inicial termina con al-Qalasadi al-Basti, los
dos autores ibéricos mas comentados.

LAS CIFRAS GUBAR

Las cifras indias, el cero y la numeracién de posicién habian llegado al Islam en el siglo VI,
extendiéndose su uso en la ciudad circular de Bagdad en el siglo IX, periodo de esplendor del califa al-
Mamun.

Fue al-Jwarizmi (el del mar de Aral) el encargado de su expansién. El tratado de “digebra y aimucabala”
(de la restauracion y la oposicidn) y su libro de aritmética llegd a occidente muy rapido a través de la
peninsula ibérica, y con ello, los términos cifra, cero, guarismo, algoritmo y algebra.

En el siglo X el cédice mozarabe del monasterio riojano de Albelda o codice vigilano (976) ya contiene
las diez cifras. Lo curioso es que estas diez cifras no son las indo-arabes cultas que usan los piases
islAmicos sino las arabes occidentales —las gubar- que son las predecesoras directas de las
universalizadas.

Las cifras usadas por al-Qalasadi no son las cultas. Para nosotros las Unicas diferencias apreciables
estén en el cuatro y el cinco. Nuestro cuatro es mas parecido al cinco algalasadiano, y el cuatro es como
si estuviera girado 90 grados. Con estos datos los manuscritos arabes son perfectamente legibles.

Hay que recordar que el arabe se escribe de derecha a izquierda mientras que los niUmeros se escriben
igual pues se leen empezando por las unidades.

LAS OPERACIONES BASICAS CON ENTEROS

Las cuatro operaciones basicas: sumar, restar, multiplicar y dividir no tienen especial interés para este
breve resumen por su similitud al método escolar de hoy, ahora, si seria destacable el uso para
multiplicar de la parrilla arabe cuadriculada que termina con la suma en diagonal de los nimeros.
También tiene interés las reglas para multiplicar algunos numeros, en espacial el método de las
duplicaciones, de herencia egipcia y que es tan practico para el calculo mental.

Una de las elegancias aicalasadianas es la parrilla para proceder al reparto proporcional, sistema muy
sencillo y facil de usar.
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LAS FRACCIONES.

La segunda parte del “Se descubre...” esta dedicada a las fracciones.

Nuestro matemético divide las fracciones en cinco tipos: simples, divididas en partes, relativas,
heterogéneas y sustracivas. Recuérdese que las fracciones decimales no se emplearan hasta finales del
siglo XVI y por tanto no existe en época de al-Qalasadi nada parecido a los nimeros decimales y si un
gran virtuosismo en las operaciones con fracciones.

Las fracciones alcalasadianas ya tienen la raya horizontal que separa numerador del denominador, pero
hay que tener cuidado porque los distintos tipos pueden dar lugar a confusion, en especial las llamadas
relativas a modo de fracciones continuas ascendentes.

Por lo demas la operacién con fracciones, una vez reducido a comun denominador tiene un tratamiento
similar al actual.

La utilizacién de fracciones obedece a la necesidad de hacerse una idea del orden de magnitud y a su
utilidad en el reparto de herencias.

LA RAIZ CUADRADA

Es destacable el uso de un simbolo para la raiz cuadrada, la letra inicial JA de raiz (jidr).

Las raices racionales se obtienen por un método que es practicamente el que se ha venido ensefiando a
los escolares.

Mayor interés tienen los métodos para aproximar las raices irracionales. Se exponen tres procedimientos
sefalando como de especial interés la sencillez de uso de la aproximacion que alcanza el tercer termino
de la fraccién continua equivalente.

EL CALCULO DE LO DESCONOCIDO

Antes del dlgebra Abui-Hasan resuelve el calculo de las magnitudes desconocidas cuando estan en
proporcién con otras tres. Lo mas interesante es que la magnitud desconocida esta representada por su
inicial.

A sefalar también que al-Qalasadi utiliza el llamado método de la balanza para resolver por técnicas de
falsa posicion el calculo de la magnitud buscada.

EL ALGEBRA

La mayor fama le llega a al-Qalasadi por su simbolizacién de las ecuaciones de segundo grado. El
desarrollo de al-Jwarizmi es fundamentalmente literario. Los seis tipos de ecuaciones se exponen de
forma narrativa. El arabe tiene la ventaja de llegar a ser hasta cuatro veces mas rapido de escribir
cuando no utiliza vocales.

El algebra alcalasidiana utiliza los tres puntos (..) de la letra CHIN para la cosa o raiz, la letra MIN para
el cuadrado y LAM para indicar el signo de igualdad. Las dos primeras son iniciales mientras que la
tercera es la ultima consonante.

El libro contiene los métodos de resolucion una vez reducidas las ecuaciones a alguno de los seis casos
bésicos.

Al-Qalasadi inicia también lo que podemos liamar la operacién de polinomios, realizando las cuatro
operaciones con numeros, cosas, cuadrados, cubos, etc. Llamando vestigio a lo que nosotros
denominamos grado.

FINAL

El libro de la ciencia gubar termina calculando la suma de progresiones aritméticas y la suma de las
potencias de ia serie natural. Se trata de calculos que encierran cierta complejidad. La exposicién de los
resultados se hace de forma narrativa pero en la presentacion se recurre a cuadriculas, en especial tiene
interés la resolucion del problema histérico de la duplicacion en el tablero de ajedrez.
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RECAPITULACION

Nueve siglos de presencia musulmana en la peninsula ibérica han dejado una huella imborrable en la
lengua y en la cultura.

Hubo momentos donde al-Andalus era el mayor centro cultural, literario, filoséfico y cientifico del planeta.
Pero los periodos de esplendor no duran mucho, son situaciones esporadicas entre el siglo X y el Xil, y
que se conservan lo suficiente para la gran tarea traductora toledana, primero con el entorno del
arzobispo Don Raimundo y después de Alfonso X.

En pleno ambiente de decadencia - de la que fueron conscientes- todavia hay destelios de luz, uno de
ellos fue al-Qalasadi.
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CONOCIMIENTO PROFESIONAL DEL PROFESOR DE MATEMATICAS.
UN ACERCAMIENTO DESDE LOS NUMEROS RACIONALES.

ANTONIO J. MORENO VERDEJO - PABLO FLORES MARTINEZ

INTRODUCCION

El conocimiento social acumulado es hoy de tal complejidad y amplitud que la sociedad se
organiza en torno a subgrupos que tienden a la especializacion de la actividad de sus miembros, a la
profesionalizacion. El profesor de matemdticas no es ajeno al proceso que se esta viviendo (Flores,
1998).

Los profesionales se caracterizan por tener competencias especificas basadas en conocimientos
y destrezas adecuadas para el desarrollo de su actividad. El profesor de matemadticas tiene
competencias profesionales con las que afronta los problemas de ensefanza, pero ademas tiene que
para reconocerlas para identificarse como profesional y actuar de manera racional ante las situaciones
que rodean a las pruebas de acceso y promocion del profesorado (Flores y Moreno, 1999). En las
“oposiciones a profesores de secundaria” y en el “acceso a la condicién de catedratico”, los profesores
deberian contar con una descripcién de sus competencias profesionales tanto para facilitar la
preparacion de los candidatos, como para disefar criterios de valoracion para que puedan ser aplicados
por aquellos que formen parte de un tribunal que juzgue estas pruebas. En esta comunicacion
reflexionamos sobre las competencias profesionales del profesor de matematicas, describiendo el
conocimiento del profesor en relacion a los nimeros racionales.

COMPETENCIAS PROFESIONALES DEL PROFESOR DE MATEMATICAS. ALGUNAS PROPUESTAS

Las competencias profesionales del profesor de matematicas tienen un componente practico,
que le permite resolver los problemas profesionales de manera inmediata, y que se ejercita con la
experiencia reflexiva, y un componente teérico especifico de su actividad y que los hace distinguirse de
otros grupos profesionales como los matematicos. La forma en que se adquieren estas compentencias
es compleja, ya que la docencia es una actividad practica, por lo que el profesor no puede surtirse
exclusivamente de una preparacién tedrica, y a la vez, es ingenuo e irresponsable esperar adquirir la
profesionalidad por medio del ejercicio empirico, dada la complejidad e importancia social de su tarea, en
la que se trabaja con sujetos que no pueden someterse a experimentos de manera irreflexiva.

La caracterizacién administrativa del conocimiento profesional del docente deja un margen de
ambigiiedad (Flores y Moreno, 1999) que ha dado lugar a que se enfatice el conocimiento matematico en
las “oposiciones”, por encima de otras componentes profesionales. También ha provocado que se estén
ofreciendo “planteamientos didacticos” en los Temarios de Oposiciones actuales, que son listas de
términos didacticos sin mucho significado para los clientes ni para los jueces. Ello hace muy dificil su
estudio, recuerdo, exposicion y valoracion por parte de quien actua como tribunal.

Se abren pues, dos problemas: Clarificar las componentes del conocimiento profesional del
profesor de matematicas, (lo que constituye una linea de investigacion en educacion matematica,
Llinares 1998), y buscar formas para favorecer que los profesores desarrollen este conocimiento, lo
lleguen a explicitar y puedan compartirio. Sélo cuando los profesores de matematicas consensuen
conjuntos de problemas profesionales, discutan sobre su importancia, establezcan criterios para enjuiciar
si se han resuelto estos problemas o para establecer la calidad de la solucién (valores de una
programacion, por ejemplo, o de un libro de texto), estaremos en condiciones de realizar con
racionalidad pruebas de acceso a la docencia o de promocion profesional.

De acuerdo con este argumento, los autores de esta comunicacion estamos elaborando un
conjunto de reflexiones sobre el conocimiento matematico, desde el punto de vista del profesor de
matematicas de secundaria. En este articulo hemos querido anticipar el contenido resumido de uno de
los temas, los numeros racionales. Nuestra intencién es compartir este conocimiento profesional y abrir
un debate sobre su alcance e importancia para el profesor de matematicas.

Para facilitar la comunicacion del conocimiento profesional utilizamos alguno de los
organizadores curriculares de Rico (1997)!, quien ha aportado al campo una estructura original y bien
fundamentada. Nosotros comenzaremos por ofrecer algunas reflexiones sobre el concepto matematico,
su significado a lo largo de la historia de la matemética y los campos en los que se emplea
(Fenomenologia del concepto). Posteriormente estudiaremos su aparicién en el curriculo, y haremos
algunas precisiones sobre los demas organizadores (representaciones, errores, materiales curriculares),
para terminar con algunas consideraciones de caracter metodoldgico.

1 Veanse los dos textos de Rico para entender ios organizadores dentro de {a teoria curicutar
Rico, L. (1997). Bases tedricas del curriculo de matemdticas en educacion secundaria. Madrid, Sintesis.
Rico, L. (1997). La educacidn matemdtica en la ensefianza secundaria. Barcelona, Horsori.
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CONOCIMIENTO DIDACTICO DE LOS NUMEROS RACIONALES.

El nimero racional amplia al nimero entero con la posibilidad de resoiver todas las ecuaciones
de la forma ax+b=c, permitiendo resolver todos los problemas reducibles a estas ecuaciones. Este hecho
acarrea la construccion del cuerpo de fracciones en un anilio, pero también la posibilidad de realizar la
divisién y con ello la ruptura de la matemadtica discreta, para generar un conjunto denso. La densidad es
una caracteristica de muchas de las magnitudes, por lo que los nimeros racionales permiten encarar la
medida de magnitudes, con todo lo que esto aporta a la ciencia, la técnica y la practica social.

Las fracciones (origen de la construccion de Q) aparecen en muchas ocasiones como la relacién
entre una parte y un todo que actia como unidad de referencia (a medio camino). En otros casos
aparecen como una division sin realizar (le toca a cada uno un tercio). También puede indicar e/
resultado de una medida (cuarto y mitad). En otros casos es un operador (le corresponden los dos
tercios del total). Pero el sentido que mas se aproxima al de nimero racional es el de la fraccién razén,
entendida como relacién parte a parte, o como proporcién. El numero racional esta, pues, en la base del
razonamiento proporcional. Ligados a estos sentidos de uso de las fracciones, aparecen las
equivalencias y las operaciones entre nimeros racionales. La suma y resta son faciles de establecer con
los mismos sentidos que la suma y resta de nUmeros naturales, especialmente cuando se refieren a la
misma unidad, pero la multiplicacién y division obedecen a otros criterios y sentidos diferentes de las
operaciones en N. En general, la multiplicacién exige la actuacion como operador de una fraccién sobre
el resultado obtenido por la otra, mientras que la divisién se refiere a la comparacion entre partes, mas
que al reparto. Como se observa, los nimeros racionales tienen su propia significacién, que no siempre
coincide con la de los numeros enteros y naturales, por lo que el profesor debe conocer estas
caracteristicas.

El origen histérico de los nlimeros racionales se encuentra en la necesidad de medir, lo que lleva
a proponer expresiones numéricas para llevar a cabo la operacion. Los Babil6nicos y Egipcios emplean
fracciones de numerador unidad con las que obtienen relaciones numéricas y medidas. La matematica
griega encara el problema de la bisqueda de la parte aliquota entre dos longitudes, para establecer la
medida de una respecto a la otra, con la expectativa de que siempre sea posible, pero la constatacion de
que es imposible encontrarla entre el lado del cuadrado y su diagonal les lleva a una crisis de la que
salen enfocando su atencion a la geometria.

La matematica drabe va a dar un auge importante en el manejo de los nimeros racionales,
introduciendo una notacién mas actual. Es Stevin, en el siglo XVI quien establece las operaciones con
las fracciones y la expresién decimal, dando un fuerte empuje a su aceptacién generalizada. La
formalizacién del numero racional llegard en el siglo XIX, construyéndolo como lo que el algebra llama
cuerpo de fracciones de los nimeros enteros.

Los ndmeros racionales se expresan de dos formas diferentes, en forma de fraccién, y con
notacién decimal. La escritura en forma de fraccién tiene, para Aleksandrov (1973) su origen en las
relaciones entre la aritmética y la geometria. El uso particular de fracciones decimales y su utilizacion
para la medida de magnitudes, como el tiempo, da lugar a la notacién decimal (Centeno, 1988).

Los curricutos sittan el estudio de las fracciones y nimeros racionales tanto en ESO como en el
primer curso de todos los Bachilleratos aunque con diferentes enfoques. Mientras en la primera de las
etapas se trabajara la lectura, interpretacion y utilizacién de los nimeros fraccionarios, sus operaciones y
su relacién con la proporcionalidad de magnitudes y la probabilidad; en bachillerato se utilizardn los
numeros racionales mediante estimaciones y aproximaciones, controlando los margenes de error
adecuados con el contexto.

Representaciones y modelos.

Nos referimos al término representacion como “el modo en que los sujetos expresan sus
conocimientos con notaciones simbdlicas o mediante algn tipo de grafico” (Rico, 1997:53). Los modelos
sirven para la presentacion y el desarrollo de un concepto determinado.

Las fracciones pueden representarse de manera geométrica, discreta, numérica y literal. Las
representaciones geométricas se realizan en un contexto continuo y las mas frecuentes son los
diagramas circulares, rectangulares y la recta numérica. En las representaciones discretas la unidad esta
formada por un conjunto discreto de objetos. Las representaciones numéricas encuentran distintas
formas de utilizar los nimeros para indicar una relacion parte-todo: representacion como division
indicada (3/5), representacion como razén (3:5), representacion decimal (0.6), representacion de
porcentajes (60%). En las representaciones literales podemos distinguir distintas formas: tres quintos,
tres de cinco y proporcion de tres a cinco (Llinares y Sanchez, 1988).

Entre los modelos usuales en el trabajo con nimeros y operaciones podemos destacar los
siguientes: lineales, utilizan la recta numérica como modelo de representacién numérica; métricos,
emplean longitudes, superficies, balanzas para el estudio de conceptos numéricos; geométricos, que
utilizan figuras geométricas para representar partes de la unidad; funcionales, aunque no son los
modelos habituales actualmente se emplean para operaciones con racionales pero no con decimales,
excepto algunos casos de porcentajes.
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Obstaculos, errores vy dificultades.

El conocimiento de los obstaculos, errores y dificultades anticipa al profesor los conceptos que
van a tener una especial dificultad, pero también permite el disefio de instrumentos para su diagndstico y
tratamiento.

Algunos errores conceptuales aparecen al relacionar distintas interpretaciones de la fraccion. La
identificacion de la fraccion con una cantidad es un obstaculo para interpretar y manejar la fraccion como
razén, y para el nimero racional.

La nocién de equivalencia de fracciones es origen de errores debidos al manejo simultaneo de
diversos sentidos de fraccion y de equivalencia, y otras veces por los problemas originados ante la
transitividad del signo igual.

La introduccién temprana del célculo algoritmico puede provocar confusiones en su manejo.
Estos equivocos también se pueden producir por la similitud entre las notaciones de los numeros
naturales y las fracciones. En este sentido se puede considerar que ias operaciones aprendidas con los
niimeros naturales son un obstaculo para las operaciones realizadas con racionales ya que, por ejemplo,
la multiplicacion no significa siempre un aumento de ia cantidad.

En el aprendizaje de los nimeros decimales, los alumnos encuentran dificuitades en las
operaciones, en el uso del cero, en la lectura y escritura de los nimeros y en el orden. Estas dificultades
se deben en gran medida a la persistencia de conocimientos de los nimeros naturales.

Sugerencias metodoldgicas

Las orientaciones metodolégicas del curriculo oficial no difieren mucho de unos blogues a otros.
En este epigrafe recogemos algunas sugerencias metodolégicas especificas para el tema que nos ocupa
y que estan recogidas en la bibliografia didactica sobre el tema.

Conviene comenzar el estudio de los racionales con la relacion parte-todo para ir readaptando
esta nocién durante la secuencia de ensefianza, de manera que al final el concepto de ntimero racional
tenga como subconceptos las diferentes interpretaciones que el alumno ha ido adaptando a lo largo de
su formacién (Llinares y Sanchez, 1988). El objetivo de desarrollar la comprension del concepto viene
vinculado a la capacidad de representacién que el nifio pueda hacer de la nocion parte-todo (lo que
excluye la representacion sobre la recta en edades tempranas) y a la necesidad de negociar con los
alumnos el significado de los simbolos (la representacion de la relacién).

Para el disefio del proceso de ensefianza del numero racional se sugiere comenzar a trabajar en
contextos concretos, tratando de vincular las fracciones a problemas reales. Posteriormente se
abordaran los contextos continuos hasta finalizar con la recta numérica.

Materiales y recursos.

Para la enseiianza de las fracciones podemos emplear materiales y recursos relacionados con la
ensefianza de los nimeros, como los marcadores, los abacos, etc. También se pueden emplear otros
materiales generales, como el Tangram y la calculadora. Otros recursos especificos son el circuio de
fracciones, los puzzies troqueiados de fracciones, el dominé de fracciones, la baraja de fracciones y
cualquier objeto que se preste a la particion y estudio de las relaciones entre las partes. Hay que
destacar la importancia de los instrumentos de medida en la ensefianza de los racionales: reglas
graduadas, escalas, vasos graduados, jeringuilias, calibradores, cartulinas, papel cuadriculado, etc.

CONCLUSIONES

Hemos intentado, en este articulo mostrar un conjunto de compentencias sobre numeros
racionales que el profesor deberia conocer y manejar para poder llegar a disefar sus unidades
didacticas con mayor riqueza de objetivos educativos, y mejor adecuacion entre estos y las actividades
previstas. Esperamos poder compartir esta visién y recibir las criticas y comentarios que enriquezcan
esta caracterizacion del profesor como profesional reflexivo (Flores, 1997).

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

Aleksandrov, A.D. y otros. (1973). Las mateméticas su contenido método y significado. Madrid, Alianza.

BOJA, (2000). Convocatoria de pruebas para el ingreso en los Cuerpos de Funcionarios Docentes.

Centeno, J. (1988). Numeros decimales. Sintesis. Madrid.

Flores, P. (1997). El profesor de matematicas, un profesional reflexivo. En Berenguer, M., Cobo, B. y
Fernandez, F. (Eds.), Investigacién en el aula de matematicas. La tarea docente. Departamento de
Didactica de la Matematica y SAEM THALES, Granada. 13-27.

Pédgina 213



IX Congreso sobre Enseflanza y Aprendizaje de ias Mateméticas “THALES”

Flores, P. (1998). Formacién inicial de profesores de matemadticas como profesionales reflexivos. UNO
17, 37-50.

Flores, P.; Moreno, A. (1999). Conocimiento profesional del profesor de matemadticas y oposiciones.
Actas de las 9% Jomadas para el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas. Lugo.

Llinares, S. (1998). Conocimiento profesional del profesor de mateméticas y procesos de formacion.
UNO 17, pp. 51-64.

Llinares, S. y Sanchez, M# V. (1988). Fracciones. Sintesis. Madrid.

MEC (1993). Real Decreto que regula el ingreso en los Cuerpos de Funcionarios Docentes.

Rico, L. (1997). La educacion matemdtica en la ensefianza secundaria. Barcelona, Horsori.

Pégina 214



Comunicaciones

EL PORTAFOLIOS: INSTRUMENTO PARA LA EVALUACION EN LA
FORMACION INICIAL DEL PROFESORADO DE SECUNDARIA

ANA SERRADO BAYES - Piar AZCARATE GODED

INTRODUCCION

En este trabajo vamos a justificar y caracterizar la propuesta de evaluacién implementada con un grupo
de estudiantes de! Nivel | de Experto, "Especializacion en Educacién Secundaria® de la Universidad de
Cadiz. E! modelo de profesor que intentamos propiciar ha de ser un profesional con la capacidad de
disenar, desarrollar y modificar desde su propia interpretacion, el curriculum prescriptivo en los diferentes
contextos y niveles. Orientamos la formacién inicial de estos estudiantes hacia un objetivo genérico que
es conseguir que los profesores sean capaces de reflexionar en y sobre su practica: para descubrir,
criticar y modificar los modelos, esquemas y creencias que subyacen a la misma y ser capaces de
disefar, experimentar y evaluar proyectos curriculares. Este objetivo, planteado de esta forma, ha de
permitir la mejora de las practicas educativas a los futuros profesores y a los formadores.

E! potenciar la reflexion en los periodos de formacién en inicial en los futuros profesores ha de
considerarse como una estrategia de formacion que invite a la investigacion en la accién. La refiexién ha
de permitir al profesor elaborar un modelo didactico de referencia que guie sus practicas en los primeros
anos de actuacién. Este modelo didactico ha de ser coherente con el modelo de formacion presentado.
Vacc y Bright (1994), sefalan como uno de los resultados mas significativos de su trabajo con futuros
profesores, el importante efecto que tiene el buen desarrollo del proceso de formacién la coherencia y
consistencia entre la forma de trabajar del profesor y la filosofia que intenta transmitir el contenido del
programa. Esta consistencia y coherencia se ve refiejada directamente en la intervencién y actuacién en
el aula, caracterizada al intentar dar respuesta a los tres problemas basicos a la hora de planificar: ;Para
qué ensehar?, ;qué ensefar?, y ¢cdmo ensefar?. Y, como no, Qué, Cuando y Cémo evaluar, tanto el
disefio como su desarrollo, y los resultados del mismo en forma de evolucion de los alumnos (Azcarate,
1999).

En esta comunicacion intentamos dar respuesta a cémo entendemos nosotros la evaluacion,
presentando un instrumento de trabajo y evaluacion que fomente la reflexién sobre el proceso de
ensefianza y aprendizaje realizado por los alumnos, que fundamenta el modelo didactico subyacente en
éstos.

¢ QUE ENTENDEMOS POR EVALUACION?

De los multiples significados y definiciones del concepto de evaluacién consideramos una buena
aproximacion a la idea que hemos presentado la que da la NCTM en la obra Assessment Standards for
School Mathematics. En esta obra se define la evaluacion como ‘el proceso de obtencién de evidencia
sobre el conocimiento adquirido por los estudiantes, capacidad para usarlo y disposicion hacia su uso, y
hacer inferencias a partir de la informacién recogida para una variedad de prop6sitos”. Esta variedad de
propositos que plantea esta definicion obliga a contextualizar el significado de evaluacién o assessment.
Una primera contextualizacion del significado de evaluacién surge al considerarla basada en el
curriculum. Verdugo (1991: 177) explica que “la evaluacion basada en el curriculum tiene que ver con
la evaluacién de los aprendizajes y la conducta en el aula, y se centra en aplicaciones educativas
précticas”. De esta forma, no se evalua exclusivamente al futuro profesor, y su competencia curricular,
sino también los procesos y situaciones de ensefianza-aprendizaje, asi como la interaccion dei futuro
profesor con esta situacion. La evaluacion basada en el curriculum se refiere a todos los alumnos-
profesores y debe realizarse como una parte fundamental dentro del proceso de ensenanza y
aprendizaje. En este sentido, el profesor adquiere un papel activo, que tiene como funcién valorar las
necesidades en la formacion de los futuros profesores. En lugar de generar practicas profesionales que
respondan a criterios técnicos alejados de la escuela y de los alumnos, se pretende coordinar la
informacién diversa para desarrollar programas educativos adaptados al grupo. Este tipo de evaluacién
sugiere |la adopcién de un planteamiento ecoldgico. Estos planteamientos sugieren la necesidad de que
la evaluacién contemple la compiejidad de las vidas y contextos de los alumnos y su influencia en la
construccion de su conocimiento profesional. En este planteamiento cobra importancia la propia
percepcion del sujeto, las caracteristicas de las distintas personas que interactian con el sujeto, asi
como la influencia que ejercen en el desarrollo del mismo.

Adoptamos al mismo tiempo un enfoque constructivista de evaluacion, en el que entendemos que e!
aprendizaje es una construccion de significados, donde las nuevas informaciones se seleccionan,
organizan y conectan con los conocimientos previos que el alumno posee. La acepcién de este enfoque
obliga a qué la evaluacion sea holistica y dinamica, multidimensional, de forma que tenga presente la
interaccion entre lo cognitivo, la motivacién, la autoestima y el aprendizaje. Para poder lievar a cabo el
modelo de evaluacion presentado es necesario usar un instrumento de evaluacién que permita analizar
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la evolucién en las concepciones de los profesores sobre el significado del conocimiento profesional,
ademas de ver cudl es el modelo didactico que se configura. En esta comunicacién presentamos el uso
del portafolio como instrumento que permite este tipo de evaluacién.

EL PORTAFOLIO

De las muiltiples definiciones de este instrumento, consideramos conveniente presentar la de Margalef
(1997: 134), por la simplicidad y cantidad de informacion que aporta. Esta autora se refiere a este como
“una coleccion de documentos que refleja la actuacion y productos realizados por el estudiante durante
su proceso de aprendizaje dentro y fuera de la escuela”. El portafolios puede contener una gran variedad
de trabajos realizados por el alumno tanto en clase como en casa, durante un periodo de tiempo y en
una determinada area curricular, asi como la explicacion de las estrategias didacticas utilizadas. Los
trabajos que se incluyen reflejan las habilidades, nivel de desarrollo y condiciones ambientales del hacer
del alumno.

¢ QUE DOCUMENTOS CONFIGURAN EL PORTAFOLIOS?

En el modelo de formacién inicial de profesores de Educacién Secundaria que presentamos se
caracteriza por ser un curso semipresencial, en el que adquiere gran importancia las actividades que los
alumnos en casa. Los alumnos deben realizar dos tipos basicos de actividades: actividades obligatorias y
actividades de autoaprendizaje. Las actividades obligatorias permiten al alumno conocer los elementos
que configuran el modelo didactico de intervencion en el aula de matematicas. Mientras que, las
actividades de autoaprendizaje son de andlisis y reflexiéon sobre la futura actuacion del profesor como
docente en Matematicas.

Los documentos que forman parte del portafolios son las actividades de autoaprendizaje que han
realizado los alumnos durante el nivel | del curso de experto (Serraddé y Azcérate, 1999). Estas
actividades de reflexion hacen referencia a cada uno de los diferentes contenidos desarrollados, y
pretenden dar respuesta a los elementos que configuran el modelo didactico. Los alumnos a lo largo del
proceso han de reflexionar sobre las tres dimensiones planteadas anteriormente.

+« En relacién a la dimensién de caracter epistemolégico, que aporta informacién sobre las
caracteristicas y ei significado del conocimiento matematico escolar, los futuros profesores han
de reflexionar sobre: qué son las matematicas, la finalidad formativa y utilitaria del conocimiento
matematico, las diferencias entre las finalidades educativas y los objetivos curriculares de la
Educacién matemaética, el papel de las capacidades en la organizacién del curriculum, el
significado de resolver problemas, la diferencia entre educar y ensefiar matematicas.

« En relacion a la dimension de caracter cognitivo, que informa sobre el sentido de los procesos de
aprendizaje de los alumnos, los futuros profesores han de reflexionar sobre: porqué existen
dificultades de aprendizaje, la diferencia entre aprender matematicas y apiicar matemaéticas, la
relacién que se establece respecto al significado que adquiere la naturaleza de las matematicas
y el significado del aprendizaje, el papel que adquiere el profesor ante alumnos que presentan
dificultades de aprendizaje, las dificultades en ei aprendizaje asociadas a las actitudes afectivas
y emocionales, el proceso de superacion de los errores.

e En relacién a ia dimensién de carécter curricular, que se relaciona con la linea de accién a
desarrollar en el aula para tratar adecuadamente el conocimiento matematico, el futuro profesor
ha de reflexionar sobre las caracteristicas del modelo tradicional de intervencion, el significado
de la planificacién en la intervencién, los diferentes modelos de intervencién que reconocen, las
caracteristicas del modelo de intervencion descrito propuesto por la LOGSE, la concrecién de los
contenidos de aprendizaje como resultado de la concepcion social que se atribuye a la
ensenanza, los tipos de relaciones que se pueden establecer entre profesores y alumnos, el uso
de recursos educativos, el uso del libro de texto, las diferencias entre los modelos tradicionales
de evaluacion y el modelo propuesto por la LOGSE, el significado de la evaluacion del proceso
de ensenanza y aprendizaje,

£ COMO USAMOS EL PORTAFOLIO?

Farr (1994) establece en su obra varios tipos de portafolio. Por un lado, nos encontramos ante las
carpetas de trabajo; las actividades de autoaprendizaje se incluyen en estas carpetas. Para que el
portafolio adquiera su significado estas carpetas de trabajo no han de ser una recopilaciéon de material,
sino un conjunto de material trabajado. Durante el proceso de ensefanza y aprendizaje, estas aportan
informacion sobre las dificultades en la construccion del modelo didactico, los diferentes modelos
didacticos que se establecen en el aula, como estos evolucionan. De forma que, el profesor puede
planificar su intervencién en funcién de las necesidades de formacion de cada uno de los futuros
profesores. Para el futuro profesor el contenido de la carpeta de trabajo se configura como una Unica
actividad de reflexion sobre el modelo didactico, en que el significado de cada uno de los elementos ha
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de ser coherente con los anteriores. El intentar establecer esta coherencia es lo que permite al futuro
profesor evolucionar su modelo didactico de referencia respecto a un modelo tradicional de intervencién.
En la puesta en practica de esta modalidad de evaluacién y del portafolio, tal y como manifiestan
los autores que hacen referencia a la misma, es importante que, tanto el futuro profesor como el
formador, seleccionen los trabajos que se incluirdn en el portafolios, reflexionando sobre qué criterios
han seguido para seleccionar y evaluar los mismos. De esta manera al implicar al futuro profesor en la
reflexién y toma de decisiones sobre el contenido del aprendizaje, permite que este tome conciencia del
progreso que ha realizado demostrando cudl ha sido el trabajo real. El objetivo es potenciar la
autoevaluacién del alumno.
Por otro lado, nos encontramos con las carpetas de presentacion. Estas carpetas son utilizadas para
presentar al final del proceso una muestra del progreso del alumno. Las carpetas deben incluir un indice
de los contenidos. En este indice deben indicar porqué han escogido cada una de las actividades. (Farr
1994) indica que elegir y preparar un portafolios es una forma de involucrar al futuro profesor en el
andlisis del contenido de! trabajo". Asi pues, para elaborar esta carpeta es necesario que el alumno
reflexione para qué le ha servido el realizar cada una de las actividades de autoaprendizaje. Estas
reflexiones permiten al futuro profesor autoevaluar el procesc de formacion inicial. Mientras que al
formador le permite evaluar la capacidad de refiexién de los futuros profesores, y el proceso de
formacién.

CONCLUSIONES

El uso del portafolios como enfoque alternativo de evaluacién:
e Permite obtener informacién de primera mano sobre el aprendizaje de ios futuros profesores en
relacion a los contenidos curriculares y sobre la evolucion de su modelo didactico.
« Promueve el didlogo entre formadores y futuros profesores, permitiendo la toma de conciencia
del proceso realizado a ambos.
« Permite, a ambos, disponen de todo el proceso de aprendizaje, no sélo del producto final.
« Enriquece el proceso evaluador en el sentido de que todas las actividades de autoaprendizaje
que se realizan son objeto del mismo, eliminando el riesgo de valoraciones simples.
La aplicacién de estrategias de evaluacion como la que hemos presentado requiere un rotundo cambio
en la concepcidn que, sobre el término evaluacién, aln sigue estando presente en las mentes de los
futuros profesores como la rendicién de cuentas, la comprobacion de logros, y no el andlisis de cémo se
ha desarrollado el proceso de enseianza y aprendizaje.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Azcarate, P. (1999): "Estrategias metodologicas para la formacion de maestros”. En Carrillo y Climent
(Ed): Modelos de formacion de Maestros en Mateméticas. Huelva: Universidad de Huelva, Servicio
de Publicaciones.

Farr, R. (1994). "Building the portafolio: what goes in it". Portafolio. Performance Assessment. Helping
students evaluate their progress as readers and writers. Fort Worth: Harcourt Brace Coliege
Publishers. 49-81.

Margalef, L. (1997): "Nuevas tendencias en la evaluacion: propuestas metodoldgicas alternativas”.
Bordon 49(2), 131-136.

NCTM (1995): Assessment Standarts for School Mathematics. Reston (Virginia).

Serradd, A. y Azcarate, P. (1999): "Didactica de las Matematicas". En Azcarate, |barra y Navarrete (Ed):
Materiales curriculares para la formacién inicial del profesorado de Educacion Secundaria”.
Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cadiz.

Vacc, N.N. y Bricght, G.W. (1994): "Changing preservice teacher-education programs”. En Aichele y
Coxford (Ed): Professional Developement for Teachers of Mathematics. Reston: NCTM.

Verdugo Alonso, M.A. (1991). Evaluacidn curricular. Madrid: Santillana, Siglo XXI.

Pdgina 217






Comunicaciones

UNA ESTRATEGIA EN LA FORI\I[ACION DE PROFESOR
BASADA EN LA REORGANIZACION DEL CONOCIMIENTO
SOBRE LAS MATEMATICAS

Josg M®? Carpefoso DomiNngo

La necesidad de formacién del profesorado esta siempre presente entre nosotros,
bien sea en su etapa inicial 0 permanente. Satisfacerla requiere la implicacién
consciente de los sujetos en el desarrollo de iniciativas en educacién matemdtica,
desde la diversidad de intereses e interrogantes profesionales del profesor.
Entendiendo que el campo del conocimiento matemético es una fuente usual de
problemas del docente, y en consecuencia, planteamos una estrategia para la
reconstruccién conceptual de dicho conocimiento. Este planteamiento parte de
cuestionar qué saben los profesores interesados de dicho conocimiento, para a
través de un proceso indagatorio, lograr una sintesis argumentada, en forma de
mapas conceptuales y procedimentales, relativo al conocimiento matemdtico
escolar, del nivel educativo correspondiente.

Un hecho por todos conocido es el proceso de reforma de la educacién obligatoria en el que nos
encontramos, marco en el cual el profesor esta considerado elemento fundamental para la evolucién del
proceso de ensefanza-aprendizaje de las matemadticas que se espera conseguir con esta reforma
educativa. Esto nos lleva a afrontar como formador de profesores cudl es la naturaleza del conocimiento
profesional del profesor, cudles son las necesidades formativas que requieren los profesores, tanto en su
formacién inicial como permanente, para adecuarse a la vision de las nuevas orientaciones curriculares,
en tanto en cuanto las compantimos criticamente. Esto nos posibilita el afrontar la cuestién de cémo
formar a los profesores y cudles son las estrategias que tienen una mayor potencialidad para lograr la
emergencia de las creencias implicitasfacilitar y asi, facilitar la evolucién de las concepciones de los
profesores implicados, en relacion con el curricula del nivel educativo correspondiente.

E! conocimiento del profesor es la base de su actuacion profesional en el aula y este desempefio, a su
vez, tiene caracter de fuente de informacién para la evolucion de las ideas del profesor, sobre todo si se
trata de la propia practica docente cuando nos referimos al desarroilo de profesionales en ejercicio. El
conocimiento del profesor sobre las matematicas es, como nos relatan numerosos autores, una pieza
clave en la caracterizacion del profesor de matematicas, asumiendo los dos sobreentendidos que se dan
en nuestro entorno: el saber matematicas no garantiza un buen profesor de matematicas pero es un
conocimiento imprescindible para su consecucién. La reflexion que nosotros aportamos es que dicho
conocimiento no ha de ser solamente "de matematicas" sino que ha de complementarse con el
conocimiento "sobre las matematicas". Quiere esto decir que tenemos que conseguir en los procesos
formativos de los docentes que su saber académico y estructurado segun la epistemologia de la propia
matemadtica, se transforme hacia un conocimiento de la matematica para ser ensenada, reorganizando
su saber inicial para construir vision novedosa de lo que nombramos como la matematica escolar.

En esta comunicacién vamos a plantear escuetamente una estrategia que hemos puesto en marcha en
el aula de formacién inicial de profesores de educacion primaria, dentro de la asignatura de
"Matematicas y su Didactica" troncal de primer afio de la diplomatura. En esta materia tenemos
consensuado un desarrolio documental del temario para la implementacion del programa, con
independencia de los profesores que la desempefien en afo, dejando que el modelo didactico de cada
uno se concrete en la diversidad de estrategias metodoldgicas personales, constituyen la aportacién
profesional de cada uno. El temario de la materia se puede encontrar en la pagina del departamento,
(http://www.ugr.es/~dpto_did/didmat.htm#Primaria), y si se requiere mas detalles de dicha
documentacion, nos la podéis solicitar por correo electrénico. La ventaja es que dicho desarrollo esta
ampliamente contrastado en los Ultimos cursos por al menos seis profesores por cada afio desde 1994,
lo cual fue origen de interesantes debates dentro del Seminario de Docencia de la Seccion de Granada,
fruto de los cuales se elaboré y refind estos dossiers acordados.

Esta materia se programa con un tema cero y seis temas mas, tres de los cuales son de Aritmética: Ei
Numero Natural. Sistemas de Numeracion. Aritmética. Numeros Racionales. Para poner en
antecedentes al lector, comentar que hemos realizado ya el tema introductorio donde se intenta
decodificar los elementos relevantes de cualquier nocién estructurante de la matematica (objetos de
estudio, representaciones, fenomenologia, significados, relaciones, transformaciones y estructura) y la
relacion existente entre los diversos bloques tematicos del curriculo de matematicas hasta conformar una
vision global. Entendemos que ese "todo matematico” tiene la utilidad en la escolaridad obligatoria de
aportar diferentes conocimientos y visiones complementarias de la realidad. Asi inicialmente, se puede
abordar la comprensidn de la vida cotidiana desde una doble vision: indeterminada y determinada, dando
cabida en un primer momento a un estudio posibilista para pasar posteriormente a una concrecion en la
realidad global que nos rodea, es ese el momento en el que afrontamos ia visién espacial y geométrica.
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Es decir, es la tematica aritmética la tercera vision de la realidad, en este caso centrada en las
situaciones que se presentan de una forma discreta ante el sujeto y que va a originar una lectura
cuantitativa, frente a la cuantificacién del continuo magnitudinal con el que cerramos el curso.

Es este nuevo intento de mirar la vida desde la cuantificacién de la realidad discreta para originar una
nueva vision, cuestion que afrontamos desde un Proyecto de Accién que acordamos en el aula con los
alumnos: "Inventar un sistema secreto de cdédigos al objeto de comunicar datos numéricos". Este plan de
trabajo se desarrolla en grupos de trabajo compuestos por 3, 4 o 5 alumnos (14 grupos por aula este
aino), comprometidos a trabajar dentro y fuera del aula, facilitando tanto ia independencia entre los
mismos cuando es requerida, como la interaccién cuando se afrontan la segunda parte del proyecto
acordado: "Descubrir el sistema secreto de otro grupo del aula”, grupo que se asigna por sorteo. La
estrategia formativa que hemos desarrollado en el aula ocupé mas de un mes de clase a tres
horas/semana, originando 11 sistemas estructurados de numeracién, que no sean una mera traduccién
de alguno de los sistemas numéricos al uso, expresion inicial de las concepciones de los grupos de
alumnos. Para lo cual, afronto esta cuestion, que funciona como un obstédculo, desempenando en una
sesién asamblearia, el pape! de "adivinador’ del sistema, después de solicitar gue se me conteste a
cuestiones triviales y cotidianas (la edad que tiene, la fecha de nacimiento, la direccion postal de su
pueblo, el nimero de teléfono, el codigo secreto de la tarjeta de la universidad, etc.) expresandose en su
codigo inventado. Como es de suponer, esto no entrafia mayor dificuitad y se logra el efecto deseado,
originando que realmente se problematice la cuestion de “inventar un sistema numérico" realmente,
aumentando la consciencia del estudiante ante la complejidad de! proyecto.

Una vez desautorizadas las versiones triviales, cuestion que tampoco impide que tres de dichos sistemas
numéricos lo sigan siendo al término del proceso, se origina un segundo momento metodolégico donde
desde la problematizacion de la tarea, se plantean en cada uno de los pequefios grupos ¢qué es un
sistema de comunicacién cuantitativo?, ¢(qué elementos requiere?, ¢cudles son las necesidades de
reglas, codigos, relaciones, acuerdos y notaciones necesarias?,... es decir, afrontan reflexivamente la
tarea propuesta. Es aqui donde comienza la explicitacion y posterior reflexion metacognitiva sobre su
conocimiento aritmético, llegando a realizar un andlisis de algin sistema por ellos conocido o histérico
que facilitamos. Iniciamos por tanto, con posterioridad a este andlisis refiexivo, la bisqueda de la
informacién que les hace falta para tener la seguridad de que han inventado un Sistema potente, que
pueda dar respuesta, en la segunda parte del proyecto, a todas las preguntas y tareas que el grupo
competidor les cuestione. Se ha acordado que con una periodicidad temporal (10-15 minutos si estamos
en el aula) y una vez cada dia sin clase, cada uno de los grupos traslada al grupo competidor una hoja
con un numero de cuestiones para que se responda, con la mayor brevedad posible, por sus
contrincantes.

Este momento metodolégico de contraste y prueba des invento, origina un nivel competitivo que
usualmente hay que moderar, puesto que ganar no es la finalidad de la interaccion de cada pareja de
pequeios grupos, sino tomar un referente externo que nos dé una medida de la valia del producto, sobre
la base de su potencialidad para comunicar. Durante este periodo se autoriza modificaciones y matices
en los Sistemas inventados, en aras a su crecimiento, pero también se autoriza a que no sea necesario
el "mejorar” el sistema, cuestién que muchas veces los alumnos entienden como obligatoria, cuando las
limitaciones del sistema no le permiten dar respuesta a cierta tarea planteada. El término de este
momento llega cuando el interés decae y/o los sistemas no evolucionan y/o las hipétesis de los grupos,
respecto al sistema del grupo contrincante se estabilizan. Por bajar al concreto, este curso se adivinaron
5 "Sistemas inventados” en el aula.

El siguiente momento de actividad se centra dentro de cada pequefio grupo, en preparar al informe
caracterizador de su sistema, explicitando la potencia del mismo, sus usos posible y sus carencias. Les
solicité que tipificasen matematicamente su sistema, cuestion que les lleva a buscar semejanzas con
sistemas numéricos histéricos, originando la necesidad de conocer alguno de los més representativos,
para lo que se introduce la historia de los sistemas de numeracion, siguiendo a Ifrah (1987) (y se les
facilita informacion de los sistemas indo-ardbigo, sistema en base 7 y 24, el romano, egipcio, azteca y
babilénico del texto de Miller, Ch D y Heeren, V E (1979)).

Pasamos al siguiente momento metodoldgico referido a la comunicacién de logros y dificultades
encontradas en el proyecto, cuestion para la que cada grupo realiza una minisesioén. Una vez expuestos
todos los sistemas inventados, les planteo el interrogante de si los nifios pudiesen inventar a su vez
distintos sistemas de numeracion, mas acordes con sus necesidades crecientes, cuestion que completo
cuestionando !a posibilidad didactica de que los maestros trabajen en Ed. Primaria con la construccién
sucesiva de distintos sistemas de expresién numérica, acorde a las necesidades y tareas que afrontan
los nifios en los sucesivos cursos. Esto supondria la reelaboracion continua del incipiente sistema
numérico escolar de partida, consideradas como las ideas previas de los nifios, cada vez que la
expresion de la situacion escolar afrontan lo requieran. Esto genera la necesidad de indagar en el campo
cognitivo, para lo que se les facilita la informacion que aparece en el apartado de referencias,
proveniente del IMIPAE de Barcelona, pero también requiere una informacién proveniente del marco
educativo, para lo que se ies facilita los textos de Moreno (1988) y Kamii (1995).

Esta nueva informacion facilita la tipificacién y la ordenacién de los Sistemas inventados, siguiendo a
Ifrah (1997: 793-804), en Sistemas con "el principio aditivo”, Sistemas con "el principio de multiplicidad" y
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Sistemas con “el principio de posicion" (cuestion que realizo, una vez expuestos los sistemas inventados,
como cierre matematico de la cuestion de los sistemas numeéricos en la historia del hombre). Es decir,
una vez que se ha reflexionado desde el marco matematico, se afronta enriquecer y transformar ese
conocimiento desde la informacion disponible del marco cognitivo y del marco educativo. Este ultimo
momento metodoldgico, origina la necesidad de afrontar, como siguiente Proyecto de Actividad, la
elaboraciéon un "mapa de conocimientos y procedimientos de la aritmética escolar' (Cardefoso y
Azcarate, en prensa), enlazando el de Sistema de Numeracion, como concepto estructurante del campo
numérico, con el resto de cuestiones aritméticas. En sintesis, hemos relatado una estrategia de
formacion del docente desde la probiematizacién profesional de! conocimiento matematico de los
participantes (Azcarate y Cardefioso, en prensa) para, a través del proyecto de aula afrontado, originar la
reelaborar de este conocimiento de matematicas, originando mapas conceptuales y procedimentales
como expresion de su incipiente vision del conocimiento aritmético escolar, base para la organizacion de
su futura labor profesional docente.
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gestionar una clase en la que se esté resolviendo problemas? ;qué elementos son centrales en el
proceso de evaluacién del aprendizaje de los alumnos en relacién a los PAEV?

Estas preguntas tienen que ver con curriculum, aprendizaje y ensefianza, y se concretan en un
conocimiento sobre:

* Curriculum: Probiemas aritméticos en el curriculum de Primaria, tipos de problemas aritméticos de
estructura aditiva de una etapa en el curriculum de Primaria.

* Aprendizaje: Estrategias de resolucion de los PAEV de estructura aditiva. Dificultades ligadas a los
distintos tipos de PAEV de estructura aditiva.

* Ensefanza: Elementos a considerar en la ensefianza de los PAEV de estructura aditiva. Pianificacion
de una clase de resolucién de problemas. Gestion de una clase de resoluciéon de problemas. La
evaluacion.

¢COmM0?

Esta tarea se presenta a los estudiantes para profesores (para su discusion en pequefios grupos)
mediante un texto escrito. Una vez que han tratado de dar respuesta a las preguntas que se plantean en
la tarea, surge la necesidad de informacion tedrica que les sirva como referencia. En esta ocasion, esta
informacion la presentamos por medio de algunos documentos como:

* Fennema & Carpenter, (1989): “Estrategias de resolucién empleadas por los nifios”. Se presenta una
adaptacién de los trabajos de estos autores, en la que se pone de manifiesto los distintos niveles y
estrategias de resolucion, vinculados a los tipos de problemas elementales de estructura aditiva, que se
dan en los nifos de los primeros niveles de Primaria.

* Puig, L. & Cerdan, F. (1989) Problemas aritméticos. Sintesis: Madrid. Capitulo 3: “Problemas de una
etapa: adicién y sustraccion”. En este capitulo, los autores presentan distintos criterios de clasificacién de
los problemas elementales de estructura aditiva, planteando ejemplos de las diferentes alternativas.

* Llinares, S. & Sanchez, V. (1993) “La comprensién del significado del nimero. Resolucién de
problemas aritméticos elementales de estructura aditiva”. Serie:Elementos del conocimiento base para la
ensefianza de las Matemdticas. Conocimiento sobre el aprendizaje y los aprendices. Contenido
Aritmética. Nivel Ensefianza Primaria. Videos 4a, 4b. Secretariado de Medios Audiovisuales de la
Universidad de Sevilla. Este material nos resuelve el problema que tenemos al tratar de presentar las
estrategias de resolucion de problemas por parte de los nifios en un contexto real. Queremos destacar
que, analogamente a lo que sucede con la informacién escrita, el video tiene una gran potencialidad
como instrumento metodolégico. Comparte con la presentacion escrita el aporte de informacion, pero
presenta ademés una especificidad que permite la visualizacion de determinadas situaciones.

La informacién que aportan estos trabajos debe posibilitar a los estudiantes para profesor el plantearse y
discutir de nuevo la tarea, de una manera mas compieta, y plantearse nuevas cuestiones. El proceso se
continua con un tiempo en el que los estudiantes para profesores analizan (tanto desde una perspectiva
individual como en el grupo) su propio proceso de aprendizaje, reflexionando y concretando sobre los
cambios que se han producido en su conocimiento y creencias en relacion a los temas tratados. Todo ello
se compieta con otras tareas complementarias, en funcién de la evolucidn producida. En definitiva se
configura un itinerario de formacion.

LOS FUNDAMENTOS DEL QUE Y EL COMO

Las ideas que hemos ido expresando a lo largo de los diferentes apartados son fruto de nuestros
intentos por definir un curriculum en la formacién inicial de profesores de primaria a partir de unos
pianteamientos teéricos en relacidn al conocimiento y al aprendizaje. El tratar de determinar qué debe
formar parte de los programas de formacién ha sido objeto de estudio dentro de nuestro grupo de
investigacion, y motivo de discusién y reflexion al pensar en nuestro trabajo como formadores de
profesores. Llinares (1994), apoyandose en el andlisis del trabajo del profesor cuando intenta que un
grupo de estudiantes doten de significado a ideas y procedimientos en un contexto de actividad
matemdtica, ha identificado distintas componentes, de las que derivan dominios del conocimiento base
necesarios para ensefar matematicas que pensamos deben ser tenidos en cuenta en los programas de
formacién: conocimiento de y sobre las matematicas, del aprendizaje de las nociones matemaéticas y del
proceso instructivo. Estas ideas han tenido su refiejo en el disefio de tareas como la anteriormente
mostrada y la identificacion en ellas de los espacios problematicos, que tienen relacién con esos
diferentes dominios, considerados en forma integrada. Por otro lado el aprendizaje del futuro profesor se
desarrolla mediante un proceso a través del que adquiere un conocimiento y una forma de razonar como
un experto. Este proceso de aprendizaje tiene lugar a través de la participacién activa en un contexto,
definido por actividades auténticas (entendidas como précticas ordinaria de la cultura (Brown et al, 1989,
Llinares, 1999)). Ademas, pensamos que la practica social es un aspecto integral e inseparable del
aprendizaje, desarrollada a través de la participacién en ‘comunidades de practica’, que caracterizan a
un grupo social en el gue los miembros comparten una determinada actividad (Lave & Wenger, 1991).
Los estudiantes para profesores de matematicas no pertenecen inicialmente a la ‘comunidad de practica’
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LAS FRACCIONES EN LA FORMACION INICIAL DE PROFESORES DE
MATEMATICAS DE SECUNDARIA

OLIvERIO MORCOTE HERRERA - PABLO FLORES MARTINEZ

INTRODUCCION

La investigacion sobre el pensamiento del profesor en atencién a su rol como profesional ha dejado clara
la intervencién directa de su conocimiento profesional, reflejada en el abordaje y desarrollo de su labor
docente, desde la misma planeacién y disefio de clases, hasta una etapa final de evaluacion de los
procesos educativos. En los futuros profesores de matemdticas de secundaria el conocimiento
profesional que se empieza a generar, se va estructurando a través de la planeacion y disefio de
unidades de clase, asi como de la propia experiencia de la practica en institutos. Con relacién a ésta
programacion de clases se quiere detectar algunos elementos alli existentes del conocimiento
profesional asociados a la nocién de “fraccion” (su contenido y cémo se usa) desde la organizacién dada
por Bromme (1994). Se pretende también caracterizar el tipo de programacién y planeacién de clases y
subsiguientemente indagar sobre el conocimiento didéctico de las fracciones que estd interactuando en
dichas programaciones. En este articulo se presentan esas generalidades y resultados parciales del
trabajo.

CONTEXTO

En el curso 1999-2000 dentro de la asignatura Practicas de Ensefianza se desarrollé el médulo
“Preparacién y Programaciéon de clases” para los estudiantes de 5° afio de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad de Granada. Producto de éste, los estudiantes elaboraron en grupo la
planeacién de una ciase para alumnos de 12 de ESO, sobre el contenido matematico “fracciones”. Estos
documentos elaborados por los futuros profesores estan siendo analizados a partir de una rejilla
fundamentada en la categorizacién del Conocimiento Profesional dada por Bromme (1994): Matematicas
como Disciplina, Matematicas Escolares, Filosofia de las Mateméticas Escolares, Pedagogia General y
Conocimiento Diddctico del Contenido. Algunas conclusiones parciales se presentan en la parte final de
esta comunicacion.

EL CONOCIMIENTO PROFESIONAL

Reconocida la existencia de una linea de investigacion sobre Formacién de Profesores, diversos trabajos
han apuntado hacia la blsqueda de elementos que caractericen la profesionalidad del profesor de
matematicas, su competencia profesional. En la gama de reconocidos autores que organizan el
conocimiento profesional del profesor de matematicas, se observan minimamente elementos comunes
tales como la componente matematica y la componente pedagégica; otro rasgo existente es la relacién
entre lo tedrico y lo practico; o la inclusién independiente de elementos de la ensefhanza, del contexto, de
lo curricular, de lo cognitivo. (Shulman, 1986; Llinares, 1991; Bromme, 1994; Garcia, M. 1997).

Nos adherimos a la organizacién dada por Bromme (1994) por cuanto presenta “una integracién
cognitiva desde varios campos del conocimiento que tiene lugar durante la formacién practica y
experiencia personal” (Bromme, 1994) que a nuestro juicio recoge acertadamente diversas variables
didacticas dignas de atencién desde una vision retrospectiva y prospectiva de la relacion teoria-practica
que pueden conducir a trazar dimensiones Utiles en los futuros profesionales de la educacion
matematica:

SISTEMA DE CATEGORIAS
MATEMATICAS MATEMATICAS FILOSOFIA DE LAS|PEDAGOGIA CONOCIMIENTO DIDACTICO
DISCIPLINA ESCOLARES MATEMATICAS GENERAL DEL C.
®  Conocimiento | Curriculo de la ESO: |®  Concepcion B Caracteristicas B Fenomenologia
Conceptual |w riqueza de instrumentalista Programacion ®  Materiales y Rec.
® Conocimiento aspecto ®  Concepcion W Ensef tradicional W Aspectos Histéricos
Procedimental Matematicos resolucion ®  Ensefi espontan. @ Sistemas de
®  Incorrecciones® riqueza de problemas ® Ensefi tecnoldg. Representacion y
matematicas actividades B Concepcién ®m  Concepciones de Contextos
L] Dimensiones idealista platénica los prof. compreny | @ Errores y Dificult
didécticas preconcep alum m  Concepciones de los
L Conocimientos profesores ensefianza en
previos matematicas

Comentamos brevemente las componentes asociadas a cada una de tales categorias:
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NUMERAL LITERAL
FRACCION PORCENTAJE DECIMAL
1/4 25% 0,25 CUARTO

Cociente de dos | Sugiere 100 como la

nameros unidad 25 de 100 4 partes iguales

En las componentes del Conocimiento Didéctico del Contenido, Grossman (1990) (citado por Garcia,
1997) contempla como elemento fundamental las “concepciones de lo que significa ensefiar un
determinado tema (ideas relevantes, prerrequisitos, justificacion, etc..”. Asi mismo sefiala que “las
creencias, valores y concepciones, estarian en la base de la toma de decisiones curriculares sobre los
materiales y medios, objetivos perseguidos en las clases, tareas apropiadas a realizar y criterios y
formas que emplean los profesores para evaluar el aprendizaje”. Por esta razén agregamos una
componente clave del Conocimiento Didactico del Contenido:
« Concepciones y creencias de los profesores sobre la ensefianza de las matematicas

RESULTADOS PARCIALES

Se hicieron entrevistas semiestructuradas a 4 grupos de estudiantes, para precisar algunos elementos
expresos en el documento elaborado, ratificar otros y verificar la deteccion de algunas caracteristicas
particulares lo que permite enriquecer el analisis.

Los primeros resultados del trabajo muestran:

« Ausencia existente en dos grupos sind del reconocimiento, si del uso explicito de los contenidos
y directrices curriculares en cuanto a las matematicas escolares.

e El organizador curricular aspectos histéricos sélo aparece en la programacion de un grupo, lo
que permite inferir la baja valoracion dada a este aspecto asociado a las mismas.

» Los errores y dificultades como elemento para disefar clases no son tenidos en cuenta por algun
grupo, lo cual evidencia la nulidad valorativa y significativa dada.

e Soblo hay un grupo que presenta similares niveles de contenido en el tratamiento del
conocimiento tanto conceptual como procedimental. El resto, o bien se inclinan notablemente en
los conceptos, o bien lo hacen en técnicas y destrezas.

e Existe un grupo que no usa absolutamente lo relativo a materiales y recursos, mostrando o su
desconocimiento sobre el existente para el tema, o su infravaloracion a efectos didacticos.

« Frente a ios diversos sistemas de representacion, todos los grupos presentan un uso de peso
especifico notable en cuanto a figural continua y numeral fraccién solamente, demostrando tanto
significatividad en esos dos sistemas, como desconocimiento en la planeacién respecto de los
otros cinco principales sistemas de representacion de la fraccion.
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MATEMATICAS EN EL BACHILLERATO
SEMIPRESENCIAL Y A DISTANCIA

Una experiencia de ensefianza y aprendizaje

Luis AMALIO GOMEZ ESPINOLA - ANA MATA GONZALEZ - JOSE MIGUEL LOPEZ AUGUSTIN

INTRODUCCION. LA FORMACION DE ADULTOS.

La Educaciéon Permanente de las personas se consagra como un principio basico de todo sistema
educativo. Encuentra su fundamento en el hecho de que la formacion es un proceso continuo que tiene
lugar a lo largo de toda la vida, en el concepto de educacion como derecho cuyo ejercicio no puede
quedar limitado a las edades habituales, y del hecho de la necesidad de una actualizacién permanente
en una sociedad cambiante.

Uno de los aspectos que trata de regular la LOGSE en su Titulo Iti es el concerniente a la Educacion de
las Personas Adultas, estableciendo en su articulo 51.1 que “el sistema educativo garantizara que las
personas adultas puedan adquirir, actualizar, completar o ampliar sus conocimientos y aptitudes para su
desarrollo personal y profesional”.

En este aspecto podemos diferenciar por un lado aquellos que buscan adquirir los conocimientos de la
ensefanza obligatoria no obtenidos anteriormente. Para estos, siguiendo las indicaciones del articulo
52.1 de la citada ley, se establece la ESO de Adultos en centros ordinarios o en centros especificos
como los IPFAs (institutos Provinciales de Formacion de Adultos) en el caso de la C.A. andaluza.

Por otro lado para las ensefianzas no obligatorias el articulo 53.2 establece que “Las personas adultas
podran cursar el bachiilerato y la formacién profesional especifica en los centros docentes ordinarios
siempre que tengan la titulacion requerida. No obstante, podran disponer para dichos estudios de una
oferta especifica y de una organizacién adecuada a sus caracteristicas”. Por ello a continuacion en su
punto 3 se dice que “Las Administraciones competentes ampliaran la oferta publica de educacién a
distancia con el fin de dar una respuesta adecuada a la formacién permanente de las personas adultas”.
En Andalucia esta funcién queda encomendada a los IBADes integrados en los actuales IPFAs.

Las circunstancias familiares y/o laborales de muchas de elias hacen dificil una ensefianza reglada
presencial como la gue se puede recibir tanto en la modalidad de “diurno” como en la de “nocturno”a lo
que se une el hecho de aquellos estudiantes que pudiendo acogerse a un régimen de ensefanza
semipresencial o a distancia lo eligen antes que el modelo presencial.

PROGRAMACION DE LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE SEMIPRESENCIAL Y A DISTANCIA DE LAS
MATEMATICAS EN BACHILLERATO Y COU.

El curriculo para las Matematicas del Bachillerato semipresencial y a distancia no se diferencia de la
modalidad presencial que se imparte en los habituales I.E.S. Sus contenidos, objetivos y procedimientos
son los mismos y por tanto lo que cabe es su adaptacién a este tipo de ensefanza. Esta tarea se viene
desarrollando en el seno de un grupo de trabajo constituido en el I.P.F.A. de Granada por profesores de
dentro y fuera del centro interesados por este tipo de ensefianza.

El establecimiento de una programacion adecuada para desarrollar los contenidos y alcanzar los
objetivos propuestos para el curriculo de Matematicas en esta etapa es el primer paso que se ha de
cocretar. Dicha programacién ha de ser conocida por el alumnado a! inicio de curso de forma que sepa
como se va a desarrollar la materia y de que material didactico dispone. Para ello se opta por realizar
una secuenciacion de contenidos por quincenas teniendo en cuenta el calendario escolar.

Ei resultado es de un total de 12 quincenas agrupadas en tres evaluaciones de 4 quincenas cada una,
salvo para COU y 22 Bachillerato que se ven reducidas a 10 quincenas con una ultima evaluacion de 2
quincenas. Sabido es la menor duracién de estos cursos por las pruebas de acceso a la Universidad.
Esta temporalizacién obliga a dividir los contenidos establecidos para cada curso en 12 6 10 unidades
tematicas de modo que en cada una de las quincenas se ubique una unidad temdtica o
excepcionalmente en dos. Como ejemplo de esta temporalizacién de contenidos sirva la que se
acompana para la asignatura de Matematicas ! de la opcion de Ciencias de la Naturaleza e Ingenieria
de 22 Bachillerato y de la opcién de Ciencias Sociales y Humanidades del COU.

Establecida la programacion del curso el siguiente paso es la facilitacién de los contenidos de cara a que
estos puedan ser asimilados por los alumnos tanto semipresenciales como a distancia. Para ello es
necesario proporcionar a los alumnos un libro de texto que los oriente en los conocimientos a adquirir,
surgiendo aqui el primer inconveniente serio puesto que actuaimente no existen textos adaptados para
este tipo de aprendizaje a este nivel.

La solucién por la que se opto fue la de dar libertad a los alumnos, con el asesoramiento del profesor,
sobre el texto que cada uno eligiera o tuviera, entre otras causas porque en muchas ocasiones son
alumnos que no cursan por primera vez esta asignatura y ya disponen de uno. No obstante el Seminario
de Matematicas eligié uno de estos textos para cada curso como referencia para aquellos alumnos que
lo solicitaban. Tomando como base el texto seleccionado se incluye en la programacién para los

Pégina 233



IX Congreso sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas “THALES”

alumnos la relacién entre las unidades temdticas de las quincenas y los temas correspondientes del libro.
Ver ejemplo anterior.

Como complemento y para orientar el estudio de los temas, el grupo de trabajo constituido por el
Seminario de Matematicas elabord una serie de actividades de autoevaluacion para cada una de las
unidades teméticas quincenales.. Estas actividades, que recibian el nombre de “actividades
quincenales”, trataban de abarcar todos los conceptos y procedimientos fundamentales que el alumno
debia conocer.de la asignatura. Junto con la programacion del curso se les adjuntaba las
correspondientes actividades quincenales. En el ANEXO se muestran algunos de estos ejercicios
quincenales.

METODOLOGIA DESARROLLADA Y EVALUACION EN LA ENSENANZA SEMIPRESENCIAL Y A
DISTANCIA DE LAS MATEMATICAS EN BACHILLERATO Y COU.

La atencidn y evaluacion de los alumno/as hay que diferenciaria segun se trate del caso semipresencial
o a distancia, puesto que con los primeros el profesor tiene contacto directo y con los segundos puede
incluso no tener conocimiento de su existencia hasta el dia de las pruebas de evaluacion.

Los ejercicios quincenales son obligatorios para los alumnos “a distancia” y deben ser enviados
regularmente antes de las evaluaciones para su correccién y comentario por el profesor. Ademas este
tipo de alumnado dispone de las tutorias individuales para resolver dudas o aclarar conceptos. Estas
tutorias se desarrolian en horario de mafiana o tarde y puede realizarlas directamente o por teléfono.
Con estos medios-este alumnado debia de ser capaz de asimilar los contenidos.

Los alumnos semipresenciales disponen en principio de una hora semanal de tutoria colectiva en turno
de maiiana o tarde que se dedican a la explicacién y/o comentario de las unidades tematicas. Por tanto
son dos horas de tutoria colectiva quincenales para las que se elaboraban esquemas, resumenes y
material de apoyo que se entregaban a los alumnos/as. Si algin alumno de “a distancia” podia acudir a
estas tutorias se le invitaba a ello. Estas tutorias colectivas suponen para los alumnos la asistencia al
centro de dos dias a la semana para el conjunto total de las asignaturas.

Estas tutorias se completan con otra sesién semanal de refuerzo colectivo que podia llegar a las dos
horas en las cuales se plantean y resueiven ejercicios, se aclaran dudas y conceptos, etc... En general la
tutoria colectiva solia ser mas conceptual y el refuerzo mas procedimental o practico. En total el alumno
podia disponer de unas 5 horas colectivas para cada unidad quincenal. A esto hay que ahadir las
tutorias de atencion individual de las que también podian hacer uso en horario de mafana o tarde.
Los alumnos semipresenciales también disponen de los “ejercicios quincenales” a los que se les
recomendaba la realizacién y entrega para su posterior correccion y comentario. Este trabajo voluntario
se les tenia en cuenta para las evaluaciones y de hecho generalmente quienes lo realizaban
progresaban mejor que los que no lo hacian.

El uso de las posibilidades que permiten los ordenadores se utilizaron en algunas tutorias individuales
como complemento de aquellos alumnos que lo requerian. En concreto se trataban de programas
interactivos elaborados para las matematicas de Bachillerato y COU por la Escuela de Informatica de la
Universidad Pontificia de Salamanca. Estan estructurados en una parte tedrica y otra practica con
cuestiones y ejercicios sobre la que los alumnos repasaban. Sin embargo no eran muchos los que
aprovechaban estos medios puesto que la mayoria preferia las explicaciones del profesor.

Sin duda seria muy interesante potenciar el uso de los medios informéticos para asistir a este tipo de
ensefianza. Para ello se utilizarian las aulas de informética, como complemento de las tutorias colectivas
e individuales, contando con “software” adecuado que permitiera el auto- aprendizaje de los alumnos con
el acompanamiento del profesor.
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PROGRAMACION DE LA ASIGNATURA DE MATEMATICAS !l C.0.U. CIENCIAS
SOCIALES Y HUMANIDADES

(SEMIPRESENCIAL Y A DISTANCIA)

BLOQUE I: “ELEMENTOS DE ALGEBRA LINEAL”

12 Quincena: Matrices y determinantes. Operaciones. Matriz inversa.
Temas 2 y 3 del libro de texto.
22 Quincena: Sistemas de ecuaciones lineales. Soluciones. Expresién matricial. Método de Gauss.
Temas 1y 4 del libro de texto.
3% Quincena: Programacion Lineal.
Tema 5 libro de texto.

BLOQUE II: “ANALISIS DESCRIPTIVO DE FUNCIONES Y GRAFICAS”

42 Quincena: Funciones reales y graficas. Funciones a trozos. Limite y continuidad.
Temas 6 y 8 libro de texto.

52 Quincena: Derivadas. Aplicaciones de las derivadas al estudio de una funcién.
Temas 9, 10y 11 libro de texto. (Excepto gréficas a partir de otras)

62 Quincena: Integrales inmediatas. Integrales de funciones a trozos. Céalculo de areas.
Temas 12 y 13 libro de texto.

BLOQUE [il: “ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y CALCULO DE PROBABILIDADES”

7% Quincena: Variable estadistica discreta y continua. Gréaficos. Medidas de posicién y centralizacion.
Medidas de dispersién. Coeficiente de variacion.
Temas 14 y 15 libro de texto.
82 Quincena: Variable estadistica bidimensional. Coeficiente de correlacién. Rectas de regresion.
Tema 16 libro de texto.
92 Quincena: Calculo de Probabilidades. Probabilidad condicionada.
Temas 17 y 18 libro texto. (Sin teorema de Bayes y de la Probabilidad Total)
102 Quincena: Variable aleatoria discreta y continua. Distribuciones Binomial y Normal.
Temas 19y 20 libro de texto.
« Libro de texto: “Algoritmo. Matematicas Il COU".
Editorial S.M. Autores: Vizmanos-Anzola.
« Evaluaciones: Primera - Quincenas 1 a 4.
Segunda -> Quincenas 5 a 8.
Tercera > Quincenas 9y 10.
Junio y Septiembre.
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ESTADISTICA INTERACTIVA EN LA RED:
UN ENTORNO PARA LA ENSENANZA ABIERTA Y A DISTANCIA

Luis M. MARIN TRECHERA -  ANTONIO GAMEZ MELLADO

E! avance de las nuevas tecnologias ha abonado el camino para desarrollar
entomos hipermedia de ensefianza-aprendizaje en los que gracias a las
posibilidades de interconexién y comunicacion que ofrece Internet, se pueden
llevar a cabo multitud de experiencias docentes que contribuyan a mejorar la
formacion académica de nuestros alumnos a través de la formacién virtual.

El proyecto “Estadistica Interactiva en la Red" que aqui presentamos ofrece a los
profesores y a los alumnos herramientas interactivas multimedia que permiten la
ensefanza-aprendizaje de la Estadfstica a través de la Red.

Este entorno consta de recursos interactivos desarrollados con los lenguajes Java,
JavaScript, DHTML, etc. que permiten su méxima difusion y utilizacién. Se han
desarrollado usando Java y JavaScript porque al ser lenguajes multiplataforma
permiten que nuestro entorno sea ejecutable en distintos ordenadores
independientemente del sistema operativo que utilicen.

El sistema incorpora un curso, casi completo, de Estadistica Bdsica, con lecciones
interactivas, problemas resueltos y propuestos, y por supuesto, aplicaciones
hipermedia para desarrollar problemas interactivos en la red. Se incorpora
también, un entorno de autoevaluacién-autoaprendizaje muy eficaz para la
ensefianza abierta y a distancia.

Palabras Clave: Ensefianza a distancia, Internet, Ensefianza Interactiva, Estadistica.

1. INTRODUCCION.

El entorno educativo es posiblemente uno de los ambitos en los que con mas fuerza se deja notar la
influencia de las nuevas tecnologias de la informacion, que con tanto empuje estdn cambiando todos ios
aspectos de la sociedad. Cada vez se van introduciendo nuevos elementos tecnolégicos en el proceso
de ensefanza-aprendizaje. Los Ultimos pasos en este proceso han sido la utilizacién de ordenadores
personales y de redes de comunicaciones como Internet.

El ordenador en primer término, y las redes de comunicaciones, y en especial Intemet, proporcionan
nuevas vias para la implementacién y desarrollo de la labor docente. Asi, el concepto de aula puede
verse totaimente transformado, ya que puede ocurrir que los alumnos no tengan que desplazarse
fisicamente hasta un lugar comun, pudiendo seguir las explicaciones del tutor desde sus propios
domiciiios. El profesor tutor también puede ver totalmente alterada su tarea, debiendo adaptarse a las
diferentes circunstancias que los nuevos entornos formativos reclamen.

Se han experimentado diversos usos didacticos de las herramientas que Internet brinda a sus usuarios.
El correo electrénico, los grupos de noticias, la transferencia de archivos, los buscadores, los foros de
discusién, etc. pueden ser utilizados como herramientas educativas.

En este contexto proponemos el proyecto “Estadistica Interactiva en la Red (EIR)", donde examinaremos
algunos de los dmbitos en los que puede utilizarse Internet en la educacion. Hoy disponemos de la
infraestructura y de los conocimientos necesarios para hacer efectivas algunas de las promesas que la
telemética ha realizado al mundo educativo. Si la escuela da la espalda a las nuevas tecnologias, ¢no
estara dando también la espalda al futuro?

2.- EL PROYECTO EIR. OBJETIVOS.

El proyecto “Estadistica Interactiva en la Red (EIR)", esta dirigido a alumnos y profesores de
Matemadticas y Estadistica de todos los niveles educativos, fundamentalmente de educacién secundariay
universitaria. Los alumnos podran encontrar una serie de contenidos interactivos, tanto tedricos como
practicos, que les faciliten el aprendizaje de la Estadistica. Para los profesores el proyecto plantea la
realizacién de un curso a distancia, donde ademas de impartir contenidos especificos de Estadistica, se
les introduzca en la utilizacién de las Nuevas Tecnologias de la Comunicacion y sus usos educativos.
Nos planteamos, por tanto, los siguientes objetivos, de forma que al finalizar el curso (EIR), el alumno /
profesor debera ser capaz de:
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* Poseer conocimientos generales acerca de Intemet como nueva tecnologia de la
informacidn y la comunicacion, haciendo especial hincapié en su aplicacion al &mbito de la
educacion.

e Conocer las distintas posibilidades de creacion y desarrollo de recursos diddcticos
multimedia con soporte en Internet, que sean interactivos, abiertos y bidireccionales.

« Poseer los conocimientos minimos esenciales que le permitan utilizar un navegador para
el acceso a Internet, y le permitan disefar aplicaciones interactivas propias.

« Conocer las aportaciones educativas de Internet en la Comunidad Andaluza.

* Refiexionar sobre el futuro de las nuevas tecnologias, incidiendo especialmente en los
entornos: aula virtual y ensefianza a distancia.

» Comprender la necesidad de creacion de aplicaciones educativas que posean contenidos
dinamicos.

s Usar recursos informaticos en la red de 4mbito educativo, tanto de propésito general como
especifico.

» Adquirir y profundizar en conocimientos generales y especificos de Estadistica y Célculo
de Probabilidades que le permitan adaptarios al mundo real y a sus intereses personales.

Para los alumnos el proyecto no plantea la realizacién del curso completo, sino la utilizacién de aquellos
contenidos que se correspondan con los tratados en sus asignaturas especificas. De este modo, los
objetivos que el proyecto se plantea para los alumnos son los siguientes:

« Disponer de contenidos teéricos en la red para su uso como bibliografia complementaria.

« Acceder a aplicaciones interactivas que afiancen los conceptos tedricos explicados.

« Disponer de herramientas interactivas que puedan utilizarse como ayuda en ia realizacion de

ejercicios.
o Utilizar sistemas interactivos de autoevaluacion.

3.- CLASIFICACION DE CONTENIDOS DE EIR.

Dentro del material incluido en EIR, podemos diferenciar los siguientes tipos de contenidos:
Pédginas Web con desarrolios tedricos.
Se ofrecen distintas unidades tematicas de cardcter tedrico en hipertexto, bien en formato HTML, bien en
formato PDF. E! procedimiento habitual de trabajo ha sido desarrollar las unidades didacticas usando
LaTeX para posteriormente usar los conversores TtH, LaTeX2Html o dvi2pdf. Las paginas con
contenidos tedricos son enriquecidas dotandolas de interactividad incorporando aplicaciones interactivas
sencillas usando DHTML, JavaScript o Java. Por la importancia de estas aplicaciones las trataremos
mds detenidamente en un punto posterior.
Problemas resueltos y propuestos con solucién.
Al igual que en el caso anterior, se ofrecen en formato HTML o PDF. La inclusion de notacién
matematica se ha realizado usando TtH.
Cuestiones précticas para autoevaluacion.
Se han elaborado distintos sistemas de autoevaluacién a través de Intemet aplicados a la ensenanza de
la Estadistica para alumnos universitarios de carreras técnicas. Estos sistemas pueden adaptarse a
cualquier materia. Se han realizado mediante paginas escritas en HTML que realizan llamadas a
funciones de JavaScript.
Programas interactivos.
Una de las caracteristicas fundamentales del proyecto "Estadistica Interactiva en la Red (EIR)" es, como
su propio nombre indica, la interactividad. Esta es la diferencia fundamental entre utilizar la red en lugar
de otros sistemas tradicionales, como los libros de consulta. Esta interactividad se consigue a base de
aplicaciones interactivas desarrolladas en DHTML, JavaScript o Java.
La complejidad de la aplicacion es normalmente el criterio empleado para decidirse por un sistema u otro
de desarrollo. Asi, si la aplicacién requiere el manejo de un gran volumen de datos o emplear
representaciones gréficas, se utilizard Java. Para aplicaciones de menor envergadura, es mas
aconsejable utilizar JavaScript, ya que su carga y ejecucion se hara de un modo mas rapido. Para dotar
de mayor atractivo a las aplicaciones JavaScript, se incluiran elementos de HTML Dinamico, como el
manejo de capas.
Descripcion de entornos de formacion con soporte en Internet:
Dentro del Sistema EIR, se incluyen una serie de indicaciones sobre las distintas posibilidades
educativas que ofrece la red, asi como demostraciones practicas, mediante el uso aplicado en distintos
situaciones, de cada una de las mismas. Entre estos entomos virtuales de formacion con soporte en
Internet podemos citar, entre otros, los siguientes:

+ Exposicién de contenidos a través de paginas Web.
Ampliacién de contenidos a través de paginas Web.
Propuestas de trabajos a través de paginas Web.
Sistemas de correo electrénico para la difusién de noticias, materias, etc.
Discusiones on-line a través de IRC.
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Sistemas de videoconferencia.
Transmision de ficheros con programas, imagenes, textos, etc. a través de FTP.
Sistemas de audio video bajo demanda.
¢ Busgueda de nuevas fuentes de informacién a través de Intemet.
Difusién de otros contenidos de Internet.
El Sistema EIR incluye una coleccion de paginas con enlaces a otras direcciones de Internet en las que
hay informacién de interés desde el punto de vista matematico y estadistico. Estas pdginas estan
clasificadas en varios grupos:

+ Direcciones correspondientes a servidores institucionales en las que puede encontrarse
informacién de datos estadisticos reales. Esto permite importar dichos datos y realizar ejercicios
basados no en supuestos sino en datos completamente obtenidos de la realidad.

+ Enlaces a paginas que contienen recursos didacticos que pueden ser utilizados en el aula, asi
como software de libre difusién que puede obtenerse directamente a través de la red.

+ Enlaces a organizaciones matematicas y estadisticas, asi como a las versiones electrénicas de

diversas revistas del area. Muchos de los articulos incluidos en dichas revistas son directamente
accesibles via Internet.

4.- FASES DE DESARROLLO DEL PROYECTO.

El Proyecto EIR se ha dividido en una serie de fases, cada una de ellas formada por varias etapas.
Muchas de estas fases se han ido desarrollando en paralelo, otras, en cambio, necesitan para su inicio
que sean terminadas con éxito otras fases anteriores. Pasemos a comentar las distintas fases y el
estado de desarrolio de cada una en el proceso actual.
Elaboracion de los contenidos teéricos.
Dentro de esta fase podemos distinguir dos etapas:
« Redaccion de los contenidos tedricos. Esta etapa esta completamente terminada.
e Conversion en hipertexto. Aunque esta etapa pudiera considerarse ya lista, estd siendo
sometida a procesos de depuracion y mejora, asi como de inclusién de interactividad.
Elaboracién de los problemas resueltos y propuestos con su solucién.
Al igual que en el caso anterior podemos distinguir dos etapas. La de redacciéon de los problemas
resueltos y propuestos estd ya completamente acabada. La etapa de conversion en hipertexto esta en un
proceso bastante avanzado, al no necesitar de tantos programas explicativos interactivos como en el
caso anterior.
Etaboracion de las cuestiones de autoevaluacion.
Esta fase estd completamente terminada y en funcionamiento. Durante los cursos 1998/1999 y
1999/2000 nuestros alumnos de ia Universidad de CAdiz han podido acceder a este material a través de
servidores de la UCA (http://aquiles.uca.esfingenie) y del servidor de la SAEM Thales
(http:/fthales.cica.es), en la seccién de recursos.
Programas interactivos.
La elaboracion de los programas interactivos en Java y JavaScript es la parte mds laboriosa del
proyecto. En la actualidad se encuentran practicamente ultimados los correspondientes a las tres
primeras unidades tematicas. Puede encontrarse mas informacion en los siguientes trabajos:
+ Estadistica Descriptiva Unidimensional Para Internet. (S. Oviedo, A. Gdmez y L. Marin )
» Anilisis Estadistico Bidimensional Desarroliado En Java (D. Gonzélez, A. Gadmez y L. Marin
)
¢ Aplicaciones Interactivas Para La Ensefianza Del Célculo De Probabilidades (R. Gutiérrez,
A. Gamezy L. Marin)
Descripcion de entornos de formaciéon con soporte en Internet:
Como parte de EIR se incluyen una serie de articulos presentados en congresos sobre Informatica
Educativa y sobre Ensenfanza de las Matematicas. En estos articulos se analizan las distintas
posibilidades que ofrece Internet como herramienta educativa, los distintos entomos virtuales de
formacién, las ventajas que representa el tener la informacién en la red frente a otras alternativas, etc.
Los articulos incluidos en esta seccion estan refrendados por el hecho de haber sido aceptados en
diversos foros de contrastada solvencia. En la actualidad se estd procediendo a la conversién de los
textos a los formatos mas difundidos de la red.
Difusién de otros contenidos de Internet.
En la actualidad hay elaboradas ya una serie de paginas con enlaces a todo tipo de contenidos
matematicos y estadisticos de interés en la red. Se estd procediendo a contrastar, actualizar, ordenar,
clasificar e incluir en entornos graficos mas atractivos toda la informacién disponible. Esta labor de
clasificacién se ha hecho imprescindible al ser ya varios centenares los enlaces incluidos.

5. CONCLUSIONES

Las herramientas multimedia a través de Intemet deben incluirse en la oferta educativa actual. A través
del proyecto EIR se pretende ofrecer a los profesores y alumnos una serie de contenidos interactivos,
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tanto tedricos como practicos, que les faciliten la ensefianza y el aprendizaje de la Estadistica. Para los
profesores el proyecto plantea la introduccion a la utilizacién de las Nuevas Tecnologias de la
Comunicacion para fines educativos.

El proyecto se encuentra ya en un avanzado estado de desarrollo. Durante los cursos anteriores se ha
estado utilizando por alumnos de la Universidad de Cédiz de modo parcial. Para el curso 2000/2001
entraran en funcionamiento nuevos contenidos, estando previsto que el proyecto esté por compieto en
uso con todas sus potencialidades en el curso 2001/2002.

De cualquier manera, el proyecto debe de considerarse como algo dindamico, en continua evolucién,
permanentemente abierto a la incorporacion de nuevos contenidos y a la mejora de los existentes. El
proyecto esta abierto a recibir las aportaciones, sugerencias y criticas de todos los interesados.
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ESTADISTICA DESCRIPTIVA UNIDIMENSIONAL PARA INTERNET

SUSANA OVIEDO BOCANEGRA - ANTONIO GAMEZ MELLADO - Luis M. MARIN TRECHERA

La finalidad de este trabajo es proporcionar al alumno un soporte de ayuda en la
compresion y el aprendizaje de conceptos de Estadistica Descriptiva
unidimensional.

Esta aplicacion se incluye dentro de un proyecto mas completo denominado
"Estadistica Interactiva en la Red". Dicho proyecto se estructura conteniendo:
Desarrollos tedricos interactivos, Ejercicios y ejemplos interactivos y Test de
autoevaluacion.

Dicha aplicacién se ha desarrollado usando los lenguajes Java, JavaScript, etc...
con el objetivo de ser incorporado a la red y que de esta manera pueda ser
utilizada de forma remota.

Palabras clave: Java, Estadistica, Interactivo, Educacion a distancia, Internet.

1) INTRODUCCION

Hemos desarrollado esta herramienta porque no conocemos la existencia de ninguna otra aplicacién con
soporte en Internet que no sélo realice el célculo de las diferentes medidas estadisticas, represente las
distintas tablas de frecuencias y los resultados de dichos calculos, sino que ademés permita el
aprendizaje de cada uno de estos conceptos y que proporcione al alumno un interfaz interactivo.

2) OBJETIVOS

Esta aplicacién forma parte de un proyecto mas completo denominado "Estadistica Interactiva en la
Red". Esta herramienta concretamente, esta dedicada a la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos
de Estadistica Descriptiva unidimensional: media, varianza, desviacion tipica, tabla de frecuencias, efc...
Al final de esta aplicacién se pretende que:

« El alumno haya comprendido todos los conceptos en él incluidos. Para elio dispone de
desarrollos tedricos interactivos con representaciones graficas. Ademas se incluyen ejemplos
con los que el alumno podra variar el conjunto de datos de entrada y comprobar en ese
momento las modificaciones producidas.

« Elalumno sea capaz de poner en practica dichos conceptos realizando los ejercicios propuestos.

o Al final de ésta el alumno pueda evaluar el nivel de conocimientos adquiridos. Para ello se
incluye una aplicacion que genera cuestiones de tipo test al azar. El alumno podra elegir el nivel
de dificultad del test, el nimero de cuestiones que desea contestar y podrd hacer una seleccién
de cuestiones segun diferentes unidades tematicas.

o Esta aplicacién permite ademas que el profesor pueda modificar, anadir y eliminar sus propias
cuestiones, de forma que pueda adaptarias a las necesidades de sus alumnos.

e Por tltimo, al estar disefiadas para ejecutarse en la red, permiten que un mayor nimero de
alumnos acceda a ellas, ya que en todas las universidades se facilita a los estudiantes el acceso
a Intemet, eso sin tener en cuenta que actualmente casi todo el mundo tiene un ordenador en
casa y que el nimero de "internautas" cada dia crece mas y esa es la tendencia para el futuro.

3) MEDIOS UTILIZADOS

Esta aplicacion se ha desarrollado usando los lenguajes Java, JavaScript, HTML y las herramientas TtH
y Latex. La decisién de los diferentes lenguajes de programacion se ha basado principalmente en que se
deseaba una aplicacién interactiva que pudiera ser incorporada a la red y que pudiera ser utilizada de
forma remota.

Para la creacién de dicha aplicacién se han seguido los siguientes pasos:
1.- Crear las paginas web con los diferentes desarrollos teéricos.

Los textos de las diferentes unidades temdticas se han realizado en LaTeX (tipografo para escribir
documentos matematicos). Para pasarlos a formato HTML hemos hecho uso de una aplicacién de uso
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gratuito descargada de la red denominada TtH. La herramienta TtH traduce ficheros TeX y LaTeX a su
equivalente en HTML. Es un programa sumamente rapido, el cédigo generado es completamente
transportable y genera documentos web més compactos, manejables y de mas rapido acceso que los
documentos generados por otras aplicaciones. Su potencia reside en que realmente traduce las
ecuaciones en vez de convertirlas en imagenes.

TtH (versién para Windows) y LaTeX2HTML (versién para Unix) ofrecen soporte para todos los
comandos matematicos de TeX, con excepcién de algunos comandos menos frecuentes y que no
aparecen normalmente en las fuentes que facilitan los navegadores. Incluye soporte para ecuaciones,
subindices y superindices, fracciones, acentos, delimitadores (llaves, corchetes, paréntesis), matrices,
etc...

Cuando TtH encuentra una construccién en TeX que no puede traducir bien porque no existe su
equivalente en HTML o bien porque no es capaz de traducirla, el programa intenta eliminar el cddigo
erréneo creado que generalmente daria un aviso si no esta seguro de lo que esta haciendo.

La Worid Wide Web es una gran coleccién de documentos hipertexto conectados entre si a los que se
puede acceder a través de Internet. HTML es un lenguaje estandar de etiquetas para el hipertexto. Un
documento hipertexto contiene enlaces a otros documentos, estos enlaces suelen ser palabras del
propio texto que destacan de las demas, aunque también pueden ser gréficos. Al hacer clic sobre uno de
estos enlaces, se desencadenara una accién.

Gran parte de la potencia de la World Wide Web es su independencia de las plataformas. Es decir,
presenta la informacién de tal forma que puede verse desde cualquier tipo de maquina y sistema
operativo, asi se trabaje con un PC, Macintosh o una estacién de trabajo Unix.

2.- Creacion de los diferentes applets incorporados en las paginas web.

Para ello hemos hecho uso de los lenguajes Java, JavaScript y HTML.
HTML permite describir la manera en que deben mostrarse las paginas web. Para hacer paginas
altamente interactivas se requiere un mecanismo diferente. Uno de estos mecanismos es JAVA.

Java es un lenguaje orientado a objetos que permite que las aplicaciones sean completamente
interactivas cuando se utilizan a través de la Web. En una pégina web pueden incluirse pequefios
programas Java, convirtiendo las paginas estaticas en aplicaciones que se ejecutaran dentro del
ordenador del usuario. Estos programas se denominan APPLETS. Los applets permiten que las paginas
web sean interactivas.

Por dltimo, Java permite la escritura de programas totaimente fiables, a la hora de crear aplicaciones
para redes la seguridad debe ser un punto a tener en cuenta. Ademas Java permite trabajar con una
cantidad amplia de plataformas.

JavaScript es un lenguaje de programacion independiente relacionado con Java. Se puede codificar
directamente en los documentos HTML, con lo que pasa a formar parte del propio cédigo del documento.
JavaScript es menos potente que Java, pero proporciona al programador mas control sobre el
navegador.

32 Creacion de una aplicacién que genere tests combinando Java y bases de datos.

Para ello se ha construido una base de datos con las cuestiones que compondran los test y se ha
creado un interfaz grafico de usuario Java que permite el mantenimiento de dicha base de datos. Se
contemplan acciones de bases de datos tales como afadir, modificar, eliminar y consultar.

4) APPLET: CALCULO DE PARAMETROS ESTADISTICOS.

Tal y como se ha mencionado anteriormente, en esta aplicacién se incluyen un conjunto de
applets que le proporcionan interactividad a la herramienta. Aqui se presenta uno como ejemplo. Es una
pequefa aplicacién que realiza el célculo de los distintos parametros de Estadistica Descriptiva.

En dicha aplicaciéon podemos distinguir cuatro grupos de componentes con funcionalidades distintas,
como puede verse en la figura 2:

« Un primer grupo, llamado "Parametros Estadisticos", compuesto por un conjunto de check box
(cajas de opci6én). Cada uno de ellos representa la media geométrica, media aritmética, media
arménica, moda, mediana, varianza, desviacién tipica, maximo, minimo, rango, primer cuarti,
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Hoy en dia los entornos de programacién multimedia se han convertido en cémodas y potentes
herramientas para la creacién de aplicaciones concretas. Ei manejo por parte del profesorado de estos
programas, como destacdbamos anteriormente, también requiere mayor esfuerzo y tiempo, lo que hace
que no sea aun el método mas extendido para la creacién de aplicaciones educativas.

Los entornos multimedia con soporte en Internet, permiten ademas la presentacién y exposicion de
resultados a través de lo que se conoce como “aula virtual”. Este tipo de aula permite que cada alumno
avance a su propio ritmo y realice su recorrido personal. Estas herramientas constituyen sin duda un
excelente recurso para la ensefanza abierta y a distancia, ya que permiten graduar y adecuar los
tiempos, los modos y las situaciones personales del alumno.

Por otra parte estas herramientas multimedia ofrecen la posibilidad de formacién a distancia, tanto para
profesores como para alumnos. Cabe destacar que este aspecto es mas interesante cuanto més
alejados nos encontremos de las grandes ciudades, ya que promueve la igualdad de oportunidades.

2. DESARROLLO

Cuando pensamos en el desarrollo del curso queriamos tener presente que los medios afectan
enormemente al proceso de ensefianza, pues la tecnologia facilita el acceso a un repertorio temético
novedoso y actual. Todo ello implica la renovacion tecnoldgica, aparcando ciertos temas, incluyendo
otros nuevos, cambiando radicalmente el acceso a la comunicacion y a la informacion.

Creemos que la interactividad, bidireccionalidad y personalizacion son los tres aspectos donde reaimente
se puede poner en juego el interesante caracter hipermedia de Internet.

Concretamente en el disefio de paginas interactivas que resuelvan problemas, aquelias en las que el
alumno pueda personalizar, que contengan elementos aleatorios, etc., es donde se encuentra la
diferencia fundamental entre aprender con un libro, o aprender en un entormo hipermedia a través de
Internet.

Actualmente, con el uso de los lenguajes de programacion Java y JavaScript es posible disefiar tutoriales
hipermedia en Intemet que sean capaces de personalizarse, aleatorizarse, etc. Estos aspectos
proporcionan una interaccion entre ensefianza y aprendizaje que estamos en la obligacion de considerar.
Estamos trabajando actualmente en este aspecto, y estamos desarrollando tutoriales multimedia via
Intermet para la ensefanza de |la Estadistica, que constituyen un curso casi completo de Estadistica
Bésica denominado (EIR). Este curso se incorporaré como un recurso educativo para la ensefianza-
aprendizaje de |a Estadistica en el servidor thales.cica.es, de forma que pueda resultar util a profesores
y alumnos de educacién secundaria y universidad.

Concretamente, en el bloque de calculo de probabilidades hemos disefiado herramientas multimedia
interactivas desarrolladas usando HTML, Java y JavaScript que permiten el aprendizaje de conceptos
tales como independencia, calculo de probabilidades y cuantiles de distribuciones tanto discretas como
continuas, simulacién del teorema central del limite, etc.

Al ser aplicaciones con soporte en Internet, permiten que puedan utilizarse de forma remota, que se
puedan ejecutar en cualquier plataforma, Window, Mac, Unix, etc. Otro de los aspectos importantes es la
posibilidad de adaptacion, actualizacién casi inmediata de los contenidos y ejemplos. Con respecto al
caracter abierto, éste queda contemplado ya que es posible la incorporacion de nuevas aplicaciones que
respondan a necesidades especiales de nuestros alumnos.

El procedimiento habitual de trabajo ha sido:
« Desarrollo de la Unidad Didactica usando el paquete LaTeX.
* Uso de los conversores TtH, LaTeX2Html.
* Incorporacion de aplicaciones interactivas sencillas usando JavaScript.
* Inclusién de aplicaciones con caracter global usando Java.
« Desarroilo de entomnos de autoevaluacién usando Java y JavaScript.

Presentamos aqui una serie de aplicaciones de disefio propio que permiten la ensefianza y aprendizaje
de algunos conceptos de célculo de probabiiidades tales como independencia, célculo de probabilidades
de distribuciones estadisticas tanto discretas como continuas, célculo de percentiles, y simulacion del
Teorema Central del Limite. Estas aplicaciones van acompanadas de breves explicaciones tedricas, y de
pequefas aplicaciones interactivas disefiadas con los lenguajes Java , JavaScript y HTML.

Algunas de estas aplicaciones permiten la exposicion de contenidos, y van acompafadas de pequenas
aplicaciones interactivas, que permiten al alumno cambiar e introducir datos diversos, de forma que cada
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alumno realice un itinerario diferente y propio al recorrer las paginas Web. Puede verse en la figura 1, un
ejemplo en el que se plantea un problema interactivo especifico desarrollado usando Scripts.

Crear nuestras propias paginas puede considerarse una labor trivial si lo que se pretende es
simplemente que aparezcan en la red los textos escritos por el profesor. Si lo que se pretende es dotar a
dichas paginas de interactividad, haciéndolas mas atractivas y posibilitando la personaiizacién de los
contenidos en funcion del aiumno, se requiere de técnicas mds avanzadas, ver figura 2. Ei profesor
debera conocer por tanto las caracteristicas hipertexto de HTML, el manejo de Frames, la creacion de
subrutinas en JavaScript y Java, etc.

Si analizamos con detalle el tema de la autoevaluacién, es frecuente que los alumnos, conforme van
avanzando en el estudio de una determinada materia, necesiten asegurarse que tienen afianzados los
conceptos antes de continuar estudiando. Necesitan, por tanto, autoevaluarse para comprobar si
superan las materias anteriores. Si la autoevaluacion se supera, el alumno se ve reafirmado en su
posicién como sujeto activo en el proceso y se siente capacitado para ir enfrentandose a nuevos
contenidos. Si la autoevaluacion no se supera, el alumno detecta dénde estan sus fallos y se ve forzado
a repetir la materia anterior para corregirlos.

Proponer ejercicios para que sean resueltos por los alumnos al final de cada tema es uno de los métodos
mas empleados tanto por profesores como por libros de texto para que los alumnos se autoevalien. En
nuestro curso interactivo en la red (EIR), también hemos desarroliado aplicaciones hipermedia que
permiten conocer al alumno el grado de conocimientos aicanzado. Las hemos organizado por unidades
didacticas, niveles de dificultad y tipos de autoevaluacion. Un ejemplo puede verse en la figura 3.

Por ejempio, en la figura 1, podemos observar cémo se presenta la distribucién binomial, exponiendo las
caracteristicas fundamentales de esta distribucién. Asi, como ejemplo interactivo, el alumno puede
calcular, introduciendo los parametros correspondientes, distintas probabilidades de sucesos
correspondientes a dicha distribucion. Para cada distribucién, tanto discreta como continua, se presentan
aplicaciones similares. A continuacion, el profesor puede proponer ejemplos sencillos, de forma que el
alumno pueda adaptarlos a la situaciéon anterior.

Si observamos el ejemplo de la figura 1, cada alumno puede probar con distintos valores, y realizar la
aplicacion cuantas veces desee.

Binomial - Netscape

DISTRIBUCION BINOMIAL

Se asocia a un experimento aleatorio que consiste en la realizacidn de n-pruebas con las siguientes caracteristicas en cada una de
las pruebas

® Sélo son posibles dos resultados excluyentes entre si, el suceso E (éxito) y su contrario F (fracaso).
¢ Elresultado obtemdo en cada prueba es independiente de las anteriores
* Laprobabiidad de cada suceso es constante. representado por P(E)=p y P(F)=g=1-p.

Se define la variable aleatoria X asociada al experimento de parametros ny p, B(n,p), como el nimero r de veces que ocurre el
suceso E (éxto) en las n-pruebas realizadas, su funcién de probabilidad es

PX=7) =[f] P q

A contnuacidén se puede calcular la funcién de probabiiidad asociada a una distribucién bmormal Bén.p), mtroduciendo los
pardmetrosn, pyr

Nimero de pruebas que se realiza el expenmento ||=I5

Probabilidad del suceso E (éxto) Fio 2
Numero de veces que se da el suceso E r=i? |

PO=x)=]. 204800000

Figura 1. Script: Célculo de probabilidades Distribucién Binomial.

Cuando se han presentado las distribuciones estadisticas, el alumno puede ser capaz de resolver
problemas globalizadores, de forma que usando distintas distribuciones pueda interpretar las distintas
soluciones obtenidas. Este recurso es especialmente (til cuando queremos comparar los distintos
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2. Es necesario situar las tecnologias como una herramienta y no como un fin.
3. Ayudar a otros a aprender tiene que ver con ofrecer:
* Mejores canales de comunicacion.
s Mejores herramientas para la exposicion.
* Mejores estrategias para la investigacion.
4. Las herramientas multimedia Interet deben incluirse en la oferta educativa actual.
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ANALISIS ESTADISTICO BIDIMENSIONAL
DESARROLLADO EN JAVA

DanEL GONZALEZ ORTEGON - ANTONIO GAMEZ MELLADO -  Luis M. MARIN TRECHERA

Este articulo presenta un applet realizado en el lenguaje Java que permite el
andlisis conjunto de variables bidimensionales, tanto desde el punto de vista
analitico como gréfico. Se presenta dentro de un proyecto mds global denominado
"Estadistica Interactiva en la Red". Este proyecto constituye un interfaz de usuario
que utiliza Java, JavaScript, DHTML, ... con la intencién de incorporario a la red de
redes.

Se ha elegido Java como lenguaje de programacién por sus propiedades
multiplataforma y su posibilidad de difusion a través de Internet, por lo que puede
ser de gran interés para la ensefanza-aprendizaje a distancia.

Palabras clave: Java, Estadistica, Interactivo, Educacion a distancia, Internet.

INTERNET

Es un sistema de redes heterogéneas, todas conectadas entre si que intercambian informacién
textual o gréfica, es decir informacién audio-visual o multimedia para que el acceso y la comprensién a
todo e! mundo sea mas f4cil. Internet se concibe como un medio para acceder a una gran cantidad de
recursos, fuentes de informacion donde el usuario desde cualquier punto, y con una gran comodidad y
eficiencia pueda consultar de modo simple y consistente sin tener que preocuparse de donde esta la
informacién almacenada ni en que formato.

Hay un término que cabe sefalar: Hipertexto. Es un atributo referido a un documento que contiene
enlaces para acceder a informacién adjunta del documento en cuestion o de otros documentos. Los
enlaces son palabras claves que son expandidas para proporcionar informacion sobre el concepto
sefalado, de esta manera es mas facil estructurar y acceder a la informacién. Los documentos no sélo
contienen texto, sino que pueden adjuntarse imagenes, sonidos, o animaciones y estos a la vez pueden
servir de enlaces; asi obtenemos 'documentos hipermedia’

INTERNET COMO APOYO A LA DOCENCIA

Internet ofrece una gran cantidad de recursos educativos. El uso de estas nuevas tecnologias
permite a los alumnos usarlas como una herramienta de apoyo para ampliar sus conocimientos de forma
dinamica. Documentos hipertexto para realizar tutoriales, aplicaciones interactivas donde el sistema
atiende las peticiones de los alumnos, son una manera clara de usar los servicios que ofrece intemet
para la educacién a distancia.

MARCO TEORICO

1.1. ¢POR QUE JAVA?

A la hora de implementar una aplicacién, el desarroliador de software debe tener en cuenta una serie
de requisitos técnicos, como el entorno de ejecucion en el que la aplicacién va a ser ejecutada, y como
consecuencia unas llamadas especificas de bibliotecas asociadas al sistema. Java contiene sus propias
bibliotecas llamadas paguetes que son independientes de la plataforma. El compilador de Java genera
un codigo intermedio que puede ser interpretado en cualquier maguina con la ayuda de la Mdquina
vintual de Java( JVM ) que es la encargada de generar el codigo ejecutable para cada sistema
especifico. Java ademas posee paquetes de comunicaciones de red para facilitar la escritura de
aplicaciones atentas a Internet.
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LOS NUMEROS ENCIERRAN SORPRESAS

JUaN ANTONIO HANS MARTIN

Al principio fue la palabra, pero después debié ser el nimero.

En al antigliedad el hombre asociaba significados simbélicos o magicos a los nimeros. Para los
pitagéricos, cuyo lema era "Todo es numero”, el cosmos estaba regido por los numeros, y por ello se
dedicaron a estudiar sus propiedades y relaciones con la Geometria y la Musica.

A lo largo de la historia los matematicos, una veces por necesidad y otras por ejercicio
intelectual, han trabajado y clasificado los numeros: pares, impares, primos, compuestos, finitos, infinitos,
racionales, irracionales, positivos, negativos, cardinales, ordinales, naturales, enteros, decimales,
fraccionarios, reales, imaginarios, complejos, capictias, figurados, primos gemelos, primos gemelos
capicuas, perfectos, amigables, sociables, especulares...

En la historia de las Matematicas y en las biografias de los matematicos encontramos
propiedades, igualdades y relaciones curiosas entre los nimeros y las operaciones, que garantizan la
sorpresa en nuestros alumnos. Si las presentamos adecuadamente estas curiosidades numéricas
pueden ser:

- Ricos elementos de motivacién.

- Utiles para la introduccién de cualquier tema del bloque numérico.

- Actividades que complementen o refuercen el bloque numérico del curriculum de Secundaria o

Primaria.

Veamos algunas de ellas:

LA TABLA DEL 142.857

El estudio de las tablas de muiltiplicar (algo realmente tedioso y poco atractivo) se puede aderezar
para su “digestion” con un poco de “magia”. Observa los resultados de esta tabla de muitiplicar.
A los nimeros tales como el 142.857 se les conocen como “Numeros Ciclicos”. ¢Por qué?

142.857 x 1 = 142.857
142.857 x 2 = 285.714
142.857 x 3 = 428.571
142.857 x 4 = 571.428
142.857 x 5 = 714.285
142.857 x 6 = 857.142
142.857 x 7 = 999.999
142.857 x 8 = 1.142.856
142.857 x 9 = 1.285.713

Otra tabla de multiplicar, también realmente sorprendente, es la tabla del 91. Constriyela y
observa los resultados.

SUMAS Y PRODUCTOS QUE DAN EL MISMO RESULTADO

¢Hemos pedido alguna vez a nuestros alumnos que busquen dos nimeros que sumados y
multiplicados den el mismo resultado?

Si lo hacemos, al momento responde la mayoria: “dos méds dos y dos por dos”, a algunos no se les
escapa y dicen: “cero mds cero y cero por cerd’; pero pronto se produce un bloqueo al seguir buscando
soluciones enteras.

Si a la pregunta le damos un planteamiento algebraico la X+Y¥Y=X.Y
n
respuesta nos conduce a pares de la forma (n, ;ITI ). Despejando Y, obtenemos:
X
Y=—0
X -1
Si damos valores a “n” en la siguiente igualdad: n n
n+—-—=n-
n—-1 n-1
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0+0=0-0
2+2 =4=2.2
Obtenemos: 3+15 =45 =23. 15
4+133 4'33... = 1'33.

5+125 = 625 = 5. 125
6+12 =72=6. 12
7+1166...=8166...=7 - 1'166...
8 + 1'142857... = 9'142857... = 8- 1'142857...
9+1125=101256=9- 1125
10+ 1"t =11"11...=10. 1'11..

iSORPRESA!, los resultados de la suma y el producto de los mismos niimeros son iguales y entre
ellos hay nlimeros enteros, decimales exactos, decimales infinitos periédicos puros y periddicos mixtos.

LOS CUADRADOS PERMUTADOS

La permutacion es cambiar de lugar varios elementos entre si. Al elevar un numero de dos cifras al
cuadrado, si permutamos las cifras de la base ¢Hay algin caso en que las cifras del resultado también
se permuten?

En esta situacién hay dos ejemplos:

122=144 > 212=441
132=169 —> 312=961

Queda abierta la puerta a la investigacion y al célculo: Si la base tiene tres cifras, ¢cuantos
nimeros hay?;Y si la base tiene cuatro cifras?

LOS NUUMEROS CONGRUO-CONGRUENTES

La biografia de Leonardo de Pisa (1170-1250), también conocido como Fibonacci, escrita por
Ettore Picutti, cuenta que en su libro “De quadratis numeris’ se encuentra el siguiente problema:
“Hallame un nimero cuadrado que, sustraida de él cierta cantidad, siga siendo cuadrado, y
anadiéndosele la misma cantidad adn sea cuadrado”.

Este probiema se encuentra también en el libro de Luca Pacioli (1445-1514) “Summa”, donde al
numero cuadrado le llama “congruo” y al nimero que hay que restar o sumar da el nombre de
“congruente”.

El problema se puede traducir algebraicamente en una doble ecuacion:
2 2 2 2
Y°-C=X Y°+C=Z

El encontrar estos nimeros es una bulsqueda por tanteos. “Hoc opus, hic labor est.”, diria
Fibonacci.

Luca Pacioli da unas iguaidades que permiten encontrar numeros congruo-congruentes:

Siendo (a, b.) nimeros enteros.
Y =a2+b? C = 4ab(b-a)(b+a)

Dando valores a (a, b) y aplicandolos a las igualdades de Pacioli, podemos completar el
siguiente cuadro y obtendremos parejas de nimeros congruo-congruentes:

a Y c \& Y -Cc=X* x? X Y’+C=2Z z
1 2 5 24 25 25 —24 =1 1 1 25 + 24 = 49 49 7
1 3 10 | 100 | 96 100 - 96 = 4 4 100+96=196 | 196 | 13
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LOS NUMEROS NARCISISTAS

Narcisismo es la excesiva complacencia en ia consideracion de las propias facultades u obras. Se
consideran a aquellos nimeros que utilizando los digitos que lo forman y las operaciones necesarias se
obtienen su propio valor.

Conocemos estos:

153=1"+5"+3’
370=3+7°+0°
371=8+72+1°
407=4+0"+7
1.634=1"+6'+3*+4°
8.208=8"+2°+0*+8*
0.474=9"+4"+ 7"+ 4*
4150 = 4°+1°+5°+0°
4151 = 4 +1°+5°+ 0°
54748 = 5° +4°+ 70+ 42+ &°
92727 = °+2°+7°+2°+7°
93.084 = 9°+3°+0° +8°+ 4°
194979 =1°+9°+4°+9° + 7°+ 9°

El primer nimero (153) lo podemos encontrar utilizado significativamente en el Evangelio segin
San Juan (capitulo 21, versiculo 11) para indicar los peces que contenia la red después de arrojarla al
mar para pescar. “Simén Pedro subié a la barca, sacd a tierra la red, llena de ciento cincuenta y tres
grandes peces; y con ser tantos, no se rompio la red’.

¢ Porqué la utilizacion de este nimero y no de otro?

PRODUCTO Y SIMETRIA

ab-cd=dc-ba
Simetria es la regularidad en la disposicién de las partes o Egg _=_ gggl
puntos de un cuerpo o figura, de modo que posea un centro, un eje 0 1284 - 48 - 21
un plano de simetria. 13- 93 - 39 - 31
Teniendo en cuenta la definicién y utilizando el signo igual 2364 B 46 - 32

como eje de simetria, ¢existen productos de nimeros cuyos digitos -

estén en disposicién simétrica respecto al signo igual y sea cierta la 23-96 = 69-32
igualdad? 2484 = 48-42
36-84 = 4863
Sabemos de estos: 46-96 = 6964

PRODUCTOS CURIOSOS a-b=111

Al trabajar mililtiplos y divisores podemos proponer las :: fd _=111111111

siguientes investigaciones:
¢ Cudles han de ser los factores de los anteriores productos g “h=111111
i

para que los resultados sean siempre nimeros formados por unos? Sj=111111
k-l=11111111
m-n=111111111

LOS DiGITOS SIGNIFICATIVOS, EL JUEGO QUE DAN...

Los diez digitos y las operaciones fundamentales pueden ser un excelente recurso para trabajar
y repasar de forma llamativa (en la forma y su presentacién esta la sorpresa y el atractivo para el
alumnado de Primaria y Secundaria) el bloque de la Aritmética o Ndmeros. Para terminar esta
comunicacién presentamos actividades en la que estamos trabajando con los diez digitos, buscando
todas las soluciones posibies.

Nueve digitos. Utilizando los digitos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), ¢ para que valores se cumplen
estas igualdades?

abc + def = ghi
ab + cd + ef = ghi

abcd - e = fghi

abc - de = fghi
ab-c=de-f =ghi

ab-c=de-f=gh-i Pagina 259
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Todos presentes. Con los diez digitos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) ¢, cuando se verifican las igualdades?

abed - e =fghi-j
abc - de = fgh - ij
abc: de = fghij

Si las actividades que proponemos te parecen interesantes, participa en la experiencia, llevandolas a
clase y si no te importa haznos llegar las soluciones que encuentres, para ello afiadimos nuestros
correos electrénicos:

Juan Antonio Hans Martin juanhans@teleline.es

José Mufioz Santonja pepemunozi @teleline.es

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo aliseda2 @teleline.es
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TRABAJO COOPERATIVO EN CLASE DE MATEMATICAS

Luis BERENGUER - BELEN CoBO - PABLO FLORES - ANTONIO MORENO - JUANA Navas - MANUEL Toouero

“Plantear la cooperacion como practica pedagdgica en una situacion como la actual, de
fuerte individualismo, es un acto valeroso y necesario para recuperar un valor formativo
que la sociedad y la escuela han arrinconado u olvidado” (Mario Lodi, 1997).

En el Decreto de Educacion Secundaria Obligatoria de la Junta de Andalucia se presenta el aprendizaje
como un proceso social y personal que cada individuo construye al relacionarse, activamente, con las
personas y la cultura en que vive. Por otro lado, establece entre sus objetivos generales, el conseguir
que los alumnos se relacionen con otras personas, se integren de forma participativa en actividades de
grupo, y sean capaces de obtener y seleccionar informacién, tratarla de forma auténoma y critica y
transmitiria a los deméas de forma organizada e inteligible. En el area de Matematicas, en particular, se
insiste en que la ensefanza debe ayudar a que los alumnos reflexionen sobre las propias estrategias
utilizadas en las actividades matematicas. El grupo permite la confrontacién de puntos de vista y
opiniones; ayuda a relativizar la perspectiva propia y conduce al logro de una objetividad creciente.

En esta comunicacion partimos de que se puede contribuir a desarrollar los objetivos anteriores
proponiendo a los estudiantes trabajos de tipo cooperativo, puesto que , como defiende Rué (1998), para
que se pueda desarrollar un proceso educativo de cardcter positivo en las personas, es necesario que
éstas puedan activar y conducir situaciones comunicativas entre iguales.

Se han dado diversas definiciones de trabajo cooperativo y, aungue todas aportan elementos a tener en
cuenta, nosotros partimos de la que proponen Artzt y Newman (1990): Una actividad que involucra a un
pequefio grupo de estudiantes que trabajan juntos como un equipo para resolver un problema, completar
una tarea, o realizar un objetivo comun.

La cooperacion hace una serie de aportaciones a la educacién (Gavilan, 1997):

a. Como estrategia de desarrollo cognitivo, favoreciendo procesos intrapersonales de
asimilaciéon, a partir de situaciones de coordinacion y acciones que requieren la
comunicacién entre las personas gue participan en el trabajo.

b. Como metodologia para la interaccion. Cooperar significa tener algo que compartir y
obliga a interactuar y dialogar. No es el hecho de dar o recibir ayuda lo que mejora el
aprendizaje, sino la necesidad consciente de comunicar las ideas propias y la de
esforzarse en comprender las demas e integrarias.

c. Como organizacion del trabajo que favorece habitos metacognitivos (conciencia de si
mismo y conocimientos propios) y de autoevaluacion.

d. Como estrategia de socializacion, favoreciendo el ejercicio de habitos sociales y
posibilitando la creacién de conciencia social (integracién, autonomia de juicio moral y
ético).

Como rasgos basicos de las situaciones de cooperacién, Jonhson y Jonhson (1991), proponen los
siguientes:
« Interdependencia positiva, puesto que los alumnos se perciben como necesarios.
» Favorecimiento de la interdependencia cara a cara, al tener que ayudarse en su
esfuerzo.
+ Responsabilizacion individual tanto del propio trabajo como de sus aportaciones al
grupo.
« Habilidades de intercambio interpersonal y en pequefo grupo. Los miembros
tienen que practicar habilidades de relacién social.
+ Conciencia del propio funcionamiento como grupo.
La eficacia del aprendizaje cooperativo depende de la calidad de la interaccién entre los miembros del
grupo, y ésta no se produce de manera espontanea. Para que un grupo de estudiantes realice un trabajo
cooperativo no basta con que se sienten juntos y traten de realizar la misma tarea (César, 1998). Es
necesario que compartan objetivos, estrategias, conjeturas, en definitiva, que el trabajo sea una suma
del esfuerzo de todos los componentes. Sin embargo, la experiencia muestra que esto no siempre es
asi, muchas veces lo que se obtienen son resultados individuales aportados por las personas que
integran el grupo.
En este sentido, Rué (1998), propone una serie de principios para desarrollar un trabajo cooperativo:
s Asignarle un uso funcional.
Familiarizarse con este recurso a través de la practica.
Desarrollar tareas ajustadas a las posibilidades de control y regulacién de alumnos y profesores.
Ajustarse a condiciones de usuarios, alumnos y profesores.
Ajustarse a las condiciones materiales.
Para favorecer la interdependencia positiva entre los miembros de un grupo, se pueden utilizar
ciertas estrategias. Johnson (1991) propone asignar a los estudiantes roles especificos que ayudaran a
implicarse en la actividad y evitaran que el trabajo lo realice una sola persona. Por ejemplo, se puede
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Rellenar la siguiente tabla con estos datos

| Enero Febrero Marzo Total

Numero Kilos
Ganancia

6) M. Poirot, ciudadano belga compra en el supermercado de su barrio 2 bolsas de mangos y una caja
de aguacates. Entrega un billete de 10 Euros. Introduce en el sobre del Tesorero el cambio que le da el
empleado del supermercado a M. Piorot.

Contenido de los sobres:

TESORERO

¢ 6 Euros = 1000 pesetas

o Laventa de aguacates a Bélgica le ha producido a la Cooperativa 12.600 Euros

¢ Por la venta de bananas a Francia se han ingresado 12.660 Euros

e Se han recibido 15.000 Euros por la venta de mangos a Bélgica

ENCARGADO DE NEGOCIOS

¢ Rusia ha pedido 3000 kilos de kiwis

+ Los mangos se venden a 1 Euro la bolsa

« En Bélgica venden la fruta que compran a la Cooperativa al doble de lo que les ha costado

* Se han vendido 14.000 kilos de aguacates a Béligica

ALMACENISTA

« los mangos se venden en bolsas de 4 kilos

+ Las bananas se almacenan en pinas de 12 kilos

« Los aguacates se envasan en cajas de 2 kilos

e« En la Cooperativa se trabaja con 5 frutas: Aguacates, Bananas, Chirimoyos, Kiwis y Mangos. Se
preparan bolsas de frutas variadas en las que se introducen tres tipos distintos.

(Ademds, cada uno de los sobres contiene 2 cartulinas representando las frutas y un juego de bilietes de
Euros)

Al presentar el problema a partir de tres personajes, con responsabilidades diferentes y pedirles a los
miembros del grupo que asuman cada uno un rol, se fuerza a la interdependencia, puesto que los tres
son necesarios para abordar el problema. Por otro lado, cada uno de los personajes recibe la
informacién relacionada con su tarea, por lo que se deben responsabilizar con su propio trabajo en
beneficio del grupo. Esta situacién favorece la interdependencia cara a cara, obliga a ejercitar
intercambios de informacion y propicia, por tanto, el desarrollo de habilidades sociales, también obliga a
organizar la informacién y presentarla de forma clara, asi como a escuchar a los deméas miembros del
grupo. En definitiva, como se puede observar, la transformacién del problema inicial ha dado iugar a una
propuesta de trabajo que presenta los rasgos basicos de las situaciones de cooperacion citados arriba,
asi como los principios para desarrollar el trabajo cooperativo.

Como conclusién, defendemos que, en una sociedad cada vez mas plural:

» Es necesario educar en cooperacién para que los alumnos acepten la diversidad cultural.

* Es necesario ejercitar la cooperacion en clase para que se contemple su potencial educativo.

= Es necesario formar profesores en habitos de cooperacién para que la practiquen en clase y en su
trabajo profesional (equipos de profesores disefiando unidades didacticas y proyectos curriculares).
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TRANSFERENCIA DE LOS CONTENIDOS’MATEMATICOS A LAS
NUEVAS TECNOLOGIAS

ManveL HuerTos RODRIGUEZ

Desde hace tiempo trabajo en mi aula con recursos informdticos, y sobre todo con
DERIVE, siempre observaba que en el alumnado esto producia una serie de
motivaciones y de factores positivos, que incidian en su rendimiento. Pero de esto
que yo observaba o intuia, queria cerciorarme de una forma mds cualitativa y
cientifica.

Por tanto en este trabajo lo que expongo es una investigacion realizada con
alumnado de primero de Bachillerato (grupo control y experimental) sobre el
proceso de ensefianza aprendizaje de contenidos matemdticos (conceptos,
procedimientos y actitudes) utilizando como recurso diddctico un programa
informético “DERIVE para Windows". Utilizando este recurso una hora al final de
cada unidad y mediante una metodologia adecuada el proceso de ensefianza y
aprendizaje del drea mejora cualitativa y cuantitativamente.

1. FUNDAMENTACION CIENTIFICA DE LA EXPERIENCIA:

Esta experiencia es el estudio de un caso concreto. En educacién el estudio de casos es considerado
ademas de como una estrategia metodoldgica de investigacién, como una metodologia apropiada para la
formacién o como instrumento en el diagndstico y la orientacion. Pérez Serrano (1994) sefhala que este
método cualitativo puede verse y contemplarse desde diferentes perspectivas: como modalidad de
investigacion educativa, como medio de formacion de profesionales o estudiantes y como instrumento de
conocimiento de un sujeto o realidad Unica con finalidad de diagnéstico, terapia y orientacidn.

Su importancia en la formacién del profesorado ha sido destacada por numerosos autores, Clark (1986),
Marcelo (1992), Kilbourn (1988) sefala como puede ayudar en el logro de profesores més reflexivos, “/a
lectura de historias sobre la practica pueden proporcionar experiencia ... pueden ser un medio poderoso
para ayudar a los profesores a reflexionar sobre la accién, con el objetivo de mejorar la reflexién en la
accion”.

El objeto de esta técnica, no es comprobar la eficacia de una teoria, es ensefar a analizar situaciones
concretas y aportar vias de solucion a los problemas, teniendo como soporte la experiencia personal, los
conocimientos cientificos necesarios, la comprension de la situacion que describe el caso y un cierto
sentido comun que aporte operatividad a las conclusiones

Como en toda investigacién educativa se planifica, se recogen datos, se analiza e interpreta la
informacién y se elabora el informe, con la peculiaridad de que el propédsito de la investigacién es el
estudio intensivo y profundo del caso.

Las etapas que he seguido han sido las siguientes:

o Etapa inicial: exploracion y conocimiento. Se analizan sujetos (grupo control y experimental),
lugares y acontecimientos que van a ser objeto de estudio(clase de informética y de matematicas),
asi como las cuestiones fundamentaies (actitud ante la materia, contenidos conceptuales,
procedimentales, evaiuacion del proceso) y los problemas implicados en el mismo, estrategias a
utilizar y duracién del estudio.

» Segunda etapa: Obtencién de datos a través de diferentes estrategias e instrumentos (Andlisis
indirectos, diario, cuestionarios, etc.).

» Tercera etapa: se realiza el andlisis e interpretacién de los datos obtenidos, para terminar con la
elaboracion del informe. A lo largo de la investigacién se incorporan nuevas ideas o
planteamientos que van surgiendo, lo que hace posible modificar o reestructurar las anteriores
(Ruiz Carrascosa: 1995)

2.1. ETAPA INICIAL: EXPLORACION Y CONOCIMIENTO

En primer lugar ha sido necesario decidir con qué grupo de alumnos y alumnas realizaba la experiencia.
Elegi un curso de Primero de Bachillerato (12G) ya que podia tener otro grupo de control al que le
impartia clase (1°E).

RUIZ CARRASCOSA, J. (1995): Es estudio de casos. Una estrategia para el andiisis del uso de las nuevas
tecnologias de la informacién (NTI) en Educacion. En LOPEZ-BARAJAS Y J.M. MONTOYA (Eds.): El estudio de
casos . Fundamentos y Metodologia. Madrid. UNED
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bocadillo. estoy deseando que llegue el recreo para comerme un bocadillo de...Por falta de suefio,
alimentacién o motivacion

- Motivacion: Yo me entero pero me da igual, no me interesa porque no sirve de nada. Si hubiera
estudiado en mi casa ayer ahora me enteraria de lo que el profesor estd explicando. Como me lo
pregunte, me pone un buen cate. En cuanto llegue a casa me pongo a estudiario ..Seguro que en el
examen saco muy buena nota, porque me entero muy bien Cuando llegue a casa me pongo a
estudiar una hora y no tendré ninguna duda... Me encantan las matemédticas... Podemos repetir un
gjercicio de ayer que lo intenté y no me sale...

- Ven necesaria la ayuda del profesor y valorar su actitud: va un poco rdpido pero se preocupa mds
que otros profesores.. Qué espiritu de enseflanza y qué energia, con este profesor da gusto...

- Ambiente de clase: Céllate, que no me voy a enterar de nada

- Relacion con la clase de informética: las clases de derive son muy interesantes y educativas.. Con el
derive terminaré de aprender la leccion...

2.3. TERCERA ETAPA: ANALISIS, INTERPRETACION E INFORME.

Uno de los puntos importantes en esta investigacion accién ha sido el proceso de evaluacién llevado a
cabo. Se posibilita la autoevaluacion y facilitan formas de aprendizaje y de ensefianza mas refiexivas,
criticas y participativas. Se evalua al mismo tiempo el proceso de ensefnanza y el de aprendizaje.

El utilizar este recurso, solo una hora al final de la unidad, ha tenido una serie de ventajas en el grupo
experimental, no sélo desde el punto de vista conceptual, sino procedimental y, sobre todo, actitudinal
para el drea de Matematicas.

Al utilizar este recurso informatico se ayudé en primer lugar a analizar situaciones concretas y aportar
vias de solucion a los problemas, teniendo como soporte la experiencia personal, los conocimientos
cientificos necesarios, la comprensién de la situacién que describe el caso y un cierto sentido comun que
aporte operatividad a las conclusiones; en segundo lugar motivar al alumnado y como decia Berral J. y
Serrano |. mejorar el ambiente de la clase “e! ordenador mejora tanto la comprensién de esta asignatura
como el ambiente de clase y el interés de nuestros alumnos y alumnas por esta materia”.; en tercer
lugar es un recurso que ayuda al profesorado a la exposicion de conceptos y a cambiar su metodologia,
reforzando los conocimientos y dando la posibilidad de usar un procedimiento especifico de software.

3. BIBLIOGRAFIA
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PEREZ SERRANO, G. (1994) Investigacion cualitativa. Retos e interrogantes. |. Métodos. Madrid: La
Muralia.
RUIZ CARRASCOSA, J. (1995). Es estudio de casos. Una estrategia para el anélisis de! uso de las
nuevas tecnologias de la informacién (NTI) en Educacién. En LOPEZ-BARAJAS Y J.M.
MONTOYA (Eds.): El estudio de casos. Fundamentos y Metodologia. Madrid. UNED.
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UNA EXPERIENCIA EN 4¢ DE E.S.O.

CARMEN ARESE OLIVA - M? GUADALUPE BUENDIA CASTINEIRA - PiLAR CAZENAVE BERNAL
PitAR Escumia BaSART - DoLORES PEREIRA FIGUEROA - ENRIQUE RAMIREZ GUERRERO
MANUEL SANCHEZ VAZQUEZ

En esta comunicacién pretendemos presentar la experiencia realizada este curso con los
alumnos de todos los grupos de 42 de E.S.O. de nuestro centro (seis en total). Estos alumnos ya en 32 de
E.S.O. realizaron trabajos de investigacion trimestrales con lo que adquirieron bastante experiencia. Con
ellos intentamos acercar a los alumnos a las Matemdticas, la idea de estos trabajos es que los alumnos
profundicen en ios conocimientos mateméticos y los relacionen con otros aspectos fuera de las
matematicas del curriculum, proponiéndoles otros temas de la vida cotidiana, mas o menos relacionados
con las matematicas. Asi hemos conseguido motivarios y también ayudarles a aprobar la asignatura de
Matematicas.

Estos trabajos:

- Han sido obligatorios para todos los alumnos y alumnas de 42 de E.S.O.

- Han realizado uno cada trimestre, suponiendo el 20% de la nota de la evaluacion correspondiente.
- Se han realizado en grupos de tres o cuatro alumnos y alumnas.

- Se han elaborado fuera del horario escolar, salvo algunas actividades muy concretas.
- A cada trabajo se le ha dedicado una o dos clases para orientar a! alumnado.

- Para evaluar los trabajos se ha tenido en-cuenta:

- La presentacion: ortografia, expresion, claridad, limpieza, etc.

- El contenido matematico del mismo.

- La creatividad y originalidad.

- La colaboracién en el grupo.

Durante este curso hemos realizado los tres trabajos siguientes:

- El Planeta Tierra. Este trabajo, por ser el primero del curso lo enfocamos de una manera muy dirigida. A
cada grupo se les entregaron un par de folios con una serie de preguntas y un guién muy concreto de lo
que tenian que hacer. En él se ha trabajado: la esfera, dimensiones de la tierra, coordenadas

geograficas y husos horarios.

- Fotografia y Matematicas. Este trabajo ha sido bastante menos dirigido, los alumnos tenian que hacer
fotos “matematicas” y buscar imagenes, también “matematicas”, en revistas y periédicos, luego tenian
que poner un titulo y comentar las matemaéticas que veian en esa imagen. La mayoria de los conceptos
que han aparecido en este trabajo son, légicamente, de geometria pero nos han sorprendido con otras
muchas cosas y algunos han sido muy criginales, tanto en las fotos e imagenes, como en los titulos que

les han puesto.

- Juegos Matemadticos. En el ltimo trimestre el trabajo ha consistido en realizar un juego: elaborar el
material para el mismo, explicar las regias y buscar las estrategias ganadoras, si las hubiera. Ademas
tenian que inventar otro juego distinto que se pudiera jugar con el mismo material o similar. Para ello a
cada grupo se le entregd un guidén sobre un juego (todos distintos, unos 35 juegos en total) y ellos

tenian que encargarse de todo lo demas.

A final de curso se les ha pasado una encuesta para conocer su impresién sobre los trabajos
realizados durante el mismo. En la encuesta queriamos saber que trabajo les ha resultado mas facil, si les
parece que estan relacionados con las matematicas, si se han divertido realizandolos, si estan contentos

con el resultado, etc.

Los resultados han resultado bastante claros, el trabajo que menos les ha gustado hacer ha sido el
primero, pero les han resultados muy amenos los otros dos, y el resultado con el que han quedado mas
satisfechos ha sido con el juego. La mayoria de los alumnos piensa que la nota que han obtenido en el
trabajo era la que se merecian y muchos de ellos creen que estos trabajos les han ayudado a superar la

asignatura.

A continuacién adjuntamos los dos primeros trabajos (la misma hoja que se les entrega a los

alumnos) y el tercero se puede ver en el taller de juegos.
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MATERIALES PARA UNA PROPUESTA INTERDISCIPLINAR
ENTRE MATEMATICAS E IDIOMAS

MAanNUEL RONDON BUENDIA - PEDRO J. MARTINEZ FERNANDEZ - RICARDO CONTRERAS CALVACHE

La relacién de las asignaturas de Inglés y de Francés con las Matematicas se reduce
normalmente a ver como se dicen los nimeros mas sencillos. De hecho, cuando empezamos a pensar
en este proyecto, los profesores de matematicas que formamos este grupo tampoco ibamos mucho més
alla: pese a que en nuestra formacién hemos tenido que consultar libros y articulos de matematicas
“superiores” en estos idiomas no éramos capaces de expresar ni las operaciones mas sencillas, ni los
términos mas elementales. La situacion no era mucho mejor en nuestros compafieros de idiomas. La
idea era intentar introducir en el curriculo de las asignaturas de idiomas la terminologia usada con mas
frecuencia en las matematicas escolares. Asi que empezamos por investigar sobre como se traduce ésta
al francés y al inglés. En la figura 1 puede verse un pequeno extracto del vocabulario que posteriormente
elaboramos.

ESTADISTICA - STATISTICS - STATISTIQUE

estadistica descriptiva

descriptive statistics

statistique descriptive

Poblacion population population
Muestra sample échantillon
tamano de la muestra | size of the sample tailie
Caracter character caractére

variable estadistica

statistical variable

variable statistique

variable cuantitativa

quantitative variable

variable quantitative

variable cualitativa

cualitative variable

variable qualitative

variable discreta

discreet variable

variable discréte

variable continua

continuous variable

variable continue

dato/s

datum/data

donnée

Figura 1

Las primeras actividades que confeccionamos fueron lecturas introduciendo histéricamente en
los diferentes idiomas la aritmética, la geometria y las funciones y graficas. Ademas tomamos algunas
actividades recreativas de los libros que habiamos consultado.

Aprovechando que, con la implantacién de la E.S.O., las editoriales habian inundado nuestros
centros de libros de texto, lo primero que hicimos el segundo ano fue buscar actividades relacionadas
con las matemadticas en los textos de idiomas, obteniendo gran cantidad de material, pero que nos
parecié de escaso interés en su mayor parte. Tras consultar aproximadamente la misma cantidad textos
de matematicas, encontramos una sola pagina relacionada con las asignaturas de idiomas. Después de
esto, modificamos nuestra linea de trabajo: teniamos que tratar de introducir las matemaéticas en las
clases de idiomas (y viceversa). Asi, ese mismo afo, comenzamos a disefiar materiales y actividades
interdisciplinares:

s Los primeros fueron sopas de letras, de nimeros y otros “pasatiempos”.

+ Copiamos pequefios articulos matematicos de revistas extranjeras de divulgacién sobre los que
los alumnos realizan actividades puramente linglisticas en las clases de idiomas.

* Tradujimos al inglés y al francés actividades sobre graficas que nuestros compaferos usan para
trabajar con sus alumnos cémo se pregunta y cdmo se responde en esos idiomas. Ademas, la
gran cantidad de informacion que se puede extraer de una gréfica, les permite proponer
redacciones.

. Fotocopiamos hojas de teleprogramas ingleses y franceses para realizar operaciones con
unidades sexagesimales.

Pero cierto dia, en cierto cursillo, tuvimos la fortuna de cruzarmos con un tal Luis Berenguer, que

venia de Granada a hablarmos sobre materiales manipulativos para el Aula de Matematicas y a partir de
ese cierto dia hemos desarrollado la parte de nuestro trabajo de la que nos sentimos mas satisfechos:
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RESOLUCION DE PROBLEMAS.
ESTRATEGIAS.

MONTSERRAT SANCHEZ PEREZ - RAFAEL IBAREZ LOPEZ.

INTRODUCCION.

“La capacidad de soslayar una dificultad, de seguir un camino indirecto cuando el directo
no aparece, es lo que coloca al animal inteligente sobre el torpe, lo que coloca al hombre
por encima de los animales mds inteligentes, y a los hombres de talento por encima de
sus comparieros, los otros hombres”. (G.Polya. Mathematical Discovery).

La resolucién de problemas en matematicas ha atravesado diferentes etapas, en relacién con la
concepcién matematica dominante. Para la matematica clésica, los problemas estaban en el origen de
los conceptos. Asi muchos de los conceptos geométricos primitivos derivan de los problemas no
resueltos centrados en la cuadratura del circulo o la triseccion del angulo; mas adelante, los problemas
basados en el calculos de tangente a una curva y su reciproco, centrado en el calcuio de la superficie
encerrada por una curva, dieron lugar al célculo diferencial. La introduccién de la matematica formalista
dejé un tanto de lado los problemas de aplicacidn, y se centro en problemas de fundamentacién de la
matematica ( S.XIX y XX).

La resolucién de problemas es considerada en la actualidad la parte mas esencial de la
educacién matematica. Mediante la resolucién de problemas, los estudiantes experimentan la potencia y
utilidad de las Matematicas en el mundo que les rodea. El parrafo 243 del Informe Cockroft sefala que la
ensefanza de las Matematicas debe considerar la “ resolucién de problemas, incluyendo la aplicacién de
las mismas a situaciones de la vida diaria”. EI N.C.T.M. de Estados Unidos declaraba hace mas de diez
afnos que el objetivo fundamental de las Matematicas no deberia de ser otro que el de la resolucién de
problemas. Aqui en Espana la resolucién de problemas aparece de forma explicita en el Curriculum de la
E.S.0. y del Bachillerato como una tarea necesaria en el proceso ensefnanza — aprendizaje.

Segln el procedimiento seguido en la resolucién de un problema podemos clasificar a estos en
cuatro tipos:

1. Problemas de aplicacion directa: sélo requieren de operaciones matemdticas simples ( por
ejemplo, sustitucion de datos de las variables de una ecuacién y despeje de la incégnita) y suelen
denominarse “efercicios’”.

2. Problemas algoritmicos. implican el seguimiento de una secuencia de operaciones cerrada
(“algoritmo”) que garantiza ia consecucion de la solucién.

3. Problemas euristicos. Estos problemas suelen precisar de la puesta en juego de una estrategia con
una planificacion consciente previa (en este grupo se pueden encuadrar la mayoria de los problemas
clasicos.)

4. Problemas creativos. Estos problemas permiten la adopcién de estrategias de resolucién que no
suelen adaptarse a ningun patron predeterminado (admitiéndose incluso la resolucién por intuicién)
aunque no se garantiza que todos los sujetos puedan hallar una solucién y que esta sea la optima.

En cuanto al nimero de soluciones se suele hablar de problemas cerrados cuando la solucién es unica y

no admite dudas en cuanto a su validez y problemas abiertos que son aquellos problemas que admiten

varias soluciones que a priori no pueden ser aceptadas o rechazadas con total certeza.

Desde un enfoque ligeramente distinto Watts (1.991) habla de problemas “dados”, donde el
resolutor dispone del objetivo y las estrategias, problemas “objetivos’ donde el resolutor sélo cuenta
con el objetivo, debiendo desarrollar sus propias estrategias y problemas “ propios’ en el que el
resolutor decide tanto el objetivo como las estrategias.

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS.

“Resolver un problema es encontrar un camino alli donde no se conocia
previamente camino alguno, encontrar la forma de salir de una dificultad, de sortear un
obstdculo, conseguir el fin deseado, que no se consigue de forma inmediata, utilizando
los medios adecuados.” ( G. Polya ).

Se acostumbra liamar modelo de resolucion de problemas a una doctrina que clasifica y analiza la fase
del proceso de resolucién del problema, las sugerencia y estrategias euristica y los distintos aspecto de
orden cognoscitivo, emocional, cultural, cientifico etc. que intervienen en el proceso.
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Polya, en su libro clasico “ Cémo plantear y resolver problemas” propuso un modelo ideal para describir
el proceso de resolucién de problemas que lo divide en cuatro fases. Desde entonces se han propuesto
otros modelos que derivan del propuesto por Polya. Cabe destacar el modelo de Mason - Burton —
Stacey y el de Schoenfeld. Todos ellos incluyen una Ultima fase de comprobacién de los resultados. Esta
ultima parte es de vital importancia para que la tarea de resolucién de problemas dé origen ha
aprendizajes significativos; ya que se trata no sélo de mirar hacia atras sino también hacia los lados y
hacia delante. Examinar lo que se ha hecho para encontrar la solucién, para ver si es correcto no basta
para que se aprenda gran cosa, hace falta ver si el problema se puede resolver de otra manera;
relacionar, si es posible distintas formas de resolverlo; examinar qué problemas relacionados con el que
se ha resuelto estan también solucionados al haber solventado éste; a que otros se puede extender el
procedimiento de resolucion de manera natural; cuales se podrian solucionar con lo que se acaba de
obtener.

El proceso de ensefanza — aprendizaje de la resolucion de problemas conlleva mucho tiempo, la
habilidad para resolver problemas no sélo se adquiere de modo cuantitativo, sino mas bien,
familiarizandose con una serie de técnicas de resolucién.

Hemos realizado una experiencia con un grupo de 30 alumnos de 3° de E.S.O. sobre el “Estudio de la
Combinatoria”, al que hemos dedicado 8 horas; basdandonos en el hecho de que en la vida cotidiana
aparecen situaciones en la que escogemos o seleccionamos una serie de objetos pudiendo contener
elementos repetidos y, en las que con frecuencia se establecen ordenaciones. Estas situaciones se
denominan; “situaciones de Combinatoria’. Las estrategias de tipo combinatorio requieren un método de
trabajo sistematico y ordenado, valido para ayudamos en nuestras actitudes y comportamientos
cotidianos. Al encontrar todas las posibles formas de ordenar los elementos de un conjunto, se facilita la
toma de decisiones en muchos problemas.

{ ESTUDIO DE LA COMBINATORIA ]

En primer lugar, motivamos a los alumnos del porqué de este tema, les comentamos situaciones y
ejemplos reales. Los pasos que se ha seguido para la comprensién de estos conceptos han sido:

A) Introduccién de ias Variaciones y Permutaciones.

Problema 1.

Con los digitos 1,2,3,4 y 5 ; cudntos nimeros de dos cifras se pueden formar ?.

Se les dijo a los nifios que primero leyeran el problema y que después contestaran a la siguiente
pregunta : ; Se pueden repetir los digitos?.

Algunos contestaron que si y otros que no. Aqui el alumno pone en juego las estrategias.

+ Admitiendo la repeticion y generalizando con mas digitos los alumnos llegaron a obtener la

relacion: n* — Férmula de Variaciones con Repeticién de “n” elementos tomados de 2 en 2.
* Admitiendo la no repeticién y generalizando llegaron a obtener la relacion:
n(n-1)—>Fdérmula de Variaciones Ordinarias de ‘n” elementos tomados de 2en 2.

La siguiente pregunta que se les formulé fue:
¢ De cudntas maneras se pueden elegir 3 elementos de entre un conjunto de “n” elementos
distintos?.

i) Sin Repeticion

if) Con Repeticion.

Sucesivamente, con bastantes ejemplos llegaron a una generalizacion :
Variaciones Ordinarias: b/: = n(n-1)(n-2)....... (n-k+1).|

Variaciones con Repeticién: R:=n*|

n
Problema 2.
Con los digitos 1,2,3,4 y 5, ¢ cudntos nimeros de 5 cifras distintas se pueden formar?.
Los alumnos se percataron de que el problema era similar al primero, por lo que comentaron que
eran Variaciones Ordinarias isin Repeticién), se les comenté que en este caso se llamaban

Permutaciones Ordinarias:

Para introducir el concepto de Permutaciones Con Repeticion se sugirié el siguiente problema:

¢ Cudntos numeros se pueden formar con tres “1”y dos “2"?

Las estrategias, que utilizaron, fueron muy diversas, al igual que sus respuestas. Analizamos,
entre todos, las respuestas y después de desbloquearios en ciertas situaciones, se liegé a la
Férmula de Permutaciones Con Repeticion:
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LAS ACTITUDES EN MATEMATICAS Y SU EVALUACION

M? IsaBeL FUENTES ORTEGA

Las actitudes son nuevos contenidos curriculares que se deben transmitir y
evaluar en la Educacidén Secundaria Obligatoria. Una de las principales dificultades
a las que se enfrenta el profesorado es la de como medir y evaluar las actitudes.
En esta comunicacion se pretende realizar un acercamiento a los contenidos
actitudinales en matemdticas. También se reflexiona sobre las actitudes de los
alumnos y alumnas en el marco de las clases de matemaéticas y se describen
brevemente algunas de las técnicas e instrumentos para su evaluacion.

INTRODUCCION

La importancia atribuida a los contenidos es una de las novedades que mas llama la atencién en las
propuestas curriculares elaboradas en el marco de la Reforma del sistema educativo espaiiol (Coll y
otros, 1992). Estas propuestas han introducido los contenidos actitudinales, al mismo nivel que los
procedimentales y conceptuales; lo cual supone aceptar el hecho de que pueden y deben ser objeto de
ensefanza y aprendizaje en la escuela.

El estudio de las actitudes “no sélo tiene sentido en la medida en que contribuye a caracterizar mejor o
con mas amplitud el fenémeno educativo, sino también porque puede ser un instrumento que caracterice
la eficacia del propio proceso educativo” (Gairin, 1987: 23). Una de las areas del conocimiento dentro de
la que se han analizado de forma mas sistematica las actitudes de los alumnos y alumnas es la de las
matematicas (Giménez, 1997).

La importancia de las actitudes en el aprendizaje de las matematicas se justifica, entre otras muiltiples
razones, por el interés que se deriva del alto fracaso en esta materia, a pesar de ser considerada una de
las mas importantes dei curriculo escolar. Este fracaso puede deberse a la aparicién de actitudes
negativas causadas por diversos factores personales y ambientales, cuya deteccién seria el primer paso
para tratar de contrarrestar su influencia con efectividad.

Pero, a pesar de todo lo dicho, tanto alumnado como profesorado de matematicas prestan mucha menos
atencién a las actitudes que al resto de componentes de los disefos curriculares y de las
programaciones. Las causas pueden ser diversas (imprecisiones conceptuales, visiones contradictorias,
etc.), pero los principales problemas estan en el ambito de la practica evaluadora (Gairin, 1987;
Hemandez y Gémez-Chacén, 1997). Muchos profesores y profesoras no saben cémo se pueden mediry
evaluar; otros no consideran necesaria su evaluacion.

¢QUE SON LAS ACTITUDES?

Cuando alguien se acerca al tema de las actitudes el primer problema con el que se encuentra es la
propia delimitacién del concepto. Resulta mas facil caracterizar las actitudes que definirlas; de hecho,
desde principios de siglo se han recogido cientos de definiciones (Bolivar, 1992). Una de las mas
conocidas es la que proponen Coll y otros (1992) como “tendencias o disposiciones adquiridas y
relativamente duraderas a evaluar de un modo determinado un objeto, persona, suceso o situacién y a
actuar en consonancia con dicha evaluacién” (p. 137).

Podemos diferenciar tres componentes basicos con los que actla siempre la formacién y el cambio de
actitudes: cognitivo, afectivo y conductual. El primero, consta tanto de las creencias de la persona sobre
el objeto de la actitud como del conocimiento que posee sobre él. El segundo, esta compuesto por los
sentimientos y emociones que dicho objeto despierta. El tercero, incluye las tendencias, disposiciones e
intenciones hacia el objeto, asi como las acciones dirigidas hacia él.

Si el objeto actitudinal es el area de Matematicas, podemos distinguir dos grandes categorias (NCTM,
1991; Hernandez y Gémez-Chacén, 1997): actitudes hacia las matematicas y actitudes matematicas.

a) Las actitudes hacia las matemdticas se refieren a la valoracion y el aprecio de esta disciplina y al
interés por ella y por su aprendizaje, subrayando mas el componente afectivo que el cognitivo. Dentro de
esta categoria podemos senalar: actitudes hacia la matematica y los matematicos/as, interés por el
trabajo matematico, actitudes hacia las matematicas como asignatura, actitudes hacia determinadas
partes de las matematicas y actitudes hacia los métodos de ensehanza.

Entre los contenidos actitudinales recogidos en el Disefio Curricular Base del 4rea de Matematicas para
la ESO (MEC, 1989), se senalan dentro de esta categoria actitudes referentes a la apreciacién de las
matematicas: reconocer su utilidad para resolver problemas de la vida cotidiana, por sus aplicaciones a
otras ramas del conocimiento, y también la belleza, potencia y simplicidad de sus lenguajes y métodos
propios.

b) Las actitudes matemdticas, por el contrario, tienen un caracter marcadamente cognitivo y se refieren
al modo de utilizar capacidades generales como la flexibilidad del pensamiento, la apertura mental, el
espiritu critico, la objetividad, etc., que son importantes en el trabajo en matematicas.
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También en el Disefio Curricular Base, en relacién a esta segunda categoria, se destacan las actitudes
referentes a la organizacion y los habitos de trabajo: la curiosidad y el interés por investigar y resolver
problemas, la creatividad en la formulacién de conjeturas, la flexibilidad para cambiar e propio punto de
vista, la autonomia intelectual para enfrentarse con situaciones desconocidas y la confianza en la propia
capacidad de aprender y resolver problemas.

Las actitudes de los alumnos y alumnas (actitudes matematicas y hacia las matematicas) en el contexto
escolar se insertan en complejos actitudinales mas amplios (actitudes hacia la educacién, escuela,
profesorado, etc.), pudiéndose distinguir entre las variables asociadas a la actitud variables personales
(sexo, edad, personalidad), familiares y escolares (profesor/a, estrategias metddicas, rendimiento)
(Gairin, 1987).

¢PUEDEN EVALUARSE LAS ACTITUDES?

Las actitudes, tal como las hemos definido anteriormente, se pueden valorar, e incluso se pueden medir,
asignandoles una determinada puntuacion a través de ciertas escalas. Ahora bien, esto no significa que
esta evaluacion responda a esquemas similares a los de la evaluacién del rendimiento académico en el
dominio cognitivo (a los que estén acostumbrados los docentes), ni que tampoco sea problematica.

La evaluacién de las actitudes nunca debe equipararse con los exdmenes y las calificaciones escolares,
puesto que es la orientacién formativa y de diagndstico la que debe primar en la evaluacién de estas
actitudes. Tenemos vias y procedimientos, aunque sean inferenciales, para evaluar las actitudes de un
estudiante en relacién con las mateméticas, situandole en un rango entre lo mas favorable y lo mas
desfavorable y, por consiguiente, pudiendo comparar su situacion relativa con la de otro estudiante y con
la de otros criterios de referencia.

Sin embargo, esto no posibilita de manera directa una calificacién valorativa de! estilo de la que, por
ejemplo, se puede obtener sobre el aprendizaje y comprension de conceptos matematicos. Un
estudiante puede tener unas actitudes mas o menos favorables o desfavorables al trabajo en equipo y al
trabajo individual en el aula, pero no pareceria sensato calificarle por ello como insuficiente o
sobresaliente. En la practica, si que podria ser aplicable la calificacion si se ha establecido de antemano
que la actitud favorable o desfavorable ante algo debe calificarse (negativamente, con puntuaciones
bajas, 0 con puntuaciones altas, de manera positiva).

Pero debe aclararse que calificar actitudes al estilo de otras variables de rendimiento académico, para
considerarlas de la misma manera en decisiones promocionales, requiere decisiones previas en el
proceso de la planificacién curricular en la linea concretada anteriormente.

Otro elemento a tener en cuenta, que ya hemos apuntado, es el hecho de que las actitudes no se
pueden medir directamente. Es necesario inferirlas a partir de las respuestas del alumnado ante el
objeto, persona o situacién de la que se realiza la evaluacion subjetiva (Bolivar, 1992; Coll y otros, 1992;
Junta de Andalucia, 1996). Estas respuestas pueden ser verbales o comportamientos manifiestos. En
ambos casos, deberemos realizar una interpretacion de tales respuestas, como paso previo a la
evaluacion de actitudes.

Cuando el profesorado de matematicas se plantea la evaluacion de las actitudes, debe tener en cuenta
que el alumno o alumna desarrollara actitudes positivas o negativas no sélo en funcién del contenido de
la asignatura, sino también, y de un modo ineludibiemente interrelacionado, en funcién del ambiente que
se genere durante el aprendizaje de dichos contenidos; de las posibilidades que se ofrezcan de realizar
una variedad de actividades y de mostrar un comportamiento que sea aceptable para los demas.

TECNICAS E INSTRUMENTOS DE EVALUACION

Una evaluacion de la actitud del aiumnado requiere informacion acerca de sus tres componentes en una
gran variedad de situaciones, y debe considerar todos los aspectos de la actitud y hasta qué grado estan
presentes (NCTM, 1991). Ademas, dependiendo del sistema de medicién que empleemos, podemos
encontrar resultados bien distintos para una misma actitud en un aiumno o alumna.

Todo lo anterior nos pone de manifiesto la necesidad de que el profesorado de matematicas se apoye en
un buen nuimero de técnicas e instrumentos (Bolivar, 1995; Clemente y Fernandez, 1992; Perles y San
Martin, 1995) a la hora de evaluar actitudes, entre las que destacamos las técnicas de observacion, los
intercambios orales, las escalas de actitudes y la revision de las tareas del alumnado.

A través de las técnicas de observacién la informacién se obtiene de la observacién de la conducta o
comportamiento que los alumnos y alumnas manifiestan espontaneamente durante su trabajo diario en el
aula.

Para aprovechar mejor la informacién que puedan aportar estas observaciones, seria conveniente que el
docente construyera sus propios instrumentos de observacion y registro, que le permitieran estimar la
situacion inicial del grupo con respecto a una determinada actitud, o estimar los progresos que se van
alcanzando con las intervenciones realizadas.

Entre los instrumentos para sistematizar las observaciones subrayamos las escalas de observacién que
son un conjunto de cuestionarios/escalas con aquellos indicadores o categorias que nos interesa
observar. Segun el formato podemos distinguir: listas de control (en las que se observa la presencia o
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ausencia de una categoria 0 rasgo de conducta); escalas de valoracién (en las que se estiman ademas,
los grados en que se presenta, y se recogen matices de los aspectos observados) y, finalmente, pautas
de observacioén (en las que se presentan un conjunto de indicadores o pautas).

Otro de los instrumentos para facilitar la observacion es el registro anecddtico. Con él registramos (en
cuademno o fichas) los incidentes sucedidos a un estudiante, o a un grupo, que denoten una actitud o
comportamiento representativo de ésta.

Por tltimo, el diario de clase del profesor o profesora, de escasa tradicion en nuestro pais, puede ser
también un medio Util para recoger datos con una cierta continuidad: observaciones, sentimientos,
reflexiones, impresiones personales, etc. sobre el ambiente de clase, lo que ha sucedido, o las actitudes
del alumnado. Puede también alentarse al alumnado a mantener diarios sobre el mismo tema con objeto
de obtener informacion desde diferentes perspectivas.

Una variedad especifica de las anteriores técnicas de observacion son los intercambios orales con los
alumnos y alumnas, mds estructurados, entre los que incluimos entrevistas, debates, asambleas,
puestas en comin, exposiciones orales, juegos, autoevaluacién, coevaluacién, etc. Estos intercambios
permiten advertir la manifestacién y progresiva incorporacion o consolidaciéon de actitudes, tanto
individualmente como en grupo.

En otro nivel distinguimos las escalas de actitudes que consisten en proporcionar un cuestionario con
una lista de enunciados (escalas tipo Likert) o con adjetivos bipolares (diferencial semantico) sobre el
tema objeto de ia medida, y solicitar que los alumnos y alumnas respondan, de acuerdo con unos
grados, segun sus sentimientos o actitudes.

En ocasiones, junto a estas cuestiones cerradas, puede dejarse alguna pregunta abierta a partir de la
cual los alumnos y alumnas puedan expresarse libremente en relacion con sus actitudes.

En Gltimo término, la revisién de las tareas del alumnado puede aportarnos informacion sobre actitudes
de una manera continuada, a través del andlisis del cuaderno de clase, o de una forma puntual, a través
del andlisis de monografias, o de textos escritos y pequefias investigaciones que periddicamente el
profesor o profesora propone.

CONSIDERACIONES FINALES

La Reforma ha introducido cambios visibles en la evaluacion, pero aln imprecisos y vagos. Destacamos
dos grandes cambios: la consideracion de las actitudes como objeto de evaluacion y la diversificacion de
los instrumentos; aunque no se elimina, el instrumento de evaluacion por excelencia: el examen.

No obstante, se detecta habitualmente la separacion artificial de las actitudes de los conceptos y
procedimientos en el proceso de ensefianza-aprendizaje y, por lo tanto, en la evaluacién. Ademés, las
actitudes que se suelen evaluar parecen universales y genéricas: entregar los trabajos y portarse bien.
Los profesores y profesoras de matemaéticas suelen encontrar distintos tipos de dificultades en la practica
habitual de la evaluacién. Por una parte, tienen dificultades centradas en el conocimiento de técnicas e
instrumentos de evaluacion, que son propias de una deficiente formacion inicial y de la inexistencia de
una formacién permanente. Por otra, tienen dificultades centradas en las condiciones del centro.

Parece que para reorientar la evaluacion de actitudes en matematicas es preciso que se modifiquen las
actuales concepciones del profesorado sobre qué son las actitudes y como funcionan, la epistemologia
de las matematicas, el proceso de ensefanza-aprendizaje y la misma evaluacion (Sagarra y Traver,
1997).

A pesar de estas y otras limitaciones, insistimos en la necesidad de superar obstaculos y barreras con la
finalidad de realizar la evaluacién de las actitudes de los alumnos y alumnas de una forma coherente,
integrada plenamente en el proceso de ensefianza-aprendizaje. De este modo, la evaluacion ofrecera al
profesorado de matematicas la informacién necesaria para ajustar su programacion y fomentar el avance
de los estudiantes hacia la obtencién de su autonomia intelectual.
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MATEMATICAS EN LA PLAZA MAYOR DE VERA

ANGELES LOPEZ- M® ENCARNA AZNAR - BELEN AviLA - BARBARA ALARCON
CATALINA CASTILLO - TERESA LAZARO - CARMEN Ruz

Pretendemos contar nuestra pequefia contribucidn al Afio Internacional de las Matematicas. Se trata de
un concurso-espectaculo para equipos de alumnos y alumnas de ESO y Bachillerato llevado a cabo en
la Plaza Mayor de Vera (Almeria). Ademas del concurso, el piblico tenia actividades para grandes y
pequenos, y exposiciones. Empezamos por el principio.

LA IDEA DEL PROYECTO.

La idea del concurso surge en el grupo de trabajo que, para este curso 99/00 denominamos
"Matemdticas fuera del aula", pero que se trata de un grupo de trabajo consolidado, ya que,
practicamente las mismas componentes, formamos durante los seis afos anteriores un Seminario
Permanente sobre "Historia de las matemaéticas en el aula". Para este curso decidimos trabajar de forma
més sistemdtica otro de los aspectos que aborddbamos en nuestro trabajo en los institutos: las
actividades matematicas en horario extraescolar, fuera del aula. El hecho de que el afio 2000 haya sido
declarado por la UNESCO Afo Intemacional de las Matematicas y el haber sido aigunas de nosotras
testigos, en las Jomadas de la Thales en Jaén, de las actividades desarrolladas en los parques de Jaén
y Ubeda, nos animaron a hacer aiguna actividad de este tipo, abierta a todo el pablico, en la calle. Las
componentes del grupo desarrollamos nuestra labor docente en los institutos de Cantoria (1), Turre (1),
Roquetas de Mar (1) y Vera (4). La eleccién estaba clara. Propusimos la idea al Ayuntamiento de Vera,
que financié econémicamente el proyecto. El concurso se desarrollaria en la Plaza Mayor de Vera el dia
20 de mayo de 2000, sabado, dia del mercado semanal.

GRAN FESTIVAL MATEMATICO VERA 2000

Este fue el titulo elegido para la actividad. A las 10 de la manana estaba todo instalado en la
Plaza y, los mas madrugadores, que deseaban hacer sus compras antes de que calentara el sol, se
encontraron con una sorpresa. En el lugar donde habitualmente estaban los vendedores de zapatos,
camisetas,... hoy encontraban {MATEMATICAS!

Rincones tematicos.

En la Plaza podian encontrar rincones tematicos con material manipulativo y amables monitores
que animaban a la participacion y explicaban cualquier duda sobre si "o que teniamos alli se vendia o
no”. Los rincones eran:

* Topologia, con todo tipo de juegos topoldgicos en los que habia que desenredar, sacar,...

* Juegos légicos y de estrategia.

* Tan-gram, en el que se desafiaba a quienes se acercaban a construir mil y una figuras.

* Problemas de ingenio.

* El problema de Plateau o cémo encontrar superficies minimas con ayuda de agua jabonosa.

* Rincén infantil, con matematicas para los mas pequenos.

Exposiciones.

Al otro lado de la Plaza situamos las exposiciones, atendidas también por monitores, que eran:
* Fractales.
* Fotografias de matematicos y matematicas ilustras y breve resumen biogréfico.
* Fotografia matematica.
* Sistemas de numeracién en diferentes culturas y pueblos.
* Desafios a la percepcién.
* Matematicas para sonreir, seleccion de tiras de Mafalda en las que se alude a las matematicas.
* La obra de Escher y su relacién con las matematicas.
* Curiosidades matematicas.
Ademas, entre las dos fases del concurso, el publico pudo participar en un bingo matematico.

El concurso.

El concurso-espectaculo comenzé a las 11 de la mafana. Participaban cinco grupos de
estudiantes de ESO y Bachillerato. Cada grupo estaba formado por seis alumnos y alumnas, dos del
primer ciclo de ESO, dos del segundo ciclo de ESO y dos de Bachilierato. El alumnado procedia de ios
centros de ia comarca que desearon participar, siendo seleccionados por cada centro a criterio de sus
profesores/as. La formacién de los equipos |la hicimos nosotras procurando que, en cada grupo, hubiese
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alumnado de todos los centros, para evitar competitividad “inter-centros® y para tratar de favorecer la
colaboracién y el trabajo en equipo entre personas que acaban de conocerse.

Cada equipo llevaba el nombre de un matematico o matematica famosa (Pitagoras, Gauss, Ada
Byron, Hipatia y Newton) y llevaban camisetas distintivas.

El concurso constaba de tres fases:
12 FASE. Durante media hora, todo el equipo, trataba de resolver el maximo nimero de pruebas posibles
de entre 18, tres pruebas de cada uno de los siguientes tépicos: geometria, topologia, juegos numéricos
con calculadora, medidas, tan-gram y problemas de ingenio.

22 FASE. En esta segunda fase habia pruebas diferentes para cada nivel:
- Los/as participantes del primer ciclo de ESO debian contestar a un bombardeo de preguntas
durante 30 segundos cada uno, 1 minuto por equipe.
- El alumnado del segundo ciclo de ESO debia jugar una partida de un dominé de fracciones.
- Para los mayores, habia una frase sobre Historia de las Matematicas, en la que faltaban cinco
palabras que debian completar con ayuda de libros y enciclopedias que poniamos a su
disposicion.
Un complicado sistema de puntuacién clasificaba a tres de los equipos participantes para la
FASE FINAL. Cada equipo debia desvelar, mediante mimica, una clave secreta a un grupito de personas
escogidas entre el publico. Se proclamaba vencedor absoluto del concurso el equipo que antes lograra
que se adivinase su clave.

Se termind, por supuesto, con entrega de premios, alegria y alborozo.

VALORACION DE LA ACTIVIDAD.

Nuestra valoracion no puede ser mas positiva , por muchas razones:

- Se ha consolidado nuestra experiencia de trabajo en grupo, de forma solidaria, ilusionante, con
buen humor,...
Ha supuesto un gran reto organizativo, que creemos haber superado dignamente.
El pueblo de Vera y quienes acudieron ese dia al mercado pudieron tener un contacto con “otras
matematicas".
Ha sido una tarea ilusionante para los alumnos y alumnas que se implicaron como monitores y
monitoras y que dieron pruebas de responsabilidad, simpatia, rigor y amor hacia las
matematicas.
Profesionalmente, hemos aprendido, ;como no? En la bisqueda y elaboracién del material,
tanto del concurso como de las exposiciones o actividades para el publico, hemos encontrado
cosas nuevas, resuelto problemas did4cticos, obtenido ideas para el aula.
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GYMKHANA MATEMATICA POR CORDOBA

FRANCISCO-JOSE ANILLO RAMOS - MARIA DE L0S ANGELES BENITEZ GARCIA
M? |saBeL DoMinGuez RuBio - FLORES SERRANO ORTA - LORENZO MARTIN HIDALGO

Esta actividad surge de la experiencia de intentar aunar el curriculum de
matemdticas con el conocimiento de nuestra ciudad, con la finalidad de demostrar
a nuestros alumnos cémo la matemaética estd inmersa en nuestro contexto real
diario y que, al mismo tiempo, esta realidad se puede descubrir de una forma
ludica y divertida.

Desde su primera edicion, en Marzo del 96, en la que participaron 276 alumnos de
los ultimos cursos de B.U.P., C.0.U., Bachilleratos L.O.G.S.E. y F.P. de 9
Institutos de Secundaria de Cobrdoba, y 26 profesores de matemdticas, la
GYMKHANA MATEMATICA POR CORDOBA ha evolucionado muy positivamente.
Hemos aumentado, hasta llegar a 500, el nimero de alumnos participantes, asi
como el de profesores organizadores. Asimismo, con el apoyo de la Delegacion
Provincial de Educacién y el C.E.P. de Cérdoba, se ha mejorado la compleja
infraestructura necesaria para la organizacion, preparacion y realizacién de esta
actividad, de la cual ya se han realizado 5 ediciones. Igualmente hemos contado
en las dos ultimas ediciones con la colaboracién de la S.A.E.M. “THALES” de
Cdrdoba.

¢EN QUE CONSISTE?
En la enciclopedia Espasa-Calpe encontramos la siguiente definicién de GYMKHANA:

GYMKHANA. Dep. Toda una serie de deportes que se efecutan en las estaciones
militares de la India en las que hay facilidad de ejercicios atléticos y juegos. El origen de
estos deportes fue el deseo de quitar la monotonia a la vida de los soldados y oficiales
en dichas estaciones, por lo cual en 1.861 el mayor John Trotter establecid la primera
gymkhana (asi llamada de gend-khana, patio para tenis), y el nombre del local pasé a
designar el conjunto de los deportes.

Enciclopedia Espasa-Calpe.

Como se puede comprobar, la frase: “el deseo de quitar monotonia a la vida de los soldados y
oficiales” es perfectamente aplicable a la idea que sustenta este evento educativo.

La Gymkhana Matematica es una prueba por equipos, de 4 participantes cada uno, en la que los
alumnos deben identificar y encontrar algunos lugares de la ciudad (Puntos Bases) dados en clave
matematica, y, a la vez, resolver una serie de problemas para cuya resolucion es necesario tomar algtn
dato o referencia en tomo a dichos lugares.

Las dos peculiaridades mas importantes de nuestra Gymkhana son:

El sistema de Puntos Base:

Dado el gran nimero de alumnos participantes (525, en la dltima edicién de la
Gymkhana), para conseguir que cada grupo siga su propia estrategia de realizacion de la
prueba es muy importante la dispersién de los mismos en el casco urbano. Esto supone
cubrir la zona con una red de PUNTOS BASES (en adelante PB.) que cada equipo podra
recorrer, total o parcialmente, en el orden que determinen.

Los problemas “in situ”:

Denominamos asi a aquelios problemas y/o ejercicios en los que para completar su
enunciado o su resolucion, es necesario obtener informacion en el lugar en el que se haya
ubicado el problema, ya sea ésta de cardcter geométrico, numérico o de cualquier otro tipo.

Pégina 297















IX Congreso sobre Ensefianza y Aprendizaje de las Matemdticas “THALES"”

CONCLUSION

Para el grupo de profesores y profesoras el organizar una serie de pruebas en su contexto real —diversos
lugares de nuestra ciudad tienen un especial interés de tipo matematico— para que sean superadas por
los equipos participantes en la prueba, tiene como finalidad basica la de estimular y animar a nuestros
alumnos a desarrollar su comprensién de las formas (capacidad para detectar las distintas “figuras
geométricas” y “regularidades” que aparecen por la arquitectura de toda la ciudad), de los nimeros, del
dlgebra, de la teoria combinatoria, de la légica, de la teoria de grafos, ..... y del pensamiento matematico
en general, ademéas de fomentar entre nuestros alumnos y alumnas un conocimiento mejor y mas
profundo de la ciudad en la que viven.
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MATEMATICAS Y PATRIMONIO HISTORICO-CULTURAL;
EL CONCURSO DE PROBLEMAS DE INGENIO DE LA SAEM THALES
DE ALMERIA

RicARDO CONTRERAS CALVACHE - PEDRO J. MAQRTINEZ FERNANDEZ
ENCARNA ARZNAR SANCHEZ - ANGELES LOPEZ HERNANDEZ.

PRESENTACION

Puede parecer extrafo, 0 cuando menos pintoresco (aunque cada vez hay menos gente que comparte
ese parecer) presentar una comunicacion con este titulo en un Congreso sobre Educacién Matematica.
Nuestro grupo lleva trabajando varios anos ya sobre el tema de la interdisciplinariedad y la globalizacion,
el conocimiento humano no esta parcelado, es un todo integrado por partes que estén perfectamente
interconectadas e imbricadas y la Matematica juega un papel esencial en ese conocimiento. No es dificil
relacionar la Matematica con el Teatro, la Escultura, la Pintura, con las Artes en general, porque desde
su origen, es una actividad generadora de belleza y creatividad capaz de acercamos a la comprension
del Universo.

Que duda cabe de que la Matematica ocupa un lugar primordial en nuestra cultura y precisamente por
eso, hemos querido aportar nuestro humilde granito de arena llevando a cabo esta actividad de la que
vamos a tratar en esta comunicacion.

Todo tiene un principio mas o menos definido, los antecedentes del concurso de problemas de ingenio
de la THALES de Almeria hay que buscarlos en un concurso denominado "Problemas Problematicos”
que se organizé por e! departamento de Matematicas del Instituto Nicolas Salmeron y Alonso de Almeria;
por aquel entonces se dirigia exclusivamente al alumnado de ese centro (BUP y COU). El concurso se
organiza, por primera vez, abierto a toda la provincia de Almeria, en el afio 1992; a partir de ese
momento pasa a denominarse * Concurso de Problemas de Ingenio THALES"y es organizado por la
SAEM THALES de Almeria. Por aquel entonces se trataba, mas o menos, de hacer algo parecido a la
Olimpiada Matematica THALES pero a nivel de Secundaria. Se organizan sucesivas ediciones en 1993
(Il C. de P. de |.) y 1994 (lll C. de P. de |.) dirigidos a alumnado de BUP (12, 22 y 39). En 1995 no fue
posible organizarlo por falta de recursos (tanto humanos como econémicos). Retomamos la tarea en
1996 (IV C. de P. de L), restringiendo la participacion a alumnas y alumnos de 42 de ESO y 22 de BUP y
asi continuamos en 1997 (V C. de P. de I.) y 1998 (VI C. de P. de |.). En 1999 se organizé la VIl ediciéon
del concurso y en ella dimos un giro esencial que explicamos en el siguiente apartado. En el 2000, el
Vill C. de P. de |. haido dirigido ya sélo a alumnado de 4° de ESO.

LOS CAMBIOS

En las dos Gltimas ediciones hemos introducido cambios sustanciales en el concurso:
¢ Hemos sacado la prueba a la calle.

Se anade una prueba por equipos, potenciando el trabajo participativo.

Sube de 6 a 8 el n? de participantes por centro.

Se ofrece comida a los participantes.

Se anaden actividades lidicas (Bingo matematico, juegos topoldgicos, ...)

Se potencia la componente de popularizacion de las matematicas a través de la repercusién en

prensa (aspecto que hemos cuidado con esmero).

Se pide a los participantes una cuota de 500 pts. (la pasta siempre es un problema).

« Se potencian las relaciones humanas entre los participantes.

« Y, la mas relevante, utilizamos esta actividad para dar a conocer el patrimnonio histérico-cultural
de Almeria y provincia a nuestro alumnado y a la sociedad.

Respecto a este Ultimo aspecto, creemos que en Almeria existe un partimonio histérico-cultural tan
interesante como desconocido para el alumnado (mas del 90% de los participantes reconocié no conocer
la Alcazaba); estamos convencidos de que los pueblos tienen la obligaciéon de hacer todo lo posible por
dar a conocer a los jévenes su patrimonio, en ese sentido la delegacién de Cultura nos ha apoyado
decididamente en esta idea. Los dos tiltimos afios hemos desarrollado la actividad en la Alcazaba de
Almeria y tenemos intencion de organizaria en aios sucesivos en otros conjuntos monumentales tanto
de la capital como de la provincia: el descargadero de mineral, la catedral, el parque de las almadrabilias,
las minas de oro de Rodalquilar, los restos de arqueologia industrial, la antigua estacién de ferrocarril, ...
Entre los problemas que se proponen a los chavales incluimos siempre algunos que utilizan elementos
det lugar en el que se desarrolla la prueba, por ejemplo el afo pasado pediamos a los chicos en la
prueba por equipos lo siguiente:

¢Cudntas personas de religion musulmana, como méximo, podrian situarse en la explanada del segundo
recinto de la Alcazaba?. No olvidéis las genuflexiones que hacen los musulmanes para orar.
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Con lo cual tratamos de educar también en temas transversales tan candentes en nuestra provincia
como son la interculturalidad y el racismo; algunos de los participantes pertenecen a otras culturas.

LOS OBJETIVOS

Tras ocho afos de avatares (aunque siempre fue gratificante para nosotros, pues de otro modo no
habriamos continuado) hemos ido aprendiendo de nuestros errores y modificando nuestras pretensiones
de modo que ahora estos son los objetivos fundamentales que perseguimos con esta actividad:

* Popularizar las Matematicas.

o Tratar de hacer perder el temor a las Matematicas a nuestro alumnado, haciéndoles ver que éstas
no constituyen algo aislado del mundo en el que vivimos y que pueden llegar a ser hasta divertidas.

¢ Utilizar pasatiempos légico-mateméticos, problemas de ingenio, rompecabezas l6gicos..., para
hacer que los participantes se cuestionen, experiementen, estimen, exploren, hagan conjeturas y
sugieran explicaciones para la resolucién de los mismos.

¢ Desarrollar la capacidad de pensar y elaborar estrategias de resolucién basadas en el razonamiento
légico-matematico.

¢ Fomentar el trabajo en equipo, la solidaridad y el espiritu critico.

» Propiciar el intercambio de experiencias y las relaciones de amistad entre alumnado y profesorado
de distintos centros.

» Educar en termas transversales: coeducacion, interculturalidad, respeto al medio ambiente, ...

+ Propiciar la innovacién y el perfeccionamiento continuo en el campo de la ensefianza y aprendizaje
de las Matemadticas entre el profesorado y motivarlo para investigar sobre nuevas perspectivas
metodoldgicas.

« Dar a conocer, a través de las Mateméticas, el patrimonio artistico e histérico-cultural de nuestra
provincia y ensefiar a apreciarlo.

PROGRAMA DE ACTIVIDADES DEL VIII CPI (18-03-2000)

El Concurso de Problemas de tngenio va dirigido al alumnado de 42 de ESO de los centros publicos,
concertados y privados de la provincia de Almeria.

Cada centro puede inscribir un maximo de 8 alumnos seleccionados de la manera que estime
méas conveniente . En algunos centros, desde el principio de curso se incentiva al alumnado a trabajar en
la resolucion de problemas de ingenio, bien convocando miniconcursos internos, bien trabajandolos
dentro del drea de Matematicas como un recurso mas. En otros centros dejan la convocatoria abierta a
los que quieran participar voluntariamente, hasta un maximo de ocho (somos fiexibles con las bases y si
aigun centro quiere inscribir uno o dos alumnos mas, no hay ningln problema; como tiene que ser).
Estas fueron las actividades programadas para el sébado 18 de marzo de 2000:

10h Recepcidn en la Alcazaba y entrega de material.
10h 30m. Prueba escrita individual (4 prob.) en los jardines de la Alcazaba.
12h Organizacién de los grupos para la prueba por equipos en la explanada que da

acceso al segundo recinto.
Descanso y refresco.

12h 15m Prueba por equipos utilizando elementos de la Alcazaba como objeto de los
problemas a resolver.
13h Actividades ludico-Matematicas en el patio de armas.

Comida picnic a todos los asistentes.
Visita didactica guiada al conjunto monumental de la Alcazaba.
Entrega a los asistentes de material didactico sobre la Alcazaba.
En definitiva se trataba de pasar un dia a lo grande conjugando las matematicas con el
patrimonio histérico, porque estamos convencidos de que los pueblos tienen la obligacién de cuidar y
divulgar entre las gentes (en especial la juventud) su patrimonio histérico-artistico-cultural.

LA EVALUACION DE LAS PRUEBAS Y DE LA ACTIVIDAD

Una vez acabada la jornada, un equipo evaluador {integrado por profesorado de la organizacion y otros)
se reline, comentan los incidentes y se reparten los problemas. Cada problema de la prueba individual
se corrige por una sola persona de acuerdo con los siguientes criterios generales que se acordaron con
antelacion:

En la resolucién de un problema interesa saber sobre todo:

- Si se ha sabido clasificar datos.

- Si se ha identificado la condicion.

- Si se sabe lo que me piden (la incégnita).

- Si se han usado estrategias.

- Si se ha tenido una idea origina!.
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Cuando una persona les avisa que esta comenzando la entrega, se encuentran con que sélo hay sitio en
las dos ultimas filas, pero cuatro asientos delante y cuatro detras. Si los hombres se sientan detras,
porque son mds altos y Ana se sienta en el lado de fuera, ;de cudntas formas se pueden sentar las
otras tres?

Os sugerimos que empleéis la siguiente ficha, y os ayudéis del ejemplo:

A

o|O|® >

Por si alin no los conoces, los hombres se llaman, respectivamente, Antonio, Bernardo, Cosme y Daniel,
y las mujeres, Ana, Berta, Carmen y Dora.

Durante la entrega de premios se han repartido caramelos. Al final Ana se ha comido 4 caramelos; Berta,
3; Carmen, 2, y Dora, 1. Antonio ha comido los mismos caramelos que su mujer; Bernardo, el doble de la
suya; Cosme el triple de la suya, y Daniel, cuatro veces mas que la suya. En total, en una bolsa que
llevaba Dora en el bolso y que han utilizado para no tirarlos al suelo, hay 32 envoltorios de carameios.
¢ Podriais decirnos como se llama la mujer de Cosme?

Cuando termina el acto, se despiden, ;cudntos saludos de despedida se dan en total? (Si tenéis que
hacer alguna suposicion, explicadlas en la respuesta).

La Prueba de Velocidad, que consta de 5 ejercicios, se resuelve también en equipo, pero el
tiempo de realizacion de cada ejercicio se limita a cinco minutos. Los ejercicios que se proponen en esta
prueba tienen una amplia serie de respuestas.

EJEMPLO DE UNA PRUEBA DE VELOCIDAD

La figura sombreada.

Dibuja en la cuadricula todas las figuras que puedas que tengan la misma superficie que la figura
sombreada.
Se presenta una cuadricula con la figura de una Z con un area de 5 cuadraditos.

No todos fueron al vigje de estudios.

En un viaje de estudios de un colegio, los 68 alumnos del Gitimo curso deben cubrir unos gastos de
8.228 euros, pero, al final, no han podido ir todos, y tienen que pagar 187 euros cada uno. ;Cuantos
alumnos no han podido ir a dicho viaje?

La Prueba de Relevos, que consta de 8 ejercicios, se trabaja de forma individual, si bien cada
equipo trabaja sobre la misma resolucion de los ejercicios, cinco minutos cada componente del equipo
en cada vuelta, con un minuto de intercambio de informacion de lo realizado, totalizando dos vueltas por
la mesa de trabajo. Todos los ejercicios que se entregan permanecen en la mesa de trabajo hasta el
final, estén o no terminados.

EJEMPLO DE ALGUNOS EJERCICIOS DE LA PRUEBA DE RELEVOS

1.- Cuadrado mdgico. Distribuye los nimeros 1, 2, 3, 4,...,25, por los cuadros de la figura, (conservando
en su lugar los que ya estan colocados), de manera que cada fila, cada columna y cada diagonal sumen
lo mismo.

3 | 16 15
20 | 8 14 | 2
7 1

24 |12 | 5 6
11 17 { 10 | 23
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2.-Colocad entre las nueve cifras siguientes signos de las cuatro operaciones aritméticas (+, -, x, +) en
los lugares adecuados (no necesariamente en todos), para que esta expresién sea una igualdad:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 =100
Hay mds de una solucion, asi que a ver cuantas podéis encontrar.
3.- Entre tabla y tabla

En una copisteria hay un ietrero que dice: “Cada fotocopia a 5 pesetas”. En otro letrero, que tiene el
aspecto de tabla, pero que no se ven bien algunos nimeros, hay escrito:

N2 de fotocopias 1 5 10 15 20 25 46 84

Precio (en pesetas) 5 100

Termina de rellenar los datos que faltan en la tabla.

En una librerfa hay una oferta del tipo 3 x 2 de libros de cuentos. A 154 pesetas un libro, y 3 libros por
308 pesetas.

Rellena la tabla siguiente en la que figuren los precios de las 10 primeras unidades:

N2 de libros 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Precio 154 308

Las pruebas se han ido modificando durante estos cuatro anos en aquellos aspectos que se ha visto
necesario, tanto en cuanto a la organizacién del tiempo, por ejemplo, la duracién de debate en la prueba
de equipo, que ha pasado de 10 a 5 minutos, mientras que el tiempo de resolucién se ha ampliado de 30
a 35 minutos, como en el nimero de ejercicios en la prueba de velocidad que ha pasado de 6 ejercicios
a 5. Respecto a las situaciones problematicas que se plantean, estamos consiguiendo que vayan en
consonancia con la participacién por equipos, y con todo lo que ello conlleva de trabajo cooperativo.

Las Olimpiadas de 62 de Primaria se celebran en su primera fase, la comarcal, simultaneamente con
las Olimpiadas de 22 de Secundaria, con sedes en Baza, Granada capital, Guadix, Motril, Orgiva, y una
fase final, con los equipos seleccionados en la fase provincial, que celebramos en Granada y cuyos
resultados y premios damos a conocer al mismo tiempo que los finalistas para la fase Regional de dichas
Olimpiadas de Secundaria. Los colegios que quieren participar pueden presentar un maximo de tantos
equipos, formados por tres componentes, como grupos de 62 tengan.

En cuanto a la participacién, ya son 82 centros de primaria los que se han presentado este afo,
reuniendo a un total de 414 alumnos, y distribuidos de la siguiente forma:

CENTROS | ALUMNOS
Granada 45 249
Motril 14 60
Baza 10 45
Guadix 7 30
Orgiva 6 30
TOTALES 82 414

En vista del éxito que supone para nosotros la participacion en este evento, el curso que viene
organizaremos nuestra quinta edicién.
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Tabla I Resumen de los problemas de Estructura Multiplicativa.

IM1 Se resuelve con una multiplicacion
ISOMORFISMO DE
MEDIDAS (IM). IM2 Se resuelve con una division partitiva

M3 Se resuelve con una divisibn cuotitiva

(Agrupamiento)

Emplea e! término "veces mas". Se resuelve con

EG1 una multiplicacién

EG2 Se resuelve con una division partitiva.

ESCALARES EG3 Se resuelve con una divisién cuotitiva
GRANDES Y
PEQUENOS Emplea el término "veces menos". Se resuelve con

EP1 una multiplicacién

EP2 Se resuelve con una divisién partitiva.

EP3 Se resueive con una divisién cuotitiva

PRODUCTO PCA Se resuelve con una multiplicacion.
CARTESIANO (PC)

PC2 Se soluciona con una division.

El propdsito de este estudio es contribuir a un mejor conocimiento tedrico y aplicado de los procesos
implicados en el aprendizaje de las mateméticas elementales, y en concreto en el campo de los
problemas aritméticos de una sola operacién. Tratamos de conocer el rendimiento de los nifios y nifias
de los dos (ltimos Ciclos de educacién primaria para luego entrenarlos en la resolucion de problemas
con varias estrategias que les hagan dominar los diferentes tipos de problemas de estructura aditiva y
estructura multiplicativa.

METODO
Participantes

E! estudio se ha llevado a cabo sobre 95 alumnos de segundo y tercer Ciclo de Educacién
Primaria distribuidos en 5 unidades del Coiegio Publico Jaime Balmes de la ciudad de Cadiz.

MATERIALES

Todos los alumnos han realizado una bateria de problemas de estructura aditiva y multiplicativa,
distribuida a lo largo de cinco sesiones.

Asimismo se ha disefiado un Programa Instruccional en Resolucion de Problemas Artiméticos
Elementales Verbales de Estructura aditiva y estructura multiplicativa. Este disefic se compone de varios
subprogramas. En detalle son:

1. Programa de entrenamiento para los problemas de Cambio.

2. Programa de entrenamiento para los problemas de Combinacién.

3. Programa de entrenamiento para los problemas de Comparacion.

4. Programa de entrenamiento para los problemas de Igualacién.

5. Programa de entrenamiento para los problemas de Isomorfismo de Medidas

6. Programa de entrenamiento para los problemas de Escalares Grandes y Pequefios
7. Programa de entrenamiento para los problemas de Producto Cartesiano

En la elaboracién del Programa Instruccional se han introducido variables que pueden influir en
el resultado final del resolutor. Para este estudio hemos introducido las siguientes variables al construir
los problemas que han sido entrenados en las categorias entrenadas.
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A. Aspectos manipulativos, gréficos y simbdiicos.

B. Resolver problemas con nimeros pequefios como estrategia para resolver los mismos
problemas enunciados con nimeros grandes.

C. Presentar los probiemas con cambios en la secuencia de la aparicion de las proposiciones
numeéricas.

D. Presentar problemas con ia proposicion interrogativa al final del enunciado o comprendiendo
todo el texto del problema.

E. Realizar recodificaciones del enunciado del problema para aumentar su comprension.

PROCEDIMIENTO.

En primer lugar se ha realizado la evaluacion del dominio de los Problemas Aritméticos Escolares
Verbales de una sola operacién en todos los sujetos de la muestra (N= 95). El instrumento utilizado fue
la bateria de problemas descrita antes. El orden de aplicacion de los problemas se hizo totalmente al
azar.

Después de la fase de evaluacion inicial se ha empezado a aplicar el programa instruccional a io
largo del ultimo trimestre del curso 1999-2000. Cualquier sesion sigue este esquema general de trabajo:

a. Introduccién por parte del instructor con los componentes manipulativos.
b. idem con los componentes gréficos y simbdlicos.

c¢. Realizacion por parte de los sujetos de los demas problemas (En las Hojas de las Lecciones o
Sesiones de Trabajo). Esta tarea es realizada individuaimente, en parejas o en pequenos grupos
de cuatrof/tres alumnos que es como estan agrupados en el aula.

e. Correccién de la tarea. Cuando la mayoria del grupo ha terminado el trabajo se realiza la
correccion. Esta suele ser colectiva, siendo guiada por la maestra. Se discuten las soluciones
aportadas por los alumnos, se crea confiicto cognitivo en el caso de soluciones divergentes entre
el alumnado. Se hace especial hincapié en la comprobacién de la solucién volviendo a leerse la
pregunta del problema y comprobando si la solucion aportada se corresponde con lo pedido. Se
ha tenido especial cuidado en el tratamiento correcto de los errores.

FASE MANIPULATIVA 1. Pensando en el problema sin
nimeros
2. Representando la situaciéon con
fichas
3. Resolviendo el problema

FASE DE DIAGRAMA 1. Eleccion del diagrama adecuado.
2. Situacion de la incognita en el
diagrama de! problema.

) 3. Resolviendo el problema

FASE SIMBOLICA 1. Elegir la operacién adecuada y su
representacién simbdlica.
2. Comprobar que la solucién es
adecuada.

En el Cuadro se presenta un resumen de las sesiones instruccionales.

La temporalizacion ha sido dedos sesiones por semana durante el periodo que se lieva
aplicando.

EJEMPLO DE LA PRESENTACION CON DIAGRAMAS DE UN PROBLEMA DE CAMBIO 6.

A Verénica le quedan 5 libros después de regalarle a su sobrino Sergio otros 4 libros. Cuantos
libros tenia Verénica al principio?
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DOS MIL PARA EL 2000

JOSE MuRoZ SANTONJA - JUAN ANTONIO HANS -  ANTONIO FERNANDEZ-ALISEDA REDONDOS
GRUPO ALQUERQUE - SEVILLA

INTRODUCCION

La asignatura de Matematicas es fundamental en todos los planes de estudios del mundo. Sin embargo,
son muchas las personas que la recuerdan de sus ahos escolares con desagrado, cuando no con franca
aversion. No es raro encontrar declaraciones de famosos: artistas, deportistas, politicos, etc. que no
tienen reparo en quedar como incultos ai afirmar que ellos no saben nada de Matematicas porque nunca
se les dieron bien.

Entre la gente de la calle tampoco es raro encontrarse con personas que cuando tienen que
realizar alguna cuenta, tuercen el gesto y prefieren delegar en otros ("Hazla ti, que eres matematico"),
aunque esas mismas personas se lanzan a hacer cuentas con devocion, cuando se trata de saber si su
equipo favorito tiene aln posibilidades de permanecer en primera division, y estudian complicadisimas
estructuras en las que entran en liza todos los equipos, planteando todos los posibles casos segln lo
que hagan terceros, cuartos y hasta quintos equipos 0 mas. Por eso pensamos que el Comité para la
celebracién del 2000 como Aho Mundial de la Matematica deberia realizar alglin acto de agradecimiento
a la Seleccion Espafiola, pues con su habitual estrategia de comenzar perdiendo, ha conseguido que
practicamente toda Espafia echara mano de cdiculos para saber cémo deberian quedar los restantes
partidos, de forma que la Seleccion tuviera posibilidades de pasar a cuartos de final de la Eurocopa de
futbol.

LAS MATEMATICAS EN LOS PASATIEMPOS.

A pesar de la aversion que parece existir hacia las Matematicas, no deja de resultar curioso la
gran profusion de elementos mateméticos que podemos encontrarnos, especialmente en los medios de
comunicacién, y que se utilizan para hacer llegar de una forma mas directa y concisa, ia informacién a
los usuarios de esos medios.

Un ejemplo muy significativo de esto lo son los pasatiempos que abarrotan los medios impresos
{diarios, revistas,...), en especial los suplementos de fin de semana, que suelen traer una seleccion
bastante amplia de pasatiempos de todo tipo. En un gran nimero de ellos se utilizan conceptos o
procedimientos propios de las Matematicas.

Aunque no queremos aqui insistir en este aspecto, que por otra parte es motivo de un taller,
también recogido en estas actas, si queremos dar un par de detalles. Estos pasatiempos con elementos
mateméticos son muy aprovechables por los profesores para distintos eventos. Por supuesto, son muy
utiles en el aula como recurso didéctico, y esto lo corrobora el hecho de que en muchos libros de texto
actuales de E.S.0. hay entre las actividades pasatiempos del mismo tipo de los que aparecen en la
prensa. Por otro lado, también son pruebas ideales para gymkhanas, olimpiadas, competiciones
matemdticas, etc. porque suelen ser muy bien acogidas por los alumnos que participan en esas
actividades recreativas.

PASATIEMPOS NUMERICOS.

Entre estos juegos y entretenimientos de Matematicas recreativas, existe un amplio bloque formado por
acertijos y pruebas basados en ntimeros. Como los conocimientos basicos de operaciones y la dificultad
de su propuesta suelen estar al alcance de cualquiera, estos rompecabezas tienen bastante aceptacion
en cualquier edad. En concreto y haciendo referencia a nuestras clases, hemos podido comprobar que
esos mismos alumnos que rechazan de plano realizar cualquier tipo de operaciones, se enfrascan
febriimente en toda una voragine de sumas y productos, cuando se les plantea alguno de estos acertijos
y realizan muchas mas operaciones que si se las presentaramos de otra manera, y ademas de una
forma voluntaria (algunos siguen buscando soluciones en casa) y gratificante cuando consiguen los
objetivos.

Entre este tipo de pasatiempos existen varios que son muy conocidos y que no faltan en ningln
texto especializado en la materia. De todos modos pensamos que no estd de mas hacer referencia a
algunos de ellos. Asi que pongamos algunos ejemplos.

Eiemplo 1: Los cuatro cuatros.

Utilizando 4 cuatros y las operaciones aritméticas que se deseen obtener los niimeros naturales del 0 al
10.

Las cifras pueden usarse independientemente o agrupandolas para formar nimeros de varias cifras. Los
primeros nimeros se pueden obtener faciimente, como por ejemplo:
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44-44=0
44 /44 =1
4/4 + 4/4 =2
(4+4+4)/4=3
4+4x(4-4)=4

Estas soluciones no son unicas, sin embargo, a medida que vamos ampliando la cuenta aparecen
algunos numeros dificiles de conseguir. Incluso es posible continuar la lista obteniendo nimeros
superiores al 10. Es interesante plantear en clase por grupos cuantos numeros distintos se pueden
conseguir.

Ejemplo 2: Todo a cien.

Utilizando las cifras del 1 al 9 y las operaciones aritméticas que se deseen, conseguir como resultado el
numero 100.

A continuaciéon afadimos algunos ejemplos de los cientos de soluciones posibles para que se vean
diversos tipos, segun las operaciones que se usen y las agrupaciones o no de cifras.

(142)-3-445-6+7-8+9 1423-445-6+7-8+9
9+8+7+6+5+4°+2-1 (1234-5.6)/7-8:9
1-32+68-(5-4)%7 65+34+9-8:(2-1)"

T(9) (8+7)+[6-(5+4)]+3+21 (81/81)-[(71/61)+(51/41)]-31-2! 1!

En este ejemplo, como en el anterior, es fundamental el manejo de las operaciones y sobre todo, el
correcto uso de la jerarquia de operaciones para escribir una expresion que reaimente dé el resultado
requerido. En clase hay que hacer hincapié en que los alumnos escriban correctamente ia serie de
operaciones que da lugar al resultado.

HOMENAJE AL 2000.

Basado en el Gltimo ejemplo que hemos propuesto, se nos ocurrié este afio hacer una modificacién con
motivo del afio 2000 y nos planteamos si seria posible obtener esa cantidad, utilizando las cifras del 1 al
9 (incluso algunos alumnos trabajaron con las diez cifras, del 0 al 9). Al principio, poco a poco,
comenzaron a aparecer algunas soluciones; mas tarde vimos que se obtenian con relativa facilidad y
comenzamos a trabajarlas en nuestros talleres. Esta actividad la hemos realizado con alumnos de
secundaria obligatoria, desde el primer curso, hasta alumnos de 22 de bachillerato. También han
aportado algunas soluciones recientes licenciados en Matematicas que realizaron el C.A.P. en nuestros
centros y profesores de secundaria que han asistido a diversos cursos de Matematicas recreativas que
hemos impartido durante este afo.

Ahora queremos presentar una muestra de las soluciones que hemos recogido. Por lo limitado
del espacio, sélo aparecen algunas que son ejemplos de distintos tipos. Existen muchas mas. Nuestro
companero Miguel Castillo, profesor del I.E.S. San Isidoro de Sevilla, tuvo la gentileza de colgar en su
pagina web varias soluciones mas. Independientemente de lo anterior, esta pagina, de titulo “Gacetilla
Matematica", es merecedora de una visita, pues es atractiva y con mucha informacién. Su direccion es
www.arrakis.es/~mcj
Hemos agrupado las soluciones en distintos tipos y hemos puesto algunas soluciones de cada caso.

er . . . . .
1~ tipo: cifras sin agrupar y operaciones bésicas.

2x(9-7)x4x5x(6-1)x(8-3) [(9x8x7x3x2:6)-5+1)]x4
(9+1)x(8+2)x{6x4-{(7+5):3]} (6+4):5x(8+2)x(7+3)x(9+1)
5x4x(9x8+6x3+7+2+1) (1+2x3x5x6)x(7+8-4)+9

2%tipo: cifras agrupadas y operaciones basicas.

987x2+6x3+5+4-1 7968:4+(5+3)x(2-1)
(913+87)x(4-2)x(6-5) 1986+7x5-(4+2-3)
1985+7+6+(4+2)/3 1342+756-98

er . . . .
3 _tipo: soluciones utilizando potencias.

2°X5x[8x9-(4x7-6)x1 (6"-[98x3+(7-5)[}xex
(6+4):5x(8+2) %7 ((6+8):71 x5 22
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(1+4+5)°x2+(6-7)-(8-9) 45°-3.6-7-9x1°

42 tipo: soluciones con las cifras ordenadas (las mas dificiles de encontrar)

12X34x564+7+89 12°+4x((5-6)+78-9]
[987-+(6-5)+4x3]x2x1

PARA ACABAR, UN RETO.

Cuando trabajamos esta actividad en los cursos de formacién que hemos impartido, lanzamos un
reto a los companeros que asistian. Solicitamos que la actividad se llevara a clase con el fin de conseguir
dos mil soluciones distintas para esta prueba. Ese mismo reto os queremos lanzar: conseguir entre
todos, antes de acabar el afo, esa cifra redonda de dos mil soluciones. A tal fin, durante las joradas
habra un panel en blanco junto al nuestro para quien quiera aportar su solucion. Desde estas paginas
os animamos a ello.

También puedes participar en la experiencia llevando la actividad a tu clase y enviandonos las
soluciones que encuentres. Para ello aiadimos nuestros correos electronicos:

José Mufoz Santonja pepemunozi @teleline.es
Juan Antonio Hans Martin juanhans @teleline.es
Antonio Fernandez-Aliseda Redondo  aliseda2 @teleline.es
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UN ITINERARIO POR LA HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA
ESTADISTICA EN LA BIBLIOTECA DEL REAL OBSERVATORIO DE LA
ARMADA DE SAN FERNANDO

GaBRIEL Ruz GARZON

RESUMEN

Este trabajo expone un posible #tinerario por los ricos fondos bibliogréficos de la

biblioteca del Real Observatorio de la Armada de San Femnando, a través del cual
podemos repasar la hitos mds importantes en la historia de la Estadistica.
Utilizando como recurso diddctico los ejemplares de algunas obras maestras,
podemos fomentar en nuestros alumnos el amor por la Estadistica.

ITINERARIO.

De acuerdo al aserto de que sélo se ama lo que se conoce, seguidamente presentamos un posible
itinerario por los fondos documentales de la Biblioteca del Real Observatorio de la Armada. Fondos que
podrian ser admirados en una visita siguiendo un orden cronolégico:

Podriamos comenzar nuestro recorrido, admirando del holandés Christian Huygens un breve tratado
titulado De ratiocinnis in ludo alae (“Sobre los razonamientos relativos a los juegos de dados”), publicado
en 1657. Huygens fue quien primero se inspir6 en la correspondencia entre Fermat y Pascal. En esa
obra define el concepto de expectatio y que despues se tradujo por el concepto de esperanza, como
valor de un juego justo. A cualquier alumno le llamara la atencién el manual donde se dio nombre a la
esperanza.

De Pierre Remond de Montmort (1678-1719), en el Observatorio se cuenta con un ejemplar del Essay
d'analyse sur les jeux de hazard, publicado en Paris en 1713. En esta obra se ofrece un analisis mas
completo del realizado por Pascal, Fermat o Huygens, del “problema del reparto”. Se analizan toda una
serie de juegos de cartas y azar populares entre los nobles de aquella época. Su éxito fue inmenso,
incluso superior al que tuvo el Ars Conjectandi, obra péstuma de Jacques Bernoulli y que aparecié
simultdneamente con la segunda edicién del texto de Montmort.

Podemos continuar nuestro recorrido con otra obra clasica del matematico de origen francés Abraham de
Moivre (1667-1754): The Doctrine of Chances: or, a method of calculating the probability of events in
play. Se publica en 1718 en Londres, donde el autor tuvo que exiliarse por ser hugonote. Alli entablé
amistad con Newton y Halley y se dedic6 a dar clases particulares de Mateméticas. En esta obra se fija
la teoria de permutaciones y combinaciones a partir de los principios de la teoria de probabilidades y
expone varios problemas sobre las probabilidades de extraer una serie de bolas de una umna, asi como
cuestiones relativas a anualidades de vida. En el prélogo de esta obra se cita los trabajos de Jean,
Jacques y Nicoléds Bemoulli. De Moivre estaba interesado en construir para la teoria de probabilidades
métodos y notaciones generales, en la forma de lo que él imaginaba como un dlgebra nuevo. Es famoso
el problema que lleva su nombre: Se trata de hallar la probabilidad de obtener un nimero de puntos
dado al lanzar n dados que tienen cada uno m caras.

Durante el siglo XVII, algunos eruditos muestran interés por la Estadistica Demografica como resultado
de la utilidad que tenia para los gobernantes conocer si se producia un aumento o una disminucién de la
poblacién. Dentro de este apartado, podemos admirar de Antoine Deparcieux (1703-1768), el Essai sur
les probabilités de la durée de la vie humaine;d’ol I'on déduit la maniére de déterminer les Rentes
viageres, fant simples qu'en Tontines... publicada en Paris en 1746. En esta época el estado reunia
capitaies vendiendo rentas vitalicias. En las tontinas una serie de personas aportan una deterninada
cantidad que forma un fondo; los Ultimos sobrevivientes se reparten el capital y los intereses entre ellos.
Este libro trata de calcular, basandose en distintas tablas de mortalidad, los réditos que dichas tontinas
dejan en funcién del capital inicial, intereses, etc... Estas tablas de Deparcieux fueron largamente
empleadas en las companias de seguros. Otro libro del mismo estilo pero escrito en holandés es el
Derde verhandeling over de probable meenigte des volks in de provintie van Holland en Westvrieslandt...
publicada en 1742, del autor Kersseboom, que se convirtié en un referente en su época.

En 1777 aparece publicada la obra Essai d’Aritmétique moral, de Georges Louis Leclerc, Conde de
Buffon (1701-1788), en la que introduce una nueva rama en la teoria de las probabilidades, la
Probabilidad Geométrica, mediante el conocido problema de la aguja: ;Cuél es la probabilidad de que
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una aguja lanzada al azar sobre el suelo, en el que hay trazadas una serie de rectas paralelas, caiga
sobre una de las lineas?. Se supone que la longitud “ “de la aguja es inferior a la distancia “a” entre
paralelas sucesivas. Buffon calcula correctamente que

2
Ta

Esta obra se halla dentro de la Histoire naturelle, générale et particuliére, avec Ja description du cabinet
du Roy de 31 volumenes publicados en Paris de 1749-89. Esta obra es un tratado sobre la Tierra,
comprende una historia natural del hombre, una parte anatémica, etc... Es el primer tratado moderno que
intenta abordar la naturaleza integramente. De esta obra, el “Essai”, es uno de los suplementos y
contiene también una coleccién de tablas de nacimientos, matrimonios y defunciones correspondientes a
la ciudad de Paris entre los afios 1709-1766, asi como resultados obtenidos a partir de ellas relativos a la
esperanza de vida. Dichas tablas no sélo eran (tiles para saber cual era el poderio de los estados en
cuanto a hombres y haciendas, sino para fijar las primas de diversas rentas vitalicias.

La aportacion espafiola a este recorrido por la historia de la Estadistica, viene de la mano del presbitero
espanol Joseph Isidro Morales que en 1797 publica en Madrid, su Memoria matemética sobre el céiculo
de la opinién en las elecciones. Esta obra trata de estudiar los distintos métodos de eleccion
contemplados en la época, siguiendo los trabajos de Jean-Charles Borda y M. Condorcet.

De Pierre Simon Laplace (1749-1827) podemos admirar un libro cldsico: Théorie analytique des
probabilités, publicado en Paris en 1812. Esta obra de un consumado matematico, donde se incluyen
integrales con las funciones beta y gamma. En él se demuestran resultados como que la integral
J‘e"zdx =z

Laplace en esta obra extiende el problema original de la aguja a una cuadricula formada por dos haces
de rectas paralelas equidistantes y perpendiculares el uno al otro. Si las distancias entre las rectas de
cada uno de los haces son “a” y “b", entonces la probabilidad de que una aguja de longitud “I” (menor
que “a’y “b") corte a una de estas rectas es

2a+b)-1?
p=——"T—
7 ab

En este libro Laplace rescata la formula de Bayes, la teoria de minimos cuadrados y las llamadas
transformadas de Laplace.

Contamos también con su Essai philosophique des probabilités de 1814, donde Laplace hace una
introduccién de la teoria de probabilidades para el lector no versado.

La distribucion de Poisson como limite de la distribucién binomial cuando p tiende a cero y n tiende a
infinito aparece en Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére
civile, précedées des régles générales du calcul des probabilités, de Simedn Denis Poisson (1781-1840),
publicado en 1837. En este clasico de la probabilidad, Poisson trabaja con el Teorema Central del Limite
para la distribucién hipergeométrica aplicandoselo al estudio del sistema electoral francés.

Trata en esta obra de comparar porcentajes de condenados en diversos tipos de juicios y en diversos
periodos de la historia de Francia, con objeto de averiguar si la institucién del jurado produce una
anormal lenidad. Fij6 las leyes probabilisticas de la conducta de los votantes. Poisson es famoso por su
frase: La vida vale la pena vivirla por dos motivos solamente: el hacer matematicas y el ensefarias, algo
que seguro firmarian muchos ensefiantes de las matematicas de la actualidad.

Siguiendo con nuestro recorrido por los fondos documentales de la Biblioteca del Real Observatorio,
podriamos pasar a deleitamos con Antoine-Augustin Cournot (1801-1877) y su Exposition de la
Theorie des Chances et des Probabilités publicado en 1843. En este libro se formula de una manera
clara la teoria frecuencialista de la probabilidad y el inicio de la estimacién por intervalos de confianza.

Si bien Laplace desarroll6 los conceptos fundamentales de la teoria estadistica, la aplicacion de ésta a
las ciencias sociales, en especial a las medidas y proporciones del cuerpo humano (antroprometria),
aparece vinculada al belga Adolphe Quetelet (1796-1874). De Quetelet el Observatorio cuenta con
Lettres a S.A.R. le Duc Régnant de Sax-Cobourg et Gotha, sur la Théorie des Probabilités, apliquée aux
Sciences Morales et Politiques, publicadas en 1846 en Bruselas. Este libro original, trata de la estadistica
social y de probabilidad de una manera elemental. Es un compendio de una serie de cartas dirigidas a
los sobrinos del rey de los belgas, Emesto (a quien iba dedicado el libro) y Alberto (el que fue marido de
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la reina Victoria de Inglaterra), ambos tutorados suyos. En este trabajo explica al Dugue de Sax-Cobourg
su concepto de “hombre medio”, es decir, un hombre que por su estatura represente a su pueblo y en
relacién con el cual deben considerarse todos los demés hombres de la misma nacion como
desviaciones mas o menos grandes. Consagra la curva normal como la que representa gran cantidad de
rasgos humanos. Gracias a ella descubrié un fraude en el reclutamiento de jévenes franceses para el
servicio militar, observando que muchos de ellos fingian una baja estatura para rehuir tal servicio.

Para finalizar quizas hacer hincapié en el conjunto de importantes publicaciones periédicas que el
Observatorio atesora desde su fundacién como: las Actas Eroditorum, las Mémoires de I'’Academie
Royale des Sciences de Paris, las Philosophical Transactions, etc... revistas donde, los mejores
matematicos de la época han dejado plasmado lo mejor de su saber hacer.

Hasta aqui, nuestro pequefo itinerario por la Historia de la Probabilidad y de la Estadistica, con los
fondos del Real Observatorio. Seguro que no es el inico que se nos ocurre, pero al menos abre la
puerta a otros que podemos formar con las joyas gue atesora la institucién castrense gaditana.

REFERENCIAS.
Boyer, C.B. 1987. Historia de la Matemdtica. Alianza Universitaria Textos. Madrid.

Pagina 325






Paneles

CITAS MATEMATICAS CONTEXTUALIZADAS

Lucia MORALES RuFo - M?° DOLORES RODRIGUEZ SOALLEIRO

LA IDEA

Con motivo del Ao Mundial de las Matematicas un grupo de profesoras de Leganés quisimos organizar
algunas actividades que se pudieran hacer a la vez en todos nuestros centros. Disefiamos un tabién con
diferentes secciones y cada centro se encargd de preparar alguna. La actividad la llamamos Rincon
Matematico 2000.

El primer dia de curso del afio 2000 los alumnos se encontraron un cartel anunciador del Afio Mundial de
las Matematicas y un tablén en el hall que cambiaba cada semana y que hemos mantenido hasta el mes
de Junio.

Desde entonces el grupo de trabajo que hemos constituido se reunié una vez al mes para intercambiar
los materiales elaborados en cada centro.

EL TABLON

Constaba de las siguientes secciones:

Problema de la semana.

Adivina: ;quién es?.

Curiosidades, adivinanzas, citas, chistes y anécdotas de caracter matematico.

Noticias y convocatorias que puedan interesar.

Colaboraciones: para que otras personas puedan proponer problemas, adivinanzas, ...

ar0b

LAS CITAS
Nuestras citas se encontraban por tanto en el apartado 32 en el que incluimos también, adivinanzas,
chistes, poesias, curiosidades y todo aquello que, teniendo relacién con las matematicas, pudiera
resultar atractivo, comprensible y bello para todas las personas a las que esta destinado.
Todas las semanas se expone en el tablén una cita acompafiada de una imagen.
Los textos escogidos pretenden resaltar la importancia de las matematicas y su belleza.
Hemos encontrado aigunos de estos textos en paginas web donde aparecen recopilaciones de citas
matematicas de diferentes autores: Descartes, Platén, Russell...; otros estan sacados de libros como “El
Quijote” donde hemos ido a buscar expresamente alusiones a las matematicas.
Las imagenes de las cuatro citas de cada mes son obras de un mismo autor o tienen algo en comdn:

En Enero las ldminas correspondian a Escher y las citas a diversos autores.
En Febrero eran ilustraciones de Dali y citas del libro “El Quijote”.

En Marzo la imagenes eran fractales que ilustraban citas del libro “Alicia en el pais de las
maravillas”.

En Abril eran imagenes de poliedros con citas diversos autores.
En Mayo eran fotografias matematicas con citas de diversos autores

Hemos utilizado todo tipo de fuentes de informacién, libros, periddicos, CDROM, Internet,..A
continuacion ponemos algunas de elias.

CAUDET, F.(1991) Frases célebres. Barcelona.Distribuciones Mateos.
CERVANTES, M. El Quijote.

ESCHER, M.C.(1989) The graphic work. Berlin.Taco.
SCHATTSCHNEIDER, D.(1997) Escher Calidociclos. Alemania.Taschen
CD Rom IX JAEM. Concurso de Fotografia Matematica.

www.dali-gallery.com/dali.htm
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www.arrakis.es/~mcj

www.artico.com/escher
www.platea.pntic.mec.es/~aperez4
www.pntic.mec.es
www.mcs.drexel.edu/~crorres/Archimedes/Death

Pero si estais interesados en conocer el material no hace falta que busquéis en estas fuentes pues
también hemos elaborado una péagina web con todos los contenidos del Tablén, la direccién de la misma
es:

http://centros5.pntic.mec.es/ies.juan.de.mairena/index.htm

Esperamos que os guste y os resulte Gtil.
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Tras un primer estudio de algunos textos en castellano, parece que la férmuia no es muy fiable, lo que
nos lleva a utilizar el Algebra y tablas de funciones para establecer una discusion sobre su aplicabilidad
en nuestra lengua.

Este problema nos inicia en el uso del editor de ecuaciones, representacion gréfica de funciones, editor
de listas, cdlculo de pardmetros estadisticos y asignacién de variables.

Actividad 3.Envases de leche fresca y cola-cao.

Se trata de disefar envases con volumen fijo y superficie minima y con superficie fija y volumen méaximo
utilizando la calculadora gréfica.

Confeccionar tablas para obtener informacién sobre el crecimiento y decrecimiento de la funcién, hace
que el alumno entienda cémo se comporta una variable en funcién de la otra; obtener la gréfica y
recorrerla con el cursor establece conexiones entre tablas, férmulas y graficas.

Actividad 4. Altura y nimero de zapato.

Se plantea realizar un estudio estadistico de la altura y el nimero de calzado de los alumnos de la clase.
En primer lugar se realiza el estudio de cada una de las variables independientemente, comparandolo
con el de otro grupo. A continuacion se pregunta si existira alguna relacién entre ambas variables,
planteando la siguiente cuestion: ;podriamos comprarnos unos zapatos diciendo en la zapateria nuestra
altura en cm?. Una vez establecida la diferencia existente entre relacion estadistica y funcional se
procedera al estudio conjunto de ambas variables, representando la nube de puntos e intentando hacer
un ajuste lineal.

Para la resolucion del problema con la calculadora utilizaremos distintas opciones de los ments LIST y
STAT, y haremos diferentes representaciones graficas. Las siguientes pantallas pueden servir de
ejemplo:

numero de zapato. altura. \aIuid, 11- apdlv) e aw o

Actividad 5. Crecimiento de una parcela de pinos.

El enunciado de este problema, presenta una tabla en la que se muestra el crecimiento en volumen de
una parcela de 2 hectareas de pinus halepensis controlada desde 1910 trienaimente después de la
primavera, y se trata de comprobar que hasta un cierto afho se puede ajustar una exponencial, y a partir
de ahi una curva logistica. Tenemos pues una relacién funcional experimental y haciendo uso de los
datos proporcionados por la tabla, obtendremos un modelo matematico que permitira conocer la
evolucion del bosque sin necesidad de la observacion directa. Ejemplos de este estilo, en los que hay
que modelar una determinada situacién fisica a partir de datos obtenidos mediante la observacion
empirica, proporcionan la posibilidad de desarrollar y aplicar numerosos conceptos matematicos,
conectar las Matematicas con la realidad en la que vivimos y reflexionar sobre su utilidad para nuestra
sociedad. E! obstaculo principal que presenta el planteamiento de tales problemas en Secundaria es el
volumen de datos que ha de manejarse y la cantidad de operaciones que son necesarias para llegar a
poder sacar conclusiones sobre el fendmeno estudiado. Aqui es donde la calculadora resulta
practicamente imprescindible.

En el ejemplo propuesto se utilizaran listas, operaciones entre ellas, célculo de parametros estadisticos,
representaciones graficas, tanto estadisticas como funcionales y tablas de valores.

Las pantallas siguientes pueden ilustrar lo expresado anteriormente:

FEE___ [POL__ |RA2O0N 1 e T
11 1308 | 4.0567 pa®
iz {37 [ 10838 o
iz 1hzg | 1.g382 20
14 1460 | 1:0282 a
i5 !HFE 1.0402 -
fugE [ 10086 8
| cm-——— o®
FERCE; = R N A A
Parte de la tabla Nube de puntos . Dos ajustes Ajuste logistico.
correspondiente a datos exponenciales.
y célculos.
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CALCULADORAS CON CALCULO SIMBOLICO

M? DoLORES RODRIGUEZ SOALLEIRO
PRoYECTO T*-ESPafia

Centraremos este taller sobre cuatro preguntas:

Eal NI

JQué

posibilidades supone su utilizacion?

¢ Qué es una calculadora con célculo simbdlico?
¢ En qué se diferencia de una calculadora grdfica?
¢ Qué cosas nuevas podemos hacer con una calculadora de este tipo?

¢ QUE ES UNA CALCULADORA CON CALCULO SIMBOLICO?

Es una calculadora gréfica que lleva incorporados un sistema de dlgebra computacional de tal manera
que podemos trabajar con ella tanto aritmética exacta como algebra simbdlica. Es por tanto capaz de
realizar todo tipo de operaciones tanto analiticas como algebraicas, manejando sin problema simbolos

literales.

¢EN QUE SE DIFERENCIA DE UNA CALCULADORA GRAFICA?

Es mas amplia que una calculadora grafica; con una caiculadora gréfica normal no podemos trabajar con
expresiones algebraicas, ademds los célculos aritméticos lo hacen de manera aproximada en coma
flotante mientras que una calculadora con calculo simbdlico trabaja aritmética exacta.

¢ QUE COSAS NUEVAS PODEMOS HACER CON UNA CALCULADORA DE ESTE TIPO?

Las posibilidades son muchas, vamos a ver algunos ejemplos de actividades que se pueden realizar a

nivel de Secundaria:

1.

2. Factorizar y desarrollar, tanto nimeros como ex|

3. Calcul

Resolver ecuaciones, dando las soluciones en el campo real y en el complejo:

RAD AUTD

Fis) Fz- [F3e] F4o [ FS Fiv
nthcr PrImig]Ciean up|

lsolve(x2-9=0,x)
x=3 or x=-3

'cSolue(x2¢9=0,><]
x=3-4 or x=-3-%

FUNC

230

[ro3idmbsirdCorclutnar romunlcrear v |

* factor(200) 23.52

= factor(xS -5-x + 2, x)
(x-2)(x+[Z+1){x-[2+1)

Factor (x*3-Shx+2,x)
MAIN RAD AUTD FUNC

2/30

presiones algebraicas:
{ ~ g v Ve Fe
via ng’;bra Cglc Otlr»er rgml0Clear a-z.

» tExpand(sinCa + 8)
cos(a) sin(B) + sin(a)-cos(B)
L] expand[[x4 - 1]'[><2 +5-%x- 9]]
%x6+5.%x3-9.x%-xZ-5.x+9

e xpand( (x“4) (x"2+5%-9>)
£

AN KAl T FUNC 2,30

ar limites y derivadas:

[f: T GG AL IruvT FS T 13 ]
va Algebra Cal'c Other[PrgmIQ[Clear a-z..

4 _
. 1in["2 2 -75
%32 x“-9
o 1im [(x5(18-5-x4)) s60
ok
® lim [%] - 275
X+3" x

MAN RAD EXACT FUNC 3730

F2e] Fa- | F5 Féie
ajcalciither|PrImid|Clean tp,

'-&-[x& x2—5'x+3]
x3-(2-x - 5}
2:0x2-5.x+3

RAD AUTD

FUNC 1720
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JUEGOS MATEMATICOS ELABORADOS POR ALUMNOS

CARMEN ARESE OLIVA - M*® GUADALUPE BUENDIA CASTINEIRA - PiLAR CAZENAVE BERNAL
Piar Escuria BASART -  DOLORES PEREIRA FIGUEROA - ENRIQUE RAMIREZ GUERRERO
ManUEL SANCHEZ VAZQUEZ

Se trata de exponer los juegos elaborados por los alumnos y alumnas de 42 de E.S.O. de nuestro Centro en
un trabajo de Investigacion trimestral. Con algunos de estos juegos se pueden trabajar directamente
conceptos matematicos de geometria, nimeros, etc. Y con otros de ellos, estrategias ganadoras.

A cada grupo (formado por 4 alumnos) se les dio un guién con un juego (todos distintos), sobre ese guién
ellos tenian que elaborar el material, reglas, estrategias ganadoras (si las hubiera) y ademas inventar otro
juego distinto que se pudiera jugar utilizando el mismo material o parecido. En total han realizado 35 juegos,
algunos de ellos muy bien elaborados.

La idea es exponer algunos de los juegos y usarlos para ver que conceptos se trabajan y que estrategias.

Algunos de los juegos que vamos a presentar son:
- Microcentro.
- Subibaja.
- Brax.
- Quincesuma.
- La Bastilla.
- Nimo.
- Alhambra.
- Cubo diabélico.
- Juego de las eies.
- Escoba fraccionada.

Un juego, como nosotros lo entendemos, ademas de pensar requiere alguna accion fisica e implica una
competicién. Pues de eso se trata, pero ademas podréis ver que todos estos juegos estan mas o menos
relacionados con las Matematicas, asi que este trimestre vamos a elaborar JUEGOS MATEMATICOS.

Cada grupo trabajara sobre el juego asignado por su profesora y sobre ese juego realizara lo siguiente:

a) Elaborar los materiales necesarios para jugar.

b) Redactar, lo mas claramente posible, las normas del juego, asi como las “estrategias” para
ganar el mismo, si las hubiera.

¢) En todos los juegos hay explicadas Posibles variantes, lo que os ayudara a explicitar otros
posibles juegos con el material que presentais o con algunas modificaciones en el mismo, de
estos juegos “inventados” por vosotros tendréis que explicar las reglas.

d) Todos los miembros del grupo sabran jugar a los juegos que ha elaborado su grupo, asi
como explicarlos cuando se les pregunte.

e} Eltablero del juego (si lo tiene) tendra un tamafioc maximo de 40x45cm.

f) El Departamento de Matematicas se quedara con los juegos elaborados por los alumnos
para utilizarlos en otras actividades.

Fecha de entrega: 30 de mayo de 2000.

Para calificar el trabajo se tendra en cuenta:
- Presentacion y elaboracién del material.
- Claridad de las reglas del juego.
- Estrategias utilizadas.
- Originalidad en los juegos inventados.

Pégina 337












Talleres

CABRI GEOMETRE PARA WINDOWS ]
UN RECURSO SENCILLO PARA TRABAJAR LA GEOMETRIA

AGUSTIN CARRILLO DE ALBORNOZ TORRES - INMACULADA LLAMAS CENTENO
Provecto T° Espaia

En un texto de principios de siglo sobre geometria métrica, en las nociones que pueden considerarse
como elementales en la geometria encontré la siguiente definicién de recta:

“Existe una linea llamada recta, cuyos caracteres distintivos son los siguientes: su
forma es idéntica a s/ misma en todas sus partes, su extension es ilimitada en sus
dos sentidos y es tal que su posicion queda fijada, e individualizada en el espacio
cuando se fijan dos de sus puntos”

Para comprender la importancia de la definicion anterior, debemos afiadir que no se acompaha gréfico o
dibujo alguno que facilite la interpretacion de las caracteristicas de una recta.

Evidentemente, los tiempos y por supuesto los métodos han cambiado, dificilmente entenderiamos
trabajar en la actualidad sin el apoyo de un material impreso adecuado en el que los gréficos e imagenes
jueguen un papel importante.

En esta linea proponemos avanzar un poco mas e incorporar, si es que ain no lo hemos hecho, distintos
recursos que faciliten tareas como la representacién grafica, la investigaciéon y la deduccion de
propiedades cambiando los objetos o elementos que intervienen en cualquier planteamiento.
Calculadoras y ordenadores a través de distintos programas como son los de geometria dinamica, sin
olvidar los programas de célculo simbélico, ofrecen un amplio espectro de posibilidades que no debemos
ignorar.

En las siguientes lineas planteamos la realizacion de distintas actividades para realizar con Cabri
Géometre en las que ademas de aprovechar la sencillez y facilidad de aprendizaje, utilizaremos una de
sus caracteristicas como es la actualizacion de las medidas y relaciones existentes entre los objetos de
una construccion cuando cambiamos las condiciones iniciales 0 movemos cualquier objeto.

Como paso previo a las actividades propuestas, en la sesion de trabajo ofreceremos una visién general
del programas y algunos ejemplos para familiarizar al profesorado con la metodologia de trabajo de
Cabri, pero que por razones evidentes de espacio no incluimos en este resumen.

A continuacién, relacionamos algunas actividades como ejemplo de distintas tareas y procesos en los
que podemos utilizar Cabri Géometre o cualquier programa similar.

Actividad: Construccion de tridngulos.

Los métodos que utilizamos con regla y compas para construir tridngulos en cada uno de los
casos facilmente podemos realizarlos a través de las herramientas disponibles en Cabri.

Por ejemplo, para construir un triangulo a partir de los segmentos correspondientes a los tres
lados tan sélo utilizaremos las herramientas compds y tridangulo.

6n de un 9 los tres lados

I,

Una vez dibujado el tridngulo propondremos investigar cuando existe y cuando no, comprobando
la condicién que determina la existencia del triangulo.
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AB =355 cm
OP =157 cm

Continuando con esta actividad, podemos plantear nuevas cuestiones, por ejemplo ;qué relacion existe
si en iugar de medir la cuerda AB medimos el arco AB?

Como conclusion animar a la utilizacién de nuevos recursos que, aunque siempre plantearan
dificultades, las ventajas que ofrecen compensaran en la tarea diaria en el aula.

Con esta idea, y para animar hemos plantado estas actividades que pueden servir para tener
una ligera referencia de algunas cosas que se pueden realizar con estos programas de geometria que
pueden resultar un buen complemento y un mejor apoyo en el drea de matematicas.
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LA CONSTRUCCION DEL NUMERO Y DE LA NUMERACION EN LA
ESCUELA INFANTIL

Luisa Ruiz Higueras - Catalina Baena - Nieves Ferndndez - Rosario Lorite
Trinidad Ruiz - Isabel Santiago.

1. INTRODUCCION.

Si bien las Matematicas de la Educacion Infantil y ciclo inicial de Primaria son matematicas que se suelen
calificar como “elementales”, quisiéramos enfatizar que son ciertamente elementales, pero no en el
sentido de obvias y evidentes sino en el de primordiales y fundacionales, ya que constituyen los
fundamentos de lo que se ha de construir después. No es nada trivial, en efecto, el intentar definir el
ndmero natural o bien la actividad de contar o de medir, asi como las relaciones entre ellas, por no decir
las condiciones necesarias en las que se puedan realizar dichas actividades.

Los fundamentos de las Matematicas son altamente complejos, dejando de parecer triviales a
partir del momento en que nos paramos a analizarios, a problematizarios y reconstruirlos - condicion
necesaria para ensefarlos - . Sirva de apoyo el siguiente pasaje de Russell (1919):

Lo mas facil y claro en la Matemdtica no es aquello que aparece
légicamente en sus comienzos; es mas bien lo que, desde el punto de vista de la
deduccién logica, se presenta mas o menos hacia la mitad. Asi como los cuerpos que se
ven con mas facilidad no son los que estan ni muy lejos ni muy cerca, ni los muy grandes
ni los muy pequerfios, asi también los conceptos mas faciles de captar no son ni los
demasiado complejos ni los excesivamente simples.

En este taller trabajaremos una serie de situaciones de ensefianza del nimero y la numeracién
bajo una hipdtesis de aprendizaje constructivista por adaptacion al medio’, con objeto de facilitar
propuestas didacticas para el desarrolio curricular en estos niveles y de iniciar a los profesores/as en el
analisis didactico de los objetos matematicos.

Llevaremos a cabo también tareas de analisis de procedimientos de los alumnos/as a través del
estudio de sus producciones y de la observacién de videos.

2. CONSIDERACIONES DIDACTICAS PARA EL DESARROLLO CURRICULAR DEL NUMERO Y LA
NUMERACION EN LA EDUCACION INFANTIL (Y NIVEL INICIAL DE PRIMARIA).

En la elaboracién de una propuesta curricular para la iniciacién al conocimiento del nimero y de la
numeracion en la escuela Infantil y primeros cursos de la escuela Primaria, convendria tener en cuenta
las siguientes consideraciones didacticas:

12. Reconocer que el nimero y la numeracién son objetos culturales, utilizados cotidianamente en el
medio familiar y social. Es ingenuo no tener esto en cuenta en la ensefianza y hacer como si el nifio no
conociera absolutamente nada reiacionado con el campo numérico al llegar a la escuela.

2°, Para disefiar el proceso de ensefanza, no podemos servirnos uUnicamente de la definicién
matematica de numero y de las reglas del algoritmo de "contar’, tenemos necesidad de determinar el
conjunto de situaciones que dan sentido al nimero y la numeracién a esa edad. Para ello sera necesario
estudiar formalmente las funciones del nimero y de la numeracion.

32, Si bien, en matematicas, nimero y numeracion son objetos bien distintos (el nimero no depende del
modo en que se designa), creemos, sin embargo, que esta distincion no es suficiente para considerar
las funciones especificas de cada uno de ellos en la ensefanza de modo aislado. No podemos pensar
que el nimero pueda aprenderse en estos niveles independientemente de la numeracion.

Varios estudios cldsicos de epistemologia y didactica de la Matematica (Guitel, 1975; El Bouazzaoui,
1978) ponen de manifiesto, coémo las nociones de niumero y numeracion estan intimamente ligadas. Los
problemas de numeracién dependen de la magnitud de los nimeros utilizados, de la frecuencia con que
los encontramos, etc. Las relaciones entre nimeros y numeracién son dialécticas. La segunda permite
hablar de los primeros y debera hacerlo de una forma cémoda, eficaz y econémica.

Asi pues, no consideramos adecuado hablar “a priori* de funciones de la numeracion y del nimero de
forma independiente. Por ello, creemos necesario crear situaciones que permitan describir el
funcionamiento adecuado e idéneo del nimero y de la numeracién.

! Bajo esta concepcién se considera que los alumnos/as aprenden mediante un proceso adaptativo & un "medio” constituido por la situacién.
Son situaciones en las que los conocimientos matematicos surgen como (itiles, como herramientas para resoiver problemas. En ia slaboracion
de estas situaciones es fundamental la determinacion y control de las variables didacticas, ya que la gestién que el profesor/a haga de ellas,
provocaré que los alumnos/as desarrolien estrategias de solucion, desde la mds costosa hasta la mds dptima, constituyendo esta Ultima el
instrumento mejor adaptado para resolver et problema.
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42, Las situaciones que pueden dar significacién al nimero y la numeracién seran aquellas que den
respuesta a la pregunta: ;Para qué tenemos necesidad del nimero y de su designacion?

En esta etapa de escolaridad, para que los alumnos puedan reconocer y utilizar el nimero, déandole una
significacion idénea, consideraremos, principalmente, dos de sus funciones:

a. El nimero como memoria, bien sea como “memoria de la cantidad” que permite evocar
una cantidad sin que esté presente (corresponde al aspecto cardinal), o bien sea como
‘memoria de la posicién® que permite evocar el lugar de un objeto en una sucesién ordenada
(corresponde al aspecto ordinal).

b. El nimero para anticipar resultados en el caso de situaciones no presentes o incluso no
realizadas (es decir, simplemente evocadas), pero sobre las que disponemos de ciertas
informaciones.

3. PROBLEMAS DE REFERENCIA PARA LA CONSTRUCCION DE SITUACIONES.

En el desarrollo del taller analizaremos algunos grandes tipos de problemas que son
susceptibles de dar sentido a los procedimientos numéricos y a las designaciones orales o escritas de
los numeros en estos niveles educativos. Teniendo como referencia estos tipos de problemas
construiremos diferentes situaciones didacticas para proponerias a los alumnos. Entre ellos, destacamos
los que ponen en juego aspectos tales como:

*  Verificar la conservacion de una coleccién.

¢ Administrar una coleccioén

* Recordar una cantidad.

*  Comparar dos colecciones Ay B

*  Anticipar un resultado (combinar, cambiar, repartir, etc.)

A partir de los problemas anteriores podemos construir numerosas situaciones de ensefanza-
aprendizaje en las que se movilicen aspectos basicos del nimero, tales como:

- medir una coleccién: asignar un nimero natural a una coleccion.
- producir una coleccidén: construir una coleccién de cardinal dado. Operacién inversa a la
anterior”
- ordenar una coleccidn: asignar una determinada posicion a los elementos de una coleccion.

4. PROCEDIMIENTOS QUE PUEDEN EMPLEAR LOS NINOS PARA RESOLVER LOS PROBLEMAS.

Nos interesara asimismo, en el trabajo del taller, llevar a cabo un andlisis de los procedimientos
que ios nifos pueden poner en accién para resolverlos, ya que todo procedimiento siempre es el
indicador de la existencia de un conocimiento matematico. Dado que hay procedimientos de diversa
categoria, desde los mds costosos hasta los mas 6ptimos y econémicos, al profesor/a le interesa poder
identificarlos "a priori" y, de este modo, determinar los conocimientos matematicos que ponen en
funcionamiento los alumnos en la resolucién de sus tareas. Podemos sefalar, entre otros, los siguientes:

» Procedimientos que evitan la designacion del cardinal de la coleccion, tales como la
correspondencia término a término, la correspondencia "subconjunto a subconjunto”, etc.

¢ Procedimientos que designan el cardinal de la coleccién, tales como la estimaciéon puramente
visual, la "subitizacion”, el conteo, "sobreconteo®, “descuento”, “recuento”, etc.

¢ Procedimientos mixtos, tales como asignar el cardinal por "bloques" de elementos y utilizacion
de expresiones, bien orales, o escritas de tipo aditivo (por ejemplo, dada una coleccién de 19
elementos, los nifos podrian hacer varios subconjuntos y decirque hay 5y 3y 5y 4y 2)

* Procedimientos de "calculo”: en los que los nifos pueden utilizar algunos conocimientos
numéricos memorizados, o0 bien algunas técnicas de calculo, descomposiciones,
transformaciones, etc.

La resolucién de problemas permitira a los nifios pasar de los procedimientos mas costosos y
menos flables a los mas econdmicos y pertinentes, desarrollando ampliamente la actividad de
“cardinacién*’ de colecciones.

Dada la limitacién exigida a la extensién de este trabajo, vamos a presentar, por Gitimo, muy
brevemente, una de las situaciones que trabajaremos en el taller.

2¢ di la duccién de una coleccién de su produccitn. La primera se hace en referencia a una coleccién que serfa, de algin
modoelmodcloacopmrLasegundasehaceapanndeunnumodado

3 La "cardinacién” de un j finjto es una i6n mental o concreta por la cual s¢ obtiene el cardinal de dicho conjunto. es decir, se determina su mimero de

elementos.

Pédgina 348



Talleres

5. PRESENTACION Y ANALISIS DE UNA ACTIVIDAD: "EL ROBOT".

El nimero para constituir una coleccién equipotente a otra dada’.

"El robot" es una situacion que sitta a los nifios de la escuela infantil ante una
tarea compieja y permite al profesor observar, para cada uno, cémo recurren de
modo espontaneo a la "cardinacién" y cémo superan las dificultades ligadas a
su empleo.

Un "robot", dibujado sobre una cuadricula, tiene bien diferenciados todas las
componentes de su cuerpo: brazos, piernas, cabeza, tronco. Cada parte esta
constituida por un nimero diferente de cuadrados. Ciertos cuadrados estan
recubiertos de papel de diferentes colores (la determinacién de su nimero y
b i posicion es una variable didactica que controla el profesor).

11

+« Objetivos que permite conseguir a los alumnos.
- Tomar consciencia de que los numeros son instrumentos eficaces para memorizar una
cantidad.
-Emplear eficazmente, en la resolucion de problemas, el procedimiento de constituir
colecciones equipotentes a una coleccién dada.
- Desarrollar procedimientos que permitan la "cardinacion” de colecciones
- Emplear la numeracién como una herramienta que permite representar la cantidad.
El objetivo final de esta actividad es que los nifios sean capaces de controlar el cardinal de todas
las colecciones presentes en el robot y llevar a cabo la tarea en un solo viaje.
+ Material:
- Un "robot’ segun el modelo adjunto
- Una ficha de gran tamafio con el dibujo "incompleto” del robot para cada grupo de alumnos.
- Cajas que contlenen cuadraditos o gomettes de colores (una caja para cada color).
« Variables didécticas’
- El numero de cuadrados elegido en funcién de las competencias que tienen los nifos y de su
conocimiento de la secuencia numérica.
- La disposicion espacial de los cuadraditos coloreados.
- Las dimensiones del robot (y, en consecuencia, el tamafio de los nimeros de las colecciones)
- El numero de "viajes" que pueden hacer a la mesa de la profesora.
« Comportamientos posibles:
- Realizar correctamente la "cardinacion” (por procedimientos diferentes: subitizacién, conteo,
célculo, etc.) y llevar a cabo la tarea en un solo “viaje”.
- Realizar la equipotencia en dos o tres viajes mediante sucesivos ajustes, bien sea por porque
los nifios se equivocan en su “cardinacién” (errores en uno o0 dos elementos, por ejemplo), o
por otros motivos.
- Construir la equipotencia dando tantos viajes como cuadraditos deba completar.
- Ir a buscar los cuadraditos a las cajas sin haber contado previamente el nimero de casillas del
robot .

*  Primera fase: Consigna dada por el profesor/a:

*El otro dia os ensefié un robot que habian realizado los nifios de otra clase. Hoy vamos a
intentar hacerlo nosotros. Voy a poner en vuesltra mesa uno que estd sin acabar, debéis
terminario de modo que quede exactamente igual que el que hicieron ellos (que estara sobre una
mesa en un extremo de la clase). En mi mesa tenéis cajas que contienen cada una de ellas
cuadraditos de colores para completar el robot. Debéis tomar solo los que hagan falta para
completar cada parte, repito, justo los que sean necesarios, ni mas ni menos. Debéis mirar
bien. Cada nifio de la mesa, siguiendo un tumo, pide a la profesorava los cuadraditos que
necesite."

4 En la seleccion de las actividades se han seguido las propuestas de ERMEL (1990, 1991) Apprentissages numérigues. Paris: Hatier.

5Sedummnvarmblzsduddancu:qudlasvambludchuménqu.gumdaspudmwslm., canizios itati enlos imi d:l
alurmo. Su cambio implica, por tanto, modificaciones en el do sobre ellas pod

aprendizajes”. (Brousseau, 1982, p.9). En el casodcl numﬂoy la numeracién es posible variar enhs ummm el campo numérico (tamailo de la aﬂemém
tamafio de los mimeros, etc.); los objetos de las ( fijos, listados, e1c.); la i6n de las i pueden estar

y visibles para el nifio, o bien, ausentes; hd:spwaﬁ:mpamaldelosohjm(nhmdos agrupados, muuados deurdmados. .); las reglas y consignas utilizadas
por el maestro, etc.: ¢l tamatio del espacio en donde se desarrolle la si
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TALLER DE MATEMATICAS DEL LE.S. “ARROYO DE LA MIEL".
BENALMADENA.

Jose ANTONIO CABRERZO CABRERZO - JOSE MANUEL BARRAGAN BORDALA- FRANCISCO REY GARCIA
Jos€é M Fernédndez Martinez - Alejandro Escobar Garcia - Antonio Molina Chaves

Aspectos tratados en el “Taller de Mateméticas”.

Juegos y pasatiempos (incluye solitarios).

Paradojas y magia matematica.

Construcciones y manipulaciones.

En ellos se comprende, de manera transversal, el asunto de la resolucién de problemas.

EL JUEGO

Dios quiso dar a los hombres toda clase de alegrias en la vida para que, disfrutando de

ellas, lograsen soportar mejor las penas y trabajos que pudieran sobrevenirles.
Alfonso X el Sabio, en la introduccion del “Libro de los juegos”,
primer libro que trata sobre el tema en la literatura europea.

Los juegos poseen algunas de las caracteristicas de las obras de arte. Con sus reglas
sencillas e inequivocas son como islas de orden en el impreciso y desordenado caos de
lo sensible.

Aldoux Huxley.

Siempre he creido que el mejor camino para hacer las Matemdticas interesantes a los
alumnos y profanos es acercarse a ellos en son de juego.
M. Gardner.

Es claro que, especialmente en la tarea de iniciar a los mds jévenes en la labor
matemdtica, el sabor a juego puede impregnar de tal modo el trabajo, que lo haga mucho
mds motivado, estimulante, incluso agradable y, para algunos, aun apasionante. De
hecho han sido muchos los intentos de presentar sistemdticamente los principios
matematicos que rigen muchos de los juegos de todas las épocas.

M. de Guzman.

Los juegos de tablero y fichas tienen un atractivo universal, y habrd poca gente que no
se haya visto atraida e interesada, en un momento u otro, por algin juego de este tipo.
R. Belly M. Comelius.

Como vemos, la consideracién del juego como actividad recomendable no es nueva, ni tampoco su
interés en conexién con la actividad matematica. No hemos de olvidar que hay toda una parte de las
Matematicas denominada Teoria de Juegos, o de la relacion entre el juego y la Inteligencia Artificial.
También podemos encontrar interesantes relaciones entre algin aspecto del funcionamiento de nuestro
cuerpo y los pasatiempos matematicos (Enrique Meléndez Hevia. (1993). ALa evolucién del
metabolismo: hacia la simplicidad@, Eudema).

ASPECTOS DIDACTICOS

Segun M®. Luz Callejo, los juegos de estrategia favorecen los siguientes aspectos:
¢ Trabajo en grupo.

Comunicacion de ideas.

Capacidad de interrogarse nuevas situaciones.

Contraste de observaciones y conjeturas.

Registro del proceso de resolucién por parte de los jugadores.

Revision y reflexion sobre el proceso de resolucion.

Como metodoiogia, propone cinco fases:
¢ Orientacion del trabajo.
« Trabajo en grupo.
« Confrontacion de ideas.
e Puesta en comun..
* Aplicacion.
Gomez Chacén propone esta metodologia general;
» Familiarizarse con el juego.
e Exploracion inicial: buscar varias estrategias de resolucion.
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Lievar a cabo la estrategia: seleccidon de posiciones ganadoras, examinar la validez de

nuevas conjeturas...

Refiexionar sobre el proceso seguido.

Luis Ferrero aporta algunas sugerencias didacticas para la practica de juegos:
Graduar la dificultad del juego en funcién de los alumnos a los que va dirigido.
Sobre un mismo material de juego se pueden idear juegos distintos modificando

adecuadamente las normas.

Cuando dominen un juego hay que animarles a que lo adapten a su gusto variando alguna

norma.

Cuando la estrategia ganadora resulte dificil, es aconsejable que ensayen casos mas

simpies.

Existe bastante literatura sobre resolucién de problemas. En funcién del ambito méas o menos profundo o
del nivel de especificacion encontraremos esquemas que se centran en pocos criterios sefalados de
forma general (Polya, Bransford y Stein,...), 0 que detallan méas las diversas estrategias ( Fernandez,
Schoenfeld,...).
Centrandonos en el juego, M2 Luz Callejo resalta las siguientes capacidades en resoluciéon de
problemas, que son estimuladas por los juegos:

Establecer analogias entre problemas.

Empezar por el final.

Resolver primero un problema mas sencillo.
Hacer una representacion gréfica.

Fermnando Corbalan resalta los siguientes:

Empezar por el final.

Experimentar y extraer pautas.

Sacar partido de la simetria.

Utilizar modelos adecuados de expresion (verbales, gréficos, algebraicos, numéricos).
Resolver problemas anélogos.
Empezar por resolver un problema mas sencillo.

TRABAJO DESARROLLADO EN EL GRUPO

Ademas de la busqueda y construccién de actividades interesantes, tratamos de reflejar el
andlisis de las estrategias, de los contenidos matematicos y de la historia de algunos juegos y

pasatiempos.

Hemos seleccionado las siguientes actividades para exponerias en el congreso:

a Paradojas:
« El chino que desaparece.
« El enano que desaparece.
¢ El cuadrado evanescente.
e Figuras imposibles.

] Juegos:
« Eljuego de las isometrias.
e El morris de nueve peones.
e El laberinto sexual.
e Caer al agua.
s El Bridg-it.
e Eljam.
o Elsim.
e El surakarta.
¢ Elmancala.
e Elnim.
e Los zorros y ios gansos.
* El golf matematico.
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0 Construcciones:

Construccion de poliedros.

El cubo soma.

Un litro de madera.

Caleidociclos.

Numeros en el plano y en el espacio.
La cinta de Moebius.

Q Solitarios:

u] Magia

Rompecabezas topoldgicos.
Intercambio de caballos.
Intercambio de fichas.

El gran atasco.

El cubo de la cara roja.
Las torres de Hanoi.
Intercambio de palillos.
El tangram.

Formacion de tridngulos.
Reflexién de espejos.

El solitario inglés.

El laberinto decimal.

El circulo magico.
Juegos de dados.
Escapa si puedes.
Juegos de calendario.
Adivinaciones numéricas.
Juegos de cartas.
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MATEMATICAS PARA PASAR EL TIEMPO

JOSE MUNOZ SANTONJA - ANTONIO FERNANDEZ-ALISEDA REDONDO

Vivimos inmersos en una sociedad del ocio. Dedicamos bastante de nuestro tiempo a actividades que no
son propiamente profesionales, como se puede ver, por ejemplo, si estudiamos la gran cantidad de horas
diarias que los espafioles vemos la televisién (por media cerca de cuatro horas, incluso antes de "El
Gran Hermano") o si nos fijamos en el elevado nimero de personas que se desplazan cada vez que
entramos en periodos vacacionales.

Una de las actividades a la que solemos dedicar nuestro tiempo libre es la resolucion de pasatiempos.
No es raro ver a personas que van a viajar (en tren, autobus,...) 0 a pasar el dia de asueto en la playa o
piscina, cargarse de crucigramas o sopas de letras para entretener esas horas de ocio. Los pasatiempos
son muy atractivos para una gran cantidad de personas; resultan ademds una actividad agradable y
motivadora y, desde luego, totalmente voluntaria. No es raro que cualquier revista posea alguna seccién
de entretenimiento, incluso las dirigidas a los nifios. La variedad de propuestas es sorprendente.

Entre los pasatiempos, existen muchos aprovechables por los que nos dedicamos a la ensefianza de las
Matematicas, bien porque requieran utilizar algun concepto o porque desarrollen alguna destreza incluida
en nuestro curriculum. Existe una especial relacion entre los procesos que se siguen al resolver estos
pasatiempos y los que se emplean en la Resolucién de Problemas.

CARACTERISTICAS DE LOS PASATIEMPOS MATEMATICOS:

e Son motivadores. Suponen un reto.

o Divierten.

* Son un elemento frecuente y aceptado en la vida cotidiana. Si aparecen en los periddicos es porque
son interesantes para los lectores, pues si no desaparecerian.

e Constituyen un recurso con gran variedad y cantidad de materiales.

e Se pueden usar dentro del aula y también fuera (Semanas culturales, Gymkhanas, Revistas,
Concursos...).

« No se necesitan conocimientos matematicos muy profundos. Lo que no quiere decir que sean faciles.

¢ Desarrollan procedimientos de la Resolucién de Problemas.

PASATIEMPOS Y RESOLUCION DE PROBLEMAS:

Una de las dificultades de la Resolucion de Problemas es su integracion entre las actividades
cotidianas del aula. Problemas de tiempo (aprender-ensefiar a resolver problemas es un proceso lento) y
un curriculum bastante extenso hacen que sus apariciones sean esporadicas.

Donde si aparece con mucha frecuencia la Resolucion de Problemas es en actividades ldicas-
recreativas, afortunadamente cada dia mds frecuentes en nuestros centros, del tipo Logikén, Open
Matematico, Concursos,...

Ultimamente estas actividades estan saliendo del recinto escolar realizandose en entornos de las
ciudades. De esta forma la Resolucion de Problemas gana un elemento muy importante: el contexto. En
Gymkhanas por Jerez, Cérdoba o los Concursos de Problemas de Ingenio de Almeria compafieros de
estas localidades han contextualizado situaciones matematicas que desde el aula se pueden considerar
antificiales. La Resolucién de Problemas deja de ser el frio reto ante un enunciado en un folio en blanco y
se convierte en un esfuerzo intelectual ante una situacion de nuestro entomo.

Este elemento contextualizador y a la vez alejado de la rutina del aula se da en los pasatiempos
matematicos de la prensa. Ante todo son pasatiempos, juegos con intencién de pasar un rato agradable,
muy frecuentes y reconocidos por todos en periddicos y revistas. Estas dos caracteristicas hacen que
quienes los intentan resolver se acerquen a ellos con una actitud positiva y sin la carga negativa que
muchas veces se asocia a situaciones matematicas. En su resolucion se estd haciendo matematica, aun
sin saberlo.
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“VIVIR UNA AVENTURA MATEMATICA”

ANA GARCIA LOPEZ - MANUEL MARTINEZ DiAZ - MIGUEL MONTEOLIVA SANCHEZ + CARLOS O. SUAREZ ALEMAN
GRuUPO PAPIRO

RESUMEN: Tras la experiencia de dos afos consecutivos de la Gincana
Matemdtica provincial de Cé&diz, se plantea presentar a los profesores la
experiencia para que la vivan en sus propias cames.

FINALIDADES DEL TALLER
® Estimular el pensamiento, la creatividad, la habilidad para enfrentarse a nuevas situaciones, a
problemas imprevistos.

® Mostrar a los participantes que las matematicas pueden dar otra vision amena y divertida de una
ciudad.

® Divuigar un aspecto lidico de una disciplina clave en el desarrollo de la sociedad.

® Reconocer la presencia de objetos y conceptos matematicos que pasan desapercibidos a simple
vista.

® Conocer la Ciudad, su cultura, su historia, su arte.

"Acercar las matematicas a la sociedad de manera lidica."”

DESCRIPCION

Una aventura pensada en claves matematicas

Una ginkana en la que el trasfondo es matemadtico, envuelta en una historia enigmatica, de espias,
pistas y enlaces.

® Para realizarla se necesita sentido intuitivo, creativo y practico de las herramientas basicas
matematicas,

DESARROLLO

® La ginkana es una prueba por equipos.

La ginkana consistira en descubrir el enigma planteado en el inicio mediante la resolucién una serie
de problemas.

La resolucion de cada problema lievara al siguiente problema.

Una vez realizado el Taller en una comunicacion se expondrd la solucion y los resultados de la
experiencia realizada con los alumnos de la provincia de Cadiz.
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