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Los algebroides de Lie y las pseudoálgebras de Lie son una parte 
desconocida del folclore de la Geometría Diferencial. Han sido in­
troducidos repetidamente en la Geometría Diferencial desde prin­
cipios de la década de 1950, y también en Física y Algebra, bajo 
una amplia variedad de nombres, sobre todo como invariantes in­
finitesimales asociados a estructuras algebraicas.

K.C.H. Mackenzie





Prefacio

En estos días, el ángel de la topología y el 
demonio del álgebra abstracta luchan por el 
alma de cada dominio de las matemáticas.

Herman Weyl

Esta monografía nace con la idea de servir de referencia básica a 
todas aquellas personas que necesiten la Teoría de Grupoides y 
Algebroides, bien para continuar en sus investigaciones sobre estos 
mismos objetos o bien para servirse de ellos en el estudio de otros 
diferentes.

Su gestación, que no debe ser tachada de casual o fortuita, obe­
dece a una serie de causas, objetivas en su mayor parte, que creemos 
suficientes para justificar su existencia. Pasamos a comentarlas a 
continuación.

Es conocido que una de las principales dificultades con las que 
a menudo se encuentra el investigador que busca información sobre 
algún tema de su interés es que, generalmente, no encuentra un 
texto de referencia que le satisfaga plenamente. Este hecho se acre­
cienta, aún más, si cabe, cuando el tema objeto de su estudio no 
es especialmente conocido o cuando ha empezado a ser estudiado 
no hace mucho tiempo. Este último era precisamente el caso que 
nos ocupaba cuando comenzamos con la elaboración del presente 
texto en junio de 2001. En las circunstancias a las que nos en­
frentábamos, las dificultades que surgen al iniciar una investigación 
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vi Teoría de grupoides y algebroides

llegan a ser, en muchas ocasiones, casi infranqueables. A la luz de 
estas reflexiones, permítasenos narrar parte de nuestra propia expe­
riencia cuando decidimos iniciar una investigación sobre grupoides 
y algebroides de Lie.

La primera dificultad que se nos presentó fue la imposibilidad de 
encontrar reunidos en un solo texto todos aquellos conceptos previos 
que se necesitan para una adecuada comprensión de los grupoides 
y algebroides. Entre estos conceptos necesarios abundan los rela­
tivos a Geometría Algebraica, Geometría Diferencial, Topología, 
Algebra y varias otras ramas de las Matemáticas que, obviamente, 
se encuentran cada uno de ellos en textos específicos, aunque con 
diferentes enfoques y modos de exposición.

En segundo lugar nos encontramos con que los, relativamente, 
escasos textos existentes que tratan sobre grupoides y algebroides 
presentan notabilísimas diferencias entre ellos, no solamente en los 
apartados de contenidos y notación, sino que incluso aparecen en 
ellos conceptos esencialmente distintos y que sin embargo son de­
nominados con el mismo nombre.

Como prueba de lo que decimos, permítasenos comentar al res­
pecto una pequeña anécdota que nos sucedió al principio de nuestras 
investigaciones en este tema. La transcribimos porque creemos que 
ilustra suficientemente lo que acabamos de indicar.

Lo sucedido tiene que ver con dos de los autores que más ve­
ces se citan en esta monografía, contemporáneos nuestros, y que 
actualmente están considerados, sobre todo uno de ellos, como ver­
daderas autoridades (“popes” en el argot matemático) en el estudio 
de estos temas. Por razones obvias omitiremos sus nombres y nos 
referiremos a ellos nombrándolos simplemente como Sres. XX e 
YY.
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Pues bien, ocurrió que en un momento dado de nuestra investi­
gación en grupoides y algebroides nos encontramos con un concepto 
en el texto de XX que, en nuestra opinión, no tenía absolutamente 
nada que ver, tanto por su definición, como por su significado y por 
sus aplicaciones, con otro que en el texto de YY aparecía denotado 
con el mismo nombre.

Extrañados, dedicamos un tiempo considerable de nuestra in­
vestigación a intentar probar la equivalencia entre los mismos, para 
ver si a través de la definición y propiedades de uno cualquiera de 
ellos podíamos llegar a su “homólogo”, pero nuestros intentos fueron 
infructuosos.

Como disponíamos de las direcciones electrónicas de estos au­
tores, decidimos entonces enviarles un correo electrónico a cada 
uno de ellos, a fin de rogarles que nos aclarasen en la medida de 
lo posible aquel hecho. Pues bien, uno de ellos no nos contestó. 
El otro, casi a vuelta de correo (lo que nos hizo pensar que no le 
había prestado mucha atención a nuestro requerimiento, si bien tu­
vo la delicadeza de respondernos) nos envió la siguiente respuesta 
(traducida): “No conocía el libro de YY. Creo que lo que él llama 
AA es lo que habitualmente se conoce en la literatura sobre el tema 
con el nombre de BB, y es por eso por lo que nosotros usamos este 
término. ”

Como puede verse, estas palabras dan una base firme a las tesis 
que nosotros anteriormente hemos defendido sobre la necesidad de 
contar con un texto que permita solventar estas situaciones y otras 
más, de parecido tipo, que nosotros, desafortunadamente, también 
hemos padecido.

Continuando con las razones que nos han movido a redactar 
esta monografía, diremos que el principal objetivo que nos hemos 
planteado a la hora de escribirla es el de presentar una introducción 
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a los grupoides (en concreto a los topológicos y los diferenciadles) y 
a los algebroides de Lie, que resulte sencilla y útil al mismo tiempo 
a los investigadores que necesiten de estos temas.

Para cubrir este objetivo general, nos ha parecido oportuno ac­
tuar en varios frentes, considerando otros objetivos más particu­
lares, que refuercen y consoliden al anterior.

Así, en primer lugar, hemos recopilado los conceptos y los re­
sultados más importantes y de interés para tal tarea. Hay que 
indicar al respecto que muchas de las definiciones que aparecen 
en textos ya publicados no son ni suficientemente clarificadoras 
ni suficientemente completas. Por lo tanto, el primero de nues­
tros objetivos particulares ha sido precisamente aclarar los con­
ceptos y dar demostraciones completas de aquellos resultados, que 
en gran parte de los casos no estaban completamente probados o 
no estaban bien referenciados (o si lo estaban, dichas referencias 
eran difíciles de conseguir). De hecho, muchas demostraciones que 
aparecen en esos textos ya publicados son consideradas triviales o 
inmediatas por sus autores, cuando realmente no lo son tanto. Ello 
nos ha obligado en ocasiones a reconstruir muchas de ellas a partir 
de las pruebas incompletas de que disponíamos e incluso a hacerlas 
de nuevo a partir de ideas originales nuestras.

Por otra parte, y como segundo objetivo particular, hemos in­
corporado una cantidad considerable de ejemplos a la teoría, que 
hemos desarrollado siempre que no conllevasen una introducción 
excesiva de conceptos que nos hiciese desviarnos del camino traza­
do. Asimismo, se indica una referencia bibliográfica para aquellos 
otros ejemplos que no se han tratado de manera profunda en esta 
monografía.

Tomando como tercer objetivo particular el de unificar las dife­
rentes notaciones que podemos encontrar en los textos ya escritos, 
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hemos optado por seguir en esta monografía la notación más acep­
tada en el marco teórico en que nos movemos, esto es, grupoides 
por un lado y fibrados vectoriales y algebroides de Lie por otro. 
No obstante, también hemos dejado constancia de otras notaciones 
seguidas en otros textos.

Finalmente, como último objetivo particular, citar la aportación 
de varios resultados originales que incorporamos a esta teoría, lo 
que supone la culminación de los propósitos que nos marcamos a la 
hora de redactar esta monografía.
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La situación actual es que los grupoides han sido usados en 
una amplia variedad de áreas de las Matemáticas, desde la 
Teoría Ergódica y el Análisis Funcional a la Teoría de Ho- 
motopía, la Geometría Algebraica, la Geometría Diferen­
cial, la Topología Diferencial y la Teoría de Grupos. Sin 
embargo, este amplio y considerable uso no es tan bien 
conocido, incluso para aquellos que usan los grupoides en 
su especialidad, y esto ha hecho quizás más fácil formar 

una actitud poco seria.

R Brown.

Una formulación algebraica no sólo proporciona un marco 
más conciso y elegante, sino que además puede ser la fuente 

de nuevas revelaciones.

J. A. Vallejo.

Las categorías fueron introducidas por Eilenberg y MacLane en 
1945 [20], mientras que los grupoides, que constituyen una clase 
concreta de categorías, fueron estudiados por Brandt en 1926 [5]. 
Fue en ese trabajo en el que Brandt, que trataba la composición de 
formas cuadráticas en cuatro variables, les dio nombre por primera 
vez a estos objetos matemáticos.

Los grupoides se utilizan actualmente en diferentes áreas mate­
máticas, tales como la Teoría de Grupos, la Topología Algebraica, 
la Geometría Diferencial, la Teoría de Homotopía e incluso la Teoría 

xi
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de Galois. Para un conocimiento amplio de los usos que se les dan 
a estos objetos en Matemáticas puede verse [6].

Las nociones de grupoide topològico y de grupoide diferenciable 
fueron introducidas por Ehresmann en una serie de artículos [16, 
17, 18, 19] en los que añadía estructuras topológicas y diferen- 
ciables a los grupoides con el fin de usarlos como herramientas en 
Topología y en Geometría Diferencial. No obstante, Pradines re­
definió el concepto de grupoide diferenciable en [44]. Su definición 
es la que seguiremos en este texto.

Muchas de las construcciones básicas de los grupoides algebraicos, 
esto es, sin estructura topològica ni diferencial, no se han podido 
desarrollar para los grupoides topológicos. Un ejemplo de este he­
cho es el grupoide cociente que trataremos en el capítulo dedicado a 
los grupoides topológicos y para el que la aplicación de identificación 
pudiera no ser abierta, por lo que puede carecer de la topología de 
identificación.

Entre las aplicaciones que tienen estos grupoides citamos las si­
guientes:

• En Geometría Analítica, Grothendieck los usó ampliamente y 
mostró cómo podían utilizarse para manejar las relaciones de 
equivalencias que surgen al construir los espacios de módulos 
(véase [22]). Como el uso de estos espacios está muy extendido 
en Matemáticas y Física, los grupoides desempeñan un papel 
muy importante en estas disciplinas.

• En Análisis, Mackey los usa en [38] para el tratamiento de las 
acciones ergódicas de grupos como si se tratasen de grupoides 
transitivos. Además, los grupoides permitieron la construcción 
de muchas álgebras no conmutativas de interés (véase [50]).
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• En Topología Algebraica tenemos el grupoide fundamental de 
un espacio topológico, cuyo tratamiento principal se ha debido 
a Brown y Higgins [7, 8, 23] en situaciones en las que el grupo 
fundamental del espacio es muy restrictivo.

El concepto de grupoide de Lie ha variado desde sus comienzos. 
Así en [31] se hacía la diferencia entre grupoide diferenciable y 
grupoide de Lie, indicando que este último era un grupoide diferen­
ciable localmente trivial. No obstante, a partir de [3] se ha optado 
por no distinguir entre grupoides diferenciables y grupoides de Lie, 
a diferencia de como se venía haciendo hasta ese momento. De este 
modo, la trivialidad local de un grupoide diferenciable se indicará 
explícitamente. Mackenzie sigue este convenio desde [33],

Los trabajos sobre grupoides diferenciables se han dedicado des­
de su introducción en las Matemáticas a las siguientes áreas:

• La propia teoría de grupoides: La construcción de Pradines de 
invariante infinitesimal de primer orden de un grupoide de Lie, 
el álgebroide de Lie y el anuncio de una teoría de Lie análoga 
a la existente para grupos y álgebras de Lie. Muchos de los 
resultados enunciados por Pradines fueron demostrados por 
Almeida en [1],

• Los grupoides de Lie se han usado como herramienta o lenguaje 
en diversas áreas. Por ejemplo, en la teoría de ecuaciones de 
Lie, como puede verse en [27], o en la teoría de conexiones de 
orden superior, como se ve en [56].

• Teoría general de grupoides topológicos, cuyo principal impul­
sor ha sido Brown [6, 7, 8, 10],

• Teoría algebraica de grupoides y su aplicación a la teoría de 
grupos |23],
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El concepto de algebroide de Lie lo introdujo Pradines en 1966 
(véase [44]), como una versión infinitesimal del grupoide diferen- 
ciable, por lo que este autor lo llamó grupoide infinitesimal. De 
hecho, el algebroide de Lie resulta ser el invariante infinitesimal de 
dicho grupoide. Para ello, generalizó la construcción del álgebra de 
Lie de un grupo de Lie.

La construcción anteriormente mencionada permite asociar un 
algebroide de Lie a cualquier grupoide diferenciable, creando un 
funtor de Lie análogo al que se construye entre los grupos de Lie y 
las álgebras de Lie. Este funtor de Lie se debe también a Pradines 
[45] y es detallado por Mackenzie en [31] para el caso de algebroides 
de Lie con una misma base y por Higgins y Mackenzie en [24] para 
el caso de algebroides de Lie con distinta base.

Este concepto de algebroide de Lie ya apareció implícitamente 
en los trabajos de Ehresmann al estudiar las conexiones de orden 
superior y las prolongaciones de estructuras de variedades, como 
puede verse en [16, 17, 18], De hecho, los algebroides de Lie 
son, por su naturaleza, invariantes de primer orden. Desde 1992, 
Mackenzie se ha dedicado a estudiar los invariantes de segundo 
orden a los que llama algebroides de Lie dobles o bialgebroides de 
Lie (véase [33, 36, 37]).

La definición original de morfismo de algebroides de Lie también 
es debida a Pradines, apareciendo por primera vez en |45], aunque 
carente de la claridad necesaria para su uso. Posteriormente, Almei­
da y Kumpera en [2] la clarificaron dando un concepto más general 
siguiendo lo dicho en |45] Pero aún poseía muchas dificultades 
para que se pudiera trabajar apropiadamente con ella de forma al­
gebraica. Se necesitaba una definición cuyo manejo algebraico fuese 
mayor y eso se consiguió con una observación de Weinstein hecha 
a Mackenzie sobre el algebroide de Lie de un grupoide acción y que 
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consiste en la Proposición 1.2 de [32]. Antes de dicho texto no 
se habían realizado los cálculos de este ejemplo, cuya importancia 
radica en haber dado pie a la definición de morfismo de algebroide 
de Lie aparecida en [24], que es la que seguiremos en este texto. 
Esta definición equivale a la dada por Almeida y Kumpera en [2],

En [45, 46, 47], Pradines anunció la posibilidad de construir 
una teoría de Lie completa para los grupoides diferenciables y los 
algebroides de Lie, lográndose de este modo muchos de los resulta­
dos ya obtenidos en geometría diferencial.

La teoría de Lie para grupos y álgebras de Lie debe su utilidad a 
que el funtor de Lie conserva muchas propiedades algebraicas funda­
mentales. Para los grupoides diferenciables y los algebroides de Lie, 
el funtor de Lie que puede construirse no verifica las propiedades del 
existente entre los grupos y álgebras de Lie. De hecho, existe una 
teoría de Lie para estas dos clases de objetos, dada por Pradines en 
[44, 45, 46, 47], mediante una serie de notas seminales en las que 
se omitían las pruebas de la inmensa mayoría de los resultados prin­
cipales y en las que observaba a los algebroides de Lie como objetos 
que surgen de los grupoides mediante un proceso de diferenciación.

Ante esta situación, surgió en [47] la siguiente pregunta: ¿es to­
do algebroide de Lie integrable?, es decir, ¿todo algebroide de Lie 
es el asociado de un grupoide diferenciable por medio del proceso 
de diferenciación al que se ha hecho referencia? Durante mucho 
tiempo se creyó que la respuesta a dicha pregunta era afirmativa, 
tal como pensaba Pradines en [47]. No obstante, Almeida y Molino 
demostraron en [3] que no se cumplía esa suposición y que existían 
algebroides de Lie no integrables. Este resultado es de gran impor­
tancia porque contrasta con el que se tiene para los grupos y las 
álgebras de Lie, en la que toda álgebra de Lie procede de un grupo 
de Lie.
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En la actualidad, la teoría de Lie está bien estudiada en el caso 
en que los grupoides de Lie son localmente triviales. Se demostró 
que el algebroide de Lie de un grupoide de Lie localmente trivial 
es transitivo y que si la base es conexa se tiene el recíproco, como 
puede verse en el Corolario 3.16 del Capítulo III de [31], En los 
restantes casos no se tiene un estudio tan completo.

La integrabilidad ni siquiera se puede asegurar para el caso en 
que el algebroide de Lie posea la propiedad de transitividad, como 
demostraron Almeida y Molino también en [3]. Es por esto que 
Mackenzie, en el Teorema 1.2 del Capítulo V de [31], da una carac­
terización para la integrabilidad de los algebroides de Lie transitivos 
con base simplemente conexa (véase también [30]).

Un problema que aún está sin resolver es el de si la teoría de 
estructura de las álgebras de Lie de dimensión finita sobre cuerpos 
de característica 0 se puede extender a los algebroides de Lie; este 
hecho sería de interés incluso para los algebroides de Lie transitivos.

Mackenzie ha realizado un tratamiento muy profundo de los al­
gebroides de Lie, en concreto del caso transitivo, publicando un 
trabajo de recopilación de lo hecho tanto por él mismo como por 
otros autores (véase (31]) Posteriormente, este autor ha seguido 
tratando el tema de los algebroides de Lie desde el punto de vista de 
la teoría de Lie, tanto sobre construcciones generales para dicha es­
tructura como sobre el problema de integrabilidad, dando una vista 
de conjunto de lo hecho en [34], De hecho, Mackenzie ha publicado 
recientemente un nuevo trabajo [35] en el que continúa el estudio 
realizado en [31]. Este trabajo puede considerarse, en cierta for­
ma, como el culmen de la investigación realizada sobre estos temas 
hasta el momento y con su mención damos por finalizada esta serie 
de notas históricas con las que hemos pretendido reflejar, de forma 
breve, pero lo más completa posible, los antecedentes y la evolución 
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seguida por estos temas, desde su no muy lejana aparición, allá por 
los años veinte del pasado siglo, hasta los tiempos actuales.

Al igual que anteriormente se indicaron algunos de los usos que 
tiene el concepto de grupoide en las ciencias, queremos explicitar 
que los algebroides de Lie tienen su principal aplicación en la Físi­
ca Matemática, en concreto, en la Mecánica Clásica, Cuántica y 
Lagrangiana como puede observarse, por ejemplo, en [11, 12, 13, 
29, 39, 59],

Pasamos ahora a comentar el estilo que hemos seguido en la 
redacción de esta monografía. Para lograr que su lectura sea ame­
na, fácil y sobre todo, comprensible, nos ha parecido oportuno es­
tructurarlo en siete capítulos, cuyo contenido y distribución co­
mentamos seguidamente. En este punto, nos ha parecido también 
conveniente mencionar aquellos apartados de los distintos capítulos 
que, por su carácter más específico, pudieran ser omitidos en una 
primera lectura de la monografía.

En el Capítulo 1 se indican aquellos conceptos y resultados ya 
conocidos de varias ramas de las Matemáticas que creemos indis­
pensables para una buena comprensión de esta teoría y para asen­
tar la terminología usada en esta monografía. Este capítulo se ha 
dividido en 5 secciones, dedicadas respectivamente al recordatorio 
de algunas nociones de Topología, Algebra, Categorías y Funtores, 
Geometría Diferencial y de Grupos y Álgebras de Lie. En la sec­
ción dedicada a la Geometría Diferencial se hace especial énfasis 
en comentar la notación que se ha seguido en este texto, debido a 
que en algunos casos no es la habitual. En la tercera sección de 
este capítulo hacemos un repaso de la teoría algebraica de Cate­
gorías y Funtores. En concreto, una parte de la sección se centra 
en el concepto de categoría y sus principales propiedades; además 
se introduce el concepto de grupoide como una clase particular de 
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categorías. La otra parte de la sección se ocupa del concepto de 
funtor y de isomorfismo entre dos categorías y se da una caracteri­
zación para que un funtor sea isomorfismo.

En el Capítulo 2 intentamos recopilar todos los conceptos, re­
sultados y herramientas referentes a los librados vectoriales, que 
serán necesarios para poder definir los algebroides de Lie y asociar­
los a un grupoide diferenciable, como se verá en el Capítulo 7. Este 
capítulo se divide en cuatro secciones. En la primera se introducen 
los librados vectoriales y los morfismos entre dichos objetos y se 
exponen las propiedades más relevantes sobre dichos objetos para 
nuestros intereses en el Capítulo 7. La segunda sección se centra 
en la construción de un librado vectorial a partir de las transforma­
ciones coordenadas, técnica bien conocida para estos objetos. En la 
tercera sección se tratan las construcciones en librados vectoriales, 
en particular, el pullback o librado vectorial inducido y la suma 
de Whitney o producto librado de dos librados vectoriales. Final­
mente, se define el subfibrado vertical y sus propiedades principales 
en la cuarta y última sección.

En el Capítulo 3 se continúa el estudio de los librados vecto­
riales, comenzado en el capítulo anterior. En la primera sección se 
estudian las secciones de un librado, dotándolas de estructura de 
módulo en la segunda sección. En la tercera sección se describe, de 
forma muy breve, el módulo de las secciones globales de un pullback 
de un librado vectorial dado.

El Capítulo 4 está dedicado a los grupoides desde un punto de 
vista puramente algebraico. Se intenta dar una visión lo más amplia 
posible, teniendo en cuenta el objetivo de esta monografía relativo 
a este objeto matemático. También se intentan exponer genera­
lizaciones de resultados que se conocen para grupos y que se han 
obtenido para grupoides. Así, en la primera sección, se introduce 
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el concepto de grupoide y se dan sus propiedades más elementales. 
La segunda y tercera secciones están dedicadas, respectivamente, al 
estudio de los morfismos de grupoides y al cociente de un grupoide 
por un subgrupoide normal, estudiándose cuándo es posible facto- 
rizar un morfismo por el cociente.

En los dos siguientes capítulos se continúa el tratamiento de los 
grupoides comenzado en el capítulo anterior pero añadiéndole una 
estructura de espacio topológico, en el Capítulo 5, o una estruc­
tura de variedad diferenciable, en el Capítulo 6. En cuanto a los 
grupoides topológicos se define el grupoide cociente y el concepto 
análogo de la componente de la identidad y se comprueba que se 
tienen resultados análogos a los obtenidos para grupos topológicos. 
Con respecto a los grupoides diferenciables, sólo damos una intro­
ducción somera de los mismos, ya que haría falta introducir con­
ceptos y resultados relativos a foliaciones sobre variedades diferen­
ciables, lo que alargaría excesivamente esta monografía.

Por último, en el Capítulo 7 se dan, en su primera sección, las 
definiciones de algebroide de Lie y de morfismos de algebroides de 
Lie sobre una misma base y, en la segunda, se hace lo propio con 
los algebroides de Lie sobre distintas bases. En la tercera sección se 
construye un algebroide de Lie asociado a un grupoide diferenciable. 
En las dos últimas secciones de este capítulo se observa que los 
morfismos de grupoides diferenciables inducen un morfismo sobre 
los algebroides de Lie asociados y se define el funtor de Lie entre 
la categoría de los grupoides diferenciales y la de los algebroides de 
Lie.

Tal como se comentó anteriormente, conviene indicar que en to­
dos estos capítulos se han incluido una gran cantidad de ejemplos, 
que entendemos son fundamentales para una adecuada comprensión 
de la teoría.
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En la parte final de esta monografía, se ha incorporado una ex­
tensa Bibliografía en la que, aparte de las monografías y textos em­
pleados en la elaboración del mismo y directamente referenciados, 
también se han incluido otras obras que, entendemos, permiten fa­
cilitar al lector interesado una lectura y comprensión, tanto global 
como específica, más profunda de los contenidos teóricos y prácticos 
desarrollados en la presente obra.

No queremos terminar estas páginas sin manifestar explícita­
mente nuestro más sincero y cariñoso agradecimiento a nuestras 
respectivas familias, tanto por su total apoyo hacia nuestra tarea 
como por el tiempo que por dedicarnos a ella le hemos hurtado a 
su compañía. A todos ellos va dedicado este trabajo.



Capítulo 1 
Preliminares

En este capítulo, se presentan aquellos conceptos y resultados cuyo 
conocimiento consideramos necesario para una adecuada compren­
sión del resto de los capítulos. No se presentarán, no obstante, 
aquellos conceptos que sean suficientemente conocidos y generales, 
como los de espacio topològico, espacios de Haussdorff o Ti o las 
definiciones de campo diferenciable de vectores tangentes de una 
variedad, a menos que pueda existir algún tipo de confusión entre 
diferentes definiciones de algunos de ellos, como puede ocurrir, por 
ejemplo, con la definición de variedad diferenciable.

También se indicarán algunas referencias en las que el lector 
pueda encontrar las pruebas de los resultados que se citan.

1.1 Topología

Presentamos dos clases de espacios topólogicos de los que se hará 
uso en el Capítulo 5. Para una visión más general de los mismos, 
véanse [15, 42, 53].

Definición 1.1.1. Sean X e Y dos espacios topológicos y 
p : X —> Y una aplicación de identificación. Se dice que un 
conjunto A de X es p-saturado si A = p^^A)).

1
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Definición 1.1.2. Un espacio topológico X se dice semilocal- 
mente simplemente conexo si para cada x E X existe un abierto 
V en X con x E V y tal que cualquier camino en V con x como 
origen y llegada es homotópico al camino constante en x.

1.2 Álgebra Conmutativa

Se recogen en esta sección las nociones más relevantes del área de 
Algebra Conmutativa, que aparecerán en el Capítulo 3 a la hora 
de tratar las secciones globales de los librados vectoriales. Como 
referencia puede verse, por ejemplo, [49].

En lo que sigue, R denotará un anillo conmutativo unitario. Se 
recuerda, en primer lugar, el concepto de ñ-módulo que es la que 
sigue:

Definición 1.2.1. Se denomina ñ-módulo a una terna (M, +, •), 
donde M es un conjunto, + :MxM -—> M es una operación inter­
na de M tal que (M, +) es un grupo abeliano y :R xM—>M : 

es una operación externa que verifica las siguientes 
condiciones:

1. f ■ (n + m) — f ■ n + f ■ m,

2- (f + g) - m = f 'm+g-m,

3- (fg) -m = f ■ (g -m),

j. Ir • m — m,

donde f, g E R, m,n E M y Ir es la unidad de R.

Se continúa con las definiciones de morfismo y de isomorfismo 
entre módulos:
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Definición 1.2.2. Sean AI y N dos R-módulos. Un morfismo 
de .R-módulos es una aplicación F : AI —> N que verifica:

F(f ■ m + g ■ n) = f ■ F(m) + g ■ F(n) Yf, g € R, Vm, n E M.

Definición 1.2.3. Un isomorfismo de /^-módulos es un mor­
fismo de R-módulos biyectivo.

Los isomorfismos de módulos pueden caracterizarse por medio 
de la siguiente:

Proposición 1.2.4. Un morfismo f : AI —> N de R-módu­
los es isomorfismo si y sólo si existe un morfismo de R-módulos 
g : N —► AI tal que:

gof = idM y fog = idN.

Damos a continuación la definición de submódulo:

Definición 1.2.5. Sea AI un R-módulo y sea N C AI. Se dice 
que N es un J?-submódulo o sub-.R-módulo de M si N es un 
R-módulo con la estructura de M.

El concepto de submódulo generado se obtiene de la siguiente:

Proposición 1.2.6. Sean AI un R-módulo y L = {mQ}aeA ^na 
familia de elementos de M. El subconjunto de AI definido como:

' n '

* $24-i c L> c R *
. fc=i .

es un R-submódulo de AI.

Definición 1.2.7. Al R-submódulo L de AI se le denomina sub­
módulo engendrado por L y se le denota, por < L > . Al con­
junto L se le denomina, base de L.
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Dados dos submódulos, se define la suma directa de ambos 
según:

Proposición 1.2.8. Sean M y N dos R-módulos. Entonces el 
conjunto:

M © N = {(m, n) \ m E M,n E N}

es un R-módulo con las operaciones:

+ :(M © N) x (M © N) —► (M © N) 

((mi, ni), (mi + + n2),

• .R x (M&N) —> (M^N) 

(f, (Tn,n)) »(f-m,f- n), 

donde en la primera y segunda coordenada se utilizan las estruc­
turas de R-módulo de M y N, respectivamente.

De este modo, se pueden dar la siguiente:

Definición 1.2.9. Se dice que un R-módulo M es:

1. libre, si posee una base.

2. finitamente generado, si posee una base finita.

3. proyectivo, si existe otro R-módulo N tal que M © N es 
libre.

1.3 Categorías y funtores

El objetivo de esta sección es reseñar los conceptos relacionados 
con categorías que se requieren para posteriores capítulos. Para 
cuestiones relativas a este área con un tratamiento en profundidad, 
véanse[41,52];si sólo se desea una somera introducción para poder 
seguir adecuadamente esta monografía, véase [7].



Preliminares 5

Definición 1.3.1. Una categoría C consiste en:

1. Una clase Ob(C), llamada la clase de objetos de C.

2. Un conjunto C% llamado el conjunto de morfismos en C de 
x a y, para cada x,y E Ob(C).

3. Una función, llamada composición, que a cada g E Cy y 
f E C% le asigna un elemento gf E Cz; esto es, la composición 
es una función:

Cz

que debe verificar dos axiomas:

CAT 1 (Asociatividad) Si h E Cf, g E Cz, f E Cf, entonces 
h(gf)=(hg)f.

CAT 2 (Existencia de identidad) Para cada x en Ob(C) existe un 
elemento 17 en Cf tal que si g E Cf,, f E Cj entonces:

Kg = g y /U = f.

Notación 1.3.2. En los textos sobre Teoría de Categorías, los 
conjuntos de morfismos Cj de la Definición 1.3.1 suelen denotarse 
por C(x,y). La notación que se ha adoptado en esta monografía es 
la utilizada por Mackenzie en sus textos, véanse [31, 34],

Notación 1.3.3. Cada f E Cf. se denota por f : x —> y ó 
x y. De este modo, se dice que x es el dominio de f y que 
y es su rango. La notación x —> y hace siempre referencia a un 
elemento de Cf.

Una clase de categorías es la que viene dada por la siguiente:

Definición 1.3.4. Una categoría C se dice pequeña si la clase 
Ob(C) es un conjunto.
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Nota 1.3.5. Obsérvese que, si la categroría C es pequeña, la 
unión de los conjuntos de morfismos de la, categoría es un conjunto, 
ya que el índice de la unión es el conjunto Ob(C) x Ob(C).

La unicidad del elemento identidad para cada objeto de la cate­
goría se deduce de la siguiente:

Proposición 1.3.6. Para todo x G Ob(C), el elemento identidad 
en C* es único.

Se define ahora el concepto de subcategoría.

Definición 1.3.7. Sean C yV dos categorías. Se dice que P es 
una subcategoría de C si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Cada objeto de P lo es también de C; esto es, 
Ob(P) C Ob(C).

2. Pj C C^. para todo x,y E Ob(P).

3. La, composición de morfismos en P es la misma que hay en C.

j. La, identidad en Pj es la identidad en Cj para cada elemento 
x en Ob(P).

Definición 1.3.8. Una subcategoría P de la categoría C se dice 
llena si se verifica P^ = C% para todo par de objetos x, y de Ob(P). 
Se dice que la subcategoría es ancha si se verifica Ob(P) = Ob(C).

Mediante la composición existente en el conjunto de morfismos 
entre dos objetos de una categoría, se obtiene el concepto de inversa 
de un morfismo, como puede observarse en la:

Definición 1.3.9. Sea C una categoría y sean f,g dos morfis­
mos de C tales que fg = l. Entonces a f se la llama inversa a 
derecha de g ó corretracción y a g, inversa a izquierda de f 
o retracción.
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La unicidad de la inversa viene dada por la siguiente:

Proposición 1.3.10. Si f es un morfismo de C que tiene in­
versa tanto a izquierda como a derecha, entonces ambas inversas 
coinciden y es la única inversa a ambos lados que posee f.

A partir del concepto de inversa, aparece el concepto de isomor­
fismo. Su definición viene dada por:

Definición 1.3.11. Se llamará isomorfismo o morfismo in­
vertible de la categoría C a todo morfismo de C que posea inversa 
a ambos lados. Se denotará por f-1 a la única inversa de f.

Así aparece una primera definición de grupoide como un tipo 
particular de categorías. De hecho, esta definición será equivalente 
a la que se verá en el Capítulo 4.

Definición 1.3.12. Se denomina grupoide a una categoría pe­
queña en la que todos los morfismos son isomorfismos.

Finalizamos esta sección con la definición de funtor entre cate­
gorías.

Definición 1.3.13. Sean C y V dos categorías. Se denomina 
funtor (covariante) a todo operador F : C —► P que asigna a 
cada objeto x de C un objeto Tx de V y a cada morfismo f : x —> y 
en C un morfismo F f : Tx —> Ty enT>. Además, se deben verificar 
las siguientes condiciones:

FUÑI (Conservación de la identidad) Si 1 : x —► x es la iden­
tidad en Cj, entonces TI : Ta? —* Tx es la identidad en 

esto es, Fl^ = 1^.

FUN2 (Conservación de la composición) Si f : x —> y, g : y —> z 
son morfismos de C, entonces F(gf) — FgFf.
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Nota 1.3.14. Si f es un morfismo de C, al morfismo Tf de P 
se le suele llamar morfismo inducido por f.

Proposición 1.3.15. Sea T : C —> P un funtor. Si f es una 
retracción, una corretracción o un isomorfismo, entoces r f es una 
retracción, una corretracción o un isomorfismo respectivamente.

A continuación, se define el concepto de composición de funtores 
entre categorías como se ve en el siguiente:

Ejemplo 1.3.16. Sean A, B y C tres categorías y Ti A—'B y 
S:B—>C dos funtores. Se define la composición STiA—>C 
por las reglas ST(A) = S(T(Af) para cada objeto A de A y 
ST(f) = S(T(f)) para cada morfismo f en A.

Vemos que, en efecto, ST es un morfismo, puesto que se cumple:

ST(1A) = S(T(1A)) = = lsT(A)>

para cada objeto A de A, y además:

ST^fg) = S^fg^ = 
= = STWST(g),

para todos f, g morfismos en A.

El siguiente ejemplo muestra que una clase especial de funtores 
se obtiene al considerarlos entre las categorías llamadas grupoides. 

Ejemplo 1.3.17. Sean G y H dos grupoides. Un funtor 
T : G —* H se llama morfismo de grupoides. Así se obtiene 
la categoría Qrd de todos los grupoides y morfismos de grupoides.

El concepto de isomorfismo y de funtor inverso en la Teoría de 
Categorías es el siguiente.

Definición 1.3.18. Sean C yV dos categorías y sea T : C —> P 
un funtor. Se dirá que T es un isomorfismo si existe A : P —> C 
tal que TA = lp y AT = 1c- Al funtor A se le llama funtor 
inverso de r.



Preliminares 9

Una caracterización de isomorfismo entre categorías que será de 
utilidad en el Capítulo 4 es la que se indica a continuación.

Proposición 1.3.19. Sean C yV dos categorías y sea T .C—>P 
un funtor. Entonces F es un isomorfismo si y sólo si las aplica­
ciones:

Ob(C) -» Ob(P), Cy pg Vx, y G Ob(C)

inducidas por F son biyecciones.

La unicidad del funtor inverso se obtiene como consecuencia de 
la Proposición 1.3.19.

Corolario 1.3.20. Sean C, P dos categorías y F : C —> P un 
isomorfismo. Si A? : T> —* C son dos funtores inversos de F, 
entonces Ai = A2. En particular, el funtor inverso de otro funtor, 
si existe, es único.

1.4 Geometría Diferencial

En esta sección se enuncian los conceptos de Geometría Diferencial 
que se usarán en esta monografía y se dejará constancia de las no­
taciones seguidas para ciertos conceptos bien conocidos en este área 
de las Matemáticas. Para cualquier consulta de tipo más general 
véanse [4, 28, 40, 57],

Hay varias definiciones del concepto de variedad diferenciable, 
como se puede ver en las referencias anteriormente citadas. La que 
se usará en esta monografía es la que sigue:

Definición 1.4.1. Se denomina variedad diferenciable de 
dimensión n a un espacio topológico M que sea T2 y 2o N, tal que 
existe una familia {(Ui, que verifique:
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VD1 La familia {Ui}iei es un recubrimiento por abiertos de M]

VD2 Las aplicaciones ipi : Ui —> Vi son homeomorfismos de Ui en 
un abierto Vi de Rn;

VD3 Para cada i,j 6 I tales que Ui O Uj 0, la aplicación 
Píj = Pj ° Pf1 es un difeomorfismo, siendo ésta la definida 
por el diagrama:

Pí(Uí n Uj)
Vi1

Ui n Uj b J

pfiUiQUj)

Vi 

= Ui n Uj.

(1.1)

Nótese que la condición VD2 implica que toda variedad diferen- 
ciable es un espacio topològico localmente euclideo. Además, una 
representación de la propiedad VD3 aparece en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Propiedad VD3 de variedad diferenciable.

Definición 1.4.2. A la familia A = {(Uí,T>í)}íei de la Defini­
ción l.f.l se le denomina atlas de la variedad diferenciable M; 
cada uno de sus elementos recibe el nombre de carta local del 
atlas.

Proposición 1.4.3. Toda variedad diferenciable es paracompac­
ta.

Tratamos a continuación el concepto de aplicación diferenciable 
entre variedades diferenciables.
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Definición 1.4.4. Sean M y N dos variedades diferenciables. 
Una aplicación f : M —* N se dice diferenciable si para todo 
par de cartas locales (U, (p) y (V, de M y N, respectivamente, 
tales que f(U) D V^0, la aplicación:

fop 1 : p(U n f X(V)) —>

es diferenciable.

Figura 1.2: Aplicación diferenciable de M en N.

Notación 1.4.5. Al conjunto de las aplicaciones diferenciables 
de M en N se suele denotar por J\M-, N).

Para observar la diferenciabilidad de una aplicación no es nece­
sario mirar cada carta local de cada variedad, sino que es suficiente 
con que se cumpla en un atlas de M y en otro de N, como puede 
verse en la siguiente:

Proposición 1.4.6. Sean M y N dos variedades diferenciables. 
La aplicación f : M —* N es diferenciable si y sólo si existen 
sendos atlas, Am de Al y An de N, tales que para toda carta 
(U,p) de Am y toda, carta de An, con f(Vj D V A se 
verifica, que la aplicación:

A o f o : ip(U A /-1(V)) —► VW

es diferenciable.
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La diferenciabilidad es una condición más fuerte que la con­
tinuidad como se observa en la:

Proposición 1.4.7. Toda aplicación diferenciable entre variedades 
es una aplicación continua.

Además la aplicación identidad íÓm ■ M —> M de una variedad 
M, definida por idM^x) = x es una aplicación diferenciable.

El concepto de difeomorfismo es el que sigue a continuación.

Definición 1.4.8. Sea f G ; N). Se dice que f es un difeo­
morfismo si existe g E F(N-, M) tal que:

f o g = idN, go / = idM •

Se tiene la siguiente caracterización de difeomorfismo.

Proposición 1.4.9. Una aplicación diferenciable f : M —> N 
es un difeomorfismo si y sólo si es biyectiva y su inversa es dife­
renciable.

Un caso particular de aplicación diferenciable es el de función 
diferenciable en una variedad, obtenida al sustituir la variedad N 
de la Definición 1.4.3 por la recta real R. La formalización de este 
concepto es la que sigue:

Definición 1.4.10. Sea M una variedad diferenciable. Una fun­
ción f : M —* R se dice diferenciable si para toda carta local 
(U, 0) de M, la función:

f\u°V~' : vW —> R

es diferenciable.

Notación 1.4.11. El conjunto de las funciones diferenciables en 
una variedad diferenciable M se denota por
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Figura 1.3: Función diferenciable en M.

Como en el caso de las aplicaciones diferenciables, para ver la 
diferenciabilidad en una función basta ver la condición dada en la 
Definición 1.4.10 sobre un atlas de la variedad M.

Proposición 1.4.12. Una función f : M —> R es diferenciable 
si y sólo si existe un atlas Am tal que la aplicación:

es diferenciable para cada carta local (U,^) del atlas Am-

También puede definirse la diferenciabilidad de forma puntual, 
según:

Definición 1.4.13. Sea U un abierto de la variedad M. La fun­
ción f : U —* R se dice diferenciable en p G M si existe una 
carta local (V, tp) de M tal que p E V y la aplicación:

fv o : p(y n U) —> R

es diferenciable.

Notación 1.4.14. Al conjunto de las funciones diferenciables en 
p 6 M se las denota por
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Se puede demostrar que una función en una variedad es dife- 
renciable si y solamente si es diferenciable en cada punto de dicha 
variedad.

Para introducir el concepto de particiones de la unidad, es nece­
saria la siguiente:

Definición 1.4.15. Sea f : M —> R una función diferenciable. 
Se denomina soporte de f al conjunto cerrado de M definido 
como:

sop(/) = {y E M \ f(y) ± 0}.

Ahora ya pueden definirse las particiones de la unidad como se 
ve en la siguiente:

Definición 1.4.16. Sea M una variedad diferenciable. Una fa­
milia {fa}aeA de funciones diferenciables se dice que es una par­
tición de la unidad sobre M si:

1. {sop(/Q)}aeA es un recubrimiento localmente finito de M;

2. Z2aeA /a(^) = 1) para cada x G M.

Nota 1.4.17. La suma que aparece en 2 de la Defini­
ción l.j.16 está bien definida ya que 1 de esa misma definición 
aseyura que el número de sumandos es finito para cada x E M.

Definición 1.4.18. Sea {Ua}ae\ un recubrimiento por abiertos 
de una variedad M. Se dice que {/a}aeA es una partición de la 
unidad asociada a dicho recubrimiento si es una partición de 
la unidad verificando sop(/Q) C Ua para cada a G A.

Se puede asociar una partición de la unidad a cualquier re­
cubrimiento por abiertos de la variedad.

Proposición 1.4.19. Todo recubrimiento por abiertos de una 
variedad diferenciable posee una partición de la unidad asociada a 
dicho recubrimiento.
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La siguiente proposición permite hallar un refinamiento de un 
recubrimiento por abiertos, de modo que los elementos del refi­
namiento son disjuntos dos a dos.

Proposición 1.4.20. Sea {Ua}aE\ un recubrimento por abiertos 
de la variedad diferenciable M. Entonces, existe un refinamiento 
{Xjhe/jeN con I un conjunto finito y tal que para cada i E I se 
cumple Vij C\Vjk = 0 si j k.

Las aplicaciones diferenciables se pueden definir localmente, co­
mo se puede ver en la siguiente:

Proposición 1.4.21. Sean B una variedad diferenciable, {C/a}QeA 
un recubrimiento por abiertos de una variedad diferenciable M y 
{fa}ae\ una familia de aplicaciones diferenciables definidas como 
fa : Ua —► B tales que si Ua0Ug 0, fa = fg en Ua n Ug. 
Entonces existe una aplicación diferenciable f : M —> B tal que 
f\ua = fa para todo a € A.

Para estudiar ahora los conceptos de vector tangente y espacio 
tangente a una variedad diferenciable M en un punto p de la misma, 
se requiere del termino gérmen de función diferenciable en p.

Consideremos la relación de equivalencia definida en en la 
que dos funciones f y g diferenciables en p G M están relacionadas 
si y sólo si coinciden en un entorno de p. Entonces se denomina 
gérmen de función diferenciable en p G AI a cada una de las 
clases de esta relación de equivalencia. Al conjunto de gérmenes en 
p se le denota por De este modo, ya se está en condiciones
de definir el concepto de vector tangente.

Definición 1.4.22. Sea M una, variedad diferenciable y 
p E M. Se denomina vector tangente a M en p a toda aplicación 
v : Qp^M) —> IR que verifique las siguientes condiciones:
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VT1 v(af+/3g) = av+/3v, para todo f,g£ y todo a,/3 É R.

VT2 v^fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f), P^a todo f,9 £ GPW.

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se denota 
por TPM y resulta ser un R-espacio vectorial con la suma y el 
producto por un escalar habituales en las funciones. Por tanto se 
tiene la siguiente:

Definición 1.4.23. Al espacio vectorial TPM se le denomina 
espacio tangente a M en p.

El espacio tangente TPM posee una base de dimensión igual a 
la de la variedad M a la que es tangente. Así, si M es una va­
riedad diferenciable de dimensión n y (U, cp) una carta local suya 
con p E U, se tienen las aplicaciones diferenciables cpi : U —> R, 
(i = 1,..., n) definidas como = 7r¿ o p, con la proyec­
ción i-ésima de Rn. El conjunto de funciones {<a}"=i se denomina 
sistema local de coordenadas asociado a la carta (U, p).

Dicho sistema permite definir la derivada parcial z-ésima de 
una función f G en el punto p E U respecto de la carta 
(U, p) como sigue:

/ df \ = /
\dpjp V A(p)

Se puede demostrar que una base de TPM es el conjunto:

Definido el espacio tangente a una variedad en un punto suyo, 
se definirá la aplicación inducida por una aplicación diferenciable 
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f: M-—>N sobre los espacios tangentes de M y N en los puntos 
p y f(p), respectivamente. No obstante, se requiere previamente la 
siguiente:

Definición 1.4.24. Sean f : M —> N una aplicación diferen- 
ciable y v E TPM. Se define f*pv como el operador:

f.pV : QppfiN) —* R : g v(g o /)

Nota 1.4.25. El operador f*pv es un vector de Tf^N.

De este modo, ya puede definirse una aplicación lineal:

f*P : TPM —> Tf[p}N : v f^v,

entre los respectivos espacios tangentes del dominio y el codominio 
de la aplicación diferenciable f.

Definición 1.4.26. Dada una aplicación diferenciable f:M—>N, 
se denomina aplicación derivada o tangente de f en p E M 
a la aplicación f*p : TPM —► Tf^N antes vista.

Notación 1.4.27. La aplicación derivada o tangente de una 
aplicación diferenciable f E ÍF(M;N) en p E M se denota por 
f*p o por Tpf, siendo esta última, la notación que se seguirá en 
esta monografía.

Seguidamente se dan las definiciones de inmersión, submersión 
y subvariedad, indicándose cuando esta última se dice regular.

Definición 1.4.28. Una aplicación diferenciable f : M -—* N 
se denomina inmersión (resp. submersión,! si Tpf es inyectiva 
(resp. sobreyectiva) para cada p E M.

Partiendo del concepto de inmersión, puede introducirse el de 
subvariedad de una variedad dada, como puede verse en la siguiente:
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Definición 1.4.29. Sean N y M dos variedades y F:N— 
una inmersión inyectiva. Al par (N, F) se le denomina subvarie­
dad de M.

Una clase particular de subvariedad es la que aparece en la:

Definición 1.4.30. Una subvariedad (N,F) de M se dice re­
gular si la inmersión F : N —> F(N) es un homeomorfismo con 
la topología relativa de F(N) como subespacio de M.

Se dirá que (N, F) es cerrada o abierta según lo sea F(N) 
en M.

Situaciones en las que se obtienen subvariedades regulares pueden 
observarse en las dos siguientes proposiciones:

Proposición 1.4.31. Sea M una variedad diferenciable. La dia­
gonal Am de M es una subvariedad regular de M x M.

Proposición 1.4.32. Sean N y Mi (i = 1,2) tres variedades 
diferenciables y i Mi —> N (i = 1,2) dos submersiones. En­
tonces (/i x /2)-1(Av) wna subvariedad cerrada de Mi x

Por último, damos un resultado que permite extender una apli­
cación diferenciable en un abierto a toda la variedad.

Proposición 1.4.33. Sean M una variedad diferenciable, K un 
cerrado y U un abierto en M con K C U. Entonces existe una 
función diferenciable f : M —> R tal que se verifican:

1. sop(/) C U;

2. 0 < f(x) < 1, para cada x G M\

3. f(x) = 1 para cada x G K.

A continuación, se definen el librado tangente TM de una va­
riedad M (aunque se volverá sobre él en el Ejemplo 2.1.12) y pos­
teriormente los campos diferenciables de vectores.
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Definición 1.4.34. Sea M una variedad diferenciable m-dimen­
sional. Se denomina fibrado tangente de M al conjunto TM 
constituido por todos los pares de la forma (p,v), con p E M y 
v E TPM, esto es, la unión de los espacios tangentes a la variedad: 

TM = |J TPM 
peM

Se llama proyección de TM sobre M a. la aplicación comple­
ta:

7F :TM —> M : (p, v) i—► p.

Las dos propiedades básicas del fibrado tangente, que serán nece­
sarias para los próximos capítulos, se recogen en la siguiente:

Proposición 1.4.35. Con la notación de la Definición l.J.Sj, 
se verifican:

1. El fibrado tangente puede dotarse de una estructura de varie­
dad diferenciable Tm-dimensional.

2. Con esta estructura, la proyección es diferenciable.

El siguiente concepto a tratar es el de campo de vectores de una 
variedad. Su definición es la que sigue:

Definición 1.4.36. Sean M una variedad, diferenciable y U un 
abierto de M. Un campo de vectores (resp. campo de vec­
tores diferenciable) sobre U es toda aplicación (resp. aplicación 
diferenciable):

X.U —>TU -p^Xp

que verifique 7T o X = idu.

Notación 1.4.37. y(M) denotará el conjunto de campos de vec­
tores diferencia,bles de una variedad M.
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Recuérdese que dada una aplicación diferenciable entre dos va­
riedades, existe una aplicación diferenciable entre los respectivos 
librados tangentes inducida por dicha aplicación.

Definición 1.4.38. Sean M y N dos variedades y f'.M—>N 
una aplicación diferenciable. Se denomina aplicación derivada 
o tangente de f a la definida como Tf{p,v) = Tpf(vfi para cada 
(p, v) eTM.

Notación 1.4.39. A la aplicación tangente de f se la denota 
por Tf ó f*, siendo la primera de ellas la que se utilizará en esta 
mongrafía.

Dos propiedades de interés para el desarrollo de posteriores capí­
tulos son las dos siguientes proposiciones.

Proposición 1.4.40. La aplicación tangente de una aplicación 
diferenciable es también diferenciable.

Proposición 1.4.41. La aplicación derivada de una submersión 
es también una submersión.

Se tratarán, a continuación, los campos relacionados mediante 
una aplicación diferenciable.

Definición 1.4.42. Sea f : M —> N una aplicación diferen­
ciable. Se dice que X G está /-relacionado con Y G x(N) 
si f*X = Y o /, y se denota por X ^¡Y.

Proposición 1.4.43. Sean M y N dos variedades diferenciables 
y f :M —* N una submersión sobreyectiva. Entonces, si X G 
existe Y G x(N) tal que X Y.

Definición 1.4.44. En las condiciones de la Proposición 1.4-43, 
se dirá que Y es /-proyectable y que X es su /-proyección.
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Es bien conocido, por su importancia, el siguiente:

Teorema 1.4.45 (Teorema de la Función Implícita). Sean 
M y N dos variedades diferenciables y f : M —» N una submer- 
sión. Sip G N es tal que f^^p}) 0, entonces /-1({p}) es una
subvariedad, regular de M de dimensión dimM — dimTV.

Se concluye esta sección con una aplicación biyectiva que es 
difeomorfismo local.

Proposición 1.4.46. Sea f : M —* N una aplicación de varie­
dades diferenciables biyectiva que es difeomorfismo local. Entonces 
f es un difeomorfismo.

1.5 Grupos y Álgebras de Lie

Se recuerdan en la presente sección los conceptos de grupo de Lie y 
álgebra de Lie. Además se recogen los resultados correspondientes 
a dichos conceptos que se reflejarán en grupoides diferenciables y 
algebroides de Lie. Para consultar las demostraciones de los resul­
tados, véanse [43, 51, 55],

Definición 1.5.1. Se denomina grupo de Lie a un grupo topolò­
gico G con una estructura de variedad diferenciable compatible con 
su topología, tal que las aplicaciones:

G x G —► G : (z, y) h-> xy, 
G—>G : x^x~\

son ambas diferenciables.
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Definición 1.5.2. Sean Gi y G? dos grupos de Lie. Se deno­
mina morfismo de grupos de Lie a una aplicación diferenciadle 
f:Gi—>^2 tal que:

f(gi92) = f(gi)f(g2) y = 1g2 ,

donde y 1g2 son ^as unidades de G] y Gz, respectivamente.
Se dirá que f es un isomorfismo si además es un difeomorfis- 

mo.

A partir de las dos definiciones anteriores, puede introducirse el 
concepto de subgrupo de Lie.

Definición 1.5.3. Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo H de 
G se dice subgrupo de Lie de G si se tiene que:

1. H es grupo de Lie.

2. H es una subvariedad de G, con la inclusión como inmersión 
fiel.

Se tratan, a continuación, las álgebras de Lie y diversas propie­
dades suyas.

Definición 1.5.4. Un ^-espacio vectorial g se denomina álge­
bra de Lie sobre IR si existe una aplicación:

[, (xrwxr],

con las siguientes propiedades:

1. [ , ] es ^.-lineal;

2. [X, Y] + [y, X] = 0 para cada, X, Y G g;

3. [X, [y Z]] + [y, [Z, X]] + [Z, [X, y]] = O para cada X,Y,Zeg.
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Notación 1.5.5. A la aplicación [,] de la Definición 1.5.4 56 
denomina corchete de Poisson o corchete de Lie de X con Y.

A la condición 3 de dicha definición se la denomina identidad 
de Jacobi y suele denotarse por J(X,Y, Z) = 0.

Definición 1.5.6. La dimensión de un álgebra de Lie es la. que 
tiene como ^-espacio vectorial.

En lo que sigue, las álgebras de Lie se considerarán de dimensión 
finita.

Definición 1.5.7. Una base de un álgebra de Lie g sobre IR es 
una base de g como espacio vectorial.

Se prosigue con el concepto de constantes de estructura y la 
relaciones más inmediatas entre ellas.

Proposición 1.5.8. Sea {Xi.X?,... ,Xn} una base del álgebra 
de Lie g. Entonces existen unas únicas constantes bien determi­
nadas G IR tales que:

n
[Xi,Xj] = ^cfiijXp E {1,2, - .-,n}.

p=i

Definición 1.5.9. Las constantes cE se denominan constantes CJ
de estructura de g respecto de la base {X^,..., Xn}.

Proposición 1.5.10. Las constantes de estructura verifican:

1. = 0, para todo i,p = 1,..., n.

2. cL + = 0, para todo i,j,p — 1,... ,n.
n

3. + ^stcpr + Para r,S,t,U= 1,..., n.
P=1
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Se dan ahora algunas otras definiciones de interés acerca de las 
álgebras de Lie.

Definición 1.5.11. Sea g un álgebra de Lie. Una subálgebra 
de Lie h de g es un subespacio vectorial de g tal que el corchete es 
cerrado sobre h (esto es, [fj.f)] C I)/

Definición 1.5.12. Sean gi y g2 dos álgebras de Lie. Un mor- 
fismo de álgebras de Lie es una aplicación lineal F : gi —> g2 
que verifica:

^2]) = [F(vi),F(v2)] Vvi,v2 G g.

Definición 1.5.13. Un álgebra de Lie g se dice abeliana o 
conmutativa si M = {0}.

Como ejemplo de álgebra de Lie, citamos el conjunto de campos 
diferenciables de vectores tangentes de una variedad diferenciable 
dada.

Teorema 1.5.14. El conjunto de campos diferenciables 
de una variedad diferenciable M es un álgebra de Lie con las ope­
raciones:

(x+y)(/)=*(/)+y(/), x.YexW, 

(aXW) = aX(fl, XeXM, aeR;

[x,y](/) = xW))-y(x(/)), x,yim

Definición 1.5.15. Con la notación anterior, a la función X(f) 
se la denomina derivada de Lie de f con respecto de X.

Recuérdese que a un grupo de Lie se le puede asociar un álgebra 
de Lie con el conjunto de las traslaciones a izquierda.

Definición 1.5.16. Sea G un grupo de Lie y g E G. Una tras­
lación a izquierda de G es una aplicación diferenciable:

Lg : G —-► G : x 1—> gx .
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Recordamos ahora el concepto de álgebra de Lie asociada a un 
grupo de Lie.

Teorema 1.5.17. Sea G un grupo de Lie. Entonces el conjunto:

0 = {X E x(G) I Lg.X = X^g^G}

es una subálgebra de Lie de y(Af).

Definición 1.5.18. Al álgebra de Lie g del Teorema 1.5.17 se 
la denomina álgebra de Lie asociada al grupo de Lie G.

El álgebra de Lie asociada a una variedad diferenciable puede 
verse como uno de sus espacios tangentes. Este hecho lo demuestra 
el siguiente:

Teorema 1.5.19. Sea G un grupo de Lie y Q su álgebra de Lie, 
entonces g y T\gG son isomorfos como espacios vectoriales, donde 
1g es la unidad en G.

Nota 1.5.20. Por la proposición anterior, a TigG se le puede 
dotar de la estructura de álgebra de Lie que posee g.

Para llegar a la obtención del funtor de Lie se requiere del 
siguiente:

Teorema 1.5.21. Si f : G^ —> G2 es un morfismo de grupos de 
Lie, entonces : T\G G\ —> T\G G2 es un morfismo de álgebras 
de Lie.

Así se llega a la existencia de un funtor entre la categoría de los 
grupos de Lie y la de álgebras de Lie. La primera tiene por objetos 
a los grupos de Lie y como morfismos a los morfismos entre ellos; la 
segunda tiene como objetos las álgebras de Lie y como morfismos 
los morfismos entre ellas. Este funtor se denomina funtor de Lie.





Capítulo 2
Fibrados vectoriales

En este capítulo se estudian los objetos matemáticos conocidos co­
mo fibrados vectoriales. En él se hará un desarrollo sin considerar 
más preliminares que los aparecidos en el Capítulo 1, destinado a 
tales menesteres. Aparte de dar las definiciones de los conceptos 
elementales relativos a fibrados vectoriales, se tratarán otros con­
ceptos más complejos con el fin de hacer uso de ellos en el Capítulo 7 
dedicado a los algebroides de Lie, que, como se verá en él, no son 
más que fibrados vectoriales dotados de una estructura específica.

Igualmente, aparecerán las demostraciones de los resultados que 
se enuncian, salvo excepciones en la que se referenciará el texto en el 
que se pueden encontrar. No obstante, muchas de estas demostra­
ciones han tenido que ser reconstruidas o realizadas de nuevo, al 
no haber sido encontradas en las referencias de las que dispusimos 
para la elaboración de esta monografía.

Los conceptos que fundamentalmente se tratarán son: morfismo, 
isomorfismo y suma de Whitney de fibrados vectoriales y pullback 
y subfibrado vertical de un fibrado vectorial. Para definir los tres 
últimos conceptos, será necesario disponer de una técnica para cons­
truir un fibrado vectorial a partir de aquello que se quiera que sean 
las fibras del mismo. Esta construcción es bien conocida y se reseña 
en la Sección 2.2.

27
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Para dar una mayor comprensión de lo anteriormente menciona­
do, se acompañarán los resultados de numerosos ejemplos relativos 
a dichas cuestiones, desarrollando ampliamente los mismos siempre 
que se haya considerado necesario.

2.1 Nociones básicas

Esta sección tiene como objetivo exponer las definiciones de fibrado 
vectorial, de subfibrado, de morfismo entre librados vectoriales y de 
morfismo bilineal. Se comenzará definiendo los librados vectoriales.

Definición 2.1.1. Sean M y B dos variedades diferenciables y 
p : M —> B una aplicación diferenciable sobreyectiva. Se llamará 
fibrado vectorial /¿-dimensional a una terna £ = (M,p,B) que 
verifica la siguiente condición de trivialidad local:

TVL Para cada punto b E B, existe un abierto U en B que 
contiene a b y un difeomorfismo:

p : p^íU) —* U x : x (p(x), Fu(x)),

tal que para todo x E U se tiene que:

F¡ = : p-1 (!) —. K‘

es un isomorfismo de espacios vectoriales reales.

A cada par (U, p) se lo denomina trivialización local.

Se dan a continuación algunas aclaraciones a la definición 
anterior.

Definición 2.1.2. La variedad M se denomina variedad to­
tal del fibrado; la variedad B se denomina variedad base; la 
aplicación p se denomina proyección; y se denomina, fibra sobre 
x E B a Mx =
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B

Mx1 ^X2

Figura 2.1: Esquema de los fibrados vectoriales.

Al escalar k se lo denominará rango del fibrado vectorial.

Si (U, (/?) es una trivialización local, entonces aU se le denomina 
abierto trivializador y a<p difeomorfismo trivializador.

A la familia {([/7, <^7)}7er de trivializaciones locales tales que 
B = U7er ^7 se denomina representación coordenada o es­
tructura del fibrado vectorial.

Nota 2.1.3. Obsérvese que el isomorfismo :
p-1(x)—>RA' definido en la Definición 2.1.1 dota a las fibras de f 
de estructura de espacio vectorial real.

Nota 2.1.4. En un fibrado vectorial, la dimensión de la varie­
dad total es igual a la suma de la dimensión de la variedad base y 
del rango. Este hecho se obtiene directamente de la condición de 
trivialidad local.

Aparecen ahora los abiertos trivializantes y trivializadores que 
forman pares análogos a los de la trivialización local, siendo su 
única diferencia que no son necesariamente los que se obtienen por 
la Definición 2.1.1.

Definición 2.1.5. Un abierto U en B se denomina abierto tri- 
vializante de f si existe un difeomorfismo 'd>u:p~1(U) —> L/xlR4' : 
x^fp^xfi Fu^x)) tal que la restricción x = F^ i p-1(r) —► RA' 
es un isomorfismo lineal para cada x E B. A se le denomina 
difeomorfismo trivializante.
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El concepto que sigue es el de las transformaciones coordenadas 
cuyo interés en esta monografía radica en ser un elemento clave 
en la construcción de fibrados vectoriales que tendrá lugar en la 
Sección 2.2.

Definición 2.1.6. Sea {(Uv y?7)} una representación coordenada, 
del fibrado £. Se definen las aplicaciones:

9a0 : Ua0 — GL(Rkfi

donde Ua0 representa aUanU0f 0, como: 

= Va,x ° Vx G B.

A estas aplicaciones se las denominará transformaciones 
coordenadas de £ asociadas a

Nota 2.1.7. Las aplicaciones ga0 anteriores son diferenciables, 
al ser composiciones de aplicaciones diferenciables.

Nota 2.1.8. La variedad GL(Rk) que aparece en la Defini­
ción 2.1.6 es el grupo lineal de que es bien conocido y que 
consiste en el grupo de los endomorfismos invertibles en RA'.

Se ofrecerán algunas propiedades relativas a la proyección del 
fibrado vectorial, resultando como consecuencia que las fibras son 
subvariedades cerradas de la variedad total.

Proposición 2.1.9. Sea un fibrado vectorial de rango
n. Entonces la proyección p es una submersión completa.

Demostración. Sea (U, ip) una trivialización local del fibrado vec­
torial. Entonces se tiene el siguiente diagrama:

U x Rn p~\U)
pi p (2-1)

U = U
donde p\ es la proyección natural de U x R" en U.
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Por ser pi la proyección natural de U x R" en U, la aplicación 
Tx(pi) es la proyección natural de TX(U x IR") = Tp^U x Rn en 
Tp^U, para cada x G U. Por lo tanto, Tfip^ es sobreyectiva para 
cada x G U x R" y, por lo tanto, p^ es una submersión en U x R".

Ahora al ser cp un difeomorfismo, cp también es una submersión 
en p^^U). Al coincidir p con p\ o p en p~\Ufi se tiene que p es 
una submersión en p~\U). Como esto se puede hacer con cada 
trivialización local, p es una submersión. □

Corolario 2.1.10. Sea un fibrado vectorial de rango
n. Para todo b G B, la fibra en b es una subvariedad cerrada regular 
de M de dimensión dim M — dim B.

Demostración. La proyección p es una submersión completa en 
M, en virtud de la Proposición 2.1.9. Además, la fibra Mb = p~lfi) 
es no vacía, porque Mb es isomorfo a R". Por lo tanto, se está 
en las hipótesis del Teorema de la Función Implícita y Mb es una 
subvariedad regular cerrada de M cuya dimensión es la pedida.

Al ser B un espacio Ti, entonces {6} es un cerrado de B y, en 
consecuencia, p^íE) es un cerrado de M, ya que p es continua. □ 

Proposición 2.1.11. Sea (M,p, B) un fibrado vectorial de rango 
k. Entonces p : M —► B es una aplicación abierta.

Demostración. Considérese el recubrimiento por abiertos {ET7}7er 
de B, formado por los abiertos trivializadores de la estructura de 
M como fibrado vectorial.

Como p es continua, entonces p-1(¿77) es un abierto en M para 
todo 7 de T. En consecuencia, {p-1([/7)}7er es un recubrimiento 
por abiertos de M. Por lo tanto, todo abierto V de M es de la 
forma:

v = (U n v n
7er 7er
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Por otro lado, se tiene que la aplicación p coincide con tti o 
donde 7Fi denota la proyección definida por:

7Ti : U x —> U : (rr, v) x,

que es una aplicación abierta, y es el difeomorfismo trivia- 
lizador asociado al abierto Uy, que también es una aplicación abier­
ta. Aplicándole p a V, se tiene:

p(V) = p(U ppu,) n V) = U píp-^lQ n V). 
7er 7er

La continuidad de p implica que p-1([/7) A V es un abierto 
en p^fUfi) y, como p es abierta restringida a cada U^, se tiene 
que p(p-1(177) A V) es un abierto en y, por tanto, en B. En 
consecuencia, p(V) es un abierto en B. □

Se dan, a continuación, algunos ejemplos de librados vectoriales.

Ejemplo 2.1.12. Sea M una variedad n-dimensional y sea el 
conjunto:

TM = {(x,v) | v G TxM,x G M}.

Se define la aplicación % : TM —* M : (x,v) i—> x, que es tri­
vialmente sobreyectiva. A la terna se la denomina
fibrado tangente de M.

Nótese que el fibrado tangente de M es un fibrado vectorial. En 
efecto, en primer lugar, TM se puede dotar de una estructura de 
variedad diferenciable 2n-dimensional y esta estructura hace que 
la proyección 7r sea diferenciable (véanse la Definición l.f.34 y la 
Proposición l.j.Só).

Además, dado x G M, sea (U, y?) una carta local de M en x y 
supuesto que p = (aq,... ,xn), entonces todo elemento v de TXM 
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puede escribirse de la, forma:

con a1 funciones diferenciables de U. De este modo, se obtiene una 
aplicación biyectiva ifu definida por:

ifu : 7r —-> U x IR^ : (x, v) (x, (a1^),..., an(x))), 

que es un difeomorfismo (véanse [28, 57]/

Figura 2.2: Fibrado tangente de IR.

A partir de se define la aplicación:

Fu : ♦ IR" : (x,v) > (a1^),... ,an(x)fi

que restringida a 7F-1(x) es un isomorfismo lineal.

En consecuencia, es una trivialización local de
en x E M. Como esto puede repetirse para cada ele­

mento de M, se tiene que efectivamente se cumple la propiedad 
TVL y (TM, 7t, M) es un fibrado vectorial.

Ejemplo 2.1.13. Análogamente al Ejemplo 2.1.12, se define el 
fibrado cotangente de la variedad M como:

T*M = {(m,a) | a E T^M,m E M}.
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Defínase la aplicación 7r : T*M —> M : (m, a) >—> m. Puede 
dotarse a T*M de una estructura de variedad diferenciahle 
2n-dimensional a partir de la estructura de M que hace diferen- 
ciable a la aplicación 7r (véanse [28, 57]/

Al igual que con el fibrado tangente, sean m un elemento de M y 
(U, y?) una carta local de M, en la que se supone <p = (®i,..., xnf 
Entonces todo elemento a de T^M se expresa como:

n

a =
¿=i

donde a* son funciones diferenciables en M. De este modo, se 
define la aplicación:

ifu : 7r —> U x IR" : (m, a) h-> (m, ..., an(m))),

que es un difeomorfismo.

A partir de ifu se define la aplicación:

Fy : 7r 1(t/) —> IR" : (m, a) ..., 

que, restringida a 7r es un isomorfismo lineal.

Por tanto, (U, VO es una trivialización local de (T*M, 7r, M) en 
m E M. Como esto puede repetirse para cada elemento de M, se 
cumple la propiedad TVL y (T*M, 7r, M) es un fibrado vectorial.

Ejemplo 2.1.14. Sea B una variedad diferenciahle y sea 
M = B x IR"' con la estructura de variedad diferenciahle producto 
de variedades. Sea la aplicación sobreyectiva:

t: : M —> B : (x, v) >—> x,

que es diferenciahle (véase [4]/
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Sea fi>B : = M —> B x Rm = M la aplicación identidad
idtf. Como la aplicación íÓm es diferenciable, por tener en 7r-1(B) 
la misma estructura de variedad que en M, entonces (B^b) es 
una trivialización local de (M, t^B). Al recubrir a toda la variedad 
B, se tiene que (M, 7r, B) es un fibrado vectorial.

A un fibrado de este tipo se le denomina fibrado trivial sobre 
M de rango m.

Ejemplo 2.1.15. Por el Ejemplo 2.1.14, el cilindro S1 x R es 
el fibrado trivial sobre S1 de rango 1.

Ejemplo 2.1.16. Sea £ = (M, p, B) un fibrado vectorial de ran­
go m. Considérese un abierto U en B. Entonces Mu = p-^Uj 
es un abierto en M y, por tanto, U es subvariedad abierta de B 
y p~l(U) lo es de M. Además la restricción de p de en 
su imagen por p, esto es, pu = p¡u > U es diferenciable
(véase [4]/

Entonces la terna fu — (Mu,Pu,U) es un fibrado vectorial de 
rango m, que se denomina fibrado vectorial restricción de f. 
Además este fibrado vectorial es trivial, según lo visto en el Ejem­
plo 2.1.14.

La demostración de este hecho se basa en que dada 
una trivialización local (U, de f, la restricción

: P^tU n V) —> (U n V) x Rm es un difeomorfismo trivia- 
lizador de fu­

Se da ahora la definición de subfibrado de un fibrado vectorial 
dado.

Definición 2.1.17. Un subfibrado £1 = (Mi,pi,B) de un 
fibrado vectorial f = (M, p, B) es un fibrado vectorial con la. misma 
base tal que se verifican:
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1. Cada una de las fibras Mi x de Mi es un subespacio vectorial 
de las fibras Mx de M.

2. La inclusión i : Mi —» M entre las variedades totales induci­
da por las fibras es diferenciable.

Con esta definición, volviendo al Ejemplo 2.1.16, puede afirmarse 
la siguiente:

Nota 2.1.18. Dado un fibrado vectorial (M,p,B) y un abier­
to U de B, el correspondiente fibrado vectorial restricción es un 
subfibrado de (M,p,Bfi

A partir de este punto, la presente sección se dedica al trata­
miento de los morfismos entre librados vectoriales, que se pueden 
definir como sigue:

Definición 2.1.19. Sean £ = (M,p, B) y f = (M,p,B) dos 
fibrados vectoriales. Un morfismo de librados vectoriales de £ 
en £ consiste en un par de aplicaciones diferenciables:

fo'■ BB y f : M—> M, 

satisfaciendo las siguientes dos condiciones:

1. El siguiente diagrama es conmutativo:

M M

p p (2.2)

B ----- > B
h

2. La aplicación inducida fx : Mx —> Mf^, para cada x E B, 
es una aplicación lineal.

Dicho morfismo se denota por (f, /0) : £ —* C
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Nota 2.1.20. Con la notación de la Definición 2.1.19, si la apli­
cación f0 es la identidad en B, se dirá que el morfismo de fibrados 
vectoriales es un B-morfismo o morfismo que conserva B.

A continuación, se observará lo que ocurre si se restringe un 
morfismo que conserva la base a los respectivos fibrados vectoriales 
restricción.

Proposición 2.1.21. Sea : (M,p,B) —> (M,p,B) un 
morfismo de fibrados vectoriales que conserva la base. Su restric­
ción (/,/o) : (Mu,pu,U) —> (Mu,pu,U) a los respectivos fibra- 
dos vectoriales restricción es un morfismo de fibrados vectoriales.

Demostración. El diagrama correspondiente a (2.2) se cumple 
por la definición de dichos fibrados vectoriales restricción. Igual­
mente se cumple que, para cada x E U, fx es una aplicación lineal, 
ya que MUx = Mxy MUx = Mx. □

Definidos los morfismos entre fibrados vectoriales, parece natural 
hacer lo propio con el concepto de isomorfismo entre los mismos.

Definición 2.1.22. Con la notación de la Definición 2.1.19, si 
f : M —> M es un difeomorfismo y fx es un isomorfismo de es­
pacios vectoriales, para todo x G B, se dirá, que los dos fibrados 
vectoriales son isomorfos y que f es un isomorfismo de fibra- 
dos vectoriales.

Notación 2.1.23. Se denotará por £ = £ a dos fibrados vecto­
riales £ y £ que sean isomorfos.

Nota 2.1.24. Si f = (M,p,B) es un fibrado vectorial, se tiene 
que (idM,ide) : f —* £ es un B-isomorfismo de fibrados vecto­
riales.

A continuación, se observa el efecto que causa la composición de 
morfismos de fibrados vectoriales. Se tiene la siguiente:
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Proposición 2.1.25. La composición de dos morfismos de fibra- 
dos vectoriales es un morfismo de fibrados vectoriales. Es más, si 
los dos morfismos conservan B, entonces la composición también 
conserva B. Igualmente si los dos morfismos son isomorfismos, 
entonces la composición también lo es.

Demostración. Considérense dos morfismos arbitrarios 
de fibrados vectoriales (/,/o) : (M,p,B) —* (M,p,B) y 
(p,Po): (M,p,B)—► (M,p,B). Se verá que su composición 
(g 0 f,9o° /o) : (A/, P- B) —> (M, p, B) es un morfismo de fibrados 
vectoriales. En efecto:

1. En el diagrama:

M M M 

p p p

B ----- > B ----- » B
fn 9o

los dos cuadrados son conmutativos, por lo que el cuadrado 
total es también conmutativo, ya que:

P 0 (9 0 /) = (p 0 9) 0 f = (Po o P) 0 f = 9o 0 (p 0 /)
= 9o 0 (/o 0 p) = (po 0 /o) 0 P-

2. Para cada x E B, se tiene que fx : Mx —> Mf0^ 
es lineal. Como /o(^) pertenece a B, entonces

: Mf^x) —> Mgn(Mxy> es lineal. En consecuencia, la 
aplicación gMx) o fx : Mx —> Mg^x)) es lineal.

Por otro lado, se tiene que (g o f)x = g^) 0 fx- En efecto, 
sean las trivializaciones locales (U, (p) de M en x, (V, ip) de M 
en fo(x) y (VE, de M en po(/o(^)); entonces se tienen los 
diagramas conmutativos:
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U x R" V X F \ W x R*

~ y - 0 (2-3)

p-HU) ----- > p-fiV) ----- * p-\W)
f 9

Ahora, dado x E U, para cada (x, v) G U x Rn se tiene que:

(x, v) v°^ (f0(x), ^Mx) ofxo px ^v))

(^o(/o(^)), 0ffn(/nW) 0 9Mx} °fr°

Por lo tanto, se llega a que (g o f)x coincide con gf0(x) o fx.

3. Evidentemente, si (/, /o) y (g, 9o) conservan B, entonces 
fo = go = ids- P°r 1° tanto, go o /0 coincide con id^ y 
(g ° figo ° /o) es un B-morfismo de fibrados vectoriales.

4. Si (/, /o) Y (g, go) son dos isomorfismos, entonces g o f es un 
difeomorfismo y (g o f)x = g^M o fx es un isomorfismo lineal 
para cada x G B. □

Puede darse la siguiente caracterización de isomorfismo entre 
fibrados vectoriales.

Corolario 2.1.26. Sean £ y r/ dos fibrados vectoriales y sea 
(fi /o) : € —* V un morfismo de fibrados vectoriales. Entonces 
(fi fo) es un isomorfismo si y sólo si existe un morfismo 
(g, go) -9 —► tal que (f °gjo° g^) y (g o f,g0 o f0) son id^ e 
id^, respectivamente.

Demostración. La demostración se basa en que f y g son apli­
caciones diferenciables mutuamente inversas, con lo que son difeo- 
morfismos, y en que fx es inversa de gf„(xp □
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Definidos los fibrados vectoriales y los morfismos entre éstos, se 
puede hablar de una categoría de fibrados vectoriales por medio del 
siguiente:

Corolario 2.1.27. Existe una categoría VB, denominada cate­
goría de los fibrados vectoriales, cuyos objetos son los fibrados 
vectoriales y sus morfismos son los morfismos de fibrados vecto­
riales definidos en la Definición 2.1.19 y cuya composición es la 
composición de morfismos de fibrados vectoriales.

Además, dada una variedad diferenciable B, puede definirse la 
categoría VBb de los fibrados vectoriales sobre B, cuyos 
objetos son los fibrados vectoriales de base B, cuyos morfismos son 
los B-morfismos de fibrados vectoriales y cuya composición es la 
composición de B-morfismos de fibrados vectoriales. Se tiene de 
forma evidente que VBb es una subcategoría llena de VB.

Demostración. Consecuencia inmediata de la Proposición 2.1.25 
y la Nota 2.1.24. □

El siguiente resultado permite afirmar que los morfismos de fi­
brados vectoriales pueden definirse localmente.

Proposición 2.1.28. Sea {Uj}iEi un recubrimiento abierto de 
la variedad B y sean £ = (M,p,B) y £ = (M,p,B) dos fibrados 
vectoriales sobre B. Considérese dada una familia de morfismos 
de fibrados vectoriales {fi : —> Zujíei modo que f, y fj
coincidan sobre UiC\Uj para cada par de índices i,j 6 I. Entonces 
existe un único morfismo de fibrados vectoriales f : £ —* f,, que 
coincide con f, en Ui, para todo i.

Demostración. Se define el candidato a morfismo de fibrados 
vectoriales f : £ —► £ como:

/(m) = ffim) Ym G p~\Ui).
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Como {Ui}iEi es un recubrimiento por abiertos, se tiene que 
{p-1(i7i)}ie/ es un recubrimiento por abiertos de M y, por lo tanto, 
/ está definido para cada elemento m en M. Además la aplicación 
está bien definida ya que en UtOUj las aplicaciones fi y fj coinciden.

1. La aplicación f es diferenciable en M: La diferenciabi- 
lidad en un punto m E M de aplicaciones entre variedades 
es una propiedad local (véase la Definición 1.4.10). Si m 
pertenece a p-1(l/¿), como p-1^) es un abierto de M en el 
que la función f coincide con la aplicación f¡, que es diferencia- 
ble en m, entonces f es diferenciable en m. En consecuencia, 
f lo es en toda la variedad M.

2. El siguiente diagrama es conmutativo:

M M

4 4 (2-4)
B = B

En efecto, restringiéndose a cada Ui del recubrimiento abierto 
de B, se tienen los diagramas conmutativos:

p-^Ui}

P^i Pu¡

Ui = Ui
para cada i E I. Como es recubrimiento por
abiertos de M, se tiene la conmutatividad de (2.4), en virtud 
de la definición de f.

3. La aplicación fx : pfx) —► p-1(t) es lineal para todo 
x E B: Dado x E B, existe i E I tal que x E Ui. Como f 
coincide con fi en Ui y fu es subfibrado de f con el mismo 
rango como fibrados vectoriales, se tiene que fx coincide con 
(fdx, que es lineal. D



42 Teoría de grupoides y algebroides

Se pretende mostrar seguidamente la estructura que poseen los 
morfismos entre librados vectoriales triviales.

Ejemplo 2.1.29. Sean los fibrados vectoriales triviales 
£ = (B x ^k,p,B) y r¡ = (B x Wn,p,B). Los B-morfismos entre 
estos fibrados son de la forma:

f ■ V - (b,v) (b,u(b.vy),

donde u : B x es una, aplicación diferenciadle tal que:

Ub : : v h-> u(b, v)

es lineal.

En efecto, si u es tal como se ha dicho, entonces f es dife- 
renciable, el diagrama:

BxRk B x IRm 

p p

B = B 
es conmutativo y fi es lineal al coincidir con Ub-

Para ver el recíproco, sólo se tiene que demostrar que: 

u-.Bx^k —> Rm,

definido como u(b,v) = fb(v) es diferenciable si f es un B-mor- 
fismo. En efecto, como f es diferenciable y la proyección tt2 defini­
da como:

7r2:BxF —: (b,v) v, 

es también diferenciable (por considerarse la estructura de varie­
dad diferenciable producto en B x se tiene que ^2 ° f es 
diferenciable. Pero u coincide con tt2 o f, con lo que se concluye la 
prueba.
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En la Definición 2.1.22, aparece el concepto de isomorfismo de 
fibrados vectoriales. Se dan dos caracterizaciones para dichos iso- 
morfismos en las siguientes proposiciones.

Proposición 2.1.30. Un morfismo (f, /o): (M,p, B)—*(M,p, B) 
de fibrados vectoriales es un isomorfismo si y sólo si f es un difeo- 
morfismo.

Demostración.

| | Inmediata por la Definición 2.1.30 de isomorfismo entre fibra-
dos vectoriales.

| <= | Queda por demostrar que la aplicación fx es isomorfismo lineal 
para cada x E B. En efecto, fx es lineal para todo x G B ya 
que f es morfismo entre fibrados vectoriales. Además p~l(x) y 

son isomorfos a R” y a Rm, respectivamente, via difeo- 
morfismos trivializadores. Luego pueden identificarse p-1(rr) 
Y con los conjuntos:

{(x, v) | v E R”} y {(jo(x),w) | w E Rm}, 

respectivamente.

Por un lado, fx es inyectivo. En efecto, dados iq,V2 dos ele­
mentos de p-1(rr) tales que fx(vi) = se tiene que:

f(x,vr) = (/oW,Á0h)) =

con lo que (x, ui) = (^x,v2fi por la biyectividad de f.

Por otro lado, fx es sobreyectivo. En efecto, dado w en Rm, 
existe v en Rn tal que f(x,v) = (fofxfiw) para cualquier x 
de B por medio de la biyectividad de f.

En consecuencia, fx es biyectivo y, por tanto, un isomorfismo 
lineal. De ser fx un isomorfismo se tiene que n y m coinciden. 

□
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La segunda caracterización de isomorfismo entre fibrados vecto­
riales es la que se da en la:

Proposición 2.1.31. Sean £ = (M,p, B) y £ = (M,p, B) dos 
fibrados vectoriales. Un morfismo de fibrados vectoriales
(f, /o) : € —* € es un isomorfismo si y sólo si se cumplen las 
siguientes dos condiciones:

1. fo'.B —* B es un difeomorfismo.

2. fx : —* p-1(/o(^)) es un isomorfismo lineal para cada
xEB.

Demostración.

|=>| 1. La aplicación /0 es biyección diferenciable: Puede 
afirmarse que /o es diferenciable por ser (/, /o) morfismo 
de fibrados vectoriales. Se verá que la aplicación /o es 
biyectiva:

(a) fo es inyectiva. En efecto, si x, y son dos elementos 
de B tales que fo(x) = fo(y), entonces se tiene que 
(/o(^),O) = Por la definición del morfismo
fz, para z E B, se verifica que:

f(x,O) = A(0) = (/oW,O) 
= (/oW,O) = A(O) = /(!/.O).

La inyectividad de f implica que (x, 0) = (y, 0) y, por 
lo tanto, x = y.

(b) /o es sobreyectiva. En efecto, si x es un elemento de B, 
se tiene que (T, 0) es un elemento de M. La sobreyec- 
tividad de f implica la existencia de un elemento (x, 0) 
de M tal que f(x,ty = (T,0). En consecuencia, se 
cumple que fo(x) = x, con lo que f0 es sobreyectiva.
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2. La aplicación fx es isomorfismo lineal para cada x 
de B: Se deduce directamente de la Definición 2.1.30.

3. /o-1 es diferenciable: Es lo que resta para demostrar 
que /o es difeomorfsimo. En efecto:
Dado x arbitrario perteneciente a B, se toma una trivia- 
lización (U, p) de ¿ con x E U y otra trivialización (V7, VO 
de £ con x 6 V. En concreto, si W es el conjunto UDV. que 
es abierto de B, se tiene que (W, ipw) es una trivialización 
de £ y (FE, ipw) es una trivialización de £. Entonces se 
verifica el siguiente diagrama conmutativo:

W W x IR" —

II 1; (2,5)
EE W x p~\W)

donde 7Ti es la proyección:

7n : W x R" PE : (x, v) x, 

que es diferenciable, e id x {0} es la aplicación:

id x {0} : PE —> FE x IR” : x (x, 0), 

que es diferenciable.

El diagrama (2.5) asegura que /o coincide en FE con la 
composición tfi otpo fo^-1 o (id x {0}), que es diferencia- 
ble. En consecuencia, /o es diferenciable en un elemento 
arbitrario x de B.

| <= | Supóngase que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la proposi­
ción. Entonces:

1. f es biyectiva: Sea m un elemento de M, entonces p(m) 
es igual a un elemento x de B. Por tanto, existe un único 
x en B tal que m € p-1(t).
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Por otro lado, para dicho x E B, debido a la biyección 
de fo, existe un único x E B tal que fo(x) = x. Y como 
po f coincide con /o ° P, se tiene que la contraimagen por 
f de un elemento de jT^x), si existe, debe pertenecer a 
P^W-

Al ser fx : p-1(z) —* p-1(^) un isomorfismo lineal, se 
tiene que p^íx) y p~l(x) están en biyección. Como x se 
eligió de manera arbitraria, f es biyección.

2. es isomorfismo lineal: Al ser fx un isomorfis­
mo lineal para cada elemento x de B, se tiene que existe 
A-1 : P —* P1^) Y que es un isomorfismo
lineal.

Por otro lado, se dijo que para cada elemento x de B 
existía un único elemento x en B tal que fo(x) = x. En 
consecuencia, fx} es un isomorfismo lineal de en 
p-1^-

Pero la aplicación f~lx es la restricción de /-1 a p-1(T), 
por lo que está definida como:

tal que fx(m) = m. Por lo tanto, f~rx coincide con fx~l 
que es isomorfismo lineal.

3. La aplicación ' es diferenciable: Como /o es un 
difeomorfismo, entonces puede suponerse que los dos li­
brados poseen la misma base y que la aplicación entre las 
bases es la identidad, pues bastaría considerar /b-1 ° P 
como la proyección en (M,p, B).

Se puede hacer una segunda reducción sin más que tener 
en cuenta la Proposición 2.1.28 que permite estudiar los 
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morfismos de fibrados vectoriales localmente; por lo que 
se toma una trivialización local (U, (p) de £ y otra (V, ip) 
de £. Por tanto, puede considerarse p~l(U) en lugar de 
M y p-\V) en lugar de M. Pero p-^U) y p-1(V) son 
difeomorfos al/xPyaVx Rm, respectivamente. En 
consecuencia, basta estudiar el B-morfismo:

(/, idB) : (B x R",p, B) —+ (B x Rm,p, B),

obtenido con estas reducciones.

Ahora, según el Ejemplo 2.1.29, el B-morfismo está deter­
minado por la aplicación diferenciable u:BxRn—>RTO : 
(x,v) 7T2 o fx(v). En consecuencia, la aplicación
<I> : B —> Bom(Rn;Rm) : x 7V2 o fx es diferencia- 
ble.

Por otro lado, la aplicación funciona como:

/-1(z, v) = (z, d>'1(T)(v)) Vt G B Vw G Rm,

donde es el inverso del isomorfismo fx, para cada 
x de B. Al ser la inversión en GL(R"; Rm), una aplicación 
diferenciable, se tiene que /-1 es diferenciable. □

Nota 2.1.32. Por GL(Rn;Rm) se denota al grupo de las apli­
caciones lineales inyectivas de Rn en Rm.

Vistos los resultados anteriores, el Corolario 2.1.26 puede enun­
ciarse de la siguiente manera:

Proposición 2.1.33. Si (/,/o) ■ (M,p,B) —> (M,p,B) es 
un isomorfismo de fibrados vectoriales, entonces 
(/ : (M,p,B) —(M.p.B) es también un isomorfismo
de fibrados vectoriales.
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Demostración. La conmutatividad del diagrama:

M M

p p

B ----- > B

se debe a la conmutatividad de este otro diagrama:

M M

p p

B ----- > B
fo

Por otro lado, al ser (/, /o) un isomorfismo de librados vecto­
riales, se tiene que fx : p-1(z) —* p-1(/o(^)) es un isomorfismo 
lineal para todo x € B. Es más, en la Proposición 2.1.31 se de­
muestra que:

con lo que se tiene que (/-1)/n(a;) es lineal para cada x E B. □

A continuación, se verán diversos ejemplos de morfismos entre 
librados vectoriales.

Ejemplo 2.1.34. Sean = (Mbpi,Bi) y& = (M^p^Bfi) 
dos fibrados vectoriales de rangos y r2, respectivamente. Se de­
nomina producto cartesiano de los fibrados dados a la terna 
€i x €2 = (Afi x M2,pi x p2, Bi x B2fi

Se tiene que £1 x ¿2 es un fibrado vectorial de rango r^ + r2. Para 
ello, considérese la estructura de fibrado vectorial {(Ua,<Pa)} de £1 
y la estructura {(V^,^)} €2 y se tiene que {(Ua x V7,xQ7)}
dada por:

Xá7(^i^2;?/i ©?/2) = (?~\xi,yifi
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para (ti, yj G Ua x Rri y (x^, yf) € K x Rr2, define una estructura 
de fibrado vectorial sobre x ¿2-

Además, las proyecciones pp ALpx. —> Adi y p2'-
son morfismos de fibrados vectoriales de £1 x £2 en €1 V £2, respec­
tivamente.

Por último, el producto fibrado £1 x £2 verifica la siguiente pro­
piedad de factorización, que no se demostrará por razones de ex­
tensión pero que puede verse en |21|

“Si £ = (ALp. B) es un tercer fibrado vectorial de dimensión n y 
Pi : AI —> Afi es un morfismo de fibrados vectoriales para 
i = 1,2, entonces existe un único morfismo de fibrados vectoriales 
p : M —> Mi x M2 tal que pi ° p — pi y p2 o p = p2.”

Ejemplo 2.1.35. Sea (M^p^B) un fibrado vectorial de rango 
n. Entonces se dirá que es trivializable si es isomorfo al fibra­
do vectorial trivial (B x Rn,7r,B) por medio de un B-morfismo 
(fipidsy Como la aplicación del B-morfismo sobre las bases es un 
difeomorfismo, entonces, por la Proposición 2.1.31, ambos fibrados 
vectoriales son isomorfos si y sólo si es isomorfismo lineal para 
cada x E B y se cumple 7r o c> = p.

Ejemplo 2.1.36. Sea (AI,p,B) un fibrado vectorial. Consi­
dérense los fibrados tangentes (TAI, %, M) y (TB,ñ, B) sobre M y 
B, respectivamente. SeaT(p) : TAI —> TB la aplicación derivada, 
de p dada en la Definición l.f.38. La aplicación T(p) es diferen- 
ciable, verifica la expresión:

ñoT(p) = p o 7r

e induce una aplicación lineal de TmAd en Tp^B para cada mEAl. 
Por lo tanto, T(p) es un morfismo de fibrados vectoriales sobre p.
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Para concluir esta sección, se introducirá el concepto de morfis- 
mo bilineal de fibrados vectoriales, que será de utilidad en capítulos 
posteriores.

Definición 2.1.37. Sean £1, £2 ?/£ tres fibrados vectoriales sobre 
B de rangos n\, n2 y n, respectivamente. Sean Mi, M2 y M sus 
respectivos espacios totales. Un morfismo bilineal de fibrados 
vectoriales 0 : (^1,^2) —* € es una colección de aplicaciones 
bilineales:

(bx : Mi x x M2 x —> Mx, x E B 

que satisface la siguiente condición de diferenciabilidad:

Si {(Ua^a)}) {fUa,^a)} y son representaciones
coordenadas de £1, £2 y respectivamente, entonces las aplica­
ciones: 

l>a:Ua —> Hom(Rni, R"2; R") : x o fix o x 1 

son diferenciables.

Nota 2.1.38. La Definición 2.1.37 no depende de las representa­
ciones coordenadas elegidas en los fibrados vectoriales involucrados.

Por otro lado, no puede verse como una aplicación del pro­
ducto cartesiano de los espacios totales de £1 y £2 sobre B.

Definición 2.1.39. Con las hipótesis de la Definición 2.1.37, 
se dirá que el morfismo bilineal de fibrados vectoriales es anti­
simétrico si la aplicación es antisimétrica para cada x E B.

Ejemplo 2.1.40. Sea (L,p,B) un fibrado vectorial. Se denomi­
nará campo de corchetes de Lie en L a todo morfismo bilineal 
antisimétrico [ , ] : L x L —> L de fibrados vectoriales tal que 
[ , ]x : Lx x Lx —> Lx es un corchete de álgebras de Lie para cada 
x E B.
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Un ejemplo de estos campos de corchetes de Lie se obtiene co­
mo sigue: sea g un álgebra, de Lie no abeliana, con corchete [ , ]. 
Considérese entonces el fibrado vectorial trivial R x g y defínase el 
campo de corchete como [ , ]t = t[ , ], para cada t € R.

2.2 Construcción de fibrados vectoriales

En esta sección se muestra la construcción de un fibrado vecto­
rial sobre una variedad B a partir de las transformaciones coor­
denadas asociadas a una representación coordenada definidas en la 
Definición 2.1.6. Se seguirá la técnica dada en [21], donde puede 
verse la demostración de los resultados que aquí se utilizan.

Sea B una variedad y considérese R”. Supóngase que cada punto 
x en B tiene asociado un espacio vectorial isomorfo a Rn, que se 
denominará Mx.

Considérese la unión disjunta M= Y proyección
p: M—* B dada por m E Mx x.

Sea {CaJaeA un recubrimiento por abiertos de B y, para cada x 
en Ua, considérese el isomorfismo lineal ifatX : Mx —> Rn que se 
mencionó con anterioridad.

Para cada a, (3 E A, denomínese Uag a la intersección Ua A Ug. 
Exíjase además que cada gag : Uag —> GL(Rn) dada por:

9a^ = o

sea diferenciadle.

Se definen, de este modo, las biyecciones ^a-p^íVa)—> Ua x R77 
mediante sus inversas, a saber:

fav) €Uax R".
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P°r Dalí se denomina a la aplicación ifa o -0J1 de Uag x IR” en sí 
misma. Esta aplicación es diferenciable por la diferenciabilidad de 
gap. Para continuar es necesaria la siguiente:

Proposición 2.2.1 ([21] Proposición X de 1.13). Sea B una 
variedad, M un conjunto y p : M —► B una sobreyección con las 
siguientes propiedades:

1. Existe un recubrimiento por abiertos {{/Q} y una familia de 
biyecciones:

{^a:p~\Ua)-^UaxRn.}

2. Para cada x G UQ y v E R", p o i/fififx, v) = x.

3. Las aplicaciones : Uag x R" —* Uag x R" definidas por: 

v) = o ^fix, v)

son difeomorfismos.

Entonces existe una única estructura de variedad (salvo B-iso- 
morfismo) sobre M para la que (M,p,B) es un fibrado vectorial 
con representación coordenada dada por {Ua,^}. □

En virtud de esta proposición, se tiene la existencia de una única 
estructura de variedad sobre M que hace que la terna (M, p, B) sea 
un fibrado vectorial. Obsérvese que la fibra en cada punto de B es 
isomorfa a R".

Nota 2.2.2. Lo que se ha visto es que si existe una familia 
de aplicaciones {#073} asociadas a un recubrimiento por abiertos 
de una variedad {¡7a}, entonces se obtiene un fibrado vectorial 
con base dicha variedad, con representación coordenada el recubri­
miento por abiertos y cuyas trasformaciones coordenadas asociadas 
son la familia {gQ/g}. Pero ya se vio en la Definición 2.1.6 y en 
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la Nota 2.1.7 que los fibrados vectoriales poseen aplicaciones gag 
como las indicadas en esta sección. Por lo tanto, los fibrados 
vectoriales quedan determinados de manera única (salvo B-iso- 
morfism,o) por las transformaciones coordenadas asociadas a un 
recubrimiento abierto de la base.

2.3 Construcciones en fibrados vectoriales

En esta sección se estudian dos fibrados vectoriales que se cons­
truyen a partir de otros fibrados. En concreto, a partir de un fibrado 
y una aplicación diferenciable se construye el pullback o fibrado 
vectorial inducido; y a partir de dos fibrados vectoriales sobre la 
misma base se obtendrá la suma de Whitney o producto fibrado. 
La referencia a seguir para ver que estos dos conceptos dan fibrados 
vectoriales será |21J. No obstante, para la definición del pullback 
de un fibrado vectorial también se ha recurrido a [26].

Definición 2.3.1. Sea f un fibrado vectorial de
rango n. Sea f : B —> B una aplicación diferenciable. Se deno­
mina fibrado inducido por f bajo f o pullback de f sobre 
f a la terna f*^) = (f*M, f*p, B), donde como espacio total se 
toma:

fM = {(y, m) E B x M \ f(y) = p(m)}

y como proyección, la aplicación:

fp.fM-^B-.(y,m^y.

Nota 2.3.2. Para cada y E B, puede definirse una estruc­
tura de espacio vectorial en f*p~\yfi de hecho, es la inducida por 
p^^f^y)). En efecto, sea un elemento (y,m) de en­
tonces se tiene que p(m) = f(y). Por lo tanto, m pertenece a 

Que es un espacio vectorial de dimensión n. Es más, si 
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m es un elemento de p^^f^y)), se cumple que (y,ni) pertenece a 
f*(M), pues f(y) yp(m) son iguales; en concreto, (y,m) pertenece 
a f*p~\y). En consecuencia, p^^f^y)) y f*P~l(f(y)) están en 
Inyección, por lo que se puede trasladar la estructura de espacio 
vectorial del primero al segundo como sigue:

(,y, m) + (y, m,') = (y,m + m'\
X(y,m) = (y, Xm), m,m' € M, A G R.

Nota 2.3.3. La Definición 2.3.1 es la dada en [26]. Esta defini­
ción no asegura que la terna (f*M, f*p, B) sea un fibrado vectorial. 
Se considerará una definición equivalente, dada en [21], con la que 
será más fácil ver si es fibrado vectorial, pues permitirá dotar de 
una estructura de variedad diferenciable (única salvo difeomorfis- 
mo) al espacio total. No obstante, a la hora de trabajar con un 
fibrado inducido resultará más conveniente la Definición 2.3.1, de­
bido a su mayor sencillez.

La definición equivalente consiste en considerar la terna 
(M,p,Bfi donde M es la unión disjunta Uxeg y P 1° aP^' 
cación:

p : M —> B : m G y.

Lo que se va a ver es que, si alguna de las dos temas fuera un 
fibrado vectorial, la otra también lo sería y además serían isomorfos 
como fibrados vectoriales. Este hecho implica, por la definición de 
isomorfismo, que f*M y M serían difeomorfos, por lo que las dos 
definiciones del pullback serían equivalentes. Se verá que f*M es 
fibrado vectorial en el Teorema 2.3.j .

Obsérvese que, como conjunto, f*M está en biyección con la 
unión disjunta:

« = U
xeB
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En efecto, véase la siguiente cadena de equivalencias:

(y, m) e f*M ^(y,m)EB xM\ f(y) = 
y E B Km E = MKyy

Por lo tanto, ambos conjuntos están en biyección por medio de:

tp : f*M —♦ M : (y, m) >—> m.

Luego si alguno de los dos conjuntos está dotado de estructura de 
variedad, entonces el otro también y además con una estructura 
que hace de un difeomorfismo.

Si se consideran ahora las dos proyecciones de las ternas, se 
verifica el siguiente diagrama conmutativo:

fM M

l* (2’6)
B = B 

por lo que si una de las proyecciones, f*p ó p es diferenciable, 
con las estructuras de variedad mencionadas en f*M y M, la otra 
proyección también sería diferenciable.

Es más, si una de las ternas (M,p,B) y (f*M, f*p, B) es un 
fibrado vectorial, entonces la otra, también lo es. En efecto, si se 
cumple la trivialidad local para una de ellas, por ejemplo M, en­
tonces para cada y E B existe un abierto Ü en B con y EÜ y un 
difeomorfismo:

tp : p~\fP) —> Ü x IR" : m (p(m),

tal que, para, todo x G U, se tiene que las restricciones:

Fü\p-'& : P~Xx) —*

son isomorfismos lineales. Pero, tomando el difeomorfismo:

p-'m
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consistente en la restricción de a f*p ^í/), la aplicación 
es un difeomorfismo de en Ü x R" definida como:

(x, m) h-> (po ^{x, m),Fp o ip(x, m)).

Pero por (2.6), se tiene que p o = f*p y, para cada x en B, la 
aplicación Fp o : ,f*p~i(Ü) —> R" coincide con la composición 
Fp^-p^ 0 ^x, donde la aplicación fi>x : f*p~\x) —> jF1^) es la 
definida como (y, m) i—> m. Por lo que Fp o es un isomorfismo 
lineal, ya que tanto como Fp^-p^p lo son.

Por lo tanto, y dado que el mismo razonamiento puede ser 
aplicado partiendo de que f*M sea fibrado vectorial, se sigue que 

f*p, B) y (M,p,B) son dos fibrados vectoriales isomorfos 
y se podrán utilizar indistintamente.

A continuación, se enunciará un teorema (véase [21]) que afir­
ma que los fibrados inducidos por una aplicación diferenciable son 
fibrados vectoriales.

Teorema 2.3.4. El fibrado definido en la Definición 2.3.1 
es un fibrado vectorial y la aplicación (t¡, f) : /*£ —* £, con 
t] : f*M —* M definida como:

m) = m ^y, m) G fM,

es un morfismo de fibrados vectoriales.

Demostración. Se demostrará que la terna (M,p,B) dada en la 
Nota 2.3.3 es un librado vectorial. En la misma nota, se probaba 
que, al ser (M,p, B) un librado vectorial, entonces también lo 
es. Se da paso pues a la demostración.

A cada x en B se le asigna como espacio vectorial la fibra Mfpp 
de f(x) en £.
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Sea {(Vo,99q)} una representación coordenada de £. Como / es 
diferenciable, la familia {Í7Q}, con Ua = es un recubri­
miento por abiertos de B. Para cada x E Ua, se define el isomorfis­
mo lineal:

dado por = (pajM. Entonces la aplicación:

^a0 :UanUß —* GL(Rn) :x^^QX0

se puede escribir como:

f(x) o = gaß(f(x)\

donde gap son las transformaciones coordenadas de C En conse­
cuencia, las aplicaciones ^a0 son diferenciables por coincidir con 
gaß ° f\uanu0-

Por tanto, se verifican las hipótesis pedidas en la Sección 2.2, por 
lo que existe una única estructura de fibrado vectorial 
/*€ = (f*M, f*p, B), con f*M = Mf(x) y con representación 
coordenada {(Ua,<pa)}.

La segunda parte del enunciado de este teorema también se de­
mostrará para el fibrado vectorial (M,p,B). Hecho esto, bastará 
componer el S-isomorfismo de a (M, p. B) dado en la Nota 2.3.3 
con el que se obtenga de (M,p, B) en £.

Las aplicaciones identidad Mf(x) —> ^f(x) definen un morfis- 
mo de fibrados vectoriales (r, f) : (M,p,B) —* £, donde t está 
definida como = m, para cada m en M. En efecto, la estruc­
tura de variedad diferenciable de M tiene como atlas a una familia 
de abiertos que son las contraimágenes de un atlas de £ (véase la 
Sección 2.2); por lo tanto, es trivial ver la diferenciabilidad de la 
aplicación t. El resto de las propiedades que debe cumplir (t, /) 
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para que sea morfismo de librados vectoriales se tienen por la propia 
definición de (r, /).

Además, las restricciones rx : Mx —> ^f(x) son isomorfismos 
lineales para cada x en B ya que son la identidad de Mx = 
en □

Para terminar el estudio del pullback del fibrado vectorial £ sobre 
/ se da la siguiente:

Proposición 2.3.5. Sea un fibrado vectorial r/ = (N,px,B) 
de rango m y un morfismo de fibrados vectoriales (0, f) : g —> £. 
Entonces existe un único B-morfismo de fibrados vectoriales 

: r¡ —► tal que el diagrama:

r¡ -A re
4 1“ (27)

e = e
es conmutativo.

Demostración. El morfismo fifi f) induce las aplicaciones linea­
les:

PnW —* Mf(x) xEB.
n ^(n)

La aplicación t| : f*M —* M definida sobre los espacios totales 
coincide con la inclusión, si se tiene en cuenta que 

r» = lUé
La conmutatividad de (2.7) implica:

b(0(n)) = (/fin), Vn G N.

En consecuencia, se verifica que en N. Luego es la res­
tricción de la aplicación considerando como dominio a N y como 
codomino a tT^B) = f*M.
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La diferenciabilidad de 0 se tiene por ser restricción de que 
es diferenciable.

Obsérvese además que la aplicación sobre las bases del morfismo
</> es la aplicación identidad en B.

El diagrama conmutativo:

N f*M

Pn fp

B ------ B

que debe cumplir el par (0, idg) para que sea B-morfismo, se cumple 
por ser (0, /) morfismo de fibrados vectoriales.

El morfismo es el único que cumple las condiciones de la 
proposición, ya que si —> f*M es otro B-morfismo, debe
cumplirse igualmente:

(n) = , Vn E N. □

Nota 2.3.6. En la demostración anterior, si cada es un iso­
morfismo lineal, entonces <p es un isomorfismo de fibrados por la 
Proposición 2.1.31. Por tanto, r/ y f*^ son isomorfos.

En segundo lugar, se darán los conceptos de núcleo e imagen de 
un B-morfismo de rango constante. Para ello se precisa la siguiente:

Definición 2.3.7. Se dice que : M —* M es un B-morfismo 
de rango constante si la dimensión de la imagen de no de­
pende de x E B.

Una vez definidos los morfismos de rango constante, ya se está 
en condiciones de introducir los conceptos de núcleo e imagen de 
un tal morfismo. Esto es lo que se hace en la:
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Proposición 2.3.8. Sean M y M dos fibrados vectoriales so­
bre B y sea (p : Af —* M un B-morfismo de rango constante. 
Entonces, los conjuntos:

ker0 = |J ker<^ y im<^ = im<^ 
x^B xeB

son subfibrados de M y de M, respectivamente.

Demostración. Al ser el morfismo (p de rango constante, los es­
pacios vectoriales ker^ e im0T no dependen de x E B. Razonando 
como en el Teorema 2.3.4, se obtiene que tanto ker<ó como im0 son 
fibrados vectoriales y por la definición de las fibras se tiene que 
son subfibrados de los fibrados vectoriales que se mencionan en el 
enunciado.

Una demostración completa puede verse en [14], □

De este modo, se definen el núcleo y la imagen de un B-morfismo 
como puede verse en la:

Definición 2.3.9. Los subfibrados ker0 e imcp de la Proposi­
ción 2.3.8 se denominan núcleo e imagen del B-morfismo <p, 
respectivamente.

A continuación, se pasará a definir (mediante una propiedad 
universal) el pullback de dos morfismos de fibrados vectoriales que 
conserven la base.

Definición 2.3.10. Sean cpi : Ai —> A^ y (p^ : A^ —* A% 
dos B-morfismos de fibrados vectoriales. Se dice que un fibrado 
vectorial M sobre B es un pullback de dichos morfismos si existen 
dos B-morfismos cpi : M —> A? y (p¿ : M —» Ai formando el 
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siguiente diagrama conmutativo:

M A2

<t>2 Ó2

A, A3

(2.8)

y tal que si existe otro fibrado vectorial M sobre B con B-morfismos 
■01 : M —* A2 y dz '■ M —* ^41 verificando un diagrama conmu­
tativo como el anterior (2.8), entonces existe un único B-morfismo 
d : M —-> M verificando:

02 ° 0 = 01 y fi2od = d2-

La unicidad del pullback de dos morfismos dados se demuestra 
en la siguiente:

Proposición 2.3.11. El pullback de dos B-morfismos, si existe, 
es único salvo B-isomorfismo.

M A2

^2 Ó2 (2-9)

Ai A.

Demostración. Sean fii : Ai —> ^3 y fi2 : A2 —» A3 dos 
B-morfismos y sean M y M dos pullbacks de fii y fi2. Entonces se 
verifican los diagramas:

M A2

</>2 Ó2

Ai > A3

ambos conmutativos. Por la Definición 2.3.10, existen unos únicos 
B-morfismos d : Ai —* Ai y 0 : M —> M tales que:

^0^ = di y 020 d = d2 

di°d = di y 020 0 = 02-
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Por lo tanto, se verifican:

0i o (0 o 0) = 0i y 02 ° ° 0) = 02

0ío(0O0)=01 y 02° (0 O 0) = 02.

Pero las identidades id^ e id^ verifican estas condiciones res­
pectivamente; por lo que:

00 0 = 2^ y 00 0 = 26^. □

El siguiente paso consistirá en definir la suma de Whitney de 
dos librados vectoriales sobre la misma base, tras lo cual se verán 
algunas de sus propiedades básicas.

Definición 2.3.12. Un fibrado vectorial £ = (M,p, B) se 
denomina suma de Whitney de los fibrados vectoriales 

= (M\pl,B) de rango respectivamente (i = l,...,n/ si 
existen B-morfismos:

tales que:
i 3 í0 i

p O p = < 
jd^ i = j

y

(2.10)

n
^2 d o pl = id^.
2 = 1

(2.11)

A £ se le denota por ® • • • ® £n.

Los siguientes resultados aseguran la unicidad y la existencia de 
la suma de Whitney de un conjunto finito de fibrados con la mis­
ma base dentro de la categoría VB de los fibrados vectoriales. En 
primer lugar, se demostrará la unicidad y en una segunda proposi­
ción se estudiará la existencia.
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Proposición 2.3.13. La suma de Whitney de la familia finita 
de fibrados vectoriales {C }F=i es única salvo B-isomorfismos.

Demostración. Supóngase que existen B-morfismos : ff -—* 77 
sobre un fibrado vectorial rj. Entonces se tiene definido un B-mor- 
fismo dado por: 

n

p =
4=1

Efectivamente, ip es un B-morfismo puesto que la suma de dos 
B-morfismos lo es también (la idea de la demostración es la misma 
que la que se usará en la Proposición 3.2.1).

Puede procederse ya a demostrar la unicidad. Supóngase que 
existe un fibrado vectorial r/ tal que existen B-morfismos t1 : fl—r¡ 
y p1 : r/ —* £’ tales que:

-j í 0 i d 
p o p = <

fidr, i = j 

y n
22^ o = id^.
4=1

Entonces se consideran los B-morfismos: 
n n

h = ^llpl : f p y h = ^Llpl
4=1 4=1

que verifican:

h o h = id^ y hoh = id^.

Se demostrará la primera de las igualdades, viéndose la restante de 
forma análoga:

h o h = (22 0 P7) o (J2 0 Pl) = ^^3 0 p’)
j i i,j

= 22° (p3 ° ¿*) ° p1 — 22° pl —
iÓ i



64 Teoría de grupoides y algebroides

Luego h y h son B-morfismos inversos mutuamente, por lo que 
h es un B-isomorfismo por el Corolario 2.1.26. □

Proposición 2.3.14. La suma de Whitney de la familia finita 
de fibrados vectoriales {C}T=i siempre existe.

Demostración. Basta ver la existencia de la suma de Whitney 
de dos fibrados vectoriales = (M^p1, B) y f 2 = (M^p2, B) de 
rangos q y r?, respectivamente. De este modo, a cada x en B se le 
asigna el espacio vectorial Mf ® Mf de dimensión ri + r2, con lo 
que es isomorfo a Kri x IR''2 como espacio vectorial.

Sean {(BQ,^)} y {(BQ,^)} representaciones coordenadas de 
y de £2, respectivamente. A cada x en Ua se le asocia el isomor­

fismo lineal:

fe = A., ® vi, ■ Mi ® Mi R" x r.

Entonces se cumplen las hipótesis para la construcción, dada en 
la Sección 2.2, de un fibrado vectorial con fibra isomorfa a IR’’1 x IRr2. 
De este modo, se está en disposición del fibrado vectorial (M,p, B) 
de dimensión r^ + r^, donde M es:

| | Mi ® Mi 
xeB

y p es la proyección que se definía en dicha sección, tal que a un 
elemento de Mi ® Mf le asignaba el elemento x de B.

Las inclusiones M"—* M^Mf definen B-morfismos —>£
(r, = 1,2). Análogamente, las proyecciones Mf ® Mf —* My 
definen B-morfismos py : £ —> (z/ = 1, 2).

Estas aplicaciones py y L (v = 1,2) verifican (2.10) y (2.11).
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En efecto, dado x E B, se tienen:

pv o = p"(m © 0) = <
si

si

p = 2

z/ = 1
Vm E Mx,

pv o ¿2(m) = ^(0 ® m) =
si

si
Vm E M2,

m V

V = 1

V = 2

l1 o p^m) + t2 o p2(m) = m Vm E Mx © M2.

Por lo tanto, ¿ es la suma de Whitney © £2. □
Nota 2.3.15. En particular, la fibra en £ de x en B es la suma 
directa de las fibras Mj (i = 1,2/

Para concluir esta sección, se muestra una proposición que per­
mite determinar el pullback de dos morfismos explícitamente por 
medio de un subfibrado de la suma de Whitney de los dominios de 
ambos morfismos.

Proposición 2.3.16. Sean fii: M2—> M\ yfi2:M3—Mi dos 
B-morfismos tales que:

+ imí^,^) = MíjX, Vx E B.

Entonces el conjunto:

F = {m2 E M2® M3\ ^i(m2) =

es un subfibrado de la suma de Whitney M2®M3, las aplicaciones:

7F2 : F —> M3 7Ti : F —» M2

m2 ® n?3 > m3 m2 © 7713 1—> m2



66 Teoría de grupoides y algebroides

son B-morfismos y el diagrama:

F M3

tu <l>2 (2.12)

M2 Mi

es un diagrama de pullback en el sentido de la Definición 2.3.10.

Nota 2.3.17. La suma entre las imágenes de las restricciones 
del morfismo sobre las fibras es la suma como espacios vectoriales, 
ya que dichas fibras son subespacios vectoriales de un mismo R" 
(en concreto, el que define el rango del fibrado vectorial).

Demostración de la Proposición 2.3.16. En primer lugar, vemos 
que F es un subfibrado de M2®M3. En efecto, la aplicación definida 
como:

: M2 © M3 —* M : © m3 —* </>i(m2) - <Mma)

es un B-morfismo. Por la condición sobre las imágenes de y 02, 
se tiene que imf^) = Mx para cada x E B, por lo que el rango 
de 0 es constante (de hecho, es máximo). Por la Proposición 2.3.8, 
ker<$ es un subfibrado de M2 © M3.

Las aplicaciones 7Ti y 7r2 son diferenciables por ser proyecciones 
y por ser F subfibrado de M2® M3. Obviamente el diagrama (2.12) 
es conmutativo.

Sólo resta probar que (2.12) representa al pullback de las aplica­
ciones <^1 y 02. En efecto, si existen dos B-morfismos tpi : F —> M3 
y : F —> M2 que verifican un diagrama análogo al (2.12), en­
tonces puede elegirse el B-morfismo dado por:

: F —> F : mi-» (^i(m),^(m)),

que verifica 7Fi o -y ?r2 o = ^2. □
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2.4 Subfibrado vertical de un fibrado vectorial

La construcción que se dará a continuación es la recogida en [21] 
para un fibrado diferenciable, que es un objeto más general que 
un fibrado vectorial, que es el concepto que se trata en la presente 
monografía.

Sea (M, p, B) un fibrado vectorial de rango r, de modo que la 
dimensión de B como variedad diferenciable sea n. Considérese la 
aplicación derivada T(p) de p entre los respectivos fibrados vecto­
riales TAí y TB (aplicación que es un morfismo de fibrados vecto­
riales sobre p como se vio en el Ejemplo 2.1.36). Se introduce la 
siguiente:

Definición 2.4.1. Para cada x E M, se denominará subes­
pacio vertical de al subespacio vectorial:

VXW = ^Tx(p^

de TX(M). A los vectores de VX(M} se les denomina vectores 
verticales.

Nota 2.4.2. Obsérvese que TX(M) es un espacio vectorial para 
cada x E M, puesto que es la fibra de x en el fibrado tangente 
TM. Un comentario análogo puede hacerse con respecto a T^B) 
para cada b E B. Además la restrición de T(p) dada por 
Tx{p) : TX{M) —* Tp^mfiB) es una aplicación lineal para cada 
m E M, por lo que tiene sentido hablar del núcleo de Tx(p) como 
aplicación lineal.

Es conocido que, para cada x E M, la aplicación Tx(p) es so- 
breyectiva, ya que p es una submersión en virtud de la Proposi­
ción 2.1.9.

Debido a la igualdad entre las dimensiones de una variedad y 
su fibrado tangente y a la Nota 2.1.4, la sobreyectividad de T(p) 
permite afirmar para cada x E Ai que:
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dim VX(M) = dim M — dini B = dim Rr = r.

Se verifica, por la Proposición 2.1.10, que para cada b € B la 
fibra Mb = es una subvariedad de M. Denótese la inclusión 
de Mb en M por jb : Mb —> M. Entonces se tiene:

Lema 2.4.3. Para cada b G B y para cada x E Mb, se tiene:

VX(M) = imT^).

Demostración. Por definición, se tiene que p o jb ■ Mb —► B 
es la aplicación constante que toma el valor b para todo Mb- En 
consecuencia, se verifica:

T(p) o T(jb) =T(po jb) = 0.

Por tanto, imT^^) está contenido en el núcleo de Tx(p); esto es, 
imT^) C VX(M).

Por otro lado, al ser Mb subvariedad de M, se tiene que Tx(jb) 
es inyectiva, por lo que se verifica:

dim imTx(jb) = dim F = dim Vx(M).

Luego se obtiene la igualdad buscada. □

Visto lo anterior, se tiene la siguiente:

Definición 2.4.4. El subconjunto V(M) de TM definido como:

V(M) = J VX(M)

recibe el nombre de subfibrado vertical.

La justificación para llamar subfibrado vertical a V(M) reside 
en la siguiente:



Fibrados vectoriales 69

Proposición 2.4.5. El subfibrado vertical V(M) es un subfibra- 
do del fibrado tangente TM.

Demostración. Dada una representación coordenada {(Ua,ipa)} 
del fibrado vectorial (M,p, B), se verifica el siguiente diagrama con­
mutativo:

TUa x TRr Tp-^Ua)

Ua x Rr P“WQ)

que, en virtud del Lema 2.4.3, se restringe a un diagrama conmu­
tativo:

Ua x W

UaxW p-i^
^Pa

donde ( es el conjunto:

= U
xep '(Ua)

y la flecha superior sólo indica una biyección. Entonces, por medio 
de esta biyección, puede dotarse a de una estructura de 
variedad, en virtud de la Proposición 2.2.1, de modo que es una 
subvariedad de T(M) cuya dimensión es n+2r y posee la estructura 
de subfibrado inducida por el diagrama anterior. □

Nota 2.4.6. El enunciado del Lema 2-4-3 equivale a 
decir que las restricciones T(jb) -TMb—>V(M) de las aplicaciones 
T(jb) - TMb—>TM pueden verse como morfismos de fibrados vec­
toriales, puesto que inducen isomorfismos lineales sobre las fibras.

Con la notación y condiciones exigidas a lo largo de esta sección 
se da finalmente la siguiente:
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Proposición 2.4.7. Sea (M,p,B) un fibrado vectorial de di­
mensión s y sea d>: M—* M un B-morfismo. Entonces la apli­
cación T(</)) se restringe a un morfismo de fibrados vectoriales 
T^v : V(M) —> V(M).

Demostración. La demostración de la diferenciabilidad de T(^)y 
se debe a la de T(^) y a que V^M) y V(M) son subvariedades 
integrales de TM y TM. La linealidad sobre las fibras de T((p)v se 
debe a la propia linealidad sobre las fibras de T(0). Por último, la 
conmutatividad del diagrama:

V(M)

M M

viene dada por la del diagrama:

TM TM



Capítulo 3

Secciones de fibrados vectoriales

Este capítulo continúa el estudio de los fibrados vectoriales co­
menzado en el anterior, centrándose en esta ocasión en las secciones 
globales y locales de un librado vectorial. Estos conceptos genera­
lizan otro, bien conocido en Geometría Diferencial, como puede ser 
el de campo diferenciadle de vectores tangentes. De hecho, en el 
Capítulo 2 se vio que los fibrados tangentes son fibrados vectoriales 
(véase el Ejemplo 2.1.12) y, en el desarrollo del presente capítulo 
(en concreto, en el Ejemplo 3.1.3) se comprobará que las secciones 
globales del fibrado tangente son los campos diferenciables ya men­
cionados.

La intención de este capítulo es recopilar las nociones y propie­
dades que se han considerado necesarias acerca de las secciones de 
un fibrado vectorial con el fin de permitir una mejor comprensión 
del Capítulo 7, donde se tratan los algebroides de Lie, que son fi­
brados vectoriales a los que se les ha añadido, entre otras cosas, una 
estructura de producto corchete sobre el conjunto de sus secciones. 
Además, las secciones jugarán un papel fundamental al asociar un 
algebroide de Lie a un grupoide diferenciable dado, como se verá 
en el citado capítulo.

71
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3.1 Secciones de librados vectoriales

En esta sección se muestran los conceptos básicos y las propiedades 
que se han considerado necesarios para un primer tratamiento de 
las secciones de un fibrado vectorial.

En él, se verá cómo obtener secciones globales a partir de sec­
ciones locales definidas en un recubrimiento por abiertos, cómo se 
puede obtener una sección (global o local) con un valor determina­
do en un elemento de la base e incluso cómo asociar secciones de 
un fibrado a las de otro mediante morfismos de fibrados vectoriales. 
Comenzamos con el concepto de sección global:

Definición 3.1.1. Sea (M,p,B) un fibrado vectorial. Se de­
nomina sección global del fibrado a toda aplicación cr : B —* M 
diferenciable que verifica p o a = idg-

Figura 3.1: Sección global de un fibrado vectorial.

La siguiente caracterización de las secciones de un fibrado vecto­
rial, aunque inmediata, permite facilitar el manejo de las secciones.

Proposición 3.1.2. Una aplicación diferenciable a : B —> M 
es una sección global del fibrado si y sólo si a(x) G Mx para todo 
x E B.
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Demostración.
Sea x G B, entonces se tiene p o a(x) = x.

Sea x G B, entonces a(x) pertenece a Mx = p 1(x). En 
consecuencia, p o ct(t) es x para cualquier x de B. □

A continuación, se verá que las secciones del librado tangente de 
una variedad diferenciable son los campos diferenciables de vectores 
tangentes de dicha variedad.

Ejemplo 3.1.3. Sea (TM, ir,M) el fibrado tangente (véase el 
Ejemplo 2.1.12). Una sección global a : M —» TM de este fi­
brado da lugar a un vector a(x) G TXM tangente a M en x. Por 
tanto, (t es un campo diferenciable de vectores tangente sobre M. 
Evidentemente, todo campo diferenciable de vectores tangentes so­
bre M es una sección global del fibrado. Por lo tanto, se tiene que 
los campos diferenciables de vectores tangentes sobre M coinciden 
con las secciones globales del fibrado tangente.

Se continuará tratando el concepto local de sección considerando 
secciones sobre un abierto de la base del librado vectorial. Para 
ello, se adapta a esta situación la caracterización obtenida en la 
Proposición 3.1.2 como puede verse en la:

Definición 3.1.4. Dado un fibrado vectorial (M,p,Bfi se de­
nomina, sección local sobre un abierto W de B a una aplicación 
cj : W —-» M tal que a(x) pertenece a Mx para cada x de W.

Nota 3.1.5. A una sección como la definida anteriormente se 
la denomina también sección cruzada del fibrado sobre W.

Se indican ahora algunas consideraciones acerca de las secciones 
de un fibrado vectorial.

Nota 3.1.6. Toda sección (global o local) es inyectiva.
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Nota 3.1.7. Toda sección global cr del fibrado vectorial (M,p, B) 
puede interpretarse como un B-morfismo del fibrado vectorial tri­
vial (B,B,idB) en (M,p,B). En efecto, a es una aplicación dife- 
renciable tal quepoa=idB y la aplicación erg {b}= id^ (bj—'P^1^ 
lleva b en el vector nulo de p^fb).

Nota 3.1.8. Las secciones globales del fibrado trivial 
(B x Wj^B) son las aplicaciones de la forma:

cr ■. B —> B x R" : (b,f(b)),

donde f es una aplicación diferenciable de B en R". Esto se debe a 
la interpretación de sección global indicada en la Nota 3.1.7 y a la 
expresión de los morfismos entre fibrados vectoriales triviales visto 
en el Ejemplo 2.1.29.

Es interesante reseñar que toda sección local de un fibrado vec­
torial puede verse como una sección global del fibrado vectorial 
restricción correspondiente al abierto del dominio de dicha sección. 
Esto es lo que se demuestra en la siguiente:

Proposición 3.1.9. Sea f = (M,p,B) un fibrado vectorial y 
U un abierto en B. Las secciones globales en el fibrado vectorial 
restricción fu son las secciones locales de f sobre U.

Demostración. Sea la sección global cr : U —> p^füj de fu- 
Considérese la inclusión r de p-1(í7) en M, que es diferenciable por 
ser p~l(Uj una subvariedad abierta de M. Entonces ¿ o cr es una 
sección local de f sobre U, ya que es diferenciable y se tiene que:

poioa = puoa = idu ■

Recíprocamente, sea a : U —> M una sección local de f sobre 
U. Se tiene que a(U) = P^^Ufi ya que p o a = idu- Además la 
restricción a a au : U —p^fU) es una aplicación diferenciable. 
En consecuencia, au es una sección local de f sobre U. □
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Dado un morfismo de fibrados vectoriales, cabe plantearse cómo 
asociarle una sección del librado vectorial de llegada a una sección 
del librado de partida. La respuesta a dicha pregunta se encuentra 
en la:

Proposición 3.1.10. Sean (M,p,B) y (M,p,B) dos fibrados 
vectoriales y un morfismo (/,/o) : (M,p, B) —► (M,p,B) de 
fibrados vectoriales tal que fo : B —> B es un difeomorfismo. Si 
cr es una sección en (M,p, B), entonces f otro es una sección 
en (M,p, B).

Demostración. De la conmutatividad del diagrama:

p p

B B
se sigue:

p o (/ o o- o /o-1)= (p 0 /) ° (cr O /o’1) = (/o o p) o (cr o 
= fo°(p°^° /o'1 = /o° /o"1 = idB

Además, la aplicación f o cr o /0-1 : B —> M es diferenciable, ya 
que es composición de tres aplicaciones diferenciables. En conse­
cuencia, la aplicación fotjof^1 es una sección del librado vectorial 
(M.p.Bfi □

Definición 3.1.11. A la sección f o a o /0-1 de la proposición 
anterior se la denomina, imagen de la sección o mediante el 
morfismo de fibrados (j, fo).

En general, por medio de un morfismo (/,/o) : 
(M, p. B) —> (M,p,B) de fibrados vectoriales, la imagen de una 
sección no es una sección, ya que fo puede no ser inyectiva. No 
obstante, la situación se simplifica si el librado vectorial conserva 
la base, como se observa en el siguiente:
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Corolario 3.1.12. Sean £ = (M,p,B) y £ = dos fi-
brados vectoriales, sea / un B-morfismo de en y sea 
o : B —> M una sección global en £. Entonces foa:B —> M 
es una sección de £.

Demostración. Sólo se considera, en la Proposición 3.1.9, el mor- 
fismo de librados (f,idg), que cumple las hipótesis por ser íÓb un 
difeomorfismo. □

Un caso particular de sección, que se utilizará en diversas oca­
siones en esta monografía es la que sigue:

Definición 3.1.13. Sea (M,p,B) un fibrado vectorial. Se de­
nomina sección global nula 0 de £ a la definida por 0: B —> M : 
x 0T, donde 02 es el vector nulo en p~l(x) para cada x 6 B.

A continuación, se estudia el concepto de independencia lineal 
entre secciones. Este concepto hay que estudiarlo punto a punto 
cómo se puede ver en la:

Definición 3.1.14. Sean (M,p, B) un fibrado vectorial de rango 
n yU un abierto de B. Se dice que las secciones locales {cri,..., crr} 
del fibrado sobre U son linealmente independientes si los vec­
tores {cri(:r),... ,crr(rc)} son linealmente independientes para todo 
x EU.

Para conseguir secciones linealmente independientes sobre un 
entorno de un punto de la base del fibrado vectorial, se tiene la 
siguiente:

Proposición 3.1.15. En un fibrado vectorial (M,p, B) de rango 
n, para cada b E B existen n secciones linealmente independientes 
sobre un entorno abierto de dicho punto.
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Demostración. Sea (U, p) una trivialización local del librado vec­
torial con b G U. Entonces se tiene que <p-1: U xR" —es 
un difeomorfismo.

Sea {e-[,... ,en} la base canónica del espacio vectorial R". Consi­
dérense las aplicaciones:

(Ti : U —> : x p~\x, ef), i = 1,..., n,

que son diferenciables. Además se cumple que p o ai = idu para 
cada i = 1,..., n, pues:

(poaffix) = p(p~1(x,ei)) = x.

Por último, al ser p~J un difeomorfismo, 9?^,jxRn es un isomor­
fismo lineal; por lo que {cq(x),..., crn(z)} es una base, con lo que 
concluye la demostración. □

Puede construirse una sección local fijando con anterioridad la 
imagen de un elemento de la base.

Proposición 3.1.16. Sean (M,p, B) unfibrado vectorial de ran­
go n,mE M y x = p(m). Entonces existe una sección local a que 
verifica afie) = m.

Demostración. Sea una trivialización local (U, p) del fibrado con 
x G U. Basta definir la sección dada por:

(r ■ U —>p~\U) :u^ p-\u,

donde estamos haciendo uso de la notación de p por (p, F) dada 
en la Definición 2.1.1. □

Nota 3.1.17. Obsérvese que la independencia lineal de las sec­
ciones locales obtenidas en la Proposición 3.1.15 no depende ni del 
abierto trivializante ni del difeomorfismo trivializante.

Estas secciones se denominan secciones canónicas naturales 
del difeomorfismo trivializante p.
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Sea 99 :p-1([7) —> U x R” un difeomorfismo trivializante y sean 
{cti ,..., crn} sus secciones canónicas naturales. Para cada elemento 
u 6 U, {ai (u),..., crn(u)} es una base de por tanto, si v es 
un elemento de se verifica que v = Fofio). De este
modo, se llega a la siguiente:

Proposición 3.1.18. Si el difeomorfismo trivializante p se es­
cribe como (p, F), entonces F(v) = (v1,..., vnfi

Demostración. Es conocido que v = v2<7¿(p(u)) y que F es
lineal. Por lo tanto, se tiene:

(
n \ n

^Fafip^v)) I = 
1=1 / i=l

Por definición, se verifica que crfip^v)) = p~r (p(v), e¡) y que 
F = 7T2 o p, donde 7í2 es la proyección natural de U x R’1 en R”; 
por lo que se llega a:

n n

¿=i ,=i □

Proposición 3.1.19. Sean {c>T,..., an} las secciones canónicas 
naturales del difeomorfismo trivializador p : p-1^) —* U x Rn. 
Se tiene:

1. Para todoxEU, Fx:p 1(a?)—>R" actúa como:
n

i=l

2. La aplicación p : p ► U x Rn actúa como:
n

V (p(vy,vl,...,vn).
í=i
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Demostración.

1. Es sabido que Fx es isomorfismo lineai y que Fx(ai{x)) = ei, 
para i = 1,..., n. Por lo tanto,

(
n \ n n
^cq(z)l=v*ei= (v\...,Vn).

i=l / i=l i=l

2. Como, para cada xGB, se tiene que crfx} Gp~\x}, entonces 
E^i vla¡fx) pertenece ap-1^). En consecuencia, basándose 
en la Proposición 3.1.18, se tiene:

= (p(E”=i ^W^ÍEL
= (x; v1,..., vn). □

Para concluir la presente sección, se muestra una manera de 
ampliar una sección local a una global.

Proposición 3.1.20. Sea es : U —* M una sección local del 
fibrado sobre un abierto U en B. Sea f una función en ^(B) tal 
que sop(/) esté contenido en U. Entonces una sección global f ■ a 
de f está dada por:

f ■ a(z) =
x G U,

x G B\sop(/).

Demostración. La aplicación f ■ es verifica p o (f • cr) = idu y 
es diferenciable por ser diferenciable a trozos en dos abiertos de B 
coincidiendo en la intersección. □

Como consecuencia, se obtiene una forma de construir una sec­
ción global mediante secciones locales en cada elemento de un re­
cubrimiento por abierto.
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Proposición 3.1.21. Sea {t/Q} un recubrimiento por abiertos 
localmente finito de B. Sea aa una sección definida sobre UQ para 
cada a y sea {fa} una partición de la unidad subordinada al re­
cubrimiento abierto {Í7a}. Entonces la sección global Yhafa'&a del 
fibrado vectorial está dada por:

a

para cada x de B.

Demostración. Consecuencia de la Proposición 3.1.20 y de ser 
Sec(B) un B(B)-módulo, tal como se verá en la Proposición 3.2.1. 

□

Teniendo en cuenta el resultado anterior, se está en condiciones 
de ampliar la Proposición 3.1.16, consiguiendo que la sección de 
dicho resultado sea global como se ve en la:

Proposición 3.1.22. Sean (M,p,B) un fibrado vectorial, 
m E M y x = p^m). Entonces existe una sección global cr que 
verifica a(x) = m.

Demostración. La Proposición 3.1.16 asegura que existe un abier­
to U en B y una sección local a : U —* M tal que a (a?) = m.

Sea / un función en B(B) tal que /(x) = 1 y sop(/) C U. 
Entonces, por la Proposición 3.1.20, se tiene que f-ó es una sección 
global y verifica f ■ ó(x) = m. □

3.2 El módulo de las secciones globales
En esta sección se demostrará que se puede dotar al conjunto de 
las secciones globales de un fibrado vectorial de estructura de mó­
dulo sobre las funciones diferenciables. De hecho, se verá que este 
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módulo es finitamente generado e incluso proyectivo (aunque esto 
último no se probará en esta monografía). Igualmente se verán, al 
final de la sección, algunos morfismos de módulos entre los módulos 
de secciones inducidos por los morfismos de fibrados vectoriales.

Proposición 3.2.1. Sean a y r dos secciones globales de un 
fibrado vectorial £ = (M,p, B) y sea f perteneciente aE(Bj En­
tonces existen dos secciones globales cr 4- r y f ■ a definidas según:

(a + rfix) = a(x) + t(x), (/• cr)(x) =/(x)cf(t), Vx G B.

Las operaciones + (cr, r) = a + r y -(f, a) = f ■ a permiten que 
el conjunto de las secciones globales del fibrado tenga estructura de 
F(B)-módulo, que se denotará por Sec(£) o por F£.

Demostración. En primer lugar, la aplicación cr + t tiene senti­
do, ya que afir), t(x) G p-1(z), para cada x € B, y p~\x) tiene 
estructura de espacio vectorial, por lo que + t(x) E p-1(z). 
Si además f es una función diferenciable en B, entonces f(x) es 
un escalar, por lo que está definido f(x)a(x) en p-1(x). Del mis­
mo modo, las secciones poseen estructura de ^(Bj-módulo por ser 
P-1(t) un espacio vectorial.

En consecuencia, sólo queda ver que tanto a + t como f ■ o 
son diferenciables. Lo que se hará es ver que estas aplicaciones son 
diferenciables en cada uno de los elementos de B. En efecto, sea 
x un elemento de B, entonces es conocido que existe una trivia- 
lización local (U, <p) de B tal que x E U. Igualmente, se conoce que 
p es expresable como (p, F) (véase la Definición 2.1.1)

Considérese la restricción de a + t a U, a + y tómese:

<p o (cr + t\u) : U —► U x IR" : x h- (x, F(a(x)} + F(t(t))),

que es diferenciable en x. Como <p es un difeomorfismo, entonces 
a + t es diferenciable en x E B.
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Para ver la diferenciabilidad de / • <7, se procede de idéntica ma­
nera considerando la restricción de f -u aU, f ■ a\u, y la aplicación:

V°(f ■ °\u) -U —> U x Rn : x (x, f(x)F(a(x))),

que es diferenciadle en x E B. □

Siguen a la proposición algunos ejemplos para clarificar la 
situación.

Ejemplo 3.2.2. Considérese el fibrado tangente de
una variedad diferenciable M. En el Ejemplo 3.1.3 se vio que las 
secciones globales del fibrado tangente M coinciden con los campos 
diferenciables de vectores tangentes de M. Por lo tanto, el módulo 
rTB de las secciones globales de TM es igual al módulo x^B) de 
todos los campos diferenciables de vectores tangentes de M.

Ejemplo 3.2.3. Sea f = (BxR",p, B) un fibrado vectorial. Co­
mo se vio en la Nota 3.1.8, cada sección global cr está determinada 
biunívocamente por una aplicación diferenciable : B —> Rn, 
dada por:

a(x) = (x,(/>a(x)).

Este hecho define el siguiente isomorfismo canónico de 
F(B^-módulos:

Sec¿^B(B:R")

Véase que es un morfismo de F(B)-módulos. Sean a,r dos 
secciones globales y f : B —> R, entonces se tiene:

a(x) = r(x) = (x,(/>T(x)), x E B.

Como (a + r)(x) = cr(z) + r(x) y (f ■ a)(x) = f(x)a(xfi se tiene 
que:

{x,fia+T^ =(<t + t)(x)
= (x, + (x, = (x,
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y

^(x)) = (f • afix) = f(x)(x, ^(t)) = (x, /(x)^(t)).

En particular, si {ei,..., en} es una base de R", las secciones glo­
bales {oq,..., dadas por:

afioS) = (x,ej), i = x e B,

forman una base de Sec(£); con lo que Sec(£) es un B(B)-módulo 
libre.

Ejemplo 3.2.4. Sean & = (Mv,px,B) y & = (M2,P2,B) dos 
fibrados vectoriales. Considérese la suma de Whitney de ambos, 
G ® £2- Entonces se tiene un isomorfismo de B(B)-módulos 
F : Sec(£i ® £2) —Sec(£i) ® Sec(^2) definido por:

Sec(£i ® £2) —* Sec(Ci) ® Sec(£2) : a (pl o a, p2 o <jfi

donde p} y p2 son las proyecciones de la, suma de Whitney de la 
Definición 2.3.12.

Es evidente que F es un morfismo de B(B)-módulos y su inversa 
viene dada por:

Sec(£i) ® Sec(£2) —> Sec(£i ® £2) : i1 0 + c2 o cr2,

donde r1 e b2 son las inclusiones en la suma de Whitney dadas en 
Definición 2.3.12.

A continuación, se caraterizarán los fibrados vectoriales trivia- 
lizables como aquellos que poseen un conjunto linealmente indepen­
diente de secciones globales cuyo cardinal es igual al del rango del 
fibrado.
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Teorema 3.2.5. Sea (M,p,B) un fibrado vectorial de rango n. 
Son equivalentes:

1. (M,p,B) es un fibrado vectorial trivializable.

2. Existen n secciones : B —> M del fibrado linealmente 
independientes.

3. Existe una aplicación diferenciable F: M —* R" tal que Fx 
es un isomorfismo lineal para todo x E B.

Demostración.

11=>21 Las secciones linealmente independientes se obtienen por 
medio de la Proposición 3.1.15 sin más que tener en cuenta 
que B es un abierto trivializador del fibrado en cuestión. En 
particular, las secciones vienen dadas por:

afir) = (x, ef), para cada xEB, y para cada i = 1,..., n, 

con {ei,..., en} la base canónica de Rn.

12=>31 Considérese la aplicación h : B x R" —► M dada por:
n 

(x-v\...,vn)
¿=i

La aplicación h es diferenciable por la Proposición 3.2.1. Ade­
más la dimensión de B x Rn es igual a la de M, pues si se toma 
una trivialización local (U, <p) de (M, p, B) se tiene que p es 
un difeomorfismo de en U x Rn, por lo que tienen la 
misma dimensión como variedades. Al ser p-1(í7) y U x R” 
subvariedades abiertas de M y B x R", respectivamente, se 
verifica que la dimensión de M coincide con la de p-1(17) y 
que la de B x Rn coincide con la de U x Rn. Por lo tanto, las 
dimensiones de M y B x Rn coinciden.
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Al ser las secciones {ai,... ,an} linealmente independientes, 
se tiene que h es sobreyectiva. La aplicación h es además 
inyectiva, porque dados (x; u1,..., vn), (y; w1,..., wn)eBxRn 
tales que h(x; v1,..., vn) = h{y, w1,..., wn), entonces se tiene 
que: 

n n
^uTq(z) = ]Tw’a¿Q/). (3.1)
¿=1 i=i

Pero aplicando p a (3.1) se obtiene que x = y, por lo que 
(f1, ..., v") = (w1,..., w”).

También, directamente de la definición de h, se tiene que poh 
coincide con la proyección natural ir : B x R" —> B y, para 
cada x e B, la aplicación hx : Rn —> p-1(x) dada por:

n
(i?1, . . . , Vn) H-* V’ai(X\

1=1

es lineal de forma evidente. Es más, hx es biyectiva debido a 
la biyectividad de h.

Todo lo visto hasta ahora permite afirmar que (h, ide) es un 
isomorfismo entre los fibrados vectoriales (B x Rn, 7r, B) y 
(M,p,B) por el Ejemplo 2.1.35 y, por tanto, h es un difeo- 
morfismo.

Defínase, pues, la aplicación F como la composición 712 o h-1, 
donde 7T2 es la proyección natural de BxK" en Rn, que es una 
aplicación diferenciable. Además se cumple que, para cada 
x G B, la aplicación Fx : p-1(x) —> Rn definida por:

n
^Fa^ (v1,...,^)
¿=i

es un isomorfismo lineal.
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13=>11 Sea la aplicación 0 :M—> B x Rn dada por x i—> (p(x) ,F(x)\
Va a verse que (fifidg) ■ —* (B x R”,^, B) es un
isomorfismo de fibrados vectoriales.

i) . Se tiene la igualdad tt o = p: En efecto, sea un 
elemento x en B, entonces:

7T O (j)(x) = 7r(p(x), F{x)) = 7T(z).

ii) . Para cada zG B, es isomorfismo lineal: En efec­
to, dado x en B, la aplicación coincide con Fx por 
definición de y al ser Fx isomorfismo lineal, también 
lo es fix.

En consecuencia, (cfiide) verifica que 7r o fi = p y que
es isomorfismo lineal para todo x E B. Por lo comentado en 
el Ejemplo 2.1.35, se tiene que es un isomorfismo de
fibrados vectoriales. □

La siguiente proposición demostrará que, si se tiene un número 
de secciones linealmente independentes igual al rango del fibrado 
vectorial, éstas bastan para generar el módulo de secciones.

Proposición 3.2.6. Si (M,p, B) es un fibrado vectorial de rango 
n en el que existen n secciones globales linealmente independientes, 
entonces éstas generan el F{B)-módulo de las secciones globales.

Demostración. Sean {ai,..., an} las n secciones globales lineal­
mente independientes del fibrado y sea a una sección global cual­
quiera del mismo fibrado. Entonces, para cada x E B, a{x) es igual 
a una combinación lineal de {cr¿(;r)}”=1, a saber:

n

í=i
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con wJ.GR para i = l,...,n. Se definen así las aplicaciones 
vl : B —► R como = vx para cada x 6 B e i = 1,..., n.

Por el Teorema 3.2.5, existe una aplicación diferenciable 
F: M —> R" definida por:

n

Í=1

Pero de la definición de F se sigue que la composición Foa: B—>R" 
coincide con la aplicación (w1,..., vn): B —* R" dada por:

(v\x),...,Vn(x)) = (^,...,w”).

Por tanto, (v1,..., vn) es diferenciable; lo que equivale a decir que 
los 7? pertenecen a ^(B) para i = 1,..., n.

Con esto se concluye que a = lo que completa la
demostración. □

A continuación, dado un morfismo entre dos fibrados vectoriales, 
se verán dos morfismos entre los módulos de secciones de dichos 
fibrados.

Proposición 3.2.7. Sean £ = (M,p, B) y = dos
fibrados vectoriales y sea (fi, fio) : £ —» p un morfismo de fibrados 
vectoriales tal que fix es un isomorfismo lineal para cada, xEB. 
Entonces se tiene un morfismo de módulos fi^ : Sec(7/)—>Sec(£), 
dado por:

[^(t)](x) = fixx o r o fio(x), x G B,r e Sec(r/).

Demostración.

1. En primer lugar, la aplicación está bien definida, puesto 
que dada una sección global t en p, la aplicación fi^(r) es una 
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sección global en £. En efecto, de la composición de ^(t) con 
p se tiene que p o ^(r) = idB, ya que, dado x E B, ^(t^x) 
pertenece a p~x(x). Luego se tiene:

p(0a(r)(x)) = x.

Queda por ver que la aplicación ^(t) es diferenciable. Para 
ello, se estudia la diferenciabilidad en cada x E B. Sea una 
trivialización local (V, de p con <^o(^) € V.

Para cada x E U, se tiene:

Por lo tanto, si se demuestra que la aplicación:

^■U—. ^m-p~\U^ : x o

es diferenciable, entonces la aplicación ^(r) será diferenciable 
en x E U. Pero para ver que $ es diferenciable, basta ver que 
ip o 0 es diferenciable (el argumento usado es el mismo que se 
considera en el último paso de la demostración de la Proposi­
ción 2.1.31); pero esto es cierto, por ser ambas diferenciables.

2. En segundo y último lugar, ha de probarse que es un 
.F(B)-módulo.

Se verá que, dados Ti, tz E Sec(£), se satisface 
+ Tz^^ri) + ^(72). En efecto,

[^(n + t2)]Ce) = o (n + t2)Mx))

= ° WoQO) + 0 Tz^x))
= + [^(rz)]^).
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También, dados rG Sec(£) y se verifica que
^(/ ' T) = (/ ° 0o) • 0$(t). En efecto,

[fi^f-r^x) = 0/o(/.r)(0o(;r)) = (/o0o)(ír)0/oT(0o  ̂
= [(/°0o)0aW](T).

Por lo tanto, se llega a que es un isomorfismo de
JF(B)-módulo. Q

Proposición 3.2.8. Sean £ = (M,p,B) y p = (M,p,B) dos 
fibrados vectoriales y sea fi : £ —* p un B-morfismo de fibrados 
vectoriales. Sea la aplicación:

fi* : Sec(£) —> Sec(?y)

dada por:

(fi*(jfix) = 0(a(x)) = fi^^fi x E B. (j E Sec(£).

Entonces fi* es un morfismo de BfiB)-módulos.

Demostración. La aplicación fi* está bien definida, pues dado 
a G Sec(£), se tiene que fi*a es diferenciable (por coincidir con 
fi o cr) y es una sección, ya que:

p o fi o a = p o a = idg.

Además, dados a, r G Sec(£) y f G B(Bfi se verifica que: 

fi*(a + r) = fi*(j + fi*r, fi*(f ■ a) = f ■ fi*(a).

En efecto, dado x G B, se tiene que:

fi*{(j + rfix) = fix(<j(x) + r^x))

fi*(f •
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que lleva, por la linealidad de fix, a:

fifia + = ^(a(x)) + fifir(xfi

<M/ ■ <t)(x) =

con lo que se concluye la demostración. □

El siguiente paso será ver si el módulo de las secciones de un 
fibrado tiene alguna propiedad sobre el número de secciones que 
hacen falta para generarlo. Para ello, se requiere del siguiente:

Lema 3.2.9. Todo fibrado vectorial posee una representación 
coordenada, finita.

Demostración. Sea {(Uk, ^k)} una representación coordenada del 
fibrado vectorial (M,p,B) de rango n. En virtud de la Proposi­
ción 1.4.20, se elige un refinamiento {VtJ | i = 1,..., n\ j G N} de 
{Ui} cuyos elementos son disjuntos dos a dos. Se definen V¡ como

Vij y la aplicación : —* Vi x como
xfim) = si m G donde fiij es la restricción de
algún al correspondiente. Obsérvese que Xi es difeomorfismo 
por serlos los y por las Proposiciones 1.4.21 y 1.4.46. De este 
modo, {(V¿,x¿)} es la representación coordenada buscada. □

Probado el lema anterior, se está en disposición de probar que 
los módulos de secciones son finitamente generados.

Proposición 3.2.10. Sea £ = (M,p,B) un fibrado vectorial de 
rango r. Entonces Sec(£) es un F(B) -módulo finitamente gene­
rado.

Demostración. Por el Lema 3.2.9, puede obtenerse una repre­
sentación coordenada finita {fiUa, <^Q)}a=1 del fibrado vectorial. Co­
mo las restricciones £a de £ al abierto Ua de B son librados vecto­
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riales triviales, se tiene que los ^([¿J-módulos Sec(£a) son libres y 
poseen bases finitas {(ia,i}¿=1 (véase la Proposición 3.1.15).

Por ser B una variedad, entonces existe una partición de la 
unidad {/a}a=1 asociada a la familia {(Ua, <Pa)}a=i- Usando la 
Proposición 3.1.20, se definen las siguientes secciones sobre £:

^a,i = fa ‘ ^a,ii <1 = 1, . . . , p, í = 1, . . . , T.

Se probará que el conjunto finito {tq>í} es un sistema generador de 
Sec(£).

Como sop(/a) es un cerrado contenido en Ua, por la Proposi­
ción 1.4.33, existen funciones diferenciadles ha verificando:

1. sop(ha) C Ua y

2. hQ(x) = 1 para todo x G sop(/a).

En consecuencia, se tiene que hafa coincide con fa.

Sea ahora u una sección de £ y sea ua la restricción de üj a 
Ua. Como Sec(£f/a) está generado por {crQ,¿}¿=1, entonces existe 
una familia de funciones {^a,¿}¿=1 en B(Ua) tales que:

r

^a ~ 9a,i ’ ^a,i- (3-2)
¿=1

Por otro lado, como {fa} es una partición de la unidad asociada 
a se tiene que:

fa • Wa — hafQ • Cüa, (3-3)
a a

de la que, junto con (3.2), se deduce:

= hafa ’ [9a,i&a,i) • 
a,i
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Como ha se anula fuera de Ua, se puede afirmar que haga¿ es una 
función en considerando el producto de ambas en Ua y la 
aplicación nula en el resto de B. Por todo lo anterior se llega a:

= ^PajTaj.
n a,i ■—1

Nota 3.2.11. En la Sección 2.23 de |21| se demuestra además 
que Sec(£) es un J~(B)-módulo proyectivo.

Nota 3.2.12. En [54], R.G. Swan demostró que todo módulo 
finitamente generado y proyectivo es el módulo de las secciones de 
un fibrado vectorial. Este resultado se conoce con el nombre de 
Teorema de Swan.

3.3 Secciones de pullbacks de librados vectoriales

El objetivo de esta sección es describir el módulo de las secciones 
globales de un pullback de un fibrado vectorial dado en función 
de las secciones de dicho fibrado. Como referencia básica se se­
guirá |21|.

Sean pues £ = (M,p, B) y £ = (M,p, B) dos librados vectoriales 
y un morfismo de librados vectoriales definido por el diagrama:

M M

p p

B B

tal que las restricciones de fi a las fibras son isomorfismos lineales. 
Según la Proposición 2.3.6, £ es el pullback fi^ de £ sobre fio, por 
lo que estudiar las secciones del pullback de £ sobre fio equivale a 
estudiar las secciones de £. Esto es lo que se hará en la presente 
sección.
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En primer lugar, el conjunto B(B) de las funciones diferenciables 
sobre B es un íE(B)-módulo considerando el siguiente producto:

f-9 = U gE^B).

Por lo tanto, el producto tensorial J-(B) Sec(£) respecto 
de .B(B) es un B(B)-módulo si se considera la multiplicación a la 
izquierda.

El último paso consiste en definir el morfismo de B(B)-módulos 
dado por:

: ^(B) Sec(C) —> Sec(f) : g ® cr g^a,

donde se ha definido en la Proposición 3.2.7.

Lo anteriormente visto puede enunciarse por medio de la si­
guiente proposición, cuya prueba puede consultarse en |21|:

Proposición 3.3.1. es un isomorfismo de F(B)-módulos.
□





Capítulo 4 
Grupoides

En los próximos tres capítulos, se tratará la teoría de grupoides 
considerando a éstos como objetos matemáticos en sí mismos y no 
como una clase especial de categorías. No obstante, no se perderá 
este hecho de vista, ya que la definición de grupoide desde el punto 
de vista de las categorías permite usar, en diversas demostraciones, 
herramientas de las que se está en disposición. Para poner un ejem­
plo de lo que se está diciendo, piénsese en la caracterización de los 
funtores isomorfismos dada por la Proposición 1.3.19, que se po­
drá utilizar con los funtores entre grupoides, que es lo que son en 
realidad los morfismos de grupoides.

Pero recuérdese que, históricamente, los grupoides fueron intro­
ducidos en 1926 por Brandt [5], mientras que las categorías apare­
cen por primera vez de la mano de Eilenberg y McLane en 1945 
[20]; esto es, una diferencia de dos décadas entre uno y otro con­
cepto. Por tanto, no debe extrañar el que se pueda llegar a pensar 
en los grupoides sin pensar en las categorías, aunque como ya se ha 
dicho es aconsejable no obviar esta propiedad de los grupoides.

La causa por la que se da una definición de grupoide distinta a 
la que aparece en Teoría de Categorías (pero equivalente como se 
verá en este capítulo) reside en que esta última no sirve para poder 
definir los grupoides topológicos y diferenciables (estas clases de 
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grupoides se tratarán en los Capítulos 5 y 6). Esto se debe a que, 
para definir los conceptos de grupoides topológicos y diferenciables 
no va a bastar con dotar al grupoide y a la base de las correspon­
dientes estructuras topológicas y diferenciables, como se verá en las 
definiciones de dichos conceptos en sus respectivos capítulos.

En este capítulo se introducirán las nociones y propiedades bási­
cas de los grupoides, proporcionando ejemplos que clarifiquen las 
definiciones, siempre que para ello no hagan falta resultados de 
considerable especialización.

De hecho, se estudiarán en primer lugar las nociones de grupoide 
y de morfismo entre éstos, demostrándose diversas propiedades de 
estos entes matemáticos. Se expondrán las analogías y diferencias 
existentes con teoría de grupos. Por ejemplo, se sabe que la inyec- 
tividad de un morfismo de grupos equivale a tener núcleo nulo; en 
los grupoides, esto no se cumple, salvo que uno se restrinja a una 
cierta clase de morfismos: los base-biyectivos.

También se estudiará el concepto de grupoide cociente que viene 
a ser el análogo del de grupo cociente. Ello permitirá la factori- 
zación de un morfismo de grupoides por medio del grupoide co­
ciente y se volverá a ver las diferencias existentes entre la Teoría de 
Grupos y la de Grupoides. De nuevo habrá que volver a considerar 
morfismos base-biyectivos para tener analogías entre ambas teorías.

4.1 Grupoides

En esta sección se introduce el concepto de grupoide sin conside­
rarlo una categoría, viéndose posteriormente que ambas definiciones 
coinciden, tanto la dada en la Definición 4.1.1 como la que aparece 
en la Definición 1.3.12. Tras demostrar algunas propiedades de estos 
objetos, se mostrarán diversos ejemplos de grupoides, la mayoría de 
ellos relevantes desde un punto de vista teórico y/o histórico.
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Definición 4.1.1. Se denomina grupoide a una estructura al­
gebraica constituida por dos conjuntos Q y B, denominados res­
pectivamente grupoide y base, dos aplicaciones a, (3 : Q —► B, 
denominadas respectivamente proyección origen y proyección 
destino, una aplicación s : B —> Q : x x, denominada in­
clusión de objetos, una multiplicación parcial (ip 
definida en el conjunto producto:

Ll*Cl = {(rpr) |

y una aplicación l : Q —> Q : 77 i—> rf~\ denominada inversión, 
de forma que se verifiquen las siguientes condiciones:

1. a(r¡T^ = a(r) y = /3(qfi para todos (rpr) G Q * Q.

2. — (^)^, Para todos f,r/,T eQ tales que a(£) = /3(rf) y

3. a(x) = ¡3(x) = x para todo x E B.

ra(r) = t y /3(t)t = t, para todo r G Q.

5. Todo r G Q admite un inverso (a ambos lados) r~l en Q, tal 
que:

y ^r-1) = a(r);

t~1t = a(r) y tt~1 = /3(r).

A los elementos de B se les denomina objetos del grupoide Q y a 
los de Q, flechas o morfismos. El morfismo x correspondiente al 
objeto x G B es el morfismo unidad o identidad correspondiente 
a x (como se deduce de j).

Nota 4.1.2. La, multiplicación que aparece en la Definición 4-11 
tiene una diferencia fundamental con la multiplicación que aparece 
en la definición de grupo: es una multiplicación parcial. En un 
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grupo, el producto de cualesquiera dos elementos está definido; en 
cambio, en un grupoide, dos objetos pueden no tener un producto 
definido. Puede observarse el funcionamiento de la multiplicación 
parcial en la Figura 4-1.

5D) = /firp) a(r) = = a(rg)

Figura 4.1: Multiplicación parcial en un grupoide.

Nota 4.1.3. La definición de grupoide dada en la Defini­
ción 4-1-1 y la dada en la Definición 1.3.12 son equivalentes.

En efecto, dado un grupoide, en el sentido de la Definición 4-1.1, 
se puede considerar el grupoide, en el sentido de la Defini­
ción 1.3.12, cuyo conjunto de objetos es la base del grupoide dado y 
cuyos morfismos son los elementos del propio grupoide. Obsérvese 
que cada elemento del grupoide de partida posee una proyección ori­
gen y una proyección destino que son los conceptos correspondientes 
a los de dominio y rango en el sentido de la Definición 1.3.12; la 
multiplicación parcial es el concepto correspondiente a la composi­
ción y cumple las propiedades de asociatividad y de existencia del 
elemento neutro de la composición; y la inversión permite la exis­
tencia de un morfismo inverso para cada morfismo.

Recíprocamente, un grupoide en el sentido de la Defini­
ción 1.3.12, se puede ver como un grupoide en el sentido de la 
Definición 4-1-1 sin más que considerar como base al conjunto de 
objetos del grupoide y como grupoide al conjunto de todos los mor­
fismos del grupoide (véase la Nota 1.3.5). Como proyecciones ori­
gen y destino se consideran las aplicaciones que a cada morfismo le 
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asocia el dominio y el rango, respectivamente; la multiplicación se 
corresponde con la composición y la inversión se define en virtud 
de que todo morfismo de un grupoide en el sentido de la Defini­
ción 1.3.12 posee un único morfismo inverso.

Una vez definidos los grupoides y establecida la equivalencia en­
tre las dos definiciones manejadas en esta monografía, se determi­
nan sendas condiciones suficientes para que un objeto del grupoide 
sea una identidad o un inverso de otro objeto dado, respectiva­
mente. Obsérvese que dichas condiciones son las que existen para 
ver que un elemento de un grupo es una unidad o el inverso de otro 
elemento.

Proposición 4.1.4. Sea Q un grupoide sobre B y considérese 
t G Q tal que = x y = y. Entonces, se verifican:

1. Si y E Q verifica que a(y) = y yr¡T = r, entonces y = y;
Si y G SI verifica /3(y) = x y ry = t, entonces y — x.

2. Si y G Q verifica a(y) = y y yr = x, entonces y = r^1;
Si y G Q verifica /3(y) = x y ry = y, entonces y = r-1.

Demostración. Se demostrarán sólo las primeras partes de cada 
apartado, pues las pruebas de las segundas son análogas. 
Se comenzará con la demostración del primer apartado. Como 
a(y) = = y, se tiene que a(y) = /3(r) = y. Y ya que
además yr = t, entonces:

y = /3(t) = tt 1 {yx)r 1 = y(rr = yy = y.

Con respecto al punto 2 de la proposición, se tiene que 
a(y) =y = P(T>) Y que = x. Por lo que se verifica:

y = r)Oi(y) = q(3(r) = = xt~1 = /3(t~= r-1

ya que yr = x. □
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La siguiente proposición permite conocer cuál es el inverso de 
un producto de dos objetos cuando dicho producto está definido. 
De nuevo, se podrá observar la similitud de esta propiedad con la 
existente para grupos.

Proposición 4.1.5. Si t¡,t E Q verifican que afir) = /3(r¡), 
entonces:

W"1 =
Demostración. Usando el segundo apartado de la Proposi­
ción 4.1.4, se tiene que, al cumplirse (r/^1T~1)(rri) = afifi), el enun­
ciado de la proposición es cierto. □

Seguidamente se definirán algunos subconjuntos del grupoide a 
partir de las contraimágenes, tanto por su proyección origen como 
por su proyección destino.

Definición 4.1.6. Sea Q un grupoide sobre B y sean x,yEB.

1. = a-1(x) se denominará a-fibra sobre x.

2. Dy = /3~l(y) se denominará /3-fibra sobre y.

3. A Qy se denotará por Q^. Un elemento t E D.yx se puede 
denotar como r : x y.

4- Dx se denominará grupo-vértice en x.

5. Para U,V C B se definen = q-1(?7), Ulv = fi^íV),

Nota 4.1.7. Obsérvese que los conjuntos Cly, con x,y E B, de la 
Definición j.1.6 coinciden con los conjuntos de morfismos definidos 
en la Definición 1.3.1 en virtud de la Nota j.1.3.

Además, cada uno de los conjuntos Clx con x E B es un grupo 
respecto al producto obtenido al restringir la. multiplicación parcial 
del grupoide Q a Dj.
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Se concluye esta sección dando algunos ejemplos relevantes de 
grupoides.

Ejemplo 4.1.8 (Grupoide Base). Todo conjunto se puede 
considerar como un grupoide en el que todos sus elementos son 
unidades. Efectivamente, el propio conjunto B se puede consi­
derar como un grupoide, denominado grupoide base, consideran­
do a = (3 — ids y cada elemento una unidad.

Ejemplo 4.1.9 (Grupoide trivial sobre B con grupo G). Sea 
B un conjunto y G un grupo. Se denomina grupoide trivial 
sobre B con grupo G al grupoide B x G x B con la estructu­
ra dada por las aplicaciones /3= ^i, e:B—-+B xG x B : 
x^-G= (x, 1, x), la multiplicación (x, h,y)(y, h', z)=(x, hh', z) y la 
inversión l: (x, h, yf—> (y, h~l, x).

En particular, todo grupo puede considerarse un grupoide sobre 
un conjunto unitario, el formado por su elemento unidad. Igual­
mente, el conjunto producto cartesiano B x B es un grupoide 
sobre B sin más que considerar BxB = BxlxB.

Ejemplo 4.1.10 (Grupoide Relación de Equivalencia). Con­
secuencia inmediata del Ejemplo 4-1-9 es que toda relación de equi­
valencia X sobre un conjunto B se puede considerar como un 
grupoide restringiendo la estructura del Ejemplo 4.1.9 a XcBxB. 
Se identifica naturalmente Xx con la clase de x por la relación X, 
para todo x G B.

Ejemplo 4.1.11 (Grupoide Acción). Toda acción de un grupo 
sobre un conjunto se puede considerar un grupoide sobre 
dicho conjunto. Efectivamente, sea y : G x B —> B la acción 
de un grupo G sobre un conjunto B. Se denomina grupoide 
acción de G sobre B al grupoide G x B con la estructura 
dada por o= 7T2, (3= y, e: B —> G: x x = (1, x), 
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la multiplicación (g2, gix)(gi, x) = (g2gi,x) y la inversión 
l : G x B G x B : (gi,x) i—► (gf1,giz). Se tienen entonces 
(GxB)x=Gx{x}, {GxB)y = G, {GxBYx = {g e G | ^g,x) = x}, 
que resulta ser el grupo de isotropia de la acción y.

Ejemplo 4.1.12 (Grupoide frame). Sean M y B dos conjun­
tos y p : M —> B una aplicación sobreyectiva. Se denota TÍ(M) al 
conjunto:

n(M) = {r : Mx —» My biyección /x,y E B},

donde Mx = p^^x), para cada x E B. Se tiene que II(M) posee 
la siguiente estructura de grupoide sobre B: dado £ : Mx —> My, 
las proyecciones origen y destino son a(£) = x, /3^ = y, res­
pectivamente; la aplicación inclusión de objetos es e^x) = idx, para 
todo x E B; la multipliciación parcial es la composición de aplica­
ciones; y el inverso de una biyección de es su inversa como 
aplicación. A II(Af) con la estrucutura mencionada se le denomina 
grupoide frame.

El siguiente ejemplo, el grupoide fundamental, es importante 
en Topología Algebraica y pueden verse diversas aplicaciones suyas 
en [7],

Ejemplo 4.1.13 (Grupoide Fundamental). Sea B un espacio 
topológico. Entonces el conjunto w(B) de las clases < c > de 
homotopía relativas a los extremos de los caminos c : [0,1] —* B es 
un grupoide considerando la siguiente estructura: las proyecciones 
origen y destino son a(< c >) = c(0) y /3(< c >) = c(l), res­
pectivamente; la aplicación inclusión de objetos es £(x) =< kx >, 
donde kx es el camino constante en x E B; la multiplicación parcial 
es < c2 > + < Ci >=< c2 + ci >, donde c2 + Ci es la composición 
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o suma de q seguido de c^, a saber:

, ci(2í), si 0 < t <e2 + C1 f = J 1 7’ • i '
cA2t — 1), SI | í 1.

El inverso de < c> es < —c >, donde —c es le camino inverso de 
c, a saber, (—c)(í) = c(l — í). Al conjunto tt(5) se lo denomina 
grupoide fundamental de B. Se tiene que sus grupos-vértice son 
los grupos fundamentales 7Fi(B,íe) para cada x G B, ya que los 
caminos del grupo-vértice de x son los lazos de x.

4.2 Modismos de grupoides

Al igual que cuando se han definido los grupos se definen los 
(homo)morfismos de grupos, parece natural preguntarse, una vez 
definido los grupoides, si existe un concepto de morfismo entre és­
tos.

En esta sección se muestran la definición y un conocimiento bási­
co de los morfismos de grupoides, tratándose el caso en que el mor­
fismo se obtenga al considerar que ambos grupoides posean la mis­
ma base y que el morfismo la conserve. Igualmente se introducirán 
los subgrupoides y, entre ellos, los que se obtienen restringiendo la 
estructura de grupoide a un abierto de la base.

La primera definición que se dará, será precisamente la de mor­
fismo de grupoides que es la que se ofrece seguidamente.

Definición 4.2.1. Sean Qi y Q2 dos grupoides sobre B\ y B^, 
respectivamente. Se denomina morfismo de grupoides a todo 
par de aplicaciones d> : Qi —> Q2 y ^0 : B^ —> B^ tales que 
«2 0 d> = h 0 «b /^2 o o y para
todo G Qi * Qi; esto es, que los siguientes diagramas son 
conmutativos:
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Qj — Q2 Qi ^2

«1 «2 02

Bx B2 BX B2

En el caso particular en que Bx = B2 y fio = id^, se dice que 
el morfismo conserva la base o que es un morfismo sobre B] 
o que es un Bj-morfismo.

Las siguientes notas clarifican algunos aspectos de la definición 
anterior.

Nota 4.2.2. Las condiciones a2o fi — fi^o ax y /32 o 0 = 0o 0 A 
aseguran que fi(T])fi(r) está bien definida siempre que r¡T esté 
definido.

Nota 4.2.3. El concepto de morfismo de grupoides que se in­
trodujo en el Ejemplo 1.3.17 es equivalente al introducido en la 
Definición j.2.1.

Nota 4.2.4. Una primera diferencia entre los morfismos de gru­
poides y los morfismos de grupos es que los morfismos de grupoides 
son pares de aplicaciones y los morfimos de grupos son aplica­
ciones. Pero esta diferencia cabía esperarla ya que recuérdese que 
los grupoides son pares de conjuntos, el grupoide y la base.

Pues bien, siguiendo la notación de la Definición j.2.1, la apli­
cación 0 del morfismo de grupoide que actúa sobre los grupoides 
posee la siguiente analogía con un morfismo de grupos: se conser­
va el producto de los objetos, esto es, fi(j]r) = 0(t/)0(t), para todo 
(rp r) 6 Qi * Qj.
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Notación 4.2.5. En las condiciones de la Defini­
ción 4-2.1, el morfismo de grupoides puede denotarse por 
(0, <fo) : (Qi, BJ —> (Q2, B2). Este morfismo se suele denomi­
nar fi sobre 0O.

Se demostrará a continuación que la composición de morfismos 
de grupoides es una operación cerrada.

Proposición 4.2.6. La composición de dos morfismos de gru­
poides es un morfismo de grupoides. Si ambos morfismos conservan 
la base, la composición conserva la base.

Demostración. Sean dos morfismos de grupoides 
(¿W : —> (Q2,B2) y (^,^0) : (^2, B2) —+ (Q3,B3).
Entonces el par de aplicaciones:

('0 o 0, o <p0) : (Qb BJ —* (Q3, B3),

es un morfismo de grupoides, ya que se cumple:

O3 o O O O2 0 fi = V’o 0 fio 0 ,

° fi ° fi = fio ° fa ° fi = fio ° fio °

donde ak y 0k son, respectivamente, las proyecciones origen y des­
tino de para k = 1, 2, 3. □

Consecuencia de esta última proposición es el siguiente corolario 
en el que se introducen las categorías de los grupoides y de los 
grupoides sobre una base dada.

Corolario 4.2.7. Existe la categoría Qrd de los grupoides, 
que resulta de tomar como objetos a los grupoides, como morfismos 
a los morfismos de grupoides y como composición a la composición 
de morfismos de grupoides.
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Igualmente, dada un variedad B, existe la subcategoría llena 
Qrds de Qrd consistente en tomar como objetos a los grupoides 
con base B. Se la denominará categoría de los grupoides 
sobre B. □

La manera en que un morfismo actúa sobre una unidad y sobre 
un objeto inverso de un grupoide viene dado por la siguiente:

Proposición 4.2.8. Sea </>: Qi —» Q2, fio '■ B^ —* B2 un morfis­
mo de grupoides. Se verifican:

1. fi(x) = fio(x), para todo x G B\.

2. , para todo t 6 Qi.

Demostración. Se comenzará demostrando el primer apartado de 
la proposición. Se tiene que fifir)fi(rf) = fi^r/) con p G Qi tal que 
«1(77) = x, ya que se cumple que fi(x')fi(r¡') = fi(x/q) (por ser fi un 
morfismo de grupoides). La Proposición 4.1.4 permite afirmar que 
fi(x) = o2(^))- Pero fi0(x) = = «2(^(7?)), con lo que

se tiene lo que se quiere.

Con respecto al segundo apartado de la proposición, en primer 
lugar se tiene que 0(t)<^(t-1) = = <^(/3i(r)). Como por el
primer apartado de la proposición, se tiene que 

= 0o(A(t)), entonces se verifica fi(r)fi(T~l) =
y, usando la Proposición 4.1.4, se concluye la prueba. □

Nota 4.2.9. Las dos propiedades demostradas en la. Proposi­
ción 4.2.8 equivalen a que los diagramas:

Qx Q2 Q! Q2

£1 £j 41 42

B. B2 By B2 
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sean conmutativos, donde gq y £2 son las inclusiones de objetos y ¿1 
y L2 son las inversiones de los grupoide üi y Q2, respectivamente.

Dado un morfismo de grupoides, pueden considerarse las siguien­
tes restricciones a las a-fibras, /3-fibras y grupos-vértices.

Nota 4.2.10. Para cada x,y E Bi, pueden considerarse las res­
tricciones de que siguen a continuación:

p ■ o. ___ > o„, , , py • o,y___ > ChAfid n py • o,y___ >
Vx ■ * ió2</>0(a:)5 Y • * Jí2 D Vx • “la

A continuación, como ejemplo de morfismo de grupoides, se 
tratarán los morfismos entre grupoides triviales, viéndose la forma 
que éstos poseen.

Ejemplo 4.2.11. Un morfismo de grupoides triviales (véase el 
Ejemplo 4.1.9 para la definición de grupoide trivial) 

: B x G x B —> Bi x Gi x Blt con la aplicación 0o ■ B —> Bi 
sobre las bases, puede expresarse como:

<Ky,g^ =

para un morfismo de grupos f : G —* G| y una aplicación 
0:B—>Gi. En efecto, si es un morfismo de grupoides triviales, 
entonces a o j)(y,g,x) = 0o(z) y P 0 <tÁ.y, g■>x) = My) y o,demás 
fi(y,9,x) = ((MyfigMx))-

De este modo, fijando b E B, se define f : G —> Gi 
por f(g) = g con fi(x,g,x) = (0o(x), g, 0o(x)). Igualmente 
se define la, aplicación 3 : B —> Gi por 3(x) = x' con 
0(rr, 1,6) = (0o(x), 2/, 0o(6)). Obsérvese que, en concreto, se pide 
que 3(b) = l^. Hay que demostrar que f es un morfismo de grupos; 
y esto se cumple debido a que, al ser 0 morfismo 
de grupoides, se cumple 4>(x,1g,x) = (0o(rr), 1^,0o(^)) y 
c/fix, gi,x)(f)(x, gz,x) — (f(x,gig2,x) para cualesquiera gi,g2EG.
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Por otro lado, si se define una aplicación 
: B x G x B —> Bi x Gi x Bi, tal como se hizo al principio de 

este ejemplo, en función de una aplicación 0 : B —> G[ y un 
morfismo de grupos f : G —* Gi, entonces 0 es un morfismo de 
grupoides. En efecto, se tienen:

1. Se cumple la propiedad correspondiente a la multiplicación:

<f>(.(x,g1,y)(y,g2,z)) = <0x,gYg2,z)
= (Mx^e^flg^siy^My))

= (Óolx^eGjflg^OlyG'eiyM^ 
^(jrfiOGjfígijOlyjficMy^^yf^ 

= </>(%, gi,y)ó(y,92, z).

2. Se cumple que a1 o (p = jg o a. En efecto,

a' ° g, y) = af<l>0(x)fi(x)f(g)S(y)-11 
= <My} = fio°ofx,g,yfi

3. Se cumple que o f> = </>0 o 0. En efecto,

0' ° «X*, 9, y} = lf(h$,6(x)f(M^ My)) 
= <M^) = 00° 0(x,g,yfi

La aplicación 0 y el morfismo de grupos f no son únicas. De 
hecho, para cada b E B pueden definirse aplicaciones 0 y f tal que 
0(b) = Icj por medio de:

Ó(x,lG,b) = y <p{b,g,b) = (<Mb), f(g),<Mb)).

Seguidamente se introducen los conceptos de inyectividad, so- 
breyectividad y biyectividad tanto sobre las bases como sobre las 
fibras.
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Definición 4.2.12. El morfismo de grupoides fi : Qi —* Q2 

sobre fio : Bi —* B2 se dice sobreyectivo a trozos (respec­
tivamente inyectivo a trozos, biyectivo a trozos,) si 
fiyx : Qi^ —> ^20o(t) 65 sobreyectivo (resp. inyectivo, biyectivo), 
para todos x,y G By.

Se dice que el morfismo fi es base-sobreyectivo (respectiva­
mente base-inyectivo, base-biyectivo^ si fio : Bi —► B2 es 
sobreyectivo (resp. inyectivo, biyectivo).

El morfismo fi se dice isomorfismo si fi : Q —> Q' es biyectiva.

Entre los conceptos introducidos en la Definición 4.2.12 y los ha­
bituales de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad de la apli­
cación inducida por un morfismo sobre los grupoides, existen las 
siguientes relaciones:

Proposición 4.2.13. Se verifican:

1. Todo morfismo sobreyectivo (resp. inyectivo) es base-sobre­
yectivo (resp. base-inyectivo).

2. Un morfismo es inyectivo si y sólo si es inyectivo a trozos y 
base-inyectivo.

3. Todo morfismo sobreyectivo y base-sobreyectivo es un morfis­
mo sobreyectivo a trozos.

4- Todo morfismo de grupoides biyectivo es base biyectivo.

Demostración.

1. Se debe a que los elementos de las bases se pueden ver como ele­
mentos de cada grupoide por medio de la aplicación inclusión 
de objetos correspondiente.
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2. Si el morfismo 0 : Qi —* Q2 (sobre 0o : B^ —* B^) es 
inyectivo, entonces también es inyectivo el morfismo 0^ para 
cada x, y G Bi, ya que es una restricción de 0.

Para el recíproco, supónganse £,77 G Qi tales que verifiquen 
0(£) = 0(1/)- Entonces se tiene que a2(0(€)) = «2(0(1?)) y 
A(0(€)) = ^2(0(1?))- Pero, al ser 0 un morfismo, se verifica 
que o2 0 0 = 0o 0 «1 y A 0 0 = 0o ° 0i y, por lo tanto, se 
cumple 0ooai(C) = 0o°«i(i?) y 0o°A(€) = 0o°^i(i?)- Al ser 
0o inyectiva, se tiene que £,77 G con x = «1(17) = «i(€) 
e y = Z?i(t7) = /?i(£). Ahora por la inyectividad de 0^, se 
concluye que 77 = £.

3. Si 77 G Q2, al ser 0o sobreyectiva, existen x,y G B\ tales que 
0o(^) = «2(1?) y 0o(?/) = ZM7?)- Por otro lado, 
0^ : —> ^2^^) es sobreyectivo, por lo que existe ( G Qi

tal que 0(¿) = 77.

4. Es consecuencia directa de 1 y 2. □

En este punto, se definirá el concepto de subgrupoide, surgido 
al considerar un grupoide dentro de otro. También se definen dos 
clases de subgrupoides: los llenos y los anchos.

Definición 4.2.14. Sea Q un grupoide sobre B. Se denomina 
subgrupoide de Q sobre B a un par de subespacios Qi C Q, 
Bi C B, tales que a(fii) C Bi, /3(Qi) C Bi, x G Qi, para todo 
x G Bi y Qi es cerrado para la multiplicación parcial y la inversión 
en Q.

Un subgrupoide se dice ancho si B\ = B y se dice lleno si 
Qi^ = Qg.
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Teniéndose en cuenta la Definición 4.2.14 y el hecho de que los 
grupoides son categorías, un subgrupoide es una subcategoría de 
un grupoide que es a su vez un grupoide.

Se ofrece ahora el ejemplo de subgrupoide que surge cuando se 
considera la restricción de la estructura del grupoide de partida al 
tomar como base un abierto de la base del mismo.

Ejemplo 4.2.15. Sea Q un grupoide sobre B y sea U un sub­
conjunto de B. Entonces es un subgrupoide de Q cuya base es 
U. El hecho se tiene sin más que restringir las aplicaciones de la 
estructura de grupoide de Q al subconjunto

Otras dos clases de subgrupoides son los que aparecen en la 
siguiente:

Definición 4.2.16. Se definen:

1. Subgrupoide base o subgrupoide identidad de Q: 
B = {x \ x E B}.

2. Subgrupoide interno de Q : GQ = UzeB ^x-

Nota 4.2.17. Se tiene directamente por la definición que tanto 
B como Gfl son subgrupoides de Q.

El siguiente punto a tratar será el de intentar hallar una fac- 
torización lo más parecida posible a la que se tiene en Teoría de 
Grupos y que se indica en la siguiente:

Nota 4.2.18. Es conocido que todo morfismo de grupos 
F : G —> G' puede factorizarse en la proyección del grupo do­
minio en un cociente por el núcleo del morfismo seguido de un 
isomorfismo más una inclusión, como puede verse en el siguiente 
diagrama:
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G G'

p i (4.1)

Sin embargo, para grupoides esta situación se complica, dado 
que:

1. La imagen de un morfismo de grupoides no tiene por qué ser 
subgrupoide. Así, puede estar definido (/>(j])(/>(t) pero no es­
tarlo t/t y, además, no poder encontrarse otro par de ele­
mentos con y 0(ri) = y tal que
z/iTi esté definido. Esto ocurre hasta con los grupoides trivia­
les: por ejemplo, B = (0, +oo), G' = y el morfismo 
B x B —> G' : (x, y) »—> yx~x.

2. El concepto de núcleo de un morfismo de grupoides no mide 
bien la inyectividad en el sentido de que, a diferencia de lo 
que ocurre en grupos, en grupoides el hecho de que el núcleo 
sea nulo no implica la inyectividad del morfismo. El siguiente 
objetivo será determinar dónde radica el problema y cuáles 
serían las factorizaciones posibles, que es lo que se concluirá 
en las Proposiciones 4.3.13, 4-3.14 y 4-3-16.

Será de interés, para llegar a la factorización que se está bus­
cando, conocer alguna condición que asegure que la imagen de un 
morfismo de grupoide es subgrupoide del grupoide que aparece en 
el codominio del morfismo.

Proposición 4.2.19. La imagen de un morfismo : Q -—> Q' 
base-inyectivo es un subgrupoide del grupoide Q'.
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Demostración. Como 0 : Q —* Qi es un morfismo de grupoides 
sobre 0o : B —> Bi, se verifican los siguientes hechos:

1. 0(Q)cQiy0o(B)cB1.

2. = 0O(«(Q)) C

3. /01(0(Q)) = 0O(Z?(Q))C0O(B).

4. Sean rj,T G Q tales que cn^r)) = . Como
«1(0(7-)) = 0o(«(t)) y A(</»(^)) = 0o(/Xí?)), entonces 
0o(a(r)) = 0o(^(’?))- Pero 0o es inyectiva, por lo que se 
tiene que a(r) = (3(r¡) y tt] está definido en Q. Luego 0(rry) 
pertenece a 0(Q) y es el producto 0(t)0(tj), con lo que el pro­
ducto es cerrado en 0(Q).

5. Dado r¡ G Q, el inverso en 0(Q) de 0(z?) es 0(t? x). En efec­
to, como 0(r/)0(7T1) = 0(r/?T1) = 0(^(1?)) = 0o(/?(^)), se 
concluye la prueba en virtud de la Proposición 4.1.4. □

Aún son necesarios algunos conceptos más para llegar a la facto- 
rización que se busca. A la obtención de tal factorización se dedica 
la siguiente sección.

4.3 Grupoide cociente

Como se comentó anteriormente en la Nota 4.2.18, los morfismos de 
grupos pueden factorizarse por un cociente del grupo que aparece 
en el dominio por el núcleo del morfismo. El objetivo de esta sec­
ción será el de ofrecer un concepto de grupoide cociente con el que 
realizar una factorización análoga a la citada para los grupos.

No obstante, esta factorización no va ser similar a la de grupos, 
ya que el núcleo del morfismo no va a medir de forma apropiada la 
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inyectividad, como se comentó en la mencionada Nota 4.2.18 y se 
probará en esta sección.

De hecho, se verá que sólo se obtendrá una factorización análoga 
cuando se consideren morfismo base-biyectivos. Para factorizar un 
morfismo, en general, habrá que hacer uso de un morfismo especial 
que en este caso se tratará de un pullback.

Se comenzará con el concepto de subgrupoide normal, necesario 
para definir el grupoide cociente.

Definición 4.3.1. Sea Q un grupoide sobre B. Se denomina 
subgrupoide normal de Q a todo subgrupoide ancho & de fi tal 
que tXt~x 6 para todos X € y t E Q, con ar = aX = /3X.

Nota 4.3.2. Obsérvese que para cada x E B, el grupo-vértice 
es un subgrupo normal de Q®, según la definición anterior.

Se introduce ahora la definición de núcleo de un morfismo de 
grupoides según:

Definición 4.3.3. Sea fi : Q —» Q' un morfismo de grupoides 
sobre fio : B —> B'. Se denomina, núcleo de fi al conjunto:

ker(^) = {r E Q | fi(B) = x para algún x E B'}.

Nota 4.3.4. De la definición de núcleo de fi se deduce que 
B C ker(<^), ya que fi(x) = fio(x) para cada x E B.

Cabría preguntarse si el núcleo de un morfismo es subgrupoide 
del grupoide que aparece en el dominio. La respuesta a dicha pre­
gunta es afirmativa y viene dada por la siguiente:

Proposición 4.3.5. El núcleo ker(fi) es subgrupoide normal del 
grupoide Q sobre B.
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Demostración. Se va a considerar como base de ker(0) al propio 
conjunto B, lo cual puede hacerse en virtud de la Nota 4.3.4. Res­
tringiendo la estructura de Q a ker(<^>), se tiene que ker(<^>) C Q, 
a(ker(0)) C a(Q) C B y /3(ker(0)) C a(Q) C B. Además si 
£,y E ker(<$) son tales que a(£) = ^{y), entonces se verifican los 
siguientes hechos:

= yi, ^'<1) = yi con yv,y2 E B'

= Ma(¿)) = WYn)) =

Debido a esta última igualdad, se tiene que a'(yÍ) = ^(^2) 
y, por tanto, yi = y?. Luego están definidos tanto ^y como 

(= yi)> que al ser morfismo de grupoides coincide con
Por 1° tanto, ^y E ker(0).

Por otro lado, si £ E ker(<^>) entonces E ker (</>). En efecto, 
si = ÍYi con Vi B', entonces <X£-1) = yi Por Ia Proposi­
ción 4.2.8. Todo lo hecho hasta este momento, prueba que ker<^> es 
un subgrupoide de Q. Sólo queda demostrar que ker</> es normal. 
Para ello, sea £ E O tal que a(£) = x y sea y E (ker0)^, entonces:

^yC1) =

Pero <£(77) es una unidad de Q', por estar y en ker^>, y 
GÍC luego se llega a que
con lo que se concluye la prueba. □

Con los conceptos y propiedades vistos hasta este momento, se 
está ya en condiciones de introducir el concepto de grupoide co­
ciente, cuya estructura se expone en la siguiente:
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Proposición 4.3.6. Sea $ un subgrupoide normal del grupoide 
Q sobre B. Sea ~ la relación de equivalencia sobre B, dada por: 
x^y^>3^E^ tal que a(£) = x,/3(Jfi) = y. Se denotan las clases 
de equivalencia por [x], para todo elemento x E B y por B/^ al 
conjunto de estas clases.

Se dejine una segunda relación de equivalencia, que se denotará 
también por sobre Q de la siguiente manera: 

£ ~ y O 3 £i, £2 € í tal que está definido y es igual a £.

Las clases de equivalencia se denotan por [¿] para todo elemento 
£ E Q y por Q/$ al conjunto de estas clases.

Entonces se tiene la siguiente estructura de grupoide Q/í con 
base B/Q:

i. Las proyecciones origen y destino son ó([£]) = [«(£)] y 
/?([£]) = [/?(£)], respectivamente;

ii. La inclusión de objetos viene dada por é([x]) = [x] = [x];

iii. La multiplicación parcial [??][£], donde afir/) ~ se de­
fine por J£], donde r es un elemento de í verificando 

= 0(77) y

iv. El inverso de [£] en es [£-1].

Demostración. La demostración se dividirá en cuatro partes:

1. La relación ~ sobre B es de equivalencia. En efecto:

(a) Reflexiva: Sea x E B. Como 
o(x) = x = /?(x), entonces x ~ x.

x pertenece a $ y

(b) Simétrica: Sea x,y E B con x ~ y. Entonces existe tE $
tal que a(r) = x y ¡3{r) = y. Como t 1 pertenece a $ y 
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se verifica que a(r x) = /3(t) = y y /3(r x) = a(j) = x, 
se cumple y ~ x.

(c) Transitiva: Sean x, y, z G B tales que x ~ y e y ~ z. 
Entonces existen 77, £ G $ tales que a(y) = x, 
/3(y) = y = a(£) y /?(£) = z. Como £77 pertenece a $ 
y verifica que a^y) = x y /3(^y) = z, entonces x ~ z.

2. La relación ~ sobre Q es de equivalencia. En efecto:

(a) Reflexiva: Sea £ G Q tal que n(£) = x y /?(£) = y. 
Entonces £ = y^x y, por la Nota 4.3.4, £ ~ £.

(b) Simétrica: Sean £, y G Q tal que £ ~ y. Entonces existen 
£1, £2 G $ tales que £ = Por lo tanto, y = £i-1££2-1 
sabiendo que £i—1, £2”1 pertenecen a $. Luego se tiene que 
77 ~ f

(c) Transitiva: Sean r, £, y E Q tales que t ~ £ y 
£ ~ y. Luego existen £1, £{, £2, £2 G $ tales que r = £i££{ 
y £ = ^2- Por lo que se tiene t = (£i£2)^(£2£í) con 
£i£2, £{£2 £ P°r 1° tanto, se tiene que r ~ y.

3. Las proyecciones origen y destino, la inclusión de objetos, 
la multiplicación parcial y la inversión de Q/$ están bien 
definidas.

(a) á está bien definido: Si [£] = [£'], entonces existen 
£, £'g í tal que £ = ££/£/. Por tanto, se tiene = /?(£') 
y a(£) = «(O- De este modo, [«(£)] = [a(£7)] por medio 
de £' G í.

(b) ¡3 está bien definido: Si [£] = [£'], entonces existen 
£, £'g $ tales que £ — ££'£'. Por tanto, se tiene /?(£') =a(£) 
y /^(£) = ^(£)- P*e este modo, [/?(£)] = [/d(£7)] por medio 
de £ G B.
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(c) é está bien definido: Sea [x] = [//] con x,y E B. En­
tonces existe y E í tal que a(y) = x y /3(r/) = y. Por lo 
tanto, se tiene x = y^yy y [x] = [y\.

(d) La multiplicación parcial está bien definida: Si 
[£i] = M Y [€2] = [172] en Q/$, entonces existen 71, t{, 
T2, t^E $ tales que:

€1 = Y €2 = (4-2)

La condición que se exige para la existencia de la mul­
tiplicación [^2][€i] es que 0(^2) ~ ^(€1) (es decir, que 
«(t^) ~ /Hti) Por Ia definición de Q/$). Esto implica 
que existe £ € $ tal que esté definido y sea igual 
a Luego utilizando (4.2), se llega a:

w (4.3)

Pero X2^-1ti pertenece a $, con lo que (4.3) lleva a:

[6][6] = = MN-
Además, dados [¿1], [£2], el producto de estos no depende 
del elemento £ en $ para el que el producto es­
té definido. En efecto, si £ es un elemento de í tal que 

esté definido, entonces se verifica que está 
definido (porque sus proyecciones origen y destino coin­
ciden) y pertenece a Además, al ser 4’ normal con 
respecto a Q, se tiene que e8^ en $. Por lo
tanto, se cumple:

con lo que puede afirmarse que ^d = [&C ^d-
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(e) La inmersión está bien definida: Si [&] = [^2] en 
entonces existen ti,T2 G $ tales que ¿i = Por lo 
tanto, T2-1, n-1 pertenecen a $ y [^i-1] = fe1]-

4. Las aplicaciones tratadas en el apartado anterior verifican las 
condiciones de la Definición 4.1.1.

(a) La primera y tercera condición se verifican directamente 
de las definiciones de á, ¡3 y e.

(b) La segunda condición se cumple ya que si [771], [772], [%] 
están en fl/í y verifican ^[rq] = á[772], ^[772] = ó[^3], 
entonces se tiene:

= MrMki] =
= = [%]([%] [i/i]),

para cualesquiera £1, (2 £ tales que los productos estén 
definidos (la existencia de estos elementos de se debe a 
la condición impuesta a las proyecciones de los elementos 
de Q/$).

(c) La cuarta condición se cumple. En efecto, si [r] G Q/$ 
entonces se tiene:

[t]<5:[t] = [t][q(t)] = [t][q(t)] = ka(T)] = [r];

= j£k)]M = [^C^)] M = kkk] = M; 

ya que a(r) y /3(r) pertenecen a 4?.

(d) La quinta condición también se cumple, como se ve a 
continuación:

«(kl-1) = «(k-1D = kk”1)] = [H =

= ^k-1] = k^“1] = M = ak];

k]-1k] — k-1]k] = k^’/'M = kk = dr;

Mk]-1 = k] k-1] = k^-1] = W = □



120 Teoría de grupoides y algebroides

La relación existente entre las dos relaciones de equivalencia (una 
sobre el grupoide Q y otra sobre la base B) que aparecen en la 
Proposición 4.3.6 viene dada por el siguiente:

Corolario 4.3.7. Con la notación de la proposición anterior, se 
verifica:

x ~ y o x ~ y Vx, y E B .

Demostración.
| => | Supóngase que x ~ y, entonces existe £ E $ tal que a(£) = x 
y Z^(€) = y- Entonces y = ^x^~r y, en consecuencia, y ~ x, que 
equivale a x ~ y.

| | Supongáse que x ~ y. Entonces existen y, £ G $ tales que
a(r¡) = x = (fifi), (fifi) = y = (fifi) y, además, x = ^yr]- Por 
consiguiente, x ~ y mediante r). □

Nota 4.3.8. Obsérvese que la implicación directa ya se demostró 
en el transcurso de la demostración de la Proposición 4-3-6; más 
concretamente, en el apartado (c) del punto 3.

Al grupoide que se obtiene en la Proposición 4.3.6, se le asocia 
un morfismo de grupoides a partir de las proyecciones del grupoide 
y de su base en los respectivos conjuntos de clases de equivalencias. 

Proposición 4.3.9. Con la notación de la Proposición 4-3.6, 
las proyecciones t|: Q—> Q/4>: £ i—> [£] y t|o: B—► B/^ : x [x] 
constituyen un morfismo de grupoides ti sobre t|o- Además, se tiene 
que el núcleo de t| es el subgrupoide $.

Demostración. En primer lugar, se verá que t¡ es un morfismo 
sobre t|o- Para ello, según la Definición 4.2.1, hay que demostrar 
que a o t] = t|o o a, que (3 o h = t|o o (3 y que firfi) = tj(??)h(£), para 
todo (77, £) G Q * Q. En efecto, sea £ G Q, entonces:

a o ^(£) = a[£] = [«(£)] = to o a(£);
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Además, si (77, £) pertenece a Q * Q entonces se tiene que:

h(^) = M = M[€] =
En segundo lugar, se verá que ker t¡ es igual a 4>. Recuérdese que 

se tiene ker 1] = {£ E Q | [£] = [5] para algún x E B} y se verá la 
igualdad que se busca por doble contención:

C Supóngase que [¿] = [í] para algún x en B. Entonces 
existen £ y en $ tales que £ = (xCf = QCf. Por lo que, al ser (£' 
un elemento de se tiene que £ pertenece a 4?.

D Sea f un elemento de 4» tal que a(£) = x. Como x perte­
nece a 4?, se verifica que fxx = £. Por lo tanto, se tiene que 
Í£1 = [íl. □

Recuérdese que la Proposición 4.3.5 afirmaba que todo núcleo de 
un morfismo de grupoides es un subgrupoide normal del grupoide 
que aparece en el dominio. Ahora, en la Proposición 4.3.9, se ha de­
mostrado que todo subgrupoide normal es núcleo de un morfismo de 
grupoides cuyo dominio es el grupoide de partida. En consecuencia, 
se ha probado el siguiente:

Corolario 4.3.10. Un subgrupoide Q' de un grupoide Q es nor­
mal si y sólo si es el núcleo de un morfismo de grupoides. Además 
el dominio de dicho morfismo es el grupoide Q. □

Las Proposiciones 4.3.6 y 4.3.9 permiten definir el concepto de 
grupoide cociente que se indica a continuación.

Definición 4.3.11. Q/$ .se denominará el grupoide cociente
de Q sobre el grupoide normal 4?. Al morfismo de grupoides t¡, se 
le denominará la proyección natural.

El próximo ejemplo pretende obtener dos grupoides cocientes a 
partir de un grupoide, determinando tanto su conjunto de objetos 
como su conjunto base.
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Ejemplo 4.3.12. Se verán, a continuación, los grupoides co­
cientes del grupoide Q sobre B y sobre Q, donde B es el subgrupoide 
identidad definido en la Definición 4-2.16.

1. Se tiene que Q/B es isomorfo a Q por medio de t]. Por 
lo tanto, puede identificarse Pl/B con El.

En primer lugar, los elementos de B/B están en biyección con 
los de B. En efecto, si x,y E B se tiene que:

[z] ~ [?/] O 3? G B tal que a(z) = x y ¡3(z) = y O x = y.

Los elementos de Pl/B están en biyección con los elementos 
de Q. En efecto, si rj, £ G Q se tiene que:

[£] — H 3z, y G B tales que x^y = r/ = ry

Además, estas biyecciones son las dadas por [], por lo que por 
la Proposición 1.3.19, t] es un isomorfismo de grupoides.

Sólo falta comprobar que B es un subgrupoide normal de Q. 
En efecto, B es ancho, ya que los objetos de B son lo objetos 
de Q, es decir el conjunto B. Además, para cualquier XeGB 
y cualquier £ G Q con a(£) = a(A) = /3(X), se cumple que 
f,Xf~l G B. Esto es asi ya que X — x para algún x G B y, por 
tanto, fX^1 = que pertenece a GB.

2. Se tiene que Q/Q es un grupoide base (no necesa­
riamente unitario). Obviamente, Q es un subgrupoide nor­
mal de Q, por lo que sólo hay de ver que Q/Q es grupoide 
base.

En primer lugar, si x,y G B, entonces:

[z] = [y] <=> 3r G Q tal que = z, = y.
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De aquí se tiene que [x] G B/Cl es equivalente a 
[x] = {y G B | G Q^}. Por lo tanto, en Q/Q no existen 
elementos cuyas proyecciones origen y destino sean distintas. 
Por lo tanto, todo elemento de Q/Q está en un grupo-vértice.

Sea, pues, un elemento [x] G B/fl y estúdiese su grupo-vértice 
(Q/Q)^j. Así, si [£] pertenece a entonces se tiene

que £ pertenece a Q tal que [«(£)] = [x] = [/?(£)], con 1° 
que existen t G y g E P°r lo tanto, se verifica 
que g£r G Q® y que £ está relacionado con un elemento de 
Q®. Por otro lado, todo elemento de está relacionado con 
x, ya que si £ pertenece a entonces ( = Cficx.

Por consiguiente, se concluye que Q/Q sólo tiene unidades 
como elementos. Es decir, Q/Q es grupoide base.

Se ha comentado en diversas ocasiones que la inyectividad en 
los morfismos de grupoides no queda determinada por el núcleo 
del morfismo como pasa con los grupos. Este hecho es lo que se 
establece en la siguiente:

Proposición 4.3.13. Se verifican:

1. Si (j): Q —> Q' es un morfismo de grupoides inyectivo, entonces 
kerd es el subgrupoide base de Q.

2. Si : Q —> Q' es un morfismo de grupoides y ker<^> es el 
subgrupoide base de Q, entonces 0 es inyectivo a trozos.

Demostración.

1. Lo que ha de demostrarse es que ker0 = B, suponiendo que 
d> es morfismo sobre </>o : B —* B'. Para ello, se utilizará la 
doble inclusión, teniendo en cuenta que B C ker cj en virtud 
de la Nota 4.3.4.
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Luego bastará probar la otra contención. Sea pues 
£ G ker0, entonces </>(£) = x para algún x E B'. Ahora 
a' 0 0(€) = oí(x) = x y, como a'o^i = se verifica que

= x. Por tanto, = T y ^»(¿) = ^(«(O^ La 
inyectividad de 0 asegura que £ = a(£) y £ pertenece a B.

2. Supóngase ahora que ker<^> = B. Se probará que, entonces, 
es inyectiva a trozos (véase la Definición 4.2.12).

Sean £, r¡ dos elementos de tales que ^(£) = <$(77). Se tiene 
que «XO?-1) = <M?/) debido a que se cumplen:

<Ky) = <KQ^nT\ y <¿>(í/) = <M?/).

Por lo tanto, se tiene que £??_1 pertenece a ker0 = B. Luego 
= yy^v- ü

Como puede verse, la inyectividad implica que el núcleo sea 
el subgrupoide base del grupoide que aparece en el dominio del 
morfismo. Sin embargo, este hecho no garantiza que el morfismo 
sea inyectivo; sólo puede afirmarse, en realidad, que es inyectivo 
a trozos.

También se comentó con anterioridad, en concreto en la No­
ta 4.2.18, la factorización de un morfismo de grupos mediante el 
grupo cociente del grupo en el dominio por el núcleo del morfismo. 
Además, si dicho morfismo es sobreyectivo, puede factorizarse en su 
proyección seguido de un isomorfismo (véase (4.1) con ImF = G'}.

Considerando el grupoide cociente como el concepto análogo al 
de grupo cociente, se tiene que esta factorización no es válida para 
grupoides (véase el Ejemplo 2.8 del Capítulo I de [31]), ya que los 
morfismos sobreyectivos de grupoides no están determinados por 
sus núcleos; esto es, existen distintos morfismos sobreyectivos con 
el mismo núcleo.
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No obstante, si se consideran morfismos de grupoides que sean 
base-sobreyectivos y sobreyectivos a trozos, entonces puede reali­
zarse la factorización antes mencionada. Todo ello, se observa en 
la siguiente:

Proposición 4.3.14. Sea fi : Q —► Qi un morfismo de gru­
poides sobre fio : B —> Bi, con núcleo d?. Se verifican:

1. Si fi es base-sobreyectivo y sobreyectivo a trozos, entonces el 
morfismo de grupoides 0 : Q/d> —> Qj : [¿] i—> fi^) es iso­
morfismo de grupoides y se tiene fi = fi o [p

2. Si existe un isomorfismo de grupoides : Q/$ —> Qi tal 
que fi = -0 0 t|, entonces fi es sobreyectivo a trozos y base- 
sobreyectivo.

Demostración.

1. En primer lugar, se verá que está bien definido. En efecto, 
si [¿] = [77] entonces existen 71,72 G $ tales que £ = T177T2. 
Por lo tanto, al tener ker«^ = $, tanto fi^Ti) como fifir?) son 
unidades de Qi, por lo que:

fi& = fi^D^ = fi^fi^fi^) = <^(77).

La sobreyectividad de 0 viene dada por la de </>, que es so­
breyectivo por la condición de 3 de la Proposición 4.2.13.

La inyectividad de 0 se tiene como sigue: sean [£], [77] G Q/í 
tales que 0([£]) = ^([77]), entonces se tiene que fi^) = ^>(77). 
Como fi es morfismo de grupoides, entonces:

ífi ° fiífifi = fio ° y A o <^(77) = fio 0(3^.

Por tanto, y ^(77) tienen la misma imagen por fio, que se 
denotará por z.



126 Teoría de grupoides y algebroides

Pero 0^^ : es sobreyectiva, por lo que existe

Ci 6 tal que = Z- De hecho, £1 pertenece a 
ya que su imagen por 0 es una unidad de Qi. De forma análoga 
y trabajando con a, se obtiene un elemento £2 perteneciente a

Se define así el elemento de cuya imagen por

es 2 y que, por tanto, es un elemento de Denótese por 
A a dicho elemento y multipliqúese a su izquierda por A-1 y a 
su derecha por £, obteniéndose de este modo:

€ = ^Ci“ V2 = (<1 A)1r;C2,

con CiA 6 í y (2 € Luego se tiene que [¿] = [q], Por lo 
tanto, 0 es inyectivo.

Una vez demostrada la biyectividad de <^, se verá que 0 es un 
morfismo de grupoides. En efecto, si [¿] es un elemento de 
Q/d>, se tiene que:

«i 0 <M] = »1 0 <M) = 0o° a(£) = 0o[a(€)] = 0o o á[£];
0i ° ^[€] = 0i° 0^) = 0o° 0(& = <MM)1 =00° £[£]•

Por lo que se verifica que ai o 0 = 0O o a y 0\ o 0 = 0O o 0. 
Además, si [77] es otro elemento de Q/$ tal que el producto 
[C][^?] está definido, entonces existe t G í tal que se tiene 
[£][??] = Entonces, como 0 es morfismo de grupoides
y es una unidad en Qj, se tiene:

0([€]H) = = 0^-^)
= 0^)0^)0(V) = 0(^000 =

2. Como t| es base-sobreyectiva por construcción y 0 es base- 
sobreyectiva por ser sobreyectiva (véase la Proposición 4.2.13), 
entonces 0 es base-sobreyectivo por ser la composición de h y 0-
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Ahora, fi es un morfismo de grupoides y, por lo tanto, es un 
funtor entre grupoides, vistos éstos como categorías. De este 
modo, en virtud de la Proposición 1.3.19, se tiene que es 
biyectivo a trozos por ser biyectivo.

A continuación, se demostrará que t| es sobreyectivo 
a trozos. Sean, pues, x,y G B arbitrarios y véase que 

es sobreyectiva. En efecto, sea [£] un 
elemento de (1/$ verificando = [y] y = [x]. Entonces 
se verifica que ~ y y a(£) ~ x, por lo que existen T\,Tz 
pertenecientes a tales que n G y t2 G Por 
lo tanto, ~ € Y además rf1^ G siendo así una 
contraimagen de [¿] por t]. Por tanto, es sobreyectiva.

Debido a que y t| son sobreyectivas a trozos, se tiene que </> 
es sobreyectivo a trozos, ya que es la composición de t| y ifi □

Nota 4.3.15. Obsérvese que si en el apartado l.de la Proposi­
ción 4-3.13 no se impone la base-sobreyectividad y la sobreyectivi- 
dad a trozos del morfismo de grupoides fi: —* Qi, se tiene que 
<^ : Q/<P —* Qi sigue siendo un morfismo de grupoides (ya no 
sería isomorfismo) y que verifica o t|; ya que las hipótesis 
suprimidas no intervienen en la demostración de tales hechos.

En muchas ocasiones se trabaja con morfismos de grupoides 
fi : Q —> en los que la base es la misma, que se denotará
por B, y la aplicación <^o es la identidad en B. En concreto, ^>o es 
una Inyección. Para estos casos se tiene la siguiente:

Proposición 4.3.16. Si un morfismo es base-biyectivo, entonces 
es sobreyectivo si y sólo si es sobreyectivo a trozos.

Demostración. Como fio es biyectivo, entonces los elementos de 
tienen su contraimagen, si ésta existe, en 1^. Por lo tanto, 

l.de
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estudiar la sobreyectividad de 0 equivale a estudiar la sobreyectivi- 
dad de la restricción □

óo (*i)

Nótese que las Proposiciones 4.3.14 y 4.3.16 aseguran que al 
tratar con morfismos base-biyectivos que sean sobreyectivos, puede 
obtenerse una factorización de los mismos análoga a la existente 
para morfismos de grupos sobreyectivos; esto es, una proyección 
natural seguida de un isomorfismo. Si el morfismo base-biyectivo 
no fuese sobreyectivo, entonces el isomorfismo de la factorización 
sería simplemente un morfismo.

En esta situación en la que se trabaja con morfismos base-biyec­
tivos, pueden realizarse las simplificaciones que se observan en el 
siguiente:

Teorema 4.3.17. Se verifican:

1. El núcleo de morfismos base-biyectivos (de hecho, basta que 
sean base-inyectivos) es la unión de sus grupos-vértice. Por 
tanto, al hacer cociente por el núcleo en un grupoide, la base 
permanece invariante.

2. Al hacer cociente en un grupoide sobre un subgrupoide nor­
mal 4?, que sea la unión de sus grupos-vértice, la relación de 
equivalencia entre los elementos puede cambiarse por:

T] r 3X E tal que r/X está definido y es igual a t.

Demostración.

1. En primer lugar, es cierto que el núcleo de un morfismo base- 
inyectivo es la unión de sus grupos-vértice, ya que la imagen 
de un elemento del núcleo posee proyecciones origen y destino 
idénticas. Pero éstas son las imágenes por el morfismo base 
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de las proyecciones origen y destino de dicho elemento, respec­
tivamente. Por lo tanto, ese elemento del núcleo está en un 
grupo-vértice.

Con respecto al hecho de no variar la base al realizar el cociente 
por dicho núcleo, esto se tiene debido a que x,y e B verifican 
que x ~ y si y sólo si existe un elemento del núcleo cuya 
proyección origen sea x y cuya proyección destino sea y. Pero 
el núcleo está formado por los grupos-vértices, por lo que no 
existen elementos como el que se busca a menos que se tenga 
x = y. Por lo tanto, se tiene que:

x ~ y <=> x = y.

2. A continuación, se demuestra que la definición de la relación 
de equivalencia dada en este teorema es equivalente a la dada 
en la Definición 4.3.6.

Sean r, y dos elementos de Q. Por la definición original, r ~ y 
si y sólo si existen ^,£2 £ $ tales que ^77^2 está definido y es 
igual a t. Como $ es la unión de sus grupos-vértices, entonces 
£2 pertenece a con x G B. Luego está definido De 
este modo, se tiene que:

€1^2»? 1 = ry \

Pero, por ser un subgrupoide normal de Q, se verifica que 
y^y~X pertenece a í y, por consiguiente, también pertenece a 
í el elemento ry-1. Por lo tanto, ry~r es igual a un elemento 
A de Q, teniendo lo que se buscaba. □

Se vio en la Proposición 4.3.14 que el núcleo de un morfismo de 
grupoides no mide bien la inyectividad de dicho morfismo. Pero si 
se consideran los morfismos base-biyectivos, entonces el núcleo sí 
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mide la inyectividad de forma apropiada. Esto queda establecido 
por la siguiente:

Proposición 4.3.18. Un morfismo de grupoides base-biyectivo 
: Q —> Qi sobre 0O : 5 —> Bi es inyectivo si y sólo si su núcleo 

es el subgrupoide base B.

Demostración. Sea 0 : Q —> Qi un morfismo de grupoides sobre 
0o : B —> B\ con 0O biyectiva. Supóngase, en primer lugar, que 
0 es inyectivo. Entonces, dado £ G ker0, se cumple que 0(£) = x 
para algún x E Bi. La biyectividad de 0o asegura que existe y E B 
tal que 0o(2/) = x. Por lo tanto, c/fiy) = 0o(y) = x y 0(^) = 0(£). 
Pero, al ser 0 inyectivo, entonces y = £, por lo que £ E B.

En segundo lugar, supóngase que ker0 = B. Dados £,r¡ E Q 
tales que:

= (4-4)

En consecuencia, se tiene que 0o(a(r7)) = 0o(a(£)) y 
0o(/3(€)) = 0o(/^(^))- Al ser 0o biyectivo, se tiene que a(£) = a(rf) 
Y y, por lo tanto, £t7-1 está definido. Por (4.4), se
verifica que x = 0(£)0(r/)~1 = 0(£^-1), con x E Bi. Por lo tanto, 
{rD1 es un elemento de B y, en consecuencia, se tiene £ = r/. □

La factorización se tiene también para morfismos base-inyectivos 
(véanse |23| ó 8.3.2 en [7]).

Por otra parte, hay dos formas de factorizar un morfismo arbi­
trario por un morfismo que conserve la base, con el fin de que pueda 
aplicarse la factorización de la Nota 4.3.17, y un segundo morfismo 
de un tipo específico: pullbacks y morfismos universales. En lo 
que sigue no se tratarán estos morfismos universales por razones de 
extensión.
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Se introducirán, por tanto, los morfismos pullbacks de grupoides 
y el grupoide imagen inversa para poder, de este modo, observar la 
factorización de un morfismo de grupoide general.

Definición 4.3.19. Sea 0: Q —> Qi un morfismo de grupoides 
sobre fio : B —> B\. El grupoide $ se dice pullback si cada 
morfismo de grupoides fi : $ —» Qi, también sobre fio, puede 

factorizarse únicamente como <& —Q Qj, con fi morfismo 
de grupoides sobre B; esto es, se tiene el diagrama conmutativo:

<¡>

Qi ----- Qi

Definición 4.3.20. Sean Q un grupoide sobre B y f:Bi —> B 
una aplicación. Se denomina grupoide imagen inversa de Q 
sobre f al conjunto:

f^ = {(yj^x') e B, x ti x B, | f(y') = = <)}, (4.5)

dotado de la estructura de grupoide dada por las proyecciones 
a = ^3 y = tti, la inclusión de objetos £ : x' x' = (x', f(x'fix') 
y la multiplicación parcial (z',r,x') = (z',yT,x'fi La in­
versión está dada por {y',T,x')~x = {x', r-1, y'fi

Asimismo, se denomina morfismo imagen inversa al morfis­
mo de grupoides f.f*Ll—>Q definido como: f(y',f,x/)=f.

Seguidamente se comentarán algunos aspectos del morfismo 
imagen inversa.

Nota 4.3.21. f es efectivamente un morfismo de grupoides. 
Sean (yj^x'fi (x',y,z') dos elementos de f*Q. Entonces se tiene: 

x'^x', y, z')) = f(y', fy, z')=£y=f(y', x'^x', y, z').
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Por otro lado, se verifica:

= = y fio f(y',fi,x') = (3^ =

por la definición de f*Q. Por lo tanto, fio áfiy',fi,xfi = f{x') y 
fj> fi(y', £, x')=f(y'). Luego f oá = aofi y f o fi = fio f. Luego 
f es realmente un morfismo de grupoides.

Nota 4.3.22. Nótese que fi es biyectiva a trozos y sobreyectiva, 
dado que si x,yEB y fiE entonces (y, £, x) pertenece a 

y se tiene ffiy^x^fi.

Se continúa con una caracterización para que un morfismo de 
grupoides sea un pullback. Se demostrará que ser pullback equivale 
a ser biyectivo a trozos.

Proposición 4.3.23. Un morfismo de grupoides es pullback si 
y sólo si es biyectivo a trozos.

Demostración.
14= | Sea fi:Q—►Qi un morfismo biyectivo a trozos y fi:^ —>Qi 
otro morfismo de grupoides verificando fio = fio : B —> B\. Se 
definirá un morfismo de grupoides fi sobre los elementos de d>. Para 
ello, sean x, yE B, y defínase fi%: según fi^ = ° fi%,
la cual tiene sentido gracias a que fi es biyectiva a trozos.

Falta demostrar que fi es un morfismo de grupoides. Sean fi E <¡>% 
y ri E ^y, con x,y,z E B. Hay que probar que fifiqfifi = fi(rfifi(fi)-

En efecto, por un lado se verifica que:

1 °

por lo que:

° = fixM = = fi^fi^Y
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Por otro lado, se verifica:

Por consiguiente, se cumple:

=^((^)-1c^))o^)"1o<e))

ya que al aplicar y sobre un elemento de su dominio, se está 
aplicando su restricción al conjunto en el que esté el elemento 
citado.

En consecuencia, se tiene ^(^(7/^)) = por lo que,
debido a la biyectividad de se verifica que

Suponiendo que aya son las proyecciones origen de y í, 
respectivamente, y que (3 y ¡3 son las proyecciones destinos de Q y 
4», respectivamente, queda demostrar que ao'4> = áy/3o'i[> — 
Pero esto es cierto ya que se ha definido a trozos; esto es, un 
elemento de d>^, para x,y E B, da un elemento de Q^.

| => | Sea : Q —> Qj un pullback. Como ^>0 : <$qQi —* ^1 
es biyectivo a trozos, debido a la Nota 4.3.22, <^o es un pullback. 
Por tanto, existe un morfismo 1^1 : Q —> 0qQi s°bre B, tal que 
(/> = ^o° bi­

corne ó es un pullback, existe un morfismo 02 ■ <^0^1 —* 
sobre B, tal que 0o = 0 0 02 • Así se tiene que (¡) = 0 o 02 o 0i y 
0o = 0o ° 0i o 02- En virtud de la unicidad exigida en la Defini­
ción 4.3.19, se verifica que 02°0i Y 01 °02 son morfismos identidad 
de grupoides. Por lo tanto, 0i es un isomorfismo y, en consecuen­
cia, es biyectivo a trozos, en virtud de la Proposición 1.3.19. Como 
00 es biyectivo a trozos, entonces 0 es biyectivo a trozos por ser la 
composición de 0i y 0q. □
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La caracterización anterior de pullback permite considerar una 
propiedad de los morfismos imagen inversa que es de interés para la 
factorización de un morfismo que se está buscando en esta sección.

Corolario 4.3.24. El morfismo de grupoides f definido en la Defi­
nición 4-3.20 es un pullback.

Demostración. Sigue de la Nota 4.3.22 y la Proposición 4.3.23.
□

En este punto, se está ya en condiciones de factorizar un mor­
fismo arbitrario de grupoides por medio del grupoide cociente del 
grupoide que aparece en el dominio sobre el núcleo del morfismo de 
partida. Este hecho queda establecido en la siguiente:

Proposición 4.3.25. Si fi : Q —> Qi es un morfismo de 
grupoides, entonces se puede factorizar por el morfismo imagen 
inversa fio : —* Qi y un morfismo fi : Q —> que
conserva la base B. De hecho, fio es un pullback.

Demostración. Se sigue del Corolario 4.3.24. □

Obsérvese que la Proposición 4.3.25 concluye la búsqueda de la 
factorización de un morfismo de grupoides. En efecto, el morfis­
mo fi de grupoides es base-biyectivo por conservar la base y, en 
virtud de la Proposición 4.3.14 o de la Nota 4.3.15, se tiene la 
factorización buscada según sea el morfismo fi sobreyectivo o no, 
respectivamente.

A continuación, se dan algunos ejemplos de lo visto en esta 
sección.

Ejemplo 4.3.26. Si B es un conjunto y X es una relación de 
equivalencia sobre B, entonces X es un subgrupoide normal del 
grupoide producto cartesiano B x B. En efecto, se tiene por el 
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Ejemplo 4.1.10 que X es un grupoide; de hecho, es un subgrupoide 
de BxB, ya que la estructura de X es la restricción de la estructura 
de grupoide de B x B.

Además, X es subgrupoide normal de B x B. En efecto, X es 
ancho por la propiedad reflexiva de las relaciones de equivalencia; 
y la propiedad a cumplir por los elementos de GX se tiene trivial­
mente porque Xf = {(a;, x)}, para cadaxeB.

Como X es subgrupoide normal de B x B, se puede definir 
el grupoide cociente En este caso, se puede identificar el 
grupoide cociente BzX con el grupoide % x donde es el con­
junto de las clases de equivalencia de B por la relación X. La iden­
tificación viene dada por B x B ■ [(y, a:)] 1—> ([y], [x]),
que es un ^-morfismo de grupoides.

Se pasa a demostrar que la afirmación anterior es cierta. La 
base tanto de como E x E es en ei caso b x b se X A A A A A

tiene que esa es la base por como se definió este grupoide; en el 
otro grupoide, la causa radica en que:

x-y^i^x»,

lo que equivale a afirmar que [ar] = [?/]. Por lo tanto, sólo resta 
probar que f> es un morfismo biyectivo.

La biyectividad de se debe a que (y, x) ~ (y1, x') si y sólo si 
existen £ e Xy, y f E X* tales que (y,x) = ^y',x')f. Pero 
esto es equivalente a que [a?] = [a/] e [y] = [y']. Por lo tanto, 

= [(3/', ^')] equivale a ([?/], [x]) = ([?/'], [a/]).
Además, es morfismo de grupoides, ya que dados 

(y,x), (x',z) G B x B tales que (x,x') G X, entonces:

0([(?/,^)][«^)]) = <K[(y,x)(x,x%c',zfi) = 
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donde se ha hecho uso de que [x] = [z']. Además, si a y /3 son las 
proyecciones origen y destino de B x B, respectivamente, y si a' y 
/3' son las de x , entonces se tiene, haciendo uso de la notación 
de la Proposición 4-3.6, que:

a'o<£([(z,?/)]) = a'([z], [?/]) = [?/] = [a(z,y)] = ñ[(z,y)], 
/3'o 0([(z,?/)]) = 0\[x], [y]) = [z] = [p(x,y)] = ^[(x,y)].

Ejemplo 4.3.27. Sea G un grupo. La aplicación división 5 
definida como:

S : G x G —► G : (^2,171) \

es un morfismo de grupoides sobre So : G —> {1g}, donde el 
dominio de ó es el grupoide producto cartesiano G x G sobre G 
(véase el Ejemplo 4.1.9) y el rango es el grupo G con la estructura 
de grupoide dado en el Ejemplo 4-1.9.

Para demostrar que 6 es un morfismo de grupoides, se supondrá 
que aya' son las proyecciones origen de G y de G x G, respec­
tivamente, y que (3 y (3' son las proyecciones destinos de G y de 
G x G, respectivamente. Por tanto, se tiene que:

^(92,gi)(gi,go^ = 6(g2, go) = í^o1
= tor1)^^1) = S(g2,gi)S(gi,go\

Además, se cumplen también las condiciones pertinentes sobre 
las proyecciones origen y destino con respecto de 5. De este modo, 
se tiene:

a°^92,gi) = a(g2g(l) = 1G = ¿0 o a\g2,g^, 

0 o S(g2,gi) = = 1G = o

Más generalmente, dado un grupoide Q sobre B se define el 
conjunto Q x Q como: 

a
Q x Q = {(77,G Q x Q | a(rf) = o(C)}-
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Se tiene que Q x Q es una relación de equivalencia sobre Q y, por 
a

el Ejemplo j.3.26, un subgrupoide del grupoide producto cartesiano 
Q x Q sobre Q.

De este modo, se define 5 : Q x Q —* Q : (77, t/C-1- Queda
a

demostrar que 5 es un morfismo de grupoides sobre fi : Q —* B.
En efecto, se cumplen las tres siguientes propiedades:

i- ^Ti,^,Q)=S(ri,Q=T]C~l='nC1iC~1=Kv,^('n,^,
2. a O ÓQ], = a(£-1) = fi^) = fio afig,

3. fi o ¿(77, £) = fi^) = fi^) = fi o fi'Q], e),

donde a' y fi' son las proyecciones origen y destino de El x El, 
a 

respectivamente.

Ejemplo 4.3.28. Sea El un grupoide con base B. La aplicación 
anclaje de El, dada por:

|/3,Q]:SÍ — BxB:{« «),««)),

es un B-morfismo de grupoides. Además el núcleo de este morfismo 
es GEl.

Se probará que [fi, a] es un morfismo de grupoides, suponiendo 
que a' y fi' son las proyecciones origen y destino de B x B. En 
primer lugar, dados E.EI tales que /?(£) = se tiene que:

[fi,a]^
= (m^))(m<)) = [fi,afirjfifi,a]^-

En segundo lugar, se tiene que:

a' o [fi,a](rfi = afifi^fi = a(rfi,
fi'o[fi,a]^) = = fiQfi,

y por lo tanto a'o[^, q] = a y fi'o[fi, a\ = fi que son las condiciones 
buscadas, ya que [fi, a] conserva la base B.
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Por último, se verá que el núcleo es Gil. En efecto: 

r¡ G ker[/3, a] <=> [ß, a] (77) = t = (x, x) para algún x G B

<=> ß(rß = cßrß <=> 77 G GQ.



Capítulo 5
Grupoides topológicos

En Teoría de Grupos, una vez estudiados los grupos, resulta intere­
sante superponer una segunda estructura sobre los mismos. Dos 
ejemplos de esta situación bien conocidos son los grupos topológicos 
y los grupos diferenciables. Recuérdese que un grupo es topològico 
(resp. diferenciable) si posee una estructura de espacio topològico 
(resp. de variedad diferenciable) tal que las aplicaciones producto 
e inversión de la estructura de grupo son continuas (resp. diferen­
ciables).

En lo que ocupa a esta monografía, el presente capítulo tiene por 
objetivo estudiar el concepto análogo para grupoides al de grupo 
topològico. Dicho concepto recibe el nombre de grupoide topològi­
co y consistirá en dotar de una estructura de espacio topològico 
tanto al grupoide como a la base, de modo que las aplicaciones 
que intervienen en la definición de la estructura de grupoide sean 
continuas.

A partir de los morfismos de grupoides se dará una definición 
de morfismo continuo o de grupoides topológicos sin más que exigir 
continuidad a las dos aplicaciones que definen a dicho morfismo. 
Como consecuencia, los grupoides topológicos van a formar una 
subcategoría de la categoría de los grupoides.

139



140 Teoría de grupoides y algebroides

En los grupoides topológicos van a poderse definir de nuevo los 
conceptos de grupoide cociente topològico y de morfismo pullback 
como ocurrió con los grupoides en general. Pero va a tenerse un 
aspecto negativo: el grupoide cociente topològico no tiene por qué 
coincidir con el grupoide cociente. No obstante, se verá un caso en 
el que sí coincide.

Otros conceptos que se tratarán en el presente capítulo serán 
los grupoides topológicos localmente triviales, las componentes de 
la identidad (el análogo en grupoides a la componente conexa de 
la unidad de un grupo) y las secciones admisibles de grupoides 
topológicos.

5.1 Grupoides topológicos

El concepto de grupoide topològico es el que se puede esperar al 
superponer una estructura de espacio topològico tanto al grupoide 
como a la base, teniendo en cuenta que se quiere trasladar la defini­
ción de grupo toplógico al caso de los grupoides. Por tanto, se tiene 
la siguiente:

Definición 5.1.1. Se denomina grupoide topològico a un 
grupoide Q sobre B, junto con topologías definidas sobre Q y B, tal 
que las cinco aplicaciones que definen la estructura de grupoide son 
continuas, a saber: las proyecciones origen y destino 
a, (3 : Q —* B, la inclusión de objetos e : B —» Q : x x, 
la inversión l : Q --- > Q : £ i—» y la multiplicación parcial
Q * Q —> íi, donde Q * Q se considera como subespacio topològico 
de Q x Q.

Para comprobar que un grupoide tiene estructura de grupoide 
topològico no es necesario probar la continuidad de ambas pro­
yecciones, origen y destino; es suficiente probar que la inversión y 
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una de las dos proyecciones lo es. Esto es lo que se demuestra en 
la siguiente:

Proposición 5.1.2. En un grupoide si una de las proyecciones 
(la. de origen o la de destino) y la inversión son continuas, entonces 
la otra proyección también es continua.

Demostración. Sea Q un grupoide sobre B y supóngase que la 
proyección origen a: Q —> B es continua al igual que la inversión 
l : Q —> Q : £ h-► £-1. Entonces /3 = aoí es continua por composi­
ción de aplicaciones continuas. La condición 5 de la Definición 4.1.1 
es la que permite afirmar que fi = ao l. □

Continuando con la inversión y las proyecciones origen y destino, 
estas aplicaciones cumplen propiedades más fuertes que las de ser 
continuas solamente. De hecho, la inversión es un homeomorfismo 
y las dos proyecciones son aplicaciones de identificación, tal como 
se observa en la siguiente:

Proposición 5.1.3. En un grupoide topològico, la inversión es 
homeomorfismo y las proyecciones origen y destino son aplica­
ciones de identificación.

Demostración. La inversión es un homeomorfismo debido a que 
es continua y su función inversa (que coincide con ella misma) tam­
bién lo es.

A continuación, se demostrará que las proyecciones son aplica­
ciones de identificación. En primer lugar, ambas son sobreyectivas, 
por lo que sólo queda probar que tanto la topología final de a como 
la de fi coinciden con la topología del espacio base B del grupoide.

Con respecto a la proyección origen a : Q —> B, es conocido 
que si U es un abierto de B, entonces es un abierto de Q.
Por lo que, si dado a-1(17) abierto en Q, se prueba que U es abierto 
en B, entonces se habrá demostrado lo que se quiere.
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En efecto, es conocido que a o e = idB, con e : B —► Q la 
inclusión de objetos. Por lo tanto, si cT^U) es un abierto de Q 
entonces E-1(a_1(U)) es un abierto de B, por la continuidad de e. 
Como (a o e)-1^) = para cualquier subconjunto A
de B, se tiene:

= (a o e)~\U) = idB(U) = U.

Por tanto, U es un abierto de B.
De manera análoga se demuestra que (3 es una aplicación de 

identificación, puesto que también se tiene que /3 o e = idB. □

Seguidamente se probará que los subgrupoides base e interno 
son grupoides topológicos con las topologías relativas del grupoide 
topològico del que son subgrupoides.

Proposición 5.1.4. Dado un grupoide topologico Q sobre B, los 
subgrupoides B y GDI son grupoides topológicos sobre B, siendo la 
topología considerada en B y GQ la topología relativa de Q.

Demostración. La inversión l : Q —» Q : £ i—> es continua.
Se va a demostrar que : B —* B es continua y análogamente 
se haría para ¿¡gq : GDI —> GDI.

Sea, por tanto, un abierto U de B. Entonces existe un abierto 
Ü de Di tal que U = Ü C B. Hallando la contraimagen de U por 
i.^, se tiene que D B) = ¿-1(B D B), ya que b es cerrada

para B. Por lo tanto, se llega a que:

r\Ü n B) = r1^) n r\B) = n B.

Como ¿ es continua, es un abierto de Di y C B es un 
abierto de B.

Las proyecciones origen y destino de Q son aplicaciones continuas 
de Di en B. Por lo tanto, dichas proyecciones restringidas a B y a 
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GCl son continuas, ya que para cada abierto U de B la contraimagen 
de U por la restricción de a (resp. de /3) sería la contraimagen de U 
por a (resp. por /?) intersecado por B y GQ, respectivamente. Pero 
estas intersecciones son abiertos de B y de GQ, respectivamente.

La inclusión de objetos £ : B —> Q es continua y obsérvese que 
las inclusiones de objetos £j : B —> B y £2 : B —> GQ de B y 
GQ, respectivamente, actúan como £ pues los elementos unidad de 
los tres grupoides son los mismos. Partiendo de aquí, se llegará a 
probar la continuidad de £1 (la continuidad de £2 se demuestra de 
forma análoga).

Sea un abierto U de B. Entonces existe un abierto Ü de Q tal 
que U = Ü D B. Por lo tanto:

n B) = e~\Ü n B) = e~\ü) n £-1(B).

Como £ es continua, entonces £-1(G) es un abierto de Q, y como, 
por definición, £-1(B) = B, se tiene que £f1(f/) es un abierto de B.

En último lugar, debido a la continuidad de la multiplicación 
parcial p : Q * Q —> Q se concluirá que las multiplicaciones par­
ciales pi : B * B —> B y p^, '■ GQ * GQ —* GQ son continuas. 
Como en demostraciones anteriores, sólo se probará la continuidad 
de pi, pues la de p^ es completamente análoga.

Así, sea U un abierto de B. Existe Ü abierto de Q tal que 
U = Ü Cl B. Como pi es la restricción de p a B * B y 
pG^U) = p~\U) Cl (B * B), entonces se tiene:

Pr\u) =p-1(GnB)n(B*B)
= p-\Ü) np-^B) n (B* B) = p-^G) n (B* B),

que es abierto de B * B, ya que p^^Ü) es abierto de Q * Q por la 
continuidad de p. □
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Se concluye la sección viéndose que la inclusión de objetos es un 
homeomorfismo del grupoide topològico en su subgrupoide base, 
como se observa en la siguiente:

Proposición 5.1.5. Si Q es un grupoide topologico sobre B, la 
aplicación inclusión de objetos es un homeomorfismo de la base B 
en el subgrupoide base B de Q.

Demostración. La inclusión de objetos £ : B —> Q verifica 
que e^B) = B. Luego puede estudiarse si su restricción sobre la 
imagen, £1 : B —> B, es un homeomorfismo. Obsérvese que £1 es 
la inclusión de objetos de B y que evidentemente es un aplicación 
biyectiva, pues para cada elemento de B existe un único elemen­
to de B que es su contraimagen. Además, en la demostración de 
la Proposición 5.1.3 se demostró que la proyección origen del sub­
grupoide B, denotada por «i : B —> B, es inversa a izquierda de 
£i. De hecho, en el caso que se está tratando, también es inversa a 
derecha, ya que:

Ei o ai(x) = £i(x) = x.

Por otro lado, según la Proposición 5.1.4, oq es continua, por lo 
que £i es continua y posee inversa continua; en consecuencia, es un 
homeomorfismo de B en B. □

5.2 Morfismos continuos

Esta sección estudia, en primer lugar, el concepto de morfismo con­
tinuo o de grupoides topológicos. Además se demostrará que los 
grupoides topológicos con los morfismo continuos constituyen una 
subcategoría de la categoría Qrd de los grupoides.

Introducida la estructura de grupoide topològico, conviene definir 
los morfismos continuos a partir de la definición general de morfis- 



Grupoides topológicos 145

mo de grupoides. Considerando la definición de morfismo de grupos 
continuos, parece natural dar la siguiente:

Definición 5.2.1. Se denomina morfismo de grupoides topo- 
lógicos o morfismo continuo a todo morfismo de grupoides 
fi : Q —* Qi sobre fio : B —> B\ tal que fi y fio sean 
continuas.

En la Definición 5.2.1 de morfismo continuo se exige la con­
tinuidad tanto a la aplicación que actúa sobre los grupoides como 
a la que actúa sobre las bases. Se probará, a continuación, que sólo 
tiene que mirarse la continuidad en la aplicación sobre los grupoides. 

Proposición 5.2.2. No es necesario exigir la continuidad de fio 
en la definición de morfismo continuo.

Demostración. Se demuestra que si e es la inclusión de objetos 
de Q y oq es la proyección origen de Qp entonces fio = oq o fi o e.

En efecto, sea x G B, entonces oq o fi o e(x) = oq o fi(x). Por ser 
fi un morfismo de grupoides, entonces fi(x) es igual a fio{xfi por 
lo que oq o fi(x) = fio(x)- Por consiguiente, fio es composición de 
aplicaciones continuas siendo ésta, de este modo, continua también.

□

Como en el caso de los grupoides, la composición de morfismos 
de grupoides volvía a ser un morfismo, cabría preguntarse si esa 
propiedad se cumple también para los morfismos continuos. La 
respuesta afirmativa a dicha pregunta viene dada por la siguiente: 

Proposición 5.2.3. La composición de dos morfismos continuos 
es un morfismo continuo. Es más, si los dos conservan la base, 
entonces la composición también la conserva.

Demostración. Por la Proposición 4.2.6, la composición de mor- 
fismos de grupoides es un morfismo de grupoides. Pero además la 
composición de aplicaciones continuas es continua. □
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Como consecuencia de la proposición anterior, se pueden definir 
dos categorías a partir de los grupoides topológicos.

Corolario 5.2.4. Existe la categoría TQrd de los grupoides 
topológicos en la que los objetos son los grupoides topológicos, 
los morfismos son los morfismos continuos y la composición es la 
composición de morfismos continuos.

Igualmente, dado un espacio topològico B, existe la subcategoría 
llena TQrds de TQrd consistente en considerar como objetos a los 
grupoides topológicos con base B. Se la denominará categoría de 
los grupoides topológicos sobre B. □

Tratados los morfismos continuos, se pasan a definir los isomor- 
fismos de grupoides topológicos en la siguiente:

Definición 5.2.5. Se denomina isomorfismo de grupoides topo- 
lógicos a todo morfismo de grupoides topológicos que sea además 
homeomorfismo.

Nota 5.2.6. La composición de isomorfismos de grupoides topo- 
lógicos es nuevamente un isomorfismo.

Se ofrece una caracterización de isomorfismo de grupoides topo- 
lógicos por medio de la aplicación que dicho isomorfismo define 
sobre las bases de los grupoides.

Proposición 5.2.7. Si fi : Q —* Q' es un isomorfismo de 
grupoides topológicos, entonces la aplicación sobre las bases 
fio : B —> B' es un homeornorfismo.

Demostración. Recuérdese que un isomorfismo de grupoides es 
un morfismo de grupoides que posee un morfismo inverso 
fi : Q' —> Q. Por lo tanto, fio y fio son dos aplicaciones conti­
nuas inversas entre sí. Luego fio es un homeomorfismo. □
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A continuación, se introducen los conceptos de traslación, tanto 
a izquierda corno a derecha, y de automorfismo interno, que son el 
resultado de trasladar a la teoría de grupoides los conceptos que 
llevan ese mismo nombre en la teoría de grupos.

Definición 5.2.8. Sea Q un grupoide topològico sobre B, y sea 
r un elemento de Q tal que afir) = x y (3(t) = y. Se definen:

1. La traslación a izquierda (resp. a derecha) corres­
pondiente a t es la aplicación LT : CE —» Cly tal que i—> rg 
(resp. Rt : Qy —> Qx tal que y i—* gr).

2. El automorfismo interno correspondiente a t es la apli­
cación IT : Q® —» Qy tal que A rAr-1.

Nótese que son aplicaciones que no actúan sobre todo el grupoide 
topològico, sino sobre los conjuntos de flechas o morfismos del 
grupoide de partida (para el concepto de flecha o morfismo de un 
grupoide, véase la Definición 4.1.1).

Las traslaciones y los automorfismos internos, tal como se han 
definido en la Definición 5.2.8, poseen la propiedad de ser homeo- 
morfismos como se demuestra en la siguiente:

Proposición 5.2.9. Con la notación dada en la Definición 5.2.8, 
las aplicaciones LT, RT e IT son biyectivas y bicontinuas, esto es, 
son homeomorfismos.

Demostración. Dado r 6 Q, existe su elemento inverso r-1 que 
verifica:

tt- = y y t~vt = x.

Entonces LT, RT e IT tienen como inversas a LT1, Rt-i e IT-i, 
respectivamente. Por lo tanto, las tres aplicaciones tratadas, LT, 
RTe IT, son biyectivas.
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Queda por probar la continuidad de estas tres aplicaciones. Su­
puesta probada la continuidad de RT y LT, se tiene la de IT, ya que 
es la composición de LT : Q® —> con Rt-i : que son
ambas continuas por ser restricciones de aplicaciones continuas.

Partiendo de este hecho, se probará sólo la continuidad de RT, 
puesto que la de LT se demuestra de forma completamente análoga. 
Primero, obsérvese que la traslación a derecha RT : 
puede descomponerse como:

a-1«?/}) A Q
e - ( J

donde la aplicación > Q es la multiplicación, que es continua.
En segundo lugar, se va a demostrar que la aplicación 

99 : Cly —> Q * Q : rj (r), t) es continua. Para ello, hay que 
tener en cuenta que Q * Q es subespacio de Q x Q y que la apli­
cación 99 actúa como la aplicación:

> Q x Q
77 w (t¡, t).

Por tanto, demostrada la continuidad de (id^y, t), se obtiene la 
continuidad de p sin más que restringir el codominio de (idny, r) a 
Q * Q. En efecto, si U es un abierto de Q * Q, existe un abierto U 
de Q x Q tal que U = Ü El (Q * Q). En consecuencia, se tiene que:

n (Q * Q))
= (id^r^íÜ) n (id^y,ryl(Q * Q)
= (¿d^, n Qy = (idüy, rT^Ü),

que es un abierto de Qy, una vez que se demuestre que (id^y,r) es 
continua.

Queda, pues, por demostrar la continuidad de (zdo , r), que es el 
último punto de esta prueba. Recuérdese que una base de abiertos 
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de Q x Q viene dada por la familia de conjuntos:

B = {Ui x U^/Ux y U? son abiertos de Q}

Sea IR x U2 un abierto básico de Q x Q. Entonces, se verifica 
que:

(^/r^x^H
Ux nQy, 
0’

si r e U2, 

en otro caso.

En ambos casos se ha obtenido un abierto de ya que Qy es 
subespacio de Q. Por lo tanto, (ida es continua y se concluye 
la prueba. □

Una vez demostrado que tanto las traslaciones como los au- 
tomorfismos internos son homeomorfismos, se demostrará que las 
a-fibras de dos elementos de la base de un grupoide son homeomor- 
fas si existe un objeto del grupoide que los tenga por proyección 
origen y destino, respectivamente.

Corolario 5.2.10. Sea Q un grupoide topològico sobre B. En­
tonces las a-fibras (respectivamente, las fi-fibras) de Q correspon­
dientes a dos puntos x,y E B tales que existe un elemento en 
son homeomorfas mediante traslaciones a derecha (respectivamente, 
a, izquierda).

Demostración. Como existe £ G entonces se tiene la tras­
lación a derecha —► Clx (respectivamente, la traslación a
izquierda : fU —> Qy), que es un homeomorfismo según se vio 
en la Proposición 5.2.9. Pero los conjuntos y son, respecti­
vamente, las a-fibras y las /3-fibras, con lo que queda demostrada 
la proposición. □

Otra propiedad que también tienen los automorfismos internos 
de un grupoide topològico es que son isomorfismos de grupo entre 
los grupos-vértice del grupoide topològico dado.
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Corolario 5.2.11. Sea Q un grupoide topològico sobre B. En­
tonces sus automorfismos internos son isomorfismos de grupos.

Demostración. El automorfismo interno fi : Q® —> es biyec- 
tivo, en virtud de la Proposición 5.2.9. Por lo tanto, sólo queda 
probar que cumple los axiomas de morfismo de grupos. De este 
modo, dados £, g dos elementos de Q® se tiene que:

W = ítoX'1 = (ecr'W1) = WUiM, 

y también que:
= X. □

En el Corolario 5.2.10 se establecían homeomorfismos entre dos 
o-fibras por un lado y entre dos /3-fibras por el otro. La siguiente 
proposición permite relacionar las o-fibras con las ^-fibras estable­
ciendo homeomorfismos entre las unas y las otras.

Proposición 5.2.12. En un grupoide topològico cada a-fibra es 
homeomorfa a la /3-fibra correspondiente por medio de la inversión. 

Demostración. En virtud de la Proposición 5.1.3, la inversión 
¿ : Q —> Q es un homeomorfismo. Como l lleva biyectivamente a 

en Elx, restringiendo la inversión a ¿ : se obtiene el
homeomorfismo que se buscaba. □

Cuando la base del grupoide es un espacio T\ o Haussdorff, se 
puede probar la siguiente propiedad de las a y /3-fibras:

Proposición 5.2.13. Sea Q un grupoide topològico sobre B. Si 
la base B es un espacio Ti, entonces las a-fibras y las /3-fibras de 
Q son subespacios cerrados de Q.

Demostración. Si B es Ti entonces los subconjuntos unitarios de 
B son cerrados de B. Como las proyecciones origen y destino son 
continuas, entonces a-1({x}) y /3~fi{y}) son cerrados en Q. Pero 
estos conjuntos son las o-fibras y las /3-fibras, respectivamente. □
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A continuación, se estudiarán los subgrupoides de un grupoide 
topològico y se verá que estos subgrupoides son también grupoides 
topológicos si se considera la topología relativa del grupoide del que 
es subgrupoide.

Proposición 5.2.14. Sea Q un grupoide topologico sobre B. 
Si Qi es un subgrupoide de Q sobre una base Bi, entonces Qi 
es grupoide topològico sobre B^ con esa, misma estructura y con­
siderando la topologías relativas de Q y B sobre Qi y B^, res­
pectivamente.

Demostración. Recuérdese que la estructura del subgrupoide es 
la del grupoide restringida al subgrupoide. Por lo tanto las cin­
co aplicaciones que definen al subgrupoide como grupoide son las 
restricciones de las del grupoide de partida, a saber: la proyección 
origen o, la proyección destino /3, la inclusión de objetos e, la in­
versión ¿ y la multiplicación p. Se sabe que estas aplicaciones son 
continuas por la definición de grupoide topològico. En consecuen­
cia, hay que probar que las restricciones son también continuas.

En primer lugar, se verá la continuidad de la proyección 
«1^ : Qi —> B\. Sea U un abierto de Bi, entonces U = U D B] 
con Ü un abierto de B. Se va a ver que es un abierto.
Para ello, obsérvese que se verifica:

a|íil-1(B) = a-1(í7)nQ1.

En efecto, por un lado, se tiene que:

«IfÍ! 1(B)=«|q1 1(BnBi) = tt|Q1 1(B)ClQ!|q1

y, por el otro, que CQj y que a|Q “1 (B1) = <b ■
Como a es continua, cT^Ü) es un abierto de Q y, por tanto, 

es un abierto de Qp En consecuencia, es continua.
En segundo lugar, se estudiará la continuidad de t|Q1 :Qi—>Qi. 

Sea U un abierto de Qj, entonces U = U CQi con Ü un abierto de 
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Q. Se tiene entonces que b^^^U) = b-^W) puesto que la inversión 
b es biyectiva y cerrada para Qi por ser subgrupoide. Además, se 
tiene que:

= r1^) n b~\QJ = n Qb

Por lo tanto, b^^tU) es un abierto de Qi y la aplicación es 
continua.

La continuidad de se obtiene de la continuidad de y de 
t|Qt mediante la Proposición 5.1.2.

A continuación, se demostrará la continuidad de e^: Bi—>Qi. 
Sea U un abierto de Qi, entonces U = Ü D Qi, con Ü un abierto 
de Q. Por la definición de £ y de su restricción se puede 
afirmar que Ei^-1^) = s-1(B), ya que las unidades de un grupoide 
están en biyección con su base mediante la aplicación e inclusión 
de objetos, en virtud de la Proposición 5.1.5. Por lo tanto, se tiene:

= e~\Ü n QJ = E“1^) n E-1^) = E~\ü) n B^

que es un abierto de B\, ya que e-1(B) es un abierto de B. Por lo 
tanto, E|Qj es continua.

En último lugar, se verá la continuidad de :Qi* Qi—>Qi.
Sea U un abierto de Qi, entonces existe Ü abierto de Q tal que 
U = Ü n Q. Además, se tiene que P|q1-1(C/) = p-1(B) Cl (Qi * Qi), 
ya que tanto p como actúan de igual manera sobre Qi * Qi y 
se cumple la siguiente cadena lógica:

(p,£)eQi * Qi A p\nM& = plpp^eÜ

Como p es continua, entonces p~\Ü) es un abierto de y, por 
tanto, es un abierto de Qi * Qi. En consecuencia, p^ es
continua. □
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Debido a esta proposición, en la que se ha demostrado que to­
do subgrupoide de un grupoide topològico resulta ser también un 
grupoide topològico, tiene sentido dar la siguiente definición de sub­
grupoide topològico.

Definición 5.2.15. Sea Q un grupoide topologico sobre B. Se de­
nomina subgrupoide topològico de Q a un subgrupoide Q' so­
bre B' de ü tal que Q' está dotado con la topología relativa como 
subespacio de El y B' con la topología relativa como subespacio de B.

Nota 5.2.16. Por la Proposición 5.2.14, se tiene que todo sub­
grupoide de un grupoide topologico es un subgrupoide topologico de 
dicho grupoide.

Para finalizar esta sección, se indica un ejemplo de subgrupoide 
topològico a partir de considerar como base del subgrupoide un 
subconjunto de la base del grupoide de partida.

Ejemplo 5.2.17. Si Q es un grupoide topologico sobre B y U es 
un subconjunto de B, entonces es subgrupoide topològico de Q 
con base U. La. estructura de subgrupoide es la vista en el Ejem­
plo 4-2.15. Un caso particular se tiene cuando U es un abierto 
de B.

5.3 Pullback y grupoide topològico cociente
En la Sección 4.3 del Capítulo 4, se introdujo el concepto de gru­
poide cociente para factorizar los morfismos de grupoides de forma 
análoga a la factorización que se tiene para morfismos de grupos. 
Cuando el morfismo de grupoides era base-biyectivo se obtenía una 
factorización al estilo de la que se buscaba; pero cuando el morfismo 
no era base-biyectivo, entonces se tuvo que introducir el concepto 
auxiliar de morfismo pullback para obtener una factorización.
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En el caso de los grupoides topológicos, la factorización mediante 
el morfismo universal dada para los grupoides sigue siendo válida, 
como puede verse en [10]. En esta monografía estudiaremos la 
factorización mediante los morfismos pullbacks como ya se hizo en 
la Sección 4.3. No obstante, al tratar de factorizar morfismos conti­
nuos aparecen mayores complicaciones a la hora de dar validez a 
los resultados 4.3.14 a 4.3.19, tal como se observará en esta sección.

Definición 5.3.1. Sea fi : Q —> Q' un morfismo de grupoides 
topológicos. Se dice que fi es un pullback si para todo morfismo 
fi : 4? —► Q' de grupoides topológicos, tal que fio = fio : B —» B', 
existe un único morfismo de grupoides topológicos fi : $ —> Q 
sobre B, tal que fi = fi o fi- esto es, el diagrama:

$ Q'

0

Q = Q 
es conmutativo.

Nota 5.3.2. Obsérvese que la Definición 5.3.1 viene dada por 
medio de una propiedad universal.

La siguiente proposición sirve para, dados un grupoide topolò­
gico Q sobre B y una aplicación continua f : B —> B, dotar a la 
imagen inversa del grupoide por esta aplicación de una estructura 
de grupoide topològico.

Proposición 5.3.3. Si Q es un grupoide topològico sobre B y 
f: B—>B es una aplicación continua, entonces f*D con la topología 
relativa como subespacio de B x Q x B es grupoide topològico sobre 
B y f : f*Cl —» Q es un morfismo de grupoides y un pullback.
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Demostración.

1. En primer lugar se debe demostrar que /*Q es un 
grupoide topológico. De hecho, en virtud de la Defini­
ción 4.3.20, sólo queda probar que las cinco aplicaciones que 
definen la estructura de grupoide son continuas. Con la no­
tación de la Definición 4.3.20, la proyección origen 
es continua porque si U es un abierto de B, entonces 
a]“1 (B) = (B x Q x U) Cl /*Q, que es un abierto de 
por ser B x Q x U un abierto de B x Q x B.

Para ver la continuidad de la inclusión de objetos 
s' : B —> /*Q, se ha de considerar en B x Q x B la base 
de abiertos formada por:

A = {B\ x Oí x B> | Bi, B2 son abiertos en B
A Qi es un abierto en fi}.

De este modo, se tiene la siguiente base de abiertos en /*Q:

13= {fQnÜ \Ü eA},

y la continuidad de é se reduce a estudiar si es abierto en B 
la contraimagen de cualquier abierto perteneciente a 13.

Sea pues U = (Bi x Qi x B2) Cl un elemento de 13. Si £ 
es la inclusión de objetos de Q, puede afirmarse que:

puesto que los elementos de con contraimagen por £ son 
las unidades del grupoide y por la relación entre las proyec­
ciones origen y destino de f*Q con las de Q, respectivamente 
(véase la Definición 4.3.20). Por ser f y g aplicaciones con­
tinuas, se tiene que y-1(£-1(Qi)) es un abierto en B y, en 
consecuencia, e-1(B) es un abierto en B.



156 Teoría de grupoides y algebroides

A continuación, se verá que la inversión t en y*Q es conti­
nua. En efecto, si U = /*Q n (Bx x Qx x B2) es un abierto 
perteneciente a 13, entonces se tiene:

= /*Qn(B2 x x BJ,

donde l es la inversión en Q. Esto se debe a que la definición de 
la inversión en /*Q es la dada por (x', t(£), y') para cualquier 
{y' ,^,x'). Al ser l continua, se tiene que B2 x ¿-1(Qi) x B\ es 
un abierto de B x Q x B y, en consecuencia, i-1 (17) es abierto 
de f*Q.

Por la continuidad de A y de 1, se tiene asegurada la de la 
proyección destino en virtud de la Proposición 5.1.2.

Para terminar de demostrar que f*Q es un grupoide topo­
lògico, ha de verse la continuidad de la multiplicación p en 
/*Q. Para ello, considérese el conjunto:

k={(y', G B x Q * Q x B | a(g) = x',^ = y'}.

También se considerarán las aplicaciones auxiliares:

F: > A
(« r),y'), (y1, x'))^ (z', (y, £), x'\

idp x p x idp : A

Ambas aplicaciones son continuas como se verá a continuación.

La prueba de la continuidad de F es la que sigue. Sea 
U = B} x Ü x B2 un abierto de la base natural de la topología 
producto en B x * Q x B. Entonces se tiene que 
Ü = (17i x U2) A Q * Q y que:

F-1(17) = (Bi x 17i x B x 172 x B^} n fü * fü.
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Obviamente, F 1(t7) es un abierto en /*Q * /*Q, con lo que F 
es continua.

La continuidad de id^ x p x id^ se tiene por ser el producto 
de tres aplicaciones continuas con respecto a las topologías 
consideradas en la proposición.

En consecuencia, la aplicación (idg x p x idp) o F : 
/*Q * /*Q —> f*íi es continua. Pero esta aplicación coincide 
con la multiplicación p en /*Q, pues dados 
(z', rp y'), (y', 0 z') € /*Q se verifica:

{id^xp x idg) o F((/, y, y'),(y',^x'}}
= (idp x px idg^z', (r¡,^,x') = (z'^^x').

Por consiguiente, se tiene que la multiplicación en /*Q es con­
tinua y que /*Q es un grupoide topològico.

2. Hay que demostrar que / es un morfismo de grupoi­
des topológicos. Ya se vio, en la Proposición 4.3.20, que f 
es un morfismo de grupoides, por lo que sólo resta probar que 
f : f*n —> Q es continua. Así, si U es un abierto de Q, se 
tiene que:

f~\U) = fQ^B xU x B),

por lo que es un abierto de f*Q.

3. Hay que demostrar que f es un pullback. En virtud del 
Corolario 4.3.24, se tiene que f es un pullback en la categoría 
Qrd de los grupoides. Por lo tanto, dado : $ —> Q un 
morfismo continuo, existe un único : í —> /*Q tal que

= / ° '0. Pero si es un pulback con respecto a los morfismos 
continuos, la factorización debe de ser la misma puesto que los 
morfismos continuos son también morfismos de grupoides. En 
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consecuencia, debe probarse que el morfismo es continuo. 
Recuérdese que la construcción de este morfismo se realizó en 
la Proposición 4.3.23 y que consistía en lo que se indica en el 
siguiente diagrama:

í —> Q —/*Q

í " w (/WO),<),/(««)))).

En consecuencia, se tiene que funciona como la aplicación 
definida como £ h-> (f o /3 o f o a o ^Xí)» Que es una 
aplicación continua. □

Una vez demostrada la proposición anterior, se está en condi­
ciones de introducir el concepto de grupoide imagen inversa para 
los grupoides topológicos, tal como se muestra en la siguiente:

Definición 5.3.4. Con la notación de la proposición anterior, 
el grupoide f*fl se denomina grupoide imagen inversa de Q 
por f y al morfismo de grupoides f se lo denomina morfismo 
imagen inversa.

Recuérdese que, en el caso de un grupoide, se verificaba que 
el morfismo imagen inversa era biyectivo a trozos. Para grupoides 
topológicos se tiene un resultado análogo. En concreto, el morfismo 
imagen inversa va a ser homeomorfismo a trozos como se afirma en 
la siguiente:

Proposición 5.3.5. El morfismo imagen inversa es
un homeomorfisnao a trozos.

Demostración. Dado f : B —> B, se probará que f es un 
homeomorfismo a trozos. En efecto, se tiene que f es biyectivo 
a trozos y continuo a trozos (pues es continua de forma global).
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Por lo tanto, si se demuestra que f es abierta a trozos quedará 
probada la proposición.

Sea, pues, un abierto U en (/*Q)^. Entonces U= {y}xÜ^x{x} 
con Ü un abierto en Q y = Ü El , que es abierto en ■ 

Por lo tanto, f(Uj = Ü%, que es abierto en En conclusión f 
es abierta a trozos. □

Se demostró en la Proposición 4.3.23 que un morfismo de gru­
poides era un pullback si y sólo si era una biyección a trozos. Para 
morfismos continuos sólo se tiene la condición necesaria análoga 
para que un morfismo continuo sea un pullback:

Proposición 5.3.6. Si un morfismo continuo es un pullback, 
entonces es un homeomorfismo a trozos.

Demostración. Si fi es un pullback, la aplicación continua fio (la 
aplicación sobre las bases de los grupoides relacionados por fifi in­
duce el pullback fio que es homeomorfismo a trozos en virtud de la 
Proposición 5.3.5. Haciendo uso del razonamiento aplicado en la 
demostración de la Proposición 4.3.23, se obtiene la existencia de 
morfismos continuos 'fii : Q —* fiofil y ^2 : fio^ —* tales que 
fi = fio o y fio = fiofiz. Por lo tanto, fii o02 y son identi­
dades y ipi es un homeomorfismo entre Q y en particular, fi\ es 
un homeomorfismo a trozos. Como fio es homeomorfismo a trozos, 
entonces fi es homeomorfismo a trozos, por composición. □

Nota 5.3.7. Al contrario que en la, Proposición 4-3.23, no se ha 
demostrado aún que todo homeomorfismo a trozos es un pullback, 
ni se ha conseguido un contraejemplo de esta situación.

En este punto, sólo quedaría factorizar morfismos continuos que 
conserven la base (aunque esta factorización no sirva para genera­
lizar resultados de morfismos continuos que conserven bases al caso 
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de morfismos continuos en general). Para llegar a tal factorización, 
se definen los grupoides cociente topológicos.

Definición 5.3.8. Sea Q un grupoide topologico sobre B y 
un subgrupoide normal. Un grupoide topologico $ y un morfismo 
continuo v : Q —* se dicen grupoide cociente topològico
Q/$ y proyección natural t| : O —* Q/í si para cada morfisrno 
de grupoides topológicos d> : Q —► Qi sobre ^>o : B —> Bi tal 
que </>($) C Bi, existe un único morfismo de grupoides topológicos 
(j) : 'P —> Qi tal que o p = esto es, el siguiente diagrama es 
conmutativo:

Q' = Q'

Nótese que un grupoide cociente topològico no necesariamente 
coincide con el grupoide cociente algebraico, definido en la Proposi­
ción 4.3.6. Este hecho difiere de lo conocido para teoría de grupos 
topológicos. De hecho, si G es un grupo topològico y H un sub­
grupo normal suyo, se tiene que G/H, con la topología de identifi­
cación, es el grupo topològico cociente, ya que la proyección natural 
G —► G/H es abierta. Es precisamente en este punto donde re­
side el problema principal para la teoría de grupoides topológicos: 
el morfismo h no tiene que ser abierto con respecto a la topología 
de identificación de Q/<h (como puede verse en el Ejemplo 5.3.11). 
Además, tampoco se ha conseguido probar que, supuesto abierto 
el morfismo t|, el grupoide Q/í, con la topología de identificación, 
sea necesariamente el grupoide cociente. No obstante, se tiene la 
siguiente:

Proposición 5.3.9. Sean Q un grupoide topològico sobre B y 
un subgrupoide normal suyo tal que t| : Q —> Q/í sea abierta con 
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respecto a la topología de identificación de Q/$ y tal que el anclaje 
[/31, a'] : (I> —> Im[f3', a'] sea abierta en su imagen. Entonces, 
el grupoide cociente topològico coincide con el grupoide cociente 
algebraico, en el que se considera, la topología de identificación.

Demostración. Se dejará para el final demostrar que Q/$ es un 
grupoide topològico. No obstante, se supondrá demostrado para 
probar la propiedad de factorización del grupoide cociente. Tam­
bién debe recordarse que la aplicación fa es un morfismo de grupoides 
(véase la Proposición 4.3.9) y que además es continuo ya que la 
topología de identificación es la menor topología que hace continua 
a una aplicación.

Se pasa, pues, a probar la propiedad de factorización de un mor­
fismo fi : Q —> Qi con respecto a t] tal como se indica en la 
Definición 5.3.8. En la demostración de 1 en la Proposición 4.3.14, 
se definía el morfismo de grupoides:

:[€]-<).

Este morfismo de grupoides estaba bien definido, pues para ello 
sólo se requería la condición ^($) C B{. La continuidad de fi se 
demuestra a continuación.

Sea U un abierto en Qi, entonces se tiene que 
= fi-\Ufi En efecto,

€ e fi o «0 = MD = O fi-\U).

Al ser fi un morfismo continuo, se obtiene que fi~l(U) es un abierto 
en Q y, por tanto, ^~1{fi~1(U)) es abierto en Q. Puesto que Q/í 
está dotado de la topología de identificación, el conjunto fi-^Uj es 
un abierto en Q/4». En consecuencia, fi es un morfismo continuo.

Queda probar la unicidad de fi. Ésta se debe a que si existe otro 
morfismo fi : 0/$ —* Q], éste debe verificar que fi = fi o h. Como 
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tj es sobreyectiva, cualquier elemento [£] G Q/í está definido por 
un elemento £ G Q por medio de t|. Por lo tanto, se tiene:

= ^],
con lo que V’ =

Se pasa pues a demostrar que Q/$ es un grupoide topológico 
sobre B/^, con lo que habrá concluido la prueba. Para ello, ha 
de probarse la continuidad de las cinco aplicaciones que definen la 
estructura de grupoide:

1. Sea & : Q/í> —> B/^ la proyección origen de Q/í y a la 
proyección origen en Q. Sea U un abierto en B/^, entonces 

es un abierto en B por la continuidad de t|. Además, 
se tiene que 1 (tio-1 (t/)), ya que:

Como a y t|o son aplicaciones continuas, se tiene que 
y, por tanto, (a~] (U)) son abiertos en Q. En

consecuencia, a~ 1(U) es un abierto en Q/$, por tener en Q/d? 
la topología de identificación. Por lo tanto, á es continua.

2. Se probará que la inversión l: Q/í —* Q/d> es continua. Sea 
l la inversión en Q, que se sabe continua. Sea U un abierto en 
Q/d>, entonces se tiene ya que se
verifica:

La continuidad de t] y de ¿ demuestra que i-1 (t|-1 (U)) y, por 
tanto, ^(r-1^)) son abiertos en Q. Dada la topología de 
identificación sobre Q/í, se tiene que ^(U) es abierto en 
Q/$. Esto concluye la continuidad de 1.
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3. La proyección destino ¡3 en Q/í es continua en virtud de la 
Proposición 5.1.2.

4. Se estudia ahora la continuidad de la inclusión de objetos 
s \ B/$ —► Q/d>. Para ello, considérese la inclusión de ob­
jetos e : B —* Q y un abierto U en Q/í. Se tiene que

1 (ti-1 (£/)), puesto que:

x g M = [2]=e
««erW-

La continuidad de t] y e implica que t]o”1(£~1(17))=E_1(t|“1(^)) 
es un abierto en B y que, por tanto, É~1(U) es un abierto en 
Bcon la topología de identificación de t)o- En consecuencia, 
e es continua.

5. Queda probar la continuidad de la multiplicación 
p : Q/$ * Q/d> —* Q/d> en Q/$. Se tomará como base las in­
dicaciones dadas en la prueba del Teorema 1.6 del Capítulo III 
de [31], En primer lugar, sea D el conjunto:

(h x G Q x Q | G $ tal que
está definido}.

En segundo lugar, se probará que la aplicación 
t| x t||£) : D —» Í1/(I>*Q/<I? es abierta. En efecto, como la apli­
cación t| es abierta por hipótesis, la aplicación 
t; x t] : Q x Q —> Q/d> x Q/d> es abierta. Obsérvese que 
t| x coincide con O/í * Q/d> por la propia definición de 
D. Entonces b x t¡|p es la restricción de b x a a D y su imagen. 
Sea, por tanto, U un abierto en D, se tiene que U = Ü O D 
con U un abierto en Q x Q. Además, se verifica:

b x b|£>(C) = b x tj(C) = ti x b(^ n £>).
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Y se va a probar que:

h X t](t7 n O) = 11 X n lq x ^D).

En efecto, como la inclusión a la derecha ya se tiene, 
queda por demostrar la inclusión a la izquierda. Sea 
[£] G I] x ^((7) D|] x entonces se tiene que [£] es un 
elemento de Q/$ * Q/d> y existe un elemento (f?, £) de Ü tal 
que t| x t|(77, £) = [£]. Por lo tanto, al ser D saturado para t| x t] 
se tiene:

D = (i x ir1 (h x i)(D) = (h x «-‘(íi/í * ll/í),

por lo que (t), £) pertenece a DQÜ y [£] pertenece a |qxt|(t7nZ)). 
En consecuencia, t| x t||p(?7) es un abierto en Q/d> x Q/d>, por 
ser t] x §(Ü) un abierto en Q x Q.

En tercer lugar, sea Af' el conjunto im[0', a'], que es un sub­
conjunto de B x B. Se tiene que D coincide con 
(o x C Q x Q, ya que:

(r¡, £) G D O 3( G í tal que está definido

O 3£ G í tal que < a'(C)=a'(C)=O /

^>3(GÍ tal que E (a X (3) l(j3'C,a'Q

Sea D el conjunto {(??,£,£) G Q x d> x Q | r/^ está definido}. 
Entonces se tiene que D es el pullback dado por el siguiente 
diagrama:

D ----- > D



Grupoides topológicos 165

En efecto, el pullback de estas dos aplicaciones es el conjunto:

D, = {(C G $ X D I K,/3'](C) = (« X ^(77^)}

(véase [41]). Como decir que [/?', a'](0 = equivale
a que 77^ esté definido, entonces D es homeomorfo a Di de 
forma natural, ya que D coincide con {a x

Se verá ahora que, al ser [/3', az] : d? —> M’ abierta, la apli­
cación del pullback p : D —> D : (77, g) h-> (77, £) es abierta. 
En efecto, sea A un abierto de D, entonces A es de la forma 
(Ai x A2) Cl D. con Ai un abierto en $ y A2 un abierto de 
D. Entonces g(A) coincide con G Ai | [f3', az](C) G A2}, 
donde q : D —* d> es la otra aplicación del pullback. Por lo 
tanto, q(A) coincide con Ai Cl [/3Z, q']-1(A2) que es un abier­
to de í. Como [/31, az] es abierto, entonces [/3\ az](q(A)) es 
un abierto en M' y la continuidad de a x asegura que 
(a x az](g(A))) es un abierto en D. Por lo tanto p

* n/<í>

es abierta.

Considérese ahora la aplicación:

que es precisamente la restricción de p o (p x ido) : 
(Q x Q) x Q —> Q al dominio D, que posee la topología 
de subespacio topològico de Q x Q x Q. En consecuencia, 0 es 
continua.
Si se tiene en cuenta el diagrama conmutativo:

D

Í1 x Í||p
(5-2)

p Q/$
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al ser t| y # continuas, dado un abierto U en Q/í, entonces 
~1 (U)) es un abierto en D. Por la conmutatividad del 

diagrama (5.2), se verifica:

De aquí se obtiene:

que es un abierto en Q/$ * Q/d>, ya que se ha visto que tanto 
p como t| x t||p son aplicaciones abiertas. En consecuencia, la 
multiplicación en Q/í> es continua. □

Nota 5.3.10. Brown y Hardy en [10] demuestran que los gru­
poides topológicos cociente siempre existen, aunque la topología de 
Q/d? no tiene que ser la de identificación dada por el morfismo t]. 
El ejemplo que utilizan es el de los morfismos de grupoides triviales 
que aparece en el Ejemplo 5.3.11, aunque en esta monografía no se 
probará este hecho.

La presente sección concluye con una serie de ejemplos en los 
que aparecen los conceptos considerados hasta este momento.

Ejemplo 5.3.11. Si G es un grupo topologico y B es un espacio 
topologico, entonces el grupoide trivial sobre B con grupo G, 
es decir, B x G x B, es un grupoide topològico con la topología 
producto. La descripción de los morfismos de grupoides triviales 
dada en el Ejemplo 4.2.11 sigue siendo cierta si el morfismo de 
grupos f y la, aplicación 0 son continuas.

Ejemplo 5.3.12. Sea X una relación de equivalencia sobre un 
espacio topològico B. En el Ejemplo 4-3.26 se veía que X es un 
subgrupoide normal de B x B y que se podía identificar el grupoide 
(algebraico) con el grupoide producto y x e igualmente la
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proyección natural § : BxB —> con pxp : BxB —> x ,
siendo p : B —> y la proyección pertinente.

Mackenzie en [31] prueba que x y, con la topología producto, 
donde posee la topología, de identificación de p, es el grupoide co­
ciente topològico, aunque pxp no es necesariamente una aplicación 
de identificación.

En efecto, sea fi : B x B —> Q' un morfismo continuo sobre 
fio : B —> B' tal que fi(X) C B'. Elíjase b E B y defínase la 
aplicación a : B —* Q' como a(x) = fi(x,b), para cada x E B. 
Entonces se tiene <f{y, x) = para cada, x,y E B. Por lo
tanto, si (y,x) E X, entonces fi(y,x) E B; con lo que <j(x) = a(y). 
De este modo, puede definirse:

ó : — —» Ll' : [rr] H-> a(x).

Ahora probamos que a es continua. Al ser a continua y aop = a. 
se tiene que es un abierto de B, para cada, abierto U
en Pl'. Por tanto, cr~\U) es un abierto de para cada abierto U 
en Ll1.

La continuidad de A permite definir la aplicación:

—*Q' : M) y) =

que es continua directamente. Por lo tanto, x es grupoide 
cociente topològico.

Ejemplo 5.3.13. Sea 7 : G x B —» B una acción continua 
del grupo topològico G sobre el espacio topològico B. Entonces el 
grupoide acción G x B, con la topología producto, es un grupoide 
topològico sobre B. Siguiendo la notación del Ejemplo j.l.ll, las 
proyecciones origen y destino, a y fi son continuas de forma in­
mediata.
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La aplicación inclusión de objetos, e, es continua. En efecto, sea 
1 el elemento neutro del grupo G y sea U\ x U2 un abierto básico 
de G x B, entonces E~\U\ x Uf) es un abierto de B, ya que:

E~\UX X Uf) =
\u2 
< 
l0>

si 1 G Ui, 

en otro caso.

La inversión b : G x B —> G x B es continua. Si Uj x U2 es 
un abierto básico de G x B entonces se verifica:

L-^Ur X U2) = Ü1x U2,

donde U\ es el conjunto definido como:

Ui = {g 1 | g £ Uf},

que es un abierto por ser la acción 7 continua.

Por último, la multiplicación p : (G x B)* (G x B) —* G x B 
del grupoide es continua. En efecto, dado que la aplicación producto 
p del grupo topològico G y la aplicación identidad ids 
en B son continuas, entonces se verifica que la aplicación 
p x ide : (G x G) x B —* (G x G) x B es continua y se tiene el 
siguiente diagrama conmutativo:

(G x B) * (G x B) (G x G) x B
P pxidg (5'3)

G x B _ G x B 
donde la aplicación 0 está definida como:

0({g‘2,g\xfi(g1,x')) = (g2,gx,xfi

para cada g2,gi G G y para cada x E B. Se tiene que 0 es continua, 
ya que si U = U\ x U2 x Bi es un abierto básico de (G x G) x B, 
entonces:

0~\U) = [(U2 x 7(Gb B^) x (U. x B^] n [(G * B) n (G * B)].
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Pero este conjunto es abierto en (G x B) * (G x B), ya que 
(U2 x x x Bi) es abierto en (G x B) x (G x B).
Todo lo anterior lleva a que la aplicación p es continua.

Ejemplo 5.3.14 (Grupoide fundamental). En el Ejem­
plo j.1.13 se definía el grupoide fundamental tvB de un espacio 
topològico B. Si se supone que B es arcoconexo y semilocalmente 
simplemente conexo, el grupoide fundamental es un grupoide topo­
lògico al considerarlo con la topología, de identificación del espacio 
de los caminos continuos C^I^B) en B con la topología compacto- 
abierta, via la, proyección natural:

p : CfifiB} —> tvB.

Este ejemplo se debe a Brotan y Danesh-Naruie, los cuales lo es­
tudiaron en [8]. Mackenzie lo indica de nuevo en el Ejemplo l.lj 
del Capítulo III de [31].

5.4 Grupoides localmente triviales

A continuación, se va a tratar sin excesiva profundidad, por razones 
de extensión, un tipo de grupoides topológicos que permite hacer 
una aclaración sobre la primera definición de grupoides de Lie, con­
siderada por Pradines en [44]. Los grupoides a los que se hacen 
referencia son los denominados grupoides localmente triviales, cuya 
definición es debida a Ehresmann [19] y que han sido profusamente 
estudiados a lo largo de los años en los que ha florecido la teoría de 
los grupoides topológicos. El lector interesado puede tomar como 
referencias [9, 19, 31],

Se comenzará con el concepto de grupoide topològico localmente 
trivial, acompañándolo de algunas nociones relacionadas con él.
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Definición 5.4.1.

1. Un grupoide topològico Q sobre B se dice localmente trivial 
si existen bE B, un recubrimiento por abiertos {Ui} de B y 
aplicaciones continuas a¡ : Ui —> Llb tales que /3b o a, = id^, 
para todo i.

2. Las aplicaciones locales se denominan secciones locales 
de Ul o secciones descomponedoras locales.

3. Al conjunto de las secciones locales de Cl, es decir, al conjunto 
{(Ti : Ui —-* Q#} se le denomina sección-atlas de Q.

j. El grupoide Q se dice trivializable o globalmente trivial 
si existe una sección global a : B ■—* Ulb de Q.

La introducción de grupoides topológicos localmente triviales es 
de interés debido a que, en ellos, cualquier problema puede reducirse 
a un problema local relativo a grupoides triviales, cuya resolución 
puede posteriormente globalizarse al grupoide de partida. El pro­
blema es que esta técnica no es extensible a grupoides topológicos 
en general.

El siguiente resultado consiste en una caracterización por la cual 
se sabe cuándo es trivial un subgrupoide de los que aparecen en el 
Ejemplo 5.2.17.

Proposición 5.4.2. Sean Q un grupoide topològico sobre B y U 
un abierto en B. Si una aplicación continua cr : U —► Q& es una 
inversa a derecha de (3b, para algún bEB, entonces el subgrupoide 
topològico es isomorfo al grupoide trivial U x Ulbbx U mediante 
la aplicación continua:

T, : U x Ulb x U —: (y, A, .

Recíprocamente, si G es un grupo topològico y 
S : Ux G x U —> Uly es isomorfismo de grupoides topológicos 
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sobre U, entonces la aplicación a : U —► Q& definida como 
x i—> cr(x, 1,6) es inversa a derecha de /3b, para cualquier b E U.

Demostración. Hay que probar que S es una biyección tanto en 
los grupoides como en las bases en virtud de la Proposición 1.3.19. 
Si se tiene S(t/i , Ai, íti) = £(3/2^2,22), entonces se va a ver que 
(yuX^xJ = (y2,X2,x2/.

En efecto, se verifica que:

f3^(yi, Xi, .r¿)) = = yu i = 1,2,

puesto que cr es inversa a derecha de /3b', por lo tanto, y-[ = y2. 
Análogamente, considerando (x{, Xf^y,) para i = 1, 2, se tiene que 
xi = x2. De la expresión de la aplicación S se llega a que Ai = A2.

En consecuencia, E induce biyecciones tanto sobre los grupoides 
como sobre las bases. Por lo tanto, el morfismo de grupoides es 
isomorfismo. Lo que queda por probar es que la inversa de S es 
continua. Pero esto es cierto, puesto que la aplicación inversa es la 
dada por:

E-1 : ñg —. U x íí? x U : ( w

que es continua por serlo cada una de sus componentes.

El recíproco se demuestra directamente. □

Por último, se enumerarán algunos ejemplos de grupoides topo- 
lógicos localmente triviales, muchos de los cuales ya han aparecido 
en secciones anteriores de esta monografía.

Ejemplo 5.4.3. Los grupoides triviales son localmente triviales.

El grupoide frame visto en el Ejemplo f.1.12 es un grupoide 
localmente trivial. Para, una, demostración, véase el Ejemplo 1.13 
del Capítulo II de [31],
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El grupoide fundamental, visto en el Ejemplo 5.3.14, es un gru- 
poide localmente trivial. Para una demostración, se indica la lec­
tura de [8] o del Ejemplo 1.14 del Capítulo II de [31],

Igualmente, el grupoide imagen inversa de un grupoide local­
mente trivial es también un grupoide localmente trivial debido a la 
definición del grupoide imagen inversa.

5.5 Componente identidad

A continuación, se expondrá la generalización dada en [31], para 
grupoides topológicos, de dos resultados existentes para grupos 
topológicos: la componente de la unidad de un grupo topològico es 
un subgrupo suyo y dicha componente está generada por cualquier 
entorno de la unidad. De este modo, se enuncia la siguiente:

Proposición 5.5.1. Sea Q un grupoide topològico sobre B y 
sea 'PI la componente conexa de x en £lx, con x E B. Entonces, 
$ = es un subgrupoide ancho de Q, que se denomina
subgrupoide a-componente de la identidad de Q.

Demostración. Para cada x 6 B, se verifica que x E Por lo 
tanto, ’■P será un subgrupoide ancho una vez se demuestre que es 
un subgrupoide de Q. Se probará esta última afirmación.

En primer lugar, dados £ E y r¡ E ^y, se tiene = R^f)- 
Por la Proposición 5.2.9, R^ es un homeomorfismo de en Qs, 
por lo que la imagen por R^ de una componente conexa es una 
componente conexa. Como se cumple que n R^y) + 0, 
entonces se tiene 'P„. = R^fi), con lo que ?;£ e y es cerrada 
para la multiplicación.

En segundo lugar, dado £ E 'P^, se verifica que:

y = ^ = R^,
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con lo que se tiene que y G Como además es un
homeomorfìsmo, se verifica que R^ = Ìy

Al cumplirse la siguiente igualdad:

C1 = = R^fx)

y ser x un elemento de dG, se tiene que 6 d>y. En consecuencia, 
es cerrado para la inversión.

Lo anterior demuestra que T es subgrupoide de Q (de hecho, es 
subgrupoide topològico según la Nota 5.2.16). □

Nota 5.5.2. En general el subgrupoide d/ definido en la. Propo­
sición 5.5.1 no es subgrupoide normal de Q. Para, ello, véase el 
Ejemplo 3.7 del Capítulo II de [31].

Nota 5.5.3. De forma análoga a lo hecho en la Proposición 5.5.1, 
se demuestra que la /3-fibra ^y de d/ es la componente conexa de 
y de la, /3-fibra, Dy de Q, para cada, y E B. Por lo tanto, se puede 
definir un subgrupoide ancho de Q como d? = (JvgB rec^e 
nombre de subgrupoide /^-componente de la identidad de Q.

Además, en dicha proposición, se demuestra implícitamente que 
la componente conexa de que contiene a f E Dy es precisamente 
R^y). Igualmente la, componente conexa de Cly que contiene a 
dicho £ es

Para poder llegar a un concepto en Teoría de Grupoides análogo 
al de entorno de la unidad que se conoce en Teoría de Grupos, hace 
falta demostrar la siguiente:

Proposición 5.5.4. Sea Q un grupoide topològico sobre B y 
sea U un subconjunto de Q que sea simétrico (es decir, B C U 
y = U) y tal que cada Ux es abierto en Dx. Entonces el 
subgrupoide ancho d> generado por U verifica, que dG es abierto en 
Iìx, para cada x E B.
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Demostración. El subgrupoide $ generado por U es el definido 
como:

{Cn • ■ • 6 I 6 £ U, i = l,...,n;nE N}, 

es decir, el conjunto formado por todos los productos finitos obte­
nidos con los elementos de U. $ es un grupoide puesto que U es 
simétrico y, por tanto, los inversos y las unidades están en U. El 
hecho de que $ es ancho se debe a B C U.

Por otro lado, dado x G B y n E N, cada uno de los productos
• • -£i de n elementos de U tal que a(£i) = x puede escribirse 

como un producto de un elemento de U con un producto £ de n — 1 
elementos de U, y viceversa. Formalmente, se puede denotar como:

{^n • <i | Z7}= | ( es un n-1 producto de U}.

Como es un abierto de Ulx por hipótesis y es un homeo- 
morfismo para cada el conjunto de los productos de n elementos 
de U con proyección origen x es un abierto en Dx. En consecuencia, 
$3- es un abierto en Dx por ser unión numerable de abiertos. □

De este modo, puede introducirse el concepto de a-entorno simé­
trico del subgrupoide identidad.

Definición 5.5.5. Un conjunto U verificando las condiciones de 
la Proposición 5.5.4 se dice a-entorno simétrico de B en Q.

Esta sección se concluye probando que los a-entornos simétricos 
del subgrupoide identidad, definidos en la Definición 5.5.5, pueden 
generar a la a-componente de la identidad del grupoide topològi­
co dado de partida. Para llegar a dicho resultado es necesaria la 
siguiente:

Proposición 5.5.6. Sea Q un grupoide topològico sobre B, sea 
$ un subgrupoide ancho de Q tal que es un abierto en para 
todo x E B. Entonces es cerrado en para todo x E B.
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Demostración. La diferencia conjuntista Qæ \ <Í>T coincide con 
la unión de los conjuntos con £ recorriendo
G/pIp. Como es abierto en y R^ es homeomorfismo, en­
tonces R^^gr^ es abierto en Qx. Por lo tanto, se llega a que Q\<Læ 
es unión de abiertos en Çlx, lo que concluye la demostración. □

De este modo, se está en disposición de afirmar que cualquier 
a-entorno simétrico del subgrupoide identidad genera a la a-compo­
nente de la identidad como se demuestra en el siguiente:

Teorema 5.5.7. Bajo las hipótesis de las Proposiciones 5.5.J¡. 
y 5.5.5, U genera al subgrupoide a-componente de la identidad 'P 
de Q.

Demostración. Para cada x E B, se tiene que y x son abier­
tos en Çlx. Como tanto í y í son subgrupoides anchos de Q, en­
tonces y dp son también cerrados de Qæ por la Proposición 5.5.6. 
Por lo tanto, A dp es un abierto y cerrado de dp, para cada 
x E B.

Por otro lado, es conexo para cada x E B por ser componente 
conexa de Qx. Además, para cada x E B, se tiene n 0, 
por lo que dp = P ya que es un abierto y cerrado de dp. En 
consecuencia, d> y 'P coinciden, lo que concluye la demostración. □

5.6 Secciones admisibles
Para finalizar este capítulo, se van a tratar las secciones admisibles 
de un grupoide topològico para poder estudiar con un poco más de 
profundidad las traslaciones a izquierda de un grupoide topològico. 
Estas, como se verá en esta sección, se podrán identificar con las 
secciones admisibles mediante un isomorfismo de grupos. Se comen­
zará definiendo ambos conceptos, tanto el de traslación a izquierda 
como el de sección admisible.
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Definición 5.6.1. Sea Q un grupoide topológico sobre B. Se 
definen:

1. Traslación a izquierda sobre Q es todo par de homeomor- 
fismos fi : Q —> Cl, fio : B —-* B, tales que ¡3 o fi = fi0 o /3, 
a o fi = a y tal que, para todo x G B, fix : es
L^, para algún £ G

2. Sección admisible de Q es toda aplicación a : B —> Q 
continua, que sea inversa a derecha de a : Q —> B y tal que 
/3 o a : B —* B es homeomorfismo. El conjunto de secciones 
admisibles de Q se denota por TQ.

Nota 5.6.2. Dada a G TQ, se define : Q —-» Q como 
£ h-> cr(Z?(C))€- Esta definición es consistente puesto que 
a o afi3(fi)) = De este modo, se obtiene una traslación a 
izquierda sobre Q dada por y ¡3 o a.

Obsérvese que la inversa de es la aplicación definida como:

que es continua por composición de aplicaciones continuas.

Nota 5.6.3. Existe el recíproco de la nota anterior. Sean fi y 
fio una traslación a izquierda de Q. Dado x E B, se elige £ G Q1 
y se define afir) = 0(£)£-1- Se pasa, a demostrar que a está bien 
definido.

Como fi es traslación a izquierda, fix coincide con Lg para al­
gún 0 G luego, fi(fi) = 6C Ahora sea y otro elemento de 

distinto de C entonces por el mismo motivo se verifica que 
fifirf) = 0r¡ y, por lo tanto, que:

M)€-1 = # =
con lo que a está bien definido.
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Además la aplicación a es continua por ser la proyección destino 
[3 una identificación (como se vió en la Proposición 5.1.3) y por 
cumplirse 0q = /3oa. En consecuencia, o es una, sección admisible 
y se tiene que fi = La.

En función de lo visto en las Notas 5.6.2 y 5.6.3, se obtiene la 
siguiente:

Definición 5.6.4. Dada una sección admisible <7 de un grupoi- 
de topològico Q, se denomina traslación a izquierda corres­
pondiente a cr a La junto a (3 o cr.

A continuación, se probará que las traslaciones a izquierda for­
man grupo respecto de la composición. Esta estructura de grupo 
servirá posteriormente para definir una nueva estructura de grupo 
en las secciones admisibles.

Lema 5.6.5. El conjunto de traslaciones a izquierda de un gru- 
poide topològico es un grupo bajo la composición.

Demostración. Sean fi y fi : Q —> Q junto a fio y fio : B —> B. 
respectivamente, dos traslaciones a izquierda de Q. Entonces 
fi o fi : Q —> Q junto a fio ° fio : B —* B es una traslación 
a izquierda de Q. En efecto:

1. Tanto fio fi como fio ° fio son homeomorfismos por composición 
de homeomorfismos.

2. /3 o (fi o fi) = (0O o fio) o/3 y a o (0 o 0) = a.

3. Dado x G B, se sabe que fix coincide con para algún 
£ G y que fiòAD coincide con Lv para algún r¡ G ■
En consecuencia, se tiene:

(0 o fi)x = fi^'W o^ = L,oLc = L^.
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Además, el elemento unidad de este grupo consiste en la trasla­
ción a izquierda definida por la identidad en Q, id^, junto con la 
identidad en B, id^, ya que ambos son homeomorfismos, cumplen 
las propiedades con respecto a las proyecciones origen y destino del 
grupoide topològico Q y, para cada elemento x e B, se verifica que 
id^x coincide con L^.

Por último, el elemento inverso de la traslación a izquierda dada 
por 0 y 0q es el par de homeomorfismos 0“1 y 0o-1. Este par de 
homeomorfismo es una traslación a izquierda sin más que considerar 
que si para x E B la aplicación 0T coincide con L^, entonces 0~p 
coincide con L^-i. □

Se transferirá la estructura de grupo existente en el conjunto de 
las traslaciones a izquierda al conjunto TQ de secciones admisibles 
de Q.

Proposición 5.6.6. Sea Q un grupoide topològico sobre B. En­
tonces TQ puede ser dotado de estructura de grupo, respecto a la 
multiplicación *, definida como:

(cr * t^x) = a((j3 o t)(x))t(x) x E B,

donde la aplicación inclusión de objetos £ : B —> B es el elemento 
unidad del grupo y la inversa viene dada por:

cr^^x) = a((j3 o xEB.

Además, la aplicación definida como a i—» La es un isomorfismo de 
grupos, es decir, LC*T = La o LT.

Demostración.

1. En primer lugar, se tiene, por la Nota 5.6.2, que:

La o = L^/3^ = <r o /?(r(M))£)r(M))e
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Pero la sección admisible a asociada a la traslación a izquierda 
o Lt viene definida, según la Nota 5.6.3, como sigue: sea

x E B y sea € Q1, entonces:

^('rW))€)'r(^(€))=^°
Por lo tanto, la multiplicación * que se ha definido sobre TQ 
es la operación inducida por la composición en las traslaciones 
a izquierda.

2. En segundo lugar, la inclusión de objetos £ es el elemento 
unidad de la operación *. En efecto, dada una sección admi­
sible o en Q, se tiene:

£ * cr(z) = e((/3 o a^x^a^x) = (j3 o cr)(rr)a(x) = a(x)

para cada xeB. Análogamente, se demuestra que a* £ = o.

3. En tercer lugar, se va a probar que, dada una sección ad­
misible cr en Q, la aplicación cr-1 : B —► Q definida como 
cr-1(x) = cr((X? ° rr)-1^))“1, para cada x E B, es una sección 
admisible.

En efecto, la aplicación cr-1 es continua por ser la composición 
de la inversa del homeomorfismo /3 o cr seguida de la sección cr, 
seguida después de la inversión en el grupoide.

Además cr-1 es inversa a derecha de a ya que:

a o a~1(x)=a{cr((l3 o cr)“1(x))“1)=/3 o cr((/3 o cr)-1(a;))=x,

para todo x E B.

También se cumple que (3 o cr-1 es un homeomorfismo. Para 
ello, hay que ver como actúa ¡3 o cr-1. Sea x E B, entonces se 
tiene:

/3o a 1(.T)=,d(cr((/3o cr) ^x)) *)=ao cr((/3o cr) ^z)). (5.4)
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Pero al ser o o cr la aplicación identidad en B, de (5.4) se 
obtiene que:

(3 o = ((3 o cr)-1(z);

por lo que la aplicación recíproca de (3 o cr-1 es la aplicación 
(3 o a, la cual se sabe que es un homeomorfismo. Por lo tanto, 

o cr-1 también es homeomorfismo y la aplicación cr-1 es sec­
ción admisible en Q.

4. La sección admisible ex 1 que se ha definido es el elemento 
inverso de cr respecto a la operación *.

Para ello, se verá que ex * cr-1 es idéntica a la aplicación e, 
que es el elemento unidad. En efecto, sea x G B, entonces se 
verifica:

ex * <7-1(x) = cx(/3 o <T-1(rr))cT_1(rr)

= o o (t)“1^))"1
= cr(a o a(((3 o <j)_ 1 (x)))ex((J3 o cr)-1^))“1

= a^(3 o o 1

= (3 o cr((/3 o cr)-1(rr)) = x = e(x).

Análogamente se demuestra que cr-1 * cr coincide con e.

5. Por último, se tiene que La o LT y coinciden, ya que se 
ha definido ex *t como la sección admisible asociada a La o LT 
como se vio en las Notas 5.6.2 y 5.6.3. □

Se continuará estableciendo un morfismo de grupos entre el grupo 
de las secciones admisibles de un grupoide y el de los homeomorfis­
mo de su base. Este hecho es el que se demuestra en la siguiente:

Proposición 5.6.7. Si Q es un grupoide topológico sobre B, la 
aplicación (3* : PQ —> Hom(B) del grupo de las secciones admi­
sibles de Q en el grupo de los homeomorfismos de B en sí mismo, 
definida como (3* (a) — (3 o ex, es morfismo de grupos.
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Demostración. En primer lugar, se verá que el elemento unidad 
e de TQ va en la aplicación identidad de B. En efecto, sea x E B, 
entonces:

(3 o £-(t) = ¡3(x) = X = ÍdB(x).

En segundo lugar, dadas las secciones admisibles cr y t, se ha de 
demostrar que (3 o (a * r) y {(3 o a) o (j3 o t) coinciden. En efecto, 
sea x E B. entonces se tiene:

(3 o (cr * r)(x) = (3 o a(j3 o □

A continuación, se darán algunos ejemplos de secciones admisi­
bles. En primer lugar, se estudiarán cuáles son las secciones admi­
sibles de un grupoide topològico trivial.

Ejemplo 5.6.8. Sea BxGxB el grupoide topologico trivial de 
B sobre el grupo topològico G. Entonces, el grupo T(B x G x B) 
de las secciones admisibles está formado por las aplicaciones de la 
forma:

(fi), 6, idB) : B —> BxGxB

x (fi(xfi0(xfixfi

donde (f : B —> B es un homeomorfismo y 3 : B —> G es una 
aplicación continua.

En efecto, por su definición, las aplicaciones de la forma 
(f),3,idB) antes indicadas son secciones admisibles. Ahora bien, 
si cr : B —> BxGxB es una sección admisible, entonces al ser 
cr continua, cada proyección de la aplicación cr en cada una de sus 
componentes es una aplicación continua. Además /3 o cr, que es la 
tercera proyección, es un homeomorfismo y aocr, que es la primera 
proyección, es la aplicación identidad en B. Por lo tanto, se tiene 
la siguiente igualdad:

T(B x G x B) = {(fi,0,idB) | fi E Hom(B),0 E ^(B-G)}.
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Debido a la expresión de sus elementos, L(B x G x B) 
se puede identificar con el conjunto definido como 
{(fi, 0) | fi E Hom(B),# E J-(B-,G)}, asociando a (fi,6) la sección 
admisible (fi, 3, id^fi La operación * definida sobre T(B x G x B) 
resulta, mediante la identificación:

(fi?,^ * (fii,3fi = (fi2 o fil, (02 o fil)0fi,

y la inversa resulta:

(fi,^1 = (fi ,̂ L O 0 O fi~lfi

con l : G —+ G : g g^1 la inversión del grupo G, que es 
continua por ser grupo topològico.

En segundo lugar, se estudiarán las secciones admisibles del 
grupoide trame de un fibrado vectorial y se probará que están en 
biyección con los isomorfismos del fibrado vectorial dado en sí mis­
mo.

Ejemplo 5.6.9. Sea (E,p,B) un fibrado vectorial. Sea n(E) el 
grupoide frame de E (véase la Definición 4.1.12). Dada una sección 
admisible a E puede definirse un morfismo de fibrados
vectoriales, que se denotará igualmente por a, sobre /3 o <j, como:

cr : E----> E : u h-> (r(p(u))(u),

que está bien definido, puesto que la sección admisible a lleva a un 
elemento de B en un elemento de m(.E).

Entonces se tiene que la operación * en m(E) está definida 
como a * t = cr o t y que su elemento unidad es idE, la aplicación 
identidad en E. De este modo, cada (a^oa) es un B-isomorfismo 
de fibrados vectoriales.

Recíprocamente, dado un isomorfismo de fibrados vectoriales 
fi: E—>E sobre fio: B—>B, la aplicación a: B—dll-E) definida
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como x j)x E es una sección admisible de II(E) y el
morfismo de fibrados vectoriales inducido por cr es (fi

La continuidad de la sección admisible se obtiene usando la 
trivialidad, local.

Para finalizar la sección se dan las definiciones locales de sección 
admisible y de traslación a izquierda.

Definición 5.6.10. Sea Q un grupoide topològico sobre B y sea 
U un abierto en Q. Se denomina sección local admisible de Q 
sobre U a toda aplicación a : U —* Q continua que sea inversa a 
derecha de la proyección a de Q y tal que (3 o a : U —* {¡3 o a)(U) 
es un homeomorfismo.

Al conjunto de secciones locales admisibles en U se le denota 
por P[/Q.

Definición 5.6.11. Dada a E P[/Q, si se denota por V a 
{(3 o se define la traslación local a izquierda induci­
da por a como la aplicación La : Clu —> Clv, definida según 
€ - ^(3^.





Capítulo 6
Grupoides diferenciables

En el Capítulo 4 se estudiaron los grupoides desde un punto de 
vista general y se trasladaron a dichos objetos los conceptos y 
propiedades existentes en Teoría de Grupos. Posteriormente, en el 
Capítulo 5, se hizo lo propio con los grupoides a los que se les super­
pone una estructura topològica, esto es, los grupoides topológicos.

El lector debe tener en cuenta que el concepto de grupoide y de 
grupoide topològico son una generalización del de grupo y grupo 
topològico, respectivamente. Por tanto, si en Teoría de Grupos se 
tiene, que tras estudiar los grupos y los grupos topológicos, suelen 
estudiarse los grupos diferenciables, que son aquellos que poseen 
una estructura diferenciable compatible con la operación de grupo, 
parece lógico pensar que el siguiente paso será definir el concepto 
análogo al de grupo diferenciable en Teoría de Grupoides. Este 
concepto es el de grupoide diferenciable y se tratará sin profundizar 
demasiado debido a que requeriría de herramientas de mayor calibre 
que las ya utilizadas hasta el momento en esta monografía. Si 
el lector tiene interés en este tema puede tomar como referencias 
[19, 31, 35, 58],

No obstante, el concepto de grupoide diferenciable se tratará con 
la profundidad necesaria para que se pueda construir, en el Capí­
tulo 7, el algebroide de Lie asociado a un grupoide diferenciable y 
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un funtor de Lie entre los grupoides diferenciables y los algebroides 
de Lie.

6.1 Grupoides diferenciables

Los grupoides diferenciables constituyen, como se dijo anterior­
mente, la generalización de los grupos diferenciables en el caso de 
grupoides. Pero la definición que se ha ofrecido de grupoide dife- 
renciable, desde que Ehresmann la introdujo en una serie de artícu­
los [16, 17, 18, 19] en la década de 1950, ha variado dependiendo 
de los autores que la han tratado. Esta monografía seguirá la defini­
ción de grupoide diferenciable dada por Pradines 144], pero en la 
versión de Mackenzie [31]. No obstante, en la Nota 6.1.10 se co­
mentan algunas de estas otras definiciones existentes del concepto 
de grupoide diferenciable.

En esta sección se verán algunas propiedades de las aplicaciones 
que definen la estructura de grupoide cuándo éste es diferenciable 
y se tratarán las traslaciones a izquierda y a derecha de un grupo; 
estas últimas son de gran interés porque serán una pieza clave en 
el Capítulo 7 para la construcción del algebroide de Lie asociado a 
dicho grupoide diferenciable.

En primer lugar, se definirá el concepto de grupoide diferenciable 
como sigue.

Definición 6.1.1. Un grupoide diferenciable es un grupoi­
de Q sobre B con estructura de variedad diferenciable tanto sobre 
Q como sobre B verificándose que las proyecciones origen y des­
tino a, /3: Ul —-> B son submersiones sobreyectivas y la inclusión 
de objetos e : B —► Q y la multiplicación p : Q * Q —> Q son 
diferenciables.
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Nota 6.1.2. Obsérvese que Q * Q es una subvariedad regular de 
Q x Q, debido a la Proposición 1-4.32, ya que tanto a como ¡3 son 
submersiones y se tiene Q * Q = (a x /3)~1(Xb), donde Sb es la 
diagonal de B y a x (3 es la aplicación:

a x /? : Q x Q —

El fibrado tangente de Q * Q es el definido como:

* ty=TQ * TQ= {F® X e T(Q x Q) | T(afiY)=T(J3fiX)}.

Cuando un grupoide es diferenciable, las fibras, tanto por la 
proyección origen como por la destino, son subvariedades del gru­
poide, como se demuestra en la siguiente:

Proposición 6.1.3. Las a-fibras y las (3-fibras de un grupoide 
diferenciable Q sobre B son subvariedades regulares de Q cuya di­
mensión es igual a dim(Q) — dim(B).

Demostración. Basta aplicar el Teorema de la función implícita, 
al ser a y 0 submersiones completas. □

Como ocurría con los grupoides topológicos, se puede dar una 
definición similar de traslación a derecha y de traslación a izquierda 
para el caso de los grupoides diferenciables sin más que sustituir 
continuidad por diferenciabilidad en la Definición 5.2.8. A conti­
nuación, se establecerá que las traslaciones son difeomorfismos.

Proposición 6.1.4. Las traslaciones a derecha y a izquierda son 
difeomorfismos.

Demostración. Se tiene de forma inmediata del hecho de ser res­
tricciones del producto del grupoide a x {£} y a {£} x Clx, 
respectivamente. □

Para la aplicación tangente de la multiplicación del grupoide 
diferenciable se tiene el siguiente:
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Lema 6.1.5. Sea Q un grupoide diferenciable sobre B y sea 
p : Q * Q —> Q la multiplicación. Entonces, para todo 
Y e X e se verifica:

TWY&X) = T^XV) + Tf(L,)(X).

Demostración. Sea f una función diferenciable en Q.
Por una parte se cumple:

® X)(fí = (Y ® X)(/ o p) = Y(f o p) + X(f o p).

Además, se tienen:

Yifap^YUoR^ y X(f o p) = X(f o L,), 

puesto que se está derivando respecto de los campos provenientes 
de la primera y de la segunda componente de TEl x TD. respecti­
vamente. Por lo tanto:

TM(p)(Y ® XM) = T^R^Y^f} + r(L^. □

En la Definición 6.1.1 de grupoide diferenciable, no se pide la 
diferenciabilidad de la aplicación inversión que aparece en la Defini­
ción 4.1.1 de grupoide. Esto se debe a que dicha diferenciabilidad 
se obtiene como consecuencia de las propiedades que se les exigen 
al resto de aplicaciones. Este hecho se demuestra en la siguiente:

Proposición 6.1.6. La inversión de un grupoide diferenciable 
Q sobre B es una aplicación diferenciable.

Demostración. Considérese la aplicación:

3 : Q * Q —> Q x Q : (77,^) (77,77^),
B

donde la definición de Q x Q es la dada en el Ejemplo 4.3.27. Es 
B . _

evidente que 3 es un biyección. Se prueba, a continuación, que 6 es 
una inmersión.

Sea y©Xe y supóngase que TífifiY&X) = 0®0. Si
7Fi : Q x Q —> Q es la primera proyección, al cumplirse 7Ti 06 = tti , 
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se verifica que T^tv^oT^) = T(7Fi) y, por tanto, Y = 0. Obsérvese 
que, por otro lado, se tiene que si tt2 : Q x Q —> Q es la segunda 
proyección, entonces 7r2o# = p, y, por el Lema 6.1.5, se obtiene que 
0 = T^Lr^X). Por tanto X = 0, ya que es inyectiva.

Como a y (3 son submersiones y como:

Q*í1 = (oxOb) y Q x Q = (3 x 0Y\XBY
B

se concluye que tanto Q * Q como Q x Q tienen la misma dimensión 
B

como variedades, por la Proposición 1.4.32.

De este modo, 9 es biyectiva y T9 es inyectiva. En consecuencia, 
T9 es biyectiva y, por el Teorema de la Función Implícita, 9 es un 
difeomorfismo local. Pero 9 es inyectiva, por lo que 9 es difeomor- 
fismo ya que la diferenciabilidad es una propiedad local.

Considérese la aplicación:

7 : Q —» Q x Q : p (p, [3^, 
B

que es diferenciable por serlo cada una de sus coordenadas. Sea 
la composición 7r2 o 9~l o 7, que se sabe es diferenciable. Dicha 
composición es la inversión del grupoide diferenciable puesto que:

^2 O 9~r o 7(77) = 7T2 o 9~\r], ¿(p)) = 7T2(p, p-1) = p-1.

En consecuencia, la inversión es una aplicación diferenciable. □

Se acaba de demostrar que la inversión es diferenciable. Pero 
además es inversa de sí misma y se tiene, por tanto, el siguiente:

Corolario 6.1.7. La inversión de un grupoide diferenciable es 
un difeomorfismo. □

Una vez tratada la inversión de un grupoide diferenciable, se 
estudiará la inclusión de objetos. En la Definición 6.1.1 se exige 
que sea diferenciable, pero se probará en seguida que en realidad es 
una inmersión inyectiva.
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Proposición 6.1.8. La inclusión de objetos de un grupoide dife- 
renciable Q sobre B es una inmersión inyectiva.

Demostración. La prueba se basa en la Proposición 5.1.5 y en el 
hecho de que, tal como ocurría en la demostración de la Proposi­
ción 5.1.3, se tiene que tanto a como /3 son inversas a izquierda 
de e. □

Consecuencia inmediata es el:

Corolario 6.1.9. El espacio B es una subvariedad cerrada 
de Q. O

Nota 6.1.10. Como se comentó al principio de esta sección, 
la Definición 6.1.1 de grupoide diferenciable es una versión de 
Mackenzie [31] de la que dio Pradines en [44]- No obstante, existen 
otras definiciones de grupoide diferenciable, entre las que citamos 
las debidas a los siguientes autores:

i. Ehresmann [19] exige estructura de variedad diferenciable para 
Q verificando que las aplicaciones:

Q—y Q—

sean submersiones y que la multiplicación sea. diferenciable.

ii. Kumpera y Spencer [27] y ver Eecke [56] exigen la estruc­
tura de variedad diferenciable sobre Q y sobre B tales que las 
proyecciones a y (3, la inclusión de objetos y la multiplicación 
sean diferenciables, además de que Q* Q sea subvariedad re­
gular de D x Q.

iii. Weinstein [58] sólo exige la diferenciabilidad de los espacios 
total y base y de las proyecciones origen y destino y de la 
multiplicación.
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Este último autor refiere en [58] que la condición pedida en la 
Definición 6.1.1 acerca de que las proyecciones origen y destino 
sean submersiones tiene como objetivo asegurar que el dominio de 
la multiplicación sea una subvariedad diferenciable de Q x Q.

La sección se concluye con algunos ejemplos de grupoides topo- 
lógicos.

Ejemplo 6.1.11. Si Q es un grupoide trivial sobre B tal que 
tanto Q como B son variedades diferenciables, entonces Q es un 
grupoide diferenciable sobre B.

En particular, si Q es un grupo diferenciable y B es un conjunto 
unitario el grupoide trivial con grupo Q sobre B es el propio grupo 
diferenciable.

Del mismo modo, si B es una variedad diferenciable y el grupoide 
diferenciable considerado es {1}, formado sólo por el elemento 
unidad, se tiene definido el grupoide diferenciable producto carte­
siano B x B sobre B.

Ejemplo 6.1.12. Sea y : G x B —> B una acción diferenciable 
de un grupo de Lie G sobre una variedad B Entonces el grupoide 
acción G x B es un grupoide diferenciable sobre B.

Ejemplo 6.1.13. Sea B una variedad arcoconexa, localmente 
conexa y semilocalmente simplemente conexa. Mackenzie, en el 
Ejemplo l.lf del Capítulo III de [31], afirma que el grupoide fun­
damental ^{B) es un grupoide diferenciable sobre B de modo que 
su anclaje es una aplicación diferenciable. Además la estructura 
diferenciable del grupoide fundamental es la única para la que el 
anclaje es diferenciable

Ejemplo 6.1.14. Sea Q un grupoide diferenciable sobre B y sea 
p : Q * Q —> Q su multiplicación. Entonces el fibrado tangente 
TD. de Q es un grupoide diferenciable sobre el fibrado tangente TB 
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de B, cuyas proyecciones origen y destino son las aplicaciones tan­
gentes T(a) y T(j3), respectivamente, la inclusión de objetos es la 
aplicación tangente T(e) y la multiplicación es la aplicación tan­
gente T(p).

En efecto, los fibrados tangentes son variedades diferenciables. 
Además, la aplicación tangente de una aplicación diferenciable es 
diferenciable y la de una submersión es submersión (véase la Pro­
posición l.j.jl).

6.2 Morfismos diferenciables

En esta sección se definirán los morfismos diferenciables o de gru­
poides diferenciables a partir del concepto de morfismo de grupoides 
que se estableció en la Definición 4.2.1. También se dará la defini­
ción clásica de grupoide de Lie y de subgrupoide diferenciable y de 
Lie. Se comenzará la sección definiendo los morfismos de grupoides 
diferenciables:

Definición 6.2.1. Sean UlyUl' dos grupoides diferenciables sobre 
B y B', respectivamente. Un morfismo de grupoides diferen­
ciables o morfismo diferenciable es un morfismo de grupoides 
(fi, 0O) ■ (Lí, B) —> (Q', B') verificando que 0 y 0o son aplicaciones 
diferenciables.

Nota 6.2.2. Obsérvese que no es necesario exigir que fio sea 
diferenciable en la Definición 6.2.1, por un razonamiento análogo 
al usado en la Nota 5.2.2.

Como pasaba con los morfismos de grupoides y de grupoides 
topológicos, la composición es cerrada para los morfismos diferen­
ciables.

Proposición 6.2.3. La composición de dos morfismos de gru­
poides diferenciables es un morfismo de grupoides diferenciables.
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Demostración. Por la Proposición 4.2.6, la composición es un 
morfismo de grupoides. Además la composición de aplicaciones 
diferenciables es diferenciable, lo que completa la prueba. □

Como consecuencia de la proposición anterior, se tiene el 
siguiente:

Corolario 6.2.4. Existe la categoría DifQrd de los grupoi­
des diferenciables en la que los objetos son los grupoides dife­
renciables, los morfismos son los morfismos diferenciables y la com­
posición la. propia composición de morfismos.

Igualmente, dada una variedad B, existe la subcategoría llena 
DifQrdg de DifQrd obtenida, al considerar como objetos los gru­
poides diferenciables sobre B. Se la denominará categoría de los 
grupoides diferenciables sobre B. □

A continuación, se dará la definición clásica de grupoide de Lie, 
pero puede resultarle interesante al lector una aclaración histórica 
previa de dicho concepto.

Históricamente, se definían, por un lado, los grupoides diferen­
ciables y, por el otro, los grupoides de Lie. Estos últimos se diferen­
ciaban de los grupoides diferenciables en que eran localmente tri­
viales. La distinción entre estos dos conceptos la estableció Pradines 
en [45], en donde llamaba grupoides infinitesimales (en francés, 
“groupoídes infinitésimaux”) a los grupoides de Lie, ya que los con­
sideraba una versión infinitesimal de los grupoides diferenciables. 
No obstante, Almeida y Kumpera en [3] deciden llamar a ambos 
objetos por el mismo nombre indicando que son localmente triviales 
cuando sea preciso. Mackenzie en [33] opta también por esa termi­
nología. En consecuencia, grupoide diferenciable y grupoide de Lie 
se podrían considerar sinónimos si no fuese por el valor histórico de 
dicha distinción.
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Ahora sí puede darse la definición de grupoide de Lie, que es la 
que sigue:

Definición 6.2.5. Un grupoide de Lie es un grupoide dife­
renciare localmente trivial.

Nota 6.2.6. Obsérvese que la Proposición 6.2.3 también asegura 
la existencia de la categoría CQrd de los grupoides de Lie, 
que es la subcategoría llena de PifOrd que tiene por objetos a los 
grupoides de Lie.

En un grupoide topològico pueden existir varias estructuras de 
grupoide diferenciable no difeomorfas. Además un morfismo con­
tinuo de grupoides diferenciables no tiene por qué ser diferenciable. 
Esto ocurre incluso si es un morfismo de grupoides diferenciables 
triviales que conserve la base, como puede verse en:

BxB —> B x G x B ; (y,x) (y, 0(y)0(x)-\x\

para varias aplicaciones diferenciables 0 : B —► G.

El siguiente concepto a definir son los subgrupoides diferencia- 
bles y, como caso particular suyo, los subgrupoides de Lie.

Definición 6.2.7. Sea Q un grupoide diferenciable sobre B. Un 
subgrupoide diferenciable de O. es un grupoide diferenciable Q' 
sobre B' junto con un morfismo de grupoides diferenciables 
(<^>, </>o) : (Qz, B') —> (Q, B) cumpliendo que (fi es una inmersión 
inyectiva.

Un subgrupoide diferenciable de O es un subgrupoide 
diferenciable regular si la aplicación (fi : Lì' —> (fiífV) es un 
homeomorfismo.

Un subgrupoide diferenciable (Q', (fi) de Q se dice ancho si B=B' 
y (fio = idB-
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Si Q es un grupoide de Lie sobre B, un subgrupoide diferenciable 
ancho (Q', <$) de Q con Q' localmente trivial es una reducción o 
subgrupoide de Lie de Q.

Nota 6.2.8. Obsérvese que en el caso de grupoides y grupoi­
des topológicos, para definir los conceptos de subgrupoide y de sub­
grupoide topológico no se precisaban de los conceptos de morfismo 
de grupoide y de morfismo continuo, respectivamente. Cuando se 
trata de definir un grupoide diferenciable sí será necesario hacer 
uso del concepto de morfismo diferenciable. Esto se debe a que a 
los subgrupoides diferenciables se les pide que sean subvariedad del 
grupoide diferenciable de partida, y en la Definición 1.4-29 de sub­
variedad se observa que interviene una inmersión inyectiva. Por 
eso se le pide al morfismo diferenciable que sea inmersión inyec­
tiva.

A continuación, se dará un ejemplo de subgrupoide diferencia- 
ble para un grupoide diferenciable arbitrario. Este ejemplo es la 
Proposición 1.17 del Capítulo III de [31] al que puede recurrir el 
lector para su demostración.

Ejemplo 6.2.9. Sea Q un grupoide diferenciable sobre B. En­
tonces el subgrupoide interno Gil de 11 es una subvariedad cerrada 
de El y es un subgrupoide diferenciable de Ll.

Para cerrar esta sección, se indican los enunciados de dos proposi­
ciones interesantes sobre grupoides diferenciables cuya demostración 
requiere de foliaciones sobre variedades, por lo que las obviamos, 
dando sin embargo una referencia. La primera es el Teorema 1.4 
del Capítulo III de [31], que le fue comunicado a Mackenzie por 
Pradines en 1979. Su enunciado es el siguiente:
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Proposición 6.2.10. Sea Q un grupoide diferenciadle sobre B. 
Entonces para cada x G B, la aplicación /3X : —> B es una
submersion. □

La segunda de las proposiciones corresponde al Corolario 1.5 del 
mismo capítulo referido antes y su enunciado es:

Proposición 6.2.11. Sea ü un grupoide diferenciable sobre B. 
Entonces para cada x,y E B, se tiene que fly es una subvariedad 
regular cerrada de de Qy y de Q. En concreto, cada grupo- 
vértice Q* es un grupo de Lie. □

El siguiente gráfico puede aclarar las distintas relaciones e inter­
conexiones existentes entre las diversas categorías de grupoides que 
se han definido en estos tres últimos capítulos:

Grd —
tsLd 

DifQrd 
^rd

Figura 6.1: Interconexiones entre las distintas categorías de grupoides.



Capítulo 7
Algebroides de Lie

En este capítulo se tratarán de exponer los conceptos y resultados 
que se han considerado relevantes y necesarios para un primer acer­
camiento a los objetos matemáticos conocidos como algebroides de 
Lie. Para ello, se darán tanto los conceptos de algebroide de Lie 
como de los morfismos entre dichos algebroides y el funtor de Lie que 
se puede construir entre la categoría de los grupoides diferenciables, 
vista en el Corolario 6.2.4, y las categorías de algebroides de Lie 
que se verán en el presente capítulo. Siempre que se trabaje con 
morfismos entre algebroides de Lie, habrá que tener en cuenta si 
dichos algebroides son sobre distintas bases o sobre una misma. 
Esto es debido a que la generalización de la definición de morfismo 
de algebroides de Lie sobre una misma base al caso en que éstas son 
distintas no es inmediata y conlleva la introducción del concepto de 
descomposición de una sección de un fibrado vectorial.

Una vez se tiene el concepto de morfismo, se pueden definir dos 
categorías. La primera tomando como objetos los algebroides de 
Lie sobre una base determinada y con los morfismos entre ellos co­
mo morfismos de la categoría. La segunda consiste en no dejar fija 
la base y considerar los morfismos entre algebroides de Lie sobre 
distintas base. Dichas categorías permiten crear sendos funtores de 
Lie entre la categoría de los grupoides diferenciables (véase Capí­

197
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tulo 6) y las anteriormente mencionadas. Estos funtores de Lie se 
construyen análogamente al que se tiene entre los grupos de Lie y 
las álgebras de Lie. De hecho, estos funtores se basarán en la cons­
trucción del algebroide de Lie asociado a un grupoide diferenciable 
que se observará en el presente capítulo y que sigue los pasos rea­
lizados para construir el álgebra de Lie asociada a un grupo de Lie, 
teneiendo siempre presente las diferencias que conllevan los objetos 
que se están tratando.

Además de todo lo comentado hasta el momento, se incluyen 
también ejemplos acerca de estos objetos, todos ellos con impor­
tancia histórica en las cuestiones que atañen al estudio de los alge­
broides de Lie.

7.1 Algebroides de Lie sobre una misma base

En la presente sección se dan las definiciones de algebroide de Lie 
y de morfismo entre los mismos, siempre que ambos posean la mis­
ma base. En la siguiente sección se estudiarán los morfimos entre 
algebroides de Lie sobre distinta base. Esta diferenciación se rea­
liza por interés histórico y manipulativo. Esto se debe a que los 
morfismos entre algebroides de Lie sobre una misma base se re­
montan a los comienzos de esta teoría en 1967, debida a Pradines 
(véase 145]); mientras que para el caso en que los algebroides de 
Lie tenían distinta base tal definición no era suficientemente clari­
ficadora. Por ello, en 1981, Almeida y Kumpera aclararon dicha 
definición en [2] aunque aún resultaba poco manipulativa. Esto se 
solventa con la definición equivalente dada en 1990 por Higgins y 
Mackenzie en (24|

La definición de algebroide de Lie pretende asociar a un fibrado 
vectorial de rango finito una estructura lo más parecida posible a 
la de álgebra de Lie. De este modo, se define:
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Definición 7.1.1. Sea B una variedad diferenciadle y TB su 
fibrado tangente. Un algebroide de Lie sobre B, o con base B, 
es un fibrado vectorial A= (A,p,B) junto con un B-morfismo de 
fibrados vectoriales q : A —* TB, denominado el ancla del alge­
broide de Lie, y un corchete [ , ] : TA x TA —► VA, siendo TA el 
T(B)-módulo de las secciones globales de A, verificando:

1. [ , ] es ^-bilineal, alternado y satisface la identidad de Jacobi.

3. q{[X,Y]) = [q(X).q(Y)], VX.YeVA.

3. [x,ur)=u|x,y]+(g(x))(u)y, vx.yeM,

Nota 7.1.2. A menos que sea absolutamente necesario, por ejem­
plo, cuando pueda existir posible confusión con la proyección o con 
la base, suele decirse “A un algebroide de Lie sobre B” en lugar de 
“un algebroide de Lie {A,p,Bfi’.

Hay que hacer algunas aclaraciones sobre los conceptos y objetos 
que aparecen en la Definición 7.1.1.

Nota 7.1.3. El conjunto de las secciones de un algebroide de Lie 
sobre una variedad B es un B(B)-módulo finitamente generado y 
proyectivo, como se demuestra en las Proposiciones 3.2.1 y 3.2.10 
y en la Nota 3.2.11.

Además, todo T(B)-módulo finitamente generado y proyectivo 
es el módulo de las secciones de un algebroide de Lie, gracias a 
que el fibrado vectorial obtenido por el Teorema de Swan (véase la, 
Nota 3.2.12) puede dotarse de estructura de algebroide de Lie.

Nota 7.1.4. La condición 1 de la Definición 7.1.1 viene a decir 
que rA es un álgebra de Lie respecto al corchete [ , ] definido, pues 
al ser un 1F(B)-módulo, TA es un espacio vectorial real.
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Nota 7.1.5. El ancla q es un B-morfismo del fibrado vectorial 
A en el fibrado vectorial (TB,tt,B), que se mencionó en el Ejem­
plo 2.1.12. Decir que q es un B-morfismo significa que q es diferen- 
ciable, que tt oq = p y que es una aplicación lineal en cada fibra de 
A. También se tiene que q induce un morfismo de IF^B)-módulos 
q* : TA —> TTB definido como q*(X) = q o X como se puede 
ver en la. Proposición 3.2.8. No obstante, la mayoría de los au­
tores suelen identificar q con q*, denotando q*(X) por q{X) para 
cualquier X enTA (véanse para ello [29, 31]/ Dicho esto, en es­
ta monografía también se hará uso de esta identificación, teniendo 
sentido, por lo tanto, la condición 2 de la Definición 7.1.1; dicha 
condición permite asegurar que q es un morfismo de álgebras de Lie 
de rA en TTB, que como se ve en el Ejemplo 3.1.3 coincide con 
x{B), que es un álgebra de Lie con respecto al corchete de Poisson, 
definido como:

[ , ] : x xW x{B) : (X1}X2) XtX2 - X2Xb

como se observa en el Teorema 1.5.1j.

Nota 7.1.6. En 3 de la Definición 7.1.1, el término q(Xfiu) 
es la derivada de Lie de u con respecto al campo q(X} de vec­
tores tangentes. Para la definición de derivada de Lie respecto de 
un campo, véase la Definición 1.5.15. Suele ser conveniente, en 
ocasiones, denotar q(Xfiu) por [X, ií], con lo que se obtiene una 
acción [ , ] : TA x ÍF(B) —* F(B). Utilizando esta notación, las 
condición 3 puede escribirse como una regla de Leibniz:

[x,«y] = «[x,y] + [x,u]y
y la condición 2 se convierte en una especie de identidad de Jacobi:
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En efecto, por definición, se tiene:

¡i*, n «]=«([*, wi

[X, |K«]] = [X, g(y)(«)] = 9(X)(9(y)(ti)) y

[y A«]] = [y,9(x)(u)] = «(y)(9(x)(«)).
Por lo que dicha identidad de Jacobi, al desarrollarla, equivale a la 
condición 2.

Dos de las clases más tratadas y usadas de algebroides de Lie 
son las que siguen:

Definición 7.1.7. Con la notación de la Definición 7.1.1, un 
algebroide de Lie se dice:

• transitivo, si su ancla q es una submersión inyectiva;

• totalmente intrasitivo. si q es idénticamente nulo.

Tomando como punto de partida los morfismos de librados vecto­
riales, se da comienzo al tratamiento de los morfismos entre alge­
broides de Lie sobre la misma base con la siguiente:

Definición 7.1.8. Sean A=(A,p, B) y A'—fA',p',B) dos alge­
broides de Lie sobre la misma base B. Entonces un morfismo de 
algebroides de Lie sobre B (o que conserva la base B) es 
un B-morfismo de fibrados vectoriales : A -—► A1 cumpliendo:

1. q' o

2. ^[X,Y]) = [^Xfi^Y)], A.Ye TA

Nota 7.1.9. La condición 1 de la Definición 7.1.8 equivale a 
afirmar que el siguiente diagrama es conmutativo:

A A'
¿ k (7,1)

B = B
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Proposición 7.1.10. La composición de morfismos de algebroi­
des de Lie sobre B es un morfismo de algebroides de Lie sobre B.

Demostración. Sean fii : Ai -—► A2 y 02 ■ ^2 —* A3 dos 
morfismos de algebroides de Lie sobre B y sean qi, y qs las 
respectivas anclas de Ai, A2 y A3.

La composición de B-morfismos de fibrados vectoriales es de 
nuevo un B-morfismo por la Proposición 2.1.25.

Como 0i y 02 son morfismos de algebroides de Lie, entonces:

q2 o 0i = qi 93 0 02 = q2, 

0i[x,y] = [0i(x),0i(y)], yx,YerAi, 

02[x',y'] = [02(r),02(y')], vx'.y' e ta2,
de donde se tiene que:

93 0 (02 0 01) = (93 0 02) O 0! = 92 O 01 = qi, 
(02o01)[x,y]=02[0i(x),01(y)]=[(02o01)(x), (02o01)(y)],

para cualesquiera X,Y eTAi. □

Corolario 7.1.11. Dada una variedad. B, la categoría CAb 
de los algebroides de Lie sobre B es la que tiene por objetos 
a los algebroides de Lie sobre B, como morfismo los morfismos de 
algebroides de Lie sobre B y como composición la. composición de 
dichos morfismos. □

Se verán, a continuación, los ejemplos más sencillos de alge­
broides de Lie, que son las álgebras de Lie sobre R, los fibrados 
tangentes y los haces de álgebras de Lie.

Ejemplo 7.1.12. Los algebroides de Lie sobre una base formada 
por un espacio unitario son las álgebras de Lie.
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En efecto, sea A un algebroide de Lie sobre una base B forma­
da, por un único punto Xg. Entonces, las secciones de A están en 
correspondencia biyectiva con los elementos de A, pues toda sec­
ción cr está determinada por a(xo) G A y cada elemento a G A 
determina la sección o : B —+ A definida como a(xo) = a,. En 
consecuencia, las condiciones de la Definición 7.1.1 aseguran que 
los algebroides de Lie sobre una base formada por un espacio uni­
tario son las álgebras de Lie.

Obsérvese que el ancla de este fibrado debe ser el morfismo nulo 
definido como q : A —> TB : a >—> 0, puesto que el fibrado tangente 
TB de la variedad B es {0} por ser una variedad formada por un 
único punto.

Ejemplo 7.1.13. Sea B una variedad. El fibrado tangente TB 
de la variedad B es un fibrado vectorial. Si se considera como 
corchete el corchete de Poisson definido como:

[X. Y] = XY - YX, VX, Y G PTB,

(véase el Teorema 1.5.14) y como ancla, el morfismo identidad 
q = idrB - TB -^TB del fibrado vectorial TB, resulta evidente 
que se cumplen las propiedades de algebroide de Lie.

Ejemplo 7.1.14 (Haz de álgebras de Lie o LAB). Se deno­
mina haz de álgebras de Lie a un fibrado vectorial }L,p,B} 
junto con un campo de corchetes [ , ] : IL xIL —> IT (que se 
da en el Ejemplo 2.1.f0) y la aplicación nula como ancla, de modo 
que dicho fibrado vectorial admita una representación coordenada 
{(Uj, fifi)} con fi>i : p^^Ufi —* Ui x g, donde g es un álgebra de 
Lie y se verifica que es un isomorfismo de álgebras de Lie, para 
cada x E B.

Por otro lado, sean (Li,pi,Bfi y (L2,P2,52) dos haces de ál­
gebras de Lie. Entonces un morfismo de haces de álgebras de Lie
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(</>, ^o) : Bi) —* (L2,P2,B2) es un morfismo de fibrados
vectoriales tales que cada d>x : pf1^) —> P2 X(0o(^)) es un morfis- 
mo de álgebras de Lie. Obsérvese que si los dos haces de álgebras 
de Lie poseen la misma base, los morfismos de dichos haces de ál­
gebra de Lie entran en los definidos en la Definición 7.1.8, puesto 
que la condición q2 0 — Qi se verifica trivialmente.

Obsérvese que todo haz de álgebras de Lie es un algebroide de Lie 
totalmente intransitivo, puesto que su ancla es idénticamente nula. 
No obstante, un algebroide de Lie totalmente intransitivo no tiene 
que ser necesariamente un haz de álgebras de Lie. De hecho, dicho 
algebroide de Lie consistiría en un fibrado vectorial con un campo 
de corchetes de álgebras de Lie, pero todas las fibras no tienen que 
ser necesariamente álgebras de Lie isomorfas entre sí, ni siquiera 
dentro de una misma componente conexa de la base del algebroide 
de Lie.

Se da, a continuación, un resultado en el que se indica el modo en 
que actúa el corchete de un algebroide de Lie sobre el módulo fini­
tamente generado de las secciones del fibrado (véase la Nota 7.1.3).

Proposición 7.1.15. Sea A un algebroide de Lie sobre B con 
corchete [ , ] y sea una base de IM. Entonces se tiene:

s

k=l

con funciones diferenciables de B.

Demostración. Se deduce de forma inmediata de ser FA un 
.F(B)-módulo finitamente generado. □

Nota 7.1.16. Obsérvese que los de la, Proposición 7.1.15 de­
sempeñan el papel de las constantes de estructura de un álgebra de 
Lie.
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Recuérdese que, dado un fibrado vectorial, se puede construir un 
subfibrado suyo a partir de un abierto de su base (véase la Proposi­
ción 2.1.18). De forma análoga, dado un algebroide de Lie, se va 
a obtener otro a partir de un abierto de su base. No obstante, se 
necesita previamente un corchete para el mismo; éste es el objeti­
vo del lema y de la proposición siguientes. Ambos resultados han 
sido probados por Mackenzie en la Proposición 2.2 del Capítulo III 
de [31], Nosotros damos aquí estas mismas pruebas ligeramente 
ampliadas, a efectos de una mejor comprensión.

Lema 7.1.17. Sea (A,p,B) un algebroide de Lie y sea U 
un abierto en B. Entonces, si se denota a p^fU) por Au, 
el corchete [ , ] : Pd x TA —> PA induce un corchete 
[ , ]í/ : PA^ x PAC/ —> PAy.

Demostración. Sean X.YeV A con Y anulándose sobre el abierto 
U de B, entonces [X, y] se anula sobre U. En efecto, sea xq un 
elemento de U, es conocido que existe u: B—* B diferenciable tal 
que u(zo) = O y u(B \ Í/) = {1} ya que {a?o} es un compacto de B 
contenido en U. Entonces:

[X, y](x0)=[X, uy](zo)=u(zo)[X, y](z0) + g(X)(tí)(zo)y(zo)=O.
□

Proposición 7.1.18. En las condiciones del Lema 1.1.11, el 
fibrado vectorial (Au,Pu, U) es un algebroide de Lie con el corchete 
definido en dicho lema y el ancla definido por:

qu ■ U —* TU,

consistente en la restricción del ancla q del algebroide de Lie dado. 

Demostración. El B-morfismo dado por el ancla q induce un 
[Amorfismo de fibrados vectoriales qu, en virtud de la Proposi­
ción 2.1.21. Además, verifica, junto con [ , ], las condiciones 2 y 3 
de la definición de algebroide de Lie. □
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Se ofrecen seguidamente algunos ejemplos de algebroides de Lie 
que se consideran de relativa trascendencia en el estudio histórico 
de los objetos tratados.

Ejemplo 7.1.19. Se denomina algebroide de Lie trivial a un 
fibrado vectorial trivial con una estructura de algebroide de Lie.

Dado un algebroide de Lie A sobre B de rango r y un abierto 
trivializador U de A, se tiene que el algebroide de Lie Ay sobre 
U es trivial y de rango r, en virtud de la Proposición 2.1.16 y la 
Proposición 7.1.18.

Por la Teorema 3.2.5, se tiene que el módulo de las secciones 
TAf/ está generado por una base {XJ¿=1.

Ejemplo 7.1.20. Sea un álgebra de Lie g y una variedad B. 
Considérese el fibrado tangente (TB,tt,B) y el fibrado trivial 

Se tiene entonces la suma de Whitney TB Q (B x g) 
sobre la variedad B. En dicha suma se define un ancla 
q : TB © (B x g) —► TB dado por la proyección primera de 
la suma directa, y un corchete definido como:

[x © v, y © w] = [x, y] © {x(wq - y(V) + [v, vr]},

donde el corchete sobre TB es el corchete de Poisson y el corchete 
sobre B x g está definido por el corchete del álgebra de Lie g como 
sigue:

[V, = [V(x), W(z)], 7x G B.

Obsérvese que para poder afirmar que el fibrado vectorial 
TB © (B x g) sobre B es un algebroide de Lie sólo ha de de­
mostrarse que el corchete verifica la identidad de Jacobi y que se 
cumple la condición 3 de algebroide de Lie.

Sean X © Vi, Y © V2 y Z © V3 tres secciones de la suma de 
Whitney. Entonces se tiene:
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[x ® Vi, [y ® v2, z ® V3]] + [y ® v2, [z ® v3, x ® y]]
+ [z® v3,[x®vby®v2]]

= [x, [y, z]] ® {X(y(v3) - z^ + [v2, v3]) - [V
+ [Vi, [V, v3]] + [vby(v3)] - [vbz(v2)]} + [y, [z,x\] 

® {V(Z(V) - x(v3) + [v3, y]) - [Z.x](v2)
+ [v3, [y2, Vi]] + [v2, zw] - [v2,x(v3)]} + [Z, [X, y]] 
© {z(x(v2) - v^) + [vb v2]) - [x,y](v3)
+ [v3, [v2, Vi]] + [v3,x(v2)] - [V3,y(y)]}

= o ® {[x,y](v3) + [y, zm + [z,x](v2) - [y z]^) 
- [Z, x](v2) - [x, y](v3) + X([V2, v3]) + y([v3) y]) 
+ z([vbv2]) - [V2,X(V3)] - [X(V2),V3] - [y(v3), Vd
- V3] - [Z^), V2] - [VbZ(V2)]} = o ® o,

donde se ha hecho uso de la definición del corchete de Poisson en 
TB y donde X(V) es la derivada de Lie de V respecto de X.

Sean X © Vi y Y ® V2 € V(TB ® (B x g)) y u E se va 
a, ver que se cumple 3:

[X ® Vi,u{Y ® y2)] = [X, uY] ® {X{uV^ - uY(Vi) + [Vb uV2]} 
= [X, «y] ® {X(uV2) - uY^Vi) + [Vb uV2]} 
= nx,y] + x(«)y}®

{X(u)V2 + uX(V2) - uY^Vi) + [VbuV2]} 
= utxe^y®^] + q(x®VifiufiY®v2fi

Ejemplo 7.1.21. Sea B — R y considérese el corchete [ , ]' 
definido sobre el fibrado tangente TB como:

^.d d 1' .. . ■ . d
^dt] ^-^df



208 Teoría de grupoides y algebroides

con f,r/E y el ancla definida como:
d

q : TB
at

Entonces TB es un algebroide de Lie sobre B con la estructura 
dotada por el corchete y el ancla así definidos.

En efecto, la aplicación q es diferenciable de manera trivial y 
el corchete es R-bilineal y alternado por definición. Por lo tanto, 
resta probar las condiciones 2 y 3, además de la identidad de Jacobi 
del corchete. Se verá en primer lugar la condición 2:

Q
d d 
dt'^ dt =

CLb CLb

= + (tfr¡ - t&fÁ
dt at

=
CLb CLb

d , . d d , d 
= - ^di^di

d d
dt dt dt dt

A continuación, se verá la condición 3:

I^.Mí
= - trié + tpri)^ = /[?,?)]' +

Por último, se verá la identidad de Jacobi:

k4>4í' Ó' + [¡’s- Ö'’ «SÍ- ’sí 
dt dt dt dt dt dt dt dt dt

= ~ - r¡f + tf S -t f 7/)^
Uib (Jjb

+ t^TiQ - - tf{q(, - r/( + tp f -t TI
CLb CLb

+ tT]& ~ ~ -Cf + tCf-tf ri)^- = 0.
CLb CLb
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El siguiente ejemplo se debe a A. Weinstein y apareció por 
primera vez en [31].

Ejemplo 7.1.22 (Algebroide Acción de Lie). Sean B una 
variedad y g un álgebra de Lie. Defínase una acción:

H q—>TB:X^X\

como una aplicación ^.-bilineal que conserve los corchetes, esto es:

[x,yf = [x+,yt] vx,yGg.

Extiéndase la notación f a las aplicaciones V : B —> g del modo 
siguiente: se denotará por 0 al campo vectorial sobre B definido 
como:

V\b) = V^^bfi Vb G B.

Entonces el fibrado vectorial trivial B x g sobre B adquiere estruc­
tura de algebroide de Lie considerando el ancla q : B x g —> TB 
definido como:

q(b,X)=X\bfi V0X)GBxg

y el corchete dado por:

[V VE] = 0(w) - J0(y) + [V, 0]’,

donde 0(W) denota la derivada de Lie con respecto de de la 
función IV que toma valores en g y el corchete [ , ]* es el corchete 
definido por:

[V, IV]’0) = [00, 0(0], V.r G B,

para las aplicaciones V y W de M en g. Para más detalles 
véanse [24, 31].
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El algebroide de Lie así obtenido se suele denotar por B x g 
y recibe el nombre de algebroide acción de Lie o algebroide 
transformación de Lie correspondiente a la acción infinitesimal 
H.g—^TB.

El concepto de algebroide de Lie abeliano existe y es el que sigue:

Definición 7.1.23. Un algebroide de Lie A sobre B se dice 
abeliano o conmutativo si:

[x, y] = o, vx, y g ta,
donde 0 es la sección nula de LA de la Definición 3.1.13.

Se definirá, a continuación, la suma directa de algebroides de 
Lie, aprovechando la suma de Whitney definida en los fibrados vec­
toriales. Para ello, se demuestra la siguiente:

Proposición 7.1.24. Sean A y A' dos algebroides de Lie sobre 
B tal que A es transitivo con anclas q y qf en A y en A!, respec­
tivamente. Entonces el fibrado vectorial A ® A' sobre B, definido 

TB
por el diagrama conmutativo de B-módulos:

A © Ai ----- > A'
TB

P-2)
A — TB

es un algebroide de Lie sobre B, con ancla:

q : A ® A' —> TB : a © a' q(a) = q'(a'fi 
TB

donde q y q' son las anclas de A y A', respectivamente, y con:

[x © x', y © yq = [x, y] © [x', y']',
como corchete sobre T(Al ® A'fi donde [, ] y [ , ]z son los corchetes 

TB
en A y A', respectivamente.
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Demostración. Como q es submersión sobreyectiva, se tiene que 
im^) = TXB para cada x G B. Entonces, por la Proposición 2.3.16, 
existe el fibrado vectorial A ® A!, que es subfibrado de la suma de 

TB
Whitney A ® A1 2.

1. A ® A' es transitivo. 
TB

2. A' ó A es transitivo.

Demostración. Por la Proposición 2.3.16, las aplicaciones:

A ® A' —+ A y A ® A —> A',
TB TB

de (7.2) son submersiones. Llámense a dichas aplicaciones tía y ^A', 
respectivamente.

La aplicación q es un B-morfismo de librados vectoriales, ya que 
es la composición diagonal del diagrama del pullback. Está bien 
definido gracias a la conmutatividad del pullback de (7.2).

El ancla q y el corchete [ , ] verifican las condiciones 1, 2 y 3 
de la definición de algebroide de Lie, ya que tanto q y [ , ] como 
q' y [ , ]' verifican dichas condiciones y también por la definición 
de A ® A1 como subfibrado de la suma de Whitney A ® A'. En 

TB
consecuencia, A ® A' es un algebroide de Lie. □

TB

Definición 7.1.25. Al algebroide de Lie A ® A' sobre B definido 
TB

en la. Proposición 7.1.24 se le denomina suma directa de los 
algebroides de Lie A y A' sobre B.

Tras definir la suma directa de algebroides de Lie, se ofrece una 
caracterización para la transitividad de dicha suma directa.

Proposición 7.1.26. En las condiciones de la Proposición 7.1.24 
y suponiendo que A ® A' es el pullback de las anclas, son entonces 

TB
equivalentes:
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Por un lado, se tiene que para todo a ffi a' G A ® A' se verifica: 
TB 

q(a ® a') = q(a').

Por lo tanto, q es sobreyectiva si y sólo si q' es sobreyectiva.

Por otro lado, q es la composición de 7rxz con q'. Por lo tanto, 
las respectivas aplicaciones tangentes verifican:

Tx(q) = Tx(q') o T^a'), ¥x 6 A ® A'. 
TB

Al ser Tx(ttA') sobreyectiva, por ser 7Fx' submersión, se verifica que 
Tx{q) es sobreyectiva si y sólo si Tx{q') lo es también. En conse­
cuencia, q es submersión si y sólo si A' es transitivo. De forma 
análoga puede hacerse con A. □

A continuación, se tratará el concepto de subalgebroide de Lie 
de un algebroide de Lie dado, dando como ejemplo el que se obtiene 
a partir de un abierto de la base de dicho algebroide de Lie.

Definición 7.1.27. Sea A un algebroide de Lie sobre B. Se 
denomina subalgebroide de Lie de A a un algebroide de Lie Ai 
sobre B y una inmersión inyectiva f : Ai —► A tal que defina un 
morfismo de algebroides de Lie.

Proposición 7.1.28. Sea A un algebroide de Lie sobre B y sea 
U un abierto de B, entonces el algebroide de Lie Ay sobre B de la 
Proposición 7.1.18 es un subalgebroide de Lie de A, que se llamará 
subalgebroide de Lie restricción.

En particular, los abiertos trivializadores del algebroide de Lie 
también cumplen esta propiedad.

Demostración. Es evidente, teniendo en cuenta que U es una 
subvariedad abierta con la inclusión de U en B como inmersión 
inyectiva. □
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Para concluir esta sección, se ofrecerá una expresión de los cor­
chetes y del ancla en función de los generadores del módulo de 
secciones en un subalgebroide de Lie restricción.

Proposición 7.1.29. Sea una trivialización local del al- 
gebroide de Lie {A,p,B) de rango r y sea (Au^PUiU) su subal­
gebroide de Lie restricción. Si {A}£=1 es la base de TA/, tiene 
por coordenadas (aq,... ,xr) y q es el ancla de A, se tienen:

r
[X^X^^c^Xk, Lj,k = l,...,r, 

fc=i

(7-3)

(7-4)

donde , aij son funciones diferenciables en U y n es la dimen­
sión de B.

Demostración. El módulo L1Au de las secciones del algebroide de 
Lie {Au, pu, U) es finitamente generado por r secciones en virtud 
del Ejemplo 7.1.19. Además, los campos de vectores tangentes de 
la variedad U son generados por {^-}"=1- Por lo tanto, haciendo 
uso de la Proposición 7.1.15 se tiene la expresión (7.3). La expre­
sión (7.4) se debe al hecho de que q{Xf) es un campo de vectores 
tangentes de U. □

7.2 Algebroides de Lie sobre distintas bases

En la Definición 7.1.8, se definieron los morfismos de algebroides 
de Lie que conservan la base; ahora el próximo objetivo es dar una 
definición de morfismo de Lie para algebroides de Lie con distintas 
bases. Para estar en las condiciones apropiadas en las que definir 
dichos morfismos, deben hacerse algunas aclaraciones.
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En primer lugar, dados dos librados vectoriales £ y r¡ sobre la 
base B, todo B-morfismo : £ —> p induce, por la Proposi­
ción 3.2.8, un morfismo Sec£ —* Secr¡ de B(B)-módulos definido 
por X </>oX. Esto mismo no puede hacerse cuando los dos libra­
dos vectoriales están definidos sobre distintas bases. En ese caso, 
la forma de actuar es la que aparece en [24, 34] y que se expone a 
continuación.

Según la Proposición 2.3.5, dado el morfismo 
(</>,/) : (M',p',B')—» (M, p, B) de librados vectoriales, existe un 
B'-morfismo /*(<£) : M' —* f*M. Por lo tanto, se puede definir, 
en virtud de la Proposición 3.2.8, un morfismo ^>* : PM' —> Ff*M 
de B(B')-módulos.

Por otro lado, según la Proposición 3.3.1, se tiene que Ff*M es 
isomorfo a B(B') PM como B(B')-módulos. De hecho, el 
isomorfismo asocia a cada u' ® X G B(B') 0^b) ^M el elemen­
to X G Pf*M definido como X(x') = (x1, X^f^x'))), para cada 
x' G B'. De este modo, para cada X' G PM' se puede expresar 
(¡Z^X') como:

= ^u'^Xi, (7.5)

para ciertos u\ G B(B') y X¡ G PM, ya que PM está finitamente 
generado.

Por otro lado, se define el conjunto F¡M como:

PfM = {Z GX(B'-M) \poZ = f}, (7.6)

y se tiene que es un B(B')-módulo. En efecto:

1. Si Zi, Z2 G TfM, entonces Zi + Z? está definido y pertenece 
a PfM.

En efecto, po Z, = f (¿ = 1,2) equivale a que Zi(x) y Z^^x) 
estén en la fibra de /(x) en M para cada x G B'. Por ello la 
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suma Zi(x) + está en dicha fibra, para cada x G M y 
Zi + Z2 está definido y pertenece a FfM.

2. Si Z e TfM y u' E F(B'), entonces se define el producto u' Z 
como el producto u'(x)Z(x) que se tiene definido en M por 
ser librado vectorial. Obviamente, u' Z está en FfM y verifica 
los axiomas de módulo.

Pero además se tiene que ¡M es isomorfo a Vf*M como 
^’(B')-módulos, puesto que las aplicaciones diferenciables 
Z.B'—► M tales que p o Z = f están en correspondencia biuní- 
voca con las secciones de Ff*M sin más que asociar a Z la sección 
Z : B' —> f*M definida como:

Z(x) = (x,Z(x)), xeB'.

En consecuencia, la expresión (7.5) puede escribirse como:

♦ = (7.7)

con lo que se llega a la siguiente:

Definición 7.2.1. En las condiciones anteriores, dada una sec­
ción X' E FM', se denomina (^descomposición de X' a cualquier 
expresión de la forma (7.5) o, equivalentemente, (7.7).

Nota 7.2.2. Basándose en la equivalencia de (7.5) y de (7.7), 
se puede afirmar que X' está fi-relacionado con X si y sólo si:

d>\X') = 1®X,

para cualesquiera X' eTM' y X E FM.

Se puede dar así una noción de morfismo de algebroides de Lie 
con bases distintas, que es la que sigue:
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Definición 7.2.3. Sean (A,p,B) y dos algebroides
de Lie con anclas q y q', respectivamente. Entonces un morfismo 
de algebroides de Lie (<fi, : (A',p',B') —> (A,p,B) es un
morfismo de fibrados vectoriales que cumple:

9 o ( = T(f) o g', (7.8)

y, para cada X',Y' 6 TA' con ^-descomposiciones:

O X' = £«'(%, o/) y

se tiene:

W rj =£ «y/ix,, jy o f) + £[*', 41« o /)

Nota 7.2.4. La condición (7.8) en la Definición 7.2.3 equivale 
a que se verifique el siguiente diagrama conmutativo de morfismos 
de fibrados vectoriales:

A’ A

q' q

Nota 7.2.5. La condición (7.9) en la Definición 7.2.3 es equiva­
lente, según lo visto en la Proposición 3.3.1, a lo siguiente:

V\x\Y^YW®rm\xiW^^ n 10)
- ^[Y', ’¿| Xí, 

para unas (^-descomposiciones:

= V ^(y') = Y^mY,.
Para ver que la Definición 7.2.3 es consistente se considera en [24] 

el siguiente:
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Lema 7.2.6. El segundo miembro de la ecuación (7.9) no de­
pende de la elección de las (^-descomposiciones de los elementos 
X', Y' G EA'.

Demostración. Considérese la ^descomposición de X' dada por:

0°^' = ^u'ÁXi°fl

o, equivalentemente, según lo visto en la Nota 7.2.5:

0-(x') = £u'(Xo/).
Defínase una aplicación F : xFA —> F(B'} ® TA co­

mo sigue: dados v' G X(B') e Y G TA, se considera el elemento 
F(y', Y) en ® TA definido como:

f(v', y) = ® [Xi, y]) + [x\ y] ® y.
Entonces, la aplicación F es R-bilineal por serlo cada uno de sus 
sumandos.

Es más, dado un elemento t en X(B) se verifica:

F(y, tY) = W ® ^[Xi, y] + [x„ í]y) + [x', y] ® tY
= 52 0 ® yl + 52 u'f\Ixí^ í] ° /) ® k

+ [X\v'](tof^Y

= 0 /) ® y] + v'[x'.

F^^to^Y

= <v\t o f) ® [Xb y] + [X'. v'{t o /)] ® y
= F{v'{tofYY\

donde se ha hecho uso de la condición 3 de la definición de 
algebroide de Lie y de la T(/)-descomposición de q'(X') inducida 
por la <ydescomposición de X'. Obsérvese entonces que 
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F puede extenderse de forma única a una aplicación
F : F^B') ® LA —> F(B') ® LA definida como:

En particular, si se aplica F a la «^-descomposición de Y' dada por 
^(Y') = v' ® Y?, se obtiene:

F^ * (y')) = ® [x, Y,] + 0 

que, en consecuencia, no depende de la «^-descomposición de Y'. Por 
lo tanto, la expresión (7.9) tampoco depende de dicha «^-descompo­
sición. Si ahora se define F' como F, pero a partir de la 
«^-descomposición de Y', y se lo aplica a </»*(X) se tiene, por la 
antisimetría de (7.9) que dicha expresión tampoco depende de la 
«^-descomposición de X'. □

La composición de morfismos de algebroides de Lie, en el sentido 
habitual de la composición de morfismos de fibrados vectoriales, da 
lugar de nuevo a un morfismo de algebroides de Lie como puede 
verse en la siguiente:

Proposición 7.2.7. Sean dos morfismos (<^i,/i) : 

(X,P3> ^3)—* (X,P2, B2) y (<^2, /?) : (X,P2, B^ —> (A,Pi, BJ 

de algebroides de Lie. Entonces la composición (02 0 0i, 02 0 /1) : 

(X,P3,B3) —> (Ai,pi,Bi) es un morfismo de algebroides de Lie.
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Demostración. o 0i,/2 ° /i) es un morfismo de fibrados vec­
toriales por la Proposición 2.1.25 y, si las anclas son 93, 92 y ?b 
respectivamente, se tiene:

91 o (02 o = T(f2) oq2o (t>\ = T{f2) o T(/i) o q3 = T(f2 o o q3.

Por lo tanto, sólo resta probar que se cumple (7.9) para las 
02 0 0i-descomposiciones.

Para ello, sean X3,Y3 G con las (^-descomposiciones:

01(^3) = U3i ^21 y ^1(^3) = 5^ v3j

considérense las 02-descomposiciones de los elementos X2i, Y2j, para 
todo i, j, que aparecen en las 0i-descomposiciones de X3 e Y3:

®J\Bd XUk y 02(^2j)=yy,2jfc ®F(Bi) Yijh, Ví,j-

Entonces, combinando la 0i-descomposición de X3 (respectiva­
mente Y3) con las 02-descomposiciones de los X2l (respecti­
vamente Y2j), se obtienen las 02 o 01-descomposiciones de X3 e Y3 
dadas por:

(02 0 01)*(A3) = y; U3i 0^B2) (u2ik ^(BJ Xlik) y

(02 0 01)*(^3) = y^ V3j 0^(B2) fajh ^^Bt) Yljh)-

Se verá que se cumple la condición (7.9) con estas 02o01-descom- 
posiciones y, entonces, se tendrá lo buscado por el Lema 7.2.6. En 
efecto, al ser 02 y 0i morfismos de algebroides de Lie se tiene:
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(02 0 01)*[Y3, Y3] — 02 (^ ^(B^ [*2O^]

+52 y^
— 52 [^3, ®^(B2) ^2i)

= 52 ^3¿^3j ®^(B2) ^2j])

+ 52^3, V2j] ®^(B2) 02(^2j)
~ 52 [^3; «3í] O^Bj) 02p^2i))

= 52^3^3; ®J^B¿(^fi2ikV2jh®:r(Bú[X\i^

+ V2jh] ^^B^ ^Ijh

~ 52 , U2ik] ^(Bi) ^lik)

+ r3jl®^(B2) ^^2 V2.jh®F(B^yijh^

~ y^í^3’ ^311^^2) U2¿fc®Z(Bi)^l¿kj

= y~^3¿n3j ®F(B2^u2ikV2jh ®^{B}) PGifc,

+ y? [^3, V3j 0^B2) V2jh] ^^Bx) yjh

— y>3, U3i ^^(Ba) u2ik] O^BO ^lik •

Y, por la definición de los productos tensoriales implicados, se 
verifica:

[X3, V3j 0^(B2)v2jh]=[^3, V3j] 0^(B2)v2jh + v3j ^^(Bs) [01 (^), V2jh], 

con lo que se demuestra la proposición sin más que hacer un razona­
miento análogo con [Y3, u3i 0^b2) U2ik]- O

Corolario 7.2.8. Existe la categoría LA de los algebroides 
de Lie cuyos objetos son los algebroides de Lie y cuyos morfismos 
son los morfismos de algebroides de Lie. □
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Se continuará con una proposición que permite afirmar la equiva­
lencia entre la Definición 7.1.8 y la Definición 7.2.3 para el caso de 
que los dos algebroides de Lie posean la misma base.

Proposición 7.2.9. Si A' y A son dos algebroides de Lie sobre 
la variedad B y d> : A' —* A es un morfismo de algebroides de 
Lie sobre B en el sentido de Definición 7.1.8, entonces es un 
morfismo de algebroides de Lie en el sentido de Definición 7.2.3.

Demostración. Si X' es un elemento de PA, entonces se tiene la 
^»-descomposición dada por 1 ® donde 0(X') es o X' 
perteneciente a LA Por lo tanto, (7.9) se reduce a:

con X'.Y' G PA. Además, como T(idB) = íÓtb, la condición 
q o <p = T(idB) o q' se reduce a q o = q'. □

Corolario 7.2.10. Dada una variedad diferenciable B, existe 
la categoría CAb de los algebroides de Lie sobre B, cuyos 
objetos son los algebroides de Lie sobre B y cuyos morfismos son 
los morfismos de algebroides de Lie que conservan la base. Además 
CAb es una subcategoría llena de CA. □

La noción de morfismo de algebroide de Lie permite dar la 
siguiente:

Definición 7.2.11. Sea A un algebroide de Lie sobre B. Un 
subalgebroide de Lie de A es un morfismo de algebroides de 
Lie:

donde tanto como f son inmersiones inyectivas.
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Nota 7.2.12. La Definición 7.2.11 generaliza la dada en la Defi­
nición 7.1.27 para un subalgebroide de Lie de un algebroide de Lie 
dados ambos sobre una misma base, ya que la aplicación sobre las 
bases es la identidad (que es una inmersión inyectiva).

7.3 Construcción del algebroide de Lie

El objetivo de esta sección es construir un algebroide de Lie a partir 
de un grupoide diferenciable. Dicha construcción se debe a Pradines 
(véase [45]) y el algebroide de Lie resultante recibirá el nombre de 
algebroide de Lie asociado al grupoide diferenciable. Para ello, 
se tendrán en cuenta [24, 29, 31, 34], La forma de construir 
este algebroide a partir del grupoide diferenciable está basada en la 
construcción del algebra de Lie asociada a un grupo de Lie.

Sea Q un grupoide diferenciable con base B, con proyecciones 
origen y destino a, (3 : Q —► B y con inclusión de objetos 
E : B —> Q. Las traslaciones a derechas > QQ£ sobre
un grupoide diferenciable (véase la Definición 5.2.8) son difeomorfis- 
mos solamente en las a-fibras y no en todo el grupoide diferenciable 
(véase la Proposición 6.1.4).

Considérese la aplicación diferenciable T(a) : TD —> TB in­
ducida por a sobre los librados tangentes de Q y de B; dicha apli­
cación es un morfismo de librados vectoriales de rango constante 
por ser la aplicación a una submersión sobreyectiva. Defínase aho­
ra TaQ como el subfibrado kerT(a) del fibrado tangente TLl, con­
sistente en los vectores tangentes a las fibras de a : Q —> B. Este 
subfibrado existe en virtud de la Proposición 2.3.8. Este concepto 
es análogo al de subfibrado vertical de un fibrado vectorial visto en 
la Sección 2.4. De hecho, en diversos artículos el subfibrado 
recibe el nombre de subfibrado tangente vertical.
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Obsérvese que en esta ocasión no se han denotado los fibrados 
vectoriales como las ternas de la Definición 2.1.1. Esto se debe 
a que, para simplificar la notación de esta construcción, sólo se 
pondrá el espacio total del librado vectorial siempre que no quede 
duda de cuál es la base y cuál es la proyección.

Considérese e*(TqQ) el pullback del librado vectorial T"Q sobre 
la inclusión de objetos s (véase la Definición 2.3.1) que resulta ser 
un librado vectorial sobre B.

Notación 7.3.1. Al fibrado vectorial s*(Taty sobre B se lo de­
notará en adelante por >IQ.

Al ser AQ el fibrado inducido por TaCl sobre s, se tiene el 
siguiente diagrama conmutativo:

ASI TaÜ

1 (7’U)
B Q

que representa al morfismo de fibrados vectoriales definido en el 
Teorema 2.3.4. Recuérdese además que en dicho teorema, la fibra 
del pullback XQ en x E B es la fibra de TaQ en s(x) = x.

Al ser e una inmersión inyectiva (véase la Proposición 6.1.8), 
puede considerarse a .4Q como la restricción de T°Q en B e iden­
tificar las fibras ASlx como los espacios tangentes para ca­
da x E B. De igual modo, se podría considerar la aplicación 
AlQ —> TaQ como la inclusión.

Para continuar es necesario introducir el concepto de campo de 
vectores invariantes a derecha del grupoide diferenciable. Estos 
campos harán las funciones de los campos invariantes a izquierda 
de un grupo de Lie en la construcción de su álgebra de Lie.
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Definición 7.3.2.

1. Un campo X G FTQ de vectores tangentes sobre Ul se dice 
a-vertical si verifica que T(afiX) = 0.

2. Un campo X G UTO de vectores tangentes sobre Q se dice 
invariante a derecha si es a-vertical y verifica:

e ÍUÍ1

Se observa a continuación una caracterización de los campos 
a-verticales como secciones del subfibrado vertical TaQ.

Lema 7.3.3. Un campo X de vectores tangentes sobre Q es 
a-vertical si y sólo si X es una sección de TaUl.

Demostración. El campo X es a-vertical si y sólo si se tiene 
T(afiX) = 0. Esto equivale a que para cada £ G Q se tiene 
a*(X^) —

Como TnO coincide con el conjunto:

{(M € TUL | a*(v) = 0a(€)},

entonces “X es a-vertical” equivale a “X pertenece a TaUí\ □ 

Nota 7.3.4. Obsérvese que, por definición, X es a-vertical si y 
sólo si X 0.

Por la Proposición 7.3.3, la definición de campo invariante a 
derecha es equivalente a la siguiente:

Definición 7.3.5. Un campo de vectores tangentes sobre Q se 
dice invariante a derecha si es una sección global X : Q —> TaUl 
del fibrado vectorial TaUl tal que:

X^ = T{R^X^

(recuérdese que Q * Q es el conjunto de pares de elementos de O 
para los que la composición está definida).
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Los campos de vectores tangentes invariantes a derecha son sec­
ciones de T“Q debido a que la definición se basa en las traslaciones 
a derecha R^ que son aplicaciones definidas sólo en las a-fibras.

Nota 7.3.6. Un campo de vectores tangentes invariante a dere­
cha sobre Ul está completamente determinado por los valores que 
toma en los elementos identidad del grupoide, puesto que, dado 
£ G Q^, se tiene:

XtfhlWñ

Nota 7.3.7. Si un campo X es invariante a, derecha entonces, 
por la Nota 7.3.6, se cumple:

X^ = T(R^X^,

para todo g G Uly. Por lo tanto, se tiene X\

Recíprocamente, si XEYTaYl verifica X\ X\nx con^ G 
entonces X(g^) = T(R^(X(g)fi para todo g G Yly.

A continuación, se verá la relación existente entre las secciones 
de AUl y las de TQYl. Recuérdese que AQ podía considerarse como 
la restricción de TQQ a B, por lo que las fibras son isomorfas para 
cada elemento de B. Al ser la inclusión un morfismo de fibrados 
vectoriales, que es isomorfismo lineal sobre cada fibra de un ele­
mento de B, puede usarse la Proposición 3.2.7 y, en consecuencia, 
a cada sección X de TaYl le corresponde una sección de AUl, que 
se denotará por X^B. Interesa en este punto hallar una aplicación 
inversa a X >—> X^B, que es lo que se tratará a continuación.
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Proposición 7.3.8. Existe el morfismo de fibrados vectoriales:

T°D A^
| (7-12)

Q B

donde las aplicaciones son las proyecciones de los fibrados vecto­
riales y la aplicación se define sobre cada fibra de TaCl como el 
isomorfismo lineal:

Demostración. El morfismo división de grupoides diferenciables 
6 : Q x Q —* Q, definido en el Ejemplo 4.3.27, induce el morfismo 

a
de fibrados vectoriales : T(Q x Q) —► TQ, dado por la 

a
aplicación derivada de la aplicación diferenciable 5.

Sea el morfismo de grupoides H : Q —> Q x Q definido como: 
a

que es diferenciable, por ser la aplicación (g o a, id^).

Sea la composición del morfismo de fibrados vectoriales T(H) 
con el morfismo T(6) restringida a TQQ —> TQQ. La Proposi­
ción 3.2.7 permite factorizar este morfismo por medio del morfismo 
.4.Q —> TaCl, con lo que se obtiene el morfismo de fibrados vecto­
riales buscado.

Obviamente, cada es un isomorfismo lineal por ser una 
biyección. □

El objetivo del siguiente corolario es relacionar las secciones del 
fibrado AD con los campos invariantes a derecha del grupoide dife­
renciable Q de partida.
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Corolario 7.3.9. Dado X G T.4Q, se puede definir un campo 
de vectores sobre O invariante a derecha como:

Demostración. Aplicando la Proposición 3.2.7 al morfismo 7¿, 
se tiene:

X = w'(x). D

Corolario 7.3.10. La aplicación:

pao —> rraa -.f®x^fx

es un isomorfismo de ^(Q)-módulos.

Demostración. Es inmediato por la Proposición 3.3.1, sin más 
que considerar que ACl es el pullback de TaCl sobre e. □

Por el Corolario 7.3.10, puede afirmarse que para cualquier cam­
po de vectores tangentes X perteneciente a PTQQ, existen campos 
Xí en r«4Q y fi en JF(Q) tales que:

X = fiX\ + • • • + fn^n-

Pero los Xj y n varían en función de X, ya que PAO es, en 
general, solamente un JP(B)-módulo y no es libre. Obsérvese que 
el álgebra de Lie de un grupo de Lie sí es un ,A(B)-módulo libre.

Proposición 7.3.11. El fibrado vectorial dado por la proyección 
.40 —> B es trivializable si y sólo si el fibrado vectorial dado por 
TaCl —> Q también lo es.

Demostración. La demostración se basa en que ambos fibrados 
son isomorfos en virtud de la Proposición 7.3.8 y la Nota 2.3.6. □
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A continuación, se dará el isomorfismo que se mencionó anterior­
mente entre las secciones de AD, y los campos invariantes a derecha 
del grupoide diferenciable Q dado.

Notación 7.3.12. Se denota como rñ/TQQ al conjunto de los 
campos de vectores tangentes sobre Q que son invariantes a derecha.

Proposición 7.3.13. rffíTQQ es un J-\B)-módulo por medio de 
la multiplicación:

fx = (f«mx.

Además, las siguientes aplicaciones:

r^TaÜ—>DAD:X^X[b y E4Q—>VRITaD:X^X (7.13) 

son mutuamente isomorfismos inversos de -módulos.

Demostración. La multiplicación definida da una estructura de 
^(L^-módulo. En efecto:

1. Dados f,g G X{B),X G VR,TaD, entonces:

(/<7)X^/<7o/?)X^(/o/^o£))^

2. Con las mismas hipótesis, se tiene:

(/ + g)X=^f + g) O ^X={f O[3 + gO ®X=fX + gX-

3. Dados / G X{B),X,Y G rRITaD, entonces:

f(X+Y)= (/ o ^X+Y)= (J o f3)X+(f o ^Y=fX+fY-,

4. Dado X G rRJTaD y 1# la función constante con valor 1 sobre 
B, entonces:

lBX = (lBo^X = X.
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Queda ver que son morfismos de módulos y que son inverso uno 
del otro. Pero esto se tiene directamente del hecho de obtenerse 
el morfismo de librados 77 de la Proposición 7.3.8, que define la 
aplicación PAC —> rRITaQ, como factorización del pullback que 
determina (7.11). □

El resultado anterior establece un isomorfismo de módulos entre 
AQ y rñ/T“Q.

Se pretende, a partir de este momento, definir un corchete y un 
ancla en AD para poder llegar a concluir que AQ es un algebroide 
de Lie. Para definir el corchete, se trasladará a AEl un corchete 
desde rñ/TaQ.

Lema 7.3.14. El corchete de Poisson restringido a rRITaD es 
cerrado.

Demostración. Es conocido que XG TTQ es a-vertical si y sólo 
si X 0 (véase la Nota 7.3.4) y que X G FTQQ es invariante a 
derecha si y sólo si X^^^ X¡s^ para cada £ gQ^.

Como a es diferenciable, entonces dados X. Y dos campos 
a-verticales sobre Q se tiene que X, Y ~Q 0 y, por lo tanto, 
[X, X] ~a 0; lo que es equivalente a [X, K] es a-vertical. Además, 
si X, Y son invariantes a derecha, entonces X|q^ X^x y 
ljo„ ^0* para cada £ G por lo tanto:

~R( = [X^JlfV

En consecuencia, [X, K] es también invariante a derecha. □

Nota 7.3.15. En la demostración anterior se hace uso de un re­
sultado bien conocido de Geometría Diferencial que afirma que, 
dada una aplicación diferenciable f : M —* X, si dos campos 
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vectoriales X, Y sobre la variedad M están f -relacionados con dos 
campos X',Y' sobre la variedad N, respectivamente, entonces el 
campo [X, y] de Ai está f -relacionado con el campo [X', Y'] de N. 
Este resultado puede verse en [28], por ejemplo.

Proposición 7.3.16. El corchete [ , ] : PXQxP>lQ—> I L4Q 
definido como:

[x,y] = [x,y]íb vx,y gE4q, 
es R-bilineal, alternado y satisface la identidad de Jacobi. 

Demostración. La definición del corchete en 1L4Q proviene de 
trasladar, por medio del isomorfismo de 7?(B)-módulos dado en la 
Proposición 7.3.13, el corchete de Poisson restringido a rffJTaQ, 
como puede verse en la Proposición 7.3.14.

Como el corchete de Poisson en TQ es K-bilineal, alternado y 
satisface la identidad de Jacobi, se sigue que el corchete definido en 
PylQ también posee tales propiedades. □

Dada una función diferenciable f 6 X(B) y dos secciones glo­
bales X, Y G PXQ, entonces se verifica:

[XJY\=[X,(fofi)Y\=(fo^ +X(fofi)Y=f[XW YX(fo0)Y, (7.14) 

ya que fX = (f o fi)X.

Como la proyección destino fi : Q —> B es una submersión 
sobreyectiva (véase la Definición 6.1.1) y se cumple 0 o = 0, 
para cada £ G Q, entonces todo campo X de vectores tangente 
invariante a derecha es /3-proyectable (véanse la Proposición 1.4.43 
y la Definición 1.4.44).

Por lo tanto, para cada f G X(Bfi se cumple 
X'(f) o fi = X^f o fi') y, en consecuencia, (7.14) se escribe:

|x,/y] = /[x,r] + xW, (7.i5) 
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donde X' es la /3-proyección del campo de vectores tangentes in­
variante a derecha asociado al campo X. Esto lleva a la siguiente:

Definición 7.3.17. El ancla q = qQ .AQ —> TB de .4Q es el 
morfismo de fibrados vectoriales resultante de componer el morfis­
mo de fibrados vectoriales:

ASI ----- > T°D

B Q 

definido en (7.11) y el morfismo de fibrados vectoriales:

Tatt ----- > TQ TB

Q = Q B

donde el primero es el dado por la inclusión de TaD en TQ, y el 
segundo el inducido por la aplicación diferenciable /3 : Q —> B 
sobre los fibrados tangentes respectivos.

Nota 7.3.18. El morfismo de fibrados vectoriales dado en la 
definición anterior es un B-morfismo porque ft o s coincide 
con ids-

Se verá que el ancla q que se ha definido sobre >111 verifica las 
condiciones 2 y 3 de la Definición 7.1.1 de algebroide de Lie. Para 
ello, se requiere el siguiente:

Lema 7.3.19. Si X G entonces X está /3-relacionado 
con q(X).

Demostración. Sea ¿ G Q. Entonces se cumple:

W(0) = T(D o R^xw^y) = TW(X(fi(£m, 
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debido a la Proposición 7.3.9 y a que ¡3 y (3 o son coincidentes.

Por otro lado, se mencionó al principio de la sección que, para 
cada x E B, la fibra de de AQ en x coincide con la fibra de TQ 
en x. Por lo tanto, la aplicación qx : —* TXB coincide con
Tx^ : —» TXB.

En consecuencia, T(/3)(X(/3(ï))) coincide con q(X)(x) para ca­
da x E B. con lo que se concluye el lema. □

Con este lema ya se está en condiciones de demostrar las dos si­
guientes proposiciones que permitirán probar las condiciones 2 y 3 
de la Definición 7.1.1 de algebroide de Lie.

Proposición 7.3.20. Sean X, Y G 1L4Q y f G X{B\ Entonces 
se cumple:

[X,fY] = f[X,Y]+q(X^f)Y.

Demostración. Se tiene directamente de (7.15) y del Lema 7.3.19.
□

Proposición 7.3.21. Si X, Y G LAQ, entonces:

«ixyi = hm.m-
Demostración. Por el Lema 7.3.19, los campos X y Y están 
/3-relacionados con q(X) y q(Yfi respectivamente. En consecuencia, 
[X,y] está /3-relacionado con [q(X),g(y)]. Como también 
[X, K] = [X, y], entonces [X,y] está /3-relacionado con g([X, y]). 
Al ser (3 sobreyectiva, se tiene que g([X,y]) = [g(X),ç(y)], en 
virtud de la Proposición 1.4.43. □

Todo lo hecho hasta este momento lleva al siguiente:

Teorema 7.3.22. El fibrado vectorial API sobre B es un al­
gebroide de Lie junto con el corchete y el ancla definidos en la 
Proposición 7.3.16 y en la Definición 7.3.17, respectivamente. □
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Definición 7.3.23. Se denomina algebroide de Lie del gru- 
poide diferenciable Q al algebroide de Lie ALl sobre B.

7.4 Funtor de Lie para VifQrdB

A continuación, se verá que, dado un morfismo </> : Q —* Q' de 
grupoides diferenciables sobre una misma base, se puede definir 
un morfismo de algebroides de Lie A(fi) : AD. —> ALl' entre los 
algebroides de Lie asociados a dichos grupoides diferenciables que 
conserve la base B de dichos algebroides.

Proposición 7.4.1. Sea : Q —* Q' un morfismo de grupoides 
diferenciables que conserve la base B común a los dos. Entonces 
existe un B-morfismo A^) : —* AQr entre los algebroides de
Lie de dichos grupoides.

Demostración. Según se vio en (7.11), se tienen definidos los mor- 
fismos de fibrados vectoriales dados por los siguientes diagramas:

ALl Taü

1 (7’16)
B Q

AW Ta'Q'
| (7-17)

B Q'.
Por otro lado, se tiene el morfismo de fibrados vectoriales definido 

por la aplicación tangente T((fi) entre los fibrados tangentes de los 
grupoides. Además, como se cumple a = a' o d>, puede restringirse 
la aplicación T(^) a los subfibrados verticales respectivos. Por lo 
tanto, se posee el morfismo de fibrados vectoriales definido por el 
diagrama:
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(718)

sí a.
De este modo, se construye el morfismo de fibrados vectoriales 

definido al componer el diagrama (7.16) seguido de (7.18), obte­
niendo el morfismo dado por:

>1Q A . Ta'ü'

1 1 (7’19)
B Q Q'.

Como dicho morfismo es T(0) o // sobre s' = 0 o e, se tiene 
que existe un único B-morfismo A((fi) : AD. —> AD' verificando 
B(0) o p = p' o >1(0), en virtud de la Proposición 2.3.5. □

Nota 7.4.2. Nótese que el morfismo >1(0) de fibrados vectoriales 
definido en la proposición anterior posee una propiedad sumamente 
importante: es el único que cumple:

o p = p oX(0).

Seguidamente se verá que el morfismo >1(0) es un morfismo de 
algebroides de Lie sobre una misma base B; para ello, ha de verse 
que se cumplen las condiciones de la Definición 7.1.1.

Proposición 7.4.3. Si q y q' son las respectivas anclas de AD. 
y >1Q', entonces se tiene que q' o >1(0) = q.

Demostración. Por la definición de q' (véase la Definición 7.3.17), 
se tiene:

q/oA^) = T(^op'oA^, 
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donde // : AQ' —> TaXl'. Por la Nota 7.4.2, se cumple que:

q' o A^) = o T(^) o /j.

Y como (3' o $ = ¡3 y, por tanto, T(/3') oT(i¡>) = T(/3), entonces:

í'oAÍO = T(^) o/z,

siendo el segundo miembro de la expresión la definición de q. □

A continuación, se probará que el morfismo A^) conserva los 
corchetes. Para ello, es necesario previamente el siguiente:

Lema 7.4.4. S’zXgPAQ. X^TAQ', entonces X'=A(0)(X) si 
y sólo si X X'.

Demostración. En primer lugar, X X' es equivalente a 
0 o X = X'.

Por otro lado, para cada £ G Q', se tiene por la Proposición 7.3.9, 
que:

=tíwiww D
Una vez se está en posesión del lema anterior, es posible afirmar 

la siguiente:

Proposición 7.4.5. La aplicación A(^) conserva, los corchetes.

Demostración. Sean X, Y G PAQ y sean X' = A(<^>)(X^ y 
Y' = A(^»)(Y). Por el Lema 7.4.4, se tiene que X X' y 
Y ~4(0) Y'. Por lo tanto, se tiene:

XA = [x. y] [Z, y'] = ¡Zp
De nuevo, por el Lema 7.4.4, se cumple que [X', Y'] = A(</>)([X, Y]).

□
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Las Proposiciones 7.4.3 y 7.4.5 permiten enunciar el siguiente:

Teorema 7.4.6. La construcción de la aplicación Q —► v4Q y 
(f) —> .4(0) constituye un funtor entre la categoría DifQrds y la 
categoría CAb- □

Notación 7.4.7. En este teorema, la categoría DifQrdB es la 
que tiene por objetos los grupoides diferenciables sobre la base B y 
por morfismos los morfismos de grupoides diferenciables; mientras 
que la categoría CAb es la que tiene por objetos los algebroides de 
Lie sobre la variedad B y por morfismos los morfismos de alge­
broides de Lie.

Definición 7.4.8. El funtor A del Teorema H.6 recibe el nom­
bre de funtor de Lie.

7.5 Funtor de Lie para VifQrd

Para concluir este capítulo, se obtendrá un funtor de Lie de forma 
análoga a como se realizó en la sección anterior, pero sin la restric­
ción de que los grupoides sean sobre la misma base. Para ello, se 
tomará como referencia básica [24] con el fin de ver que, dado un 
morfismo de grupoides diferenciables F:Q'—41 sobre f : B'—>B. 
la aplicación inducida A(F)=F*Aft'—entre los algebroides de 
Lie satisface la Definición 7.2.3 de morfismo de algebroides de Lie. 
Para llegar a este resultado, se necesita previamente la siguiente:

Proposición 7.5.1. Sea f : B' ----> B una aplicación dife-
renciable entre las variedades diferenciables B' y B. Entonces 
T(f):TB'—>TB es un morfismo de algebroides de Lie sobre f.

Demostración. Basta demostrar la condición (7.9) del corchete 
puesto que la condición sobre las anclas se cumple trivialmente 
debido a la definición de las mismas.
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Sean, por tanto, X',Y' G VTB' con las siguientes T(f)-des- 
composiciones:

T(f) O X' = £«'(%, o/) y

En consecuencia, para todo r, s G F(B), se tienen:

Tí.rofioX^Yu'^Xi^of) y T^sofjoY^Yjj^Yj^of), 

con lo que:

X\Y'(3 «/)) = £ *'(<>')«« o/) + J2"í*'«« o /) 
= 52 w«<s) o/)+52 ^««w) o /i;

y análogamente:

yuwi)=52yw(v.wo/)+52 wmw-

De este modo se tiene, para cada s G F(B\

=52 x'fo'Ky/s) 0/1 + 52 ^x.(Y,(syi o fí 

~Yy'^xm o /i - 52° /)
= 52 - Yjfx.^mofí

+52 v^xm o/)-52 ° /)•
que es la condición (7.9). □

Como se verifica que aoF = foa', debido a ser morfismo de 
grupoides diferenciables, el morfismo de fibrados vectoriales 
T(F) : TQ'—>TQ sobre F:Q'—* fi puede restringirse a un mor­
fismo de fibrados vectoriales T^F^.T^Cl'—»TAI sobre F. Pero el 
morfismo T^F) induce una aplicación A^F) :AQ'—definida 
por el diagrama representado en la Figura 7.1, en el que los cuadra-
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Figura 7.1: Diagrama de la aplicación A(F).

dos laterales son los que se obtienen al construir los algebroides de 
Lie AD y AD,' como pullbacks de y T°'D' sobre e y e', res­
pectivamente. Recuérdese (como se comentó al principio de esta 
Sección 7.3) que las aplicaciones p y podían considerarse como 
inclusiones, por lo que A(F) es diferenciable. Se probará que A(F) 
es un morfismo de algebroides de Lie.

Proposición 7.5.2. La aplicación A(F) : AD' —► AD conser­
va las anclas.

Demostración. Si q y qr son las anclas de AD. y >IQ', entonces:

debido al diagrama de la Figura 7.1 y a las definiciones de q y q'. □

Proposición 7.5.3. La aplicación A(F) verifica la condi­
ción (7.9) de la definición de morfismo de algebroides de Lie.

Demostración. Sea X' e FXQ7 con una >l(F)-descornposición:

con G y Xi E Fv4Q. Sean X' y Xi los campos de vectores 
tangentes invariantes a derecha correspondientes a X y Xi sobre Q' 
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y Q, respectivamente; es decir:

X'^ = T^X^'^ y XXO = T^X^),

con £ G Q, G Q' y las traslaciones a derecha R^ y R^.

Ahora se considerarán los morfismos de fibrados vectoriales:

T«'Q' TQQ AQ

Q' • B B,

que se definían en la Proposición 7.3.8. Recuérdese que el morfismo 
R (análogamente con R'), en la fibra de £ G Q, funcionaba como:

T(Re-i) : T(Qa^ —>

-- >
Debido a las definiciones de R' y R, se tiene que X' se proyecta -- >

en X' respecto de R' y que Xi se proyecta en Xi respecto de R. 
Por el mismo motivo, se sigue de la „4(F)-descomposición de X' 
que T^oX^^o^X'oF).

De manera análoga, dado Y' G AY-1 cuya >l(F)-descomposición 
es A(F)oY'=^2 Vj(Yjof^ se obtiene T(F)oy'=^2(v' o /3')(Yj°F).

Aplicando la Proposición 7.5.1 a F, se llega a que:

T(F)o[V?] =

+y|V.!J'o/?'](^oF) - FAX o/3KXÍ o F).

Esta es una ecuación para aplicaciones definidas sobre Q', toman­
do valores en TQ. Restringiéndola a B'. se obtiene:

AF) +El^](^ °F o/)>
donde se hace uso de X' q'(X'), hecho que se demostró en el 
Lema 7.3.19. □
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Como conclusión de esta sección, de las Proposiciones 7.5.2 y 7.5.3 
se sigue el siguiente:

Teorema 7.5.4. Las aplicaciones Q —* >l(Q) y F -—► A(F) 
construidas anteriormente definen un funtor A:DifQrd—>£A. □

Definición 7.5.5. El funtor A definido en el Teorema 7.5.4 
recibe el nombre de funtor de Lie.

Nota 7.5.6. Obsérvese que el funtor de Lie dado en la Defini­
ción 7.4.8 es la restricción del dado en la Definición 7.5.5 a la 
subcategoria DQrds de la categoría DQrd.

Espero haber convencido al lector de que 
merece la pena conocer los grupoides y 

quedarse a la expectativa.

A. Weinstein.
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