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Los algebroides de Lie y las pseudodlgebras de Lie son una parte
desconocida del folclore de la Geometria Diferencial. Han sido in-
troducidos repetidamente en la Geometria Diferencial desde prin-
cipios de la década de 1950, y también en Fisica y Algebra, bajo
una amplia variedad de nombres, sobre todo como invariantes in-
finitesimales asociados a estructuras algebraicas.

K.C.H. Mackenzie






Prefacio

En estos dias, el dngel de la topologia y el
demonio del dlgebra abstracta luchan por el
alma de cada dominio de las matemdticas.
Herman Weyl
Esta monografia nace con la idea de servir de referencia bésica a
todas aquellas personas que necesiten la Teoria de Grupoides y
Algebroides, bien para continuar en sus investigaciones sobre estos
mismos objetos o bien para servirse de ellos en el estudio de otros
diferentes.

Su gestacion, que no debe ser tachada de casual o fortuita, obe-
dece a una serie de causas, objetivas en su mayor parte, que creemos
suficientes para justificar su existencia. Pasamos a comentarlas a
continuacion.

Es conocido que una de las principales dificultades con las que
a menudo se encuentra el investigador que busca informaciéon sobre
algiin tema de su interés es que, generalmente, no encuentra un
texto de referencia que le satisfaga plenamente. Este hecho se acre-
cienta, ain més, si cabe, cuando el tema objeto de su estudio no
es especialmente conocido o cuando ha empezado a ser estudiado
no hace mucho tiempo. Este tltimo era precisamente el caso que
nos ocupaba cuando comenzamos con la elaboracion del presente
texto en junio de 2001. En las circunstancias a las que nos en-
frentabamos, las dificultades que surgen al iniciar una investigacién
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vi TEORIA DE GRUPOIDES Y ALGEBROIDES

llegan a ser, en muchas ocasiones, casi infranqueables. A la luz de
estas reflexiones, permitasenos narrar parte de nuestra propia expe-
riencia cuando decidimos iniciar una investigacion sobre grupoides
y algebroides de Lie.

La primera dificultad que se nos presento fue la imposibilidad de
encontrar reunidos en un solo texto todos aquellos conceptos previos
que se necesitan para una adecuada comprensiéon de los grupoides
y algebroides. Entre estos conceptos necesarios abundan los rela-
tivos a Geometria Algebraica, Geometria Diferencial, Topologia,
Algebra y varias otras ramas de las Matematicas que, obviamente,
se encuentran cada uno de ellos en textos especificos, aunque con
diferentes enfoques y modos de exposicion.

En segundo lugar nos encontramos con que los, relativamente,
escasos textos existentes que tratan sobre grupoides y algebroides
presentan notabilisimas diferencias entre ellos, no sélamente en los
apartados de contenidos y notacién, sino que incluso aparecen en
ellos conceptos esencialmente distintos y que sin embargo son de-
nominados con el mismo nombre.

Como prueba de lo que decimos, permitasenos comentar al res-
pecto una pequeiia anécdota que nos sucedi6 al principio de nuestras
investigaciones en este tema. La transcribimos porque creemos que
ilustra suficientemente lo que acabamos de indicar.

Lo sucedido tiene que ver con dos de los autores que méas ve-
ces se citan en esta monografia, contemporaneos nuestros, y que
actualmente estan considerados, sobre todo uno de ellos, como ver-
daderas autoridades (“popes” en el argot matematico) en el estudio
de estos temas. Por razones obvias omitiremos sus nombres y nos
referiremos a ellos nombréandolos simplemente como Sres. XX e

YY.
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Pues bien, ocurrié que en un momento dado de nuestra investi-
gacion en grupoides y algebroides nos encontramos con un concepto
en el texto de XX que, en nuestra opinién, no tenia absolutamente
nada que ver, tanto por su definicién, como por su significado y por
sus aplicaciones, con otro que en el texto de YY aparecia denotado
con el mismo nombre.

Extranados, dedicamos un tiempo considerable de nuestra in-
vestigacion a intentar probar la equivalencia entre los mismos, para
ver si a través de la definicion y propiedades de uno cualquiera de
ellos podiamos llegar a su “homologo”, pero nuestros intentos fueron
infructuosos.

Como disponiamos de las direcciones electrénicas de estos au-
tores, decidimos entonces enviarles un correo electronico a cada
uno de ellos, a fin de rogarles que nos aclarasen en la medida de
lo posible aquel hecho. Pues bien, uno de ellos no nos contesto.
El otro, casi a vuelta de correo (lo que nos hizo pensar que no le
habia prestado mucha atencién a nuestro requerimiento, si bien tu-
vo la delicadeza de respondernos) nos envi6 la siguiente respuesta
(traducida): “No conocia el libro de YY. Creo que lo que €l llama
AA es lo que habitualmente se conoce en la literatura sobre el tema
con el nombre de BB, y es por eso por lo que nosotros usamos este
término.”

Como puede verse, estas palabras dan una base firme a las tesis
que nosotros anteriormente hemos defendido sobre la necesidad de
contar con un texto que permita solventar estas situaciones y otras
mas, de parecido tipo, que nosotros, desafortunadamente, también
hemos padecido.

Continuando con las razones que nos han movido a redactar
esta monografia, diremos que el principal objetivo que nos hemos
planteado a la hora de escribirla es el de presentar una introduccién
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a los grupoides (en concreto a los topologicos y los diferenciables) y
a los algebroides de Lie, que resulte sencilla y til al mismo tiempo
a los investigadores que necesiten de estos temas.

Para cubrir este objetivo general, nos ha parecido oportuno ac-
tuar en varios frentes, considerando otros objetivos méas particu-
lares, que refuercen y consoliden al anterior.

Asi, en primer lugar, hemos recopilado los conceptos y los re-
sultados mas importantes y de interés para tal tarea. Hay que
indicar al respecto que muchas de las definiciones que aparecen
en textos ya publicados no son ni suficientemente clarificadoras
ni suficientemente completas. Por lo tanto, el primero de nues-
tros objetivos particulares ha sido precisamente aclarar los con-
ceptos y dar demostraciones completas de aquellos resultados, que
en gran parte de los casos no estaban completamente probados o
no estaban bien referenciados (o si lo estaban, dichas referencias
eran dificiles de conseguir). De hecho, muchas demostraciones que
aparecen en esos textos ya publicados son consideradas triviales o
inmediatas por sus autores, cuando realmente no lo son tanto. Ello
nos ha obligado en ocasiones a reconstruir muchas de ellas a partir
de las pruebas incompletas de que disponiamos e incluso a hacerlas
de nuevo a partir de ideas originales nuestras.

Por otra parte, y como segundo objetivo particular, hemos in-
corporado una cantidad considerable de ejemplos a la teorfa, que
hemos desarrollado siempre que no conllevasen una introduccién
excesiva de conceptos que nos hiciese desviarnos del camino traza-
do. Asimismo, se indica una referencia bibliografica para aquellos
otros ejemplos que no se han tratado de manera profunda en esta
monografia.

Tomando como tercer objetivo particular el de unificar las dife-
rentes notaciones que podemos encontrar en los textos ya escritos,
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hemos optado por seguir en esta monografia la notacion mas acep-
tada en el marco teérico en que nos movemos, esto es, grupoides
por un lado y fibrados vectoriales y algebroides de Lie por otro.
No obstante, también hemos dejado constancia de otras notaciones
seguidas en otros textos.

Finalmente, como tltimo objetivo particular, citar la aportacién
de varios resultados originales que incorporamos a esta teoria, lo
que supone la culminacién de los propésitos que nos marcamos a la
hora de redactar esta monografia.






Introduccion

La situacion actual es que los grupoides han sido usados en
una amplia variedad de dreas de las Matemdticas, desde la
Teoria Ergodica y el Andlisis Funcional a la Teoria de Ho-
motopia, la Geometria Algebraica, la Geometria Diferen-
cial, la Topologia Diferencial y la Teoria de Grupos. Sin
embargo, este amplio y considerable uso no es tan bien
conocido, incluso para aquellos que usan los grupoides en
su especialidad, y esto ha hecho quizds mds fdcil formar

una actitud poco seria.

R Brown.

Una formulacidn algebraica no sélo proporciona un marco
mds conciso y elegante, sino que ademds puede ser la fuente

de nuevas revelaciones.
J. A. Vallejo.

Las categorias fueron introducidas por Eilenberg y MacLane en

1945 [20], mientras que los grupoides, que constituyen una clase

concreta de categorias, fueron estudiados por Brandt en 1926 [5].

Fue en ese trabajo en el que Brandt, que trataba la composicién de

formas cuadréticas en cuatro variables, les dio nombre por primera

vez a estos objetos matematicos.

Los grupoides se utilizan actualmente en diferentes areas mate-

maticas, tales como la Teoria de Grupos, la Topologia Algebraica,

la Geometria Diferencial, la Teoria de Homotopia e incluso la Teoria

x1
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de Galois. Para un conocimiento amplio de los usos que se les dan
a estos objetos en Matematicas puede verse [6].

Las nociones de grupoide topoldgico y de grupoide diferenciable
fueron introducidas por Ehresmann en una serie de articulos [16,
17, 18, 19] en los que afiadia estructuras topologicas y diferen-
ciables a los grupoides con el fin de usarlos como herramientas en
Topologia y en Geometria Diferencial. No obstante, Pradines re-
defini6 el concepto de grupoide diferenciable en [44]. Su definicion
es la que seguiremos en este texto.

Muchas de las construcciones basicas de los grupoides algebraicos,
esto es, sin estructura topologica ni diferencial, no se han podido
desarrollar para los grupoides topolégicos. Un ejemplo de este he-
cho es el grupoide cociente que trataremos en el capitulo dedicado a
los grupoides topologicos y para el que la aplicacion de identificacion
pudiera no ser abierta, por lo que puede carecer de la topologia de
identificacion.

Entre las aplicaciones que tienen estos grupoides citamos las si-
guientes:

e En Geometria Analitica, Grothendieck los usé ampliamente y
mostr6 como podian utilizarse para manejar las relaciones de
equivalencias que surgen al construir los espacios de médulos
(véase [22]). Como el uso de estos espacios estd muy extendido
en Matematicas y Fisica, los grupoides desempefian un papel
muy importante en estas disciplinas.

e En Analisis, Mackey los usa en [38] para el tratamiento de las
acciones ergodicas de grupos como si se tratasen de grupoides
transitivos. Ademads, los grupoides permitieron la construccién
de muchas algebras no conmutativas de interés (véase [50]).
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e En Topologia Algebraica tenemos el grupoide fundamental de
un espacio topologico, cuyo tratamiento principal se ha debido
a Brown y Higgins |7, 8, 23] en situaciones en las que el grupo
fundamental del espacio es muy restrictivo.

El concepto de grupoide de Lie ha variado desde sus comienzos.
Asi en [31] se hacfa la diferencia entre grupoide diferenciable y
grupoide de Lie, indicando que este Gltimo era un grupoide diferen-
ciable localmente trivial. No obstante, a partir de [3] se ha optado
por no distinguir entre grupoides diferenciables y grupoides de Lie,
a diferencia de como se venia haciendo hasta ese momento. De este
modo, la trivialidad local de un grupoide diferenciable se indicara
explicitamente. Mackenzie sigue este convenio desde [33].

Los trabajos sobre grupoides diferenciables se han dedicado des-
de su introducciéon en las Matematicas a las siguientes dreas:

e La propia teoria de grupoides: La construccion de Pradines de
invariante infinitesimal de primer orden de un grupoide de Lie,
el algebroide de Lie y el anuncio de una teoria de Lie anéloga
a la existente para grupos y algebras de Lie. Muchos de los
resultados enunciados por Pradines fueron demostrados por
Almeida en [1}.

e Los grupoides de Lie se han usado como herramienta o lenguaje
en diversas areas. Por ejemplo, en la teoria de ecuaciones de
Lie, como puede verse en [27], o en la teorfa de conexiones de
orden superior, como se ve en [56].

e Teoria general de grupoides topolégicos, cuyo principal impul-
sor ha sido Brown [6, 7, 8, 10].

e Teoria algebraica de grupoides y su aplicacion a la teoria de
grupos [23].
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El concepto de algebroide de Lie lo introdujo Pradines en 1966
(véase [44]), como una version infinitesimal del grupoide diferen-
ciable, por lo que este autor lo llamo grupoide infinitesimal. De
hecho, el algebroide de Lie resulta ser el invariante infinitesimal de
dicho grupoide. Para ello, generaliz6 la construccion del 4lgebra de
Lie de un grupo de Lie.

La construccién anteriormente mencionada permite asociar un
algebroide de Lie a cualquier grupoide diferenciable, creando un
funtor de Lie analogo al que se construye entre los grupos de Lie y
las algebras de Lie. Este funtor de Lie se debe también a Pradines
[45] y es detallado por Mackenzie en [31] para el caso de algebroides
de Lie con una misma base y por Higgins y Mackenzie en [24] para
el caso de algebroides de Lie con distinta base.

Este concepto de algebroide de Lie ya apareci6 implicitamente
en los trabajos de Ehresmann al estudiar las conexiones de orden
superior y las prolongaciones de estructuras de variedades, como
puede verse en [16, 17, 18]. De hecho, los algebroides de Lie
son, por su naturaleza, invariantes de primer orden. Desde 1992,
Mackenzie se ha dedicado a estudiar los invariantes de segundo
orden a los que llama algebroides de Lie dobles o bialgebroides de
Lie (véase [33, 36, 37]).

La definicion original de morfismo de algebroides de Lie también
es debida a Pradines, apareciendo por primera vez en [45], aunque
carente de la claridad necesaria para su uso. Posteriormente, Almei-
da y Kumpera en [2] la clarificaron dando un concepto més general
siguiendo lo dicho en [45]. Pero ain poseia muchas dificultades
para que se pudiera trabajar apropiadamente con ella de forma al-
gebraica. Se necesitaba una definicién cuyo manejo algebraico fuese
mayor y eso se consiguid con una observacion de Weinstein hecha
a Mackenzie sobre el algebroide de Lie de un grupoide accion y que
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consiste en la Proposicion 1.2 de [32]. Antes de dicho texto no
se habian realizado los célculos de este ejemplo, cuya importancia
radica en haber dado pie a la definicién de morfismo de algebroide
de Lie aparecida en [24], que es la que seguiremos en este texto.
Esta definicién equivale a la dada por Almeida y Kumpera en [2].

En [45, 46, 47|, Pradines anuncié la posibilidad de construir
una teoria de Lie completa para los grupoides diferenciables y los
algebroides de Lie, lograndose de este modo muchos de los resulta-
dos ya obtenidos en geometria diferencial.

La teoria de Lie para grupos y algebras de Lie debe su utilidad a
que el funtor de Lie conserva muchas propiedades algebraicas funda-
mentales. Para los grupoides diferenciables y los algebroides de Lie,
el funtor de Lie que puede construirse no verifica las propiedades del
existente entre los grupos y algebras de Lie. De hecho, existe una
teoria de Lie para estas dos clases de objetos, dada por Pradines en
[44, 45, 46, 47], mediante una serie de notas seminales en las que
se omitian las pruebas de la inmensa mayoria de los resultados prin-
cipales y en las que observaba a los algebroides de Lie como objetos
que surgen de los grupoides mediante un proceso de diferenciacion.

Ante esta situacion, surgi6 en [47] la siguiente pregunta: jes to-
do algebroide de Lie integrable?, es decir, jtodo algebroide de Lie
es el asociado de un grupoide diferenciable por medio del proceso
de diferenciacion al que se ha hecho referencia? Durante mucho
tiempo se creyé que la respuesta a dicha pregunta era afirmativa,
tal como pensaba Pradines en [47]. No obstante, Almeida y Molino
demostraron en [3] que no se cumplia esa suposicién y que existian
algebroides de Lie no integrables. Este resultado es de gran impor-
tancia porque contrasta con el que se tiene para los grupos y las

dlgebras de Lie, en la que toda algebra de Lie procede de un grupo
de Lie.
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En la actualidad, la teoria de Lie est4 bien estudiada en el caso
en que los grupoides de Lie son localmente triviales. Se demostré
que el algebroide de Lie de un grupoide de Lie localmente trivial
es transitivo y que si la base es conexa se tiene el reciproco, como
puede verse en el Corolario 3.16 del Capitulo III de [31]. En los
restantes casos no se tiene un estudio tan completo.

La integrabilidad ni siquiera se puede asegurar para el caso en
que el algebroide de Lie posea la propiedad de transitividad, como
demostraron Almeida y Molino también en [3]. Es por esto que
Mackenzie, en el Teorema 1.2 del Capitulo V de [31], da una carac-
terizacion para la integrabilidad de los algebroides de Lie transitivos
con base simplemente conexa (véase también [30]).

Un problema que adn esté sin resolver es el de si la teoria de
estructura de las algebras de Lie de dimension finita sobre cuerpos
de caracteristica 0 se puede extender a los algebroides de Lie; este
hecho seria de interés incluso para, los algebroides de Lie transitivos.

Mackenzie ha realizado un tratamiento muy profundo de los al-
gebroides de Lie, en concreto del caso transitivo, publicando un
trabajo de recopilaciéon de lo hecho tanto por él mismo como por
otros autores (véase [31]). Posteriormente, este autor ha seguido
tratando el tema de los algebroides de Lie desde el punto de vista de
la teoria de Lie, tanto sobre construcciones generales para dicha es-
tructura como sobre el problema de integrabilidad, dando una vista
de conjunto de lo hecho en [34]. De hecho, Mackenzie ha publicado
recientemente un nuevo trabajo [35] en el que continta el estudio
realizado en [31]. Este trabajo puede considerarse, en cierta for-
ma, como el culmen de la investigacion realizada sobre estos temas
hasta el momento y con su mencién damos por finalizada esta serie
de notas histoéricas con las que hemos pretendido reflejar, de forma
breve, pero lo més completa posible, los antecedentes y la evolucién
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seguida por estos temas, desde su no muy lejana aparicion, alla por
los anos veinte del pasado siglo, hasta los tiempos actuales.

Al igual que anteriormente se indicaron algunos de los usos que
tiene el concepto de grupoide en las ciencias, queremos explicitar
que los algebroides de Lie tienen su principal aplicacion en la Fisi-
ca Matematica, en concreto, en la Mecanica Clasica, Cuéntica y
Lagrangiana como puede observarse, por ejemplo, en [11, 12, 13,
29, 39, 59|.

Pasamos ahora a comentar el estilo que hemos seguido en la
redaccion de esta monografia. Para lograr que su lectura sea ame-
na, facil y sobre todo, comprensible, nos ha parecido oportuno es-
tructurarlo en siete capitulos, cuyo contenido y distribucién co-
mentamos seguidamente. En este punto, nos ha parecido también
conveniente mencionar aquellos apartados de los distintos capitulos
que, por su cardcter méas especifico, pudieran ser omitidos en una
primera lectura de la monografia.

En el Capitulo 1 se indican aquellos conceptos y resultados ya
conocidos de varias ramas de las Mateméticas que creemos indis-
pensables para una buena comprensién de esta teorfa y para asen-
tar la terminologia usada en esta monografia. Este capitulo se ha
dividido en 5 secciones, dedicadas respectivamente al recordatorio
de algunas nociones de Topologia, Algebra, Categorias y Funtores,
Geometria Diferencial y de Grupos y Algebras de Lie. En la sec-
cion dedicada a la Geometria Diferencial se hace especial énfasis
en comentar la notaciéon que se ha seguido en este texto, debido a
que en algunos casos no es la habitual. En la tercera seccion de
este capitulo hacemos un repaso de la teoria algebraica de Cate-
gorias y Funtores. En concreto, una parte de la seccion se centra
en el concepto de categoria y sus principales propiedades; ademés
se introduce el concepto de grupoide como una clase particular de
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categorias. La otra parte de la seccion se ocupa del concepto de
funtor y de isomorfismo entre dos categorias y se da una caracteri-
zacion para que un funtor sea isomorfismo.

En el Capitulo 2 intentamos recopilar todos los conceptos, re-
sultados y herramientas referentes a los fibrados vectoriales, que
seran necesarios para poder definir los algebroides de Lie y asociar-
los a un grupoide diferenciable, como se ver4 en el Capitulo 7. Este
capitulo se divide en cuatro secciones. En la primera se introducen
los fibrados vectoriales y los morfismos entre dichos objetos y se
exponen las propiedades més relevantes sobre dichos objetos para
nuestros intereses en el Capitulo 7. La segunda seccién se centra
en la construcion de un fibrado vectorial a partir de las transforma-
ciones coordenadas, técnica bien conocida para estos objetos. En la
tercera seccion se tratan las construcciones en fibrados vectoriales,
en particular, el pullback o fibrado vectorial inducido y la suma
de Whitney o producto fibrado de dos fibrados vectoriales. Final-
mente, se define el subfibrado vertical y sus propiedades principales
en la cuarta y dltima seccion.

En el Capitulo 3 se continta el estudio de los fibrados vecto-
riales, comenzado en el capitulo anterior. En la primera seccion se
estudian las secciones de un fibrado, dotdndolas de estructura de
modulo en la segunda secciéon. En la tercera seccion se describe, de
forma muy breve, el modulo de las secciones globales de un pullback
de un fibrado vectorial dado.

El Capitulo 4 esta dedicado a los grupoides desde un punto de
vista puramente algebraico. Se intenta dar una visién lo méas amplia
posible, teniendo en cuenta el objetivo de esta monografia relativo
a este objeto matematico. También se intentan exponer genera-
lizaciones de resultados que se conocen para grupos y que se han
obtenido para grupoides. Asi, en la primera seccién, se introduce
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el concepto de grupoide y se dan sus propiedades mas elementales.
La segunda y tercera secciones estéan dedicadas, respectivamente, al
estudio de los morfismos de grupoides y al cociente de un grupoide
por un subgrupoide normal, estudiandose cuando es posible facto-
rizar un morfismo por el cociente.

En los dos siguientes capitulos se continda el tratamiento de los
grupoides comenzado en el capitulo anterior pero anadiéndole una
estructura de espacio topolégico, en el Capitulo 5, o una estruc-
tura de variedad diferenciable, en el Capitulo 6. En cuanto a los
grupoides topoldgicos se define el grupoide cociente y el concepto
analogo de la componente de la identidad y se comprueba que se
tienen resultados analogos a los obtenidos para grupos topolégicos.
Con respecto a los grupoides diferenciables, s6lo damos una intro-
duccién somera de los mismos, ya que haria falta introducir con-
ceptos y resultados relativos a foliaciones sobre variedades diferen-
ciables, lo que alargaria excesivamente esta monografia.

Por ultimo, en el Capitulo 7 se dan, en su primera seccién, las
definiciones de algebroide de Lie y de morfismos de algebroides de
Lie sobre una misma base y, en la segunda, se hace lo propio con
los algebroides de Lie sobre distintas bases. En la tercera seccion se
construye un algebroide de Lie asociado a un grupoide diferenciable.
En las dos ultimas secciones de este capitulo se observa que los
morfismos de grupoides diferenciables inducen un morfismo sobre
los algebroides de Lie asociados y se define el funtor de Lie entre

la categoria de los grupoides diferenciales y la de los algebroides de
Lie.

Tal como se coment6 anteriormente, conviene indicar que en to-
dos estos capitulos se han incluido una gran cantidad de ejemplos,
que entendemos son fundamentales para una adecuada comprension
de la teoria.
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En la parte final de esta monografia, se ha incorporado una ex-
tensa Bibliografia en la que, aparte de las monografias y textos em-
pleados en la elaboracion del mismo y directamente referenciados,
también se han incluido otras obras que, entendemos, permiten fa-
cilitar al lector interesado una lectura y comprension, tanto global
como especifica, mas profunda de los contenidos tedricos y practicos
desarrollados en la presente obra.

No queremos terminar estas péaginas sin manifestar explicita-
mente nuestro méas sincero y carifioso agradecimiento a nuestras
respectivas familias, tanto por su total apoyo hacia nuestra tarea
como por el tiempo que por dedicarnos a ella le hemos hurtado a
su compaifa. A todos ellos va dedicado este trabajo.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo, se presentan aquellos conceptos y resultados cuyo
conocimiento consideramos necesario para una adecuada compren-
sién del resto de los capitulos. No se presentardn, no obstante,
aquellos conceptos que sean suficientemente conocidos y generales,
como los de espacio topologico, espacios de Haussdorff o T} o las
definiciones de campo diferenciable de vectores tangentes de una
variedad, a menos que pueda existir algiin tipo de confusién entre
diferentes definiciones de algunos de ellos, como puede ocurrir, por
ejemplo, con la definicién de variedad diferenciable.

También se indicaran algunas referencias en las que el lector
pueda encontrar las pruebas de los resultados que se citan.

1.1 Topologia

Presentamos dos clases de espacios topélogicos de los que se hara
uso en el Capitulo 5. Para una visién mas general de los mismos,
véanse [15, 42, 53].

Definicién 1.1.1. Sean X e Y dos espacios topoldgicos y
p: X — Y una aplicacion de identificacion. Se dice que un
conjunto A de X es p-saturado si A = p~!(p(A)).
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Definicion 1.1.2.  Un espacio topoldgico X se dice semilocal-
mente simplemente conexo si para cada x € X existe un abierto
Ven X conx €V y tal que cualquier camino en V con x como
origen y llegada es homotdpico al camino constante en x.

1.2 Algebra Conmutativa

Se recogen en esta seccion las nociones més relevantes del 4rea de
Algebra Conmutativa, que apareceran en el Capitulo 3 a la hora
de tratar las secciones globales de los fibrados vectoriales. Como
referencia puede verse, por ejemplo, [49].

En lo que sigue, R denotara un anillo conmutativo unitario. Se
recuerda, en primer lugar, el concepto de R-modulo que es la que
sigue:

Definicion 1.2.1. Se denomina R-médulo a una terna (M, +, ),
donde M es un conjunto, + : MxM — M es una operacion inter-
na de M tal que (M,+) es un grupo abelianoy - :RxXM—M :
(f,m)— f-m es una operacidn externa que verifica las siguientes
condiciones:

I.f-(n+m)=f-n+f-m,
2.(f+g)- m=f-m+g-m,
8. (fg)-m=f-(g-m),
4. 1lg-m=m,
donde f,g € R, mn € M y 1g es la unidad de R.

Se contintia con las definiciones de morfismo y de isomorfismo
entre modulos:
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Definicién 1.2.2. Sean M y N dos R-mddulos. Un morfismo
de R-moédulos es una aplicacion F : M — N que verifica:

F(f-m4+g-n)=f-F(m)+g-F(n) Vf,g€ R, Vm,n€ M.

Definicion 1.2.3. Unisomorfismo de R-mdédulos es un mor-
fismo de R-mddulos biyectivo.

Los isomorfismos de modulos pueden caracterizarse por medio
de la siguiente:

Proposiciéon 1.2.4. Un morfismo f : M — N de R-mddu-
los es isomorfismo st y sélo si existe un morfismo de R-mddulos
g: N — M tal que:

gof=udy y fog=idy.
Damos a continuacion la definicién de submoédulo:

Definiciéon 1.2.5. Sea M un R-mddulo y sea N C M. Se dice
que N es un R-submoédulo o sub-R-médulo de M si N es un
R-médulo con la estructura de M.

El concepto de submédulo generado se obtiene de la siguiente:

Proposicion 1.2.6.  Sean M un R-mddulo y L = {my}aep una
familia de elementos de M. FEl subconjunto de M definido como:

L= {Z Jie -mi, [ {mi,} C L, {fi,} C R}

k=1

es un R-submddulo de M.

Definicion 1.2.7. Al R-submddulo L de M se le denomina sub-
moédulo engendrado por L y se le denota por < L > . Al con-
junto L se le denomina base de L.
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Dados dos submédulos, se define la suma directa de ambos
segan:

Proposicién 1.2.8. Sean M y N dos R-mddulos. Entonces el
conjunto:

M@&N ={(m,n)|me M,ne N}
es un R-modulo con las operaciones:

+ (M®N)x(M®dN)— (M@ N)
((m1,n1), (Mg, n2)) — (mq + mg,ny + na),
- Rx(M@®&N)— (M®N)
(f7 (m’n)) = (fm7fn)7

donde en la primera y sequnda coordenada se utilizan las estruc-
turas de R-mddulo de M y N, respectivamente.

De este modo, se pueden dar la siguiente:
Definiciéon 1.2.9.  Se dice que un R-mddulo M es:

1. libre, si posee una base.

2. finitamente generado, si posee una base finita.

3. proyectivo, si existe otro R-mddulo N tal que M ® N es
libre.

1.3 Categorias y funtores

El objetivo de esta seccion es resefiar los conceptos relacionados
con categorias que se requieren para posteriores capitulos. Para
cuestiones relativas a este area con un tratamiento en profundidad,
véanse [41, 52]; si s6lo se desea una somera introduccién para poder
seguir adecuadamente esta monografia, véase [7].
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Definiciéon 1.3.1.  Una categoria C consiste en:
1. Una clase Ob(C), llamada la clase de objetos de C.

2. Un congunto CY llamado el conjunto de morfismos en C de
x a y, para cada x,y € Ob(C).

8. Una funcidn, llamada composicion, que a cada g € C; y
f € CY le asigna un elemento gf € CZ; esto es, la composicion

es una funcion:
z y z
C, xCl — C;,

que debe verificar dos axiomas:

CAT 1 (Asociatividad) Si h € C}, g € C;, f € CJ, entonces
h(gf)=(hg)f.

CAT 2 (Emzistencia de identidad) Para cada x en Ob(C) existe un
elemento 1, en C tal que si g € C, f € CY entonces:

l,g=yg Y flz=f.

Notaciéon 1.3.2.  En los textos sobre Teoria de Categorias, los
conjuntos de morfismos C¥ de la Definicion 1.8.1 suelen denotarse
por C(x,y). La notacién que se ha adoptado en esta monografia es
la utilizada por Mackenzie en sus teztos, véanse [31, 34].

Notacién 1.3.3. Cada f € CY se denota por f : ¢ — y 6

f . . .
x = y. De este modo, se dice que x es el dominio de f y que
y es surango. La notacion r — y hace siempre referencia a un
elemento de CY.

Una clase de categorias es la que viene dada por la siguiente:

Definicidon 1.3.4. Una categoria C se dice pequena s: la clase
Ob(C) es un conjunto.
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Nota 1.3.5.  Obsérvese que, si la categroria C es pequena, la
unidn de los conjuntos de morfismos de la categoria es un conjunto,
ya que el indice de la union es el conjunto Ob(C) x Ob(C).

La unicidad del elemento identidad para cada objeto de la cate-
goria se deduce de la siguiente:

Proposicion 1.3.6.  Para todo z € Ob(C), el elemento identidad
en C7 es inico.

Se define ahora el concepto de subcategoria.

Definicién 1.3.7.  Sean C y D dos categorias. Se dice que D es
una subcategoria de C si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Cada objeto de D lo es también de C; esto es,
Ob(D) C Ob(C).

2. DY C C¥ para todo z,y € Ob(D).
3. La composicion de morfismos en D es la misma que hay en C.

4. La identidad en D5 es la identidad en C para cada elemento

z en Ob(D).

Definiciéon 1.3.8.  Una subcategoria D de la categoria C se dice
llena si se verifica DY = C¥ para todo par de objetos z,y de Ob(D).
Se dice que la subcategoria es ancha si se verifica Ob(D) = Ob(C).

Mediante la composicion existente en el conjunto de morfismos
entre dos objetos de una categoria, se obtiene el concepto de inversa
de un morfismo, como puede observarse en la:

Definicion 1.3.9.  Sea C una categoria y sean f,g dos morfis-
mos de C tales que fg = 1. Entonces a f se la llama inversa a
derecha de g J corretraccién y a g, inversa a izquierda de f
o retraccion.
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La unicidad de la inversa viene dada por la siguiente:

Proposiciéon 1.3.10. Si f es un morfismo de C que tiene in-
versa tanto a izquierda como a derecha, entonces ambas inversas
coinciden y es la dnica inversa a ambos lados que posee f.

A partir del concepto de inversa, aparece el concepto de isomor-
fismo. Su definicion viene dada por:

Definiciéon 1.3.11.  Se llamard isomorfismo o morfismo in-
vertible de la categoria C a todo morfismo de C que posea inversa
a ambos lados. Se denotard por f~' a la dnica inversa de f.

Asi aparece una primera definicion de grupoide como un tipo
particular de categorias. De hecho, esta definicion serd equivalente
a la que se vera en el Capitulo 4.

Definicién 1.3.12.  Se denomina grupoide a una categoria pe-
quena en la que todos los morfismos son isomorfismos.

Finalizamos esta seccién con la definicién de funtor entre cate-
gorias.

Definicién 1.3.13. Sean C y D dos categorias. Se denomina
funtor (covariante) a todo operador I : C — D que asigna a
cada objeto = de C un objeto 'z de D y a cada morfismo f :x — y
en C un morfismo I'f : Tz — T'y en D. Ademds, se deben verificar
las siguientes condiciones:

FUN1 (Conservacion de la identidad) Si 1 : x — x es la iden-
tidad en CZ, entonces I'l : 't — 'z es la identidad en
DF;; esto es, I'l; = 1.

FUN2 (Conservacion de la composicion) Si f 1z — vy, g:y — 2
son morfismos de C, entonces I'(gf) =T'gl'f.
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Nota 1.3.14. Si f es un morfismo de C, al morfismo I' f de D
se le suele llamar morfismo inducido por f.

Proposicién 1.3.15. SeaI' : C — D un funtor. Si f es una
retraccion, una corretraccion o un isomorfismo, entoces I'f es una
retraccion, una corretraccion o un isomorfismo respectivamente.

A continuacion, se define el concepto de composicién de funtores
entre categorias como se ve en el siguiente:

Ejemplo 1.3.16. Sean A, B y C tres categoriasy T: A— B y
S:B—C dos funtores. Se define la composiciéon ST: A— C
por las reglas ST(A) = S(T(A)) para cada objeto A de A y
ST(f) = S(T(f)) para cada morfismo f en A.

Vemos que, en efecto, ST es un morfismo, puesto que se cumple:

ST(14) = S(T(14)) = S(reay) = Lsrcay = Lsr(a),
para cada objeto A de A, y ademds:

ST(fg) = S(T(f9)) = S(T(f)T(9))
= S(T(f))5(T(g9)) = ST(f)ST(9),

para todos f,g morfismos en A.

El siguiente ejemplo muestra que una clase especial de funtores
se obtiene al considerarlos entre las categorias llamadas grupoides.

Ejemplo 1.3.17. Sean G y H dos grupoides. Un funtor
' : G — H se llama morfismo de grupoides. Asi se obtiene
la categoria Grd de todos los grupoides y morfismos de grupoides.

El concepto de isomorfismo y de funtor inverso en la Teoria de
Categorias es el siguiente.

Definicion 1.3.18.  Sean C y D dos categorias y seal' : C — D
un funtor. Se dird que I' es un isomorfismo si existe A : D — C
tal que A = 1p y A = 1¢. Al funtor A se le llama funtor
inverso de .
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Una caracterizacion de isomorfismo entre categorias que seré de
utilidad en el Capitulo 4 es la que se indica a continuacién.

Proposicion 1.3.19. Sean C y D dos categorias y sea I':C—D
un funtor. Entonces I' es un isomorfismo si y sélo si las aplica-

ciones:
Ob(C) —» Ob(D), C! =D}  Va,y € Ob(C)
mducidas por I son biyecciones.

La unicidad del funtor inverso se obtiene como consecuencia de
la Proposicién 1.3.19.

Corolario 1.3.20. Sean C, D dos categorias yI' : C — D un
isomorfismo. Si A1, Ay : D — C son dos funtores inversos de T,
entonces Ay = Ag. En particular, el funtor inverso de otro funtor,
si existe, es Unico.

1.4 Geometria Diferencial

En esta seccion se enuncian los conceptos de Geometria Diferencial
que se usaran en esta monografia y se dejaré constancia de las no-
taciones seguidas para ciertos conceptos bien conocidos en este area
de las Matematicas. Para cualquier consulta de tipo mas general
véanse [4, 28, 40, 57].

Hay varias definiciones del concepto de variedad diferenciable,
como se puede ver en las referencias anteriormente citadas. La que
se usard en esta monografia es la que sigue:

Definiciéon 1.4.1. Se denomina variedad diferenciable de
dimension n a un espacio topoldgico M que sea Ty y 2°N, tal que
eziste una familia {(U;, vi)}ier que verifique:
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VD1 La familia {U;}ic; es un recubrimiento por abiertos de M,

VD2 Las aplicaciones p; : U — V; son homeomorfismos de U; en
un abierto V; de R";

VD3 Para cada i,j € I tales que U; N U; # @, la aplicacion
Vi = ;0 %—1 es un difeomorfismo, siendo ésta la definida
por el diagrama:

piUiNU;) =5 o(UiNT;)
o | [ (1.1)

Noétese que la condicion VD2 implica que toda variedad diferen-
ciable es un espacio topolégico localmente euclideo. Ademas, una
representacion de la propiedad VD3 aparece en la Figura 1.1.

Pi

% propy!
o Ei

Figura 1.1: Propiedad VD3 de variedad diferenciable.

Definicion 1.4.2. A la familia A = {(U;, ¢i) }ier de la Defini-
cion 1.4.1 se le denomina atlas de la variedad diferenciable M;
cada uno de sus elementos recibe el nombre de carta local del
atlas.

Proposicion 1.4.3.  Toda variedad diferenciable es paracompac-
ta.

Tratamos a continuacion el concepto de aplicacion diferenciable
entre variedades diferenciables.
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Definicion 1.4.4. Sean M y N dos variedades diferenciables.
Una aplicacion f : M — N se dice diferenciable s: para todo
par de cartas locales (U, ) y (V,¥) de M y N, respectivamente,
tales que f(U) NV #@, la aplicacion:

Yo fopipUNfTH(V)) — 9(V)

es diferenciable.
M
O O D

e

Figura 1.2: Aplicacion diferenciable de M en N.

Notacion 1.4.5. Al conjunto de las aplicaciones diferenciables
de M en N se suele denotar por F(M; N).

Para observar la diferenciabilidad de una aplicacién no es nece-
sario mirar cada carta local de cada variedad, sino que es suficiente
con que se cumpla en un atlas de M y en otro de N, como puede
verse en la siguiente:

Proposiciéon 1.4.6. Sean M y N dos variedades diferenciables.
La aplicacion f : M — N es diferenciable si y sdlo si eristen
sendos atlas, Ayy de M y An de N, tales que para toda carta
(U, ) de Apr y toda carta (V,¢) de An, con f(V)NV # @, se

verifica que la aplicacion:

bofoplipUn fTH(V)) — ¢(V)

es diferenciable.
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La diferenciabilidad es una condicién mas fuerte que la con-
tinuidad como se observa en la:

Proposiciéon 1.4.7. Toda aplicacidn diferenciable entre variedades
es una aplicacion continua.

Ademas la aplicacion identidad idy, : M — M de una variedad
M, definida por idp(z) = x es una aplicacion diferenciable.
El concepto de difeomorfismo es el que sigue a continuacion.

Definicion 1.4.8.  Sea f € F(M; N). Se dice que f es un difeo-
morfismo si existe g € F(N; M) tal que:

fog=idn, gof=iduy.
Se tiene la siguiente caracterizacion de difeomorfismo.

Proposiciéon 1.4.9. Una aplicacion diferenciable f: M — N
es un difeomorfismo si y solo si es biyectiva y su inversa es dife-
renciable.

Un caso particular de aplicaciéon diferenciable es el de funcion
diferenciable en una variedad, obtenida al sustituir la variedad N
de la Definicién 1.4.3 por la recta real R. La formalizacion de este
concepto es la que sigue:

Definicién 1.4.10. Sea M una variedad diferenciable. Una fun-
cion f : M — R se dice diferenciable si para toda carta local
(U,¢) de M, la funcion:

fwow™ ) —R

es diferenciable.

Notacion 1.4.11.  El conjunto de las funciones diferenciables en
una variedad diferenciable M se denota por F(M).
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M
it
S )

Figura 1.3: Funcién diferenciable en M.

Como en el caso de las aplicaciones diferenciables, para ver la
diferenciabilidad en una funcién basta ver la condiciéon dada en la
Definicién 1.4.10 sobre un atlas de la variedad M.

Proposicién 1.4.12.  Una funcidn f : M — R es diferenciable
si y s6lo si existe un atlas Apy tal que la aplicacion:

(fr)ow ™ 1 e(U) — R
es diferenciable para cada carta local (U, ) del atlas Apg.

También puede definirse la diferenciabilidad de forma puntual,
segun:

Definicién 1.4.13.  Sea U un abierto de la variedad M. La fun-
cion f : U — R se dice diferenciable en p € M si existe una
carta local (V,p) de M tal que p € V y la aplicacion:

flVo(p—l p(VNU) — R
es diferenciable.

Notacion 1.4.14. Al conjunto de las funciones diferenciables en
p € M se las denota por Fp(M).
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Se puede demostrar que una funcién en una variedad es dife-
renciable si y solamente si es diferenciable en cada punto de dicha
variedad.

Para introducir el concepto de particiones de la unidad, es nece-
saria la siguiente:

Definicion 1.4.15. Sea f : M — R una funcidn diferenciable.
Se denomina soporte de f al conjunto cerrado de M definido
como:

sop(f) ={y € M| f(y) # 0}.

Ahora ya pueden definirse las particiones de la unidad como se
ve en la siguiente:

Definicion 1.4.16. Sea M una variedad diferenciable. Una fa-
milia { fo}laen de funciones diferenciables se dice que es una par-
ticion de la unidad sobre M si:

1. {sop(fa)}aen es un recubrimiento localmente finito de M ;

2. Y nen fal2) =1, para cada x € M.

Nota 1.4.17. La suma que aparece en 2 de la Defini-
cion 1.4.16 estd bien definida ya que 1 de esa misma definicidn
asequra que el nimero de sumandos es finito para cada x € M.

Definicion 1.4.18.  Sea {U,}aen un recubrimiento por abiertos
de una variedad M. Se dice que {fo}acr €s una particién de la
unidad asociada a dicho recubrimiento si es una particion de
la unidad verificando sop(f,) C Uy, para cada o € A.

Se puede asociar una particion de la unidad a cualquier re-
cubrimiento por abiertos de la variedad.

Proposicion 1.4.19.  Todo recubrimiento por abiertos de una
variedad diferenciable posee una particion de la unidad asociada a
dicho recubrimiento.
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La siguiente proposiciéon permite hallar un refinamiento de un
recubrimiento por abiertos, de modo que los elementos del refi-
namiento son disjuntos dos a dos.

Proposicion 1.4.20.  Sea {U,}aca un recubrimento por abiertos
de la variedad diferenciable M. Entonces, existe un refinamiento
{Vij}ierjen con I un conjunto finito y tal que para cada i € I se
cumple Vi; NV, = @ st j # k.

Las aplicaciones diferenciables se pueden definir localmente, co-
mo se puede ver en la siguiente:

Proposicién 1.4.21. Sean B una variedad diferenciable, {Us}aca
un recubrimiento por abiertos de una variedad diferenciable M y
{fa}aer una familia de aplicaciones diferenciables definidas como
fo 1 Uy — B tales que si U, NUg # O, fo = fz en Uy N Up.
Entonces existe una aplicacion diferenciable f : M — B tal que
Jiv. = fa para todo o € A.

Para estudiar ahora los conceptos de vector tangente y espacio
tangente a una variedad diferenciable M en un punto p de la misma,
se requiere del termino gérmen de funcion diferenciable en p.

Consideremos la relacién de equivalencia definida en F (M) en la
que dos funciones f y g diferenciables en p € M estan relacionadas
si y solo si coinciden en un entorno de p. Entonces se denomina
gérmen de funcién diferenciable en p € M a cada una de las
clases de esta relacion de equivalencia. Al conjunto de gérmenes en
p se le denota por G,(M). De este modo, ya se est4 en condiciones
de definir el concepto de vector tangente.

Definicion 1.4.22. Sea M wuna wvariedad diferenciable y
p € M. Se denomina vector tangente a M en p a toda aplicacion
v: G(M) — R que verifique las siguientes condiciones:
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VT1 v(af+B9) = av+Bv, para todo f,g € G,(M) y todo a, B € R.

VT2 v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f), para todo f,g € Gy(M).

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se denota
por T,M y resulta ser un R-espacio vectorial con la suma y el
producto por un escalar habituales en las funciones. Por tanto se
tiene la siguiente:

Definicion 1.4.23. Al espacio vectorial T,M se le denomina
espacio tangente a M en p.

El espacio tangente T, M posee una base de dimensién igual a
la de la variedad M a la que es tangente. Asi, si M es una va-
riedad diferenciable de dimensiéon n y (U, ) una carta local suya
con p € U, se tienen las aplicaciones diferenciables ¢; : U — R,
(i=1,...,n) definidas como ¢; =m0y, con 7; la proyec-
cién i-ésima de R™. El conjunto de funciones {¢;}? , se denomina
sistema local de coordenadas asociado a la carta (U, ¢).

Dicho sistema permite definir la derivada parcial i-ésima de
una funciéon f € F(M) en el punto p € U respecto de la carta
(U, ¢) como sigue:

()52
dpi P om;i e(p)

Se puede demostrar que una base de T, M es el conjunto:

()}

i=1

Definido el espacio tangente a una variedad en un punto suyo,
se definira la aplicacion inducida por una aplicacion diferenciable
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f: M — N sobre los espacios tangentes de M y N en los puntos
py f(p), respectivamente. No obstante, se requiere previamente la
siguiente:

Definicién 1.4.24. Sean f : M — N una aplicacién diferen-
ciable y v € T,M. Se define f.,v como el operador:

fopv: Gpp(N) — R:g— v(go f)
Nota 1.4.25.  El operador f.,v es un vector de Ty, N.

De este modo, ya puede definirse una aplicacion lineal:
fap i TyM — Ty Nt v = fopv,

entre los respectivos espacios tangentes del dominio y el codominio
de la aplicacion diferenciable f.

Definicién 1.4.26. Dada una aplicacion diferenciable f: M— N,
se denomina aplicaciéon derivada o tangente de f en p € M
a la aplicacion f., : T,M — Ty, N antes vista.

Notacion 1.4.27. La aplicacion derivada o tangente de una
aplicacion diferenciable f € F(M;N) en p € M se denota por
fsp 0 por Tp,f, siendo esta dltima la notacion que se sequird en
esta monografia.

Seguidamente se dan las definiciones de inmersién, submersion

y subvariedad, indicAndose cuando esta tltima se dice regular.

Definicion 1.4.28. Una aplicacion diferenciable f: M — N
se denomina inmersién (resp. submersion) si T,,f es inyectiva
(resp. sobreyectiva) para cada p € M.

Partiendo del concepto de inmersién, puede introducirse el de
subvariedad de una variedad dada, como puede verse en la siguiente:
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Definicion 1.4.29. Sean N y M dos variedades y F:N— M
una inmersion inyectiva. Al par (N, F) se le denomina subvarie-
dad de M.

Una clase particular de subvariedad es la que aparece en la:

Definicién 1.4.30.  Una subvariedad (N, F') de M se dice re-
gular si la inmersion F : N — F(N) es un homeomorfismo con
la topologia relativa de F(N) como subespacio de M.

Se dird que (N, F) es cerrada o abierta segin lo sea F(N)
en M.

Situaciones en las que se obtienen subvariedades regulares pueden
observarse en las dos siguientes proposiciones:

Proposicion 1.4.31.  Sea M una variedad diferenciable. La dia-
gonal Ay de M es una subvariedad regular de M x M.

Proposicion 1.4.32. Sean N y M; (i = 1,2) tres variedades
diferenciables y f; : M; — N (i = 1,2) dos submersiones. En-
tonces (f1 X fa) 1 (An) es una subvariedad cerrada de My x M.

Por tultimo, damos un resultado que permite extender una apli-
cacion diferenciable en un abierto a toda la variedad.

Proposiciéon 1.4.33.  Sean M una variedad diferenciable, K un
cerrado y U un abierto en M con K C U. Entonces existe una
funcion diferenciable f : M — R tal que se verifican:

1. sop(f) C U;
2.0< f(z) <1, para cada x € M;
3. f(z) =1 para cada x € K.

A continuacion, se definen el fibrado tangente T'M de una va-
riedad M (aunque se volveré sobre él en el Ejemplo 2.1.12) y pos-
teriormente los campos diferenciables de vectores.
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Definiciéon 1.4.34. Sea M una variedad diferenciable m-dimen-
sional. Se denomina fibrado tangente de M al conjunto TM
constituido por todos los pares de la forma (p,v), conp € M y
v € T,M, esto es, la unidn de los espacios tangentes a la variedad:
T™ = | | T,M
peEM

Se llama proyeccion de T'M sobre M a la aplicacion comple-

ta:

7:TM — M : (p,v) — p.

Las dos propiedades bésicas del fibrado tangente, que seran nece-
sarias para los proximos capitulos, se recogen en la siguiente:

Proposicion 1.4.35. Con la notacion de la Definicion 1.4.84,
se verifican:

1. El fibrado tangente puede dotarse de una estructura de varie-
dad diferenciable 2m-dimensional.

2. Con esta estructura, la proyeccion es diferenciable.

El siguiente concepto a tratar es el de campo de vectores de una
variedad. Su definicion es la que sigue:

Definiciéon 1.4.36. Sean M wuna variedad diferenciable y U un
abierto de M. Un campo de vectores (resp. campo de vec-

tores diferenciable) sobre U es toda aplicacion (resp. aplicacion
diferenciable):

X:U—TU:p— X,

que verifique w o X = idy.

Notacion 1.4.37.  x(M) denotard el conjunto de campos de vec-
tores diferenciables de una variedad M.
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Recuérdese que dada una aplicacion diferenciable entre dos va-
riedades, existe una aplicacion diferenciable entre los respectivos
fibrados tangentes inducida por dicha aplicacion.

Definicién 1.4.38. Sean M y N dos variedades y f:M— N
una aplicacion diferenciable. Se denomina aplicacion derivada
o tangente de f a la definida como T f(p,v) = T,f(v), para cada
(p,v) €e TM.

Notacion 1.4.39. A la aplicacion tangente de f se la denota
por Tf ¢ f., siendo la primera de ellas la que se utilizard en esta
mongrafia.

Dos propiedades de interés para el desarrollo de posteriores capi-
tulos son las dos siguientes proposiciones.

Proposiciéon 1.4.40. La aplicacion tangente de una aplicacion
diferenciable es también diferenciable.

Proposicion 1.4.41.  La aplicacion derivada de una submersion
es también una submersidn.

Se trataran, a continuacion, los campos relacionados mediante
una aplicacion diferenciable.

Definiciéon 1.4.42. Sea f : M — N una aplicacion diferen-
ciable. Se dice que X € x(M) estd f-relacionado con Y € x(N)
st fuiX =Y o f, y se denota por X ~; Y.

Proposiciéon 1.4.43. Sean M y N dos variedades diferenciables
y f: M — N una submersidn sobreyectiva. Entonces, si X € x(M),
existe Y € x(N) tal que X ~5 Y.

Definicion 1.4.44.  FEn las condiciones de la Proposicion 1.4.43,
se dird que Y es f-proyectable y que X es su f-proyeccién.
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Es bien conocido, por su importancia, el siguiente:

Teorema 1.4.45 (Teorema de la Funcién Implicita). Sean
M y N dos variedades diferenciables y f : M — N una submer-
sion. Sip € N es tal que f~1({p}) # @, entonces f~1({p}) es una
subvariedad regular de M de dimension dimM — dimNV.

Se concluye esta seccion con una aplicacion biyectiva que es
difeomorfismo local.

Proposiciéon 1.4.46. Sea f : M — N una aplicacion de varie-
dades diferenciables biyectiva que es difeomorfismo local. Entonces
f es un difeomorfismo.

1.5 Grupos y Algebras de Lie

Se recuerdan en la presente seccion los conceptos de grupo de Lie y
algebra de Lie. Ademés se recogen los resultados correspondientes
a dichos conceptos que se reflejaran en grupoides diferenciables y
algebroides de Lie. Para consultar las demostraciones de los resul-
tados, véanse [43, 51, 55].

Definicion 1.5.1.  Se denomina grupo de Lie a un grupo topold-
gico G con una estructura de variedad diferenciable compatible con
su topologia, tal que las aplicaciones:

GxG— G : (z,y) — zy,

G—G :z—a !

son ambas diferenciables.
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Definicion 1.5.2.  Sean G y Gy dos grupos de Lie. Se deno-
mina morfismo de grupos de Lie a una aplicacion diferenciable
f:G1— Gy tal que:

flog2) = f(g)f(g2) v f(lg,) = 1c,,

donde 1¢, y 1, son las unidades de Gy y G, respectivamente.
Se dird que f es un isomorfismo si ademds es un difeomorfis-
mo.

A partir de las dos definiciones anteriores, puede introducirse el
concepto de subgrupo de Lie.

Definicion 1.5.3.  Sea G un grupo de Lie. Un subgrupo H de
G se dice subgrupo de Lie de G si se tiene que:

1. H es grupo de Lie.

2. H es una subvariedad de G, con la inclusidn como inmersion

fiel.

Se tratan, a continuacion, las dlgebras de Lie y diversas propie-
dades suyas.

Definicion 1.5.4.  Un R-espacio vectorial g se denomina alge-
bra de Lie sobre R si existe una aplicacidn:

[ ]rexg—g: (X,)Y) = [X Y],
con las siguientes propiedades:
1. [, ] es R-lineal;
2. 1X,Y]+ 1Y, X] =0 para cada X,Y € g;

3. X, Y, Z]| +[Y,[Z,X]]| + [Z,[X,Y]] =0 para cada X,Y,ZEg.
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Notacién 1.5.5. A la aplicacion [, | de la Definicion 1.5.4 se le
denomina corchete de Poisson o corchete de Lie de X con Y.

A la condicion 8 de dicha definicion se la denomina identidad
de Jacobi y suele denotarse por J(X,Y,Z) = 0.

Definicion 1.5.6. La dimensién de un dlgebra de Lie es la que
tiene como R-espacio vectorial.

En lo que sigue, las dlgebras de Lie se consideraran de dimensién
finita.

Definicién 1.5.7.  Una base de un dlgebra de Lie g sobre R es
una base de g como espacio vectorial.

Se prosigue con el concepto de constantes de estructura y la
relaciones mas inmediatas entre ellas.

Proposicion 1.5.8.  Sea {X1, Xs,..., X} una base del dlgebra
de Lie g. Entonces ezisten unas tnicas constantes bien determi-
nadas c}; € R tales que:

n
(X X1 => &X, Vije{1,2,--,n}
Definicién 1.5.9.  Las constantes cf] se denominan constantes
de estructura de g respecto de la base { X, ..., X}
Proposicién 1.5.10.  Las constantes de estructura verifican:
1. & =0, para todoi,p=1,...,n

2. cﬁ’j—l—cgi:O, para todo i, 5,p=1,...,n
n

3. Z PsCpt T CoiCpr + CirCps) =0, para todo r,s,t,u=1,...,n.
p=1
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Se dan ahora algunas otras definiciones de interés acerca de las
algebras de Lie.

Definicion 1.5.11.  Sea g un dlgebra de Lie. Una subélgebra
de Lie h de g es un subespacio vectorial de g tal que el corchete es
cerrado sobre h (esto es, [h,h] C h).

Definiciéon 1.5.12. Sean ¢y y g» dos dlgebras de Lie. Un mor-
fismo de algebras de Lie es una aplicacion lineal F' : g1 — go
que verifica:

F([Ul,vg]) = [F(’Ul), F(Uz)] Yu,n €¢.
Definicion 1.5.13.  Un dlgebra de Lie g se dice abeliana o

conmutativa si [g, g] = {0}.

Como ejemplo de algebra de Lie, citamos el conjunto de campos

diferenciables de vectores tangentes de una variedad diferenciable
dada.

Teorema 1.5.14.  El conjunto x(M) de campos diferenciables
de una variedad diferenciable M es un dlgebra de Lie con las ope-
raclones:

(X+Y)(f)=X(N)+Y(), X Yex(M), feF(B)
(@X)(f) =aX(f), Xex(M), feF(B), aek,
(X, Y](f) = XY (f) -Y(X(), X Yex(M), feF(B).
Definicién 1.5.15.  Con la notacion anterior, a la funcién X (f)
se la denomina derivada de Lie de f con respecto de X.

Recuérdese que a un grupo de Lie se le puede asociar un algebra
de Lie con el conjunto de las traslaciones a izquierda.

Definicion 1.5.16.  Sea G un grupo de Lie y g € G. Una tras-
lacion a izquierda de G es una aplicacion diferenciable:

Ly:G—G: z—gzx.
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Recordamos ahora el concepto de algebra de Lie asociada a un
grupo de Lie.

Teorema 1.5.17. Sea G un grupo de Lie. Entonces el conjunto:
es una subdlgebra de Lie de x(M).

Definicion 1.5.18. Al dlgebra de Lie g del Teorema 1.5.17 se
la denomina algebra de Lie asociada al grupo de Lie G.

El algebra de Lie asociada a una variedad diferenciable puede
verse como uno de sus espacios tangentes. Este hecho lo demuestra
el siguiente:

Teorema 1.5.19. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie,
entonces g y T1,G son isomorfos como espacios vectoriales, donde
1c es la unidad en G.

Nota 1.5.20.  Por la proposicion anterior, a Ti,G se le puede
dotar de la estructura de dlgebra de Lie que posee g.

Para llegar a la obtencion del funtor de Lie se requiere del
siguiente:

Teorema 1.5.21. Si f : G — G5 es un morfismo de grupos de

Lie, entonces fi : T1G1G1 — TIG2G2 es un morfismo de dlgebras
de Lie.

Asi se llega a la existencia de un funtor entre la categoria de los
grupos de Lie y la de 4lgebras de Lie. La primera tiene por objetos
a los grupos de Lie y como morfismos a los morfismos entre ellos; la
segunda tiene como objetos las algebras de Lie y como morfismos
los morfismos entre ellas. Este funtor se denomina funtor de Lie.






Capitulo 2
Fibrados vectoriales

En este capitulo se estudian los objetos mateméticos conocidos co-
mo fibrados vectoriales. En él se hara un desarrollo sin considerar
més preliminares que los aparecidos en el Capitulo 1, destinado a
tales menesteres. Aparte de dar las definiciones de los conceptos
elementales relativos a fibrados vectoriales, se trataran otros con-
ceptos méas complejos con el fin de hacer uso de ellos en el Capitulo 7
dedicado a los algebroides de Lie, que, como se veré en él, no son
més que fibrados vectoriales dotados de una estructura especifica.

[gualmente, apareceran las demostraciones de los resultados que
se enuncian, salvo excepciones en la que se referenciaré el texto en el
que se pueden encontrar. No obstante, muchas de estas demostra-
ciones han tenido que ser reconstruidas o realizadas de nuevo, al
no haber sido encontradas en las referencias de las que dispusimos
para la elaboracion de esta monografia.

Los conceptos que fundamentalmente se trataran son: morfismo,
isomorfismo y suma de Whitney de fibrados vectoriales y pullback
y subfibrado vertical de un fibrado vectorial. Para definir los tres
altimos conceptos, sera necesario disponer de una técnica para cons-
truir un fibrado vectorial a partir de aquello que se quiera que sean
las fibras del mismo. Esta construccién es bien conocida y se resena
en la Seccion 2.2.

27
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Para dar una mayor comprensién de lo anteriormente menciona-
do, se acompanaran los resultados de numerosos ejemplos relativos
a dichas cuestiones, desarrollando ampliamente los mismos siempre
que se haya considerado necesario.

2.1 Noclones basicas

Esta seccion tiene como objetivo exponer las definiciones de fibrado
vectorial, de subfibrado, de morfismo entre fibrados vectoriales y de
morfismo bilineal. Se comenzar4 definiendo los fibrados vectoriales.

Definicién 2.1.1. Sean M y B dos variedades diferenciables y
p: M — B una aplicacién diferenciable sobreyectiva. Se llamard
fibrado vectorial k-dimensional a una terna £ = (M, p, B) que
verifica la siguiente condicion de trivialidad local:

TVL Para cada punto b € B, eziste un abierto U en B que
contiene a b y un difeomorfismo:

p:p ' (U) — U xRz (p(x), Fy(1)),
tal que para todo x € U se tiene que:
F = Fypoie) 07 (z) — R
es un isomorfismo de espacios vectoriales reales.

A cada par (U, p) se lo denomina trivializacién local.

Se dan a continuacién algunas aclaraciones a la definicién

anterior.

Definicién 2.1.2. La variedad M se denomina variedad to-
tal del fibrado; la variedad B se denomina variedad base; la
aplicacion p se denomina proyecciéon; y se denomina fibra sobre
r€BaM,=p ().
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My, M.,

Figura 2.1: Esquema de los fibrados vectoriales.

Al escalar k se lo denominard rango del fibrado vectorial.

Si (U, @) es una trivializacion local, entonces a U se le denomina
abierto trivializador y a ¢ difeomorfismo trivializador.

A la familia {(U,, vy) }yer de trivializaciones locales tales que
B =, er Uy se le denomina representacién coordenada o es-
tructura del fibrado vectorial.

Nota 2.1.3.  Obsérvese que el isomorfismo Ff = Fyp-yg) :
p~(x)—RF definido en la Definicion 2.1.1 dota a las fibras de &
de estructura de espacio vectorial real.

Nota 2.1.4. En un fibrado vectorial, la dimension de la varie-
dad total es igual a la suma de la dimension de la variedad base y
del rango. Este hecho se obtiene directamente de la condicidn de
trivialidad local.

Aparecen ahora los abiertos trivializantes y trivializadores que
forman pares analogos a los de la trivializacién local, siendo su
tinica diferencia que no son necesariamente los que se obtienen por
la Definicion 2.1.1.

Definicién 2.1.5. Un abierto U en B se denomina abierto tri-
vializante de ¢ si eziste un difeomorfismo vy :p~ (U) — UxR¥ :
z—(p(z), Fy(x)) tal que la restriccion ¢y , = FE : p~1(z) — R¥
es un isomorfismo lineal para cada x € B. A Yy se le denomina
difeomorfismo trivializante.
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El concepto que sigue es el de las transformaciones coordenadas
cuyo interés en esta monografia radica en ser un elemento clave
en la construccion de fibrados vectoriales que tendra lugar en la
Seccion 2.2.

Definicién 2.1.6.  Sea {(U,, ¢,)} una representacion coordenada
del fibrado €. Se definen las aplicaciones:

9ap : Uag — GL(RF),
donde Uyg representa a U, N Ug # &, como:
9ap(T) = Paz 0 05, VT E€B.
A estas aplicaciones se las denominard transformaciones

coordenadas de { asociadas a {(U,, p4)}.

Nota 2.1.7.  Las aplicaciones gop anteriores son diferenciables,
al ser composiciones de aplicaciones diferenciables.

Nota 2.1.8. La wariedad GL(R¥) que aparece en la Defini-
cion 2.1.6 es el grupo lineal de R*, que es bien conocido y que
consiste en el grupo de los endomorfismos invertibles en RF.

Se ofreceran algunas propiedades relativas a la proyeccion del
fibrado vectorial, resultando como consecuencia que las fibras son
subvariedades cerradas de la variedad total.

Proposicién 2.1.9.  Sea (M, p, B) un fibrado vectorial de rango
n. FEntonces la proyeccion p es una submersion completa.

Demostracion.  Sea (U, ) una trivializacion local del fibrado vec-
torial. Entonces se tiene el siguiente diagrama:

Ux R < p~{U)

Pll lp (2'1)

U — U
donde p; es la proyeccion natural de U X R™ en U.
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Por ser p; la proyeccion natural de U x R” en U, la aplicacién
T, (p1) es la proyeccién natural de T (U x R") = T, (nU x R"™ en
T, (x)U, para cada x € U. Por lo tanto, T;(p;) es sobreyectiva para
cada z € U x R" y, por lo tanto, p; es una submersion en U x R".

Ahora al ser ¢ un difeomorfismo, ¢ también es una submersioén
en p~'(U). Al coincidir p con p; o ¢ en p~}(U), se tiene que p es
una submersién en p~!(U). Como esto se puede hacer con cada
trivializacion local, p es una submersién. (]

Corolario 2.1.10. Sea (M,p, B) un fibrado vectorial de rango
n. Para todo b € B, la fibra en b es una subvariedad cerrada regular
de M de dimension dim M — dim B.

Demostracion.  La proyeccién p es una submersion completa en
M, en virtud de la Proposicién 2.1.9. Ademas, la fibra M, = p~1(b)
es no vacia, porque M, es isomorfo a R™. Por lo tanto, se estd
en las hipotesis del Teorema de la Funcion Implicita y M, es una
subvariedad regular cerrada de M cuya dimension es la pedida.

Al ser B un espacio Ty, entonces {b} es un cerrado de B y, en
consecuencia, p~!(b) es un cerrado de M, ya que p es continua. O

Proposicién 2.1.11.  Sea (M, p, B) un fibrado vectorial de rango
k. Entonces p: M — B es una aplicacion abierta.

Demostracion. Considérese el recubrimiento por abiertos {U, }er
de B, formado por los abiertos trivializadores de la estructura de
M como fibrado vectorial.

Como p es continua, entonces p~!(U,) es un abierto en M para
todo v de I'. En consecuencia, {p~!(U,)},er es un recubrimiento
por abiertos de M. Por lo tanto, todo abierto V de M es de la
forma:

v=r'wnnv = w)nv)

vel ~yel'
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Por otro lado, se tiene que la aplicaciéon p coincide con m o ¢,
donde 71 denota la proyeccién definida por:

7T1ZU><Rk—>U:(.’L‘,U)i—~>l’,

que es una aplicacién abierta, y ¢, es el difeomorfismo trivia-

lizador asociado al abierto U,,, que también es una aplicacion abier-
Y q p

ta. Aplicandole p a V| se tiene:

p(V)=p(Jr ' W) nV) =™ (U;) NV).

yel' yer’

La continuidad de p implica que p~'(U,) NV es un abierto
en p~'(U,) y, como p es abierta restringida a cada U,, se tiene
que p(p~}(U,) N'V) es un abierto en U, y, por tanto, en B. En
consecuencia, p(V') es un abierto en B. O

Se dan, a continuacion, algunos ejemplos de fibrados vectoriales.

Ejemplo 2.1.12. Sea M wuna variedad n-dimensional y sea el
conjunto:

TM = {(z,v) |veT,M,x € M}.

Se define la aplicacion 7 : TM — M : (z,v) — z, que es tri-
vialmente sobreyectiva. A la terna (TM,n, M) se la denomina
fibrado tangente de M.

Notese que el fibrado tangente de M es un fibrado vectorial. En
efecto, en primer lugar, TM se puede dotar de una estructura de
variedad diferenciable 2n-dimensional y esta estructura hace que
la proyeccion © sea diferenciable (véanse la Definicion 1.4.34 y la
Proposicion 1.4.35).

Ademds, dado x € M, sea (U, ) una carta local de M en x y
supuesto que ¢ = (zy,...,x,), entonces todo elemento v de T, M
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puede escribirse de la forma:

o eEe(@),

1=1

con a' funciones diferenciables de U. De este modo, se obtiene una
aplicacion biyectiva Yy definida por:

Yy N (U) — U x R* . (z,v) — (z, (al(a:),...,a"(a:))),

que es un difeomorfismo (véanse |28, 57] ).

“Hz)
z

Figura 2.2: Fibrado tangente de R.
A partir de Yy se define la aplicacion:
Fy:n Y (U) — R™: (z,v) — (a'(2),...,a"(2)),
que restringida a 71(x) es un isomorfismo lineal.

En  consecuencia, (U,¥) es wuna trivializacion local de
(TM,n,M) en x € M. Como esto puede repetirse para cada ele-
mento de M, se tiene que efectivamente se cumple la propiedad
TVL y (TM,n, M) es un fibrado vectorial.

Ejemplo 2.1.13. Andlogamente al Ejemplo 2.1.12, se define el
fibrado cotangente de la variedad M como:

T*M = {(m,e) | &« € T2 M,m € M}.
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Definase la aplicacion m : T"M — M : (m,a) — m. Puede
dotarse a T*M de wuna estructura de variedad diferenciable
2n-dimensional a partir de la estructura de M que hace diferen-
ciable a la aplicacion 7 (véanse [28, 57]).

Al igual que con el fibrado tangente, sean m un elemento de M y
(U, ) una carta local de M, en la que se supone ¢ = (xq,...,Ty).
Entonces todo elemento o de T, M se expresa como:

a—Za W dzi)m

donde o' son funciones diferenciables en M. De este modo, se
define la aplicacion:

Yy (U) — U xR : (m,a) — (m, (a'(m),...,a"(m))),
que es un difeomorfismo.
A partir de Yy se define la aplicacion:
Fy 7 U) — R™: (m, ) — (a!(m),...,a"(m)),
que, restringida a 71 (m), es un isomorfismo lineal.

Por tanto, (U, ) es una trivializacién local de (T*M,m, M) en
m € M. Como esto puede repetirse para cada elemento de M, se
cumple la propiedad TVL y (T*M, 7w, M) es un fibrado vectorial.

Ejemplo 2.1.14. Sea B wuna wvariedad diferenciable y sea
M = B x R™ con la estructura de variedad diferenciable producto
de variedades. Sea la aplicacion sobreyectiva:

7: M — B:(x,v) — z,

que es diferenciable (véase [4]).
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Seap: mY(B) = M — BxR™ = M la aplicacién identidad
idps. Como la aplicacion idy es diferenciable, por tener en 7—(B)
la misma estructura de variedad que en M, entonces (B,vp) es
una trivializacion local de (M, 7, B). Al recubrir a toda la variedad
B, se tiene que (M, m, B) es un fibrado vectorial.

A un fibrado de este tipo se le denomina fibrado trivial sobre
M de rango m.

Ejemplo 2.1.15.  Por el Ejemplo 2.1.14, el cilindro S* x R es
el fibrado trivial sobre S' de rango 1.

Ejemplo 2.1.16.  Sea £ = (M, p, B) un fibrado vectorial de ran-
go m. Considérese un abierto U en B. Entonces My = p~1(U)
es un abierto en M vy, por tanto, U es subvariedad abierta de B
y p Y (U) lo es de M. Ademds la restriccion de p de p~'(U) en
su imagen por p, esto es, py =pyy :p~(U) — U es diferenciable
(véase [4]).

Entonces la terna &y = (My,pu,U) es un fibrado vectorial de
rango m, que se denomina fibrado vectorial restricciéon de &.
Ademds este fibrado vectorial es trivial, segin lo visto en el Ejem-
plo 2.1.14.

La demostracion de este hecho se basa en que dada
una  trivializacion local (U,¥) de &, la  restriccion
Y pH(UNV) — (UNV) xR™ es un difeomorfismo trivia-
lizador de &y.

Se da ahora la definicién de subfibrado de un fibrado vectorial
dado.

Definicion 2.1.17.  Un subfibrado ¢ = (My,p1,B) de un
fibrado vectorial § = (M, p, B) es un fibrado vectorial con la misma
base tal que se verifican:
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1. Cada una de las fibras My , de M; es un subespacio vectorial
de las fibras M, de M.

2. La inclusion i : My — M entre las variedades totales induci-
da por las fibras es diferenciable.

Con esta definicién, volviendo al Ejemplo 2.1.16, puede afirmarse
la siguiente:

Nota 2.1.18. Dado un fibrado vectorial (M,p, B) y un abier-
to U de B, el correspondiente fibrado vectorial restriccidn es un
subfibrado de (M, p, B).

A partir de este punto, la presente seccion se dedica al trata-
miento de los morfismos entre fibrados vectoriales, que se pueden
definir como sigue:

Definiciéon 2.1.19. Sean £ = (M,p,B) y & = (M,p, B) dos
fibrados vectoriales. Un morfismo de fibrados vectoriales de £
en & consiste en un par de aplicaciones diferenciables:

fo:B— B y f:M—M,

satisfaciendo las siguientes dos condiciones:

1. Fl siguiente diagrama es conmutativo:

P P (2.2)

2. La aplicacion inducida f, : M, — Mf(z), para cada ¢ € B,
es una aplicacion lineal.

Dicho morfismo se denota por (f, fo) : € — €.
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Nota 2.1.20.  Con la notacion de la Definicion 2.1.19, st la apli-
cacion fy es la identidad en B, se dird que el morfismo de fibrados
vectoriales es un B-morfismo o morfismo que conserva B.

A continuacién, se observard lo que ocurre si se restringe un
morfismo que conserva la base a los respectivos fibrados vectoriales
restriccion.

Proposicién 2.1.21.  Sea (f, fo) : (M,p, B) — (M,p,B) un
morfismo de fibrados vectoriales que conserva la base. Su restric-
cion (f, fo) : (My,py,U) — (My,py,U) a los respectivos fibra-
dos vectoriales restriccidn es un morfismo de fibrados vectoriales.

Demostracion.  El diagrama correspondiente a (2.2) se cumple
por la definicién de dichos fibrados vectoriales restriccion. Igual-

mente se cumple que, para cada x € U, f, es una aplicacién lineal,
ya que My, = My y My, = M,. O

Definidos los morfismos entre fibrados vectoriales, parece natural
hacer lo propio con el concepto de isomorfismo entre los mismos.

Definiciéon 2.1.22. Con la notacion de la Definicion 2.1.19, si
f:M — M es un difeomorfismo y f. es un isomorfismo de es-
pacios vectoriales, para todo x € B, se dird que los dos fibrados
vectoriales son isomorfos y que f es un isomorfismo de fibra-
dos vectoriales.

Notacion 2.1.23.  Se denotard por £ = £ a dos fibrados vecto-
riales € y & que sean isomorfos.

Nota 2.1.24. Si & = (M,p, B) es un fibrado vectorial, se tiene
que (tdpr,idp) 1 &€ — £ es un B-isomorfismo de fibrados vecto-
riales.

A continuacién, se observa el efecto que causa la composicién de
morfismos de fibrados vectoriales. Se tiene la siguiente:
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Proposicion 2.1.25.  La composicion de dos morfismos de fibra-
dos vectoriales es un morfismo de fibrados vectoriales. Es mds, st
los dos morfismos conservan B, entonces la composicion también
conserva B. Iqualmente si los dos morfismos son isomorfismos,
entonces la composicion también lo es.

Demostracion. Considérense  dos  morfismos  arbitrarios
de fibrados vectoriales (f,fy): (M,p,B) — (M,p,B) vy
(9,90): (M,p,B)— (M,p,B). Se vers que su composicién
(gof,g900 fo) : (M,p,B) — (M,ﬁ, B) es un morfismo de fibrados
vectoriales. En efecto:

1. En el diagrama:

ML A

A

p p

U:u(l El

B— B — B

fo 9o
los dos cuadrados son conmutativos, por lo que el cuadrado
total es también conmutativo, ya que:

po(gof) =(Pog)of=(gop)of=goo(Pof)
=goo (foop) = (goo fo) op.

2. Para cada ¢ € B, se tiene que f, : M, — My
es lineal. Como fo(x) pertenece a B, entonces
9@ * Mp@) — Ago(fo(z)) es lineal. En consecuencia, la
aplicacion gy (z) 0 fz : My — ]\ng”( fo(z)) ©s lineal.

Por otro lado, se tiene que (g o f); = gs(z) © fo- En efecto,
sean las trivializaciones locales (U, ¢) de M en x, (V,4) de M
en fo(z) y (W,¢) de M en go(fo(z)); entonces se tienen los
diagramas conmutativos:
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ofoyp!L ogot)~!
Uanipf_‘p,Vme M,WXRP

4«; :Tw :qu (2.3)

) — V) — W)
Ahora, dado x € U, para cada (z,v) € U x R" se tiene que:

(@) “F5 (@) Ve © fr 0 05" (0)
P9y, (90(f0(2)), Daolfo() © fo(z) © fz © Pz (V).

Por lo tanto, se llega a que (g o f), coincide con gy, (z) © fe.

3. Evidentemente, si (f, fo) v (g,90) conservan B, entonces
fo = go = idp. Por lo tanto, gy o fy coincide con idg y
(9o f,g00° fo) es un B-morfismo de fibrados vectoriales.

4. Si (f, fo) v (g, 90) son dos isomorfismos, entonces g o f es un
difeomorfismo y (g o f)z = g4,(z) © fo €s un isomorfismo lineal
para cada z € B. O

Puede darse la siguiente caracterizacién de isomorfismo entre
fibrados vectoriales.

Corolario 2.1.26. Sean £ y n dos fibrados vectoriales y sea
(f, fo) : &€ — 1 un morfismo de fibrados vectoriales. Entonces
(f, fo) es un isomorfismo si y sdilo si existe un morfismo

(9,90) :m — & tal que (fog,foog0) y (g0 f goo fo) sonid, e
ide, respectivamente.

Demostracion. La demostracion se basa en que f y g son apli-
caciones diferenciables mutuamente inversas, con lo que son difeo-
morfismos, y en que f; es inversa de gy, (z).- O
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Definidos los fibrados vectoriales y los morfismos entre éstos, se
puede hablar de una categoria de fibrados vectoriales por medio del
siguiente:

Corolario 2.1.27.  Exziste una categoria VB, denominada cate-
goria de los fibrados vectoriales, cuyos objetos son los fibrados
vectoriales y sus morfismos son los morfismos de fibrados vecto-
riales definidos en la Definicion 2.1.19 y cuya composicion es la
composicion de morfismos de fibrados vectoriales.

Ademds, dada una variedad diferenciable B, puede definirse la
categoria VBjg de los fibrados vectoriales sobre B, cuyos
objetos son los fibrados vectoriales de base B, cuyos morfismos son
los B-morfismos de fibrados vectoriales y cuya composicion es la
composicion de B-morfismos de fibrados vectoriales. Se tiene de
forma evidente que VBg es una subcategoria llena de VB.

Demostracion.  Consecuencia inmediata de la Proposicién 2.1.25
y la Nota 2.1.24. O

El siguiente resultado permite afirmar que los morfismos de fi-
brados vectoriales pueden definirse localmente.

Proposicion 2.1.28.  Sea {U,;}ic; un recubrimiento abierto de
la variedad B y sean £ = (M,p,B) y € = (M, p, B) dos fibrados
vectoriales sobre B. Considérese dada una familia de morfismos
de fibrados vectoriales {f; : &y, — EUi}iel de modo que f; y f;
coincidan sobre U;NU; para cada par de indices i,5 € 1. Entonces
eziste un unico morfismo de fibrados vectoriales f : € — &, que
coincide con f; en U;, para todo .

Demostracion. Se define el candidato a morfismo de fibrados
vectoriales f : &€ — £ como:

f(m) = fim) ~ Vm € p~(Uy).
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Como {U;}ier es un recubrimiento por abiertos, se tiene que
{p~Y(U;) }ier es un recubrimiento por abiertos de M y, por lo tanto,
f esté definido para cada elemento m en M. Ademas la aplicacion
estd bien definida ya que en U;NU; las aplicaciones f; y f; coinciden.

1. La aplicacién f es diferenciable en M: La diferenciabi-
lidad en un punto m € M de aplicaciones entre variedades
es una propiedad local (véase la Definicion 1.4.10). Si m
pertenece a p~1(U;), como p~!(U;) es un abierto de M en el
que la funcién f coincide con la aplicacion f;, que es diferencia-
ble en m, entonces f es diferenciable en m. En consecuencia,
f lo es en toda la variedad M.

2. El siguiente diagrama es conmutativo:

M L w
pl lﬁ (2.4)
B_— B

En efecto, restringiéndose a cada U; del recubrimiento abierto
de B, se tienen los diagramas conmutativos:

p\(Uy) L5 5w

pUiJ, J,ﬁui
para cada i € I. Como {p~!}(U;)}iec; es recubrimiento por

abiertos de M, se tiene la conmutatividad de (2.4), en virtud
de la definicion de f.

3. La aplicacioén f, : p~'(z) — p !(z) es lineal para todo
z € B: Dado z € B, existe i € [ tal que x € U;. Como f
coincide con f; en U; y &y es subfibrado de £ con el mismo
rango como fibrados vectoriales, se tiene que f, coincide con
(fi)z, que es lineal. 0
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Se pretende mostrar seguidamente la estructura que poseen los
morfismos entre fibrados vectoriales triviales.

Ejemplo 2.1.29.  Sean los fibrados wvectoriales triviales
£ =(BxRFp B)yn=(BxR™p B). Los B-morfismos entre
estos fibrados son de la forma:

f:&—m:(bv) — (bu(bv)),
donde u : B x R¥ — R™ es una aplicacidn diferenciable tal que:
uy : RF — R™ : v — u(b, v)
es lineal.

En efecto, si u es tal como se ha dicho, entonces f es dife-
renciable, el diagrama:

BxRF L BxR™
”l l’;
B — B

es conmutativo y fy es lineal al coincidir con u.

Para ver el reciproco, sdlo se tiene que demostrar que:
u: B x RF — R™,

definido como u(b,v) = fy(v) es diferenciable si f es un B-mor-
fismo. En efecto, como f es diferenciable y la proyeccion my defini-

da como:
g : B X R™ — R™: (b,v) — v,

es también diferenciable (por considerarse la estructura de varie-
dad diferenciable producto en B x R™), se tiene que mp o f es
diferenciable. Pero u coincide con mao f, con lo que se concluye la
prueba.
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En la Definicién 2.1.22, aparece el concepto de isomorfismo de
fibrados vectoriales. Se dan dos caracterizaciones para dichos iso-

morfismos en las siguientes proposiciones.

Proposicién 2.1.30.  Un morfismo (f, fo): (M, p, B)— (M, p, B)
de fibrados vectoriales es un isomorfismo si y sdlo si f es un difeo-
morfismo.

Demostracion.

Inmediata por la Definicién 2.1.30 de isomorfismo entre fibra-
dos vectoriales.

Queda por demostrar que la aplicaciéon f, es isomorfismo lineal
para cada x € B. En efecto, f, es lineal para todo z € B ya
que f es morfismo entre fibrados vectoriales. Ademas p~!(z)y
P 1(z) son isomorfos a R™ y a R™, respectivamente, via difeo-
morfismos trivializadores. Luego pueden identificarse p~!(x)
y 51 (fo(z)) con los conjuntos:

{(z,v) [veR"} vy {(folz),w)|weR™}
respectivamente.
Por un lado, f, es inyectivo. En efecto, dados vy, vy dos ele-

mentos de p~'(z) tales que f,(v;) = fo(v2), se tiene que:

f(l‘?Ul) = (fo(m)afx(vl)) = (fﬂ(z)7fx(v2)) = f(xva);

con lo que (z,v1) = (x,v2), por la biyectividad de f.

Por otro lado, f, es sobreyectivo. En efecto, dado w en R™,
existe v en R" tal que f(z,v) = (fo(z),w) para cualquier x
de B por medio de la biyectividad de f.

En consecuencia, f, es biyectivo y, por tanto, un isomorfismo

lineal. De ser f, un isomorfismo se tiene que n y m coinciden.
O
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La segunda caracterizacion de isomorfismo entre fibrados vecto-
riales es la que se da en la:

Proposicién 2.1.31.  Sean ¢ = (M,p,B) y & = (M,p, B) dos
fibrados wvectoriales. Un morfismo de fibrados wvectoriales
(f, fo) : € — € es un isomorfismo si y sélo si se cumplen las
siguientes dos condiciones:

1. fo: B — B es un difeomorfismo.

2. fo:p Hz) — p 1 (fo(x)) es un isomorfismo lineal para cada
z € B.

Demostracion.

1. La aplicacién f; es biyeccion diferenciable: Puede
afirmarse que fj es diferenciable por ser (f, fo) morfismo
de fibrados vectoriales. Se verd que la aplicacion f es
biyectiva:

(a) fo es inyectiva. En efecto, si x,y son dos elementos
de B tales que fy(z) = fo(y), entonces se tiene que
(fo(x),0) = (fo(y),0). Por la definicién del morfismo
f», para z € B, se verifica que:

f(l‘,O) = fx(o) = (fo(l‘),())
= (fo(y),0) = £,4(0) = f(y,0).

La inyectividad de f implica que (z,0) = (y,0) y, por
lo tanto, x = y.

(b) fo es sobreyectiva. En efecto, si 7 es un elemento de B,
se tiene que (Z,0) es un elemento de M. La sobreyec-
tividad de f implica la existencia de un elemento (z, 0)
de M tal que f(z,0) = (Z,0). En consecuencia, se
cumple que fo(x) = Z, con lo que fy es sobreyectiva.
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2. La aplicacion f, es isomorfismo lineal para cada z
de B: Se deduce directamente de la Definicion 2.1.30.

3. fo ! es diferenciable: Es lo que resta para demostrar
que fy es difeomorfsimo. En efecto:
Dado x arbitrario perteneciente a B, se toma una trivia-
lizacion (U, ) de & con z € U y otra trivializacion (V, )
de £ con 2 € V. En concreto, si W es el conjunto UNV, que
es abierto de B, se tiene que (W, pw ) es una trivializacion
de € y (W, ¥w) es una trivializacion de £. Entonces se
verifica el siguiente diagrama conmutativo:

w0 kR Y W)

T A
W = W xR <2 57 1(W)
donde m; es la proyeccion:
T WXR" — W (z,0) — z,
que es diferenciable, e id x {0} es la aplicacion:
idx {0} : W — W xR": 2 (z,0),
que es diferenciable.

El diagrama (2.5) asegura que fy coincide en W con la
composicion 7 oo fop o (id x {0}), que es diferencia-
ble. En consecuencia, f; es diferenciable en un elemento
arbitrario x de B.

Supoéngase que se cumplen las condiciones 1y 2 de la proposi-
cién. Entonces:

1. f es biyectiva: Sea 7 un elemento de M, entonces p(mm)
es igual a un elemento Z de B. Por tanto, existe un tnico
7 en B tal que m € p~1(2).
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Por otro lado, para dicho Z € B, debido a la biyeccion
de fp, existe un tnico x € B tal que fo(z) = Z. Y como
po f coincide con fjo p, se tiene que la contraimagen por
f de un elemento de p1(Z), si existe, debe pertenecer a
p~(2).
Al ser f, : p~}(z) — p (%) un isomorfismo lineal, se
tiene que p~'(z) y p~!(Z) estén en biyeccion. Como T se
eligié6 de manera arbitraria, f es biyeccion.

2. f7!. es isomorfismo lineal: Al ser f, un isomorfis-
mo lineal para cada elemento x de B, se tiene que existe

fob s N (fo(z)) — p (=) y que es un isomorfismo
lineal.

Por otro lado, se dijo que para cada elemento Z de B
T

existia un nico elemento x en B tal que fy(z) = Z. En

consecuencia, f, © es un isomorfismo lineal de p~(Z) en
-1

p~ ().

Pero la aplicacién f~!; es la restriccion de f~! a p~1(z),
por lo que esta definida como:

flep7'@) —p7i (@) s m,

tal que f.(m) = m. Por lo tanto, f~!; coincide con fo!
que es isomorfismo lineal.

3. La aplicaciéon f~! es diferenciable: Como fj es un
difeomorfismo, entonces puede suponerse que los dos fi-
brados poseen la misma base y que la aplicacién entre las
bases es la identidad, pues bastaria considerar fy~! o
como la proyeccién en (M, p, B).

Se puede hacer una segunda reduccién sin més que tener
en cuenta la Proposicion 2.1.28 que permite estudiar los
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morfismos de fibrados vectoriales localmente; por lo que
se toma una trivializacion local (U, ¢) de £ y otra (V, )
de €. Por tanto, puede considerarse p~!(U) en lugar de
My p~Y(V) en lugar de M. Pero p™H(U) y p~ (V) son
difeomorfos a U x R™ y a V x R™, respectivamente. En
consecuencia, basta estudiar el B-morfismo:

(f’ZdB) : (B X Rn’p)B) - (B X Rmapa B)a

obtenido con estas reducciones.

Ahora, segin el Ejemplo 2.1.29, el B-morfismo est4 deter-
minado por la aplicacion diferenciable u: B x R"—R™ :
(z,v) +— mo o fy(v). En consecuencia, la aplicaciéon
® : B — Hom(R"R™) : z — myo f; es diferencia-
ble.

Por otro lado, la aplicacién f~! funciona como:
f Yz, v) = (z,87}(z)(v)) Vz € B VYveR™,

donde ®~1(z) es el inverso del isomorfismo f,, para cada
z de B. Al ser la inversion en GL(R"; R™), una aplicacion
diferenciable, se tiene que f~! es diferenciable. O

Nota 2.1.32. Por GL(R"™;R™) se denota al grupo de las apli-
cactones lineales inyectivas de R™ en R™.

Vistos los resultados anteriores, el Corolario 2.1.26 puede enun-
ciarse de la siguiente manera:

Proposiciéon 2.1.33.  Si (f, fo) : (M,p,B) — (M,p,B) es
un isomorfismo de  fibrados vectoriales, entonces
(fL Y - (M,p,B) — (M,p, B) es también un isomorfismo
de fibrados vectoriales.
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Demostracion. La conmutatividad del diagrama:

T

=)
| 6———

J

f-l

se debe a la conmutatividad de este otro diagrama:

M L
d
B

Por otro lado, al ser (f, fo) un isomorfismo de fibrados vecto-

Rl

|

riales, se tiene que f, : p~}(x) — p7'(fo(z)) es un isomorfismo
lineal para todo z € B. Es mas, en la Proposiciéon 2.1.31 se de-
muestra que:

FYpm=Ff" VzeB,

con lo que se tiene que (f7'),(,) es lineal para cada z € B. O

A continuacion, se veran diversos ejemplos de morfismos entre
fibrados vectoriales.

Ejemplo 2.1.34. Sean & = (My,p1, B1) y & = (My,p2, Bs)
dos fibrados vectoriales de rangos ry y ro, respectivamente. Se de-
nomina producto cartesiano de los fibrados dados a la terna
&1 X & = (M) x Ma,py X p2, B1 X By).

Se tiene que £ X & es un fibrado vectorial de rango r1+ry. Para
ello, considérese la estructura de fibrado vectorial {(Uq, va)} de &
y la estructura {(V,,¢,)} de & y se tiene que {(Us X Vi, Xay)}
dada por:

X;'t(xlvl'%yl ®y2) = (‘Pa (x1,71), (/ l(xz,y2))
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para (21,Y1) € Ua XR™ y (22,y2) € V, xR™, define una estructura
de fibrado vectorial sobre & x &s.

Ademds, las proyecciones py: Myx Ma— My y po: MyxMo— M,
son morfismos de fibrados vectoriales de & X & en & y &9, Tespec-
tivamente.

Por dltimo, el producto fibrado & X & verifica la siguiente pro-
piedad de factorizacion, que no se demostrard por razones de ex-
tension pero que puede verse en [21]:

“Si& = (M,p, B) es un tercer fibrado vectorial de dimensiénn y
pi + M — M; es un morfismo de fibrados vectoriales para
1=1,2, entonces existe un unico morfismo de fibrados vectoriales
p:M — My X M, tal que prop=p1 yprop=ps.”~

Ejemplo 2.1.35. Sea (M’,p’, B) un fibrado vectorial de rango
n. Entonces se dird que es trivializable si es isomorfo al fibra-
do wvectorial trivial (B x R", 7, B) por medio de un B-morfismo
(¢,idp). Como la aplicacion del B-morfismo sobre las bases es un
difeomorfismo, entonces, por la Proposicién 2.1.81, ambos fibrados
vectoriales son isomorfos si y sdlo si ¢, es isomorfismo lineal para
cade x € B y se cumple wo ¢ = p.

Ejemplo 2.1.36. Sea (M,p, B) un fibrado vectorial. Consi-
dérense los fibrados tangentes (TM, 7, M) y (TB, 7, B) sobre M y
B, respectivamente. Sea T'(p) : TM — T B la aplicacidn derivada
de p dada en la Definicion 1.4.38. La aplicacion T(p) es diferen-
ciable, verifica la expresion:

7oT(p)=porm

e induce una aplicacion lineal de T, M en Ty B para cada me M.
Por lo tanto, T'(p) es un morfismo de fibrados vectoriales sobre p.
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Para concluir esta seccién, se introducira el concepto de morfis-
mo bilineal de fibrados vectoriales, que sera de utilidad en capitulos
posteriores.

Definicién 2.1.37.  Sean &, & y € tres fibrados vectoriales sobre
B de rangos ny, ny y n, respectivamente. Sean My, My y M sus
respectivos espacios totales. Un morfismo bilineal de fibrados
vectoriales ¢ : (£1,£) — & es una coleccion de aplicaciones
bilineales:

Or My 2 X My o — M, r€B

que satisface la siguiente condicion de diferenciabilidad:
Si {(Ua,%a)}, {Uas¥2)} y {(Uas¥a)} son representaciones

coordenadas de &1, & y &, respectivamente, entonces las aplica-
ciones:

¢a : Ua — Hom(R™,R™R") : 7 020 ¢p 0 (Yhp X V2 ,)
son diferenciables.

Nota 2.1.38.  La Definicion 2.1.837 no depende de las representa-
ciones coordenadas elegidas en los fibrados vectoriales involucrados.

Por otro lado, ¢ no puede verse como una aplicacion del pro-
ducto cartesiano de los espacios totales de & y & sobre B.

Definicion 2.1.39.  Con las hipdtesis de la Definicion 2.1.37,
se dird que el morfismo bilineal ¢ de fibrados vectoriales es anti-
simétrico si la aplicacidn ¢, es antisimétrica para cada x € B.

Ejemplo 2.1.40.  Sea (L,p, B) un fibrado vectorial. Se denomi-
nard campo de corchetes de Lie en L a todo morfismo bilineal
antisimétrico | , | : L x L — L de fibrados vectoriales tal que
[, ]z: Ly X Ly — Ly es un corchete de dlgebras de Lie para cada
x € B.
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Un ejemplo de estos campos de corchetes de Lie se obtiene co-
mo sigue: sea § un dlgebra de Lie no abeliana con corchete | | |.
Considérese entonces el fibrado vectorial trivial R X g y definase el
campo de corchete como [, |, =t[, |, para cada t € R.

2.2 Construccion de fibrados vectoriales

En esta seccién se muestra la construccién de un fibrado vecto-
rial sobre una variedad B a partir de las transformaciones coor-
denadas asociadas a una representacion coordenada definidas en la
Definicién 2.1.6. Se seguira la técnica dada en [21], donde puede
verse la demostracion de los resultados que aqui se utilizan.

Sea B una variedad y considérese R™. Sup6ngase que cada punto
x en B tiene asociado un espacio vectorial isomorfo a R", que se
denominara M.

Considérese la union disjunta M= | |,.pM; y la proyeccion

p: M— B dada por m € M, — x.

Sea {Uy }aca un recubrimiento por abiertos de B y, para cada
en U,, considérese el isomorfismo lineal 1, , : M; — R™ que se
mencioné con anterioridad.

Para cada o, 8 € A, denominese U, a la interseccion U, N Us.
Exijase ademés que cada gqp : Uyg — GL(R™) dada por:
9op(T) = Yoz © w;i
sea diferenciable.

Se definen, de este modo, las biyecciones 1,: p~ 1 (Uy)— U, X R™
mediante sus inversas, a saber:

Yo (z,0) = op(v) (z,v) € Uy x R™.
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Por 1,4 se denomina a la aplicacién ¢, o wﬂ—l de Uyp x R™ en si
misma. Esta aplicacion es diferenciable por la diferenciabilidad de
gas. Para continuar es necesaria la siguiente:

Proposicion 2.2.1 (|21] Proposiciéon X de 1.13).  Sea B una
variedad, M un conjunto y p: M — B una sobreyeccion con las
siguientes propiedades:

1. Existe un recubrimiento por abiertos {U,} y una familia de
biyecciones:

{0 : 07 (Uy) — Uy x R™.}
2. Para cadax € U, yv € R", poy;(z,v) =z

3. Las aplicaciones qp : Ugg X R — Uyp X R™ definidas por:

%ﬂ(ﬂf, U) = (¢a o 7»[)51)(1‘1 ’U)
son difeomorfismos.

Entonces eziste una dnica estructura de variedad (salvo B-iso-
morfismo) sobre M para la que (M,p, B) es un fibrado vectorial
con representacion coordenada dada por {Uy, a}- O

En virtud de esta proposicion, se tiene la existencia de una tnica
estructura de variedad sobre M que hace que la terna (M, p, B) sea
un fibrado vectorial. Obsérvese que la fibra en cada punto de B es
isomorfa a R".

Nota 2.2.2. Lo que se ha visto es que si eriste una familia
de aplicaciones {gap} asociadas a un recubrimiento por abiertos
de una variedad {U,}, entonces se obtiene un fibrado vectorial
con base dicha variedad, con representacion coordenada el recubri-
miento por abiertos y cuyas trasformaciones coordenadas asociadas
son la familia {gop}. Pero ya se vio en la Definicion 2.1.6 y en
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la Nota 2.1.7 que los fibrados vectoriales poseen aplicaciones gog
como las indicadas en esta seccién. Por lo tanto, los fibrados
vectoriales quedan determinados de manera dnica (salvo B-iso-
morfismo) por las transformaciones coordenadas asociadas a un
recubrimiento abierto de la base.

2.3 Construcciones en fibrados vectoriales

En esta seccion se estudian dos fibrados vectoriales que se cons-
truyen a partir de otros fibrados. En concreto, a partir de un fibrado
y una aplicacion diferenciable se construye el pullback o fibrado
vectorial inducido; y a partir de dos fibrados vectoriales sobre la
misma base se obtendra la suma de Whitney o producto fibrado.
La referencia a seguir para ver que estos dos conceptos dan fibrados
vectoriales serd [21]. No obstante, para la definicién del pullback
de un fibrado vectorial también se ha recurrido a [26].

Definicion 2.3.1. Sea £ = (M,p,B) un fibrado vectorial de
rango n. Sea f : B — B una aplicacion diferenciable. Se deno-
mina fibrado inducido por £ bajo f o pullback de £ sobre
f ala terna f*(¢) = (f*M, f*p, B), donde como espacio total se
toma:

f*M = {(y,m) € Bx M| f(y) =p(m)}

y como proyeccion, la aplicacion:
fpif'™M — B:(ym)—y.

Nota 2.3.2. Para cada y € B, puede definirse una estruc-
tura de espacio vectorial en f*p~'(y); de hecho, es la inducida por
p Y (f(y)). En efecto, sea un elemento (y,m) de f*(p)~'(y), en-
tonces se tiene que p(m) = f(y). Por lo tanto, m pertenece a
p Y(f(y)) que es un espacio vectorial de dimension n. Es mds, si
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m es un elemento de p~1(f(y)), se cumple que (y, m) pertenece a
f*(M), pues f(y) yp(m) son iguales; en concreto, (y,m) pertenece
a f*p~'(y). En consecuencia, p~'(f(y)) y F*p ' (f(v)) estdn en
biyeccion, por lo que se puede trasladar la estructura de espacio
vectorial del primero al seqgundo como sigue:

(y,m) + (y,m’) = (y,m+m’),
Aly, m) = (y,Am), m,m' e M, XeR.

Nota 2.3.3.  La Definicion 2.3.1 es la dada en [26]. Esta defini-
cion no asegura que la terna (f*M, f*p, B) sea un fibrado vectorial.
Se considerard una definicion equivalente, dada en |21], con la que
serd mds fdcil ver si es fibrado vectorial, pues permitird dotar de
una estructura de variedad diferenciable (inica salvo difeomorfis-
mo) al espacio total. No obstante, a la hora de trabajar con un
fibrado inducido resultard mds conveniente la Definicion 2.3.1, de-
bido a su mayor sencillez.

La definicion equivalente consiste en considerar la terna
(M, p, B), donde M es la union disjunta | |,c5 M) y P la apli-
cacion:

ﬁ:M—»B:mEMf(y)»-—»y.

Lo que se va a ver es que, si alguna de las dos ternas fuera un
fibrado vectorial, la otra también lo seria y ademds serian isomorfos
como fibrados vectoriales. Este hecho implica, por la definicion de
isomorfismo, que f*M y M serian difeomorfos, por lo que las dos
definiciones del pullback serian equivalentes. Se verd que f*M es
fibrado vectorial en el Teorema 2.3.4 .

Obsérvese que, como conjunto, f*M estd en biyeccion con la
union disjunta:

M= | | My

zeB
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En efecto, véase la siguiente cadena de equivalencias:
(y,m) € f*M <« (y,m) € Bx M| f(y) = p(m)
sy €BAmEPT(f(y) = Myy).
Por lo tanto, ambos conjuntos estdn en biyeccion por medio de:

¥ f*M — M: (y,m)— m.

Luego si alguno de los dos conjuntos estd dotado de estructura de
variedad, entonces el otro también y ademds con una estructura
que hace de ¥ un difeomorfismo.

Si se consideran ahora las dos proyecciones de las ternas, se
verifica el siguiente diagrama conmutativo:

MY M
f'pl lﬁ (2-6)
B — B

por lo que si una de las proyecciones, f*p 6 p es diferenciable,
con las estructuras de variedad mencionadas en f*M y M, la otra
proyeccion también seria diferenciable.

Es mds, si una de las ternas (M,p, B) y (f*M, f*p, B) es un
fibrado vectorial, entonces la otra también lo es. En efecto, si se
cumple la trivialidad local para una de ellas, por ejemplo M, en-
tonces para cada y € B eziste un abierto U en B con (NS U Yy un
difeomorfismo:

0 : 5 (U) — U x R": m — (B(m), Fz(m))
tal que, para todo x € U, se tiene que las restricciones:
Fopmiey - 9 (z) — R”
son isomorfismos lineales. Pero, tomando el difeomorfismo:

Y : fp(U) — 5 (D)
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consistente en la restriccion de v a f*p~Y(U), la aplicacidn ¢ o (7
es un difeomorfismo de f*p~1(U) en U x R" definida como:

(z,m) = (po(x,m), Fy o y(z,m)).

Pero por (2.6), se tiene que poy = f*p y, para cada x en B, la
aplicacion Fg o, : f*p~ (U) — R" coincide con la composicion
Fy|p-1(z) © Yz, donde la aplicacion ¢, : f*p~'(z) — p~(z) es la
definida como (y,m) — m. Por lo que Fy o1, es un isomorfismo
lineal, ya que tanto 1, como Fyjz-1(z) lo son.

Por lo tanto, y dado que el mismo razonamiento puede ser
aplicado partiendo de que f*M sea fibrado vectorial, se sigue que
(f*(M), f*p, B) y (M, p, B) son dos fibrados vectoriales isomorfos
y se podrdn utilizar indistintamente.

A continuacién, se enunciara un teorema (véase [21]) que afir-
ma que los fibrados inducidos por una aplicacion diferenciable son
fibrados vectoriales.

Teorema 2.3.4. Fl fibrado f*¢ definido en la Definicion 2.3.1
es un fibrado vectorial y la aplicacion (4, f) : f*€ — &, con
h: f*M — M definida como:

i(y,m)=m V(y,m) € f*M,
es un morfismo de fibrados vectoriales.

Demostracion.  Se demostrara que la terna (M, p, B) dada en la
Nota 2.3.3 es un fibrado vectorial. En la misma nota, se probaba
que, al ser (M, p, B) un fibrado vectorial, entonces f*¢ también lo
es. Se da paso pues a la demostracion.

A cada 7 en B se le asigna como espacio vectorial la fibra M,

de f(x)en &.
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Sea {(Va, ¢a)} una representacion coordenada de . Como f es
diferenciable, la familia {U,}, con U, = f~!(V,), es un recubri-
miento por abiertos de B. Para cada z € U,, se define el isomorfis-
mo lineal:

wam : Mf(z) — R

dado por ez = Pa,f(z)- Entonces la aplicacion:
VYag: Us NUg — GLR™) 12— 9o 4 od;glz
se puede escribir como:

T Qg f(x)© @Elf(z) = gaﬁ(f(x))’

donde gop son las transformaciones coordenadas de §. En conse-
cuencia, las aplicaciones 45 son diferenciables por coincidir con

9o © fu.nu,-

Por tanto, se verifican las hipétesis pedidas en la Seccion 2.2, por
lo que existe una tnica estructura de fibrado vectorial
f€=(f"M, f*p,B), con f*M = ||,. 5 My, y con representacion
coordenada {(Uy, @a)}-

La segunda parte del enunciado de este teorema también se de-
mostrara para el fibrado vectorial (M,p, B). Hecho esto, bastara
componer el B-isomorfismo de f*¢ a (M, , B) dado en la Nota 2.3.3
con el que se obtenga de (M, p, B) en &.

Las aplicaciones identidad My — My, definen un morfis-
mo de fibrados vectoriales (7, f) : (M,p, B) — £, donde 7 esta
definida como 7(m) = m, para cada m en M. En efecto, la estruc-
tura de variedad diferenciable de M tiene como atlas a una familia
de abiertos que son las contraimagenes de un atlas de & (véase la
Seccion 2.2); por lo tanto, es trivial ver la diferenciabilidad de la
aplicacion 7. El resto de las propiedades que debe cumplir (7, f)
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para que sea morfismo de fibrados vectoriales se tienen por la propia
definicion de (7, f).

Ademas, las restricciones 7, : M, — M f(z) son isomorfismos
lineales para cada z en B ya que son la identidad de M, = My
en Mf(:v)- [l

Para terminar el estudio del pullback del fibrado vectorial £ sobre
f se da la siguiente:

Proposicion 2.3.5.  Sea un fibrado vectorial n = (N,pn, B)
de rango m y un morfismo de fibrados vectoriales (¢, f) : np — &.
Entonces existe un tnico B-morfismo de fibrados wvectoriales
b : n — f*€ tal que el diagrama:

n 2, S
% lh (2.7)
§ —= ¢

es conmutativo.

Demostracion.  El morfismo (¢, f) induce las aplicaciones linea-
les:

¢z p]_vl(x) — Mf(x) :p—l(f(:r))’ T € B.

n — ¢r(n)
La aplicacién Iy : f*M — M definida sobre los espacios totales
coincide con la inclusiéon, si se tiene en cuenta que

M =1y Mi)-

La conmutatividad de (2.7) implica:

Hd(n) = ¢(n), VneN.

En consecuencia, se verifica que ¢ = ¢ en N. Luego ¢ es la res-
triccion de la aplicacion ¢ considerando como dominio a N y como
codomino a h~1(B) = f*M.
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La diferenciabilidad de ngS se tiene por ser restriccion de ¢, que
es diferenciable.

Obsérvese ademés que la aplicacion sobre las bases del morfismo
¢ es la aplicacién identidad en B.

El diagrama conmutativo:

N =2 pum
PNl lf‘p
B—— B

que debe cumplir el par ((;AS, idg) para que sea B-morfismo, se cumple
por ser (¢, f) morfismo de fibrados vectoriales.

El morfismo ¢A> es el tnico que cumple las condiciones de la
proposicién, ya que si ¢ : 7 — f*M es otro B-morfismo, debe
cumplirse igualmente:

A

& (n)=d¢(n), VneN. 0

Nota 2.3.6.  En la demostracidn anterior, si cada ¢, es un iso-
morfismo lineal, entonces ¢ es un isomorfismo de fibrados por la
Proposicion 2.1.81. Por tanto, n y f*& son isomorfos.

En segundo lugar, se daran los conceptos de niicleo e imagen de
un B-morfismo de rango constante. Para ello se precisa la siguiente:

Definicién 2.3.7.  Se dice que ¢ : M — M es un B-morfismo
de rango constante si la dimensidn de la imagen de ¢, no de-
pende de x € B.

Una vez definidos los morfismos de rango constante, ya se esta
en condiciones de introducir los conceptos de ntcleo e imagen de
un tal morfismo. Esto es lo que se hace en la:
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Proposicién 2.3.8. Sean M y M dos fibrados vectoriales so-
bre B y sea ¢ : M — M un B-morfismo de rango constante.
Entonces, los conjuntos:

kerg = U ker¢, y im¢ = U imo,

reB reB

son subfibrados de M y de M, respectivamente.

Demostracion. Al ser el morfismo ¢ de rango constante, los es-
pacios vectoriales ker¢, e im¢, no dependen de x € B. Razonando
como en el Teorema 2.3.4, se obtiene que tanto ker¢ como ime¢ son
fibrados vectoriales y por la definicion de las fibras se tiene que
son subfibrados de los fibrados vectoriales que se mencionan en el
enunciado.

Una demostracion completa puede verse en [14]. O

De este modo, se definen el nicleo y la imagen de un B-morfismo
como puede verse en la:

Definicion 2.3.9. Los subfibrados ker¢ e im¢ de la Proposi-
cion 2.3.8 se denominan nicleo e imagen del B-morfismo ¢,
respectivamente.

A continuacioén, se pasard a definir (mediante una propiedad
universal) el pullback de dos morfismos de fibrados vectoriales que
conserven la base.

Definicién 2.3.10. Sean ¢1 : Ay — A3z y ¢ : Ay — Aj
dos B-morfismos de fibrados vectoriales. Se dice que un fibrado
vectorial M sobre B es un pullback de dichos morfismos si existen
dos B-morfismos ¢1 : M — Ay y ¢o : M — A; formando el
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siquiente diagrama conmutativo:

M 2, 4,

I (28)

Ay 2 4,

y tal que si existe otro fibrado vectorial M sobre B con B-morfismos
U T M — Ay y iy : M — A, verificando un diagrama conmu-
tativo como el anterior (2.8), entonces existe un inico B-morfismo
Y M — M verificando:

Py 0 =1y y ot =1

La unicidad del pullback de dos morfismos dados se demuestra
en la siguiente:

Proposicién 2.3.11.  El pullback de dos B-morfismos, si eziste,
es inico salvo B-isomorfismo.

Demostracién. Sean ¢ : Ay — A3y ¢ : Ay — Aj dos
B-morfismos y sean M y M dos pullbacks de ¢; y ¢3. Entonces se
verifican los diagramas:

M —¢_—1—» Ay g Ay
551 l@ wzl lqsz (2.9)
Ay -2 A, A 2 4,

ambos conmutativos. Por la Definicion 2.3.10, existen unos tnicos
B-morfismos ¢ : M — M y ¢ : M — M tales que:

brop=t1 y droh =1
Proo = y  Yrod= ¢y
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Por lo tanto, se verifican:

ho(po)=vY1 y no(doy) =1
pro(bod)=¢1 y  $ro(Wod) = s

Pero las identidades idy; e idps verifican estas condiciones res-
pectivamente; por lo que:

potp=ridy y vYod=idy. O
El siguiente paso consistira en definir la suma de Whitney de

dos fibrados vectoriales sobre la misma base, tras lo cual se veran
algunas de sus propiedades bésicas.

Definiciéon 2.3.12.  Un fibrado wvectorial ¢ = (M,p,B) se
denomine suma de Whitney de los fibrados wvectoriales
& = (M, p', B) de rango r; respectivamente (i = 1,...,n), si
existen B-morfismos:

Sl — €y P — ¢

tales que:
- 0 idi
podd = 7 (2.10)
ide i=j
y n
> ilopt =ide. (2.11)
i=1

A ¢ se le denota por £1 @ -+ - @ £

Los siguientes resultados aseguran la unicidad y la existencia de
la suma de Whitney de un conjunto finito de fibrados con la mis-
ma base dentro de la categoria VB de los fibrados vectoriales. En
primer lugar, se demostrara la unicidad y en una segunda proposi-
cién se estudiara la existencia.
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Proposicion 2.3.13.  La suma de Whitney de la familia finita
de fibrados vectoriales {£'}7, es unica salvo B-isomorfismos.

Demostracion.  Supéngase que existen B-morfismos ¢': £ — 7
sobre un fibrado vectorial 7. Entonces se tiene definido un B-mor-

n
p=> ¢'op.
i=1

Efectivamente, ¢ es un B-morfismo puesto que la suma de dos

fismo dado por:

B-morfismos lo es también (la idea de la demostracioén es la misma
que la que se usar4 en la Proposicién 3.2.1).

Puede procederse ya a demostrar la unicidad. Supéngase que
existe un fibrado vectorial 7 tal que existen B-morfismos 7: £'—— 7
y P n — £ tales que:

so={0 7]
id, i=j
n
Y Top =id,.
=1
Entonces se consideran los B-morfismos:
k1
h=>Tp:6-n 'y k=) Jp:{—n,
=1
que verifican:
BOh:idg y hO]—l:’idn.

Se demostrara la primera de las igualdades, viéndose la restante de
forma analoga:

}IO}I—(ZLJOpj Zziop Z(LJOpJ o (7' o p!)
_ZN oL op—ZLop ng.
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Luego h y h son B-morfismos inversos mutuamente, por lo que
h es un B-isomorfismo por el Corolario 2.1.26. O

Proposiciéon 2.3.14.  La suma de Whitney de la familia finita
de fibrados vectoriales {£'}., siempre existe.

Demostracion.  Basta ver la existencia de la suma de Whitney
de dos fibrados vectoriales ¢! = (M*,p!, B) y ¢ = (M?2,p%, B) de
rangos 1 y rq, respectivamente. De este modo, a cada x en B se le
asigna el espacio vectorial M. & M? de dimension r| + 72, con lo
que es isomorfo a R™ x R como espacio vectorial.

Sean {(Ua,0t)} vy {(Ua, 92)} representaciones coordenadas de
¢!y de €2, respectivamente. A cada z en U, se le asocia el isomor-
fismo lineal:

wa,z = SOEW S5 ‘,Oi,m : Mll- 35 sz —s R x R"™.

Entonces se cumplen las hipétesis para la construccion, dada en
la, Seccién 2.2, de un fibrado vectorial con fibra isomorfa a R™ x R™,
De este modo, se esté en disposicion del fibrado vectorial (M , b, B)
de dimension r; + r9, donde M es:

| | M @ M}

z€B

y D es la proyeccion que se definia en dicha seccién, tal que a un
elemento de M} @ M? le asignaba el elemento z de B.

Las inclusiones MY— M¥M2 definen B-morfismos 1 :£"— &
(v = 1,2). Analogamente, las proyecciones M} & M2 — MY
definen B-morfismos p” : £ — &7, (vr=1,2).

Estas aplicaciones p” y ¢ (v = 1,2) verifican (2.10) y (2.11).
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En efecto, dado x € B, se tienen:

0 st v=2

p’oit(m) =p’'(m@0) = Ym € M;,
m si v=1
0 st rvr=1

P’ ol (m)=p'(0@®m)= { vym € M2,
m si v=2

Lopl(m)+2op’(m)=m VYme Mo M2
Por lo tanto, {A es la suma de Whitney £! @ £2. O

Nota 2.3.15.  En particular, la fibra en & de x en B es la suma
directa de las fibras M. (i =1,2).

Para concluir esta seccién, se muestra una proposicion que per-
mite determinar el pullback de dos morfismos explicitamente por
medio de un subfibrado de la suma de Whitney de los dominios de
ambos morfismos.

Proposiciéon 2.3.16.  Sean ¢ : My— My y ¢9: M3s— M, dos
B-morfismos tales que:

im(¢y ,) + im(¢e,) = My,, Vze B.
Entonces el conjunto:
F={my®mze My® Ms | ¢p1(m2) = ¢a(m3)}
es un subfibrado de la suma de Whitney My @ Ms, las aplicaciones:

7TQZF—>M3 7T13F—>]\12

mg & mg — mg3 Mo € mg +— My
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son B-morfismos y el diagrama:
F -5 M
n e (2.12)
My, 25 M,
es un diagrama de pullback en el sentido de la Definicion 2.8.10.

Nota 2.3.17. La suma entre las imdgenes de las restricciones
del morfismo sobre las fibras es la suma como espacios vectoriales,
ya que dichas fibras son subespacios vectoriales de un mismo R"
(en concreto, el que define el rango del fibrado vectorial).

Demostracion de la Proposicion 2.3.16.  En primer lugar, vemos
que F es un subfibrado de M@ Mj3. En efecto, la aplicacion definida
como:

¢ My@® Mz — M : my @ mg — d1(mg) — ¢2(ms)

es un B-morfismo. Por la condicién sobre las imagenes de ¢1 y ¢2,
se tiene que im(¢,) = M, para cada x € B, por lo que el rango
de ¢ es constante (de hecho, es maximo). Por la Proposicién 2.3.8,
ker¢ es un subfibrado de My & Msj.

Las aplicaciones 7; y 79 son diferenciables por ser proyecciones
y por ser F' subfibrado de M;&® M3. Obviamente el diagrama (2.12)
es conmutativo.

Sélo resta probar que (2.12) representa al pullback de las aplica-
ciones ¢ y ¢o. En efecto, si existen dos B-morfismos 1, : F — M3
y 19 : F — M, que verifican un diagrama analogo al (2.12), en-
tonces puede elegirse el B-morfismo dado por:

Y F — F:m s (¢¥1(m), a(m)),

que verifica T 09 =1y m 0P = 1. O
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2.4 Subfibrado vertical de un fibrado vectorial

La construccién que se dara a continuacién es la recogida en [21]
para un fibrado diferenciable, que es un objeto més general que
un fibrado vectorial, que es el concepto que se trata en la presente
monografia.

Sea (M, p, B) un fibrado vectorial de rango r, de modo que la
dimensién de B como variedad diferenciable sea n. Considérese la
aplicacion derivada T'(p) de p entre los respectivos fibrados vecto-
riales TM y T B (aplicacion que es un morfismo de fibrados vecto-
riales sobre p como se vio en el Ejemplo 2.1.36). Se introduce la
siguiente:

Definiciéon 2.4.1. Para cada © € M, se denominard subes-
pacio vertical de T,,(M) al subespacio vectorial:

Va(M) = ker(Tx(p))

de T,(M). A los vectores de V(M) se les denomina vectores
verticales.

Nota 2.4.2.  Obsérvese que T,(M) es un espacio vectorial para
cada x € M, puesto que es la fibra de x en el fibrado tangente
TM. Un comentario andlogo puede hacerse con respecto a Ty(B)
para cada b € B. Ademds la restricion de T(p) dada por
Tp(p) : To(M) — Tpm)(B) es una aplicacion lineal para cada
m € M, por lo que tiene sentido hablar del nicleo de T(p) como
aplicacion lineal.

Es conocido que, para cada x € M, la aplicacion T,(p) es so-
breyectiva, ya que p es una submersién en virtud de la Proposi-
ci6én 2.1.9.

Debido a la igualdad entre las dimensiones de una variedad y
su fibrado tangente y a la Nota 2.1.4, la sobreyectividad de T'(p)
permite afirmar para cada x € M que:
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dim V(M) =dim M — dim B =dim R" =r.

Se verifica, por la Proposicion 2.1.10, que para cada b € B la
fibra M, = p~!(b) es una subvariedad de M. Denétese la inclusién
de My en M por j, : My, — M. Entonces se tiene:

Lema 2.4.3. Para cada b € B y para cada x € M,, se tiene:
Vz(M) = lme(]b)

Demostracion.  Por definicién, se tiene que po j, : My, — B
es la aplicacién constante que toma el valor b para todo M. En
consecuencia, se verifica:

T(p)oT(5)=T(po g =0.

Por tanto, imT,(j) est4 contenido en el nicleo de T,(p); esto es,
imT,(j,) C Va(M).

Por otro lado, al ser M, subvariedad de M, se tiene que T}(jp)
es inyectiva, por lo que se verifica:

dim imT, () = dim F = dim V;(M).
Luego se obtiene la igualdad buscada. O

Visto lo anterior, se tiene la siguiente:

Definicion 2.4.4.  El subconjunto V(M) de TM definido como:

V(M) = |_| Ve(M)
rxeM
recibe el nombre de subfibrado vertical.

La justificacion para llamar subfibrado vertical a V(M) reside
en la siguiente:
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Proposicion 2.4.5.  El subfibrado vertical V(M) es un subfibra-
do del fibrado tangente TM.

Demostracion.  Dada una representacion coordenada {(Us, ¢a)}
del fibrado vectorial (M, p, B), se verifica el siguiente diagrama con-
mutativo:

TU, x TR" <L 111,

l L

U, x R" —— p Y (Uy)
9o

que, en virtud del Lema 2.4.3, se restringe a un diagrama conmu-

tativo:
Ua X TR™ —— V(M) _,
Us xR p7'(U0)
¢a
donde V(M)|p_l(ua) es el conjunto:
VM) = | VeM
zep 1 (Ua)

y la flecha superior sélo indica una biyeccién. Entonces, por medio
de esta biyeccion, puede dotarse a V(M) de una estructura de
variedad, en virtud de la Proposicién 2.2.1, de modo que es una
subvariedad de T'(M) cuya dimensién es n+2r y posee la estructura
de subfibrado inducida por el diagrama anterior. O

Nota 2.4.6. FEl enunciado del Lema 2.4.83 -equivale a
decir que las restricciones T'(j) : TMy—V(M) de las aplicaciones
T(jp): TMy—> TM pueden verse como morfismos de fibrados vec-
toriales, puesto que inducen isomorfismos lineales sobre las fibras.

Con la notacién y condiciones exigidas a lo largo de esta secciéon
se da finalmente la siguiente:
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Proposicién 2.4.7.  Sea (M,p, B) un fibrado vectorial de di-
mension s y sea ¢ : M — M un B-morfismo. Entonces la apli-
cacion T(¢) se restringe a un morfismo de fibrados vectoriales

T(¢)y : V(M) — V(M).

Demostracion.  La demostracion de la diferenciabilidad de T'(¢)y

se debe a la de T(¢) y a que V(M) y V(M) son subvariedades
integrales de TM y T M. La linealidad sobre las fibras de T'(¢)y se
debe a la propia linealidad sobre las fibras de T'(¢). Por tltimo, la
conmutatividad del diagrama:

v(M) TO% v

]

—

viene dada por la del diagrama:

™ T

Lo

M —° m 0



Capitulo 3

Secciones de fibrados vectoriales

Este capitulo continta el estudio de los fibrados vectoriales co-
menzado en el anterior, centrandose en esta ocasién en las secciones
globales y locales de un fibrado vectorial. Estos conceptos genera-
lizan otro, bien conocido en Geometria Diferencial, como puede ser
el de campo diferenciable de vectores tangentes. De hecho, en el
Capitulo 2 se vio que los fibrados tangentes son fibrados vectoriales
(véase el Ejemplo 2.1.12) y, en el desarrollo del presente capitulo
(en concreto, en el Ejemplo 3.1.3) se comprobara que las secciones
globales del fibrado tangente son los campos diferenciables ya men-
cionados.

La intencién de este capitulo es recopilar las nociones y propie-
dades que se han considerado necesarias acerca de las secciones de
un fibrado vectorial con el fin de permitir una mejor comprension
del Capitulo 7, donde se tratan los algebroides de Lie, que son fi-
brados vectoriales a los que se les ha anadido, entre otras cosas, una
estructura de producto corchete sobre el conjunto de sus secciones.
Ademas, las secciones jugaran un papel fundamental al asociar un
algebroide de Lie a un grupoide diferenciable dado, como se vera
en el citado capitulo.

71
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3.1 Secciones de fibrados vectoriales

En esta seccion se muestran los conceptos bésicos y las propiedades
que se han considerado necesarios para un primer tratamiento de
las secciones de un fibrado vectorial.

En él, se verd como obtener secciones globales a partir de sec-
ciones locales definidas en un recubrimiento por abiertos, c6mo se
puede obtener una seccién (global o local) con un valor determina-
do en un elemento de la base e incluso cémo asociar secciones de
un fibrado a las de otro mediante morfismos de fibrados vectoriales.
Comenzamos con el concepto de seccion global:

Definiciéon 3.1.1.  Sea (M,p, B) un fibrado vectorial. Se de-
nomina seccion global del fibrado a toda aplicacion 0: B— M
diferenciable que verifica po o = idp.

M

Figura 3.1: Seccién global de un fibrado vectorial.

La siguiente caracterizacion de las secciones de un fibrado vecto-
rial, aunque inmediata, permite facilitar el manejo de las secciones.

Proposicion 3.1.2.  Una aplicacion diferenciable 0 : B — M
es una seccion global del fibrado si y sdlo si o(x) € M, para todo
x € B.
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Demostracion.
Sea x € B, entonces se tiene po o(x) = z.

Sea z € B, entonces o(z) pertenece a M, = p~(z). En
consecuencia, p o o(z) es x para cualquier x de B. O

A continuacion, se veré que las secciones del fibrado tangente de
una variedad diferenciable son los campos diferenciables de vectores
tangentes de dicha variedad.

Ejemplo 3.1.3. Sea (TM,w, M) el fibrado tangente (véase el
Ejemplo 2.1.12). Una seccidon global 0 : M — TM de este fi-
brado da lugar a un vector o(x) € Ty M tangente a M en x. Por
tanto, o es un campo diferenciable de vectores tangente sobre M.
FEvidentemente, todo campo diferenciable de vectores tangentes so-
bre M es una seccion global del fibrado. Por lo tanto, se tiene que
los campos diferenciables de vectores tangentes sobre M coinciden
con las secciones globales del fibrado tangente.

Se continuara tratando el concepto local de seccién considerando
secciones sobre un abierto de la base del fibrado vectorial. Para
ello, se adapta a esta situacion la caracterizacion obtenida en la
Proposicion 3.1.2 como puede verse en la:

Definicién 3.1.4.  Dado un fibrado vectorial (M,p, B), se de-
nomina seccion local sobre un abierto W de B a una aplicacion
o: W — M tal que o(z) pertenece a M, para cada x de W.

Nota 3.1.5. A una seccidn como la definida anteriormente se
la denomina también seccion cruzada del fibrado sobre W.

Se indican ahora algunas consideraciones acerca de las secciones
de un fibrado vectorial.

Nota 3.1.6.  Toda seccidn (global o local) es inyectiva.
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Nota 3.1.7.  Toda seccion global o del fibrado vectorial (M, p, B)
puede interpretarse como un B-morfismo del fibrado vectorial tri-
vial (B, B,idg) en (M,p, B). En efecto, o es una aplicacién dife-
renciable tal que poo=idg y la aplicacidn oy {b}=idz' (b)—p~1(b)
lleva b en el vector nulo de p~1(b).

Nota 3.1.8. Las secciones globales del fibrado trivial
(B x R" m, B) son las aplicaciones de la forma:

U:B—)Banlb*—*(b,f(b)),

donde f es una aplicacion diferenciable de B en R™. Esto se debe a
la interpretacion de seccion global indicada en la Nota 8.1.7 y a la
expresion de los morfismos entre fibrados vectoriales triviales visto
en el Ejemplo 2.1.29.

Es interesante resefiar que toda seccién local de un fibrado vec-
torial puede verse como una seccién global del fibrado vectorial
restriccion correspondiente al abierto del dominio de dicha seccién.
Esto es lo que se demuestra en la siguiente:

Proposicién 3.1.9. Sea £ = (M,p, B) un fibrado vectorial y
U un abierto en B. Las secciones globales en el fibrado vectorial
restriccion &y son las secciones locales de & sobre U.

Demostracion.  Sea la seccién global o : U — p~}(U) de &.
Considérese la inclusién ¢ de p~!(U) en M, que es diferenciable por
ser p~}(U) una subvariedad abierta de M. Entonces ¢t o ¢ es una
seccion local de € sobre U, ya que es diferenciable y se tiene que:

potLoo =pyoo=idy.

Reciprocamente, sea @ : U — M una seccién local de £ sobre
U. Se tiene que 7(U) = p~1(U), ya que p o & = idy. Ademas la
restriccion & a oy : U — p~!(U) es una aplicacién diferenciable.
En consecuencia, oy es una seccion local de £ sobre U. d
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Dado un morfismo de fibrados vectoriales, cabe plantearse como
asociarle una seccién del fibrado vectorial de llegada a una seccion
del fibrado de partida. La respuesta a dicha pregunta se encuentra
en la:

Proposicion 3.1.10.  Sean (M,p,B) y (M,p, B) dos fibrados
vectoriales y un morfismo (f, fo) : (M,p,B) — (M,p,B) de
fibrados vectoriales tal que fo : B — B es un difeomorfismo. Si
o es una seccion en (M, p, B), entonces fooo fo! es una seccion
en (M,p, B).

Demostracion.  De la conmutatividad del diagrama:

se sigue:

po(fooofo™)=(Fof)o(cofo™)=(foep)o(oofo)
=foo(poo)o fo™l = foo fo ! =idp
Ademis, la aplicacion fooo fy™!' : B — M es diferenciable, ya
que es composiciéon de tres aplicaciones diferenciables. En conse-
cuencia, la aplicacion fooo fy ™! es una seccién del fibrado vectorial
(M,p, B). O
Definicién 3.1.11. A la seccidn f oo o fo™' de la proposicién

anterior se la denomina imagen de la seccidbn o mediante el

morfismo de fibrados (f, fo)-

En general, por medio de un morfismo (f,fo) :
(M,p, B) — (M, p, B) de fibrados vectoriales, la imagen de una
secciébn no es una seccion, ya que fy puede no ser inyectiva. No
obstante, la situacion se simplifica si el fibrado vectorial conserva
la base, como se observa en el siguiente:
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Corolario 3.1.12.  Sean £ = (M,p,B) y € = (M,p, B) dos fi-
brados vectoriales, sea f un B-morfismo de & en & y sea
o : B — M una seccion global en &. Entonces foog : B — M
es una seccion de €.

Demostracion.  Solo se considera, en la Proposiciéon 3.1.9, el mor-
fismo de fibrados (f,idg), que cumple las hipotesis por ser idg un
difeomorfismo. O

Un caso particular de seccion, que se utilizara en diversas oca-
siones en esta monografia es la que sigue:

Definiciéon 3.1.13.  Sea (M,p, B) un fibrado vectorial. Se de-
nomina seccién global nula 0 de £ a la definida por 0: B— M :
& — 0, donde 0, es el vector nulo en p~'(x) para cada x € B.

A continuacion, se estudia el concepto de independencia lineal
entre secciones. Este concepto hay que estudiarlo punto a punto
cémo se puede ver en la:

Definicién 3.1.14.  Sean (M, p, B) un fibrado vectorial de rango
n yU un abierto de B. Se dice que las secciones locales {01, ..., 0.}
del fibrado sobre U son linealmente independientes si los vec-
tores {o1(x),...,0.(x)} son linealmente independientes para todo
zel.

Para conseguir secciones linealmente independientes sobre un
entorno de un punto de la base del fibrado vectorial, se tiene la
siguiente:

Proposicién 3.1.15.  En un fibrado vectorial (M, p, B) de rango
n, para cada b € B existen n secciones linealmente independientes
sobre un entorno abierto de dicho punto.
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Demostracidn.  Sea (U, ¢) una trivializacién local del fibrado vec-
torial con b € U. Entonces se tiene que ¢~ !1: U xR" — p~1(U) es
un difeomorfismo.

Sea {e1,...,en} la base canonica del espacio vectorial R™. Consi-
dérense las aplicaciones:

o U—p U):z— o Nz,e), i=1,...,n,
que son diferenciables. Ademads se cumple que p o o; = idy para
cada?=1,...,n, pues:
(poai)(z) = ply~ (z,e)) ==
Por tltimo, al ser ¢! un difeomorfismo, ‘P{—bl}an es un isomor-

fismo lineal; por lo que {o1(x),...,0,(z)} es una base, con lo que
concluye la demostracion. O

Puede construirse una seccién local fijando con anterioridad la
imagen de un elemento de la base.

Proposicién 3.1.16.  Sean (M, p, B) un fibrado vectorial de ran-
gon,meM yx = p(m). Entonces ezriste una seccion local o que
verifica o(x) = m.

Demostracidn.  Sea una trivializacion local (U, ¢) del fibrado con
x € U. Basta definir la seccion dada por:
o:U—p HU) 1 u v o u, Fp(m)),

donde estamos haciendo uso de la notacién de ¢ por (p, F') dada
en la Definicién 2.1.1. O

Nota 3.1.17.  Obsérvese que la independencia lineal de las sec-
ciones locales obtenidas en la Proposicion 3.1.15 no depende ni del
abierto trivializante ni del difeomorfismo trivializante.

Estas secciones se denominan secciones candnicas naturales
del difeomorfismo trivializante .
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Sea ¢ :p~1(U) — U x R" un difeomorfismo trivializante y sean
{o1,...,0n} sus secciones canonicas naturales. Para cada elemento
ueU, {o1(u),...,0n(u)} es una base de p~!(u); por tanto, si v es
un elemento de p~'(u), se verifica que v = Y, v'o;(u). De este
modo, se llega a la siguiente:

Proposicién 3.1.18.  Si el difeomorfismo trivializante ¢ se es-
cribe como (p, F), entonces F(v) = (vi,...,v").

Demostracion.  Es conocido que v = Y. v'o;(p(v)) y que F es
lineal. Por lo tanto, se tiene:

=F (Z viai(p(v))) = ZUiF(Ui(p(U)))
i=1 i=1

Por definicion, se verifica que oy(p(v)) = ¢ 1(p(v),e) y que
F = 79 0 ¢, donde w9 es la proyeccion natural de U x R™ en R";
por lo que se llega a:

n
:Zviﬂzoga(go p(v), €)) Zvei— o).
i=1

Proposicion 3.1.19.  Sean {04, ...,0,} las secciones candnicas

O

naturales del difeomorfismo trivializador ¢ : p~'(U) — U x R™.
Se tiene:

1. Para todo x€U, F,:p~(z) — R™ actia como:
n
Z vioi(z)— (V' ... o).
i=1
2. La aplicacion ¢ : p~H(U) — U x R" actiia como:

U—ZUJI p(i (W, ") = (plo); o, . o).
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Demostracion.

1. Es sabido que F} es isomorfismo lineal y que F,(0;(x))= e,
para i = 1,...,n. Por lo tanto,

FI(Z vioi(w))zz vin(ai(x)):Z vie= (v',... v").
i=1 i=1 i=1

2. Como, para cada z € B, se tiene que o;(z) € p~!(z), entonces
Sor, vioi(x) pertenece a p~!(z). En consecuencia, basandose
en la Proposicion 3.1.18, se tiene:

p(Cisv'oi(@)) = (p(3L, vioi()), (3oL, vioi(x)))
= (z;vh, ..., 0"). O
Para concluir la presente seccion, se muestra una manera de
ampliar una seccioén local a una global.

Proposiciéon 3.1.20. Sea 0 : U — M wuna seccion local del
fibrado sobre un abierto U en B. Sea f una funcidn en F(B) tal
que sop(f) esté contenido en U. Entonces una seccion global f - o
de & estd dada por:

o) = f(zx)o(z) zel,
f-ot) {0;r x € B\ sop(f).

Demostracion.  La aplicacién f - o verifica po (f -0) = idp y
es diferenciable por ser diferenciable a trozos en dos abiertos de B
coincidiendo en la interseccion. O

Como consecuencia, se obtiene una forma de construir una sec-
ciéon global mediante secciones locales en cada elemento de un re-
cubrimiento por abierto.
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Proposicion 3.1.21.  Sea {U,} un recubrimiento por abiertos
localmente finito de B. Sea 0, una seccion definida sobre U, para
cada o y sea {fo} una particion de la unidad subordinada al re-
cubrimiento abierto {U,}. Entonces la seccion global Y, fo-0q del
fibrado vectorial (M, p, B) estd dada por:

(Z fa- Ua) (z) = Z fa(T)oa(z),

para cada x de B.

Demostracion.  Consecuencia de la Proposicion 3.1.20 y de ser
Sec(B) un F(B)-moédulo, tal como se vera en la Proposicién 3.2.1.
O

Teniendo en cuenta el resultado anterior, se esta en condiciones
de ampliar la Proposicion 3.1.16, consiguiendo que la seccion de
dicho resultado sea global como se ve en la:

Proposicién 3.1.22. Sean (M,p,B) un fibrado wvectorial,
mée M y x = p(m). Entonces existe una seccion global o que
verifica o(x) = m.

Demostracion.  La Proposicion 3.1.16 asegura que existe un abier-
to U en By una seccion local 3 : U — M tal que 6(z) = m.

Sea f un funcién en F(B) tal que f(z) = 1y sop(f) C U.
Entonces, por la Proposicion 3.1.20, se tiene que f-& es una secciéon
global y verifica f - (x) = m. O

3.2 El moédulo de las secciones globales

En esta seccion se demostrarad que se puede dotar al conjunto de
las secciones globales de un fibrado vectorial de estructura de mé-
dulo sobre las funciones diferenciables. De hecho, se vera que este
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modulo es finitamente generado e incluso proyectivo (aunque esto
altimo no se probara en esta monografia). Igualmente se veran, al
final de la secci6n, algunos morfismos de médulos entre los médulos
de secciones inducidos por los morfismos de fibrados vectoriales.

Proposicién 3.2.1. Sean o y 7 dos secciones globales de un
fibrado vectorial £ = (M,p, B) y sea f perteneciente a F(B). En-
tonces ezisten dos secciones globales o + 7 y f - 0 definidas segin:

(0+7)(@) = o(z) +7(2), (f-0)(@) = f(@)olz), VzeB.

Las operaciones +(o0,7) = o+ 7 y -(f,0) = f - 0 permiten que
el conjunto de las secciones globales del fibrado tenga estructura de
F(B)-mddulo, que se denotard por Sec(§) o por T€.

Demostracion.  En primer lugar, la aplicacién o + 7 tiene senti-
do, ya que o(x), 7(z) € p~!(z), para cada z € B, y p~!(x) tiene
estructura de espacio vectorial, por lo que o(z) + 7(z) € p~(z).
Si ademas f es una funcién diferenciable en B, entonces f(z) es
un escalar, por lo que estd definido f(x)o(z) en p~!(z). Del mis-
mo modo, las secciones poseen estructura de F(B)-mo6dulo por ser
p~}(z) un espacio vectorial.

En consecuencia, s6lo queda ver que tanto ¢ + 7 como f - o
son diferenciables. Lo que se hara es ver que estas aplicaciones son
diferenciables en cada uno de los elementos de B. En efecto, sea
z un elemento de B, entonces es conocido que existe una trivia-
lizacion local (U, ) de B tal que z € U. Igualmente, se conoce que
¢ es expresable como (p, F') (véase la Definicion 2.1.1)

Considérese la restriccion de o + 7 a U, 0 + 7y y témese:

po(o+my):U—UxR": 2+ (z,F(o(x)) + F(r(x))),

que es diferenciable en . Como ¢ es un difeomorfismo, entonces
o + 7 es diferenciable en x € B.
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Para ver la diferenciabilidad de f - o, se procede de idéntica ma-
nera considerando la restriccion de f-o a U, f-oy, y la aplicacién:

po(f-op):U—UxR: 2 (z, f(x) F(o(x))),
que es diferenciable en z € B. d

Siguen a la proposicion algunos ejemplos para clarificar la
situacion.
Ejemplo 3.2.2.  Considérese el fibrado tangente (T M, 7, M) de
una variedad diferenciable M. En el Ejemplo 3.1.8 se vio que las
secciones globales del fibrado tangente M coinciden con los campos
diferenciables de vectores tangentes de M. Por lo tanto, el mddulo
I'T'B de las secciones globales de T M es igual al mddulo x(B) de
todos los campos diferenciables de vectores tangentes de M.

Ejemplo 3.2.3. Sea { = (BxR", p, B) un fibrado vectorial. Co-
mo se vio en la Nota 8.1.8, cada seccion global o estd determinada
biunivocamente por una aplicacion diferenciable ¢, : B — R,
dada por:

o(x) = (z, ds(z)).
Este hecho define el siguiente isomorfismo candnico de
F(B)-mddulos:
Sect —» F(B:R") : 0 — ¢,.

Véase que es un morfismo de F(B)-mddulos. Sean o,7 dos
secciones globales y f : B — R, entonces se tiene:

o(z) = (#,60(2)), 7(2) = (@,6,(z)), v €B.
Como (0 + 7)(z) = o(z) + 7(z) y (f - 0)(z) = f(x)o(z), se tiene
que:

(%, @5 4r(2)) = (0 +7)()
= (2, 90(2)) + (, b-(2)) = (2, Po(2) + b-(2))
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(@, ¢10(z)) = (f - 0)(2) = f(2)(z, ¢o(2)) = (2, f ()¢5 ())-

En particular, si {ey,...,e,} es una base de R™, las secciones glo-
bales {o1,...,0n}, dadas por:

oi(z) = (z,¢;), i=1,...,n, z€B,

forman una base de Sec(); con lo que Sec(§) es un F(B)-mddulo
libre.

Ejemplo 3.2.4. Sean & = (My,p1,B) y & = (Ma, pa, B) dos
fibrados vectoriales. Considérese la suma de Whitney de ambos,

& @ &. Entonces se tiene un isomorfismo de F(B)-mddulos
F : Sec(& @ &) — Sec(&1) ® Sec(&s) definido por:

Sec(& @ &) — Sec(€1) ® Sec(&y) 10— (pl oo, p? o),

donde p' y p* son las proyecciones de la suma de Whitney de la
Definicion 2.8.12.

Es evidente que F es un morfismo de F(B)-mddulos y su inversa
viene dada por:

Sec(£1) ® Sec(£3) — Sec(&1 D &) : (01,00) > L' ooy + P00y,

donde ' e 1% son las inclusiones en la suma de Whitney dadas en

Definicion 2.3.12.

A continuacién, se caraterizaran los fibrados vectoriales trivia-
lizables como aquellos que poseen un conjunto linealmente indepen-

diente de secciones globales cuyo cardinal es igual al del rango del
fibrado.
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Teorema 3.2.5. Sea (M,p, B) un fibrado vectorial de rango n.
Son equivalentes:

1. (M,p, B) es un fibrado vectorial trivializable.

2. Ezisten n secciones o; : B — M del fibrado linealmente
independientes.

3. Ezxiste una aplicacion diferenciable F: M — R" tal que Fy
es un isomorfismo lineal para todo x € B.

Demostracion.

Las secciones linealmente independientes se obtienen por
medio de la Proposicion 3.1.15 sin mas que tener en cuenta
que B es un abierto trivializador del fibrado en cuestiéon. En
particular, las secciones vienen dadas por:

oi(x)=(z,e;), paracadaz€B, yparacadai=1,...,n,
con {ey,...,e,} la base canénica de R".

Considérese la aplicacion h : B x R™ — M dada por:
n .
(z;vh,... ") — Zvlai(x).
i=1

La aplicacion h es diferenciable por la Proposicion 3.2.1. Ade-
més la dimensiéon de B X R™ es igual a la de M, pues si se toma
una trivializacion local (U, ¢) de (M, p, B) se tiene que ¢ es
un difeomorfismo de p~1(U) en U x R", por lo que tienen la
misma dimensién como variedades. Al ser p~1(U) y U x R"
subvariedades abiertas de M y B x R", respectivamente, se
verifica que la dimensién de M coincide con la de p~1(U) y
que la de B x R™ coincide con la de U x R™. Por lo tanto, las
dimensiones de M y B x R" coinciden.
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Al ser las secciones {oy,...,0,} linealmente independientes,
se tiene que h es sobreyectiva. La aplicacion h es ademas
inyectiva, porque dados (z;v!, ..., v"), (y;w?, ..., w")EBXR™
tales que h(z;v!,...,v") = h(y;w',...,w"), entonces se tiene
que:

Z vioy(z) = Z w'oi(y). (3.1)

Pero aplicando p a (3.1) se obtiene que z =y; por lo que
(v, ..., 0" = (w!,...,w").

También, directamente de la definicion de h, se tiene que poh
coincide con la proyeccion natural 7 : B x R® — By, para
cada x € B, la aplicacion h, : R" — p~1(z) dada por:

n
W ... 0" — Z v'oi(z),
i=1

es lineal de forma evidente. Es mas, h; es biyectiva debido a
la biyectividad de h.

Todo lo visto hasta ahora permite afirmar que (h,idg) es un
isomorfismo entre los fibrados vectoriales (B x R", 7, B) y
(M, p, B) por el Ejemplo 2.1.35 y, por tanto, h es un difeo-
morfismo.

Definase, pues, la aplicacién F' como la composicién my o h™1,
donde 7, es la proyeccion natural de B x R™ en R", que es una
aplicaciéon diferenciable. Ademéas se cumple que, para cada
x € B, la aplicacién F, : p~!(x) — R" definida por:

n
> vioi(x) - (V). 0"
i=1

es un isomorfismo lineal.
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Sea la aplicacion ¢:M— B xR" dada por z+ (p(z), F(z)).
Va a verse que (¢,idg) : (M,p,B) — (B x R", 1, B) es un
isomorfismo de fibrados vectoriales.

i). Se tiene la igualdad m o ¢ = p: En efecto, sea un
elemento x en B, entonces:

70 ¢(z) = w(p(x), F(z)) = ().

ii). Para cada z € B, ¢, es isomorfismo lineal: En efec-
to, dado x en B, la aplicacion ¢, coincide con F; por
definicion de ¢,; y al ser F, isomorfismo lineal, también
lo es ¢,.

En consecuencia, (¢,idp) verifica que w0 ¢ = p y que ¢,
es isomorfismo lineal para todo x € B. Por lo comentado en
el Ejemplo 2.1.35, se tiene que (¢, idg) es un isomorfismo de
fibrados vectoriales. 0

La siguiente proposicion demostrara que, si se tiene un nimero
de secciones linealmente independentes igual al rango del fibrado
vectorial, éstas bastan para generar el médulo de secciones.

Proposicién 3.2.6.  Si (M, p, B) es un fibrado vectorial de rango
n en el que existen n secciones globales linealmente independientes,
entonces éstas generan el F(B)-mddulo de las secciones globales.

Demostracion.  Sean {o1,...,0,} las n secciones globales lineal-
mente independientes del fibrado y sea o una seccién global cual-
quiera del mismo fibrado. Entonces, para cada z € B, o(x) es igual
a una combinacion lineal de {o;(x)}l, a saber:

o(z) = Z vioy(x),
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con v € R para i = 1,...,n. Se definen asi las aplicaciones
v’ : B — R como vi(z) = v. paracadaz € Bei=1,...,n.

Por el Teorema 3.2.5, existe una aplicacion diferenciable
F: M — R" definida por:

n
Z voi(z) — (vk,...,vl).
i=1

Pero de la definicion de F se sigue que la composicién Fog: B— R"

coincide con la aplicacién (v!,...,v"): B — R" dada por:

z— (vl(2),...,0v"(x)) = (v),...,v0).
Por tanto, (v}, ...,v") es diferenciable; lo que equivale a decir que
los v' pertenecen a F(B) parai=1,...,n.

Con esto se concluye que o = > ., v'0;, lo que completa la
demostracion. O

A continuacién, dado un morfismo entre dos fibrados vectoriales,

se veran dos morfismos entre los médulos de secciones de dichos
fibrados.

Proposicién 3.2.7. Sean £=(M,p,B) y n=(M',p', B') dos
fibrados vectoriales y sea (¢, ¢g) : & — 1 un morfismo de fibrados
vectoriales tal que ¢, es un isomorfismo lineal para cada x € B.
Entonces se tiene un morfismo de mddulos ¢* : Sec(n) — Sec(€),
dado por:

[‘bj(T)](f) = ¢’;1 oTodgy(x), x€ B,T € Sec(n).
Demostracion.

1. En primer lugar, la aplicacion ¢* esta bien definida, puesto
que dada una seccion global 7 en 7, la aplicacién ¢*(7) es una
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seccion global en . En efecto, de la composicién de ¢*(7) con
p se tiene que p o ¢*(7) = idp, ya que, dado z € B, ¢*(7)(z)
pertenece a p~!(z). Luego se tiene:

p(¢*(7)(x)) = z.

Queda por ver que la aplicacién ¢*(7) es diferenciable. Para
ello, se estudia la diferenciabilidad en cada r € B. Sea una
trivializacion local (V,¢) de 5 con ¢p(z) € V.

Para cada x € U, se tiene:
¢z (T(d0(2))) = b7 0 Y\ © P(7(d0(2)))-
Por lo tanto, si se demuestra que la aplicacion:
¢:U — FR™p ' (U)) : 7= g) © b

es diferenciable, entonces la aplicacion ¢*(7) sera diferenciable
en x € U. Pero para ver que ® es diferenciable, basta ver que
¥ o ¢ es diferenciable (el argumento usado es el mismo que se
considera en el dltimo paso de la demostracion de la Proposi-
cion 2.1.31); pero esto es cierto, por ser ambas diferenciables.

2. En segundo y tdltimo lugar, ha de probarse que ¢* es un
F(B)-médulo.

Se verd que, dados 7, T € Sec(§), se satisface
¢* (11 + ) =*(11) + #*(72). En efecto,

[$'(11 + 72)](x) = ;' 0 (11 + T2)(¢o(x))
= ¢;' o Ti(¢o(z)) + @7 0 T2(¢o())
= [¢'(n))(z) + [¢*(72)] ().
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También, dados 7€Sec(§) y fe F(B'), se verifica que
#'(f-7) = (f o ¢g) - 9*(7). En efecto,

[6(f-T)](2) = ¢ o (f 7)(do(2)) = (fo o) (z)¢7 ' o7(0(2))
= [(f o ¢o)¢*(7)](x).

Por lo tanto, se llega a que ¢' es un isomorfismo de
F(B)-modulo. 0

Proposicién 3.2.8. Sean ¢ = (M,p,B) yn = (M,p,B) dos
fibrados vectoriales y sea ¢ : € — n un B-morfismo de fibrados
vectoriales. Sea la aplicacidn:

. : Sec(§) — Sec(n)
dada por:
(¢:0)(z) = #(0(z)) = ¢u(0(2)), T € B, 0 € Sec(f).
Entonces ¢. es un morfismo de F(B)-mddulos.

Demostracion.  La aplicacion ¢, estd bien definida, pues dado
o € Sec(£), se tiene que ¢.0 es diferenciable (por coincidir con
¢ o 0)y es una seccion, ya que:

pogoa=poo=idg.
Ademés, dados o, 7 € Sec(€) y f € F(B), se verifica que:
(0 +T) = du0 + T,  Gu(f - 0) = f - du(0).
En efecto, dado = € B, se tiene que:
¢+ 7)(2) = ¢u(0(z) + 7(2))
¢u(f - 0)(2) = b2(f(z)o (),
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que lleva, por la linealidad de ¢, a:

¢ +7)(x) = de(0(2)) + Ga(7(z))
= $:(0)(2) + ¢u(T)(2) = (#:(0) + ¢u(7))(2)

¢u(f - 0)(z) = f(z)$.(0)(2),

con lo que se concluye la demostracion. d

El siguiente paso sera ver si el médulo de las secciones de un
fibrado tiene alguna propiedad sobre el nimero de secciones que
hacen falta para generarlo. Para ello, se requiere del siguiente:

Lema 3.2.9. Todo fibrado vectorial posee una representacion
coordenada finita.

Demostracion.  Sea {(Uk, ¥x)} una representacion coordenada del
fibrado vectorial (M, p, B) de rango n. En virtud de la Proposi-
cion 1.4.20, se elige un refinamiento {V;; | i = 1,...,n;5 € N} de
{U;} cuyos elementos son disjuntos dos a dos. Se definen V; como
U;Vii v la aplicacion x; : p™'(V;) — Vi x R" como
xi(m) = ¢y;(m) si m € p~1(V};), donde v;; es la restriccion de
algtn 9 al V;; correspondiente. Obsérvese que x; es difeomorfismo
por serlos los 1);; y por las Proposiciones 1.4.21 y 1.4.46. De este
modo, {(Vi, x:)} es la representacion coordenada buscada. O

Probado el lema anterior, se esta en disposicion de probar que
los mo6dulos de secciones son finitamente generados.

Proposicién 3.2.10.  Sea £ = (M, p, B) un fibrado vectorial de
rango r. FEntonces Sec(§) es un F(B)-mddulo finitamente gene-
rado.

Demostracion. Por el Lema 3.2.9, puede obtenerse una repre-
sentacion coordenada finita {(Ua, ¢a) }2_, del fibrado vectorial. Co-
mo las restricciones &, de £ al abierto U, de B son fibrados vecto-



SECCIONES DE FIBRADOS VECTORIALES 91

riales triviales, se tiene que los F(U,)-moédulos Sec(&,) son libres y
poseen bases finitas {04, }]_; (véase la Proposicion 3.1.15).

Por ser B una variedad, entonces existe una particion de la

p

unidad {fa}5_, asociada a la familia {(U,, pas)}s_;. Usando la

Proposicion 3.1.20, se definen las siguientes secciones sobre &:
Tai = fa* Oaiy a=1,....,p; 1=1,...,m

Se probaréa que el conjunto finito {7,;} es un sistema generador de

Sec(&).

Como sop(f,) es un cerrado contenido en U,, por la Proposi-
cion 1.4.33, existen funciones diferenciables h,, verificando:

1. sop(hy) C Uy y
2. ho(z) = 1 para todo z € sop(fa)-

En consecuencia, se tiene que hy, f, coincide con f,.

Sea ahora w una seccién de £ y sea w, la restriccién de w a
U,. Como Sec(&y,) estéd generado por {o,;}i_,, entonces existe
una familia de funciones {g,;}/_; en F(U,) tales que:

Wa = Z Ga,i* Oqayi- (32)
i=1

Por otro lado, como { f,} es una particién de la unidad asociada
a {Uy}, se tiene que:

w:Zfa'wa:Zhafa'waa (33)

de la que, junto con (3.2), se deduce:

w = Z hofa* (9a,i0ai)-

i
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Como h,, se anula fuera de U,, se puede afirmar que h,g,; €s una
funciéon en F(B) considerando el producto de ambas en U, y la
aplicacion nula en el resto de B. Por todo lo anterior se llega a:

w= E Po,iTa,i-
o,

Nota 3.2.11.  En la Seccion 2.28 de |21] se demuestra ademds
que Sec(&) es un F(B)-mddulo proyectivo.

O

Nota 3.2.12. En [54], R.G. Swan demostré que todo médulo
finitamente generado y proyectivo es el mddulo de las secciones de
un fibrado vectorial. FEste resultado se conoce con el nombre de
Teorema de Swan.

3.3 Secciones de pullbacks de fibrados vectoriales

El objetivo de esta seccion es describir el médulo de las secciones
globales de un pullback de un fibrado vectorial dado en funcién
de las secciones de dicho fibrado. Como referencia béasica se se-
guira [21].

Sean pues 2: (M,f), B) y € = (M, p, B) dos fibrados vectoriales
y un morfismo de fibrados vectoriales definido por el diagrama:

M- M

A

B %>, B
tal que las restricciones de ¢ a las fibras son isomorfismos lineales.
Segin la Proposicién 2.3.6, £ es el pullback ¢p¢ de £ sobre ¢g, por
lo que estudiar las secciones del pullback de £ sobre ¢ equivale a

estudiar las secciones de £. Esto es lo que se hara en la presente
seccion.
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A

En primer lugar, el conjunto F(B) de las funciones diferenciables
sobre B es un F(B)-médulo considerando el siguiente producto:

f-9=(fod)y, feF(B), geF(B).

N

Por lo tanto, el producto tensorial F(B) ®£(p) Sec(§) respecto

de F(B) es un F(B)-modulo si se considera la multiplicacion a la
izquierda.

El dltimo paso consiste en definir el morfismo de F(B)-modulos
dado por:

A

Zs0 : F(B) ®(m) Sec(€) — Sec(€) : g® 0 = gdio,
donde q% se ha definido en la Proposicion 3.2.7.

Lo anteriormente visto puede enunciarse por medio de la si-
guiente proposicion, cuya prueba puede consultarse en [21]:

~

Proposicion 3.3.1. = es un isomorfismo de F(B)-mddulos.
O






Capitulo 4
Grupoides

En los proximos tres capitulos, se tratard la teoria de grupoides
considerando a éstos como objetos mateméaticos en si mismos y no
como una clase especial de categorias. No obstante, no se perdera
este hecho de vista, ya que la definicion de grupoide desde el punto
de vista de las categorias permite usar, en diversas demostraciones,
herramientas de las que se esta en disposicién. Para poner un ejem-
plo de lo que se esté4 diciendo, piénsese en la caracterizacion de los
funtores isomorfismos dada por la Proposicién 1.3.19, que se po-
dréa utilizar con los funtores entre grupoides, que es lo que son en
realidad los morfismos de grupoides.

Pero recuérdese que, histéricamente, los grupoides fueron intro-
ducidos en 1926 por Brandt [5], mientras que las categorias apare-
cen por primera vez de la mano de Eilenberg y McLane en 1945
[20]; esto es, una diferencia de dos décadas entre uno y otro con-
cepto. Por tanto, no debe extranar el que se pueda llegar a pensar
en los grupoides sin pensar en las categorfas, aunque como ya se ha
dicho es aconsejable no obviar esta propiedad de los grupoides.

La causa por la que se da una definicién de grupoide distinta a
la que aparece en Teoria de Categorias (pero equivalente como se
veré en este capitulo) reside en que esta tltima no sirve para poder
definir los grupoides topolégicos y diferenciables (estas clases de

95
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grupoides se trataran en los Capitulos 5 y 6). Esto se debe a que,
para definir los conceptos de grupoides topologicos y diferenciables
no va a bastar con dotar al grupoide y a la base de las correspon-
dientes estructuras topologicas y diferenciables, como se veré en las
definiciones de dichos conceptos en sus respectivos capitulos.

En este capitulo se introduciran las nociones y propiedades basi-
cas de los grupoides, proporcionando ejemplos que clarifiquen las
definiciones, siempre que para ello no hagan falta resultados de
considerable especializacién.

De hecho, se estudiaran en primer lugar las nociones de grupoide
y de morfismo entre éstos, demostrandose diversas propiedades de
estos entes mateméaticos. Se expondran las analogias y diferencias
existentes con teoria de grupos. Por ejemplo, se sabe que la inyec-
tividad de un morfismo de grupos equivale a tener nicleo nulo; en
los grupoides, esto no se cumple, salvo que uno se restrinja a una
cierta clase de morfismos: los base-biyectivos.

También se estudiaré el concepto de grupoide cociente que viene
a ser el analogo del de grupo cociente. Ello permitira la factori-
zacion de un morfismo de grupoides por medio del grupoide co-
ciente y se volvera a ver las diferencias existentes entre la Teoria de
Grupos y la de Grupoides. De nuevo habra que volver a considerar
morfismos base-biyectivos para tener analogias entre ambas teorias.

4.1 Grupoides

En esta seccién se introduce el concepto de grupoide sin conside-
rarlo una categoria, viéndose posteriormente que ambas definiciones
coinciden, tanto la dada en la Definicién 4.1.1 como la que aparece
en la Definicién 1.3.12. Tras demostrar algunas propiedades de estos
objetos, se mostraran diversos ejemplos de grupoides, la mayoria de
ellos relevantes desde un punto de vista teorico y/o histérico.
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grupo, el producto de cualesquiera dos elementos estd definido; en
cambio, en un grupoide, dos objetos pueden no tener un producto
definido. Puede observarse el funcionamiento de la multiplicacidn
parcial en la Figura 4.1.

T n

# o-
B(r)=B(mn) a(r)=pHmn)  an) =alm)

Figura 4.1: Multiplicacién parcial en un grupoide.

Nota 4.1.3. La definicion de grupoide dada en la Defini-
cion 4.1.1 y la dada en la Definicion 1.8.12 son equivalentes.

En efecto, dado un grupoide, en el sentido de la Definicion 4.1.1,
se puede considerar el grupoide, en el sentido de la Defini-
cion 1.3.12, cuyo conjunto de objetos es la base del grupoide dado y
cuyos morfismos son los elementos del propio grupoide. Obsérvese
que cada elemento del grupoide de partida posee una proyeccion ori-
gen y una proyeccion destino que son los conceptos correspondientes
a los de dominio y rango en el sentido de la Definicion 1.3.12; la
multiplicacion parcial es el concepto correspondiente a la composi-
cion y cumple las propiedades de asociatividad y de existencia del
elemento neutro de la composicidn; y la inversion permite la exis-
tencia de un morfismo inverso para cada morfismo.

Reciprocamente, un grupoide en el sentido de la Defini-
cion 1.8.12, se puede ver como un grupoide en el sentido de la
Definicion 4.1.1 sin mds que considerar como base al conjunto de
objetos del grupoide y como grupoide al conjunto de todos los mor-
fismos del grupoide (véase la Nota 1.3.5). Como proyecciones ori-
gen y destino se consideran las aplicaciones que a cada morfismo le
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asocia el dominio y el rango, respectivamente; la multiplicacion se
corresponde con la composicion y la inversion se define en virtud
de que todo morfismo de un grupoide en el sentido de la Defini-
cion 1.8.12 posee un inico morfismo inverso.

Una vez definidos los grupoides y establecida la equivalencia en-
tre las dos definiciones manejadas en esta monografia, se determi-
nan sendas condiciones suficientes para que un objeto del grupoide
sea una identidad o un inverso de otro objeto dado, respectiva-
mente. Obsérvese que dichas condiciones son las que existen para
ver que un elemento de un grupo es una unidad o el inverso de otro
elemento.

Proposiciéon 4.1.4.  Sea 2 un grupoide sobre B y considérese
T € Q tal que a(7) =z y B(7) = y. Entonces, se verifican:

1. §in € Q verifica que a(n) =y ynT =7, entonces n = y;
Sin € Q verifica B(n) =x y T =T, entonces n = T.

2. Sin € Q verifica a(n) =y ynr =T, entonces n = 77.;

Sin € Q verifica B(n) =x y 7 =7, entonces n = 7L

Demostracion.  Se demostraran sélo las primeras partes de cada
apartado, pues las pruebas de las segundas son anéilogas.
Se comenzara con la demostracion del primer apartado. Como

o(n) = B(r) = y, se tiene que a() = B(r) = §. Y ya que
ademas nT = 7, entonces:
§=B(r) = rrl = (gr)r = (T ) =g = .
Con respecto al punto 2 de la proposicion, se tiene que
a(n)=y=pP8(r) y que B(r~!) = z. Por lo que se verifica:

n=na(n) =nB(r) =n(rr=) = (r)r=" = Fr~' = B(r~)r~ = 7!

ya que 1T = T. O
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La siguiente proposicion permite conocer cual es el inverso de
un producto de dos objetos cuando dicho producto esta definido.
De nuevo, se podra observar la similitud de esta propiedad con la
existente para grupos.

Proposicion 4.1.5. §i n,7 € Q wverifican que o(7) = B(n),
entonces:
() =n"lr
Demostracion. Usando el segundo apartado de la Proposi-
cién 4.1.4, se tiene que, al cumplirse (n7'771)(7n) = a(n), el enun-
ciado de la proposicién es cierto. O
Seguidamente se definirdn algunos subconjuntos del grupoide a

partir de las contraiméagenes, tanto por su proyeccién origen como
por su proyeccién destino.

Definicion 4.1.6.  Sea ) un grupoide sobre B y sean z,y€ B.

1. Q, = a7 (z) se denominard a-fibra sobre x.
2. QW = B~ y) se denominard S-fibra sobre y.

3. Q N QY se denotard por QY. Un elemento 7 € QY se puede
denotar como T : x — y.

4. Q2 se denominard grupo-vértice en z.
5. Para U,V C B se definen Qy = o 1(U), Q" = g71(V),
=0y N QY.
Nota 4.1.7.  Obsérvese que los conjuntos ¥, conx,y € B, de la

Definicion 4.1.6 coinciden con los conjuntos de morfismos definidos
en la Definicion 1.8.1 en virtud de la Nota 4.1.3.

Ademds, cada uno de los conguntos U5 con x € B es un grupo
respecto al producto obtenido al restringir la multiplicacion parcial
del grupoide ) a §2%.
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Se concluye esta seccion dando algunos ejemplos relevantes de
grupoides.

Ejemplo 4.1.8 (Grupoide Base). Todo conjunto se puede
considerar como un grupoide en el que todos sus elementos son
untdades. FEfectivamente, el propio conjunto B se puede consi-
derar como un grupoide, denominado grupoide base, consideran-
do o = B =idp y cada elemento una unidad.

Ejemplo 4.1.9 (Grupoide trivial sobre B con grupo G). Sea
B un conjunto y G un grupo. Se denomina grupoide trivial
sobre B con grupo G al grupoide B x G x B con la estructu-
ra dada por las aplicaciones a=n3, B=m, e:B—BXGX B :
x> 1= (z,1,2), la multiplicacion (x,h,y)(y, ', 2)=(x,hlk,2) y la

inversion v: (z, h,y)— (y, h~1, z).

En particular, todo grupo puede considerarse un grupoide sobre
un conjunto unitario, el formado por su elemento unidad. Igual-
mente, el conjunto producto cartesiano B x B es un grupoide
sobre B sin mds que considerar Bx B= B x 1 x B.

Ejemplo 4.1.10 (Grupoide Relacién de Equivalencia). Con-
secuencia inmediata del Ejemplo 4.1.9 es que toda relacion de equi-
valencia X sobre un conjunto B se puede considerar como un
grupoide restringiendo la estructura del Ejemplo 4.1.9 a X C BXB.
Se identifica naturalmente X, con la clase de x por la relacion X,
para todo x € B.

Ejemplo 4.1.11 (Grupoide Accién). Toda accion de un grupo
sobre un conjunto se puede considerar un grupoide sobre
dicho conjunto. Efectivamente, sea v : G x B — B la accidn
de un grupo G sobre un conjunto B. Se denomina grupoide
acciéon de G sobre B al grupoide G X B con la estructura
dada por a=m, f=7v, e&B — G:z — T = (1,1),
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la multiplicacion (go, 12)(g1,2) = (9201,2) y la inversion
1:Gx B — GxB:(g,) — (97", g1z). Se tienen entonces
(GxB)o=Gx{z}, (GxB)'=G, (GxB);={g € G | 7(g,z) = z},

que resulta ser el grupo de isotropia de la accidon .

Ejemplo 4.1.12 (Grupoide frame). Sean M y B dos conjun-
tos y p: M — B una aplicacion sobreyectiva. Se denota II(M) al
conjunto:

(M) = {7 : My — M, biyeccion /z,y € B},

donde M, = p~!(x), para cada x € B. Se tiene que II(M) posee
la siguiente estructura de grupoide sobre B: dado & : M, — M,,
las proyecciones origen y destino son (&) = z, B(§) = y, res-
pectivamente; la aplicacion inclusion de objetos es e(x) = id,, para
todo x € B; la multipliciacion parcial es la composicion de aplica-
ciones; y el inverso de una biyeccion de I1(M) es su inversa como
aplicacion. A II(M) con la estrucutura mencionada se le denomina
grupoide frame.

El siguiente ejemplo, el grupoide fundamental, es importante

en Topologia Algebraica y pueden verse diversas aplicaciones suyas
en [7].

Ejemplo 4.1.13 (Grupoide Fundamental). Sea B un espacio
topoldgico. Entonces el conjunto m(B) de las clases < ¢ > de
homotopia relativas a los extremos de los caminos ¢ : [0,1] — B es
un grupoide considerando la siguiente estructura: las proyecciones
origen y destino son a(< ¢ >) = ¢(0) y B(< ¢ >) = ¢(1), res-
pectivamente; la aplicacion inclusion de objetos es e(x) =< ky >,
donde k, es el camino constante en x € B; la multiplicacion parcial
es < cy >+ < ¢ >=< ¢+ ¢ >, donde ¢ + ¢1 es la composicion
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o suma de c; sequido de ca, a saber:

(c2+c)(t) = {

c1(2t), si 0<t
(2t —1), si <t

El inverso de < ¢ > es < —c >, donde —c es le camino inverso de
¢, a saber, (—c)(t) = c(1 —t). Al conjunto w(B) se lo denomina
grupoide fundamental de B. Se tiene que sus grupos-vértice son
los grupos fundamentales 7, (B, z) para cada x € B, ya que los
caminos del grupo-vértice de x son los lazos de x.

4.2 Morfismos de grupoides

Al igual que cuando se han definido los grupos se definen los
(homo)morfismos de grupos, parece natural preguntarse, una vez
definido los grupoides, si existe un concepto de morfismo entre és-
tos.

En esta seccion se muestran la definicién y un conocimiento basi-
co de los morfismos de grupoides, tratandose el caso en que el mor-
fismo se obtenga al considerar que ambos grupoides posean la mis-
ma base y que el morfismo la conserve. Igualmente se introduciran
los subgrupoides y, entre ellos, los que se obtienen restringiendo la
estructura de grupoide a un abierto de la base.

La primera definicién que se dara, seré precisamente la de mor-
fismo de grupoides que es la que se ofrece seguidamente.

Definicién 4.2.1. Sean €; y €y dos grupoides sobre By y Bo,
respectivamente. Se denomina morfismo de grupoides a todo
par de aplicaciones ¢ : Q — Qo y ¢g : By — By tales que
wog = dgopoay, frod = ¢yo iy dnt) = ¢(n)e(r), para
todo (n,7) € Q * §y; esto es, que los siguientes diagramas son
conmutativos:
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0 2, 95 0 -2, 2y
NN
B1 do B2 B,1 oo

En el caso particular en que By = By y ¢ = idp,, se dice que
el morfismo conserva la base o que es un morfismo sobre B

o que es un By-morfismo.

Las siguientes notas clarifican algunos aspectos de la definicién
anterior.

Nota 4.2.2. Las condiciones asop=gpoa; y fr0dp=dyo

asequran que P(n)P(T) estd bien definida siempre que nT esté
definido.

Nota 4.2.3. El concepto de morfismo de grupoides que se in-
trodujo en el Ejemplo 1.8.17 es equivalente al introducido en la
Definicion 4.2.1.

Nota 4.2.4.  Una primera diferencia entre los morfismos de gru-
poides y los morfismos de grupos es que los morfismos de grupoides
son pares de aplicaciones y los morfimos de grupos son aplica-
ciones. Pero esta diferencia cabia esperarla ya que recuérdese que
los grupoides son pares de conjuntos, el grupoide y la base.

Pues bien, siguiendo la notacion de la Definicion 4.2.1, la apli-
cacion ¢ del morfismo de grupoide que actia sobre los grupoides
posee la siguiente analogia con un morfismo de grupos: se conser-
va el producto de los objetos, esto es, p(nT) = d(n)p(T), para todo
(n,7) € Q % (.
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Notacion 4.2.5. Fn las condiciones de la  Defini-

cion 4.2.1, el morfismo de grupoides puede denotarse por
(¢, d0) : (2, B1) — (9, Bs). Este morfismo se suele denomi-
nar ¢ sobre ¢yq.

Se demostrara a continuacién que la composicién de morfismos
de grupoides es una operacién cerrada.

Proposicion 4.2.6. La composicion de dos morfismos de gru-
poides es un morfismo de grupoides. Si ambos morfismos conservan
la base, la composicion conserva la base.

Demostracion. Sean dos morfismos de  grupoides

(9. ¢0) : (S, B1) — (2, B2) v (¥, %0) : (S22, Ba) — (€23, By).
Entonces el par de aplicaciones:

(Yoo, o0 o) : (4, B1) — (23, Bs),

es un morfismo de grupoides, ya que se cumple:

azood=1Ypoaroed=1yodoa,
Bsopop=1ofBrop=1pogpyof,

donde ay y B son, respectivamente, las proyecciones origen y des-
tino de Q, para k = 1,2, 3. O

Consecuencia de esta tltima proposicién es el siguiente corolario
en el que se introducen las categorias de los grupoides y de los
grupoides sobre una base dada.

Corolario 4.2.7. Eriste la categoria Grd de los grupoides,
que resulta de tomar como objetos a los grupoides, como morfismos
a los morfismos de grupoides y como composicion a la composicion
de morfismos de grupoides.
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Igualmente, dada un variedad B, existe la subcategoria llena
grdg de Grd consistente en tomar como objetos a los grupoides
con base B. Se la denominard categoria de los grupoides
sobre B. U

La manera en que un morfismo actta sobre una unidad y sobre
un objeto inverso de un grupoide viene dado por la siguiente:

Proposicion 4.2.8.  Sea ¢ : 21 — Q9, ¢g : By — By un morfis-
mo de grupoides. Se verifican:

——

1. ¢(T) = ¢o(x), para todo x € By.
2. ¢(t71) = ¢(1)7!, para todo T € Q.

Demostracidn.  Se comenzara demostrando el primer apartado de
la proposicion. Se tiene que ¢(Z)d(n) = ¢(n) con n € {1 tal que
a1(n) = z, ya que se cumple que ¢(Z)p(n) = ¢(Zn) (por ser ¢ un
morfismo Ee\g/rupoides). La Proposicion 4.1.4 permite afirmar que

¢(T) = aa(¢(n)). Pero ¢o(z) = do(ar(n)) = a2(4(n)), con lo que

se tiene lo que se quiere.

Con respecto al segundo apartado de la proposicién, en primer

N

lugar se tiene que ¢(7)d(77) = ¢(r771) = ¢(B1(7)). Como por el

primer apartado de la proposicibn, se tiene que
d(B1(1)) = do(B1(7)), entonces se verifica ¢(7)p(771) = do(B1(7))
y, usando la Proposicion 4.1.4, se concluye la prueba. O

Nota 4.2.9. Las dos propiedades demostradas en la Proposi-
cion 4.2.8 equivalen a que los diagramas:

QI—LQQ Ql—(ﬁ"QQ

f ok

B, - B, B % B,
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sean conmutativos, donde €1 y €9 son las inclusiones de objetos y 1,
Y Ly son las inversiones de los grupoide 1 y $o, respectivamente.

Dado un morfismo de grupoides, pueden considerarse las siguien-
tes restricciones a las a-fibras, 3-fibras y grupos-vértices.

Nota 4.2.10.  Para cada z,y € By, pueden considerarse las res-
tricciones de ¢ que siguen a continuacion:

Gr (i — taﬁo(w)’ ¢ — QQ%(y) y ¢-’Z'/7 : ng — QszEgg

A continuacién, como ejemplo de morfismo de grupoides, se
trataran los morfismos entre grupoides triviales, viéndose la forma,
que éstos poseen.

Ejemplo 4.2.11.  Un morfismo de grupoides triviales (véase el
Ejemplo  4.1.9 para la definicion de grupoide trivial)
¢: BxGx B — By xGyx By, conla aplicacion ¢y : B — By
sobre las bases, puede expresarse como:

oy, 9,2) = (do(y),0(y) f(9)0(z) ", do(x)),

para un morfismo de grupos f : G — G; y una aplicacion
0:B— Gy. En efecto, si ¢ es un morfismo de grupoides triviales,
entonces a0 $(y,9,z) = do(x) y Bo (y,9,2) = do(y) y ademds
Oy, 9.7) = (do(y), g, Po(x)).

De este modo, fijando b € B, se define f : G — G,
por f(g) = g con ¢(z,9,2) = (¢o(x), 9, 0(x)). Igualmente
se define la aplicacion ¢ : B — Gy por 6(x) = x con
d(x,1,b) = (Po(x),2', do(b)). Obsérvese que, en concreto, se pide
que 0(b) = 1g,. Hay que demostrar que f es un morfismo de grupos;
y esto se cumple debido a que, al ser ¢ morfismo
de grupoides, se cumple ¢(x,1g,z) = (¢o(z),1lq,,do(x)) y
Oz, g1, 2)p(x, g2, ) = d(x, 9192, ) para cualesquiera g, gs €G.
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Por  otro  lado, si se define wuna  aplicacion
¢: BxGxB— By xGyx By, tal como se hizo al principio de
este ejemplo, en funcion de una aplicacién 6 : B — Gy y un
morfismo de grupos f : G — G4, entonces ¢ es un morfismo de
grupoides. En efecto, se tienen:

1. Se cumple la propiedad correspondiente a la multiplicacion:

o((z, 91, ¥)(y, 92, 2)) = ¢(%, 9192, 2)
= (do(z),0(x) f(9192)0(y) "} do(¥))
= (¢ (w),H(w)f(gl)f( 2)8(2) 75 do(2))
= (¢o(@), 0(x) £ (91)0(y)~'0(y) f(92)0(2) "} do(2))
=(o(), 0(x) f(91)0(y) ™5 bo(%))(0(y), 6(y) f(92)60(2) 75 do(2))

:¢(x,g1, )d)( Y,92,% )

2. Se cumple que o’ o ¢ = ¢y o a. En efecto,

o o p(z,9,y) = (¢o(x),0(z)f(9)0(y)~", Po(v))
=¢o(y) = oo alz,g,y).

3. Se cumple que 31 0 ¢ = ¢ o 8. En efecto,

Bod(x,g,y) =B (¢o(x),0(x)f(9)0y)~", do(y))
= ¢o(z) = ¢ 0 B(x,9,v).

La aplicacion 6 y el morfismo de grupos f no son tinicas. De
hecho, para cada b € B pueden definirse aplicaciones 6 y f tal que
6(b) = 1g, por medio de:

¢($1 leb) = (¢0(1‘),0($), ¢0(b)) ) ¢(b’ g, b) = (¢0(b)7f(g)7¢0(b))

Seguidamente se introducen los conceptos de inyectividad, so-

breyectividad y biyectividad tanto sobre las bases como sobre las
fibras.
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Definicion 4.2.12.  El morfismo de grupoides ¢ : {3y — (2
sobre ¢y : By — DBy se dice sobreyectivo a trozos (respec-
tivamente inyectivo a trozos, biyectivo a trozos) si
oYY — QQ:};E:EZ; es sobreyectivo (resp. inyectivo, biyectivo),
para todos x,y € Bj.

Se dice que el morfismo ¢ es base-sobreyectivo (respectiva-
mente base-inyectivo, base-biyectivo) si ¢9 : By — By es
sobreyectivo (resp. inyectivo, biyectivo).

El morfismo ¢ se dice isomorfismo si ¢ : Q — Q' es biyectiva.

Entre los conceptos introducidos en la Definicién 4.2.12 y los ha-
bituales de inyectividad, sobreyectividad y biyectividad de la apli-
caciéon inducida por un morfismo sobre los grupoides, existen las
siguientes relaciones:

Proposicion 4.2.13.  Se verifican:

1. Todo morfismo sobreyectivo (resp. inyectivo) es base-sobre-
yectivo (resp. base-inyectivo).

2. Un morfismo es inyectivo si y solo si es inyectivo a trozos y
base-inyectivo.

3. Todo morfismo sobreyectivo y base-sobreyectivo es un morfis-
mo sobreyectivo a trozos.

4. Todo morfismo de grupoides biyectivo es base biyectivo.
Demostracion.

1. Se debe a que los elementos de las bases se pueden ver como ele-
mentos de cada grupoide por medio de la aplicacion inclusion
de objetos correspondiente.
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2. Si el morfismo ¢ : ; — Qy (sobre ¢y : By — By) es
inyectivo, entonces también es inyectivo el morfismo ¢Y para
cada x,y € B, ya que es una restriccion de ¢.

Para el reciproco, supénganse £,n € ) tales que verifiquen
¢(§) = ¢(n). Entonces se tiene que az(¢(§)) = az(d(n)) v
Ba(p(€)) = Ba2(pp(n)). Pero, al ser ¢ un morfismo, se verifica
que az0¢ = dooary fro¢d = ¢go By, por lo tanto, se

cumple ¢gpo (&) = oo (n) y doo fi(€) = dooPi(n). Al ser
¢o inyectiva, se tiene que £,m € Y con = = a1(n) = a1(§)

ey = Bi(n) = B1(§). Ahora por la inyectividad de ¢¥, se
concluye que n = &.

3. Si n € (y, al ser ¢y sobreyectiva, existen x,y € B tales que
do(z) = ao(n) y doly) = p[a(n). Por otro lado,
oYY — 922% es sobreyectivo, por lo que existe £ € (1)
tal que ¢(&) = 7.

4. Es consecuencia directa de 1y 2. 0

En este punto, se definira el concepto de subgrupoide, surgido
al considerar un grupoide dentro de otro. También se definen dos
clases de subgrupoides: los llenos y los anchos.

Definicion 4.2.14.  Sea  un grupoide sobre B. Se denomina
subgrupoide de Q sobre B a un par de subespacios 1 C £,
B, C B, tales que a(S)) C By, B(€h1) C By, € 4, para todo
x € By y 4 es cerrado para la multiplicacion parcial y la inversion
en €.

Un subgrupoide se dice ancho si By = B y se dice lleno s:
09 =Qu.
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Teniéndose en cuenta la Definicién 4.2.14 y el hecho de que los
grupoides son categorias, un subgrupoide es una subcategoria de
un grupoide que es a su vez un grupoide.

Se ofrece ahora el ejemplo de subgrupoide que surge cuando se
considera la restriccion de la estructura del grupoide de partida al
tomar como base un abierto de la base del mismo.

Ejemplo 4.2.15. Sea Q2 un grupoide sobre B y sea U un sub-
conjunto de B. Entonces QF, es un subgrupoide de Q cuya base es
U. El hecho se tiene sin mds que restringir las aplicaciones de la
estructura de grupoide de Q al subconjunto QY.

Otras dos clases de subgrupoides son los que aparecen en la
siguiente:

Definicién 4.2.16. Se definen:

1. Subgrupoide base o subgrupoide identidad de €
B={z |z € B}.

2. Subgrupoide interno de Q : GQ = J, .5 2.

Nota 4.2.17.  Se tiene directamente por la definicion que tanto
B como GS) son subgrupoides de ).

El siguiente punto a tratar sera el de intentar hallar una fac-
torizaciéon lo mas parecida posible a la que se tiene en Teoria de
Grupos y que se indica en la siguiente:

Nota 4.2.18. FEs conocido que todo morfismo de grupos
F : G — G’ puede factorizarse en la proyeccion del grupo do-
minio en un cociente por el nicleo del morfismo sequido de un
isomorfismo mds una inclusion, como puede verse en el siguiente
diagrama:
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que:

¢ L ¢
a K (4.1)
R’ST —F—> ImF

Sin embargo, para grupoides esta situacion se complica, dado

1. La imagen de un morfismo de grupoides no tiene por qué ser

subgrupoide. Asi, puede estar definido ¢(n)d(T) pero no es-
tarlo nT y, ademds, no poder encontrarse otro par de ele-
mentos m,71 con ¢(m) = B(n) y ¢(n1) = &(7) y tal que
mm esté definido. Esto ocurre hasta con los grupoides trivia-
les: por ejemplo, B = (0,400), G' = Rt y el morfismo
BxB— G :(x,y)— yz~L

El concepto de niicleo de un morfismo de grupoides no mide
bien la inyectividad en el sentido de que, a diferencia de lo
que ocurre en grupos, en grupoides el hecho de que el nicleo
sea nulo no implica la inyectividad del morfismo. FEl siguiente
objetivo serd determinar donde radica el problema y cudles

serian las factorizaciones posibles, que es lo que se concluird
en las Proposiciones 4.3.13, 4.8.14 y 4.3.16.

Sera de interés, para llegar a la factorizaciéon que se estid bus-

cando, conocer alguna condicién que asegure que la imagen de un

morfismo de grupoide es subgrupoide del grupoide que aparece en

el codominio del morfismo.

Proposicién 4.2.19.  La imagen de un morfismo ¢ : Q1 — ¥

base-inyectivo es un subgrupoide del grupoide .
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Demostracion. Como ¢ : ) — 11 es un morfismo de grupoides
sobre ¢y : B — By, se verifican los siguientes hechos:

L o) CQy ¢o(B) C By
2. a1(¢(2)) = do(a()) C do(B).
3. Br(#(8)) = do(B(Q2)) C do(B).

4. Sean n,7 € € tales que ai(¢(7)) = Bi(p(n)). Como
ci(@(r) = dolal(r)) y Bi(dm) = do(B(n)), entonces
do(a(T)) = do(B(n)). Pero ¢y es inyectiva, por lo que se
tiene que a(7) = B(n) y 77 esta definido en . Luego ¢(mn)
pertenece a ¢(£2) y es el producto ¢(7)p(n), con lo que el pro-
ducto es cerrado en ¢(2).

5. Dado € Q, el inverso en ¢(2) de ¢(n) es ¢(n~'). En efec-

to, como ¢(n)p(n~') = d(ny7') = (B(n)) = do(B(n)), se

concluye la prueba en virtud de la Proposicion 4.1.4. ]

Adn son necesarios algunos conceptos més para llegar a la facto-
rizaciéon que se busca. A la obtencién de tal factorizacion se dedica
la siguiente seccion.

4.3 Grupoide cociente

Como se coment6 anteriormente en la Nota 4.2.18, los morfismos de
grupos pueden factorizarse por un cociente del grupo que aparece
en el dominio por el nicleo del morfismo. El objetivo de esta sec-
cién serd el de ofrecer un concepto de grupoide cociente con el que
realizar una factorizaciéon anéloga a la citada para los grupos.

No obstante, esta factorizacién no va ser similar a la de grupos,
ya que el nicleo del morfismo no va a medir de forma apropiada la
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inyectividad, como se comenté en la mencionada Nota 4.2.18 y se
probaré en esta seccion.

De hecho, se vera que solo se obtendré una factorizacion anédloga
cuando se consideren morfismo base-biyectivos. Para factorizar un
morfismo, en general, habra que hacer uso de un morfismo especial
que en este caso se tratarad de un pullback.

Se comenzara con el concepto de subgrupoide normal, necesario
para definir el grupoide cociente.

Definicion 4.3.1.  Sea ) un grupoide sobre B. Se denomina
subgrupoide normal de 2 a todo subgrupoide ancho ® de €) tal
que TAT™! € ®, para todos A € G® y 7 € Q, con aT = a) = BA.

Nota 4.3.2.  Obsérvese que para cada x € B, el grupo-vértice
®7 es un subgrupo normal de 2%, segin la definicion anterior.

Se introduce ahora la definicién de nicleo de un morfismo de
grupoides segiin:

Definicion 4.3.3. Sea ¢ : Q — Q' un morfismo de grupoides
sobre ¢g : B — B’. Se denomina niicleo de ¢ al conjunto:

ker(¢) = {1 € Q| ¢(7) = T para algin z € B'}.

Nota 4.3.4. De la definicion de nicleo de ¢ se deduce que

——

B C ker(¢), ya que ¢(Z) = ¢o(z) para cada z € B.

Cabria preguntarse si el nicleo de un morfismo es subgrupoide
del grupoide que aparece en el dominio. La respuesta a dicha pre-
gunta es afirmativa y viene dada por la siguiente:

Proposicién 4.3.5.  El nicleo ker(¢) es subgrupoide normal del
grupoide ) sobre B.
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Demostracidn.  Se va a considerar como base de ker(¢) al propio
conjunto B, lo cual puede hacerse en virtud de la Nota 4.3.4. Res-
tringiendo la estructura de Q a ker(¢), se tiene que ker(¢) C Q,
a(ker(¢)) C a(Q) € By Blker(¢)) C a() C B. Ademaés si
€,m € ker(¢) son tales que a(€) = B(n), entonces se verifican los
siguientes hechos:

&) =1, o) =12 cony,y B

o/ (6(€)) = do((€)) = ¢o(B(n)) = B'(¢(m))-

Debido a esta dltima igualdad, se tiene que o'(41) = 5'(y2)
y, por tanto, y; = y2. Luego estan definidos tanto &7 como
d(&)o(n) (= y1), que al ser ¢ morfismo de grupoides coincide con

#(&n). Por lo tanto, £n € ker(¢).

Por otro lado, si & € ker(¢) entonces £7! € ker(¢). En efecto,
si ¢(€) = 71 con y; € B', entonces ¢(¢71) = y; por la Proposi-
ci6n 4.2.8. Todo lo hecho hasta este momento, prueba que ker ¢ es
un subgrupoide de §2. Sélo queda demostrar que ker ¢ es normal.
Para ello, sea £ € Q2 tal que a(€) = x y sea n € (ker )%, entonces:

$EnE™") = (E)p(md(E7).

Pero ¢(n) es una unidad de ', por estar n en kerg, y
B(E™1)=0(€)7"; luego se llega a que ¢(Ené~")=(£)d(£)~'=B(€),

con lo que se concluye la prueba. a

Con los conceptos y propiedades vistos hasta este momento, se
estd ya en condiciones de introducir el concepto de grupoide co-
ciente, cuya estructura se expone en la siguiente:
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Proposiciéon 4.3.6.  Sea & un subgrupoide normal del grupoide
) sobre B. Sea ~ la relacion de equivalencia sobre B, dada por:
z~ye IEE D tal que a(f) = x,B(8) = y. Se denotan las clases
de equivalencia por [z], para todo elemento * € B y por B/® al
conjunto de estas clases.

Se define una sequnda relacion de equivalencia, que se denotard
también por ~, sobre §2 de la siguiente manera:

E~ne 0,0 € tal que (s estd definido y es igual a €.

Las clases de equivalencia se denotan por [€] para todo elemento
€ €Q ypor Q/® al conjunto de estas clases.

Entonces se tiene la siguiente estructura de grupoide 2/® con
base B/®:

i. Las proyecciones origen y destino son a([¢]) = [a(f)] v

B([€]) = [B(€)], respectivamente;
#. La inclusion de objetos viene dada por £([z]) = m = [z];

. La multiplicacion parcial [n][£], donde a(n) ~ B(§), se de-
fine por [nTYE], donde T es un elemento de ® wverificando

a(r) = a(n) y B(r) = B(E);
iv. El inverso de [£] en Q/® es [€71].
Demostracion.  La demostracion se dividira en cuatro partes:
1. La relacion ~ sobre B es de equivalencia. En efecto:

(a) Reflexiva: Sea x € B. Como T pertenece a @ y
a(T) = z = (), entonces z ~ z.

(b) Simétrica: Seax,y € B conz ~ y. Entonces existe 7€
tal que a(r) = z y B(7) = y. Como 77! pertenece a ® y
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se verifica que a(t7!) = B(1) =y y B(r7}) = a(r) = 7,
se cumple y ~ z.

(c) Transitiva: Sean x,y,z € B talesque x ~y ey ~ z.
Entonces existen 7,§ € & tales que a(n) = =z,

B(n) =y = af)y B(€) = 2. Como &n pertenece a
y verifica que a(n) =z y B(£n) = 2, entonces x ~ 2.

2. La relacion ~ sobre €) es de equivalencia. En efecto:

(a) Reflexiva: Sea £ € Q tal que a(é) = z y B(§) = v.
Entonces £ = y&z y, por la Nota 4.3.4, £ ~ &.

(b) Simétrica: Sean &,n € Q) tal que £ ~ 7. Entonces existen
1, ¢ € D tales que € = (1mCy. Porlo tanto, n = (7 1¢¢ ™!
sabiendo que ¢; ™!, {,™! pertenecen a ®. Luego se tiene que
n~&.

(c) Transitiva: Sean 7,{,n € () tales que 7 ~ £ y
& ~ n. Luego existen (1, (7, (2,5 € @ tales que T = (1€}

y & = (3. Por lo que se tiene 7 = ((1¢2)n((3¢7) con
€12, ¢1¢ € ®. Por lo tanto, se tiene que 7 ~ 7.

3. Las proyecciones origen y destino, la inclusién de objetos,
la multiplicacién parcial y la inversion de €2/® estan bien
definidas.

(a) @ estd bien definido: Si [(] = [¢'], entonces existen
¢, ('€ ® tal que & = C£'¢’. Por tanto, se tiene a(¢') = B({’)
y a(€) = a({’). De este modo, [a(£)] = [a(&)] por medio
de (' € ®.

(b) B esta bien definido: Si [¢] = [¢'], entonces existen
¢, ('€ ® tales que £ =(&'(’. Por tanto, se tiene B(£") =a(()

y B(§) = B(C). De este modo, [B(£)] = [B(£')] por medio
de ( € B.
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(c) € esta bien definido: Sea [x] = [y] con z,y € B. En-
tonces existe n € ® tal que a(n) =z y B(n) =y. Por lo
tanto, se tiene T = n~'gn y [Z] = [7].

(d) La multiplicacién parcial estd bien definida: Si
(&]=[m] y [&] =[n2] en Q/®, entonces existen i, 77,
T2, T9€ O tales que:

E=nimT] Yy & =TTy (4.2)

La condicién que se exige para la existencia de la mul-
tiplicacion [€2][&1] es que a(§2) ~ B(&) (es decir, que
a(1y) ~ B(m) por la definicion de §2/®). Esto implica
que existe { € ® tal que £,¢ 7€ esté definido y sea igual
a Tana(14¢ "1 )m7{. Luego utilizando (4.2), se llega a:

[€2][€1) = [62¢7"€1] = [ma(72¢™ 1)) (4.3)
Pero 14¢'7; pertenece a ®, con lo que (4.3) lleva a:
[€2][61) = [ma(3¢ ™ m)m] = [me][mi]-

Ademas, dados [£1], [€2], el producto de estos no depende
del elemento ¢ en ® para el que el producto &(71¢; es-
té definido. En efecto, si ¢ es un elemento de ® tal que
£,(1€; esté definido, entonces se verifica que (¢ est4
definido (porque sus proyecciones origen y destino coin-
ciden) y pertenece a G®. Ademas, al ser ® normal con
respecto a {1, se tiene que 525_1452_1 estd en . Por lo
tanto, se cumple:

&1 = (&0 (&6,

con lo que puede afirmarse que [£2¢71¢)] = €714y
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(e) La inmersion esta bien definida: Si [§;] = [¢] en €,
entonces existen 71,75 € ® tales que & = 1&m. Por lo

1

tanto, 7,71, 7! pertenecen a ® y [¢,7] = [&71].

4. Las aplicaciones tratadas en el apartado anterior verifican las
condiciones de la Detfinicién 4.1.1.

(a) La primera y tercera condicion se verifican directamente
de las definiciones de &, 3 y €.

(b) La segunda condicién se cumple ya que si [m], [m2], 73]
estan en Q/® y verifican B[n] = &[], Blm] = ans),
entonces se tiene:

(sl [m] = [msC el (m] = [maCT maCs ]
= [msllnaz ' m] = [ns]([me][m)),
para cualesquiera (i, (s € ® tales que los productos estén
definidos (la existencia de estos elementos de ® se debe a
la condicién impuesta a las proyecciones de los elementos
de Q/).
(¢) La cuarta condicion se cumple. En efecto, si [r] € Q/®

entonces se tiene:

—— TN s e

irlalr] = [rlfa(D)] = Faln)] = [ra(r)] = [7);
Birllr] = B(r)lir) = B = Bl = [r);

ya que «(7) y B(r) pertenecen a .

(d) La quinta condiciéon también se cumple, como se ve a
continuacién:

(™) = a([r™)) = [o(r™)] = [67] = Bir);
BlrI™) = Blr™) = 8] = [ar] = ailr);
7] = (i) = B = (@) = &

i) = (i) = rarr ) = B = Bl g
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La relacion existente entre las dos relaciones de equivalencia (una
sobre el grupoide () y otra sobre la base B) que aparecen en la
Proposicion 4.3.6 viene dada por el siguiente:

Corolario 4.3.7.  Con la notacion de la proposicion anterior, se
verifica:

r~y& T~y Vr,yeB.
Demostracion.
Supoéngase que x ~ y, entonces existe £ € ® tal que a(§) = x
y B(£) = y. Entonces § = £T€7! y, en consecuencia, §J ~ Z, que
equivale a T ~ 7.

Supongase que T ~ ¥. Entonces existen 1,£ € ® tales que
a(n) =z = B(), B(n) =y = a(f) y, ademds, T = {~'yn. Por
consiguiente, x ~ y mediante 7). (|
Nota 4.3.8.  Obsérvese que la implicacion directa ya se demostro
en el transcurso de la demostracion de la Proposicion 4.5.6; mds
concretamente, en el apartado (c) del punto 3.

Al grupoide que se obtiene en la Proposicién 4.3.6, se le asocia
un morfismo de grupoides a partir de las proyecciones del grupoide
y de su base en los respectivos conjuntos de clases de equivalencias.
Proposicién 4.3.9.  Con la notacidn de la Proposicion 4.3.6,
las proyecciones j: Q— Q/P:&—[€] y ho: B— B/P:x+— (1]
constituyen un morfismo de grupoides i sobre jy. Ademds, se tiene
que el nicleo de § es el subgrupoide ®.

Demostracion.  En primer lugar, se vera que § es un morfismo
sobre fy. Para ello, segtin la Definicion 4.2.1, hay que demostrar
que @ofj=looa, que Bol =tfyofBy queli(né) = b(n)h(¢), para
todo (n,€) € Q* Q. En efecto, sea £ € 2, entonces:

a o (&) = alé] = [a(£)] = bo o a(8);

Boh(é) = BlE] = [B(E)] = o o B(E).
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Ademas, si (n,£) pertenece a 2 x { entonces se tiene que:

1(n€) = €] = a(n)] = €] = b(mh(E)-

En segundo lugar, se vera que ker  es igual a ®. Recuérdese que
se tiene kerj = {£ € Q | [£] = [z] para algin x € B} y se vera la
igualdad que se busca por doble contencién:

Supoéngase que [¢] = [Z] para algin z en B. Entonces
existen  y ¢’ en ® tales que £ = (Z¢' = (({’. Por lo que, al ser (¢’
un elemento de @, se tiene que £ pertenece a .

Sea £ un elemento de ® tal que a(§) = z. Como T perte-
nece a &, se verifica que £xx = £. Por lo tanto, se tiene que
[€] = [z]. O

Recuérdese que la Proposicion 4.3.5 afirmaba que todo niicleo de
un morfismo de grupoides es un subgrupoide normal del grupoide
que aparece en el dominio. Ahora, en la Proposicién 4.3.9, se ha de-
mostrado que todo subgrupoide normal es niicleo de un morfismo de
grupoides cuyo dominio es el grupoide de partida. En consecuencia,
se ha probado el siguiente:

Corolario 4.3.10.  Un subgrupoide Q' de un grupoide §2 es nor-
mal st y solo si es el nicleo de un morfismo de grupoides. Ademds
el dominio de dicho morfismo es el grupoide €. |

Las Proposiciones 4.3.6 y 4.3.9 permiten definir el concepto de
grupoide cociente que se indica a continuacion.

Definicion 4.3.11. Q/® se denominard el grupoide cociente
de Q) sobre el grupoide normal ®. Al morfismo de grupoides b, se
le denominard la proyeccién natural.

El proximo ejemplo pretende obtener dos grupoides cocientes a
partir de un grupoide, determinando tanto su conjunto de objetos
como su conjunto base.
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Ejemplo 4.3.12.  Se verdn, a continuacién, los grupoides co-
cientes del grupoide ) sobre B y sobre ), donde Besel subgrupoide
identidad definido en la Definicion 4.2.16.

1. Se tiene que 2/ B es isomorfo a por medio de §j. Por
lo tanto, puede identificarse /B con Q.

En primer lugar, los elementos de B/E estdn en biyeccion con
los de B. En efecto, si x,y € B se tiene que:

[z]~[y) @ FZeBtdqueaZ) =z yBE =y=z=y.

Los elementos de Q/E estdn en biyeccion con los elementos
de Q0. En efecto, sin, & € §) se tiene que:

(€] = [n] & 3,y € B tales que Ty =n < € =1.

Ademds, estas biyecciones son las dadas por i, por lo que por
la Proposicién 1.8.19, § es un isomorfismo de grupoides.

Solo falta comprobar que B es un subgrupozde normal de ).
En efecto, B es ancho, ya que los objetos de B son lo objetos
de S, es decir el conjunto B. Ademds, para cualquier AEGB
Y cualquier £ €Q con a(f) = a(A) = B(A), se cumple que
EXL e B. Esto es asi ya que A =T para algiin x € B y, por
tanto, EXET! ﬁ(f) que pertenece a GB.

2. Se tiene que 2/} es un grupoide base (no necesa-
riamente unitario). Obviamente, ) es un subgrupoide nor-
mal de ), por lo que sélo hay de ver que Q2/Q2 es grupoide
base.

En primer lugar, si x,y € B, entonces:

[z] = [y] <= I € Q tal que (1) = z,6(T) = y.
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De aqui se tiene que [z] € B/Q es equivalente a
[z]={y€ B| 3r € Q¥}. Por lo tanto, en Q/Q no existen
elementos cuyas proyecciones origen y destino sean distintas.
Por lo tanto, todo elemento de €2/} estd en un grupo-vértice.

Sea, pues, un elemento [x] € B/Q) y estudiese su grupo-vértice
(Q/Q)}ﬁ Ast, si €] pertenece a (Q/Q)E, entonces se tiene
que & pertenece a Q tal que [a(&)] = [z] = [B(E)], con lo
que existen T € Qg(f) ymne in({)' Por lo tanto, se verifica
que NET € QF y que £ estd relacionado con un elemento de
QZ. Por otro lado, todo elemento de )% estd relacionado con
Z, ya que si ¢ pertenece a 2% entonces ¢ = (77.

Por consiguiente, se concluye que /2 sdlo tiene unidades
como elementos. Es decir, Q1/§) es grupoide base.

Se ha comentado en diversas ocasiones que la inyectividad en
los morfismos de grupoides no queda determinada por el nicleo
del morfismo como pasa con los grupos. Este hecho es lo que se
establece en la siguiente:

Proposiciéon 4.3.13.  Se verifican:

1. Si¢: Q — Q es un morfismo de grupoides inyectivo, entonces
ker ¢ es el subgrupoide base de €.

2.5 ¢ : Q — U es un morfismo de grupoides y ker ¢ es el
subgrupoide base de 2, entonces ¢ es inyectivo a trozos.

Demostracion.

1. Lo que ha de demostrarse es que ker ¢ = lN?, suponiendo que
¢ es morfismo sobre ¢g : B — B’. Para ello, se utilizara la

doble inclusion, teniendo en cuenta que BC ker ¢ en virtud
de la Nota 4.3.4.



124 TEORIA DE GRUPOIDES Y ALGEBROIDES

Luego bastarda probar la otra contencién. Sea pues
& € ker¢, entonces ¢(§) = ¥ para algin x € B’. Ahora
o od(l) =alx)==1y, com(lpi’ o ¢ = ¢y o a, se verifica que
to(a(€)) = 2. Por tanto, ¢(a(é)) = 7 y #(¢) = #(a(€)). La
inyectividad de ¢ asegura que £ = a(£) y £ pertenece a B.

2. Supongase ahora que ker ¢ = B. Se probara que, entonces, ¢
es inyectiva a trozos (véase la Definicion 4.2.12).

Sean £,n dos elementos de QY tales que ¢(€) = ¢(n). Se tiene

que ¢p(én~1) = /()@ debido a que se cumplen:

—~——

@) =¢(E)dm) ™5 ¢En")=d(E)¢(m ™" v $(F)=o(y)-

Por lo tanto, se tiene que ™" pertenece a ker ¢ = B. Luego

Tl =gy&=n 0

Como puede verse, la inyectividad implica que el nicleo sea

el subgrupoide base del grupoide que aparece en el dominio del

morfismo. Sin embargo, este hecho no garantiza que el morfismo

sea inyectivo; solo puede afirmarse, en realidad, que es inyectivo
a trozos.

También se coment6é con anterioridad, en concreto en la No-
ta 4.2.18, la factorizaciéon de un morfismo de grupos mediante el
grupo cociente del grupo en el dominio por el niicleo del morfismo.
Ademas, si dicho morfismo es sobreyectivo, puede factorizarse en su
proyeccion seguido de un isomorfismo (véase (4.1) con ImF = G').

Considerando el grupoide cociente como el concepto anédlogo al
de grupo cociente, se tiene que esta factorizacion no es vélida para
grupoides (véase el Ejemplo 2.8 del Capitulo I de [31]), ya que los
morfismos sobreyectivos de grupoides no estan determinados por
sus nucleos; esto es, existen distintos morfismos sobreyectivos con
el mismo niicleo.
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No obstante, si se consideran morfismos de grupoides que sean
base-sobreyectivos y sobreyectivos a trozos, entonces puede reali-
zarse la factorizacion antes mencionada. Todo ello, se observa en
la siguiente:

Proposiciéon 4.3.14.  Sea ¢ : Q@ — 2y un morfismo de gru-
potdes sobre ¢y : B — By, con niicleo ®. Se verifican:

1. Si ¢ es base-sobreyectivo y sobreyectivo a trozos, entonces el
morfismo de grupoides ¢ : /& — Qp : [€] — @(€) es iso-
morfismo de grupoides y se tiene ¢ = P ol.

2. Si existe un isomorfismo de grupoides ¢ : /P — Q tal

que ¢ = 1 ol], entonces ¢ es sobreyectivo a trozos y base-
sobreyectivo.

Demostracion.

1. En primer lugar, se vera que ¢ esta bien definido. En efecto,
si [(] = [n] entonces existen 7,75 € O tales que & = Tn7e.
Por lo tanto, al tener ker ¢ = ®, tanto ¢(7;) como ¢(7s) son
unidades de €1, por lo que:

$(&) = (11€m) = d(11)d(n)d(72) = b(n).

La sobreyectividad de ¢ viene dada por la de ¢, que es so-
breyectivo por la condicién de & de la Proposicion 4.2.13.

La inyectividad de ¢ se tiene como sigue: sean [¢], [] € Q/®

tales que ¢([¢]) = @([n]), entonces se tiene que ¢(¢&) = ¢(n).
Como ¢ es morfismo de grupoides, entonces:

Brod(&) =dooBE) y Biod(n)=gooB(n)

Por tanto, 8(£) y B(n) tienen la misma imagen por ¢g, que se
denotar4 por z.
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Pero qﬁg( Qggg) — 17 es sobreyectiva, por lo que existe

G € QﬂEE) tal que ¢(C1) = Z. De hecho, (i pertenece a &7,

ya que su imagen por ¢ es una unidad de 2,. De forma analoga

y trabajando con «, se obtiene un elemento (s perteneciente a

aln)
Coie)-

Se define asi el elemento ([ 'n¢e¢ ! de Qggg cuya imagen por

¢ es Z y que, por tanto, es un elemento de @ggg Denétese por

A a dicho elemento y multipliquese a su izquierda por A™' y a
su derecha por £, obteniéndose de este modo:

€= A1 G = (GN) ke,

con 1A € ®y (o € . Luego se tiene que [£] = [n]. Por lo
tanto, ¢ es inyectivo.

Una vez demostrada la biyectividad de ¢, se vera que ¢ es un
morfismo de grupoides. En efecto, si [£] es un elemento de
1/ ®, se tiene que:

a1 0 §l€] = ay 0 ¢(€) = ¢g 0 (&) = gola(£)] = P o alé];
By o @lE] = Br o ¢(€) = ¢o 0 B(E) = do[B(£)] = o o BIE].

Por lo que se verifica que a0 g = dpoay B1od = ¢go B.
Ademas, si [7] es otro elemento de ©2/® tal que el producto
[€][n] esta definido, entonces existe 7 € P tal que se tiene
[€][n] = [¢€771n]. Entonces, como ¢ es morfismo de grupoides
y ¢(771) es una unidad en );, se tiene:

Bl = der"m) = g(er—m) o
= $(E)6(r)b(n) = (E)d(n) = BlEIBl

2. Como G es base-sobreyectiva por construccion y ¢ es base-
sobreyectiva por ser sobreyectiva (véase la Proposicion 4.2.13),
entonces ¢ es base-sobreyectivo por ser la composicién de § y 9.
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Ahora, 9 es un morfismo de grupoides y, por lo tanto, es un
funtor entre grupoides, vistos éstos como categorias. De este
modo, en virtud de la Proposicién 1.3.19, se tiene que 9 es
biyectivo a trozos por ser ¥ biyectivo.

A continuacién, se demostrard que h es sobreyectivo
a trozos. Sean, pues, x,y € B arbitrarios y véase que
e . QY — (Q/@)}g}] es sobreyectiva. En efecto, sea [¢] un
elemento de Q/® verificando B[¢] = [y] y @l¢] = [z]. Entonces
se verifica que 3(§) ~ y y a(§) ~ z, por lo que existen 7, Ty
pertenecientes a & tales que 7, € @5(5) y Ty € @ﬁ(f). Por

¥ siendo asi una

lo tanto, 7, '¢m ~ € y ademas 7 'éry € QY

contraimagen de [¢] por . Por tanto, b es sobreyectiva.

Debido a que 9 y f§ son sobreyectivas a trozos, se tiene que ¢
es sobreyectivo a trozos, ya que es la composicién de § y ¢.

Nota 4.3.15. Obsérvese que si en el apartado 1.de la Proposi-
cion 4.8.18 no se impone la base-sobreyectividad y la sobreyectivi-
dad a trozos del morfismo de grupoides ¢ : Q21— €1y, se tiene que
¢:Q/® — Q sigue siendo un morfismo de grupoides (ya no
seria isomorfismo) y que verifica ¢ = ¢ o fi, ya que las hipdtesis
suprimidas no intervienen en la demostracion de tales hechos.

En muchas ocasiones se trabaja con morfismos de grupoides
¢ : Q — Qp en los que la base es la misma, que se denotara
por B, y la aplicacion ¢y es la identidad en B. En concreto, ¢q es
una biyeccion. Para estos casos se tiene la siguiente:

Proposicion 4.3.16.  Si un morfismo es base-biyectivo, entonces
es sobreyectivo si y sdlo si es sobreyectivo a trozos.

Demostracién. Como ¢y es biyectivo, entonces los elementos de

(22;. Por lo tanto,

-1
07? tienen su contraimagen, si ésta existe, en 0%, (-
(] 1
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estudiar la sobreyectivid&lld de ¢ equivale a estudiar la sobreyectivi-
dad de la restriccion qﬁd"ll(zz) 0

o (21)

Notese que las Proposiciones 4.3.14 y 4.3.16 aseguran que al
tratar con morfismos base-biyectivos que sean sobreyectivos, puede
obtenerse una factorizacion de los mismos analoga a la existente
para morfismos de grupos sobreyectivos; esto es, una proyeccion
natural seguida de un isomorfismo. Si el morfismo base-biyectivo
no fuese sobreyectivo, entonces el isomorfismo de la factorizacion
serfa simplemente un morfismo.

En esta situacion en la que se trabaja con morfismos base-biyec-
tivos, pueden realizarse las simplificaciones que se observan en el
siguiente:

Teorema 4.3.17.  Se verifican:

1. El nicleo de morfismos base-biyectivos (de hecho, basta que
sean base-inyectivos) es la unidon de sus grupos-vértice. Por
tanto, al hacer cociente por el nicleo en un grupoide, la base
permanece invariante.

2. Al hacer cociente en un grupoide sobre un subgrupoide nor-
mal ®, que sea la union de sus grupos-vértice, la relacion de
equivalencia entre los elementos puede cambiarse por:

n~ 1< 3INE D tal que n\ estd definido y es igual a T.

Demostracion.

1. En primer lugar, es cierto que el nicleo de un morfismo base-
inyectivo es la union de sus grupos-vértice, ya que la imagen
de un elemento del niicleo posee proyecciones origen y destino
idénticas. Pero éstas son las imégenes por el morfismo base



GRUPOIDES 129

de las proyecciones origen y destino de dicho elemento, respec-
tivamente. Por lo tanto, ese elemento del nicleo est4 en un
grupo-vértice.

Con respecto al hecho de no variar la base al realizar el cociente
por dicho nicleo, esto se tiene debido a que x,y € B verifican
que x ~ y si y s6lo si existe un elemento del nicleo cuya
proyeccién origen sea x y cuya proyeccion destino sea y. Pero
el nicleo estd formado por los grupos-vértices, por lo que no
existen elementos como el que se busca a menos que se tenga
x = y. Por lo tanto, se tiene que:

T~y =9.

2. A continuacién, se demuestra que la definicion de la relacién
de equivalencia dada en este teorema es equivalente a la dada
en la Definicion 4.3.6.

Sean 7, n dos elementos de 2. Por la definicién original, 7 ~ 7
si y solo si existen &, &, € ® tales que &€, esté definido y es
igual a 7. Como @ es la unién de sus grupos-vértices, entonces
& pertenece a ®%, con z € B. Luego est4 definido &n7!. De
este modo, se tiene que:

Einéan™ =T

Pero, por ser ® un subgrupoide normal de {2, se verifica que
néan~! pertenece a ® y, por consiguiente, también pertenece a
® el elemento 7~ L. Por lo tanto, 7! es igual a un elemento
A de €, teniendo lo que se buscaba. 0O

Se vio en la Proposicion 4.3.14 que el nicleo de un morfismo de
grupoides no mide bien la inyectividad de dicho morfismo. Pero si
se consideran los morfismos base-biyectivos, entonces el nicleo si
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mide la inyectividad de forma apropiada. Esto queda establecido

por la siguiente:

Proposicién 4.3.18.  Un morfismo de grupoides base-biyectivo
¢ : Q0 — Qq sobre ¢y : B — By es inyectivo si y sdlo si su nicleo

es el subgrupoide base B.

Demostracion.  Sea ¢ : Q@ — € un morfismo de grupoides sobre
¢o : B — B con ¢y biyectiva. Supdngase, en primer lugar, que
¢ es inyectivo. Entonces, dado £ € ker ¢, se cumple que ¢(¢) =T
para algin z € B;. La biyectividad de ¢q ‘asegura que existe y € B
tal que go(y) = . Por lo tanto, §(F) = doly) = ¥ y 6(7) = 9().
Pero, al ser ¢ inyectivo, entonces y = £, por lo que £ € B.

En segundo lugar, supongase que ker ¢ = B. Dados &n el
tales que:

8(6) = o). (4.4)

En consecuencia, se tiene que ¢o(a(n)) = do(a(é)) vy
Go(B(€)) = do(B(n)). Al ser do biyectivo, se tiene que a(€) = a()
y B(&) = B(n) y, por lo tanto, £n~' esta definido. Por (4.4), se
verifica que T = ¢(€)¢(n)~! = ¢(én1), con x € B;. Por lo tanto,
¢n~! es un elemento de B y, en consecuencia, se tiene £ = 7. a

La factorizacion se tiene también para morfismos base-inyectivos
(véanse [23] 6 8.3.2 en [7]).

Por otra parte, hay dos formas de factorizar un morfismo arbi-
trario por un morfismo que conserve la base, con el fin de que pueda
aplicarse la factorizacion de la Nota 4.3.17, y un segundo morfismo
de un tipo especifico: pullbacks y morfismos universales. En lo
que sigue no se trataran estos morfismos universales por razones de
extension.
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Se introduciran, por tanto, los morfismos pullbacks de grupoides
y el grupoide imagen inversa para poder, de este modo, observar la
factorizacion de un morfismo de grupoide general.

Definicion 4.3.19. Sea ¢ : @ — Q; un morfismo de grupoides
sobre ¢g : B — By. FEl grupoide ® se dice pullback si cada
morfismo de grupoides ¥ : ® — (Qy, también sobre ¢o, puede
factorizarse tinicamente como ® a2 4, con Y morfismo
de grupoides sobre B; esto es, se tiene el diagrama conmutativo:

1

Q 1

¥
—

)

o

Definicién 4.3.20. Sean ) un grupoide sobre B y f:B1 — B
una aplicacion. Se demomina grupoide imagen inversa de ()
sobre f al conjunto:

f*Q = {(y',&,x') € Bi xQx B | f(y’) = ﬂ(f),f(.’l‘l) = 01(5)}, (45)

dotado de la estructura de grupoide dada por las proyecciones
& =msy B =m, lainclusion de objetos & : 2’ — o' = (2, f(a'), ')
y la multiplicacion parcial (2, n,y")(v/,7,2") = (2/,n7,2'). La in-
/, 7_—1’ y/)‘

Asimismo, se denomina morfismo imagen inversa al morfis-
mo de grupoides ff*Q—»Q definido como: f(y’,§,x’)=§.

version estd dada por (y',7,2)"! = (z

Seguidamente se comentaran algunos aspectos del morfismo
imagen inversa.

Nota 4.3.21. ]7 es efectivamente un morfismo de grupoides.
Sean (y',€,2'), (2',n,2') dos elementos de f*Q. Entonces se tiene:

~ ~ _~ ~

W, & 2) (' n, ")) =f( &n, 2 ) =E&n=f(y . & &) F(',n, ).
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Por otro lado, se verifica:
ao f(y,&,2) =alé) = f(@) y Bof(y,&a) =0 =),

) )y

por la definicion de f*Q. Por lo tanto, fo a(y,{,z') = f(z
= f. Luego

fo By &)=fy). Luego foa=aofyfop

f es realmente un morfismo de grupoides.

T
g

Nota 4.3.22. Ndtese que ]? es biyectiva a trozos y sobreyectiva,
dado que siz,y€B y¢& EQf | entonces (y,&, x) pertenece a (f*Q)Y

y se tiene f(y, €, 7)=¢.

Se continda con una caracterizacion para que un morfismo de
grupoides sea un pullback. Se demostrara que ser pullback equivale
a ser biyectivo a trozos.

Proposicién 4.3.23.  Un morfismo de grupoides es pullback si
y solo si es biyectivo a trozos.

Demostracion.
Sea ¢: Q21— Q; un morfismo biyectivo a trozos y 1: & — )
otro morfismo de grupoides verificando g = ¢9 : B — Bj. Se
definira un morfismo de grupoides v sobre los elementos de ®. Para,
ello, sean x,y€ B, y definase 9¥: ®¥—Y segiin Py = (%)oY,
la cual tiene sentido gracias a que ¢ es biyectiva a trozos.

Falta demostrar que v es un morfismo de grupoides. Sean £ € &Y

y n € ®Z, con z,y, 2 € B. Hay que probar que 9(n&) = ¥(n)p(é).
En efecto, por un lado se verifica que:

Y(ng) = Pi(m€) = (¢5)™" o ¥i(n8),

por lo que:

¢z 0 (n€) = vz (n€) = v(n€) = (M (&)



GRUPOIDES 133

Por otro lado, se verifica:

P(P(E) = Py (mPY(E) = (&))" o v (m)(¢%) " 0 P(E)).

Por consiguiente, se cumple:

Sz (P(MY(E)) = d(B(MB(E)) = (P(m)P(H(€))
= o((d}) " o w(m)d((4)™ 0¢”(€))
= (¢ 0 (¢3) ™" o vy (m) (@4 o (1)~ 0 ¥(¢))
= Py (mv3(§) = v (E),

ya que al aplicar ¢ y ¥ sobre un elemento de su dominio, se esté
aplicando su restriccion al conjunto (¥ en el que esté el elemento
citado.

En consecuencia, se tiene qﬁz(d;(n&“)) ¢ (Y(n)Y(€)), por lo que,
debido a la biyectividad de ¢?, se verifica que ¥(n¢) = ¥(n)¥(£).

Suponiendo que o y & son las proyecciones origen de Q0 y &,
respectivamente, y que 3 y B3 son las proyecciones destinos de € y
®, respectivamente, queda demostrar que c o) =ay Bo 1 = .
Pero esto es cierto ya que se ha definido 9 a trozos; esto es, un
elemento de ®Y, para x,y € B, da un elemento de (Y.

Sea ¢ : 2 — € un pullback. Como ¢g : ¢l —
es biyectivo a trozos, debido a la Nota 4.3.22, 50 es un pullback.
Por tanto, existe un morfismo vy : @ — @32, sobre B, tal que
¢ = ¢p o Y1.

Como ¢ es un pullback, existe un morfismo ¥y : @58 — Q
sobre B, tal que (];0 = ¢ o 1P9. Asi se tiene que ¢p = po oy y
50 = (% o 11 0 Y. En virtud de la unicidad exigida en la Defini-
cién 4.3.19, se verifica que ¥y 0y y 1y 01h9 son morfismos identidad
de grupoides. Por lo tanto, ¥; es un isomorfismo y, en consecuen-
cia, es biyectivo a trozos, en virtud de la Proposicion 1.3.19. Como
(50 es biyectivo a trozos, entonces ¢ es biyectivo a trozos por ser la
composicién de ¥y y q%. O
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La caracterizacion anterior de pullback permite considerar una
propiedad de los morfismos imagen inversa que es de interés para la
factorizacion de un morfismo que se esta buscando en esta seccion.

Corolario 4.3.24. El morfismo de grupoides f definido en la Defi-
nicion 4.3.20 es un pullback.

Demostracion.  Sigue de la Nota 4.3.22 y la Proposicién 4.3.23.
O

En este punto, se esta ya en condiciones de factorizar un mor-
fismo arbitrario de grupoides por medio del grupoide cociente del
grupoide que aparece en el dominio sobre el nicleo del morfismo de
partida. Este hecho queda establecido en la siguiente:

Proposicion 4.3.25. Si ¢ : Q@ — €y es un morfismo de
grupozdes entonces se puede factorizar por el morfismo imagen
nversa ¢0 dof1 — Q1 y un morfismo qS Q — @8 que
conserva la base B. De hecho, q?o es un pullback.

Demostracion.  Se sigue del Corolario 4.3.24. O

Obsérvese que la Proposicién 4.3.25 concluye la bisqueda de la
factorizacion de un morfismo de grupoides. En efecto, el morfis-
mo <13 de grupoides es base-biyectivo por conservar la base y, en
virtud de la Proposicion 4.3.14 o de la Nota 4.3.15, se tiene la
factorizacion buscada segin sea el morfismo ¢ sobreyectivo o no,
respectivamente.

A continuacién, se dan algunos ejemplos de lo visto en esta
seccion.

Ejemplo 4.3.26. Si B es un conjunto y X es una relacion de
equivalencia sobre B, entonces X es un subgrupoide normal del
grupoide producto cartesiano B x B. En efecto, se tiene por el
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Ejemplo 4.1.10 que X es un grupoide; de hecho, es un subgrupoide
de BXx B, ya que la estructura de X es la restriccion de la estructura
de grupoide de B x B.

Ademds, X es subgrupoide normal de B X B. En efecto, X es
ancho por la propiedad reflexiva de las relaciones de equivalencia;
y la propiedad a cumplir por los elementos de GX se tiene trivial-
mente porque X¥ = {(x,x)}, para cada x € B.

Como X es subgrupoide normal de B x B, se puede definir

el grupoide cociente B;B. En este caso, se puede identiﬁcar el

grupoide cociente B;B con el grupozde ¥ Xx , donde £ = es el con-

junto de las clases de equivalencia de B por la relaczon X. Laiden-

tificacion viene dada por ¢ : B2 — B x B - [(y, 2)] — ([y], [2]),

que es un g——morﬁsmo de grupoides.

Se pasa a demostrar que la afirmacion anterior es cierta. La

BxB B B B . B B
base tanto de <~ como de X X % esx:en el caso de ¥ X x se

tiene que esa es la base por como se definid este grupoide; en el
otro grupoide, la causa radica en que:

r~y<=3JLe X!

lo que equivale a afirmar que [z] = [y]. Por lo tanto, sélo resta
probar que ¢ es un morfismo biyectivo.

La biyectividad de ¢ se debe a que (y,x) ~ (¢, x') si y sdlo si
eristen £ € X;’, y & € XZ tales que (y,x) = &(y',2')¢. Pero
esto es equivalente a que [x] = [2/] e [y] = [y]. Por lo tanto,
[(y,2)] = [(v/', )] equivale a ([y], [z]) = ([v], [=']).

Ademds, ¢ es morfismo de grupoides, ya que dados
(y,z), (z',2) € B x B tales que (z,2') € X, entonces:

¢([(y, ), 2))) = $([(v, 2) (2, 2') (', 2)]) = B([(y, 2)]))
), [2]) = (], [=])([=], [2])
(], (=D (=], [2]) = &([(y, ) ([(2", 2)]),

{
~_~ o~



136 TEORIA DE GRUPOIDES Y ALGEBROIDES

donde se ha hecho uso de que [z] = [2']. Ademds, si o y B son las
proyecciones origen y destino de B x B, respectivamente, y si o' y
3 son las de g— X % entonces se tiene, haciendo uso de la notacion

de la Proposicion 4.3.6, que:

o' o ¢([(z,y)]) = /([z], []) = [y] = [z, v)] = al(z, y)],
B o ¢(|(z,y)]) = B'(la], ) = [2] = [B(=z, )] = Bl(z,)]-

Ejemplo 4.3.27. Sea G un grupo. La aplicacién division ¢
definida como:

§:GxG— G:(g2,q1) — 9297,

es un morfismo de grupoides sobre &g : G — {lg}, donde el
dominio de & es el grupoide producto cartesiano G x G sobre G
(véase el Ejemplo 4.1.9) y el rango es el grupo G con la estructura
de grupoide dado en el Ejemplo 4.1.9.

Para demostrar que & es un morfismo de grupoides, se supondrd
que o y o son las proyecciones origen de G y de G x G, respec-
tivamente, y que B y ' son las proyecciones destinos de G y de
G x G, respectivamente. Por tanto, se tiene que:

5((92,91)(91,90)) = (g2, 90) = 295"
= (9201 ) (9199 ") = 0(g2,91)0(91, 90)-
Ademds, se cumplen también las condiciones pertinentes sobre

las proyecciones origen y destino con respecto de §. De este modo,
se tiene:

@0 6(g2,91) = (g297 ') = 1g = 8g 0 &'(g2, 91),
Bob(ga,g1) = Blg297") = 1g = do 0 B (g2, g1)-

Mds generalmente, dado un grupoide €} sobre B se define el
conjunto €2 x Q como:
6

Qzﬂzﬂmﬂeﬂxﬂldm=aﬁﬂ
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Se tiene que 2 x § es una relacidn de equivalencia sobre ) y, por

el Ejemplo 4.3.2&6, un subgrupoide del grupoide producto cartesiano
Q x € sobre Q2.
De este modo, se define § : Qx Q — Q: (n,€) — n€~L. Queda
[0

demostrar que & es un morfismo de grupoides sobre 3 : 1 — B.
En efecto, se cumplen las tres siquientes propiedades:

6((n,€)(&,¢))=0(n,¢)=n¢ " =nt ¢ =6(n, €)d(n, £),
2. aod(n,€) =amE™) =a(€h) =€) = Bod(n¢),
3. Bod(n,&) = B(ne™") = B(n) = Bo B(n,8),

donde o y B son las proyecciones origen y destino de Q x QQ,
[0

respectivamente.

Ejemplo 4.3.28.  Sea ) un grupoide con base B. La aplicacién
anclaje de (), dada por:

[8,0] : @ — B x B: £~ (B(£), a(8)),

es un B-morfismo de grupoides. Ademds el nicleo de este morfismo
es G.

Se probard que 3, a] es un morfismo de grupoides, suponiendo
que o y ' son las proyecciones origen y destino de B x B. En
primer lugar, dados &,n € Q tales que B(€) = a(n), se tiene que:

[B,a](n€) = (B(n),x(£))
= (B(n),a(mM)(B(§), a(§)) = [8, (n)[B, ] (€).

En sequndo lugar, se tiene que:

dﬂ&MM%WﬂMMﬂMD=Mm,
o [B,a](n) = B'(B(n),a(n)) = B(n),

y por lo tanto o o[ﬁ, a]l = a y o8, a] = B que son las condiciones
buscadas, ya que |3, ] conserva la base B.
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Por ltimo, se verd que el nicleo es GS). En efecto:

n € ker[3,a] <= [B,a|(n) =T = (x,z) para algin x € B
< B(n) = a(n) < n € G



Capitulo 5
Grupoides topolégicos

En Teoria de Grupos, una vez estudiados los grupos, resulta intere-
sante superponer una segunda estructura sobre los mismos. Dos
ejemplos de esta situacion bien conocidos son los grupos topologicos
y los grupos diferenciables. Recuérdese que un grupo es topologico
(resp. diferenciable) si posee una estructura de espacio topolégico
(resp. de variedad diferenciable) tal que las aplicaciones producto
e inversion de la estructura de grupo son continuas (resp. diferen-
ciables).

En lo que ocupa a esta monografia, el presente capitulo tiene por
objetivo estudiar el concepto anilogo para grupoides al de grupo
topolégico. Dicho concepto recibe el nombre de grupoide topologi-
co y consistird en dotar de una estructura de espacio topolégico
tanto al grupoide como a la base, de modo que las aplicaciones
que intervienen en la definicién de la estructura de grupoide sean
continuas.

A partir de los morfismos de grupoides se dar4 una definicién
de morfismo continuo o de grupoides topoldgicos sin mas que exigir
continuidad a las dos aplicaciones que definen a dicho morfismo.
Como consecuencia, los grupoides topologicos van a formar una
subcategoria de la categoria de los grupoides.

139
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En los grupoides topolégicos van a poderse definir de nuevo los
conceptos de grupoide cociente topoldgico y de morfismo pullback
como ocurrié con los grupoides en general. Pero va a tenerse un
aspecto negativo: el grupoide cociente topolédgico no tiene por qué
coincidir con el grupoide cociente. No obstante, se verd un caso en
el que si coincide.

Otros conceptos que se trataran en el presente capitulo serdn
los grupoides topologicos localmente triviales, las componentes de
la identidad (el andlogo en grupoides a la componente conexa de
la unidad de un grupo) y las secciones admisibles de grupoides
topologicos.

5.1 Grupoides topolégicos

El concepto de grupoide topologico es el que se puede esperar al
superponer una estructura de espacio topologico tanto al grupoide
como a la base, teniendo en cuenta que se quiere trasladar la defini-
cion de grupo toplogico al caso de los grupoides. Por tanto, se tiene
la siguiente:

Definicion 5.1.1. Se denomina grupoide topoldgico a un
grupoide S sobre B, junto con topologias definidas sobre 2 y B, tal
que las cinco aplicaciones que definen la estructura de grupoide son
continuas, a saber: las proyecciones origen y destino
a,B : Q — B, la inclusion de objetose : B — §) : z — T,
la inversion ¢ : Q@ — Q : & — &1 y la multiplicacion parcial
QxQ — Q, donde 2+ se considera como subespacio topoldgico
de Q2 x ).

Para comprobar que un grupoide tiene estructura de grupoide
topologico no es necesario probar la continuidad de ambas pro-
yecciones, origen y destino; es suficiente probar que la inversion y
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una de las dos proyecciones lo es. Esto es lo que se demuestra en
la siguiente:

Proposicion 5.1.2.  En un grupoide si una de las proyecciones
(la de origen o la de destino) y la inversidn son continuas, entonces
la otra proyeccion también es continua.

Demostracion.  Sea €) un grupoide sobre B y supdngase que la
proyeccién origen a: 2 — B es continua al igual que la inversion
L — Q: € £7L. Entonces 8 = acot es continua por composi-
cién de aplicaciones continuas. La condicion 5 de la Definicion 4.1.1
es la que permite afirmar que 8 = a o . O

Continuando con la inversion y las proyecciones origen y destino,
estas aplicaciones cumplen propiedades mas fuertes que las de ser
continuas solamente. De hecho, la inversion es un homeomorfismo
y las dos proyecciones son aplicaciones de identificacion, tal como
se observa en la siguiente:

Proposicién 5.1.3.  En un grupoide topoldgico, la inversidn es
homeomorfismo y las proyecciones origen y destino son aplica-
ciones de identificacion.

Demostracion.  La inversién es un homeomorfismo debido a que
es continua y su funcion inversa (que coincide con ella misma) tam-
bién lo es.

A continuacién, se demostrara que las proyecciones son aplica-
ciones de identificacién. En primer lugar, ambas son sobreyectivas,
por lo que s6lo queda probar que tanto la topologia final de a como
la de B coinciden con la topologia del espacio base B del grupoide.

Con respecto a la proyeccién origen « :  — B, es conocido
que si U es un abierto de B, entonces a™}(U) es un abierto de 2.
Por lo que, si dado o1 (U) abierto en (2, se prueba que U es abierto
en B, entonces se habra demostrado lo que se quiere.
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En efecto, es conocido que aoeg = idg, cone : B — (1 la
inclusién de objetos. Por lo tanto, si o !(U) es un abierto de Q
entonces e~ (a~(U)) es un abierto de B, por la continuidad de .
Como (a0 €)~Y(A) = e~(a~1(A)), para cualquier subconjunto A
de B, se tiene:

e (@ Y(U)) = (aoe) Y (U) = idp(U) = U.

Por tanto, U es un abierto de B.
De manera analoga se demuestra que [ es una aplicacion de
identificacion, puesto que también se tiene que § o e = idp. d

Seguidamente se probara que los subgrupoides base e interno
son grupoides topolégicos con las topologias relativas del grupoide
topolégico del que son subgrupoides.

Proposicion 5.1.4.  Dado un grupoide topoldgico S sobre B, los
subgrupoides B y G son grupoides topoldgicos sobre B, siendo la
topologia considerada en B y G la topologia relativa de ).

Demostracion.  La inversién ¢ : Q@ — Q : £ +— £ es continua.
Se va a demostrar que Yg B —> B es continua y andlogamente
se harfa para (g : G2 — GQ.

Sea, por tanto, un abierto U de B. Entonces existe un abierto
UdeQtalque U =UN B. Hallando la contraimagen de U por
Y5, se tiene que (Llg) MU N B) = .~}(U N B), ya que ¢ es cerrada

para B. Por lo tanto, se llega a que:

o

THONB) =N O)NTYB) =N O) N

Como ¢ es continua, ¢ ~}(U) es un abierto de Q y «™1(U) N B es un
abierto de B.

Las proyecciones origen y destino de €2 son aplicaciones continuas
de Q en B. Por lo tanto, dichas proyecciones restringidas a B ya



GRUPOIDES TOPOLOGICOS 143

GS2 son continuas, ya que para cada abierto U de B la contraimagen
de U por la restriccion de « (resp. de () seria la contraimagen de U
por « (resp. por () intersecado por By G, respectivamente. Pero
estas intersecciones son abiertos de B y de GSQ, respectivamente.

La inclusién de objetos € : B — (2 es continua y obsérvese que
las inclusiones de objetos ¢; : B — B y ey B — GQ de B y
G2, respectivamente, actian como ¢ pues los elementos unidad de
los tres grupoides son los mismos. Partiendo de aqui, se llegara a
probar la continuidad de &; (la continuidad de €5 se demuestra de
forma anéloga).

Sea un abierto U de B. Entonces existe un abierto U de 2 tal
queU=Un B. Por lo tanto:

e (UNB) =" (UNB)=¢"Y(U)ne Y(B).

Como ¢ es continua, entonces e 1 (U) es un abierto de Q, y como,
por definicion, e~}(B) = B, se tiene que e7}(U) es un abierto de B.

En dltimo lugar, debido a la continuidad de la multiplicacién
parcial p : 2 % 2 —  se concluirad que las multiplicaciones par-
ciales p; : BxB — B y po : G x G2 — G son continuas.
Como en demostraciones anteriores, so6lo se probara la continuidad
de py, pues la de ps es completamente analoga.

Asi, sea U un abierto de B. Existe U abierto de Q tal que
U = UnB. Como p1 es la restriccién de p a B« B y
p1~"(U) = p~Y(U) N (B * B), entonces se tiene:

p~'(U) =p (U
p~1(U)

que es abierto de B * B, ya que p~}(U) es abierto de Q x 2 por la

~ o~

N B)N (B * B)
o

I

~ ~ ~

p~(B)N (BxB) = p~Y(U) N (B * B),

Il

continuidad de p. O
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Se concluye la seccién viéndose que la inclusion de objetos es un
homeomorfismo del grupoide topologico en su subgrupoide base,
como se observa en la siguiente:

Proposicién 5.1.5.  Si §) es un grupoide topoldgico sobre B, la
aplicacion inclusion de objetos es un homeomorfismo de la base B
en el subgrupoide base B de ).

Demostracion.  La inclusion de objetos € : B — (2 verifica
que ¢(B) = B. Luego puede estudiarse si su restriccién sobre la
imagen, €1 : B — E, es un homeomorfismo. Obsérvese que €; es
la inclusion de objetos de B y que evidentemente es un aplicacion
biyectiva, pues para cada elemento de B existe un nico elemen-
to de B que es su contraimagen. Ademaés, en la demostracion de
la Proposicion 5.1.3 se demostré que la proyeccion origen del sub-
grupoide B , denotada por a; : B —» B, es inversa a izquierda de
£1. De hecho, en el caso que se estéd tratando, también es inversa a
derecha, ya que:

g1o0a1(T) = g1(x) =T.

Por otro lado, segtin la Proposicién 5.1.4, ) es continua, por lo
que £ es continua y posee inversa continua; en consecuencia, es un
homeomorfismo de B en B. O

5.2 Morfismos continuos

Esta seccién estudia, en primer lugar, el concepto de morfismo con-
tinuo o de grupoides topologicos. Ademés se demostrard que los
grupoides topoldgicos con los morfismo continuos constituyen una
subcategoria de la categoria Grd de los grupoides.

Introducida la estructura de grupoide topologico, conviene definir
los morfismos continuos a partir de la definicion general de morfis-
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mo de grupoides. Considerando la definicién de morfismo de grupos
continuos, parece natural dar la siguiente:

Definicion 5.2.1.  Se denomina morfismo de grupoides topo-
l16gicos 0 morfismo continuo a todo morfismo de grupoides
¢ Q — Q sobre ¢9 : B — By tal que ¢ y ¢y sean
continuas.

En la Definicién 5.2.1 de morfismo continuo se exige la con-
tinuidad tanto a la aplicacién que actia sobre los grupoides como
a la que actia sobre las bases. Se probar4, a continuacién, que s6lo
tiene que mirarse la continuidad en la aplicacién sobre los grupoides.

Proposicion 5.2.2.  No es necesario exigir la continuidad de ¢y
en la definicion de morfismo continuo.

Demostracion.  Se demuestra que si € es la inclusion de objetos
de Q0 y oy es la proyeccién origen de €2, entonces ¢g = oy o po €.
En efecto, sea z € B, entonces ay 0 g o e(x) = a1 0 ¢(z). Por ser

¢ un morfismo de grupoides, entonces ¢(Z) es igual a ¢g(z), por
lo que a; 0 @(T) = ¢Pg(x). Por consiguiente, ¢y es composicion de
aplicaciones continuas siendo ésta, de este modo, continua también.
O

Como en el caso de los grupoides, la composicién de morfismos
de grupoides volvia a ser un morfismo, cabria preguntarse si esa
propiedad se cumple también para los morfismos continuos. La
respuesta afirmativa a dicha pregunta viene dada por la siguiente:

Proposicién 5.2.3.  La composicién de dos morfismos continuos
es un morfismo continuo. Es mds, si los dos conservan la base,
entonces la composicidn también la conserva.

Demostracion.  Por la Proposicion 4.2.6, la composicion de mor-
fismos de grupoides es un morfismo de grupoides. Pero ademas la
composicion de aplicaciones continuas es continua. O
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Como consecuencia de la proposicién anterior, se pueden definir
dos categorias a partir de los grupoides topologicos.

Corolario 5.2.4. Eziste la categoria 7 Grd de los grupoides
topolégicos en la que los objetos son los grupoides topoldgicos,
los morfismos son los morfismos continuos y la composicion es la
composicion de morfismos continuos.

Igualmente, dado un espacio topoldgico B, existe la subcategoria
llena TGrdp de TGrd consistente en considerar como objetos a los
grupoides topoldgicos con base B. Se la denominard categoria de
los grupoides topolégicos sobre B. O

Tratados los morfismos continuos, se pasan a definir los isomor-
fismos de grupoides topolégicos en la siguiente:

Definicién 5.2.5.  Se denomina isomorfismo de grupoides topo-
légicos a todo morfismo de grupoides topoldgicos que sea ademds
homeomorfismo.

Nota 5.2.6. La composicion de isomorfismos de grupoides topo-
légicos es nuevamente un isomorfismo.

Se ofrece una caracterizacion de isomorfismo de grupoides topo-
l6gicos por medio de la aplicacion que dicho isomorfismo define
sobre las bases de los grupoides.

Proposicion 5.2.7. Si ¢ : Q@ — Q' es un isomorfismo de
grupoides topoldgicos, entonces la aplicacion sobre las bases
¢y : B — B’ es un homeomorfismo.

Demostracion. Recuérdese que un isomorfismo de grupoides es
un morfismo de grupoides que posee un morfismo inverso
P ¥ — Q. Por lo tanto, ¢ y ¥ son dos aplicaciones conti-
nuas inversas entre si. Luego ¢g es un homeomorfismo. O
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A continuacién, se introducen los conceptos de traslacién, tanto
a izquierda como a derecha, y de automorfismo interno, que son el
resultado de trasladar a la teoria de grupoides los conceptos que
llevan ese mismo nombre en la teoria de grupos.

Definicién 5.2.8.  Sea Q2 un grupoide topoldgico sobre B, y sea
T un elemento de Q) tal que (1) = = y B(7) = y. Se definen:

1. La traslacién a izquierda (resp. a derecha) corres-
pondiente a T es la aplicacion L. : Q° — WV tal que n — ™
(resp. R, : Qy — Qg tal que n— n).

2. El automorfismo interno correspondiente a 7 es la apli-
cacion I : QO — QY tal que A — AT~

Notese que son aplicaciones que no acttan sobre todo el grupoide
topolégico, sino sobre los conjuntos de flechas o morfismos del
grupoide de partida (para el concepto de flecha o morfismo de un
grupoide, véase la Definicion 4.1.1).

Las traslaciones y los automorfismos internos, tal como se han
definido en la Definicion 5.2.8, poseen la propiedad de ser homeo-
morfismos como se demuestra en la siguiente:

Proposicion 5.2.9.  Con la notacién dada en la Definicion 5.2.8,
las aplicaciones L., R, e I. son biyectivas y bicontinuas, esto es,
son homeomorfismos.

Demostracion. Dado 7 € (), existe su elemento inverso 77! que

verifica:

rrl=y y  rlr=17.

Entonces L., R, e I, tienen como inversas a L,-1, R,-1 e 1,1,
respectivamente. Por lo tanto, las tres aplicaciones tratadas, L,
R. e I, son biyectivas.
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Queda por probar la continuidad de estas tres aplicaciones. Su-
puesta probada la continuidad de R, y L., se tiene la de I, ya que
es la composicién de L : 27 — Q¥ con R.-1: QY — QY que son
ambas continuas por ser restricciones de aplicaciones continuas.

Partiendo de este hecho, se probara sélo la continuidad de R;,
puesto que la de L, se demuestra de forma completamente analoga.
Primero, obsérvese que la traslacion a derecha R, : 2, — ),
puede descomponerse como:

o {yh) & Q0 - Q
3 = (§&n) — &n,

donde la aplicaciéon %) — € es la multiplicacion, que es continua.

(5.1)

En segundo lugar, se va a demostrar que la aplicacién
w8y — QxQ:n— (n,7) es continua. Para ello, hay que
tener en cuenta que {2 x () es subespacio de €2 x @ y que la apli-
cacién ¢ actia como la aplicacion:

(idg,,7): ©y — QxQ

no— (n7)
Por tanto, demostrada la continuidad de (idg,, 7), se obtiene la
continuidad de ¢ sin més que restringir el codominio de (idg,, 7) a

Q)+ Q. En efecto, si U es un abierto de 2 x §), existe un abierto U
de Q x Q tal que U = U N (2 * ). En consecuencia, se tiene que:

(ida,, 7)™ (U) = (ida,, 7)™ (U N (2 )
= (ido )1()00%17)(9*9)
Z(Mn )7 (0) NQy = (idg,, 7)),

que es un abierto de €2, una vez que se demuestre que (idg,, ) es
continua.

Queda, pues, por demostrar la continuidad de (idg,, 7), que es el
altimo punto de esta prueba. Recuérdese que una base de abiertos
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de © x ) viene dada por la familia de conjuntos:
B = {U; x Uy/U; y U, son abiertos de 0}

Sea U; x U, un abierto basico de 2 x €2. Entonces, se verifica
que:

UynNQ,, sitels,

(idg,, 7) " (Uy x Us) = { P BT

g, en otro caso.

En ambos casos se ha obtenido un abierto de ,, ya que €, es
subespacio de €. Por lo tanto, (idg,,T) es continua y se concluye
la prueba. O

Una vez demostrado que tanto las traslaciones como los au-
tomorfismos internos son homeomorfismos, se demostrara que las
a-fibras de dos elementos de la base de un grupoide son homeomor-
fas si existe un objeto del grupoide que los tenga por proyeccion
origen y destino, respectivamente.

Corolario 5.2.10. Sea Q) un grupoide topoldgico sobre B. En-
tonces las a-fibras (respectivamente, las B-fibras) de S correspon-
dientes a dos puntos x,y € B tales que existe un elemento en 1Y
son homeomorfas mediante traslaciones a derecha (respectivamente,
a izquierda,).

Demostracidn. Como existe £ € ¥ entonces se tiene la tras-
lacion a derecha R : Q, — €, (respectivamente, la traslacion a
izquierda L¢ : Q° — §¥), que es un homeomorfismo segin se vio
en la Proposicién 5.2.9. Pero los conjuntos €2, y Q2 son, respecti-
vamente, las a-fibras y las 3-fibras, con lo que queda demostrada
la proposicién. O

Otra propiedad que también tienen los automorfismos internos
de un grupoide topolégico es que son isomorfismos de grupo entre
los grupos-vértice del grupoide topologico dado.
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Corolario 5.2.11.  Sea Q2 un grupoide topoldgico sobre B. En-
tonces sus automorfismos internos son isomorfismos de grupos.

Demostracion.  El automorfismo interno I : Q2 — €)Y es biyec-
tivo, en virtud de la Proposiciéon 5.2.9. Por lo tanto, s6lo queda
probar que cumple los axiomas de morfismo de grupos. De este
modo, dados (,n dos elementos de {22 se tiene que:

Ie(Cn) = E(CmE™" = (ECE7)(Ene™) = Le(Q) Ie(n),
y también que:

I(F) = €3¢ = 7. O

En el Corolario 5.2.10 se establecian homeomorfismos entre dos
a-fibras por un lado y entre dos (-fibras por el otro. La siguiente
proposicion permite relacionar las a-fibras con las (-fibras estable-
ciendo homeomorfismos entre las unas y las otras.

Proposicién 5.2.12.  En un grupoide topoldgico cada a-fibra es
homeomorfa a la B-fibra correspondiente por medio de la inversion.

Demostracion. En virtud de la Proposiciéon 5.1.3, la inversién
t: ) — Q es un homeomorfismo. Como ¢ lleva biyectivamente a
2, en )%, restringiendo la inversion a ¢ : 0, — (I se obtiene el
homeomorfismo que se buscaba. O

Cuando la base del grupoide es un espacio T} o Haussdorff, se
puede probar la siguiente propiedad de las o y S-fibras:

Proposicion 5.2.13. Sea 2 un grupoide topoldgico sobre B. Si
la base B es un espacio T, entonces las a-fibras y las B-fibras de
Q son subespacios cerrados de €.

Demostracién.  Si B es Ty entonces los subconjuntos unitarios de
B son cerrados de B. Como las proyecciones origen y destino son
continuas, entonces a~'({z}) y 87'({y}) son cerrados en Q. Pero
estos conjuntos son las a-fibras y las (-fibras, respectivamente. [
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A continuacién, se estudiaran los subgrupoides de un grupoide
topologico y se verd que estos subgrupoides son también grupoides
topologicos si se considera la topologia relativa del grupoide del que
es subgrupoide.

Proposicion 5.2.14.  Sea ) un grupoide topoldgico sobre B.
Si Q1 es un subgrupoide de ) sobre una base B;, entonces ()
es grupoide topoldgico sobre By con esa misma estructura y con-
siderando la topologias relativas de Q) y B sobre 1y y By, res-
pectivamente.

Demostracion.  Recuérdese que la estructura del subgrupoide es
la del grupoide restringida al subgrupoide. Por lo tanto las cin-
co aplicaciones que definen al subgrupoide como grupoide son las
restricciones de las del grupoide de partida, a saber: la proyeccion
origen «, la proyeccion destino 3, la inclusién de objetos ¢, la in-
version ¢ y la multiplicacién p. Se sabe que estas aplicaciones son
continuas por la definicién de grupoide topolégico. En consecuen-
cia, hay que probar que las restricciones son también continuas.

En primer lugar, se verd la continuidad de la proyeccién
aj, : 1 — Bj. Sea U un abierto de By, entonces U = UnN B
con U un abierto de B. Se va a ver que g, ~'(U) es un abierto.
Para ello, obsérvese que se verifica:

a0, (U) = a1 (U) N .

En efecto, por un lado, se tiene que:
aml_l(U) = a|Q1_1(U M Bl) = (1|Ql_1(U) N Ozlgl_l(BI),

y, por el otro, que aq,” I )= “HOYNN, y que ajo,” Y(B))=Q,.
Como « es continua, o~ '(U) es un abierto de € y, por tanto,
aml_l(U) es un abierto de €2;. En consecuencia, ajq, es continua.

En segundo lugar, se estudiara la continuidad de Lo, O — Q.

Sea U un abierto de €, entonces U = U N con U un abierto de
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Q. Se tiene entonces que ¢jo, "1 (U) = ¢! (U) puesto que la inversion
¢ es biyectiva y cerrada para {); por ser subgrupoide. Ademas, se
tiene que:

SN = MO N o) = SO N Q.

Por lo tanto, ngl‘l(U) es un abierto de 2; y la aplicacién ¢, es
continua.

La continuidad de B)q, se obtiene de la continuidad de oo, y de
yq, mediante la Proposicion 5.1.2.

A continuacién, se demostraré la continuidad de g, : Bi— ).
Sea U un abierto de €, entonces U = U N Qy, con U un abierto
de €2. Por la definicion de € y de su restriccion gy, se puede
afirmar que gjp, 7} (U) = e7}(U), ya que las unidades de un grupoide
estan en biyeccion con su base mediante la aplicacion € inclusién
de objetos, en virtud de la Proposicién 5.1.5. Por lo tanto, se tiene:

e, \(U) = (O NQ) = (T)Ne™ () = (T) N By,

que es un abierto de By, ya que e1(U) es un abierto de B. Por lo
tanto, g, es continua.

En iltimo lugar, se vera la continuidad de pjg, : Q1% £2;— €.
Sea U un abierto de §2;, entonces existe U abierto de € tal que
U =UNQ. Ademss, se tiene que pml—l(U) =p~HU) N (%),
ya que tanto p como pjo, actian de igual manera sobre 2y x 21 y
se cumple la siguiente cadena légica:

(n, &) €pa, HU) & (0, ) €+ A pa,(0,€) = p(n, &) €T
& (n,€) € p N U) N (2 * ).

Como p es continua, entonces p~'(U) es un abierto de Q2 xQ y, por
tanto, pml_l(U) es un abierto de {2; % ;. En consecuencia, pjn, es
continua. O
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Debido a esta proposicién, en la que se ha demostrado que to-
do subgrupoide de un grupoide topologico resulta ser también un
grupoide topolégico, tiene sentido dar la siguiente definicién de sub-
grupoide topologico.

Definicion 5.2.15. Sea ) un grupoide topoldgico sobre B. Se de-
nomina subgrupoide topolégico de Q a un subgrupoide Q) so-
bre B' de Q tal que €Y estd dotado con la topologia relativa como
subespacio de Q y B’ con la topologia relativa como subespacio de B.

Nota 5.2.16.  Por la Proposicion 5.2.14, se tiene que todo sub-
grupoide de un grupoide topoldgico es un subgrupoide topoldgico de
dicho grupoide.

Para finalizar esta seccion, se indica un ejemplo de subgrupoide
topoldgico a partir de considerar como base del subgrupoide un
subconjunto de la base del grupoide de partida.

Ejemplo 5.2.17.  SiQ es un grupoide topoldgico sobre B y U es
un subconjunto de B, entonces QY es subgrupoide topoldgico de
con base U. La estructura de subgrupoide es la vista en el Ejem-

plo 4.2.15. Un caso particular se tiene cuando U es un abierto
de B.

5.3 Pullback y grupoide topolégico cociente

En la Seccién 4.3 del Capitulo 4, se introdujo el concepto de gru-
poide cociente para factorizar los morfismos de grupoides de forma
analoga a la factorizacion que se tiene para morfismos de grupos.
Cuando el morfismo de grupoides era base-biyectivo se obtenia una
factorizacion al estilo de la que se buscaba; pero cuando el morfismo
no era base-biyectivo, entonces se tuvo que introducir el concepto
auxiliar de morfismo pullback para obtener una factorizacion.



154 TEORIA DE GRUPOIDES Y ALGEBROIDES

En el caso de los grupoides topolégicos, la factorizacion mediante
el morfismo universal dada para los grupoides sigue siendo valida,
como puede verse en [10]. En esta monografia estudiaremos la
factorizaciéon mediante los morfismos pullbacks como ya se hizo en
la Seccion 4.3. No obstante, al tratar de factorizar morfismos conti-
nuos aparecen mayores complicaciones a la hora de dar validez a
los resultados 4.3.14 a 4.3.19, tal como se observara en esta seccion.

Definicion 5.3.1. Sea ¢ : Q@ — Q' un morfismo de grupoides
topoldgicos. Se dice que ¢ es un pullback si para todo morfismo
Y ® — Q de grupoides topoldgicos, tal que g = ¢ : B — B,
eziste un tnico morfismo de grupoides topoldgicos ¥ : & — Q
sobre B, tal que ¥ = ¢ o ; esto es, el diagrama:

SN oY
il el
QO —— 0

es conmutativo.

Nota 5.3.2.  Obsérvese que la Definicion 5.3.1 viene dada por
medio de una propiedad universal.

La siguiente proposicion sirve para, dados un grupoide topol6-
gico §) sobre B y una aplicacién continua f : B — B, dotar a la
imagen inversa del grupoide por esta aplicacién de una estructura
de grupoide topolégico.

Proposicién 5.3.3. Si Q es un grupoide topoldgico sobre B y
f: B—B es una aplicacion continua, entonces f*Q con la topologia
relativa como subespacio de B x Q x B es grupoide topoldgico sobre
By f: f*Q — Q es un morfismo de grupoides y un pullback.
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Demostracidn.

1. En primer lugar se debe demostrar que f*(2 es un
grupoide topolégico. De hecho, en virtud de la Defini-
cion 4.3.20, solo queda probar que las cinco aplicaciones que
definen la estructura de grupoide son continuas. Con la no-
tacion de la Definicion 4.3.20, la proyeccién origen
es continua porque si U es un abierto de B, entonces
a;'(U) = (B x Q x U) N f*Q, que es un abierto de f*Q
por ser B x § x U un abierto de B x Q x B.

Para ver la continuidad de la inclusion de objetos
¢ : B — f*Q, se ha de considerar en B x Q x B la base
de abiertos formada por:
A = {B x Q; x By | By, By son abiertos en B
A € es un abierto en 2}.

De este modo, se tiene la siguiente base de abiertos en f*(1:
B={fQnU|U e A},

y la continuidad de & se reduce a estudiar si es abierto en B
la contraimagen de cualquier abierto perteneciente a B.

Sea pues U = (By X 1 X By) N f*Q un elemento de B. Si
es la inclusion de objetos de €2, puede afirmarse que:

g U) = BN By fHe™ (),

puesto que los elementos de f*§) con contraimagen por € son
las unidades del grupoide y por la relacién entre las proyec-
ciones origen y destino de f*€) con las de €2, respectivamente
(véase la Definicién 4.3.20). Por ser f y g aplicaciones con-
tinuas, se tiene que f~'(¢~'(4)) es un abierto en B y, en
consecuencia, £~ (U) es un abierto en B.
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A continuacion, se verd que la inversién I en f*Q) es conti-
nua. En efecto, si U = f*Q0 N (B x ) X By) es un abierto
perteneciente a BB, entonces se tiene:

TI(U) = f*Q N (BQ X L—I(Ql) X Bl),
donde ¢ es la inversion en (2. Esto se debe a que la definicién de
la inversion en f*(2 es la dada por (2/,:(§),v’) para cualquier
(v/,&, 2'). Al ser ¢ continua, se tiene que By x t71(£2;) x B, es

un abierto de B x {2 x B y, en consecuencia, 7~ (U) es abierto
de f*Q2.

Por la continuidad de & y de 7, se tiene asegurada la de la

proyeccién destino 3, en virtud de la Proposicién 5.1.2.

Para terminar de demostrar que f*Q2 es un grupoide topo-
légico, ha de verse la continuidad de la multiplicacién g en
f*Q. Para ello, considérese el conjunto:

A={(y',(n,€).2") € BxQxQx B|af§) =2',B(n) =¢'}.
También se consideraran las aplicaciones auxiliares:

F: f*Qx f*Q — A
(', 9), (¢, €, 2)))—~ (7, (n,€),2'),

idg X p X idg : A — fQ
! ! / /
(', (n,€),2') = (¢,n€a").
Ambas aplicaciones son continuas como se ver4 a continuacién.

La prueba de la continuidad de F es la que sigue. Sea
U = By x U x By un abierto de la base natural de la topologia.
producto en B x  x Q x B. Entonces se tiene que

U= (U xU)NQ*Qy que:
FY(U) = (B x Uy x B x Uy x By) N f*Q % f*QQ.
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Obviamente, F~1(U) es un abierto en f*Qx* f*Q, con lo que F

es continua.

La continuidad de idz X p X idg se tiene por ser el producto
de tres aplicaciones continuas con respecto a las topologias
consideradas en la proposicion.

En consecuencia, la aplicacion (idg x p X idg) o F
F*Qx f*QQ — f*Q es continua. Pero esta aplicacién coincide
con la multiplicacion g en  f*QQ, pues dados
(2,4, (v, &, 2') € f*Q se verifica:

(idpxp xidg) o F((',n,9/), (¢, €, 7))
= (idp x p xidg)(2', (n,€), ') = (', n€, 7).

Por consiguiente, se tiene que la multiplicacion en f*Q2 es con-
tinua y que f*€) es un grupoide topolégico.

. Hay que demostrar que f~ es un morfismo de grupoi-
des topologicos. Ya se vio, en la Proposicion 4.3.20, que ]7
es un morfismo de grupoides, por lo que so6lo resta probar que
f: f*0 — Q es continua. Asi, si U es un abierto de €, se
tiene que:

FIU) = QN (BxU x B),

por lo que f_l(U) es un abierto de f*(2.

. Hay que demostrar que f es un pullback. En virtud del
Corolario 4.3.24, se tiene que fes un pullback en la categoria
grd de los grupoides. Por lo tanto, dado ¢ : & — Q un
morfismo continuo, existe un dnico ¥ : & — f*Q tal que
Y= fo 1. Pero si es un pulback con respecto a los morfismos
continuos, la factorizacion debe de ser la misma puesto que los
morfismos continuos son también morfismos de grupoides. En
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consecuencia, debe probarse que el morfismo v es continuo.
Recuérdese que la construccion de este morfismo se realizd en
la Proposicion 4.3.23 y que consistia en lo que se indica en el
siguiente diagrama:

— Q — £
€ Yo () = v(E) — (FIBOE)), ¥(E), Fla(©))).

En consecuencia, se tiene que ¢ funciona como la aplicacién

definida como & — (f o Bo,1, f o a o )(£), que es una
aplicacion continua. B

Una vez demostrada la proposicion anterior, se estd en condi-
ciones de introducir el concepto de grupoide imagen inversa para
los grupoides topolégicos, tal como se muestra en la siguiente:

Definicién 5.3.4. Con la notacidon de la proposicion anterior,
el grupoide f*€) se denomina grupoide imagen inversa de {2
por f y al morfismo de grupoides f se lo denomina morfismo
imagen inversa.

Recuérdese que, en el caso de un grupoide, se verificaba que
el morfismo imagen inversa era biyectivo a trozos. Para grupoides
topologicos se tiene un resultado anédlogo. En concreto, el morfismo
imagen inversa va a ser homeomorfismo a trozos como se afirma en
la siguiente:

Proposiciéon 5.3.5.  El morfismo imagen tnversa f:f*(1—) es
un homeomorfismo a trozos.

Demostracion. Dado f : B — B, se probara que f es un
homeomorfismo a trozos. En efecto, se tiene que f es biyectivo
a trozos y continuo a trozos (pues es continua de forma global).
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Por lo tanto, si se demuestra que f es abierta a trozos quedara
probada la proposicion.

Sea, pues, un abierto U en (f*Q2)¥. Entonces U= {y} xU¥x {z}
con U un abiertoen Q y UY = U N Q;Ez;, que es abierto en Q;Eg;

Por lo tanto, f(U) = UY, que es abierto en Q}Cg)) En conclusién f
es abierta a trozos. O

Se demostro en la Proposiciéon 4.3.23 que un morfismo de gru-
poides era un pullback si y so6lo si era una biyeccion a trozos. Para
morfismos continuos s6lo se tiene la condicién necesaria andloga
para que un morfismo continuo sea un pullback:

Proposicién 5.3.6. Si un morfismo continuo es un pullback,
entonces es un homeomorfismo a trozos.

Demostracién.  Si ¢ es un pullback, la aplicacion continua ¢g (la
aplicacion sobre las bases de los grupoides relacionados por ¢), in-
duce el pullback 50 que es homeomorfismo a trozos en virtud de la
Proposicion 5.3.5. Haciendo uso del razonamiento aplicado en la
demostracién de la Proposicion 4.3.23, se obtiene la existencia de
morfismos continuos ¥ : Q@ — @50 v Yo 1 $5Q — N tales que
¢ = &)01/)1 y ng = ¢ o1y. Por lo tanto, ¢ o1y y ¥ 01); son identi-
dades y ¥, es un homeomorfismo entre Q y ¢Q; en particular, 1| es
un homeomorfismo a trozos. Como q% es homeomorfismo a trozos,
entonces ¢ es homeomorfismo a trozos, por composicion. O

Nota 5.3.7. Al contrario que en la Proposicion 4.3.23, no se ha
demostrado ain que todo homeomorfismo a trozos es un pullback,
nt se ha consegquido un contraejemplo de esta situacion.

En este punto, sélo quedaria factorizar morfismos continuos que
conserven la base (aunque esta factorizacion no sirva para genera-
lizar resultados de morfismos continuos que conserven bases al caso
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de morfismos continuos en general). Para llegar a tal factorizacion,
se definen los grupoides cociente topoldgicos.

Definicién 5.3.8. Sea Q) un grupoide topolégico sobre B y ®
un subgrupoide normal. Un grupoide topoldgico ¥ y un morfismo
continuo v : 8 — VU se dicen grupoide cociente topoldgico
1/® y proyecciéon natural fj : Q@ — Q/® si para cada morfismo
de grupoides topoldgicos ¢ : Q@ — €1 sobre ¢g : B — By tal
que ¢(P) C E, existe un unico morfismo de grupoides topolégicos
¢V — Q tal que pov = ¢; esto es, el siguiente diagrama es

conmutativo:
QA
¢l la’b

Notese que un grupoide cociente topolégico no necesariamente
coincide con el grupoide cociente algebraico, definido en la Proposi-
cion 4.3.6. Este hecho difiere de lo conocido para teoria de grupos
topologicos. De hecho, si G es un grupo topolégico y H un sub-
grupo normal suyo, se tiene que G/H, con la topologia de identifi-
cacion, es el grupo topolégico cociente, ya que la proyeccion natural
G — G/H es abierta. Es precisamente en este punto donde re-
side el problema, principal para la teoria de grupoides topolégicos:
el morfismo Y no tiene que ser abierto con respecto a la topologia
de identificacion de §2/® (como puede verse en el Ejemplo 5.3.11).
Ademas, tampoco se ha conseguido probar que, supuesto abierto
el morfismo f, el grupoide ©2/®, con la topologia de identificacion,
sea necesariamente el grupoide cociente. No obstante, se tiene la
siguiente:

Proposicién 5.3.9.  Sean ) un grupoide topoldgico sobre B y ®
un subgrupoide normal suyo tal que f : @ — /D sea abierta con
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respecto a la topologia de identificacion de Q2/® y tal que el anclaje
8,d]: & — Im[f,d] sea abierta en su imagen. Entonces,
el grupoide cociente topoldgico coincide con el grupoide cociente
algebraico, en el que se considera la topologia de identificacion.

Demostracidn.  Se dejara para el final demostrar que 2/® es un
grupoide topolégico. No obstante, se supondra demostrado para
probar la propiedad de factorizacién del grupoide cociente. Tam-
bién debe recordarse que la aplicacion f es un morfismo de grupoides
(véase la Proposicion 4.3.9) y que ademés es continuo ya que la
topologia de identificacion es la menor topologia que hace continua

a una aplicacion.

Se pasa, pues, a probar la propiedad de factorizacion de un mor-
fismo ¢ : @ — € con respecto a 7 tal como se indica en la
Definiciéon 5.3.8. En la demostracion de 1 en la Proposicion 4.3.14,
se definia el morfismo de grupoides:

¢: QD — Q: [€] = ¢(6).

Este morfismo de grupoides estaba bien definido, pues para ello
s6lo se requeria la condicién ¢(®) C B;. La continuidad de ¢ se
demuestra a continuacion.

Sea U un abierto en 2y, entonces se tiene que
b= (¢~ (U)) = ¢~ (U). En efecto,

g€ (o' (U)) & dot(é) =¢([]) =d(§) eU = £ €97 (U).

Al ser ¢ un morfismo continuo, se obtiene que ¢! (U) es un abierto
en Q y, por tanto, h~1(¢~1(U)) es abierto en 2. Puesto que /&
esta dotado de la topologia de identificacion, el conjunto ¢~1(U) es
un abierto en {2/®. En consecuencia, ¢ es un morfismo continuo.

Queda probar la unicidad de ¢. Esta se debe a que si existe otro
morfismo 1 : Q/® — Oy, éste debe verificar que ¢ = 1) o). Como
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h es sobreyectiva, cualquier elemento [¢] € Q/® esta definido por
un elemento £ € Q por medio de . Por lo tanto, se tiene:

D[E] = ¥ o h(€) = o(€) = 9],
con lo que ¢ = @.

Se pasa pues a demostrar que 2/® es un grupoide topolégico
sobre B/®, con lo que habra concluido la prueba. Para ello, ha
de probarse la continuidad de las cinco aplicaciones que definen la
estructura de grupoide:

1. Sea & : Q/® — B/® la proyeccion origen de 2/® y « la
proyeccion origen en ). Sea U un abierto en B/®, entonces
to™'(U) es un abierto en B por la continuidad de . Ademas,
se tiene que 1~ (@~ (U)) = o~ (ho 1 (U)), ya que:

cey (@ (U) s a§) eUsa(€))=a(lg)=[a)leU
& ho(a()) €U e € a (b (U)).

Como « y fp son aplicaciones continuas, se tiene que

a~Y(h™'(U)) y, por tanto, i~ (a~1(U)) son abiertos en €. En

consecuencia, @ (U) es un abierto en {2/®, por tener en 1/®

la topologia de identificacién. Por lo tanto, & es continua.

2. Se probara que la inversion 7 : 2/® — §2/® es continua. Sea
¢ la inversion en €0, que se sabe continua. Sea U un abierto en
Q/®, entonces se tiene §~1(z7H(U)) = ~1(571(U)), ya que se
verifica:

gy (T U) & wh(©)=1¢] =67 =T )=h(u(&)) €U

La continuidad de f y de ¢ demuestra que t~!(§71(U)) y, por
tanto, §71(77!(U)) son abiertos en ). Dada la topologia de
identificacion sobre /@, se tiene que 7~ '(U) es abierto en
Q2/®. Esto concluye la continuidad de <.
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3. La proyeccién destino 3 en ©/® es continua en virtud de la
Proposicion 5.1.2.

4. Se estudia ahora la continuidad de la inclusiéon de objetos
£:B/® — Q/d. Para ello, considérese la inclusion de ob-
jetos € : B — Q y un abierto U en Q/®. Se tiene que
10" (&1 (U)) = &~ (571 (U)), puesto que:

—

zely ™ (E7H(U))e Elln(x) =£[2] = [2] = [2] =b(e(2)) €U
sz ce ().

La continuidad de § y € implica que by ™' (7 (U))=¢ "1 (5~} (U))
es un abierto en B y que, por tanto, £} (U) es un abierto en
B/® con la topologia de identificacion de fjg. En consecuencia,
€ es continua.

5. Queda probar la continuidad de la multiplicacién
D:Q/PxQ/P — Q/P en Q/D. Se tomara como base las in-
dicaciones dadas en la prueba del Teorema, 1.6 del Capitulo 111
de [31]. En primer lugar, sea D el conjunto:

(B % b)_1(9/(1) * 2/ P)={(n, &) € @ x Q| I € P tal que
n¢~1¢ est4 definido}.

En segundo lugar, se probarda que la aplicacion
bxfp: D — Q/P*Q/P es abierta. En efecto, como la apli-
cacibn f es abierta por hipotesis, la aplicacion
hxh:QxQ — Q/P x Q/D es abierta. Obsérvese que
i x h(D) coincide con 2/P x /P por la propia definicién de
D. Entonces fj X §jp es la restriccién de § x j a D y su imagen.
Sea, por tanto, U un abierto en D, se tiene que U = U N D
con U un abierto en © x . Ademas, se verifica:

hx gp(U) =b x §(U) = x (U N D).
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Y se va a probar que:
bx 8(UND)=4x4(U)Nkx (D).

En efecto, como la inclusion a la derecha ya se tiene,
queda por demostrar la inclusion a la izquierda. Sea
(€] € b x §(U) Nk x §(D), entonces se tiene que [¢] es un
elemento de Q/® x 2/® y existe un elemento (n,¢) de U tal
que f x i(n, ¢) = [¢]. Por lo tanto, al ser D saturado para f x
se tiene:

D= (b xb) 7 (o x §)(D) = (4 x )7 (/P * /D),

por lo que (7, ¢) pertenece a DNU y [¢] pertenece a ix(UND).
En consecuencia, § x fjp(U) es un abierto en 2/® x Q/®, por
ser § x §(U) un abierto en Q x .

En tercer lugar, sea M’ el conjunto im[3’, /], que es un sub-
conjunto de B x B. Se tiene que D coincide con
(ax B)"H (M) C Q xQ, ya que:

(n,€) € D < 3¢ €  tal que n¢¢ esta definido

B(¢) = BC) = a(n)}
o () = () = B(¢)
& 3¢ € @ tal que (1,€) € (a x B)7' (8¢, &/()
< (n,€) € (ax B)7H(M').

Sea D el conjunto {(n,(, &) € Q x & x Q | n¢¢ esté definido}.
Entonces se tiene que D es el pullback dado por el siguiente

@EICECI)talque{

diagrama:
_} D

D
| o
d

[/6170'] M/
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En efecto, el pullback de estas dos aplicaciones es el conjunto:

Dy =A{(¢,(m:€) € 2 x D | [, B)(¢) = (a x B)(n, &)}

(véase [41]). Como decir que [, &/](¢) = (a, B)(n, £) equivale
a que nC¢ esté definido, entonces D es homeomorfo a D; de
forma natural, ya que D coincide con (o x 3)~1{(M').

Se vera ahora que, al ser [#,d/] : & — M’ abierta, la apli-
cacién del pullback p: D — D : (n,(,€) — (1, £) es abierta.
En efecto, sea A un abierto de D, entonces A es de la forma
(A} x Ay) N D, con A, un abierto en ® y Ay un abierto de
D. Entonces ¢q(A) coincide con {& € A; | [#,d](§) € Aq},
donde q : D — ® es la otra aplicacion del pullback. Por lo
tanto, q(A) coincide con A; N [F,']71(4,) que es un abier-
to de ®. Como [, /] es abierto, entonces [, a'](q(A)) es
un abierto en M’ y la continuidad de a x Bp asegura que
(o x Bip) 1|8, &')(q(A))) es un abierto en D. Por lo tanto p
es abierta.

Considérese ahora la aplicacion:

0D—>Q(777C,§) '_)77665

que es precisamente la restriccion de p o (p X idg)
(2 x Q) x @ — Q al dominio D, que posee la topologia
de subespacio topolégico de Q2 x Q x . En consecuencia, 6 es
continua.
Si se tiene en cuenta el diagrama conmutativo:

D 0

Q
P
D 1 (5.2)
1% 3D
0/ + Q)0 P Q/d
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al ser | y 6 continuas, dado un abierto U en Q/®, entonces
6=1(h=1(U)) es un abierto en D. Por la conmutatividad del
diagrama (5.2), se verifica:

0 @ (U) =p7 (8 x bp (571 (U))).

De aqui se obtiene:

pH(U) = (b x typ) o p(6~ (471 (V))),

que es un abierto en Q/® %2/, ya que se ha visto que tanto
p como f§ X fjjp son aplicaciones abiertas. En consecuencia, la
multiplicacion en §2/® es continua. O

Nota 5.3.10.  Brown y Hardy en [10] demuestran que los gru-
potdes topoldgicos cociente siempre existen, aunque la topologia de
/P no tiene que ser la de identificacion dada por el morfismo .
El ejemplo que utilizan es el de los morfismos de grupoides triviales
que aparece en el Fjemplo 5.3.11, aunque en esta monografia no se
probard este hecho.

La presente seccién concluye con una serie de ejemplos en los
que aparecen los conceptos considerados hasta este momento.

Ejemplo 5.3.11.  Si G es un grupo topoldgico y B es un espacio
topoldgico, entonces el grupoide trivial sobre B con grupo G,
es decir, B x G x B, es un grupoide topoldgico con la topologia
producto. La descripcion de los morfismos de grupoides triviales
dada en el Ejemplo 4.2.11 sigue siendo cierta st el morfismo de
grupos f y la aplicacion 0 son continuas.

Ejemplo 5.3.12.  Sea X una relacidn de equivalencia sobre un
espacio topoldgico B. En el Ejemplo 4.8.26 se veia que X es un

subgrupoide normal de B x B y que se podia identificar el grupoide

BxB - B B ,;:
% con el grupoide producto ¥ x % e igualmente la

(algebraico)
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B
XXX’

proyeccion natural by :
siendop : B — —)5(- la proyeccion pertmente.

Mackenzie en [31] prueba que —)l% X %, con la topologia producto,

donde % posee la topologia de identificacion de p, es el grupoide co-
ciente topoldgico, aunque p X p no es necesariamente una aplicacion
de identificacion.

En efecto, sea ¢ : B x B — Q' un morfismo continuo sobre
¢o : B — B’ tal que ¢(X) C B'. Eljase b € B y definase la
aplicacion o : B — Q' como o(x) = ¢(z,b), para cada x € B.
Entonces se tiene ¢(y,z) = o(y)o(x)™}, para cada z,y € B. Porlo
tanto, si (y,x) € X, entonces ¢(y,x) € E; con lo que o(x) = o(y).
De este modo, puede definirse:

B

F:——Q 7]~ o).

X
Ahora probamos que G es continua. Al ser g continua ygop = o,

se tiene que p~ (61 (U)) es un abierto de B, para cada abierto U
en Y. Por tanto, -(U) es un abierto de % para cada abierto U
en .

La continuidad de & permite definir la aplicacion:

B B

¢: XXY%Q"([y],[xJ)H o(x,y) = a([y])a

que es continua directamente. Por lo tanto, % X
coctente topoldgico.

Ejemplo 5.3.13. Sea v : G x B — B una accidn continua
del grupo topoldgico G sobre el espacio topoldgico B. Entonces el
grupoide accion G X B, con la topologia producto, es un grupoide
topoldgico sobre B. Siguiendo la notacidn del Ejemplo 4.1.11, las
proyecciones origen y destino, a y 3, son continuas de forma in-
mediata.
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La aplicacion inclusion de objetos, €, es continua. En efecto, sea
1 el elemento neutro del grupo G y sea Uy x Uy un abierto bdsico
de G x B, entonces e (U x Us) es un abierto de B, ya que:

Uy, silel,

g, en otro caso.

e N U x Uy) = {

La inversion 1 : G x B — G x B es continua. St Uy X Uy es
un abierto bdsico de G X B entonces se verifica:

L_I(Ul X Uz) = Ul X U2,
donde U, es el conjunto definido como:

Ui={g7"|geli},
que es un abierto por ser la accidn v continua.

Por dltimo, la multiplicacion p: (G x B)x (G x B)— Gx B
del grupoide es continua. En efecto, dado que la aplicacion producto
P del grupo topoldgico G y la aplicacion identidad idp
en B son continuas, entonces se wverifica que la aplicacion
pxidp: (G XxG)x B— (G xG)x B es continua y se tiene el
sigutente diagrama conmutativo:

(GxB)*(GxB) — (GxG) x B
Pl lﬁxidg (5'3)

Gx B — GxB
donde la aplicacion 0 estd definida como:

8((g2, 917), (91, 7)) = (92, 91, T),

para cada g2, g1 € G y para cada x € B. Se tiene que 6 es continua,
ya que st U = U X Uy X By es un abierto bdsico de (G X G) x B,
entonces:

0~1(U) = [(Ua x v(Un, B1)) x (U, x B)]N[(G* B)N (G * B)].
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Pero este conjunto es abierto en (G x B) x (G x B), ya que
(Uy x v(Uy, By)) x (Uy x By) es abierto en (G x B) x (G x B).
Todo lo anterior lleva a que la aplicacion p es continua.

Ejemplo 5.3.14 (Grupoide fundamental). En el Ejem-
plo 4.1.13 se definia el grupoide fundamental mB de un espacio
topoldgico B. Si se supone que B es arcoconero y semilocalmente
simplemente conezo, el grupoide fundamental es un grupoide topo-
logico al considerarlo con la topologia de identificacion del espacio
de los caminos continuos C(I; B) en B con la topologia compacto-
abierta, via la proyeccion natural:

p:C(I;B) — 7B.

FEste ejemplo se debe a Brown y Danesh-Naruie, los cuales lo es-

tudiaron en |8]. Mackenzie lo indica de nuevo en el Ejemplo 1.14
del Capitulo III de [31].

5.4 Grupoides localmente triviales

A continuacion, se va a tratar sin excesiva profundidad, por razones
de extensién, un tipo de grupoides topologicos que permite hacer
una aclaracién sobre la primera definicion de grupoides de Lie, con-
siderada por Pradines en [44]. Los grupoides a los que se hacen
referencia son los denominados grupoides localmente triviales, cuya
definicion es debida a Ehresmann [19] y que han sido profusamente
estudiados a lo largo de los anos en los que ha florecido la teoria de
los grupoides topolégicos. El lector interesado puede tomar como
referencias [9, 19, 31].

Se comenzara con el concepto de grupoide topolégico localmente
trivial, acompaifiandolo de algunas nociones relacionadas con él.
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Definicion 5.4.1.

1. Un grupoide topoldgico §2 sobre B se dice localmente trivial
si existen b € B, un recubrimiento por abiertos {U;} de B y
aplicaciones continuas o; : Uy — €Yy tales que By 0 0; = idy,,
para todo 1.

2. Las aplicaciones locales o; se denominan secciones locales
de €1 o secciones descomponedoras locales.

3. Al conjunto de las secciones locales de €2, es decir, al conjunto
{o:: Ui — Qp} se le denomina seccién-atlas de ().

4. El grupoide Q) se dice trivializable o globalmente trivial
si eziste una seccion global o : B — €Yy, de ).

La introduccién de grupoides topolégicos localmente triviales es
de interés debido a que, en ellos, cualquier problema puede reducirse
a un problema local relativo a grupoides triviales, cuya resolucién
puede posteriormente globalizarse al grupoide de partida. El pro-
blema es que esta técnica no es extensible a grupoides topologicos
en general.

El siguiente resultado consiste en una caracterizacion por la cual
se sabe cuando es trivial un subgrupoide de los que aparecen en el
Ejemplo 5.2.17.

Proposicién 5.4.2.  Sean Q) un grupoide topoldgico sobre B y U
un abierto en B. Si una aplicacion continua o : U — €U es una
inversa a derecha de 3y, para algin b € B, entonces el subgrupoide
topoldgico QY es isomorfo al grupoide trivial U x Qf x U mediante
la aplicacion continua:

L:UXP XU — W (y,\z) =0o()ra(z)™h.

Reciprocamente, si G es wun grupo topoldgico 'y
Y UxGxU— QY es isomorfismo de grupoides topoldgicos
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sobre U, entonces la aplicacion o : U — Qp definida como
x +— o(x,1,b) es inversa a derecha de By, para cualquier b € U.

Demostracidn.  Hay que probar que X es una biyeccién tanto en
los grupoides como en las bases en virtud de la Proposicién 1.3.19.
Si se tiene X(y1, A1, 21) = X(y2, A9, x2), entonces se va a ver que
(y1, A1, 1) = (y2, As, T2).

En efecto, se verifica que:

B(E(yi, iy i) = B(o(wi)) = ¥i, i=1,2,

puesto que o es inversa a derecha de [3;; por lo tanto, ¥y = ws.
Anaslogamente, considerando (z;, A; L y;) parai = 1,2, se tiene que
x1 = x9. De la expresion de la aplicacion X se llega a que Ay = Ag.

En consecuencia, ¥ induce biyecciones tanto sobre los grupoides
como sobre las bases. Por lo tanto, el morfismo de grupoides es
isomorfismo. Lo que queda por probar es que la inversa de ¥ es
continua. Pero esto es cierto, puesto que la aplicacion inversa es la
dada por:

27 Qg — Ux QY xU: € (B(6),0(y) 'Ea(z), a(€)),
que es continua por serlo cada una de sus componentes.
El reciproco se demuestra directamente. O

Por ultimo, se enumeraran algunos ejemplos de grupoides topo-
logicos localmente triviales, muchos de los cuales ya han aparecido
en secciones anteriores de esta monografia.

Ejemplo 5.4.3.  Los grupoides triviales son localmente triviales.

El grupoide frame visto en el Ejemplo 4.1.12 es un grupoide
localmente trivial. Para una demostracidon, véase el Ejemplo 1.18
del Capitulo II de [31].
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FEl grupoide fundamental, visto en el Ejemplo 5.83.14, es un gru-
poide localmente trivial. Para una demostracidn, se indica la lec-
tura de [8] o del Ejemplo 1.14 del Capitulo II de [31].

Igualmente, el grupoide imagen inversa de un grupoide local-
mente trivial es también un grupoide localmente trivial debido a la
definicion del grupoide imagen inversa.

5.5 Componente identidad

A continuacion, se expondra la generalizacion dada en [31], para
grupoides topologicos, de dos resultados existentes para grupos
topologicos: la componente de la unidad de un grupo topolégico es
un subgrupo suyo y dicha componente esta generada por cualquier
entorno de la unidad. De este modo, se enuncia la siguiente:

Proposiciéon 5.5.1. Sea Q0 un grupoide topoldgico sobre B y
sea VU, la componente conexa de T en Q,, con x € B. Entonces,
U = U,ep ¥z es un subgrupoide ancho de 2, que se denomina
subgrupoide a-componente de la identidad de 2.

Demostracion. Para cada r € B, se verifica que z € V. Por lo
tanto, ¥ serd un subgrupoide ancho una vez se demuestre que es
un subgrupoide de ). Se probara esta ultima afirmacién.

En primer lugar, dados £ € WY y n € V7, se tiene n§ = Re(n).
Por la Proposiciéon 5.2.9, R es un homeomorfismo de 2, en 1,
por lo que la imagen por R¢ de una componente conexa es una
componente conexa. Como se cumple que U, N Re(V,) # O,
entonces se tiene W, = R¢(¥,), con lo que n € ¥, y ¥ es cerrada
para la multiplicacién.

En segundo lugar, dado £ € ¥, se verifica que:

.17= 55_1 = Rf_l(g)y
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con lo que se tiene que y € R¢1(V,). Como ademés F¢-1 es un
homeomorfismo, se verifica que Rg1(VU,;) = U,

Al cumplirse la siguiente igualdad:
£ =767 = Re(7)

y ser Z un elemento de U, se tiene que ¢! € VU,. En consecuencia,
U es cerrado para la inversion.

Lo anterior demuestra que ¥ es subgrupoide de €2 (de hecho, es
subgrupoide topolégico segun la Nota 5.2.16). ]

Nota 5.5.2.  En general el subgrupoide VU definido en la Propo-
sicion 5.5.1 no es subgrupoide normal de §). Para ello, véase el
Ejemplo 8.7 del Capitulo II de [31].

Nota 5.5.3.  De forma andloga a lo hecho en la Proposicion 5.5.1,
se demuestra que la B-fibra VY de U es la componente conexa de
y de la B-fibra Q¥ de Q, para cada y € B. Por lo tanto, se puede

definir un subgrupoide ancho de Q como U = | J, .5 VY, que recibe el

yeB
nombre de subgrupoide f-componente de la identidad de (2.

Ademds, en dicha proposicion, se demuestra implicitamente que
la componente coneza de 2, que contiene a £ € Q)Y es precisamente

Re(Wy). Igualmente la componente conera de V¥ que contiene a
dicho & es Le(WU™).

Para poder llegar a un concepto en Teoria de Grupoides analogo
al de entorno de la unidad que se conoce en Teoria de Grupos, hace
falta demostrar la siguiente:

Proposicion 5.5.4.  Sea §) un grupoide topoldgico sobre B y
sea U un subconjunto de §) que sea simétrico (es decir, BcU
y U™l = U) y tal que cada U, es abierto en ). Entonces el
subgrupoide ancho ® generado por U verifica que ®, es abierto en
Q, para cada x € B.
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Demostracion.  El subgrupoide ® generado por U es el definido
como:

{én--- 1|6 €U, i=1,...,m;n €N},

es decir, el conjunto formado por todos los productos finitos obte-
nidos con los elementos de U. ® es un grupoide puesto que U es
simétrico y, por tanto, los inversos y las unidades estan en U. El
hecho de que ® es ancho se debe a BcU.

Por otro lado, dado x € B y n € N, cada uno de los productos
&n & de n elementos de U tal que a(&;) = x puede escribirse
como un producto de un elemento de U con un producto ¢ de n —1
elementos de U, y viceversa. Formalmente, se puede denotar como:

{&n- &1 ] &€ U}ZU{RC(UB(C)) | ¢ es un n—1 producto de U}.

Como Upg() es un abierto de {2, por hipotesis y R; es un homeo-
morfismo para cada ¢, el conjunto de los productos de n elementos
de U con proyeccién origen x es un abierto en {2,. En consecuencia,
®, es un abierto en €2, por ser uniéon numerable de abiertos. O

De este modo, puede introducirse el concepto de a-entorno simé-
trico del subgrupoide identidad.

Definicién 5.5.5.  Un conjunto U verificando las condiciones de
la Proposicion 5.5.4 se dice a-entorno simétrico de B en ().

Esta seccién se concluye probando que los a-entornos simétricos
del subgrupoide identidad, definidos en la Definicién 5.5.5, pueden
generar a la a-componente de la identidad del grupoide topologi-
co dado de partida. Para llegar a dicho resultado es necesaria la

siguiente:

Proposicion 5.5.6.  Sea €2 un grupoide topoldgico sobre B, sea
® un subgrupoide ancho de () tal que @, es un abierto en )y, para
todo r € B. Entonces ®, es cerrado en ), para todo x € B.
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Demostracidn.  La diferencia conjuntista €2, \ ®, coincide con
la unién de los conjuntos Re¢(Pge)) = Ppe)é, con £ recorriendo
2\ ®z. Como ®g¢) es abierto en {g() y R es homeomorfismo, en-
tonces F¢(®g¢)) es abierto en €1,. Por lo tanto, se llega a que 2\ @,
es union de abiertos en €, lo que concluye la demostracion. O

De este modo, se estd en disposicion de afirmar que cualquier
a-entorno simétrico del subgrupoide identidad genera a la a-compo-
nente de la identidad como se demuestra en el siguiente:

Teorema 5.5.7.  Bajo las hipdtesis de las Proposiciones 5.5.4
y 5.5.5, U genera al subgrupoide a-componente de la identidad ¥
de €.

Demostracion.  Para cada x € B, se tiene que ®, y ¥, son abier-
tos en §),. Como tanto ¥ y & son subgrupoides anchos de (2, en-
tonces &, y ¥, son también cerrados de €2, por la Proposicién 5.5.6.
Por lo tanto, ®, N ¥, es un abierto y cerrado de ®,, para cada
T € B.

Por otro lado, ¥, es conexo para cada x € B por ser componente
conexa de €2,. Ademads, para cada x € B, se tiene &, NV, #* &,
por lo que &, NV, = &, ya que es un abierto y cerrado de ®,. En
consecuencia, ® y ¥ coinciden, lo que concluye la demostracion. [

5.6 Secciones admisibles

Para finalizar este capitulo, se van a tratar las secciones admisibles
de un grupoide topolégico para poder estudiar con un poco més de
profundidad las traslaciones a izquierda de un grupoide topologico.
Estas, como se vera en esta seccion, se podran identificar con las
secciones admisibles mediante un isomorfismo de grupos. Se comen-
zard definiendo ambos conceptos, tanto el de traslacion a izquierda
como el de seccion admisible.
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Definicion 5.6.1. Sea Q un grupoide topoldgico sobre B. Se
definen:

1. Traslacién a izquierda sobre §2 es todo par de homeomor-
fismos ¢ : Q — Q, ¢g : B — B, tales que fo ¢ = ¢g 0,
ao¢=a y ta que, para todo z € B, ¢* : QF — Q%(2) g5
Le, para algin £ € Q@

2. Seccion admisible de Q0 es toda aplicacion 0 : B —
continua, que sea inversa a derecha de o : Q — B y tal que
Boo: B — B es homeomorfismo. El conjunto de secciones
admisibles de ) se denota por I'S).

Nota 5.6.2. Dada 0 € I'QQ, se define L, : 8 — 1 como
€ — o(B(€))E. Esta definicion es consistente puesto que
aoa(B(€)) = B(€). De este modo, se obtiene una traslacion a
izquierda sobre §) dada por L, y 3o 0.

Obsérvese que la inversa de L, es la aplicacion definida como:

na((Boa)H(Bm))n, Yneq,
que es continua por composicion de aplicaciones continuas.

Nota 5.6.3.  Existe el reciproco de la nota anterior. Sean ¢ y
oo una traslacion a izquierda de Q. Dado x € B, se elige £ € Q°
y se define o(x) = ¢(£)E7L. Se pasa a demostrar que o estd bien
definido.

Como ¢ es traslacion a izquierda, ¢* coincide con Ly para al-
guin 0 € Qﬁ”(x); luego, ¢(§) = OE. Ahora sea n otro elemento de
QO distinto de &, entonces por el mismo motivo se verifica que

¢(n) = 0n y, por lo tanto, que:
) =0 =¢(mn~",

con lo que o estd bien definido.
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Ademds la aplicacion o es continua por ser la proyeccion destino
B una identificacion (como se vid en la Proposicion 5.1.8) y por
cumplirse ¢g = Boo. En consecuencia, o es una seccion admisible
y se tiene que ¢ = L.

En funcién de lo visto en las Notas 5.6.2 y 5.6.3, se obtiene la
siguiente:

Definicion 5.6.4. Dada una seccion admisible o de un grupoi-
de topoldgico (), se demomina traslacién a izquierda corres-
pondiente a ¢ a L, junto a o 0.

A continuacion, se probara que las traslaciones a izquierda for-
man grupo respecto de la composiciéon. Esta estructura de grupo
servird posteriormente para definir una nueva estructura de grupo
en las secciones admisibles.

Lema 5.6.5. El conjunto de traslaciones a izquierda de un gru-
poide topologico es un grupo bajo la composicion.

Demostracion. Sean ¢y ¢ : 1 — €1 junto a ¢y ¥9: B — B,
respectivamente, dos traslaciones a izquierda de ). Entonces
Yog:Q — Qjunto a YPgo ¢y : B — B es una traslacion
a izquierda de 2. En efecto:

1. Tanto %o ¢ como g0 ¢g son homeomorfismos por composicion

de homeomorfismos.

2. fo(bod)=(Yoogo)of y ao(Ppog)=a

3. Dado x € B, se sabe que ¢® coincide con L¢ para algin
¢ € 92 y que @ coincide con L, paraalginn € Q:fg?f)”(x).

En consecuencia, se tiene:

(o d)" =" 0 ¢" = Lyo L = Ly.
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Ademas, el elemento unidad de este grupo consiste en la trasla-
cién a izquierda definida por la identidad en 2, idg, junto con la
identidad en B, idp, ya que ambos son homeomorfismos, cumplen
las propiedades con respecto a las proyecciones origen y destino del
grupoide topolégico €) y, para cada elemento x € B, se verifica que
idq” coincide con Ls.

Por ultimo, el elemento inverso de la traslacion a izquierda dada
por ¢ y ¢y es el par de homeomorfismos ¢! y ¢~ '. Este par de
homeomorfismo es una traslacion a izquierda sin mas que considerar
que si para x € B la aplicacién ¢ coincide con L¢, entonces o
coincide con Lg-1. O

Se transferira la estructura de grupo existente en el conjunto de

las traslaciones a izquierda al conjunto I'Q2 de secciones admisibles
de 2.

Proposicién 5.6.6.  Sea Q2 un grupoide topoldgico sobre B. En-
tonces I'Q) puede ser dotado de estructura de grupo, respecto a la
multiplicacion *, definida como:

(0x7)(z) =0((BoT)(2))7(z) =z€bB,

donde la aplicacion inclusion de objetose : B — B es el elemento
unidad del grupo y la inversa viene dada por:

o'(@) = o((Boo) (@) z€B.

Ademds, la aplicacion definida como o — L, es un isomorfismo de
grupos, es decir, Lyr = Ly 0 L.

Demostracion.

1. En primer lugar, se tiene, por la Nota 5.6.2, que:

Ly 0 Lr(§) = Le(7(B(£))€) = o 0 B(T(B(£)E)T(B(£))E-
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Pero la seccion admisible @ asociada a la traslacion a izquierda
Ly o L, viene definida, segin la Nota 5.6.3, como sigue: sea
r € B ysea £ € 27, entonces:

T@)=Loo LAE)E =00 B(r(B(£)E)T(B(€))=00 B(r(x))7(x).

Por lo tanto, la multiplicacién * que se ha definido sobre I'Q
es la operacion inducida por la composicion en las traslaciones
a 1zquierda.

. En segundo lugar, la inclusion de objetos ¢ es el elemento
unidad de la operacion *. En efecto, dada una seccién admi-
sible o en (), se tiene:

—

exo(z) =e((Boo)(z))o(z) = (Boo)(z)o(r) = o(z)
para cada x € B. Analogamente, se demuestra que ox = 0.

. En tercer lugar, se va a probar que, dada una seccién ad-
misible o en 2, la aplicacién o=! : B — Q definida como
o~ (z) = o((Bo o) }(z))7}, para cada z € B, es una seccion
admisible.

En efecto, la aplicacién o~} es continua por ser la composicién
de la inversa del homeomorfismo (3 o o seguida de la seccién o,
seguida después de la inversién en el grupoide.

Ademas 07! es inversa a derecha de a ya que:
aog l(z)=a(a((Boo) (z))=Boa((Boa) (z))=u1,

para todo x € B.

1 es un homeomorfismo. Para

También se cumple que 3o o~
ello, hay que ver como actia 8o o~!. Sea z € B, entonces se

tiene:

oo~ (z)=P(o((Bo o)~ (2)) =0 a((Bo o) (x)). (54)
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Pero al ser a o ¢ la aplicacién identidad en B, de (5.4) se
obtiene que:

Bool(z) = (Boo)(z);
por lo que la aplicacion reciproca de o 07! es la aplicacion
B o o, la cual se sabe que es un homeomorfismo. Por lo tanto,
B oo~ también es homeomorfismo y la aplicacion 0! es sec-
cién admisible en ).

4. La seccién admisible 0! que se ha definido es el elemento
inverso de o respecto a la operacion x.

Para ello, se verd que o * 0! es idéntica a la aplicacién &
Y q )
que es el elemento unidad. En efecto, sea x € B, entonces se

verifica:

oxol(z) =

(
(
(aoa((Boo)()a((Boo) (x)™
((Boo)  (z))o((Boo) (z))™!

o o((Boo)\(z)) =7 =e(x).

1

Analogamente se demuestra que o~ % ¢ coincide con €.

5. Por altimo, se tiene que L, o L, y L,,, coinciden, ya que se
ha definido ¢ * 7 como la seccion admisible asociada a L, o L,

como se vio en las Notas 5.6.2 y 5.6.3. U

Se continuara estableciendo un morfismo de grupos entre el grupo
de las secciones admisibles de un grupoide y el de los homeomorfis-
mo de su base. Este hecho es el que se demuestra en la siguiente:

Proposiciéon 5.6.7. Si ) es un grupoide topoldgico sobre B, la
aplicacion B* : I'QQ — Hom(B) del grupo de las secciones admi-
stbles de Q) en el grupo de los homeomorfismos de B en si mismo,
definida como (3*(0) = 3o 0, es morfismo de grupos.
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Demostracién.  En primer lugar, se vera que el elemento unidad
g de I'Q2 va en la aplicacién identidad de B. En efecto, sea 2 € B,
entonces:

Boe(x) = pB(T) =z =idp(z).
En segundo lugar, dadas las secciones admisibles o y 7, se ha de

demostrar que Bo (¢ x7) y (B0 0c) o (B o) coinciden. En efecto,
sea r € B, entonces se tiene:

Bo(ox*1)(x)=pFoa(Bo7(x)). O

A continuacion, se daran algunos ejemplos de secciones admisi-
bles. En primer lugar, se estudiaran cuéles son las secciones admi-
sibles de un grupoide topolégico trivial.

Ejemplo 5.6.8. Sea BXxG x B el grupoide topoldgico trivial de
B sobre el grupo topoldgico G. Entonces, el grupo I'(B x G x B)
de las secciones admisibles estd formado por las aplicaciones de la
forma:

(¢,0,idg): B— Bx G x B

z — (¢(z), 0(z), ),
donde ¢ : B — B es un homeomorfismo y 0 : B — G es una
aplicacion continua.

En efecto, por su definicion, las aplicaciones de la forma
(¢,0,idg) antes indicadas son secciones admisibles. Ahora bien,
sioc: B— B X G Xx B es una seccién admisible, entonces al ser
o continua, cada proyeccion de la aplicacidn o en cada una de sus
componentes es una aplicacion continua. Ademds o o, que es la
tercera proyeccion, es un homeomorfismo y oo, que es la primera
proyeccidn, es la aplicacion identidad en B. Por lo tanto, se tiene
la siguiente igualdad:

(B x G x B) = {(¢,0,idp) | ¢ € Hom(B),0 € F(B;G)}.
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Debido a la expresion de sus elementos, I'(B x G x B)
se puede identificar con el conjunto definido como
{(#,6) | ¢ € Hom(B),8 € F(B;G)}, asociando a (¢,0) la seccion
admisible (¢, 0,1dp). La operacién * definida sobre T'(B x G x B)
resulta, mediante la identificacion:

(¢2,02) * (#1,01) = (2 0 p1, (62 0 ¢1)61),

y la inversa resulta:

(6,0)" = (¢ ,L0009¢7"),

cont: G — G : g g!la inversion del grupo G, que es
continua por ser grupo topoldgico.

En segundo lugar, se estudiaran las secciones admisibles del
grupoide frame de un fibrado vectorial y se probara que estan en
biyeccion con los isomorfismos del fibrado vectorial dado en si mis-
mo.

Ejemplo 5.6.9. Sea (E,p, B) un fibrado vectorial. Sea II(E) el
grupoide frame de E (véase la Definicion 4.1.12). Dada una seccion
admisible o € TII(FE), puede definirse un morfismo de fibrados
vectoriales, que se denotard igualmente por o, sobre 3o o, como:

o F— FE:ur o(p(u))(u),

que estd bien definido, puesto que la seccion admisible o lleva a un
elemento de B en un elemento de I'TI(E).

Entonces se tiene que la operacion x en I'lI(E) estd definida
como g xT =0 oT y que su elemento unidad es idg, la aplicacion
identidad en E. De este modo, cada (0,30o0) es un B-isomorfismo
de fibrados vectoriales.

Reciprocamente, dado un isomorfismo de fibrados vectoriales
¢: E—F sobre ¢9: B— B, la aplicacion o: B—II(FE) definida
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como T — ¢y € H(E)f”(m) es una seccion admisible de II(E) y el
morfismo de fibrados vectoriales inducido por o es ¢.

La continuidad de la seccion admisible se obtiene usando la
trivialidad local.

Para finalizar la seccion se dan las definiciones locales de seccién
admisible y de traslaciéon a izquierda.

Definicién 5.6.10. Sea §2 un grupoide topoldgico sobre B y sea
U un abierto en (). Se denomina secciéon local admisible de {2
sobre U a toda aplicacion o :U — §) continua que sea inversa a
derecha de la proyeccion o de S y tal que foo : U — (Boo)(U)
es un homeomorfismo.

Al conjunto de secciones locales admisibles en U se le denota
por 'y ).

Definicién 5.6.11. Dada o € T'y§, si se denota por V a
(B 0o 0)(U), se define la traslacién local a izquierda induci-
da por o como la aplicacion L, : QU — QV, definida segin

§ = a(BE))E.






Capitulo 6

Grupoides diferenciables

En el Capitulo 4 se estudiaron los grupoides desde un punto de
vista general y se trasladaron a dichos objetos los conceptos y
propiedades existentes en Teoria de Grupos. Posteriormente, en el
Capitulo 5, se hizo lo propio con los grupoides a los que se les super-
pone una estructura topoléogica, esto es, los grupoides topologicos.

El lector debe tener en cuenta que el concepto de grupoide y de
grupoide topoldgico son una generalizacion del de grupo y grupo
topoldgico, respectivamente. Por tanto, si en Teoria de Grupos se
tiene, que tras estudiar los grupos y los grupos topologicos, suelen
estudiarse los grupos diferenciables, que son aquellos que poseen
una estructura diferenciable compatible con la operacién de grupo,
parece logico pensar que el siguiente paso sera definir el concepto
anilogo al de grupo diferenciable en Teoria de Grupoides. Este
concepto es el de grupoide diferenciable y se tratara sin profundizar
demasiado debido a que requeriria de herramientas de mayor calibre
que las ya utilizadas hasta el momento en esta monografia. Si
el lector tiene interés en este tema puede tomar como referencias
[19, 31, 35, 58].

No obstante, el concepto de grupoide diferenciable se tratara con
la profundidad necesaria para que se pueda construir, en el Capi-
tulo 7, el algebroide de Lie asociado a un grupoide diferenciable y
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un funtor de Lie entre los grupoides diferenciables y los algebroides
de Lie.

6.1 Grupoides diferenciables

Los grupoides diferenciables constituyen, como se dijo anterior-
mente, la generalizacion de los grupos diferenciables en el caso de
grupoides. Pero la definicién que se ha ofrecido de grupoide dife-
renciable, desde que Ehresmann la introdujo en una serie de articu-
los [16, 17, 18, 19] en la década de 1950, ha variado dependiendo
de los autores que la han tratado. Esta monografia seguira la defini-
cion de grupoide diferenciable dada por Pradines [44}, pero en la
version de Mackenzie [31]. No obstante, en la Nota 6.1.10 se co-
mentan algunas de estas otras definiciones existentes del concepto
de grupoide diferenciable.

En esta seccion se veran algunas propiedades de las aplicaciones
que definen la estructura de grupoide cuando éste es diferenciable
y se trataran las traslaciones a izquierda y a derecha de un grupo;
estas ultimas son de gran interés porque seran una pieza clave en
el Capitulo 7 para la construccion del algebroide de Lie asociado a
dicho grupoide diferenciable.

En primer lugar, se definir4 el concepto de grupoide diferenciable
como sigue.

Definiciéon 6.1.1. Un grupoide diferenciable es un grupoi-
de Q) sobre B con estructura de variedad diferenciable tanto sobre
Q como sobre B verificindose que las proyecciones origen y des-
tino a, B: Q) — B son submersiones sobreyectivas y la inclusion
de objetos ¢ : B — 0 y la multiplicacion p : 2 x Q — € son
diferenciables.
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Nota 6.1.2.  Obsérvese que 2% 2 es una subvariedad regular de
2 x Q, debido a la Proposicion 1.4.32, ya que tanto o como 3 son
submersiones y se tiene Q * Q = (a x B)"1(Ap), donde Ap es la
diagonal de B y o x (3 es la aplicacion:

axf:QxQ— BxB:(£n)— (a),B(n).
El fibrado tangente de 1 x ) es el definido como:

TQ* W=TQ+TQ={Y D X € T(Q x Q) | T(e)(Y)=T(B)(X)}.

Cuando un grupoide es diferenciable, las fibras, tanto por la
proyeccion origen como por la destino, son subvariedades del gru-
poide, como se demuestra en la siguiente:

Proposiciéon 6.1.3.  Las a-fibras y las B-fibras de un grupoide
diferenciable Q) sobre B son subvariedades regqulares de Q cuya di-
mension es igual a dim(Q)) — dim(B).

Demostracion.  Basta aplicar el Teorema de la funcién implicita,
al ser a y 3 submersiones completas. (]

Como ocurria con los grupoides topologicos, se puede dar una
definicién similar de traslacion a derecha y de traslacion a izquierda
para el caso de los grupoides diferenciables sin mas que sustituir
continuidad por diferenciabilidad en la Definicion 5.2.8. A conti-
nuacién, se establecera que las traslaciones son difeomorfismos.

Proposicién 6.1.4.  Las traslaciones a derecha y a izquierda son
difeomorfismos.

Demostracion.  Se tiene de forma inmediata del hecho de ser res-
tricciones del producto del grupoide a €, x {£} y a {£} x Q°F,
respectivamente. 0]

Para la aplicacién tangente de la multiplicacion del grupoide
diferenciable se tiene el siguiente:
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Lema 6.1.5. Sea QQ un grupoide diferenciable sobre B y sea
p  Q*xQ — Q la multiplicacion.  Entonces, para todo
Y € Ty(Qg), X € Te(259), se verifica:

T(p)(Y ® X) = T (Re)(Y) + Te(Ln)(X).

Demostracion.  Sea f una funcion diferenciable en €.
Por una parte se cumple:

Tag(P)Y @ X)(f) =Y @ X)(fop) =Y (fop)+ X (fop)
Ademas, se tienen:
Y(fop)=Y(foRe) vy X(fop)=X(folLy),
puesto que se estd derivando respecto de los campos provenientes

de la primera y de la segunda componente de T€) x T2, respecti-
vamente. Por lo tanto:

Ting ()Y @ X)(f) = Ty(Re)(Y)(f) + Te(Ly)- O

En la Definicién 6.1.1 de grupoide diferenciable, no se pide la
diferenciabilidad de la aplicacion inversién que aparece en la Defini-
cion 4.1.1 de grupoide. Esto se debe a que dicha diferenciabilidad
se obtiene como consecuencia de las propiedades que se les exigen
al resto de aplicaciones. Este hecho se demuestra en la siguiente:

Proposicién 6.1.6.  La inversion de un grupoide diferenciable
Q2 sobre B es una aplicacion diferenciable.

Demostracion.  Considérese la aplicacion:

0: 040 — QX0 (1,€) = (n,1¢),
donde la definiciéon de €2 x Q es la dada en el Ejemplo 4.3.27. Es
evidente que 6 es un biyeclzién. Se prueba, a continuacion, que 6 es
una inmersion.

Sea YO X€ Ty ¢)(£2%82) y supongase que T'(0)(YD X ) = 040. Si

m : QX Q — Qes la primera proyeccion, al cumplirse m 080 = 7y,
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se verifica que T'(m)oT(8) = T(m) y, por tanto, Y = 0. Obsérvese
que, por otro lado, se tiene que si m : 2 X @ — Q es la segunda
proyeccion, entonces me 08 = p, y, por el Lema 6.1.5, se obtiene que
0 = T¢(L,)(X). Por tanto X = 0, ya que L, es inyectiva.

Como a y [ son submersiones y como:

QrQ=(axf)(Ad5) vy Qx0=(8x0)(Ap),

se concluye que tanto €22 como ) x € tienen la misma dimension
B
como variedades, por la Proposicion 1.4.32.

De este modo, 6 es biyectiva y T8 es inyectiva. En consecuencia,
T es biyectiva y, por el Teorema de la Funcion Implicita, 6 es un
difeomorfismo local. Pero 6 es inyectiva, por lo que 8 es difeomor-
fismo ya que la diferenciabilidad es una propiedad local.

Considérese la aplicacion:

———

V:Q—HQEQW?'_’(W,ﬁ(W))v

que es diferenciable por serlo cada una de sus coordenadas. Sea
la composicién 7, 0 87! o v, que se sabe es diferenciable. Dicha
composicién es la inversion del grupoide diferenciable puesto que:

m 00~ oy(n) =m0 87 (n,B(n) = m(n,n") =n7".
En consecuencia, la inversion es una aplicacion diferenciable. O

Se acaba de demostrar que la inversion es diferenciable. Pero
adema4s es inversa de si misma y se tiene, por tanto, el siguiente:

Corolario 6.1.7.  La inversion de un grupoide diferenciable es
un difeomorfismo. 1

Una vez tratada la inversién de un grupoide diferenciable, se
estudiara la inclusion de objetos. En la Definicion 6.1.1 se exige
que sea diferenciable, pero se probar4 en seguida que en realidad es
una inmersién inyectiva.
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Proposicién 6.1.8.  La inclusion de objetos de un grupoide dife-
renciable ) sobre B es una inmersidn inyectiva.

Demostracion.  La prueba se basa en la Proposicion 5.1.5 y en el
hecho de que, tal como ocurria en la demostraciéon de la Proposi-
cion 5.1.3, se tiene que tanto « como [ son inversas a izquierda
de €. O

Consecuencia inmediata es el:

Corolario 6.1.9. El espacio B es una subvariedad cerrada
de €. O

Nota 6.1.10. Como se comentd al principio de esta seccion,
la Definicién 6.1.1 de grupoide diferenciable es una version de
Mackenzie [31] de la que dio Pradines en [44]. No obstante, existen
otras definiciones de grupoide diferenciable, entre las que citamos
las debidas a los siguientes autores:

i. Ehresmann [19] exige estructura de variedad diferenciable para
Q verificando que las aplicaciones:

Q—>Q:£t—>£¥2 y Q——»Q:fl—»ﬁg
sean submersiones y que la multiplicacion sea diferenciable.

ii. Kumpera y Spencer [27] y ver Eecke |56] erigen la estruc-
tura de variedad diferenciable sobre 1 y sobre B tales que las
proyecciones a y 3, la inclusion de objetos y la multiplicacion

sean diferenciables, ademds de que 2 x 0 sea subvariedad re-
gular de €2 x Q.

ii1. Weinstein [58] solo exige la diferenciabilidad de los espacios
total y base y de las proyecciones origen y destino y de la
multiplicacion.
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Este 1ltimo autor refiere en 58] que la condicién pedida en la
Definicion 6.1.1 acerca de que las proyecciones origen y destino
sean submersiones tiene como objetivo asegurar que el dominio de
la multiplicacion sea una subvariedad diferenciable de Q x Q.

La seccién se concluye con algunos ejemplos de grupoides topo-
logicos.

Ejemplo 6.1.11. Si Q es un grupoide trivial sobre B tal que
tanto €2 como B son variedades diferenciables, entonces €1 es un
grupoide diferenciable sobre B.

En particular, si Q es un grupo diferenciable y B es un conjunto
unitario el grupoide trivial con grupo 2 sobre B es el propio grupo
diferenciable.

Del mismo modo, si B es una variedad diferenciable y el grupoide
diferenciable considerado es {1}, formado sdlo por el elemento
unidad, se tiene definido el grupoide diferenciable producto carte-
siano B x B sobre B.

Ejemplo 6.1.12. Sea~y: G x B — B una accidn diferenciable
de un grupo de Lie G sobre una variedad B Entonces el grupoide
accion G X B es un grupoide diferenciable sobre B.

Ejemplo 6.1.13. Sea B una variedad arcoconexa, localmente
coneza y semilocalmente simplemente conera. Mackenzie, en el
Ejemplo 1.14 del Capitulo III de [31], afirma que el grupoide fun-
damental 7(B) es un grupoide diferenciable sobre B de modo que
su anclaje es una aplicacion diferenciable. Ademds la estructura
diferenciable del grupoide fundamental es la tinica para la que el
anclaje es diferenciable

Ejemplo 6.1.14.  Sea ) un grupoide diferenciable sobre B y sea
p Q*xQ — Q su multiplicacion. Entonces el fibrado tangente
T de Q) es un grupoide diferenciable sobre el fibrado tangente T B
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de B, cuyas proyecciones origen y destino son las aplicaciones tan-
gentes T'(a) y T(B), respectivamente, la inclusion de objetos es la
aplicacion tangente T'(e) y la multiplicacion es la aplicacion tan-
gente T'(p).

En efecto, los fibrados tangentes son variedades diferenciables.
Ademds, la aplicacion tangente de una aplicacidn diferenciable es
diferenciable y la de una submersion es submersion (véase la Pro-
posicion 1.4.41).

6.2 Morfismos diferenciables

En esta seccion se definiran los morfismos diferenciables o de gru-
poides diferenciables a partir del concepto de morfismo de grupoides
que se estableci6 en la Definicion 4.2.1. También se dara la defini-
cion clasica de grupoide de Lie y de subgrupoide diferenciable y de
Lie. Se comenzara, la seccion definiendo los morfismos de grupoides
diferenciables:

Definicion 6.2.1.  Sean Q y Q) dos grupoides diferenciables sobre
B y B, respectivamente. Un morfismo de grupoides diferen-
ciables o morfismo diferenciable es un morfismo de grupoides
(¢, do) : (2, B) — (U, B') verificando que ¢ y ¢y son aplicaciones
diferenciables.

Nota 6.2.2. Obsérvese que no es necesario exigir que @y sea
diferenciable en la Definicion 6.2.1, por un razonamiento andlogo
al usado en la Nota 5.2.2.

Como pasaba con los morfismos de grupoides y de grupoides
topologicos, la composicion es cerrada para los morfismos diferen-
ciables.

Proposiciéon 6.2.3.  La composicion de dos morfismos de gru-
poides diferenciables es un morfismo de grupoides diferenciables.
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Demostracion.  Por la Proposicion 4.2.6, la composicién es un
morfismo de grupoides. Ademés la composicién de aplicaciones
diferenciables es diferenciable, lo que completa la prueba. O

Como consecuencia de la proposicion anterior, se tiene el
siguiente:

Corolario 6.2.4. FEriste la categoria DifGrd de los grupoi-
des diferenciables en la que los objetos son los grupoides dife-
renciables, los morfismos son los morfismos diferenciables y la com-
posicion la propia composicion de morfismos.

Igualmente, dada una variedad B, eziste la subcategoria llena
DifGrdg de DifGrd obtenida al considerar como objetos los gru-
poides diferenciables sobre B. Se la denominard categoria de los
grupoides diferenciables sobre B. O

A continuacién, se dara la definicion clasica de grupoide de Lie,
pero puede resultarle interesante al lector una aclaracién histoérica
previa de dicho concepto.

Historicamente, se definian, por un lado, los grupoides diferen-
ciables y, por el otro, los grupoides de Lie. Estos tltimos se diferen-
ciaban de los grupoides diferenciables en que eran localmente tri-
viales. La distincion entre estos dos conceptos la establecié Pradines
en [45], en donde llamaba grupoides infinitesimales (en francés,
“groupoides infinitésimaux”) a los grupoides de Lie, ya que los con-
sideraba una version infinitesimal de los grupoides diferenciables.
No obstante, Almeida y Kumpera en [3] deciden llamar a ambos
objetos por el mismo nombre indicando que son localmente triviales
cuando sea preciso. Mackenzie en [33] opta también por esa termi-
nologia. En consecuencia, grupoide diferenciable y grupoide de Lie
se podrian considerar sinénimos si no fuese por el valor histérico de
dicha distincién.
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Ahora si puede darse la definicion de grupoide de Lie, que es la
que sigue:

Definicion 6.2.5. Un grupoide de Lie es un grupoide dife-
renciable localmente trivial.

Nota 6.2.6.  Obsérvese que la Proposicion 6.2.3 también asegura
la existencia de la categoria LGrd de los grupoides de Lie,
que es la subcategoria llena de DifGrd que tiene por objetos a los
grupoides de Lie.

En un grupoide topolégico pueden existir varias estructuras de
grupoide diferenciable no difeomorfas. Ademéas un morfismo con-
tinuo de grupoides diferenciables no tiene por qué ser diferenciable.
Esto ocurre incluso si es un morfismo de grupoides diferenciables
triviales que conserve la base, como puede verse en:

BxB— BxGxB:(y,z)— (y,0y)0(x)"", z),

para, varias aplicaciones diferenciables § : B — G.

El siguiente concepto a definir son los subgrupoides diferencia-
bles y, como caso particular suyo, los subgrupoides de Lie.

Definicién 6.2.7.  Sea ) un grupoide diferenciable sobre B. Un
subgrupoide diferenciable de Q2 es un grupoide diferenciable (¥
sobre B' junto con un morfismo de grupoides diferenciables
(¢, d0) : (V,B') — (Q, B) cumpliendo que ¢ es una inmersion
nyectiva.

Un subgrupoide diferenciable (€Y, ¢) de 2 es un subgrupoide
diferenciable regular si la aplicacion ¢ : Q' — ¢(2) es un
homeomorfismo.

Un subgrupoide diferenciable ((V, @) de ) se dice ancho si B=B'
Yy ¢o = idp.
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51§ es un grupoide de Lie sobre B, un subgrupoide diferenciable
ancho (¥, ¢) de Q con V' localmente trivial es una reduccién o
subgrupoide de Lie de ).

Nota 6.2.8. Obsérvese que en el caso de grupoides y grupoi-
des topoldgicos, para definir los conceptos de subgrupoide y de sub-
grupoide topoldgico no se precisaban de los conceptos de morfismo
de grupoide y de morfismo continuo, respectivamente. Cuando se
trata de definir un grupoide diferenciable si serd mecesario hacer
uso del concepto de morfismo diferenciable. Esto se debe a que a
los subgrupoides diferenciables se les pide que sean subvariedad del
grupoide diferenciable de partida y en la Definicidn 1.4.29 de sub-
variedad se observa que interviene una inmersion inyectiva. Por
eso se le pide al morfismo diferenciable que sea inmersion inyec-
tiva.

A continuacién, se dara un ejemplo de subgrupoide diferencia-
ble para un grupoide diferenciable arbitrario. Este ejemplo es la
Proposicion 1.17 del Capitulo IIT de [31] al que puede recurrir el
lector para su demostracion.

Ejemplo 6.2.9.  Sea Q) un grupoide diferenciable sobre B. En-
tonces el subgrupoide interno G2 de §) es una subvariedad cerrada
de Q y es un subgrupoide diferenciable de ).

Para cerrar esta seccion, se indican los enunciados de dos proposi-
ciones interesantes sobre grupoides diferenciables cuya demostraciéon
requiere de foliaciones sobre variedades, por lo que las obviamos,
dando sin embargo una referencia. La primera es el Teorema 1.4
del Capitulo III de [31], que le fue comunicado a Mackenzie por
Pradines en 1979. Su enunciado es el siguiente:



196 TEORIA DE GRUPOIDES Y ALGEBROIDES

Proposicion 6.2.10.  Sea ) un grupoide diferenciable sobre B.
Entonces para cada x € B, la aplicacion B, : 2, — B es una
submersion. O

La segunda de las proposiciones corresponde al Corolario 1.5 del
mismo capitulo referido antes y su enunciado es:

Proposicién 6.2.11.  Sea 2 un grupoide diferenciable sobre B.
Entonces para cada x,y € B, se tiene que Q¥ es una subvariedad
reqular cerrada de §,, de QY y de 2. En concreto, cada grupo-
vértice Q12 es un grupo de Lie. O

El siguiente grafico puede aclarar las distintas relaciones e inter-
conexiones existentes entre las diversas categorias de grupoides que
se han definido en estos tres altimos capitulos:

Grd
TGrd
DifGrd
LGrd

Figura 6.1: Interconexiones entre las distintas categorias de grupoides.



Capitulo 7
Algebroides de Lie

En este capitulo se trataran de exponer los conceptos y resultados
que se han considerado relevantes y necesarios para un primer acer-
camiento a los objetos matemaéticos conocidos como algebroides de
Lie. Para ello, se daran tanto los conceptos de algebroide de Lie
como de los morfismos entre dichos algebroides y el funtor de Lie que
se puede construir entre la categoria de los grupoides diferenciables,
vista en el Corolario 6.2.4, y las categorias de algebroides de Lie
que se veran en el presente capitulo. Siempre que se trabaje con
morfismos entre algebroides de Lie, habra que tener en cuenta si
dichos algebroides son sobre distintas bases o sobre una misma.
Esto es debido a que la generalizacion de la definicién de morfismo
de algebroides de Lie sobre una misma base al caso en que éstas son
distintas no es inmediata y conlleva la introduccién del concepto de

descomposicion de una seccién de un fibrado vectorial.

Una vez se tiene el concepto de morfismo, se pueden definir dos
categorfas. La primera tomando como objetos los algebroides de
Lie sobre una base determinada y con los morfismos entre ellos co-
mo morfismos de la categoria. La segunda consiste en no dejar fija
la base y considerar los morfismos entre algebroides de Lie sobre
distintas base. Dichas categorias permiten crear sendos funtores de
Lie entre la categoria de los grupoides diferenciables (véase Capi-
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tulo 6) y las anteriormente mencionadas. Estos funtores de Lie se
construyen analogamente al que se tiene entre los grupos de Lie y
las 4lgebras de Lie. De hecho, estos funtores se basaran en la cons-
truccion del algebroide de Lie asociado a un grupoide diferenciable
que se observara en el presente capitulo y que sigue los pasos rea-
lizados para construir el algebra de Lie asociada a un grupo de Lie,
teneiendo siempre presente las diferencias que conllevan los objetos
que se estan tratando.

Ademss de todo lo comentado hasta el momento, se incluyen
también ejemplos acerca de estos objetos, todos ellos con impor-
tancia histérica en las cuestiones que atafien al estudio de los alge-
broides de Lie.

7.1 Algebroides de Lie sobre una misma base

En la presente seccion se dan las definiciones de algebroide de Lie
y de morfismo entre los mismos, siempre que ambos posean la mis-
ma base. En la siguiente seccion se estudiaran los morfimos entre
algebroides de Lie sobre distinta base. Esta diferenciacién se rea-
liza por interés historico y manipulativo. Esto se debe a que los
morfismos entre algebroides de Lie sobre una misma base se re-
montan a los comienzos de esta teoria en 1967, debida a Pradines
(véase [45]); mientras que para el caso en que los algebroides de
Lie tenian distinta base tal definicién no era suficientemente clari-
ficadora. Por ello, en 1981, Almeida y Kumpera aclararon dicha
definicion en [2] aunque atGn resultaba poco manipulativa. Esto se
solventa con la definicién equivalente dada en 1990 por Higgins y
Mackenzie en [24].

La definicién de algebroide de Lie pretende asociar a un fibrado
vectorial de rango finito una estructura lo més parecida posible a
la de algebra de Lie. De este modo, se define:
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Definicién 7.1.1. Sea B una variedad diferenciable y TB su
fibrado tangente. Un algebroide de Lie sobre B, o con base B,
es un fibrado vectorial A= (A,p, B) junto con un B-morfismo de
fibrados vectoriales q : A — T B, denominado el ancla del alge-
broide de Lie, y un corchete [, | :TAXxT'A— TA, siendo'A el
F(B)-mddulo de las secciones globales de A, verificando:

1. [, ] es R-bilineal, alternado y satisface la identidad de Jacobi.
2. ¢([X,)Y]) = [g(X),q(Y)], VX,Y eTA
3. [X,uY]=w[X,Y]+(q(X))(w)Y, VX,YETA, VuecF(B).

Nota 7.1.2. A menos que sea absolutamente necesario, por ejem-
plo, cuando pueda existir posible confusion con la proyeccion o con
la base, suele decirse “A un algebroide de Lie sobre B” en lugar de
“un algebroide de Lie (A,p, B)”.

Hay que hacer algunas aclaraciones sobre los conceptos y objetos
que aparecen en la Definicion 7.1.1.

Nota 7.1.3.  El conjunto de las secciones de un algebroide de Lie
sobre una variedad B es un F(B)-mddulo finitamente generado y
proyectivo, como se demuestra en las Proposiciones 8.2.1 y 3.2.10
y en la Nota 3.2.11.

Ademds, todo F(B)-mddulo finitamente generado y proyectivo
es el mddulo de las secciones de un algebroide de Lie, gracias a
que el fibrado vectorial obtenido por el Teorema de Swan (véase la
Nota 3.2.12) puede dotarse de estructura de algebroide de Lie.

Nota 7.1.4. La condicidn 1 de la Definicion 7.1.1 viene a decir
que ' A es un dlgebra de Lie respecto al corchete [, | definido, pues
al ser un F(B)-mddulo, I'A es un espacio vectorial real.
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Nota 7.1.5. El ancla q es un B-morfismo del fibrado vectorial
A en el fibrado vectorial (T B, 7, B), que se menciond en el Ejem-
plo 2.1.12. Decir que q es un B-morfismo significa que q es diferen-
ciable, que moq = p y que es una aplicacion lineal en cada fibra de
A. También se tiene que q tnduce un morfismo de F(B)-mddulos
¢« : 'A — I'TB definido como q.(X) = qo X como se puede
ver en la Proposicion 8.2.8. No obstante, la mayoria de los au-
tores suelen identificar q con q., denotando q.(X) por q(X) para
cualquier X en T'A (véanse para ello [29, 31]). Dicho esto, en es-
ta monografia también se hard uso de esta identificacion, teniendo
sentido, por lo tanto, la condicion 2 de la Definicion 7.1.1; dicha
condicion permite asegurar que q es un morfismo de dlgebras de Lie
de I'A en I'TB, que como se ve en el Ejemplo 3.1.8 coincide con
X(B), que es un dlgebra de Lie con respecto al corchete de Poisson,
definido como:

[, ]:x(B) x x(B) — x(B) : (X1, X2) = X1 Xz — Xo2X1,
como se observa en el Teorema 1.5.14.

Nota 7.1.6. En 3 de la Definicion 7.1.1, el término q(X)(u)
es la derivada de Lie de u con respecto al campo g(X) de vec-
tores tangentes. Para la definicion de derivada de Lie respecto de
un campo, véase la Definicion 1.5.15. Suele ser conveniente, en
ocastones, denotar q(X)(u) por [X,u|, con lo que se obtiene una
accion [, | : TA x F(B) — F(B). Utilizando esta notacion, las
condicion 8 puede escribirse como una regla de Leibniz:

[X,uY] =u[X,Y]+ [X,u]Y
y la condicion 2 se convierte en una especie de identidad de Jacobi:

[[X, Y]’u] = [X7 [Y’u” - [Y7 (X, u]].
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En efecto, por definicidn, se tiene:
[[X, Y], u] = q([X, Y])(u),
(X, [V, u]] = [X, ¢(Y)(u)] = ¢(X)(g(Y)(w)) v
Y, [X, u]] = [V, ¢(X) (u)] = q(V)(a(X)(w)).

Por lo que dicha identidad de Jacobi, al desarrollarla, equivale a la

~—

condicidon 2.

Dos de las clases méas tratadas y usadas de algebroides de Lie
son las que siguen:

Definicion 7.1.7. Con la notacion de la Definicion 7.1.1, un
algebroide de Lie se dice:

e transitivo, si su ancla q es una submersion inyectiva;
e totalmente intrasitivo, si g es idénticamente nulo.
Tomando como punto de partida los morfismos de fibrados vecto-

riales, se da comienzo al tratamiento de los morfismos entre alge-
broides de Lie sobre la misma base con la siguiente:

Definicion 7.1.8.  Sean A=(A,p,B) y A'=(A',p/, B) dos alge-
broides de Lie sobre la misma base B. Entonces un morfismo de
algebroides de Lie sobre B (o que conserva la base B) es
un B-morfismo de fibrados vectoriales ¢ : A — A’ cumpliendo:
1.qo¢=q,
2. ¢([X,Y]) = [(X),0(Y)], VX,Y €eTA

Nota 7.1.9. La condicion 1 de la Definicion 7.1.8 equivale a
afirmar que el siguiente diagrama es conmutativo:

A2

e ()

B:B
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Proposiciéon 7.1.10.  La composicion de morfismos de algebroz-
des de Lie sobre B es un morfismo de algebroides de Lie sobre B.

Demostracion. Sean ¢y : Ay — Ay y ¢9 1 Ay — Ajz dos
morfismos de algebroides de Lie sobre B y sean ¢, g2 y g3 las
respectivas anclas de Ay, A; y Aj.

La composicién de B-morfismos de fibrados vectoriales es de
nuevo un B-morfismo por la Proposicién 2.1.25.

Como ¢ y ¢9 son morfismos de algebroides de Lie, entonces:

@odr=q  g30¢py = qo,
[ X, Y] = [01(X), 1 (Y)], VXY €Ay,
(b?[le Yl] = [¢2(X,)7¢2(Y’)]7 \VIXI7YI € FAQ,

de donde se tiene que:

qzo(p20¢r) = (gzods) o = g0 = q,
(92001)[X, Y]=2[h1(X), 91 (V)= [(p20¢1)(X), (p2001)(Y)],

para cualesquiera X,Y € I'A;. 0

Corolario 7.1.11. Dada una variedad B, la categoria LAp
de los algebroides de Lie sobre B es la que tiene por objetos
a los algebroides de Lie sobre B, como morfismo los morfismos de
algebroides de Lie sobre B y como composicién la composicion de
dichos morfismos. O

Se veran, a continuacion, los ejemplos més sencillos de alge-
broides de Lie, que son las algebras de Lie sobre R, los fibrados
tangentes y los haces de algebras de Lie.

Ejemplo 7.1.12.  Los algebroides de Lie sobre una base formada
por un espacio unitario son las dlgebras de Lie.
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En efecto, sea A un algebroide de Lie sobre una base B forma-
da por un inico punto xo. Entonces, las secciones de A estdn en
correspondencia biyectiva con los elementos de A, pues toda sec-
cion o estd determinada por o(xg) € A y cada elemento a € A
determina la seccion ¢ : B — A definida como o(xy) = a. En
consecuencia, las condiciones de la Definicion 7.1.1 aseguran que
los algebroides de Lie sobre una base formada por un espacio uni-
tario son las dlgebras de Lie.

Obsérvese que el ancla de este fibrado debe ser el morfismo nulo
definido como q: A — TB : a — 0, puesto que el fibrado tangente
TB de la variedad B es {0} por ser una variedad formada por un
unico punto.

Ejemplo 7.1.13. Sea B una variedad. El fibrado tangente T B
de la variedad B es un fibrado vectorial. Si se considera como
corchete el corchete de Poisson definido como:

[X,Y]=XY -YX, VXY elTB,

(véase el Teorema 1.5.14) y como ancla, el morfismo identidad
q =idrp : TB — TB del fibrado vectorial T B, resulta evidente
que se cumplen las propiedades de algebroide de Lie.

Ejemplo 7.1.14 (Haz de algebras de Lie 0 LAB).  Se deno-
mina haz de 4lgebras de Lie a un fibrado vectorial (L,p, B)
Junto con un campo de corchetes |, | : 'L x 'L — T'L (que se
da en el Ejemplo 2.1.40) y la aplicacion nula como ancla, de modo
que dicho fibrado vectorial admita una representacion coordenada
{(Ui,¥i)} con ¢; : p7Y(U;) — U; x g, donde g es un dlgebra de
Lie y se verifica que 1; , es un isomorfismo de dlgebras de Lie, para
cada x € B.

Por otro lado, sean (L1, p1, B1) y (Lo, p2, B2) dos haces de dl-
gebras de Lie. Entonces un morfismo de haces de dlgebras de Lie
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(¢, ¢0) : (L1,p1,B1) — (Lo, pa, Bs) es un morfismo de fibrados
vectoriales tales que cada ¢y : py'(z) — p3'(do(x)) es un morfis-
mo de dlgebras de Lie. Obsérvese que si los dos haces de dlgebras
de Lie poseen la misma base, los morfismos de dichos haces de dl-
gebra de Lie entran en los definidos en la Definicion 7.1.8, puesto
que la condicion g o ¢ = q, se verifica trivialmente.

Obsérvese que todo haz de dlgebras de Lie es un algebroide de Lie
totalmente intransitivo, puesto que su ancla es idénticamente nula.
No obstante, un algebroide de Lie totalmente intransitivo no tiene
que ser necesariamente un haz de dlgebras de Lie. De hecho, dicho
algebroide de Lie consistiria en un fibrado vectorial con un campo
de corchetes de dlgebras de Lie, pero todas las fibras no tienen que
ser necesariamente dlgebras de Lie isomorfas entre si, ni siquiera

dentro de una misma componente conexa de la base del algebroide
de Lie.

Se da, a continuacion, un resultado en el que se indica el modo en
que actia el corchete de un algebroide de Lie sobre el médulo fini-
tamente generado de las secciones del fibrado (véase la Nota 7.1.3).

Proposicién 7.1.15. Sea A un algebroide de Lie sobre B con
corchete | , | y sea {X;};_; una base de I'A. Entonces se tiene:

[Xi,Xj] = ZCZ-Xk,
k=1
con cfj funciones diferenciables de B.

Demostracion. Se deduce de forma inmediata de ser 'A un
F(B)-modulo finitamente generado. O

Nota 7.1.16. Obsérvese que los cfj de la Proposicion 7.1.15 de-
sempenian el papel de las constantes de estructura de un dlgebra de
Lze.
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Recuérdese que, dado un fibrado vectorial, se puede construir un
subfibrado suyo a partir de un abierto de su base (véase la Proposi-
ciéon 2.1.18). De forma analoga, dado un algebroide de Lie, se va
a obtener otro a partir de un abierto de su base. No obstante, se
necesita previamente un corchete para el mismo; éste es el objeti-
vo del lema y de la proposicion siguientes. Ambos resultados han
sido probados por Mackenzie en la Proposicion 2.2 del Capitulo I11
de [31]. Nosotros damos aqui estas mismas pruebas ligeramente
ampliadas, a efectos de una mejor comprension.

Lema 7.1.17. Sea (A,p,B) un algebroide de Lie y sea U
un abierto en B. Entonces, si se denota a p~}(U) por Ay,
el corchete | , ] : TAxTA — TA induce un corchete
[, Ju : TAy xTAy — T'Ayp.

Demostracion. Sean X,Y€T'A con Y anulandose sobre el abierto
U de B, entonces [X,Y] se anula sobre U. En efecto, sea xy un
elemento de U, es conocido que existe u: B— B diferenciable tal
que u(zg) =0y u(B\ U)={1} ya que {z¢} es un compacto de B
contenido en U. Entonces:

(X, Y](zo=[X, uY|(zo)=u(z0)[X, Y](x0) + Q(X)(7»L)(360)Y(v”l50)=O-El

Proposicién 7.1.18.  En las condiciones del Lema 7.1.17, el
fibrado vectorial (Ay, py,U) es un algebroide de Lie con el corchete
definido en dicho lema y el ancla definido por:

qu : U — TU,
consistente en la restriccion del ancla q del algebroide de Lie dado.

Demostracion. El B-morfismo dado por el ancla ¢ induce un
U-morfismo de fibrados vectoriales gy, en virtud de la Proposi-
cion 2.1.21. Ademas, verifica, junto con [, |, las condiciones 2 y 3
de la definicion de algebroide de Lie. O
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Se ofrecen seguidamente algunos ejemplos de algebroides de Lie
que se consideran de relativa trascendencia en el estudio histérico
de los objetos tratados.

Ejemplo 7.1.19. Se denomina algebroide de Lie trivial o un
fibrado vectorial trivial con una estructura de algebroide de Lie.

Dado un algebroide de Lie A sobre B de rango r y un abierto
trivializador U de A, se tiene que el algebroide de Lie Ay sobre
U es trivial y de rango v, en virtud de la Proposicion 2.1.16 y la
Proposicion 7.1.18.

Por la Teorema 3.2.5, se tiene que el mddulo de las secciones
['Ay estd generado por una base {X;}I_,.

Ejemplo 7.1.20. Sea un dlgebra de Lie g y una variedad B.
Considérese el fibrado tangente (TB,m,B) y el fibrado trivial
(B xg,p,B). Se tiene entonces la suma de Whitney TB® (B X g)
sobre la wvariedad B. En dicha suma se define un ancla
q:TB&® (B xg) — TB dado por la proyeccidn primera de
la suma directa, y un corchete definido como:

XeVYeW]=[X,Y|e{X(W)-Y(V)+[V,W]},

donde el corchete sobre T' B es el corchete de Poisson y el corchete
sobre B x g estd definido por el corchete del dlgebra de Lie g como
stgue:

V,W](z) = [V(z), W(z)], Vze€B.

Obsérvese que para poder afirmar que el fibrado wvectorial
TB & (B x g) sobre B es un algebroide de Lie solo ha de de-
mostrarse que el corchete verifica la identidad de Jacobt y que se
cumple la condicion 8 de algebroide de Lie.

Sean X ® V1, Y & Vo y Z @ V3 tres secciones de la suma de
Whitney. Entonces se tiene:
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XeW,[YeVs,ZaVi)]+[Y &V, [Ze Vs, X eV

+ZzoVs [ XeW,Y ol

= [X, [V, Z]] @ {X(Y(V3) — Z(V2) + [V2, V3]) — [, Z](W1)
+ Vi, [V, Val] + V1, Y (V3)] = [V1, Z(W)]} + [, [Z, X]]
e {Y(Z(V1) = X(V3) + [V3, W1]) — [Z, X](Va)
+ [Va, [V, ill + [Va, Z(W1)] — [Va, X (V3)]} + [Z, [X, Y]]
®{Z(X(Va) =Y (V1) + [V1, Va]) — [X, Y](V3)
+ [Vs, [Va, Vil] + [V3, X (V)] — [V3, Y (VA)]}

=00 {[X,Y](V3) + [V, Z](1) + [Z, X](V2) = [Y, Z](\1)
—[Z,X])(Va) — [X,Y](V5) + X ([Va, V&) + Y ([V3, VA])
+ Z(V1, Va]) = [Va, X (V)] — [X(Va), V3] — [Y'(V3), V]
— [Y (W), Va] = [Z(V1), Vo] = [V1, Z(Va)]} = 0 0,

donde se ha hecho uso de la definicion del corchete de Poisson en
TB y donde X(V) es la derivada de Lie de V' respecto de X.

Sean X Vi yY @ Vo e I(TB® (B x g)) yu € F(B), se va
a ver que se cumple 3:

(X @ Vi, u(Y @ V)] = [X,uY] & {X(uV)) — u¥ (V) + [V, uV3]}
= [X,uY] @ { X (uV) — u¥ (V) + Vi, ul]}
= {u[X,Y]+ X(u)Y}®

(X (Vs +uX (V) — uY (V) + Vi, uVi]}
=u[ XV, Y® Vo] + (X VY (u)(Y BVa).

Ejemplo 7.1.21. Sea B = R y considérese el corchete [ , |’
definido sobre el fibrado tangente T B como:

d d) . .d
[ﬁﬁ,n%] =t(§n—£n)a,
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con &,n € F(B), y el ancla definida como:
d d
:TB — cE— —.
q TB gdt — tfdt

Entonces TB es un algebroide de Lie sobre B con la estructura
dotada por el corchete y el ancla asi definidos.

En efecto, la aplicacion q es diferenciable de manera trivial y
el corchete es R-bilineal y alternado por definicion. Por lo tanto,
resta probar las condiciones 2 y 3, ademds de la identidad de Jacobi
del corchete. Se verd en primer lugar la condicidn 2:

d d) d . d
q [faa n%] = q(t(&n — &n)—) = £2(&7 — &n)—
. d d
= (&0 — &) + (¢ — tfn)

d d d
—5 ( )dt tﬂdf(tf)a

- [té%,tn%] aeghatng)|

A continuacion, se verd la condicion 3:
(€5, fng) = t((fmé — fné) %
= t(fn€ —tné +tfen) L = fl&, 0" + a(m)(HE;
Por idltimo, se verd la identidad de Jacobi:

[ ]’+[[?75t Dy edy i ey sy

d

= t{(&n — 775)— —tC(En —nE +tETN —t € n)dt
d

+tE(n¢ — 5()@ —t&(n¢ — ¢ +tn ¢ —t 1 C)%

. .d L .. d
+ (€ — £¢) 7 — tn(C€ — €+ & —t ()= =
dt dt
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El siguiente ejemplo se debe a A. Weinstein y aparecié por
primera vez en [31].

Ejemplo 7.1.22 (Algebroide Accién de Lie). Sean B una
variedad y g un dlgebra de Lie. Definase una accion:

H:g—TB: X — X',
como una aplicacion R-bilineal que conserve los corchetes, esto es:
[(X,Y]' =X Y] VXY cq.

Extiéndase la notacion ' a las aplicaciones V : B — g del modo
siguiente: se denotard por V' al campo vectorial sobre B definido
como:

Vi) =V (b)i(b), Vbe B.

Entonces el fibrado vectorial trivial B X g sobre B adquiere estruc-
tura de algebroide de Lie considerando el ancla q: Bx g — TB
definido como:

a(b, X) = X'b),  ¥(b,X)€Bxg
y el corchete dado por:
[V, W] =VIW) = Wi(V) + [V, W],

donde VI(W) denota la derivada de Lie con respecto de V1 de la
funcion W que toma valores en g y el corchete | , |* es el corchete
definido por:

[V.W]*(z) = [V(z), W(z)], VzeB,

para las aplicaciones V.y W de M en g. Para mds detalles
véanse [24, 31].
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El algebroide de Lie asi obtenido se suele denotar por B % g
y recibe el nombre de algebroide accién de Lie o algebroide
transformacion de Lie correspondiente a la accion infinitesimal
H:g — TB.

El concepto de algebroide de Lie abeliano existe y es el que sigue:
Definicion 7.1.23.  Un algebroide de Lie A sobre B se dice
abeliano o conmutativo s::

[X,Y] =0, VX,V €eT'A,
donde O es la seccion nula de I'A de la Definicion 3.1.13.

Se definir4, a continuacién, la suma directa de algebroides de
Lie, aprovechando la suma de Whitney definida en los fibrados vec-
toriales. Para ello, se demuestra la siguiente:

Proposicién 7.1.24. Sean A y A’ dos algebroides de Lie sobre

B tal que A es transitivo con anclas q y ¢ en A y en A, respec-

tivamente. Entonces el fibrado vectorial A ® A’ sobre B, definido
TB

por el diagrama conmutativo de B-mddulos:

Ag A — A
TB

l J' ¢ (7.2)
A 2. TB
es un algebroide de Lie sobre B, con ancla:

G:A® A —TB:a®d — qla) =4 (d),
TB
donde q y q' son las anclas de A y A’, respectivamente, y con:

XexX,YoY|=[XY]e[X, Y],

como corchete sobre F(ATE%A'), donde [, J y[, ] son los corchetes

en A y A', respectivamente.
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Demostracion. Como q es submersion sobreyectiva, se tiene que

im(q,) = T, B para cada z € B. Entonces, por la Proposicién 2.3.16,

existe el fibrado vectorial A @ A, que es subfibrado de la suma de
TB

Whitney A A'.
La aplicacion ¢ es un B-morfismo de fibrados vectoriales, ya que

es la composicion diagonal del diagrama del pullback. Esta bien
definido gracias a la conmutatividad del pullback de (7.2).

El ancla q y el corchete [, | verifican las condiciones 1, 2 y 3
de la definicion de algebroide de Lie, ya que tanto ¢ y [, | como
¢ y |, | verifican dichas condiciones y también por la definicion
de A TEI% A’ como subfibrado de la suma de Whitney A @ A’. En

consecuencia, A @ A’ es un algebroide de Lie. O
TB

Definicion 7.1.25. Al algebroide de Lie A%A’ sobre B definido

en la Proposicion 7.1.24 se le denomina suma directa de los
algebroides de Lie A y A’ sobre B.

Tras definir la suma directa de algebroides de Lie, se ofrece una
caracterizacion para la transitividad de dicha suma directa.

Proposicién 7.1.26.  En las condiciones de la Proposicion 7.1.24
y suponiendo que A:,G} A’ es el pullback de las anclas, son entonces
B

equivalentes:

1. A ® A es transitivo.
TB

2. A" ¢ A es transitivo.
Demostracién.  Por la Proposicion 2.3.16, las aplicaciones:
A A — A y Ao A — A,
TB TB
de (7.2) son submersiones. Llamense a dichas aplicaciones w4 y 74/,
respectivamente.
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Por un lado, se tiene que para todo a®a’ € A @ A’ se verifica:
TB

gla®a’) = g(d).
Por lo tanto, q es sobreyectiva si y s6lo si ¢’ es sobreyectiva.

Por otro lado, ¢ es la composicién de w4 con ¢'. Por lo tanto,
las respectivas aplicaciones tangentes verifican:

L) = T(d) o Tu(mw), VzeA® A

Al ser T,(m ) sobreyectiva, por ser w4 submersion, se verifica que
T:(q) es sobreyectiva si y solo si T,(¢') lo es también. En conse-
cuencia, ¢ es submersion si y solo si A’ es transitivo. De forma
analoga puede hacerse con A. O

A continuacion, se tratara el concepto de subalgebroide de Lie
de un algebroide de Lie dado, dando como ejemplo el que se obtiene
a partir de un abierto de la base de dicho algebroide de Lie.

Definicién 7.1.27. Sea A un algebroide de Lie sobre B. Se
denomina subalgebroide de Lie de A a un algebroide de Lie A,
sobre B y una inmersidn inyectiva f : Ay — A tal que defina un
morfismo de algebroides de Lie.

Proposicién 7.1.28. Sea A un algebroide de Lie sobre B y sea
U un abierto de B, entonces el algebroide de Lie Ay sobre B de la
Proposicién 7.1.18 es un subalgebroide de Lie de A, que se llamard
subalgebroide de Lie restriccion.

En particular, los abiertos trivializadores del algebroide de Lie

también cumplen esta propiedad.

Demostracion. Es evidente, teniendo en cuenta que U es una
subvariedad abierta con la inclusién de U en B como inmersion
inyectiva. O



ALGEBROIDES DE LIE 213

Para concluir esta seccion, se ofrecera una expresion de los cor-
chetes y del ancla en funcién de los generadores del médulo de
secciones en un subalgebroide de Lie restriccion.

Proposicién 7.1.29.  Sea (U, ¢) una trivializacion local del al-
gebroide de Lie (A,p, B) de rango r y sea (Ay,py,U) su subal-
gebroide de Lie restriccion. Si {X;},_, es la base de I'Ay, ¢ tiene

por coordenadas (x1,...,%,) y q es el ancla de A, se tienen:
(X0, X1 =D iXe, iGk=1,...,m, (7.3)
k=1

d 0 . .
Q(Xl)zzalja_’ Z=].,...,7", Jiy o, N, (74)
j=1 K

k
donde cj;

sion de B.

a;; son funciones diferenciables en U yn es la dimen-

Demostracion.  El médulo I' Ay de las secciones del algebroide de
Lie (Ay,pu,U) es finitamente generado por r secciones en virtud
del Ejemplo 7.1.19. Ademés, los campos de vectores tangentes de
la variedad U son generados por { %}?:1. Por lo tanto, haciendo
uso de la Proposicion 7.1.15 se tiene la expresion (7.3). La expre-
sién (7.4) se debe al hecho de que ¢(X;) es un campo de vectores
tangentes de U. O

7.2 Algebroides de Lie sobre distintas bases

En la Definicién 7.1.8, se definieron los morfismos de algebroides
de Lie que conservan la base; ahora el préoximo objetivo es dar una
definicién de morfismo de Lie para algebroides de Lie con distintas
bases. Para estar en las condiciones apropiadas en las que definir
dichos morfismos, deben hacerse algunas aclaraciones.
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En primer lugar, dados dos fibrados vectoriales £ y 7 sobre la
base B, todo B-morfismo ¢ : £ — 7 induce, por la Proposi-
cién 3.2.8, un morfismo Sec€ — Secn de F(B)-modulos definido
por X — ¢o X. Esto mismo no puede hacerse cuando los dos fibra-
dos vectoriales estan definidos sobre distintas bases. En ese caso,
la forma de actuar es la que aparece en [24, 34] y que se expone a
continuacion.

Segin la  Proposicion  2.3.5, dado el morfismo
(¢, f): (M',p', B")— (M, p, B) de fibrados vectoriales, existe un
B’-morfismo f*(¢) : M’ — f*M. Por lo tanto, se puede definir,
en virtud de la Proposicion 3.2.8, un morfismo ¢* : TM’' — I'f*M
de F(B')-modulos.

Por otro lado, segtn la Proposicién 3.3.1, se tiene que I' f*M es
isomorfo a F(B') ® ) 'M como F(B’)-modulos. De hecho, el
isomorfismo asocia a cada ' ® X € F(B') ®zp) I'M el elemen-
to X € ['f*M definido como X(2') = (', X(f(2'))), para cada
x' € B'. De este modo, para cada X' € M’ se puede expresar
¢*(X') como:

#(X) = 3w @ X, (7.5)
para ciertos u; € F(B') y X; € 'M, ya que I' M est4 finitamente
generado.

Por otro lado, se define el conjunto I'f M como:
IyM={Z e F(B;M)|poZ=f}, (7.6)
y se tiene que es un F(B’)-modulo. En efecto:

1. Si Z1,Zy € I'yM, entonces Z, + Z; esta definido y pertenece
a FfM.
En efecto, po Z; = f (i = 1,2) equivale a que Z1(z) y Za(x)
estén en la fibra de f(z) en M para cada z € B'. Por ello la
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suma Z1(z) + Zz(x) esta en dicha fibra, para cada x € M y
Z1 + Zy esta definido y pertenece a I'y M.

2.S1Z eT'yM yu' € F(B'), entonces se define el producto u'Z
como el producto u'(z)Z(z) que se tiene definido en M por
ser fibrado vectorial. Obviamente, u'Z esta en I'yM y verifica
los axiomas de médulo.

Pero ademas se tiene que I'yM es isomorfo a I'f*M como
F(B')-modulos, puesto que las aplicaciones diferenciables
Z:B'— M tales que po Z = f estan en correspondencia biuni-
voca con las secciones de I' f* M sin méas que asociar a Z la seccién
Z : B' — f*M definida como:

Z(z) = (z,Z(x)), =x€B.
En consecuencia, la expresion (7.5) puede escribirse como:
po X' = u(Xio f); (7.7)
con lo que se llega a la siguiente:

Definicion 7.2.1.  FEn las condiciones anteriores, dada una sec-
cion X' € 'M’, se denomina ¢g-descomposicién de X' a cualquier
expresion de la forma (7.5) o, equivalentemente, (7.7).

Nota 7.2.2.  Basdndose en la equivalencia de (7.5) y de (7.7),
se puede afirmar que X' estd ¢-relacionado con X si y sélo si:

P(X)=1®X,
para cualesquiera X' e TM' y X e TM.

Se puede dar asi una nocién de morfismo de algebroides de Lie
con bases distintas, que es la que sigue:
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Definicién 7.2.3. Sean (A,p,B) y (A',p', B') dos algebroides
de Lie con anclas q y q', respectivamente. Entonces un morfismo
de algebroides de Lie (¢, f) : (A',p/,B') — (A,p,B) es un
morfismo de fibrados vectoriales que cumple:

go¢=T(f)oq, (7.8)
y, para cada X', Y’ € T'A" con ¢-descomposiciones:
poX'=> w(Xiof) 'y $oY'=) (Yo f)
se tiene:
o[ X\ Y] =D uinf([Xy, Yo f) + D _[X', vj](Yi 0 f)
- Z[Y/’ w(Xio f).

Nota 7.2.4.  La condicion (7.8) en la Definicion 7.2.8 equivale
a que se verifique el siguiente diagrama conmutativo de morfismos

(7.9)

de fibrados vectoriales:

¢

A —
oL
B T(f) B
Nota 7.2.5.  La condicién (7.9) en la Definicion 7.2.3 es equiva-
lente, segin lo visto en la Proposicidn 8.3.1, a lo siguiente:
¢*[ X, Y’#ZU v;®F(B) [ Xi, Y]] +Z (X', vi]®78)Y;
- Z Y/a z] ®.7'-(B) Xl’

para unas ¢-descomposiciones:

$X) =D urmXi y )= viQxmY

Para ver que la Definicion 7.2.3 es consistente se considera en [24]

(7.10)

el siguiente:
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Lema 7.2.6.  El sequndo miembro de la ecuacién (7.9) no de-

pende de la eleccion de las ¢-descomposiciones de los elementos
XY eTA.

Demostracion. Considérese la ¢-descomposicion de X’ dada por:

go X' =3 u(Xiof),

o0, equivalentemente, segtin lo visto en la Nota 7.2.5:

= w(Xiof)

Definase una aplicaciéon F : F(B') x TA — F(B') ® I'A co-
mo sigue: dados v' € F(B') e Y € I'A, se considera el elemento
F',Y) en F(B') ® I'A definido como:

F'\Y)= Z(ugv’ R[X:, YD)+ [X' V@Y.
Entonces, la aplicacion F' es R-bilineal por serlo cada uno de sus
sumandos.
Es més, dado un elemento ¢ en F(B) se verifica:
F' tY) = Z uv' @ (X, Y]+ [X;, ]Y) + [ X, V] @ tY
:Zu;v'(to XZ,Y]—i—Zu ([Xi,t]o f)®Y
+ [ X' V](to )@Y
=) up/(to f)®[X;, Y]+ V' [X to fl@Y
+X V(e fleY
=Y up'(to )@ [X, Y]+ [X Wt l®Y
=F(V(to f),Y),

donde se ha hecho uso de la condicion 3 de la definicién de
algebroide de Lie y de la T'(f)-descomposicién de ¢'(X’) inducida
por la ¢-descomposicion de X' Obsérvese entonces que
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F  puede extenderse de forma dnica a una aplicacién
F:F(B)®TA — F(B')®TIA definida como:

F‘(Z wy, @ Zg) = Z F(v},Y5).

En particular, si se aplica F' a la ¢-descomposicion de Y’ dada por
¢*(Y') = > v; ® Y}, se obtiene:

Flg* (Y) =) woj®[X;, Y]+ ) [X, ] QY]

que, en consecuencia, no depende de la ¢-descomposiciéon de Y. Por
lo tanto, la expresion (7.9) tampoco depende de dicha ¢-descompo-
sicion.  Si ahora se define F’ como F, pero a partir de la
¢-descomposicion de Y, y se lo aplica a ¢*(X’) se tiene, por la
antisimetria de (7.9) que dicha expresion tampoco depende de la
¢-descomposicion de X'. O

La composicion de morfismos de algebroides de Lie, en el sentido
habitual de la composicion de morfismos de fibrados vectoriales, da
lugar de nuevo a un morfismo de algebroides de Lie como puede
verse en la siguiente:

Proposicion 7.2.7. Sean  dos  morfismos  (¢y, f1)
(A3, p3, B3)— (Ag, p2, B2) y (@2, f2) : (A2,p2, B2) — (A1, p1, B1)
de algebroides de Lie. Entonces la composicion (¢2 0 ¢y, fao fi) :
(As, ps3, Bs) — (A1, p1, B1) es un morfismo de algebroides de Lie.
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Demostracion. (¢ © ¢y, f2 o fi) es un morfismo de fibrados vec-
toriales por la Proposicion 2.1.25 y, si las anclas son g3, ¢2 y q1,

respectivamente, se tiene:

qro(p2001)=T(f2) oqzor=T(f2) oT(f1) oqz3=T(fs0 f1)oqs.

Por lo tanto, solo resta probar que se cumple (7.9) para las
@7 o ¢1-descomposiciones.
Para ello, sean X3,Y3; € 'A3 con las ¢;-descomposiciones:

$1(X3) = Zu.?n Rrm,) X2y ¢1(Y3) = vaﬁ ®F(By) Yaj;

considérense las ¢,-descomposiciones de los elementos Xy;, Y5, para
todo i, j, que aparecen en las ¢-descomposiciones de X3 e Ys:

¢§(X2i)=zuzik RFBy X1k Y ¢§(Y2j)=zv2jh Rr ) Yijn, V4,7

Entonces, combinando la ¢;-descomposicién de X3 (respectiva-
mente Y3) con las ¢o-descomposiciones de los Xy; (respecti-
vamente Y3;), se obtienen las ¢ o ¢;-descomposiciones de X3 e Y3

dadas por:
(¢2 0 ¢1)*(X Z uz; ®F(By) (U2ik @F(By) X1ik) Y
(¢2 0 1) (Y- Z v3; @7 (B,) (Vajh ®F(By) Yijn)-

Se vera que se cumple la condicion (7.9) con estas ¢o0¢;-descom-
posiciones y, entonces, se tendra lo buscado por el Lema 7.2.6. En
efecto, al ser ¢ y ¢ morfismos de algebroides de Lie se tiene:
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(¢2 0 1) (X3, Y3] = ¢§(Z u3;V3; @ (B,) [Xoi, Yaj]
+ ) [ Xa,vy5] @7y Y
- Z[Ys, u3;) @r(By) X2:)
= ZUBiU3j ®F(8,) $2([ X2, Yas])
+ ) [X3,v95] @8y 65(Ye))
- Z[Y& U3;) @F(By) P2(Xai))
= Zuaz"v?,j ®}‘(B2)(Zu2ikv2jh®f(Bl)[X 1k, Y 1jh)
+ Z[Xzi, va;n] ®F(B,) Yijn
— Z[Yzj, uzik] @F(B,) Xtik)
+ ) [Xs, 03] @7@y (Z V2jn @ F(By) Yljh)
— Z [Y3, u3:| @78, (Z Uik D F (B, X 1ik)
= Zu3iv3j ® 7 (B, (U2ikV2;n @£y [X1ik, Yijn])
+ Z[X:s, v3; ®£(B,) Vojn] ®F(By) Y1jh
— Z[Y:’,, u3; @ (B,) U2ik] @F(B,) Xik -
Y, por la definicién de los productos tensoriales implicados, se
verifica:
(X3, v35 @By vasn|=[X3, v3;] @z, vojn + vs; @z, [1(X3), vajn),

con lo que se demuestra la proposicion sin mas que hacer un razona-
miento analogo con (Y3, u3; @ (p,) Ugik]- O

Corolario 7.2.8.  Fuiste la categoria LA de los algebroides
de Lie cuyos objetos son los algebroides de Lie y cuyos morfismos
son los morfismos de algebroides de Lie. U
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Se continuara con una proposiciéon que permite afirmar la equiva-
lencia entre la Definicion 7.1.8 y la Definicion 7.2.3 para el caso de
que los dos algebroides de Lie posean la misma base.

Proposicion 7.2.9. Si A’ y A son dos algebroides de Lie sobre
la variedad B y ¢ : A — A es un morfismo de algebroides de
Lie sobre B en el sentido de Definicion 7.1.8, entonces ¢ es un
morfismo de algebroides de Lie en el sentido de Definicion 7.2.3.

Demostracion.  Si X' es un elemento de I'A’, entonces se tiene la
¢-descomposicion dada por 1 ® ¢(X'), donde ¢(X’) es ¢ o X’
perteneciente a ['A. Por lo tanto, (7.9) se reduce a:

¢([X",Y]) = [6(X"), 6(Y)],

con X'\ Y'" € T'A". Ademés, como T(idg) = idrp, la condicion
go¢=T(idp) o q sereduceagoop=g. O

Corolario 7.2.10. Dada una variedad diferenciable B, eziste
la categoria LAp de los algebroides de Lie sobre B, cuyos
objetos son los algebroides de Lie sobre B y cuyos morfismos son
los morfismos de algebroides de Lie que conservan la base. Ademds
LAp es una subcategoria llena de LA. O

La nocién de morfismo de algebroide de Lie permite dar la
siguiente:

Definicion 7.2.11. Sea A un algebroide de Lie sobre B. Un
subalgebroide de Lie de A es un morfismo de algebroides de
Lie:

(%, f): (A0, B") — (A,p, B),

donde tanto 1) como f son inmersiones inyectivas.
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Nota 7.2.12.  La Definicion 7.2.11 generaliza la dada en la Defi-
nicion 7.1.27 para un subalgebroide de Lie de un algebroide de Lie
dados ambos sobre una misma base, ya que la aplicacion sobre las
bases es la identidad (que es una inmersion inyectiva).

7.3 Construcciéon del algebroide de Lie

El objetivo de esta seccion es construir un algebroide de Lie a partir
de un grupoide diferenciable. Dicha construccion se debe a Pradines
(véase [45]) y el algebroide de Lie resultante recibira el nombre de
algebroide de Lie asociado al grupoide diferenciable. Para ello,
se tendran en cuenta [24, 29, 31, 34]. La forma de construir
este algebroide a partir del grupoide diferenciable est4 basada en la
construccion del algebra de Lie asociada a un grupo de Lie.

Sea €2 un grupoide diferenciable con base B, con proyecciones
origen y destino a,8 : € — B y con inclusién de objetos
€ : B — Q. Las traslaciones a derechas R, : {0g¢ — (lq¢ sobre
un grupoide diferenciable (véase la Definicion 5.2.8) son difeomorfis-
mos solamente en las a-fibras y no en todo el grupoide diferenciable
(véase la Proposicion 6.1.4).

Considérese la aplicacion diferenciable T'(a) : TQ? — T'B in-
ducida por « sobre los fibrados tangentes de €2 y de B; dicha apli-
cacion es un morfismo de fibrados vectoriales de rango constante
por ser la aplicacién o una submersion sobreyectiva. Definase aho-
ra T} como el subfibrado kerT'(«) del fibrado tangente T2, con-
sistente en los vectores tangentes a las fibras de a : 2 — B. Este
subfibrado existe en virtud de la Proposicién 2.3.8. Este concepto
es analogo al de subfibrado vertical de un fibrado vectorial visto en
la Seccioén 2.4. De hecho, en diversos articulos el subfibrado T°Q
recibe el nombre de subfibrado tangente vertical.
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Obsérvese que en esta ocasion no se han denotado los fibrados
vectoriales como las ternas de la Definicion 2.1.1. Esto se debe
a que, para simplificar la notacién de esta construccion, sélo se
pondra el espacio total del fibrado vectorial siempre que no quede
duda de cuél es la base y cuél es la proyeccioén.

Considérese €*(T€2) el pullback del fibrado vectorial T2 sobre
la inclusion de objetos & (véase la Definicion 2.3.1) que resulta ser
un fibrado vectorial sobre B.

Notacion 7.3.1. Al fibrado vectorial *(T*Q) sobre B se lo de-
notard en adelante por ASQ.

Al ser AQ el fibrado inducido por TS} sobre €, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo:

AQ 5 T
l l (7.11)
B = Q

que representa al morfismo de fibrados vectoriales definido en el

Teorema 2.3.4. Recuérdese ademas que en dicho teorema, la fibra
del pullback AQ en = € B es la fibra de T%Q en ¢(z) = 7.

Al ser &£ una inmersion inyectiva (véase la Proposiciéon 6.1.8),
puede considerarse a A2 como la restriccion de T%) en B e iden-
tificar las fibras A2, como los espacios tangentes TZ(), para ca-
da x € B. De igual modo, se podria considerar la aplicacién
AQ — T*Q) como la inclusion.

Para continuar es necesario introducir el concepto de campo de
vectores invariantes a derecha del grupoide diferenciable. Estos
campos haran las funciones de los campos invariantes a izquierda
de un grupo de Lie en la construccion de su algebra de Lie.
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Definicion 7.3.2.
1. Un campo X € T'TQ) de vectores tangentes sobre Q se dice

a-vertical si verifica que T(a)(X) = 0.

2. Un campo X € T'TY de vectores tangentes sobre 2 se dice
invariante a derecha si es a-vertical y verifica:

X(n&) = Ty(Re)(X (n)),V(n,§) € Q2 * Q.
Se observa a continuacion una caracterizacién de los campos
a-verticales como secciones del subfibrado vertical T).

Lema 7.3.3. Un campo X de vectores tangentes sobre () es
a-vertical si y sdlo si X es una seccion de TS,

Demostracion. El campo X es a-vertical si y solo si se tiene
T(a)(X) = 0. Esto equivale a que para cada £ € ( se tiene
a*(XE) = Oa(f)-

Como TS coincide con el conjunto:
{(§,v) € T | 0 (v) = Oa(9},
entonces “X es a-vertical” equivale a “X pertenece a T*()". d

Nota 7.3.4.  Obsérvese que, por definicion, X es a-vertical si y
solo si X ~q 0.
Por la Proposicién 7.3.3, la definicién de campo invariante a

derecha es equivalente a la siguiente:

Definicién 7.3.5. Un campo de vectores tangentes sobre () se
dice invariante a derecha si es una seccion global X : @ — T
del fibrado vectorial TS) tal que:

X&) =T(Re)(X () Vn, £ €=

(recuérdese que Q x ) es el conjunto de pares de elementos de €
para los que la composicion estd definida).
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Los campos de vectores tangentes invariantes a derecha son sec-
ciones de T%Q) debido a que la definicién se basa en las traslaciones
a derecha R que son aplicaciones definidas s6lo en las a-fibras.

Nota 7.3.6.  Un campo de vectores tangentes invariante a dere-
cha sobre ) estd completamente determinado por los valores que
toma en los elementos identidad del grupoide, puesto que, dado
€ € (Y, se tiene:

——

X(&) = T(Re)(B(E))-

Nota 7.3.7. Si un campo X es invariante a derecha entonces,
por la Nota 7.8.6, se cumple:

X(n€) = T(Re)(X(n)),

para todo n € §)y,. Por lo tanto, se tiene X|ny ~pge X|g, -

Reciprocamente, st X€ 'T*Q verifica X, ~g, X),, con§ € Y,
entonces X (n€) = T(Re)(X (1)), para todo n € Q.

A continuacion, se ver4 la relacion existente entre las secciones
de AQ y las de Q). Recuérdese que A2 podia considerarse como
la restriccion de T?S2 a B, por lo que las fibras son isomorfas para
cada elemento de B. Al ser la inclusiéon un morfismo de fibrados
vectoriales, que es isomorfismo lineal sobre cada fibra de un ele-
mento de B, puede usarse la Proposicion 3.2.7 y, en consecuencia,
a cada seccion X de T%Q2 le corresponde una secciéon de A, que
se denotara por X|,. Interesa en este punto hallar una aplicaciéon
inversa a X — X, que es lo que se tratara a continuacién.
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Proposiciéon 7.3.8.  Existe el morfismo de fibrados vectoriales:

T°0 % AQ
l l (7.12)
0 -2, B

donde las aplicaciones son las proyecciones de los fibrados vecto-
riales y la aplicacion R se define sobre cada fibra de T*S) como el
isomorfismo lineal:

Re = Te(Re1) : Te(Qagey) — Te)(Qp(e))-

Demostracidn.  El morfismo divisién de grupoides diferenciables
0 : Q2 x Q — Q) definido en el Ejemplo 4.3.27, induce el morfismo

de fibrados vectoriales T'(§) : T(2 x ) — T, dado por la

aplicacion derivada de la aplicacion diferenciable §.

Sea el morfismo de grupoides H : ) — €2 x Q definido como:
43

£ (a€,8),
que es diferenciable, por ser la aplicacion (g o a, idg).

Sea la composicién del morfismo de fibrados vectoriales T'(H)
con el morfismo T'(§) restringida a T*Q) — T*€). La Proposi-
cion 3.2.7 permite factorizar este morfismo por medio del morfismo
AQ — T*), con lo que se obtiene el morfismo de fibrados vecto-
riales R buscado.

Obviamente, cada R, es un isomorfismo lineal por ser R¢ una
biyeccién. O

El objetivo del siguiente corolario es relacionar las secciones del
fibrado A con los campos invariantes a derecha del grupoide dife-
renciable ) de partida.
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Corolario 7.3.9. Dado X € ' AQ, se puede definir un campo
de vectores sobre Q) invariante a derecha como:

X(€) = T(Re)(X(BE))), £€q

Demostracién.  Aplicando la Proposicion 3.2.7 al morfismo R,

se tiene:

g
Corolario 7.3.10.  La aplicacion:

F(Q) @ TAQ — TTQ: f@® X > fX
es un isomorfismo de F(§2)-mddulos.

Demostracién. Es inmediato por la Proposicién 3.3.1, sin maés
que considerar que ASQ es el pullback de T“€) sobre €. O

Por el Corolario 7.3.10, puede afirmarse que para cualquier cam-
po de vectores tangentes X perteneciente a I'T“(), existen campos

X, en TAQ y f; en F () tales que:
X:f1X1+"'+ann-

Pero los X; y n varian en funciéon de X, ya que ['AQ) es, en
general, solamente un F(B)-mo6dulo y no es libre. Obsérvese que
el 4lgebra de Lie de un grupo de Lie si es un F(B)-modulo libre.

Proposiciéon 7.3.11.  El fibrado vectorial dado por la proyeccion
AQ — B es trivializable si y sdlo si el fibrado vectorial dado por
T*Q — Q también lo es.

Demostracion. La demostracion se basa en que ambos fibrados
son isomorfos en virtud de la Proposicién 7.3.8 y la Nota 2.3.6. O
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A continuacion, se dar el isomorfismo que se mencion6 anterior-
mente entre las secciones de A2 y los campos invariantes a derecha
del grupoide diferenciable 2 dado.

Notacién 7.3.12.  Se denota como T'*'TQ al conjunto de los

campos de vectores tangentes sobre §) que son invariantes a derecha.

Proposicion 7.3.13. T['ETQ es un F(B)-mddulo por medio de
la multiplicacion:

fX =(foB)X.

Ademds, las siguientes aplicaciones:
TR0 —TAQ: XX, y TAQ—THT0: X=X (7.13)
son mutuamente isomorfismos inversos de F(B)-mddulos.

Demostracion.  La multiplicacién definida da una estructura de
F(B)-moédulo. En efecto:

1. Dados f,g € F(B), X e TRITQ), entonces:
(f9)X=(fgoB)X=((foB)(goB))X=(foB)((g08)X)=f(9X);
2. Con las mismas hipotesis, se tiene:
(f+ 9 X=((f +9) o B)X=(f o B+ go B)X=fX + gX;
3. Dados f € F(B),X,Y € T'RITQ), entonces:
FX+Y)=(f o BYXAY)=(f o B)X+(fo B)Y=FX+[Y;

4. Dado X € T'®T°Q) y 15 la funcién constante con valor 1 sobre
B, entonces:

15X = (10 f)X = X.
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Queda ver que son morfismos de médulos y que son inverso uno
del otro. Pero esto se tiene directamente del hecho de obtenerse
el morfismo de fibrados R de la Proposicion 7.3.8, que define la
aplicacion ' AQ — T'RIT2Q). como factorizacion del pullback que
determina (7.11). O

Fl resultado anterior establece un isomorfismo de modulos entre
AQ y TRITeQ

Se pretende, a partir de este momento, definir un corchete y un
ancla en AQQ para poder llegar a concluir que A€ es un algebroide

de Lie. Para definir el corchete, se trasladara a A un corchete
desde TEIT>Q).

Lema 7.3.14.  El corchete de Poisson restringido a T*TQ) es
cerrado.

Demostracion.  Es conocido que X € I'TS) es a-vertical si y solo
si X ~q 0 (véase la Nota 7.3.4) y que X € I'T*Q) es invariante a
derecha si y solo si X\ ~g, X|, para cada £€Q.

Como a es diferenciable, entonces dados X,Y dos campos
a-verticales sobre 2 se tiene que X,Y ~, 0y, por lo tanto,
[X,Y] ~q 0; lo que es equivalente a [X,Y] es a-vertical. Ademas,
si X,Y son invariantes a derecha, entonces X, ~g, X, ¥
Yo, ~r, Yo, para cada £ € QY; por lo tanto:

[Xio,s Yio,] = [X, Y], ~r [Xija,, Yia,] = [X, Y]jo,-
En consecuencia, [X, Y] es también invariante a derecha. O

Nota 7.3.15. En la demostracion anterior se hace uso de un re-
sultado bien conocido de Geometria Diferencial que afirma que,
dada una aplicacion diferenciable f : M — N, si dos campos
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vectoriales X,Y sobre la variedad M estdin f-relacionados con dos
campos X', Y’ sobre la variedad N, respectivamente, entonces el
campo [X,Y]| de M estd f-relacionado con el campo [X',Y'| de N.
Este resultado puede verse en [28], por ejemplo.

Proposicién 7.3.16.  El corchete [ , |: TAQxTAQ— TI'AQ
definido como:

[X,Y]=[X,Y], VX,YeTAQ,
es R-bilineal, alternado y satisface la identidad de Jacobi.

Demostracion.  La definicion del corchete en I''AQ) proviene de
trasladar, por medio del isomorfismo de F(B)-médulos dado en la
Proposicién 7.3.13, el corchete de Poisson restringido a /T2,
como puede verse en la Proposicion 7.3.14.

Como el corchete de Poisson en TQ2 es R-bilineal, alternado y
satisface la identidad de Jacobi, se sigue que el corchete definido en
' AQ) también posee tales propiedades. O

Dada una funcion diferenciable f € F(B) y dos secciones glo-
bales X,Y € I' A}, entonces se verifica:

e — — - — — - — — —
(X fYI=[X,(foDYI=(foB) [X,Y] +X(foB) Y=F[X,Y] +X(foB)Y, (7.14)
— —
yaque fX = (fopf)X.
Como la proyeccion destino 3 : @ — B es una submersién
sobreyectiva (véase la Definicion 6.1.1) y se cumple 8o R = 3,
para cada £ € (2, entonces todo campo X de vectores tangente

invariante a derecha es B-proyectable (véanse la Proposicion 1.4.43
y la Definicion 1.4.44).

Por lo tanto, para cada f € JF(B), se cumple
X'(f)opB = )z(f o ) y, en consecuencia, (7.14) se escribe:

X, fY] = fIX,Y] + X' ()Y, (7.15)
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donde X’ es la (-proyeccion del campo de vectores tangentes in-
variante a derecha asociado al campo X. Esto lleva a la siguiente:

Definicion 7.3.17. FElancla ¢=¢7: AQ — TB de AQ es el
morfismo de fibrados vectoriales resultante de componer el morfis-
mo de fibrados vectoriales:

AQ —— T2
L
B = Q

definido en (7.11) y el morfismo de fibrados vectoriales:

7o — T 1P, 7B

b

QO — o -°, B

donde el primero es el dado por la inclusion de T*Q en TS y el
seqgundo el inducido por la aplicacion diferenciable 3 : Q@ — B
sobre los fibrados tangentes respectivos.

Nota 7.3.18. El morfismo de fibrados vectoriales dado en la
definicion anterior es un B-morfismo porque (B o e coincide
con idpg.

Se vera que el ancla g que se ha definido sobre AQ verifica las
condiciones 2 y 3 de la Definicién 7.1.1 de algebroide de Lie. Para
ello, se requiere el siguiente:

Lema 7.3.19. Si X € I'AQ, entonces X estd B-relacionado
con q(X).

Demostracion. Sea £ € 2. Entonces se cumple:

T(B)(X(€)) = T(B o Re)(X(B(€))) = T(B)(X(B(6))),
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debido a la Proposicién 7.3.9 y a que 3 y 3 o R son coincidentes.

Por otro lado, se mencioné al principio de la seccién que, para
cada x € B, la fibra de de AQ en z coincide con la fibra de T2
en z. Por lo tanto, la aplicacion ¢, : A, — T, B coincide con
T5(B:) : T3(2) — T:B.

En consecuencia, T(8)(X (8())) coincide con ¢(X)(z) para ca-
da z € B, con lo que se concluye el lema. O

Con este lema ya se estd en condiciones de demostrar las dos si-
guientes proposiciones que permitirdn probar las condiciones 2 y 3
de la Definicion 7.1.1 de algebroide de Lie.

Proposiciéon 7.3.20. Sean X,Y e TAQ y f € F(B). Entonces
se cumple:
[X, fY] = fIX, Y]+ ¢(X)(f)Y.

Demostracion.  Se tiene directamente de (7.15) y del Lema 7.3.19.
O

Proposicién 7.3.21. 81 X, Y € [AQ, entonces:
q[X,Y] = [q(X), q(Y)].

Demostracion. Por el Lema 7.3.19, los campos X y Y estan
B-relacionados con q(X) y g(Y'), respectivamente. En consecuencia,
[)g Y] estéx_ﬁ)-relacionado con [q(X),q(Y)]. Como también
(X, }7] = [X,Y], entonces [X' , )7] est4 S-relacionado con q([X,Y]).
Al ser 8 sobreyectiva, se tiene que q([X,Y]) = [¢(X),q(Y)], en
virtud de la Proposiciéon 1.4.43. a

Todo lo hecho hasta este momento lleva al siguiente:

Teorema 7.3.22. Fl fibrado vectorial A sobre B es un al-
gebroide de Lie junto con el corchete y el ancla definidos en la
Proposicion 7.8.16 y en la Definicion 7.8.17, respectivamente. [
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Definicién 7.3.23.  Se denomina algebroide de Lie del gru-
poide diferenciable ) al algebroide de Lie AQ) sobre B.

7.4 Funtor de Lie para DifGrdp

A continuacién, se vera que, dado un morfismo ¢ : Q@ — ¥ de
grupoides diferenciables sobre una misma base, se puede definir
un morfismo de algebroides de Lie A(¢) : AQ — A entre los
algebroides de Lie asociados a dichos grupoides diferenciables que
conserve la base B de dichos algebroides.

Proposicion 7.4.1. Sea ¢ : Q@ — Q' un morfismo de grupoides
diferenciables que conserve la base B comiin a los dos. Entonces
existe un B-morfismo A(¢) : AQ — ASY entre los algebroides de
Lie de dichos grupoides.

Demostracion.  Segin se vio en (7.11), se tienen definidos los mor-
fismos de fibrados vectoriales dados por los siguientes diagramas:

AQ £ Te

l l (7.16)
B — Q
AQY E Ty

l l (7.17)
B . .

Por otro lado, se tiene el morfismo de fibrados vectoriales definido
por la aplicacion tangente T'(¢) entre los fibrados tangentes de los
grupoides. Ademas, como se cumple o = o' o @, puede restringirse
la aplicacion T'(¢) a los subfibrados verticales respectivos. Por lo
tanto, se posee el morfismo de fibrados vectoriales definido por el
diagrama:
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T(¢)

TeQ =2, To'qy
l l (7.18)
0 . o

De este modo, se construye el morfismo de fibrados vectoriales
definido al componer el diagrama (7.16) seguido de (7.18), obte-
niendo el morfismo dado por:

AQ - e T, pacy

l l l (7.19)

B 4 o % .
Como dicho morfismo es T(¢) o p sobre € = ¢ o €, se tiene

que existe un dnico B-morfismo A(¢) : AQ — AQ' verificando
T(¢p) o= ' o A(@), en virtud de la Proposicion 2.3.5. O

Nota 7.4.2.  Ndtese que el morfismo A(¢) de fibrados vectoriales
definido en la proposicion anterior posee una propiedad sumamente
importante: es el Winico que cumple:

T(¢)op=p o A($).

Seguidamente se vera que el morfismo 4(¢) es un morfismo de
algebroides de Lie sobre una misma base B; para ello, ha de verse
que se cumplen las condiciones de la Definicién 7.1.1.

Proposicion 7.4.3.  Siq y ¢’ son las respectivas anclas de AS)
y AQY, entonces se tiene que ¢’ o A(¢) = q.

Demostracion.  Por la definicion de ¢’ (véase la Definicion 7.3.17),
se tiene:

q' 0 A(g) =T(B) o 4’ 0 A(9),
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donde ' : AQY — T¥Q'. Por la Nota 7.4.2, se cumple que:

g 0 A(¢) =T(8)oT(¢)o p.
Y como 3’ o ¢ = By, por tanto, T(8') o T(¢) = T(3), entonces:

q o A(¢) =T(B) o,
siendo el segundo miembro de la expresion la definicién de q. O

A continuacion, se probara que el morfismo A(¢) conserva los
corchetes. Para ello, es necesario previamente el siguiente:

Lema 7.4.4. _.)S'z XeTAQ, X'eTAQY, entonces X'= A(p)(X) si
y sdlo si X ~g X'

- —

Demostracion. En primer lugar, X ~y X' es equivalente a
— —

po X = X'

Por otro lado, para cada £ € €, se tiene por la Proposicién 7.3.9,
que:

A(9)(X)(€) = T(Re)(A(S)(X)(B'(£))- 0

Una vez se estéa en posesion del lema, anterior, es posible afirmar
la siguiente:

Proposicion 7.4.5.  La aplicacion A(¢) conserva los corchetes.

Demostracion. Sean X,Y € TAQ y sean X' = A(qﬁ)()Q y

—

Y' = A(¢)(Y). Por el Lema 7.4.4, se tiene que X ~y5 X'y
- —
Y ~ 44 Y'. Por lo tanto, se tiene:

(X, Y] = [X, V] ~ [X, Y] = (XY,
]

De nuevo, por el Lema 7.4.4, se cumple que [ X', Y] = A(¢)([X,Y]).
U
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Las Proposiciones 7.4.3 y 7.4.5 permiten enunciar el siguiente:

Teorema 7.4.6.  La construccion de la aplicacion  — A y
¢ — A(¢) constituye un funtor entre la categoria DifGrdp y la
categoria LApg. d

Notacidn 7.4.7.  En este teorema, la categoria DifGrdpg es la
que tiene por objetos los grupoides diferenciables sobre la base B y
por morfismos los morfismos de grupoides diferenciables; mientras
que la categoria LAg es la que tiene por objetos los algebroides de

Lie sobre la variedad B y por morfismos los morfismos de alge-
broides de Lie.

Definicién 7.4.8.  El funtor A del Teorema 7.4.6 recibe el nom-
bre de funtor de Lie.

7.5 Funtor de Lie para DifGrd

Para concluir este capitulo, se obtendra un funtor de Lie de forma
analoga a como se realizo en la seccion anterior, pero sin la restric-
cion de que los grupoides sean sobre la misma base. Para ello, se
tomara como referencia bésica {24] con el fin de ver que, dado un
morfismo de grupoides diferenciables F': '—{) sobre f:B—B,
la aplicacion inducida A(F)=F..AQY—AQ entre los algebroides de
Lie satisface la Definicion 7.2.3 de morfismo de algebroides de Lie.
Para llegar a este resultado, se necesita previamente la siguiente:

Proposicién 7.5.1. Sea f : B’ — B una aplicacion dife-
renciable entre las variedades diferenciables B' y B. FEntonces
T(f):TB'—TB es un morfismo de algebroides de Lie sobre f.

Demostracion. Basta demostrar la condicién (7.9) del corchete
puesto que la condicion sobre las anclas se cumple trivialmente
debido a la definicién de las mismas.
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Sean, por tanto, X', Y’ € I'TB’ con las siguientes T(f)-des-
composiciones:

HoX' =3 u(Xiof) 'y T(foY' = vj(Y;of).

En consecuencia, para todo r, s € F(B), se tienen:

rof)oX'—Zu Nof) y T(sof)oY'= Zv
con lo que:
X'(Y'(so f)) =Y X'(w)(Yi(s)o f) + >_v;X'(Y;(s) o
= 2 X ()Mi(s) 0 f) + D vjui(Xi(5(s)) o )

y analogamente:

X'sof)) ZYuQ ©)of) -6-2 )of).

De este modo se tiene, para cada s € F(B):
(TUf)o [X'Y'])()—[X'Y'](SOf)=X'( '(SOf)) - '( '(SOf))
—ZX )+ Zv f)
- ZY’ < s) o f) - Zv o f)
=) vu((X(Ys(s) = Yi(X ()))Of)
+ZY D(Xi(s) o £) = Y X'())(Y;(s) o f),
que es la condicién (7.9). 0

Como se verifica que ao F'= focd/, debido a ser morfismo de
grupoides diferenciables, el morfismo de fibrados vectoriales
T(F):TY—TS sobre F:Q'— Q puede restringirse a un mor-
fismo de fibrados vectoriales T F): T*Q—T°) sobre F. Pero el
morfismo T F') induce una aplicaciéon A(F): AQ'—AQ, definida
por el diagrama representado en la Figura 7.1, en el que los cuadra-
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TQQ/ Ta

Figura 7.1: Diagrama de la aplicacion A(F).

dos laterales son los que se obtienen al construir los algebroides de
Lie AQ y AQ como pullbacks de T2 y T sobre € y ¢/, res-
pectivamente. Recuérdese (como se comento6 al principio de esta
Seccion 7.3) que las aplicaciones p y y' podian considerarse como
inclusiones, por lo que A(F') es diferenciable. Se probara que A(F')
es un morfismo de algebroides de Lie.

Proposicion 7.5.2.  La aplicacion A(F) : AQ — AQ conser-
va las anclas.

Demostracion. Si q y ¢’ son las anclas de AQ y A€, entonces:
T(f)og=T(f)oT(B)op'=T(B) o T(F)op'=T(B)opo A(F)=qo A(F),
debido al diagrama, de la Figura 7.1 y a las definiciones de gy ¢'. O

Proposicion 7.5.3. La aplicacion A(F) wverifica la condi-
cion (7.9) de la definicion de morfismo de algebroides de Lie.

Demostracion. Sea X' € I AQ' con una A(F')-descomposicion:
P = Y u(x

con u; € F(B')y X; € T AQ. Sean X'y X; los campos de vectores
tangentes invariantes a derecha correspondientes a X y X; sobre
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y €, respectivamente; es decir:
X'(€)=T(Re)X'(B'(EN) v Xi(§) =T(Re)(X(B(E))),
con & € Q, &' € (¥ y las traslaciones a derecha R y Re.

Ahora se consideraran los morfismos de fibrados vectoriales:

Ty L A0 T %, AQ
| | | |
o __’6’_+ B Q A, B,

que se definfan en la Proposicién 7.3.8. Recuérdese que el morfismo
R (analogamente con R’), en la fibra de £ € Q, funcionaba como:

T(Re-1) - T(Qae))e — T(sie)) 575

Debido a las definiciones de R’ y R, se tiene que )? se proyecta
en X’ respecto de R' y que )_(: se proyecta en X; respecto de K.
Por el mismo motivo, se sigue de la A(F')-descomposicion de X'
que T(F)o X' = (ujo f)(X]o F).

De manera anéloga, dado Y’ € AQY cuya . A(F)-descomposicion
_)
es A(F)oY'=3" vj(Y;of), se obtiene T'(F)oY'=) (v} 0 f')(Y; o F).

Aplicando la Proposicion 7.5.1 a F, se llega a que:

—

T(F)o[XY')= Y (o) (o) ([XuY;]oF)
X N(Y;oF) = SV w0 F1(Xi o F).

Esta es una ecuacion para aplicaciones definidas sobre ¥, toman-
do valores en T). Restringiéndola a B’, se obtiene:

A(F) o[ X\Y=) ul([XiYslof) + D [Xw)(Y;0f) = Y [Yiul(Xiof),

donde se hace uso de )_('7 ~g ¢ (X'), hecho que se demostré en el
Lema 7.3.19. (]
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Como conclusion de esta seccion, de las Proposiciones 7.5.2'y 7.5.3
se sigue el siguiente:

Teorema 7.5.4. Las aplicaciones @ — A(Q) y FF — A(F)
construidas anteriormente definen un funtor A:DifGrd—LA. O

Definicion 7.5.5.  El funtor A definido en el Teorema 7.5.4
rectbe el nombre de funtor de Lie.

Nota 7.5.6.  Obsérvese que el funtor de Lie dado en la Defini-
cion 7.4.8 es la restriccion del dado en la Definicion 7.5.5 a la
subcategoria DGrdp de la categoria DGrd.

Espero haber convencido al lector de que
merece la pena conocer los grupoides y

quedarse a la ezpectativa.
A. Weinstein.
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de modulos, 3
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imagen inversa, 131, 158

inducido, 8
invertible, 7
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Imagen de, 60
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de morfismos de grupoide, 131

R

Representacion coordenada, 29

Retraccion, 6

S
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global, 72

global nula, 76

Imagen de, 75

linealmente independiente, 76
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Subalgebra de Lie, 24
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restriccion, 212
Subcategoria, 6
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Subespacio vertical, 67
Subfibrado, 35

tangente vertical, 222

vertical, 68
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Subgrupoide, 110

ancho, 110

base, 111

a-componente de la identidad, 172
B-componente de la identidad, 173

de Lie, 195
diferenciable, 194

ancho, 194
regular, 194
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interno, 111
lleno, 110
normal, 114
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Submédulo, 3
Base de, 3
engendrado, 3
Submersién, 17
Subvariedad, 18
abierta, 18
cerrada, 18
regular, 18
Suma directa
de algebroides de Lie, 211
de moédulos, 4

Swan, Teorema de, 92

T

Transformaciones coordenadas, 30
Traslacién a derecha, 147
Traslacion a izquierda, 24, 147, 176
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Variedad diferenciable, 9
Vector
tangente, 15

vertical, 67

W
Whitney, Suma de, 62



Indice de Autores

Almeida, R., xiii-xvi, 193, 198

Brandt, H., xi, 95

Brown, R., xiii, 166, 169

Danesh-Naruie, G., 169

Eecke, P. ver, 190

Ehresmann, C., xii, xiv, 169, 186,
190

Eilenberg, S., xi, 95

Grothendieck, A., xii

Hardy, J. P. L., 166

Higgins, P. J., xiii, xiv, 198

Kumpera, A., xiv, xv, 190, 193, 198

Mackenzie, K. C. H., xiii, xiv, xvi,
5, 167, 169, 186, 190, 191,
193, 195, 198, 205

Mackey, G. W., xii

MacLane, S., xi, 95

Molino, P., xv, xvi

Pradines, J., xii-xv, 169, 186, 190,
193, 195, 198, 222

Spencer, D., 190

Swan, R. G., 92, 199

Weinstein, A., xiv, 190, 209

267






Indice de Figuras

1.1
1.2
1.3

21
2.2

3.1
4.1

6.1

7.1

Propiedad VD& de variedad diferenciable. . . . . . . 10
Aplicacién diferenciablede M en N. . . . . . . . .. 11
Funcién diferenciableen M. . . . . ... .. .. .. 13
Esquema de los fibrados vectoriales. . . . . . .. .. 29
Fibrado tangentede R. . . . . . .. ... ... ... 33
Seccion global de un fibrado vectorial. . . . . . . .. 72
Multiplicacién parcial en un grupoide. . . . . . . . . 98

Interconexiones entre las distintas categorias
de grupoides. . . . . . .. ... 196

Diagrama de la aplicacion A(F). . . . . .. .. ... 238

269









