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Sintesis de la Informacion
Estadistica.






Resumen Teorico

1.1 Introduccién.

Los datos constituyen la materia prima de la Estadistica, pudiéndose esta-
blecer distintas clasificaciones en funcién de la forma en que éstos vengan
dados. Obtenemos datos al realizar cualquier tipo de prueba, experimento,
valoracién, medicion, etc.

1.2 Variable y atributo.

Tendriamos una primera clasificacién en funcién de que las observaciones
resultantes del experimento realizado sean de tipo cualitativo o cuantitativo,
en el primero de los casos seria un atributo y en el segundo una variable.

Como ejemplos de atributos podriamos considerar el color del pelo de
un colectivo de personas, su raza o el idioma(s) que hablan y como variables
su estatura, peso o edad.

Para poder operar con un atributo es necesario asignar a cada una de
las clases que toma un valor numérico, con lo que lo transformamos en una
variable, esta asignacion se hara de forma que los resultados que se obtengan
al final del estudio a realizar sean ficiimente interpretables. Si el atributo
en estudio fuera el sexo de un grupo de personas asignariamos el valor 0 a la
clase varén y el 1 a la clase mujer. Si la media aritmética diera igual a 0,51
deduciriamos que el 51% de los individuos son mujeres y el 49% restante
varones. También podriamos haber asignado el valor 1,372 al varén y el
—0,513 a la mujer, pero un resultado para la media de 0,917 seria dificil de
interpretar.
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1.2.1 Variables discretas y continuas.

Dentro del conjunto de las variables podemos distinguir entre Discretas y
Continuas. Decimos que una variable es Discreta cuando entre dos valores
consecutivos ésta no toma valores intermedios y que es Continua cuando
puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo. La estatura de un grupo
de personas seria una varible Continua, mientras que el nimero de cabellos
que tienen en la cabeza seria una variable Discreta. En la practica todas las
variables son discretas debido a la limitacion de los aparatos de medida, y
asi, en el ejemplo de las estaturas, quizds podriamos detectar una diferencia
de una cienmilésima de metro, o, a lo sumo, de una millonésima, pero dados
dos individuos que se diferencien en una millonésima no detectaremos otro
que tenga una estatura intermedia. De todas formas, en general trataremos
a las variables “teéricamente” Continuas como tales.

Si la ocasién lo requiere tenemos la posibilidad de transformar una varia-
ble Discreta en Continua o viceversa. Para convertir una variable Discreta
en Continua, una vez ordenados los valores asignaremos a cada uno de ellos
un intervalo que tenga por extremos el punto medio respecto al valor an-
terior y el punto medio respecto al valor siguiente: por ejemplo la variable
Discreta que toma los valores 1, 2,4, 7 v 9 se transformaria en una varia-
ble Continua que tomaria valores en los intervalos (0,5; 1,5], (1,5; 3], (3;5,5],
(5,5;8] y (8,10). Para transformar una variable Continua en Discreta basta
con hacer corresponder a cada uno de los intervalos su punto medio o Marca
de Clase.

El cuadro que podemos observar en la figura 1.1 recoge los distintos tipos
de caracteres estadisticos y las relaciones existentes entre ellos.

1.2.2 Series estadisticas.

Ademads de por su naturaleza podemos realizar distintas clasificaciones del
conjunto de los datos o Serie Estadistica atendiendo a:

1. Por su niimero.

(a) Finitas. Las que tienen un ntmero finito de elementos.

(b) Infinitas. Cuando tienen infinitos elementos.

2. Por su obtencioén.
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1. TIPO I. Cuando tengamos un niimero pequeno de observaciones casi

todas distintas, éstas se dardn por Extension.

Ejemplo. 2, 3,5, 7, 7, 8, 11, 14, 16, 19.

. TIPO II. Cuando tengamos un gran nimero de observaciones pero
muy pocas distintas, las organizaremos en una Tabla de Frecuencias,
es decir, cada uno de los valores acompanado de la frecuencia con la
que se presenta.

Ejemplo.
l Valor | Frecuencia
o T T3
e a
5 14 1]

Que indica que el valor 2 se repite 3 veces, el valor 4 se repite 4 veces
y el valor 5 sdlo aparece una vez.

. TIPO III. Cuando tengamos muchas observaciones, la mayoria de ellas
distintas, las dispondremos agrupandolas en intervalos e indicando el

ndmero de observaciones que caen dentro de cada intervalo.

Ejemplo.

| Intervalo * Frecuencia |

Ty T4

S I
Tl [Tz
T (12;21] | 8

Que nos dice que en el intervalo (2;3] hay 4 observaciones, que en el (3;7]

hay 6, etc.

En cualquiera de los tres casos anteriores tenemos una Distribucién de
Frecuencias. A la variable que genera dicha Distribucién la llamaremos
genéricamente X, a cada uno de los valores que toma la variable lo deno-
taremos como z; , y a la frecuencia con que toma dicho valor n;. Para
evitar confusiones es aconsejable ordenar los valores de la variable de menor
a mayor. Para efectuar célculos, y sea cual sea el Tipo de Distribucién que
tengamos dispondremos los datos de la siguiente forma:
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T nzvi Ni [ Ji { F'L____
. m | N J N o
Ty Mo Ny ' [ F

|

Tk ’nkANkZN_'f}C Fk:]."

N:Zni.

i=1

Llamaremos f; es la frecuencia relativa, definida como f; = n;/N,
asimismo, denotaremos N; la frecuencia absoluta acumulada, que se obtiene

como A
?
Ni = Z nj
j=1

y Fi, la frecuencia relativa acumulada, que viene dada por
i
Fi=) 1
i=1

Obsérvese que si la Distribucién es de Tipo I cada una de las frecuencias
absolutas es igual a 1; y si la Distribucién es de Tipo III los valores z;
representan a las marcas de clase.

1.4 Representaciones graficas.

En funcién de la naturaleza de los datos y de la forma en que éstos se
presenten existen distintos tipos de representaciones.

Si tenemos un Atributo podemos utilizar bien un Diagrama de Tarta o
Diagrama de Sectores, como puede verse en la figura 1.2.

También puede representarse mediante un Pictograma, como se ve en la
figura 1.3.
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Figura 1.2: Diagrama de sectores.

Si tenemos una Distribucién dada por extensidn, la representaremos me-
diante un Diagrama de Puntos, en una dimensién (ver figura 1.4).

Y en dos dimensiones el Diagrama de Puntos queda como vemos en la
figura 1.5.

Si trabajamos con una Distribucién del Tipo II, dibujaremos un Diagra-
ma de Barras (ver figura 1.6).

Por 1ltimo, si tenemos una Distribucién del Tipo III, utilizaremos un
Histograma (ver figura 1.7).

Aparte de las anteriores representaciones graficas o graficos estadisticos,
existen otros tipos de representaciones que pueden ilustrar infinidad de si-
tuaciones, destacaremos entre otros el Diagrama de Area y el de Columnas.
Estos pueden verse, respectivamente, en la figura 1.8 y figura 1.9.

1.5 Medidas de centralizacion.

Una vez organizados los datos en su correspondiente Distribucién de Fre-
cuencias, procederemos a dar una serie de medidas que resuman toda esa
informacién y que, “de alguna manera” representen a la Distribucién.
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Figura 1.3: Pictograma

1
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]

Figura 1.4: Diagrama de puntos en dimensién uno.

1.5.1 La media.

La media es una medida de representacion central que necesariamente debe
cumplir tres requisitos: el primero que para su obtencién deben utilizarse
todas las observaciones, el segundo que debe ser un valor comprendido entre
el menor y el mayor de los valores de la Distribucién y el tercero que debe
venir expresada en la misma unidad que los datos. Entre todas las funciones
que verifican estas tres propiedades destacamos a la Media Aritmética, a
partir de ahora Media simplemente, que definimos de la siguiente manera:
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Figura 1.7: Histograma.
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Figura 1.8: Diagrama de Area.
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Figura 1.9: Diagrama de barras.

Es decir, la suma extendida a todos los valores de la variable dividida
por el nimero total de observaciones. A veces es mis cémoda la expresion
siguiente de la media, prescidiendo de las frecuencias y extendiendo la suma
a todos los valores.

N
> =
- 1=1 .

N

Con el mismo esquema también podemos definir la Media geométrica
como la raiz N-ésima del producto de todos los valores de la Distribucién,

esto es: .
G=1

V r1 T2 ... TN

Cuando tengamos que hacer un promedio de un grupo de razones o
cocientes utilizaremos la Media arménica, definida como

N

L
2

H=

Propiedades de la Media.

Analizaremos a continuacién una serie de propiedades de la Media que hacen
de ésta una medida 6ptima de representacién:
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1. La suma de las desviaciones de los valores de la Distribucién respecto
a la Media es igual a cero, es decir:

2. Si a cada observacién de una Distribucién le sumamos una constante
k (traslacion), tendremos una nueva variable Y = X + k con Media
igual a la de X mas dicha constante.

3. Si multiplicamos una variable por una constante k(homotecia), la va-
riable resultante Y tendrd Media igual a k por la Media de X. Estas
dos propiedades se pueden resumir de la siguiente forma:

Si Y=a-X+0b — Y=a-X+b.

4. La Media es el valor que hace minima la expresidn:

N

> (zi— ®)*

=1

Precisamente ese minimo serd la Varianza de X, Medida de Dispersién
que estudiaremos a continuacién. Por otra parte, esta propiedad de la Media
garantiza su bondad como medida de representacién, como veremos mas
adelante.

1.5.2 La mediana.

La Mediana es un valor que, previa ordenacién, deja la mitad de las observa-
ciones en la recta real a la izquierda y la otra mitad a la derecha. Es decir, el
50% de los datos son menores que la Mediana y el otro 50% mayores. Para
su calculo y suponiendo que los valores estin ordenados procederemos de la
siguiente manera:

1. Si los datos vienen dados por extension, y hay un nimero impar de
ellos la Mediana es el elemento que se encuentra en el centro. Si el
numero de datos fuera par habria dos elementos centrales y la Mediana
se obtendria como Media de ambos.
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2. Si tenemos una Distribucién de Tipo II, construiremos la columna

de Frecuencias Absolutas Acumuladas, calcularemos el valor de N/2,
nos deslizaremos por la columna de N;, hasta detectar la primera fre-
cuencia mayor o igual que N/2. Si dicha frecuencia es estrictamente
mayor que N/2 la Mediana coincide con la observacién que la ostenta,
si por el contrario N/2 coincidiera con algtin N, la Mediana valdria
(Ti + Tip1)/2.

. Por 1ltimo, si la Distribucién viene agrupada en intervalos, cons-

truiriamos también la columna de N;, para fijar el intervalo donde
se halla la Mediana, éste queda determinado porque c¢s el primero que
verifica que N/2 es estrictamente mayor que la frecuencia acumulada,
del intervalo anterior. Una vez fijado el intervalo, la Mediana adopta
la siguiente expresién:
N/2 - N,
Me=Liy+-"—  — -q

ng

donde L;_; es el extremo inferior del intervalo y a; su amplitud. Esta
misma expresion puede darse usando las frecuencias relativas, entonces
quedaria como sigue:

Propiedad de La Mediana.

La Mediana es el valor que hace minima la expresién:

N
Z[.’Iti—@l.
=1

1.5.3 La moda.

La Moda es el valor de la Distribucidén que mas veces se repite, por tanto se
puede obtener ficilmente cuando los datos vienen dados en forma puntual.
Si las observaciones vienen agrupadas en intervalos distinguiremos dos casos:
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1. Intervalos de igual amplitud. Fijaremos el intervalo que tenga mayor
frecuencia, correspondiendo la Moda al valor:

41

My=Li 1+ :
ni—1 + Nit1

1

2. Intervalos de distinta amplitud. En este caso el “intervalo modal” sera
aquel que tenga mayor Altura de Histograma h; definida como n;/a;
es decir la densidad de observaciones del intervalo, siendo la expresién
de la Moda . .. "

M, =L, + .

CT T sy + hig

a; .

1.5.4 Comparacién entre Media, Moda y Mediana.

Salvo en casos muy especificos, la Media es la mejor de las Medidas de
Representacién, pues la Moda es bastante inestable y un pequeno cambio
en las observaciones puede afectarle mucho, mientras que la Mediana es
insensible al tamafio de los datos, permaneciendo constante si, por ejemplo,
alteramos arbitrariamente y en cierto sentido las observaciones extremas.
Por otra parte, si disponemos de las Modas y Medianas de dos Distribuciones
necesitamos conocer cada uno de los datos de éstas para calcular la Moda y
Mediana de la Distribucién conjunta. La Media por el contrario es sensible
a las alteraciones de los datos, al tamano de éstos y si nos dan las Medias
de dos conjuntos de datos, basta con conocer los tamanos de ambos grupos
para calcular la Media global.

1.6 Medidas de posicidn.

Llamaremos Medidas de Posicién o Cuantiles a aquellas que dividen a la
Distribucién en trozos, de tal forma que en cada uno de esos trozos haya el
mismo nimero de elementos. La Mediana es un caso particular de Cuantil.
De entre todas ellas destacaremos a los Cuartiles, los Deciles y los Percen-
tiles. Los Cuartiles dividiran a la Distribucién en cuatro partes iguales, los
Deciles en diez y los Percentiles en cien. Habrd por tanto tres Cuartiles
(Q1, Q2,Q3), nueve Deciles (D, Dy, ..., Dg) y noventa y nueve Percentiles
(Py, Py, ..., Pyg). El segundo Cuartil, el guinto Decil y el quincuagésimo Per-
centil son iguales y coinciden con la Mediana. La forma general de calculo
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Propiedades de la Varianza.

Ademads de lo comentado en el parrafo anterior destacaremos las siguientes
propiedades:

1. Si le sumamos una constante a una variable, la Varianza de la nueva
variable no cambia.

2. Si multiplicamos una variable por una constante, la Varianza de la
nueva variable es igual a la de la antigua multiplicada por la constante
al cuadrado.

Estas dos propiedades pueden resumirse en la siguiente expresion :

Si Y=a-X+b— Var(Y) =a® Var(X) .

1.7.2 Otras medidas de Dispersion.

Ademés de las anteriores medidas de dispersién podemos destacar las si-
guientes:

El Recorrido y el Rango.

Se define el primero como la diferencia entre el mayor y el menor de los
valores y el segundo como el intervalo cuyos extremos son el minimo y el
méaximo de la Distribucién. Tienen la ventaja de que son faciles de calcular,
aunque cuando hay valores aislados en las colas de la Distribuciéon dan una
medida distorsionada de la dispersion de ésta.

La Desviacién absoluta.

Definida respecto a la Media como

D)?:Z|$i—7|fi»

)

Aunque también puede definirse respecto a la Mediana, valor que como
vimos antes minimiza la expresién. Estas expresiones que acabamos de ver
expresan la dispersion de la Distribucién en términos absolutos, necesitamos
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definir a partir de ellas, otras que hagan posible la comparacién entre varias
variables y que tengan en cuenta el tamano de las observaciones. Obsérvese
que la distribucién formada por los elementos 0,1; 0,2; 0,3; 0,4 y 0.5 y la que
constituyen 1000,1; 1000,2; 1000,3; 1000,4 y 1000,5 tienen la misma Varianza
y, sin embargo, es evidente que en el primero de los casos los elementos estan
muy dispersos y en el segundo bastante concentrados, esto es consecuencia
de la primera de las propiedades de la Varianza. Para evitar estas situaciones
introducimos las siguientes Medidas:

Coeficiente de Variacion.

Se define como el cociente entre la Desviacion Tipica y el valor absoluto
de la Media. Observemos que es una medida abstracta, sin dimensién, que
tiene en cuenta el rango de valores en el que nos movemos, que nos per-
mite comparar la dispersién de varias Distribuciones, ademads es invariante
respecto a homotecias y sensible frente a traslaciones.

Recorrido Intercuartilico. Desviacién cuartilica.

Que vienen dados por:

N _ Qs —
o= -

2
Estos parametros pueden ser de utilidad cuando queramos que determina-
das observaciones extremas no intervengan dando una visién sesgada de la
variabilidad de la Distribucién. Como inconveniente principal tiene que en
su confeccion sélo intervienen directamente el 50% de los valores centrales.

Rr=Q3— 0 ;

1.8 Desigualdad de Tchebychev.

Esta desigualdad relaciona a la Mcedia y a la desviacién tipica y tiene la
expresion:
. . ~ 1
frecuencia relativa, (! ;- X |<k- am) >1- =)
que justifica el caracter de medida de dispersién de la desviacién tipica. Asi,
en un intervalo de centro la media y radio 3 veces la desviacion tipica se
encuentra, al menos, el 89% de la distribucidn.
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1.9 Momentos de la distribucién.

Las medidas que hemos visto hasta ahora nos van dando visiones parciales
de la Distribucién, pretendemos dar ahora una herramienta eficaz que gene-
ralice esa idea, de tal forma que la mayoria de las caracteristicas se pucdan
expresar utilizando esta herramienta: nos estamos refiriendo a los momentos
de la distribucion.

1.9.1 Momentos respecto al Origen.

Definimos el Momento de orden k respecto al Origen como:

k
in Ty
-

N

ak

Es evidente que ag es igual a 1, que a; es la media aritmética, etc.

1.9.2 Momentos respecto a la Media.

El Momento de orden k respecto a la Media viene dado por

Z(Iz -X)* .,
my = CE—

N

Podemos comprobar que m, es igual a 1, que m; es cero y que my cs la
Varianza.

Es posible, por otra parte expresar los Momentos respecto a la Media en
funcién de los Momentos respecto al Origen, y asi obtenemos

Mo = o° =ay — a,f ;

6 también

my = a3 — 3a2a7 + 2a‘%.
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1.10 Medidas de simetria.

Trataremos de estudiar nuestra variable desde otro enfoque distinto, y asi,
en este epigrafe y en el siguiente nos detendremos a analizar la “forma” de
la Distribucién. En primer lugar examinaremos la Simetria y a continuacién
el Aplastamiento. Los coeficientes de Simetria que veremos nos indicaran
si la Distribucién es simétrica y caso de no serlo el tamano y tendencia de
su asimetria. Para ello consideraremos dos tipos de Distribuciones, las que
tienen forma de campana y las que no la tienen, y utilizaremos distintas
expresiones para su calculo.

1. Si tiene forma de campana, como en los ejemplos que se acompanan
en la figura 1.10 utilizaremos la expresién:
A — X — M,
s — T —— .
Tx
De tal forma que cuando A; es igual a cero la Distribucién es simétrica,
sl es menor asimétrica negativa y si es mayor asimétrica positiva.

ASIMETRICA

1

L

SIMETRICA
[—l _ ‘—Lljjs

ASIMETRICA

ILUSTRAC. 10

Figura 1.10: Asimetria en distribuciones acampanadas.

2. Si la distribucién no tiene forma de campana, como las que siguen
en la figura 1.11 calcularemos la Simetria mediante el coeficiente de

simetria de Fisher:
msg
g1 =

—3
Oz
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Siendo la discusion igual a la del caso anterior. Este coeficiente de
simetria también puede utilizarse si la distribucién tiene forma acam-
panada.

ASIMETRICA

Jﬁ.
el

ILUSTRAC. 11

Figura 1.11: Asimetria en distribuciones no acampanadas.

Cuando la Distribucién es Simétrica coinciden la Media y la Mediana y
si adem3s tiene forma de campana éstas son iguales a la Moda.

1.11 Medidas de Curtosis.

Examinaremos ahora el grado de aplastamiento de la Distribucién a través
del coeficiente de Curtosis, para lo cual la compararemos con la distribucién
Normal Tipificada o N(0,1) que més adelante estudiaremos. Senalaremos,
no obstante, que tiene forma de campana y que viene dada por la férmula:

fla)= —=- e

T

El coeficiente de Curtosis toma la expresién:

Cuando dicho coeficiente vale cero coincide con el de la N(0,1) y decimos
que la Distribucién es Mesocurtica (igual apuntamiento que la normal), si
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es negativo se dir4 que es Platicurtica (mds aplastada que la normal) y si
es positivo Leptocirtica (més picuda que la normal). El grafico de la figura
1.12 ilustra las tres situaciones anteriores.

/,L\LEPTOCURTICA
PR

|

ILUSTRAC. 12

Figura 1.12: Aplastamiento / Apuntamiento de las distribuciones.

1.12 Transformaciones.

A veces nos encontramos con el inconveniente de que la Distribucién que
debemos estudiar presenta muchas irregularidades, como asimetrias acen-
tuadas, valores extremos, etc. En otras ocasiones debemos comparar la
posicién de dos elementos que pertenecen a poblaciones con caracteristicas
distintas o del mismo elemento en situaciones distintas. En estos casos es
recomendable efectuar una transformacion que haga mas regular nuestra
Distribucién y, por tanto, con mejores condiciones para su estudio. Par-
ticular importancia tiene la Tipificacion de una variable que estudiamos a
continuacion.

1.12.1 Normalizacidén o tipificacion.

Dada una variable X con Media X y Desviacién Tipica o, la tipificacion
consiste en realizar la siguiente transformacién:

X-X
T .

Z =



Resumen Tedrico 93

A la nueva variable Z se le llama variable normalizada o tipificada y tiene
Media 0 y Desviacién Tipica 1.

Otras transformaciones usuales son la del Logaritmo y la de la Raiz
Cuadrada que consiguen una mayor simetria y concentracion de los valores
de la Distribucién.

1.13 Medidas de la desigualdad.

Uno de los contextos en los que el concepto de desigualdad juega un papel
relevante es en el de la Economia, y mds concretamente en el estudio compa-
rativo de distribuciones de renta o ingresos, aspecto asociado intimamente
al de bienestar econdmico.

Dalton (1920) establece una serie de principios que, a su entender, debia
cumplir toda medida de desigualdad de ingresos. De los cuatro principios,
sélo el primero de ellos ha recibido una amplia y casi universal aceptacion.

Primer principio o principio de transferencia.

“Cualquiera que sea el nimero de individuos y la cantidad a la que
ascienda su renta, una transferencia de ingresos entre cualquier par de indi-
viduos, del més rico al méas pobre, tal que no invierta el orden de su riqueza
relativa, hace disminuir la desigualdad”.

Segundo principio o principio de aumentos proporcionales de
ingresos.

“Si todas las rentas aumentan de forma, proporcional, disminuye la des-
igualdad”.

Tercer principio o principio de aumentos iguales en los ingresos.
“Aumentos iguales en todos los ingresos hacen disminuir la desigualdad”.

Cuarto principio o principio de aumentos proporcionales de
individuos.

“La desigualdad permanece invariante si el nimero de individuos que
poseen una determinada renta se multiplica por una cantidad igual para
todas las rentas”.

Es necesario aclarar, que la desviacion tipica no es una medida de des-
igualdad sino de dispersién. Sies una medida de desigualdad el coeficiente de
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variacién de Pearson, aunque se conoce como medida de dispersién relativa.

1.13.1 La curva de Lorenz.

Lorenz, en 1905 propuso la siguiente técnica grafica para describir la con-
centracién o desigualdad de una distribucién de ingresos: a cada nimero ¢
entre cero y cien (porcentaje) le asocia el porcentaje total de ingresos que
acumula el t% de individuos mas pobres de la poblacién. El lugar geométrico
de esos puntos, completado por interpolacién lineal en el caso de una pobla-
cidn finita, es una curva en forma de arco. Una distribucién uniforme de la
riqueza daria lugar a la diagonal OP del cuadrado de lado 100, de la figura
1.13, mientras que cuanto mayor fuese la curvatura del arco, mayor es la
concentracion o desigualdad de la distribucién de ingresos.

Una medida de la desigualdad que viene sugerida de forma natural a
partir de la curva de Lorenz seria el drea determinada por el segmento OP
y la curva.

Las curvas de Lorenz permiten distinguir entre distribuciones diferentes
con un mismo valor de la medida de desigualdad. Asi en la figura 1.14,
estdn representadas dos curvas de Lorenz para las que el drea entre ellas y
el segmento OP, como medida de desigualdad, es la misma para las dos.

P
100 } _ g -

100

Figura 1.13: Curva de Lorenz.

Propiedades de las curvas de Lorenz.
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100 | - -

e T

100

Figura 1.14: Curvas de Lorenz con igual 4rea.

Si designamos por L(u) la curva de Lorenz, verifica las siguientes propieda-
des:

(a) La curva de Lorenz es una funcién continua en [0, 1}, con L(0) =0
y L(1) = 1.

(b) L(u) es una funcién convexa.

(c) La curva de Lorenz determina la distribucién mediante una trans-
formacién de escala.

1.13.2 Medidas de desigualdad relacicnadas con las curvas
de Lorenz.

Indice de Gini.

El indice de Gini es una de las medidas de concentracion o desigualdad mas
utilizado y se define como el doble del drea de concentracién, es decir como
el doble del area delimitada por la curva de Lorenz y la bisectriz del primer
cuadrante. Por tanto se cumple que 0 < Ig < 1.
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Indice de Pietra.
Se define como la mdxima distancia vertical entre la curva de Lorenz y

la linea de igualdad (segmento OP). De aqui se sigue que serd un valor
comprendido entre cero y uno.

Indice de Kakwani.
Este autor propone en 1980 la utilizacién de la longitud de la curva de Lorenz

como medida de la desigualdad de la distribucién. Y por tanto serd un valor
comprendido entre v/2 y 2.

1.13.3 Comparacién en desigualdad

Dadas dos variables aleatorias no negativas X e Y, ambas con media finita,
notaremos por Ly y L, a las respectivas funciones de Lorenz.

Figura 1.15: Comparacién de curvas de Lorenz.

Decimos que X no presenta mds desigualdad que Y, en el sentido de
Lorenz (ver figura 1.15), y lo notaremos

X < Y, si Lg(u) > Ly(uw) para todo u € [0, 1].

Esta definicién significa que una distribucién X es mas desigual que otra
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distribucion Y si la curva de Lorenz asociada a ¥ domina a 1

Lorenz asociada a X. a curva de












Problemas Resueltos 31

Con lo que tendremos que el valor de la media es:
1 60
T = — Ly = — — l,r
T = 12::1 niti = o 5

La varianza valdra:

k
1 78
var(z) = - E ni(z; — )% = 0= 1,95
i=1

El momento de orden 3 sera.:
66

= — = 1,65
40 0

k
1
ms = — Zni(a:i —7)?
s
Y el momento de orden 4:
1 & 364,5
me = Eni(mi -zt =

=9,112
40 91125

Calculando el coeficiente de simetria de Fisher tendremos:
msa 1,65
= —_— = -— — = 4
9= 03 T | 3964240045 00594335
con lo que deducimos que la poblacién estd sesgada a la derecha.

El coeficiente de curtosis serd:
_my 09,1125
92= 58 7T 1396424004
con lo que tenemos que la poblacién es platicirtica, mas aplastada por tanto
que la distribucién normal.

Problema 1.3 L

Se realiza un estudio sobre la potencia de los vehiculos producidos
en una fabrica, obteniéndose los siguientes resultados:

-3 = —0,603550296

potencia ’ numero de
(en C.V.)  vehiculos

80 — 100 20
100 — 140 80
140 — 160 60
160 — 180 22

180 —200 | 18
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k
my = Y fizi—p)’=
=1
k
- Zfi(l’? — 32?u 4 3zt — ud) =
=1

k k k
= > firl =3py_ fix] 432 fiwe—p
=1 1=1 =1

k

fi=

ey

= a3 —3a1a; +3a} —ad =

= ag— 3ajag + 2a§.

k
my = > filzi—p)t=
=1
k < Iy
= Z filz} - 4:5?;L + 6a2p? — drpd + pt) =
=1
"k k k _k k
= > firl —ap fird v 607 fixd - 4> fimi 4ty fi=
i=1 i=1 i=1 =1 i=1
= a4~ 4aia;3 + 6ala; — dat +a} =

= a4 —4a,a3 + Ga%ag - 3a‘11.

Problema 1.10 o o L

Demostrar que, excepto el signo, el coeficiente de simetria de Fis-
her no se ve alterado por transformaciones lineales.

Supongamos que tenemos una coleccién de observaciones que constituyen
una variable z con una media que denotaremos por p, y una desviacién
tipica que denotaremos por o,.

Si consideramos una nueva variable y obtenida a partir de z mediante la
transformacion lincal
yi = a + bx;
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Si consideramos una nueva variable i obtenida a partir de z mediante la
transformacion lineal
Y = a + bx;

tendremos entonces que los valores de la media y la desviacién tipica de la

variable y. que denotaremos ., y oy respectivamentc, serdn:

Py = a + bjig oy = |blog

Usemos la notacién siguiente:

my4, momento de orden 4 respecto a la media de la variable z

7Ly .. .
"X _ 3 su coeficiente de curtosis.

x

g2z =

4y momento de orden 4 respecto a la media de la variable y

myy, . .
92y = —4—“" — 3 su coeficiente de curtosis.

y
Veamos qué relacion existe entre gg; y goy. Para ello calculemos gy

k
may = filyi — 1y)*
=1
sustituyendo los valores de y; y de u, se tendria

k

gy = Z fila + bz; — a — bug)?
1=1

con lo cual

= b* Z‘fz - bz) = 1)4m/lz

Por tanto
My birma, 3
gy = —3 —3= —3=9n
oy [bl4ed

Problema 1.12 -

Un grupo de 20 estudiantes realiza pruebas para medir la 1nten-
sidad de la corriente en un punto determinado de un circuito.
Cuando contrastan sus mediciones observan que 4 han obtenido
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Por tanto tcnemos

7 = 0,15
var(y) = 0,55 — 0,152 = 0,55 — 0,0225 = 0,5275

oy = 0,7263

azy = 0,15

a4y = 0,55

m3y = a3y — 3ayagy + 2af, = 0,15 — 3(0,15)(0,55) + 2- (0.15)% =

0,15 — 0,2475 + 0,00675 = —0,09075

TNy = agy — 4a1yaz, + Ga%yagy — 3a‘fu =
= 0,55 — 4(0,15)(0,15) + 6(0,15)2(0,55) — 3(0,15)* =
0,55 — 0,09 + 0,07425 — 0,00151875 = 0,5327
giy = —0,09075/(0,7263)% = —0,2369
9oy = [0,5327/(0,7263)"] — 3 = —1,0856

Con lo cual los parametros estadisticos de x seran:

T = 0,15+2544 = 2544,15
var(z) = var(y) = 0,5275
s = o, = 0,7263
91z = iy = —-0,2369
g2z = gy = —‘1,0856

Hemos podido comprobar que al hacer el cambio de variable y = a + bz, con
b = 1, se ha conseguido reducir el tiempo dedicado a operaciones. por tanto,
es aconsejable en muchos problemas realizar cambios de variable adecuados.

Problema 1.13 -

El encargado de mantenimiento de una empresa realiza compras
de materiales de repuesto de tres tipos, cuyos precios son 100, 120
y 140. Calcular el precio medio de los materiales en los siguientes
supuestos:

1. Compra un material de cada tipo.

2. Compra un material del primer tipo, 2 del segundo y 3 del
tercero.

3. Compra el mismo niimero de cada tipo de material.
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es decir, la media ponderada de las medias.

Para calcular la varianza total aplicaremos la férmula
o? = E[X?| - E[X]* = —Znig — u?
con lo cual la suma de los cuadrados valdra
>z =n(o®+ %)

La suma de cuadrados total serd la suma de los cuadrados de los alumnos
de primero, segundo y tercero. Por tanto, la suma de cuadrados total serd

S a? = ny(0? + pd) + na(0f + pd) + na(o3 + 1)

siendo ni, N2, n3 el nimero de alumnos de primero, segundo y tercero y
siendo w1, 2, 43, 07, 05 y 0 las medias y varianzas respectivas. La varianza
total serd

~

o Xa? 5 m(of +pd) +no(od +p3) +na(0F +43) 12

g° = — =
n H n
operando:
2 = Ggﬁﬂw%%ﬂ%+<mﬁ+m%+m%_ﬁ)
n n

es decir la media de las varianzas mds la varianza de las medias (este resul-
tado es generalizable). En nuestro caso, sustituyendo tendriamos:

2 (5i0-4+300-6,2+150-3,8) N
1000
550 - 8,22 + 300 - 12,42 + 150 - 6,72 .
+ ( oo - 9,235 ) =
2200 + 1860 + 570 36982 + 46128 + 6733,5
- () (5 e
4,63 + (89,8435 — 85,285) = 9,1885.

- 85,285) =
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sustituyendo z3 = 43 — x1:
22 — 41z, + 441 + 484 — 4dq) + 2% = 41

esta ecuacién tiene dos soluciones que son z; = 17 (con lo cual z3 = 26) y
z1 = 26 (con lo cual z3 = 17). Como habiamos considerado los nimeros
ordenados la solucién sera

ry = 17 Io = 20 r3 = 26.

Problema 1.17 .

Dos ciclistas dan vueltas a un circuito. El primer ciclista estd una
hora corriendo a 20 km/h y luego otra hora corriendo a 10 km/h.
El segundo ciclista estd 10 vueltas corriendo a 20 km/h y luego
otras 10 vueltas corriendo a 10 km/h. Hallar la velocidad media
de cada uno de los dos ciclistas.

El primer ciclista estd la primera hora corriendo a 20 km/h, recorrerd por
tanto, en esta hora 20 km. la segunda hora corre a 10 km/h, recorrerd por
tanto, en esta segunda hora 10 km. En total ha recorrido 30 km en dos
horas, siendo por tanto la velocidad media de 15 kin/h, esto es, la media
aritmética de 10 y 20.

El segundo ciclista estd 10 vueltas corriendo a 20 km/h. Como no sa-
bemos la longitud de estas 10 vueltas llamésmole x a esta distancia. El
tiempo que tarda sera x/20 horas. Las otras 10 vueltas las corre a 10 km/h,
tardando un tiempo de x/10 horas. La distancia total que recorre es de 2x
y el tiempo total que tarda es de x/20 + x/10. La velocidad media serd 2x
entre x/20 + x/10, o lo que es lo mismo, la media arménica entre 10 y 20
que es 13,333 km/h.
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forma:

| Montante de las pélizas T ° de agentes 1
(miles de euros) _
0-5 ! 10 |

5-10 12
10-20 ‘ 60 |
20-40 90 ‘
40-70 18 ‘
70-120 _1 10 |

Calcular los pardmetros de centralizacién, dispersién, simetria y forma
de la distribucién.

46. En una encuesta sobre duracién media de las llamadas telefénicas ur-
banas se han obtenido los siguientes resultados:

[ Duracién media N° de |

(en minutos) | llamadas
0-1 60
1-2 | 90
23 | 150 |
3-6 o200 |
6-9 ‘ 160 |
9-12 |40 |

(a) Calcular: Duracién media, varianza, desviacion tipica, coeficiente
de variacién, mediana y moda.

(b) Si la distribucién anterior es representativa del conjunto de lla-
madas urbanas que se registran en la ciudad, y sabiendo que dia-
riamente se efectian un promedio de 100000 llamadas, calcilense
los ingresos diarios que obtiene la compania telefénica por este
concepto, siendo la tarifa de 5 ptas. por llamada mas 4 ptas. por
cada minuto y fraccion.

47. Una empresa tiene diez delegaciones para la venta de sus productos.
La estadistica de ventas y nimero de empleados para los anos 1996 y
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o1.

52.

53.

54.
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pesetas respectivamente, calcular el promedio del coste para el periodo
de 5 anos.

Se sabe que el consumo medio de gasolina de una determinada marca
de automdviles es de 7 litros, con una desviacién tipica de 0,7 litros.

(a) Calcular las puntuaciones tipificadas que corresponderan a los
consumos de 9 litros, 6 litros y 5,5 litros.

(b) Sabiendo que el consumo medio de otra segunda marca diferente
es de 6,5 litros con una desviacidén tipica de 0,8 litros, determinar
s1 un automévil de esta marca que consumiera 8 litros tendria un
consumo relativo mayor a otro de la primera marca que consu-
miera igual.

Un fabricante de detergentes quiere comprar una maquina empaque-
tadora que realice la operacién de llenar bolsas de 250 gramos.

La casa A le ofrece una maquina con la cual realiza unas pruebas y
obtiene los siguientes resultados: 250, 252, 248, 253, 247. La casa B
le ofrece otra, y realizando pruebas obtiene los siguientes resultados:
258, 252, 247, 248, 245,

Halla la media aritmética y obtiene que ambas registran una media
de 250 gramos. Por ello, decide comprar la maquina que posea menos
dispersién. ;jCual es esa maquina?

El Instituto Nacional de Estadistica publica que el indice industrial del
Estado Espanol es de 600 con una desviacién tipica de 2,5. Sabemos
que Barcelona, Granada, Bilbao y Caceres respectivamente tienen unos
valores tipificados de 4,5; -2,7; 3,2 y -5. ;Cudl es el indice industrial
de estas provincias?

Elegida una familia tipo se comprobé que los gastos mensuales en ocio,
esparcimiento, recreo y conceptos afines eran de 16000 ptas. durante
todo el ano laboral, mientras que en el mes de vacaciones eran 2.5
veces mas.

En la zona en la que habita la familia once meses del afio y por aquellos
mismos conceptos, se ha calculado un promedio de 12500 ptas./mes-
familia y una desviacién tipica de 3800 ptas./mes-familia, mientras que
en la localidad que pasan el mes de vacaciones la media y desviacién
tipica son de 38000 y 5000 ptas. por familia respectivamente.
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Figura 2.20: Tabla de doble entrada

También podria presentarse la Tabla de doble entrada acompanada
su frecuencia relativa f;; que es igual al ndmero de veces que se presenta
par dividido por el total de observaciones, como consecuencia se tendra

r s
ZZ fij=1 siendo f;; = A
i < N
1=1j=1
extremo que apareceria recogido en la parte inferior derecha de dicha tab!

Si la distribucién es de atributos, la Tabla se llama de Contingencia
tendra tratamiento aparte mas adelante, y si cs de Variables la llamarem
de Correlacién. A partir de ahora limitaremos el estudio al caso en el g
los caracteres sean Variables.

2.1.2 Distribuciones marginales.

En la Tabla I, se han sumado las frecuencias que aparecen en cada una
las filas y columnas, colocandose los resultados en los “mérgenes”, y asi

T s r s
donij=n; > nig=ni S fii=1; S fiy=1
i=1 j=1 i=1 j=1
de tal forma que la primera y tltima columna de la Tabla I, constituy

la distrubucién Marginal de X, y la primera y ultima fila la Distribuc;
Marginal de Y. Logicamente se verifica que:

r s r 5
Y =N Y.ni=N Y fi=1 Z-fﬁ:l
i=1 j=1 i=1 7=l

lo que garantiza que ambas sean distribuciones unidimensionales.
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2.1.3 Distribuciones condicionadas.

Nos preguntamos ahora por lo que ocurriria con una de las Variables si
fijAsemos un determinado valor para la otra. La respuesta implica el con-
cepto de Distribucién Condicionada que definimos de la siguiente forma:

flzifyi) = % flyi/zi) = :_‘I

que son, respectivamente, las frecuencias relativas de la distribucién condi-
cionada de X para el valor y; de Y (j =1,2,...,5) y las frecuencias relativas
de la distribucién condicionada de Y para el valor z; de X (i = 1,2,..,7).

Independencia. Decimos que la variable X es independiente de Y si,
para todos los posibles valores de 7 y de j, se verifica:

fzily;) = fi

es decir, si la distribuciénes Condicionadas coinciden con la Marginales. De
la misma forma, se definiria la independencia de Y respecto de X. La defini-
c¢ién de condicionada nos da una expresion alternativa para la Independencia,
y asi, X e Y son independientes si:

fu=1Fi-f; ¥ 4,7 oequivalentemente N - n;;=n, -n; V 4]

que ademds pone de manifiesto que la Independencia se establece en un
doble sentido: X es independiente de Y si y solo si Y lo es de X.

2.1.4 Covarianza y Correlacién.

Abordaremos en este epigrafe las posibles relaciones de dependencia lineal
entre las variables y la forma de cuantificarlas, para ello, y al igual que en el
caso unidimensional introduciremos la nocién de momento respecto al origen
y respecto a la media.

Momentos. Definimos el Momento de Orden h, k respecto al Origen
como:
Lo h ok
Ghk = }—V'ZZ% RAIRL
i=1j=1

Es inmediato comprobar que a;g, es la Media de X, que ag; es la Media
de Y, etc.
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2.1.5 Vector de medias.

Podemos generalizar el estudio a distribuciones k-dimensiones (k > 2) d
tal forma que para cada elemento del colectivo en estudio se obtienen obser
vaciones sobre k caracteres distintos que genera una variable k-dimensiona,
Dicha variable podemos interpretarla como un vector X con k& componente
(X1, X2,...,Xk). Llamaremos Vector de Medias de la variable a:

>
i

2.1.6 Matriz de varianzas y covarianzas.

Llamaremos Matriz de Varianzas y covarianzas a la matriz cuadrada simétr:
ca que tiene en la diagonal principal la Varianza de cada una de las variable
y fuera las covarianzas entre cada par de ellas. Es decir:

S Sy oo - - Sk

Sz S2 - - - Sy
o ) L

S Sox - - - SP

En notacién matricial lo anterior se expresa como:

MZ%Z(Xi—Y)'(Xi—Y)’

Varianza generalizada. Como proyeccién del concepto de Varianz
definimos la Varianza Generalizada como el determinante de la Matriz d
Varianzas y Covarianzas. Dicho determinante es siempre no negativo y par
el caso de dos variables vendria dado por:

IM| = 825;(1~ r?)
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gj las variables estdn incorreladas, es decir 7 = 0, |M| toma su valor
maximo: el producto de las varianzas.

Cuando existe cierto grado de relacién lineal 0 < r? < 1, la Varianza
Generalizada disminuye, pues conocida una de las variables la variabilidad
de la otra se reduce. Y por 1ltimo, si r2 = 1, conocida una de las variables
queda perfectamente determinada la otra y la variabilidad conjunta es nula.

2.2 Ajuste y regresion en IR.

2.2.1 Introduccion.

Supongamos que tenemos /N observaciones de una serie estadistica bidimen-
sional (X,Y’). Representamos en un grafico la serie, obteniéndose una nube
de puntos. El problema que nos planteamos consiste en encontrar una re-
lacién entre las variables que exprese los valores de una de ellas en funcién
de los de la otra. Para hacer esto podemos optar por uno de los caminos si-
guientes: prefijar una clase funcional o trabajar sin clase funcional prefijada
alguna. En el primer caso, estaremos realizando un ajuste, y en el segundo,
tendremos un problema de regresién.

En el caso del ajuste, la cuestién serd encontrar los parametros que
identifique la funcién dentro de la clase. Esto se consigue imponiendo a ésta
que verifique condiciones de adaptacién a la nube de puntos de la muestra
de trabajo. Nosotros utilizaremos el criterio de los minimos cuadrados que
desarrollaremos en el punto siguiente.

En el segundo caso, la funcion de ajuste se obtiene utilizando distribu-
ciones condicionadas. Nosotros emplearemos el método de la regresién a la
media, que consiste en asociar a cada valor de la variable independientemen-
te, el valor medio de la distribucién de la variable dependiente condicionada
a cada uno de dichos valores.

El objeto del ajuste es doble. Por una parte interpolador: puesto que
estamos trabajando con un cierto nimero de observaciones, es de esperar
que si éstas son representativas del fenémeno en estudio, los elementos del
colectivo se comporten de forma parecida y la funcién de ajuste sea también
valida para ellos. Y por otra parte extrapolador: bajo la suposicién de que
la relaciéon funcional entre variable dependiente e independiente permanece
constante, al menos en un entorno de las observaciones, es posible hacer una
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previsién del valor que tomard la variable dependiente para un valor a cort,
o medio plazo, volumen de cosecha en funcién de la lluvia caida, etc.

La eleccién de la familia de funciones sobre la que haremos el ajuste e
uno de los problemas principales con los que habremos de enfrentarnos. E;
un principio, la observacién de la nube de puntos puede darnos una ide
de la evolucién de los valores de la variable dependiente (a partir de ahor.
Y') en funcién de los de la independiente (X). Otro sistema puede consisti
en efectuar un andlisis de los datos, viendo las posibles permanencias d
éstos. También debemos tener en cuenta las peculiaridades del fendmen
estudiado.

Dividiremos esta seccién en dos partes, la primera dedicada al ajuste -
la segunda a la regresién.

2.2.2 Ajuste, criterio de los minimos cuadrados.

Fijada la familia de funciones que utilizaremos para ajustar los valores d
una serie estadistica bidimensional, ésta dependera de unos parametros. F
método de los minimos cuadrados estima pardmetros imponiendo la condi
cién de hacer minima la suma de las diferencias al cuadrado entre los valore
observados y los correspondientes valores ajustados.

Sean (z1,y1),(z2,y2)--.(zn,yn) los valores observados. Supongamos qu
utilizamos la funcién de ajuste g(z,a, 8, ..,8). Obtendremos los valores d
los pardmetros imponiendo la condicién de hacer minima la funcién:

H(a, B, 0) = 3l — 9(@1, 0, 8....8))

Para ello calculamos las parciales de H respecto de cada uno de lo
pardmetros e igualamos a cero:

oH _ 0 _ oH
da ' 98 U 08

con lo cual obtendremos un sistema de tantas ecuaciones como pardmetros
llamado sistema de ecuaciones normales, que resuelto nos da los valores d
los pardmetros. Pasamos a continuacién a hacer un estudio méas detallad
para algunas funciones de uso habitual:
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donde e; representa el residuo o error de la observacién i-ésima. Admitien-
do que se verifican las condiciones suficientes de minimo podemos obtener
facilmente los valores de a y b:

a=7y—bT
_ Cov(X,Y)
T Var(X)

Si hubiéramos querido obtener la recta de regresién de X con respecto a
Y, llamando a' y b’ a los coeficientes, tenemos:
d =707
r - Cov(X,Y)

Var(Y)
Los valores de b y b’ que son las pendientes de las rectas de ajuste reciben
el nombre de Coeficientes de regresién. Hemos definido dos variables,
por una parte Y*, que representa a los valores ajustados de la variable Y

Esta nueva variable tiene por media y varianza:

=k

¥y =y
Var(Y*) = b Cov(X,Y).
Y por otra parte la variable residuo e, con media y varianza:

e=20
Var(e e; =
Z =5 Z
Var(e) recibe el nombre de varianza residual, y puede expresarse también

de la forma:
Var Zyz—aZyz—bzwzyz

Estas dos variables son incorreladas. En efecto, multiplicando la primera
ecuacién normal por a y la segunda por b, tendremos:

OzaZei+bZef$i=z a+ bx;) = Zey%
y puesto que € = 0, resulta:

Cov(e,Y*) = ;% -e- g =0

como queriamos demostrar.
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Jos valores observados y los ajustados. Segun ya hemos visto anteriormente,
la varianza del error o varianza residual vale:

S a¥)2 2

Var(e) = iy — i) _ i

N N
que coincide con el error cuadrdtico medio (E.C.M). Al ser una suma de
términos al cuadrado siempre sera positivo, salvo que todos sean nulos, en
cuyo caso el E.C.M. valdra cero. Los términos seran nulos si coinciden los
valores observados con los ajustados. Por lo tanto el ajuste serd perfecto
s6lo si la varianza residual vale cero.

Si ajustamos los mismos datos a dos modelos diferentes el mas adecuado
sera aquel que tenga un E.C.M. menor.

Relacionaremos a continuacién la varianza residual, la varianza de Y y
la varianza de Y*. Dec la relacion e; = y; — y;, que podemos expresar:

Yi=vy; +e

sabiendo que las variables Y* y e son incorreladas, y aplicando que en este
caso la varianza de la suma es igual a la suma de las varianzas tenemos:

Var(Y) = Var(Y") + Var(e).

Es decir, la varianza de Y es igual a la varianza de los valores ajustados
mas la varianza residual. Este importante resultado podemos expresarlo
también de la forma:

S -9 = Z(yf -9+ Z(yi -y’

1
sin mas que multiplicar los dos miembros de la igualdad por V. Al ser las
varianzas nimeros positivos las relaciones siguientes son evidentes:
0 < Var(e) < Var(Y)
0 < Var(Y") < Var(Y).

Si Var(e) = 0, entonces y; = y; para todo 7, con lo que el modelo
propuesto explica perfectamente las variaciones de la variable Y, siendo
inmejorable. Si por el contrario, Var(Y*) = 0, entonces y; = § para todo 1,
con lo que el modelo de ajuste es constante y no explica, en forma alguna,
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Ejemplo.

Calcularemos la regresién a la media de la siguiente distribucién:

Y Suma
39
45

| 34

9
2
3
2
3 26
4
6
3

~
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DO OO W H— WwWw

|
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-J
w
ol

Suma

La “curva” de regresion quedaria:

2.4 Analisis de la bondad de la regresion.

Daremos a continuacién una medida de la proximidad de la curva de regre-
sién a la distribucién. Consideremos el error cuadratico medio, que en este
caso viene dado por:

B.CM. = i [”"JN R ZV&I‘

donde Var(Y;) es la varianza de Y condicionada por X = z;. E1 E.C.M. vienc
acompanado de la unidad de la variable con los consiguientes problemas. Se
hace necesario, pues, dar una medida abstracta de la bondad del ajuste. La
varianza de Y podemos expresarla como:

Var(Y ZVar ) fi + Z Yi-Y) fi.

quedando descompucsta en la suma de la media ponderada de las varianzas
condicionadas, mas la varianza ponderada de las medias condicionadas. La
heterogeneidad de Y, resulta de la heterogeneidad debida a las distribuciones
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Tabla IT

De igual forma que haciamos con el coeficiente de determinacién, pode-
mos multiplicar la razén de correlacion por 100 y obtendriamos, en forma de
porcentaje, la parte de la variacién de Y que queda explicada por la curva,
de regresion, que seria:

el resto hasta 100, es decir:

Var(e)

quedaria sin explicar por ella.

Proposicidn.

La curva de regresion es la funcién éptima para el criterio de los minimos
cuadrados.

De este resultado se puede deducir que el E.C.M. de la regresién de la
media es menor o igual que el E.C.M. del ajuste minimo cuadrético, y como
consecuencia, que el coeficiente de determinacion, es siempre menor o igual
que la razén de correlacién, sea cual sea la funcién elegida. La comparacién

2 2 . . . . . v, . .
entre R y Ty /5 DOS puede indicar si existe una funcién mejor para ajustar
los datos.

2 2
< .
R Ny

Notas.

1. Deciamos antes que la regresion a la media tenia sentido cuando con-
tdbamos con un amplio nimero de observaciones de la variable de-
pendiente para un valor de la independiente. Sin embargo, en ciertos
casos podemos suavizar esta condicion. Asi, si la variable X es conti-
nua, alin con un alto nimero de observaciones, es de esperar que haya
pocos valores que se repitan, pero siempre podremos agrupar los datos
en intervalos; éstos deberan ser lo suficientemente pequenos como para,
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que los elementos pertenecientes a un mismo intervalo puedan consi-
derarse, a los efectos pertinentes, iguales, y lo bastante grandes como
para que caiga un nimero minimo de observaciones en la mayoria de
las clases.

2. Cuando la nube de puntos no nos proporcione una idea de la clase fun-
cional que debemos elegir para realizar el ajuste, una posible solucién
puede ser el calcular la linea de regresién y representarla graficamente.

3. Si hemos utilizado una funcién para efectuar el ajuste, calcular la pre-
visidn para un valor de la variable independiente se reduce a sustituir
dicho valor en la funcién. Si debemos apoyarnos en la linea de regre-
sién, la prevision para una valor z de X, seria el valor correspondiente
a la clase a la que pertenece z. Esto hace que la prevision tenga dos
matices diferentes: mientras que si utilizamos la linea de regresion,
s6lo podemos hacer previsiones para valores encuadrados en alguna
de las clases predefinidas -en realidad seria una interpolacién-; cuando
nos basamos en una funcién de ajuste, no sélo podemos hacer estima-
ciones para valores intermedios, sino que podemos extrapolar y sacar
conclusiones para valores exteriores; aunque, en este caso, la fiabilidad
de la prevision dependera de que las condiciones en que se realizé el
ajuste, permanezcan constantes, lo que ocurrird, normalmente, en un
entorno de los puntos utilizados para realizarlo.

2.5 Analisis de atributos.

Cuando queremos estudiar el grado de asociacién de dos variables X e Y,
siendo una de ellas, o las dos, cualitativas. Vamos a estudiar a continuacién
algunos coeficientes de correlacién.

Correlacion biserial.

Se aplica cuando se trata de estudiar la correlacién entre las dos compo-
nentes de una variable aleatoria (X,Y), y es plausible considerar que su
distribucién conjunta es binormal. Se usa cuando una variable Y es cuanti-
tativa, mientras que la segunda variable X es dicotémica, esto es, definida
por dos grupos. El coeficiente se define como:
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. _Y-% pq
b Uy Z

Y1 = valor medio de Y condicionado al menor valor de X.
Y, = valor medio de Y condicionado al mayor valor de X.
p = proporcidn de observaciones en la categoria mayor.

q = proporcién de observaciones en la categoria menor.
oy = desviacién tipica de Y.

z = ordenada de la funcién de densidad de la N(0,1) correspondiente a
un valor ¢y tal que F(cg) = p.

Correlacidn tetracérica.

Se denota por r;, y se usa para medir el grado de asociacién lineal entre
dos variables X e Y, donde ambas son dicotémicas y las verdaderas distri-
buciones se suponen normales. Esto es, se usa para tablas de contingencia,
(2x2).

Ti11 - 722 — M2 - N2l
Tt = =

VN1 N2 — N1 N2

Coeficiente de contingencia.

Para estudiar el grado de asociacién entre dos variables X e Y cuando los
datos estan en una tabla de contingencia r x c, se define el coeficiente de
contingencia:

c= /X

VN + 2
donde s n -
2 _ ) A SR |
X_Z;*__N con nu——z—N——]

i,j i

Cuanto mas préximo es C? a 1, mayor es el grado de correlacién. Para.
h = k (tablas de contingencia cuadradas) el valor maximo de C? es ’-‘—E—l









Problemas Resueltos

Problema 2.1 .

Se somete a una serie de alumnos a un test. Se mide el tiempo
que tardaron en realizarlo (de 11 a 15 minutos) y la nota obtenida
(de 1 a 5) obteniéndose los siguientes resultados:

11 12 13 14 15
1,1 2 3 2 1
2 [ 9 10 11 12 13
311 13 15 14 12
4113 19 17 16 9
5115 17 18 16 10

Se pide:

1. Representar los datos en un estereograma.

2. Hallar la nota media obtenida.

3. Hallar el tiempo medio empleado por los alumnos que sacaron

la midxima puntuacién.

1 El estereograma puede verse en la figura 2.22.
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my = az — a3 = 19,95290859 , m3 = a3 — 3a1a2 + 2a} = 30,46056

my = ag — 4ajas + 6a’ay — 3a? = 771,3174469.
1 1

Coeficientes de centralizacién

Media Aritmética Y = a; = 8,68421 meses

Mediana Me = 8 + 38;132 -4 = 8+1 = 9 meses

Moda Mo = 8 + g2y - 4 = 8+2,2222=10,2222 meses

Media Geométrica G = ~432.1024 . 1310.156 . 184 = 7,495 meses

Media Armoénica H = ﬁ%ﬁ = 6,445 meses

Media Cuadréatica C = 9,76568 meses

Cuartiles (); =4,75 meses , J2 = 9 meses , (}3 = 12,222 meses

Deciles D; =1,89 , Dy, = 3,79, D3 =576 , Dy = 7,59 , D5 =9
Dg =10,2667 , D7 =11,6333 , Dg =12,96 , Dg = 14,8

Percentiles P} =1,18 ... Py = 19,23.

Coeficientes de dispersiéon

Desviacién respecto a la media Dy = 3,9446 meses
Desviacién respecto a la mediana Dys. = 3,89474 meses
Desviacién cuartilica Dg = 3,725 meses

Desviacién percentilica Dp = 6,45 meses

Rango o recorrido Re = 20 — 0 = 20 meses

Varianza Var(Y) = mq = 19,95290859 meses?

Desviacién tipica oy = Var(Y) = 4,46687 meses

99

Coeficiente de variacién de Pearson Cv = 0,514367 - 100%= 51,4367%.
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14070000
Cov(X,Y) = == =" — (17236,84211)(8,68421) = 35443,2133,

La recta de regresion de Y sobre X es:

Cov(X,Y)
Var(X)
ry/z =Y = 0,00051904 - X — 0,262410623.

rye = (Y = V) = (X — X)

El coeficiente de correlacién lineal es:

. Cou{X,Y}

ox - oy

= (,9602055.

Y la relacién lineal es directa y aceptable.

El coeficiente de determinacién es R? = r? =0,92199; con lo que el ajuste
es aceptable.

(c) Para hacer la previsién del tiempo transcurrido hasta la primera averia
para un componente que cueste 40000 tendremos:

Y.hooo = 0,00051904 - 40000 — 0,262410623 =20,499189 meses

Otros ajustes son peores:

Regresién Exponencial Y = a-bX
Y = 2,484828 - 1,000064053%
r = 0,949727

Regresion Logaritmica Y =a+blnX
Y = —-67,0224 + 7,8673745In X
r = 0,937036

Regresion Potencial Y=a X°
Y = (4,83361 10~4). x1.002716
r = 0,95722.
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Por tanto la recta de regresion de x sobre y serd aquella que pase por e}
punto (3,8) y tenga por pendiente 0,4. Esto es:

z—3=04(y-8)

que equivale a

Problema 2.7 o

La recta de regresién de y sobre z es y = 2z + 2 siendo o2 = 4,

Hallar el valor minimo que puede tomar 05 .

obtenemos que
cov(z,y) = b- 02 =2(4) = 8.

Usemos ahora la relacion

2
R2 = OV 2(%@/) <1
o50y
de donde \
o2z ey O

2
oFs 4

Por tanto, el minimo valor que puede tomar 05 es 16.

Problema 2.8 ...

La recta de regresién de y sobre r esy = 2z+2 siendoT = 3,02 =4y
ag = 25. Hallar 7, Cou(z,y), el coeficiente r* y la recta de regresién
de x sobre y.

Como las dos rectas de regresién pasan por el punto (Z, %) hallemos en primer
lugar 7.
7=2(3)+2=8.

Como sabemos que
cov(z,y)
o3

b=
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Con lo cual usariamos la siguiente tabla:

E
0 0,20
110,18
2 lo,16
30,14
4 | 0,12
5 10,10
6 0,08
70,06
8 | 0,04
9 0,02

Realizando los distintos cilculos obtenemos:

mediade z 4,5 ‘
media de y’ | 0,11
Oz 2,872281323

‘ oy 0,057432921
cov(z.y') , -0,164963444

de donde obtenemos que la recta de regresion de ¢’ sobre z esy = A+ B - x:

. B | -0,019995569
A | 0,199974876
 R?0,99999926 ‘

y el ajuste es y = 1/(0,199974876 — 0,19995569 - z); y las previsiones que
realizariamos serian:

" prev 10 | 52119,7828
prev 11 -50,05911381
prev 12 | -25,0175427

Obsérvese que ahora el valor de R? es practicamente igual a 1. Sin em-
bargo las previsiones que se obtienen son o muy grandes o incluso negativas,
lo cual no es légico. Esta situacién sc produce porque la asintota de la
hipérbola estd en un valor situado entre 10 y 11. La primera prevision es
muy grande al estar este valor muy préximo a la asintota. Los siguientes
son negativos al encontrarnos ya en la otra rama de la hipérbola. En estos
casos extremos las previsiones dadas por el ajuste hiperbdlico no son muy
buenas. Son mejores las obtenidas en el ejercicio antertor.



110 Andlisis conjunto de variables estadisticas.

Problema 2.13 . __

Dadas la siguiente distribucién bldlmensmnal

| X/Y 1100 200 300
1251 12 30 18
|

Estudiar la independencia entre estas variables. Calcular la cova-
rianza.

Calculando la tabla de frecuencias relativas, obtenemos:

"X/Y | 100 200 300
125012 030 018'06\
. 220 10,08 020 0,12 '04 |

| L 02 05 03 1]

Y si comprobamos que la frecuencia relativa de la distribucion conjunta
coincide siempre con el producto de las frecuencias relativas marginales.
Esto es:

fia = 012=06-02=f. fq
fiz = 030=0,6-05=f.fo
fis = 0,18=0,6-03=F.f3
fa1 = 0,08=04-02=fa f1
fa2 = 020=04-05=fo - fo
foa = 0,12=04-03=fo-f3

y por tanto las variables X e Y son independientes.

La covarianza entre las dos variables es nula, ya que son independientes
y la independencia implica incorrelacién lineal. El reciproco no es cierto,
como veremos en el problema siguiente.

Problema 2.14 L

Se plantea a un grupo de 20 alumnos dos cuestiones tipo verda-
dero/falso. Se les califica segun los siguientes criterios: 1 si la
respuesta es correcta, -1 si la respuesta es errénea y 0 si se deja
sin responder. Las notas obtenidas por los 20 alumnos fueron las
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La covarianza seria:

Cov(z,y) = [1-1-0+1-0-34+1-(=1)-0+
+ 0:-1-540-0-440-(—-1)-5+
+ (-1)-1-0+(-1)-0-3+(~1)-(-1)-0]-0-0=0.

Sin embargo, las dos variables no son independientes, puesto que si vemos
la tabla de frecuencias relativas

I S
—11 "0 3/20 0l 3/20°

. 0(5/20 4/20 5/2014/20
10 3/20 0 3/2
" 's/20 1020 5200 T 1

se puede comprobar que la frecuencia relativa de la distribucién conjunta
no coincide con el producto de las frecuencias relativas marginales. Por

ejemplo:
3 5

{
ks

fii=0# = fi.- fa.

t2
[}
fm

’
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4. Las calificaciones de 10 alumnos en Algebra y Calculo son las que
aparecen en la tabla:

(a) Dibujar la nube de puntos.

(b) Calcular las rectas de regresion y el coeficiente de correlacién
lineal.

(c) {Qué nota esperard un universitario en Cdlculo, si ha obtenido
8,3 en Algebra?

Algebra | Calculo

—_ e — — —

6 \ 6,5
4 45
8 | 7
5 ‘ 5
3,5 4
7| s
51 7
10 10
5 | 6
4 | 5

Calcular la covarianza.















Problemas Propuestos Y

XY menos de 0,1 de 0.1 20,3 mads de 0,3
menos de 20 48 -
de 20 a 50 | 21 11
de 50 a 100 14 8
de 100 a 250 1 7 5 1
mas de 50 6 6 1

(a) Distribuciones marginales.
(b) Mediana de Y y tercer cuartil de X.

{(c) Distribucién de las agencias. segun Y. cuando la ratio X se en-
cuentra comprendida entre 0.1 y 0,3.

(d) Distribucién, en términos relativos, de X para agencias con saldo
medio por encima de las 100.000 ptas.

18. El siguiente modelo tedrico correspondiente al niimero de piezas defec-
tuosas encontradas en dos muestras aleatorias de tres unidades. Con
X = defectuosas primera muestra, ¥ = defectuosas segunda muestra.,
se dispone de la siguiente estructura conjunta de posibilidades:

XYl oo 1 2
0 0,047 0,093 [ 0.062 10,014 ]
S 10,093 10,187 | 0,124 | 0,028
| 2700620124 0084 0,018
;30014 0,028 ]0,018 0,004 |

Comprobar que X ¢ Y son dos variables independientes.

19. Se esta intentando estudiar si existe relacion entre el nimero de anos
que lleva un individuo afiliado a un partido politico y el nivel de sa-
tisfaccion con dicho partido. Para ello se parte de los datos de 10
individuos tomados al azar.


cuart.il
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iii. La covarianza.
iv. La varianza marginal de X y la varianza condicionada de X

al valor ¥ = 4.
v. La varianza marginal de Y y la varianza de Y condicionada
a X = 200.

(b) ;Son estadisticamente independientes?

23. Veintiocho tiendas de deporte han creado mancomunadamente un ser-

24.

vicio propio de reparaciones de material deportivo; observandose, en
los seis meses que lleva funcionando, las caracteristicas: X;; = importe
de las reparaciones solicitadas por la tienda i. X5, = dias de retraso,
en promedio en el servicio de la empresa 7. X3; = cuantia del ahorro
por el servicio, satisfecha por la empresa i.

N >XXu Xy > X k 28 60 14 I
0 T X% T XiXe Y X1iXa 0 150 123 83

0 o0 SX;  SXuXs| |0 0 74 11
0 0 0 $x2 | (o o o 35

Obtener el rango de la matriz de varianzas y covarianzas. Interpretar
el resultado.

Dada la siguiente distribucién bidimensional:

PSRN NE N NN RN
Y 122722 2512728333 34,4|4]

Se pide:

(a) Calcular las dos rectas de regresion.
(b) Comprobar que dichas rectas se cortan en el centro de gravedad.
(c) Estimar el valor de Y para X = 10.
(d) Estimar el valor de X para Y = 4,6.

(e) Intrepretar y analizar los resultados obtenidos en los dos puntos
anteriores.

(f) Interpretar el significado de by de ¥'.
(g) Interpretar el significado de 1 — R?.
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(a) Asignando a los valores Apto, No Apto, los valores 0 y 1 respecti-
vamente, obtenga el coeficiente de correlacién lineal e interpretelo.

(b) Demuestre que el coeficiente de correlacién biserial coincide con
T, esto es:

_ ?/:1721 - Y/z:O
r= o vV Pa

Yy

siendo p y g los porcentajes de aptos y no aptos, respectivamente.

40. En la misma prueba del ejercicio anterior se consider6 la distribucién
de hombres y mujeres en relacién a los resultados obtenidos:

Resultado/Sexo Hombres MujereS|
Aptog ! 34 22

" NoAptos | 25 17

Se pide:

(a) ;Existen diferencias entre los resultados de ambos sexos?

(b) Demuestre que el coeficiente de correlacién tetracérica coincide

con 1, esto es:
111722 — ﬂ127121

RORIVE —n1n2
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de las apuestas depositado en la mesa si los jugadores se veian obligados 3
finalizar la partida sin que existiera un ganador.

Conectando con el primer péarrafo, si prolongdramos indefinidamente |5
sucesién de pruebas con sus resultados, llegariamos al conjunto potencial-
mente infinito de todos los resultados del experimento aleatorio que se llama
Universo, Poblacién o Colectivo asociado al mismo. De hecho, en el caso de
fenémenos deterministas se hace preciso el registro y constatacién de ciertag
permanencias, mientras que en el caso aleatorio dichas permanencias apare-
cen al considerar un gran nimero de pruebas. Por ejemplo, si lanzo n veces
una moneda y obtengo k caras, la frecuencia del suceso cara es k/n. Este
hecho de que la frecuencia de un suceso tiende a aproximarse a un ndmero
fijo al aumentar el nimero de pruebas se ha denominado Ley del azar o Ley
de estabilidad de las series estadisticas.

El llegar a la conclusién anterior fue posible gracias a la aportacién de
Bernoulli(1654-1705), que demostré la llamada Ley de los grandes nimeros,
que enunciada de una forma sencilla dice asi: “la frecuencia relativa de un
suceso tiende a estabilizarse en torno a un nimero, a medida que el nimero
de pruebas del experimento crece indefinidamente”.

No obstante, la primera definicién que se conoce del concepto de proba-
bilidad fue enunciada por Laplace(1749-1827). Aunque de forma un tanto
libre, Laplace entiende que: “en el fondo, la teoria de probabilidades es
s6lo sentido comun expresado con nimeros”. Después de Laplace, ¢l interés
por el cdlculo de probabilidades fue disminuyendo, llegando practicamente
a desaparecer como disciplina matematica durante el siglo XIX,

No es hasta principios del siglo XX cuando el matemdtico ruso Kolmo-
gorov, apoyandose en la Teoria de conjuntos y en la Teoria de la medida, da
una definicién axiomética del Calculo de Probabilidades, como generaliza-
cién y sintesis de los conocimientos que de la Probabilidad se tenian hasta
entonces.

3.2 Distintas definiciones del concepto de proba-
bilidad.

De la introduccién historica que hemos elaborado se desprende la existencia
de tres definiciones del concepto de Probabilidad que pasamos a definir y
discutir.
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Definicion Frecuentista.

La proba.bilidad de un suceso es el valor limite de su frecuencia relativa al
repetir indefinidamente la experimentacién. Los inconvenientes de definir
asi la proba.bilida.d son los siguientes:

1. Desde el punto de vista del Andlisis no puede interpretarse el limite
anterior por la imposibilidad de fijar el nimero de repeticiones.

2. En algunas ocasiones no es posible realizar una experimentacién inde-
finida.

3. Las condiciones bajo las cuales se realiza la experimentaciéon pueden
variar a lo largo del tiempo y, con ellas, las frecuencias relativas.

Definicién Cldsica. (Laplace)

La probabilidad de un suceso A es el cociente entre el nimero de casos
favorables al suceso y el nimero de casos posibles. Inconvenientes:

1. No es vélida cuando los sucesos elementales no son equiprobables.

2. A veces no es posible contar.

Para evitar todos estos inconvenientes y un gran nimero de paradojas
y dificultades surgidas a comienzos del presente siglo, se hizo necesaria una
profunda revisién del concepto de probabilidad utilizando las herramientas
més precisas del momento: La Teoria de conjuntos, desarrollada principal-
mente por Borel, y la potente Teoria de la medida debida a Lebesgue. La
probabilidad seria entonces una medida de la incertidumbre, con propieda-
des similares a las medidas de longitudes, tiempo, etc.

Una concepcién maés operativa es definir la probabilidad como una medi-
da personal de la incertidumbre de un suceso, basada en aquellos experimen-
tos previos, que con la informacién disponible, se consideren indistinguibles
o intercambiables. En situaciones repetitivas, cuando exista una amplia
experiencia, la probabilidad vendra determinada por la frecuencia relativa,
mientras que, en otros casos, dependerd de distintos tipos de informacién.
Todo lo anterior llevé a Kolmogorov a introducir axiomaticamente el con-
cepto de Probabilidad:
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Teorema. Dados n sucesos cualesquiera A;, A, ..., Ap, tal que se cumple
P(A1NAsN...NA,) > 0, se tiene que:

P(AlnAgﬂ...ﬁAn) = P(Al)P(AQ/Al)P(Ag,/AlﬂAQ)
-P(An/AlﬂAgﬂ...ﬂAnq).

Dependencia e Independencia.

Diremos que dos sucesos A y B son independientes si el conocimiento de la
ocurrencia de uno no modifica la probabilidad de aparicién del otro. O sea,
P(B/A) = P(B). Resultado. Dos sucesos A y B son independientes si
P(AN B) = P(A)- P(B).

La definicién de independencia se puede generalizar a un nitmero finito
de sucesos. Asi tendremos que Aj, Ag, ..., A, son independientes si:

P(A;NA;) = P(A)P(A)) Vi#j
P(AINA;NA) = P(A)P(A;)P(Ay) Yi#djji#ki#k
P(AiNAyn ..NA,) = fIP(Ai)_

3.5 Teorema de la probabilidad total. Teorema de
Bayes.

Probabilidades a priori y probabilidades a posteriori.

La probabilidad de obtener un cinco en el lanzamiento de un dado perfecto
es 1/6, ya que aplicando la definiciéon de Laplace, se tiene que s6lo hay
un caso favorable y seis casos posibles, todos ellos equiprobables. A estas
probabilidades que se pueden determinar de antemano, sin realizar ningin
tipo de comprobacién experimental, se les denomina probabilidades a priori.
Ahora bien, no siempre es posible establecer a priori la probabilidad de
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Teorema de Bayes.

En las mismas hipétesis del Teorema anterior tenemos que:

P(B;/Ax) i P(B;/A;)P(4;)

i=1

P(Ax/Bj) =

3.6 Anexo: Combinatoria.

Introducion.

La Combinatoria estudia los diferentes modos en que se puede llevar a ca-
bo una cierta tarea de ordenacién o agrupacién de unos cuantos objetos
siguiendo unas reglas prefijadas. Por ejemplo:

i Coémo se pueden colocar las 32 fichas de ajedrez en el tablero de modo
que no haya dos en el mismo cuadro?

., Cudntas banderas diferentes se pueden hacer con tres franjas horizon-
tales si tenemos tela de 6 colores diferentes?

Variaciones con repeticién.

Supongamos que tenemos m elementos distintos ay, as, as, -.., a,,. Pretende-
mos ocupar n lugares con ellos de modo que cada elemento pueda ocupar
mas de un lugar. Las distintas posiciones se llaman variaciones con repeti-
cién de m elementos tomados n a n. El nimero total se denota por VR, ,,
y es igual a m”. Por ejemplo:

El nimero de quinielas de fiitbol que hay que hacer para acertar 14 con
seguridad es: VR34 = 314,

Con las cifras 1, 2, 3, 4, 5, jcudntos ntimeros de dos cifras pueden for-
marse? VRso = 52 = 25.

Variaciones ordinarias.

Sean m elementos ap,as, ..., a;,. Pretendemos ocupar n lugares con ellos
de modo que cada elemento sélo pueda ocupar un lugar. (En este caso
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ha de sor < m). Las distintas disposiciones se llaman variaciones de m
lementos tomados © a n. Se denotan por Vi, , y su nimero es: Vg, =
m—1)(m—=2)...(m—=(n-1)) =m(m—1)...(m —n+1). También se

|,Um]v expresar como:
m!

T (m = n)!

por ejemplo: Con las cifras 1, 2, 3, 4, 5, jcudntos nimeros de dos cifras
distintas pueden formarse? = 5-4 = 20. En una quiniela hipica hay que
acertar los tres primeros resultados de una carrera en la que compiten 10
caballos. El niimero de quinielas que hay que hacer para asegurar el acierto
es: V10‘3 =10-9-8 = 720.

Permutaciones.

;De cuantas formas pueden ordenarse n elementos? A cada una de dichas
ordenaciones las llamaremos permutaciones. El numero total de éstas se
nota por P, y son :

Po=n-{(n-1)(n-2)...3-2-1

A este ntimero se le llama n factorial o factorial de n y se representa por n!.

Asi nos quedaria:
P, n — Vn,n =

Por ejemplo: ;De cudntas maneras se pueden alinear en una fila cinco per-
sonas para una foto de grupo? P; =5-4-3-2.1 = 5! = 120.

iDe cudntas formas diferentes se pueden colocar siete libros en un estan-

te? Pr = 7! = 5040 .

Permutaciones con repeticién.

Dados los elementos ay, as, as, se llaman permutaciones con repeticién
de orden (o, ...,7) acada uno de los grupos de o+ (+...+ elementos que
se pueden formar con la condicién de que haya o elementos iguales a a1, 8
elementos iguales a ay, ... , y vy elementos iguales a a,,. Sia+B+...+7 =m,
el nimero total se nota por P%# 7 = PR(a, 3, ...,7) y vale:

m‘

PR@.B,) = a0
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Por ejemplo: ;De cuantas maneras se pueden repartir 3 relojes, 2 bicicletags y
4 pelotas entre 9 ninos, de modo que cada nino reciba un regalo? PR9‘2’4 -
91/(3! 21 41) = 1260.

Combinaciones.

Imaginemos m elementos distintos. Pretendemos seleccionar n de ellos «iy,
importarnos el lugar que le asignemos. Las posibles elecciones se llaman
combinaciones de m elementos tomados de 7 en n. El nimero total de
todas ellas se representa por C,, ,,, siendo su valor igual a:

c _ Van
m,n — P .
7

Por ejemplo: En una carrera compiten 10 corredores y se clasifican los tres

primeros para la fase siguiente, ;de cudntas maneras puede producirse la
clasificacién? Cip.3 = 120.

Combinaciones con repeticién.

Llamaremos combinaciones con repeticiéon de n elementos tomados r a r a
cada uno de los grupos que pueden formarse con r elementos elegidos de
entre n posibles, sin importar el que se repitan. Se notan por CR,, , y vale

n+r—1
CR,, r
Por ejemplo: ;De cuintas formas se pueden distribuir 3 bolas iguales en 5
cajas distinguibles? C'Rs 3 = = 35.

Nota: También se pueden dar las siguientes definiciones:

Variaciones.

Se llaman variaciones de m clementos tomados de n en n, a los grupos
de n elementos distintos que se pueden formar, de modo que un grupo sc¢
diferencie de otro bien por los elementos que los componen, bien por el orden
en que aparezcan.
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Pernmtucinnps.

Ge llaman permutaciones de m elementos a las distintas ordenaciones que
podemos hacer con ellas. Una permutacién, se diferencia de otra sélo en el
orden, pues en ambas aparecen los mismos elementos.

Combinaciones.

e llaman combinaciones de rn elementos tomados de n en n, a los grupos
de n elementos distintos que se pueden formar, de modo que un grupo se
diferencie de otro por los elementos que los componen, sin que importe el
orden en que aparezcan. En las combinaciones no influye el orden en que
aparecen los elementos. Por ejemplo, ABCD y BACD son dos variaciones
distintas pero la misma combinacién, puesto que son los mismos cuatro

elernentos.

Niimeros combinatorios.

A los valores de Cpy, ,, se les llama nimeros combinatorios y se les designa
por:

Cm,n - m!
(m —n)!-n!

Propiedades de los nimeros combinatorios:

1.
myY [ m\
0/ \m /|~
2.
m o\ m
n/ \ m-n
3.
m—1 m—1 ™m
+ =

n—1 n n
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3.7 Variable aleatoria.

Para estudiar los experimentos aleatorios es preciso introducir una funciép
que haga corresponder a cada suceso elemental del espacio muestral
numero. Asi:

1. Al lanzar una moneda, le podemos asociar el valor 1 al suceso elementa]
“cara” y el valor 0 al suceso “cruz”.

2. Al lanzar dos dados al aire se puede asociar a cada resultado la suma,
de los puntos obtenidos.

A cualquier funcién que asocie a cada suceso elemental un niimero se le
denomina variable aleatoria (v.a.), y, por tanto, sus valores dependen del
resultado del experimento aleatorio. Podriamos decir que la v.a. es una
abstraccién cuantificada de la realidad.

Es importante observar que la asignaciéon de valores a los resultados
del experimento no es Unica, de hecho basta con fijar valores distintos a
resultados distintos, para obtener una infinidad de funciones. No obstante,
la idea es que dicha asignacién sea lo mas natural posible para que una vez
manipulada la v.a. los resultados sean facilmente interpretables en términos
del experimento de partida.

3.7.1 Variables discretas y continuas.

Una v.a. se denomina Discreta si toma valores aislados o puntuales. Por
ejemplo, si X —“nimero de varones de una familia de 2 hijos”, la varia-
ble X puede tomar los valores 0, 1 y 2. Si desedramos calcular la pro-
babilidad de que X tome cada uno de sus valores posibles y suponiendo
que la probabilidad de que un hijo sea vardn es 0,49, tendriamos, en el
supuesto de que los sucesos fueran independientes, lo siguiente: P[X =
2] = (0,49).(0,49) = 0,2401 . P[X = 1] = (0,49).(0,51) + (0,51).(0, 49)
0,4998 . P[X = 0] = (0,51).(0,51) = 0,2601 . Siendo la suma de estas
probabilidades, 16gicamente, la unidad.

Il

Una variable aleatoria es Continua si puede tomar cualquier valor dentro
de un (varios) intervalo(s) determinado(s). Asi, la variable X que asocia a
cada individuo de un colectivo su estatura es continua; en este caso, la pro-
babilidad de que la variable tome exactamente un valor determinado, 160
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«ms por ejemplo, es cero. Ello es debido a que se trata de calcular la proba-
bilidad de que X =160, 00000... cms y no cualquiera de los infinitos valores
tan cercanos como se quiera a 160 cms, como por ejemplo 159,99999...cms 6
160,000...01...cms. De hecho, esa es la principal caracteristica de la variable
continua y nos obligara a darle un tratamiento especial.

Para terminar podriamos considerar una v.a. Mixta. la cual tomaria
valores dentro de un (varios) intervalo(s) y algunos valores puntuales mas
fuera de él (ellos).

Lo dicho hasta ahora vale tanto para experimentos simples (lanzar un
dado y anotar el niimero de la cara superior), como para experimentos com-
plejos (medir el peso, la estatura y la edad en anos de un grupo de personas).
En el primer caso la variable asociada serfa unidimensional (discreta en el
ejemplo), y en el segundo multidimensional (tridimensional, continua para
las dos primeras dimensiones y discreta para la edad). Conviene no confun-
dir con el concepto de variable mixta dado en el parrafo anterior

3.8 Variable aleatoria Unidimensional.

3.8.1 Funciones que caracterizan globalmente a una Varia-
ble Aleatoria.

Como hemos visto, la v.a. es la proyecciéon numérica que hacemos de los
resultados de un experimento aleatorio, y puesto que cada suceso tenia una
determinada probabilidad de ocurrencia trasladamos dicha probabilidad al
valor correspondicnte de la v.a. Sila variable es discreta y toma pocos valores
distintos, como en el ejemplo de los hijos varones, es factible, e incluso
conveniente, dar todos esos valores con sus probabilidades de una forma
explicita. Pero si la variable es discreta y toma muchos valores diferentes
(tal vez infinitos) 6 si es continua, lo anterior es poco recomendable e incluso
imposible. Es por ello que necesitamos apoyarnos en una serie de funciones,
relacionadas intimamente con la Probabilidad, que nos permitan resolver el
problema. Estas funciones serdn la F. de Probabilidad en el caso discreto, la
F. de Densidad en el continuo y la F. de Distribucién, la F. Caracteristica y
la F. Generatriz de Momentos, entre otras, en ambos casos. En este apartado
nos centraremos en las tres primeras.

Caso Discreto. Si una v.a. toma valores Ti,T2,...,ZTn,..., ( fini-
to o infinito) la regla que asocia a cada uno de ellos las probabilidades
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P1,DP2,-- -, Pn, - - - Tespectivamente, donde p, = P[X = z;] se denomina Fun-
cién de Probabilidad. Como la suma de todas las probabilidades de log
sucesos elementales es uno, se tiene que:

n/oo

Z Pi izl

Una v.a. queda perfectamente determinada cuando se conoce su fun-
cioén de probabilidad, pudiéndose expresar ésta de dos formas (utilizando el
ejemplo anterior):

1. Por extension, dando una tabla que asocia cada valor a su probabili-
dad.

X | PIX =4
0,2601
1! (,4998
02401

2. Dando una funcién que relacione X, con su probabilidad p;
2
PX =z| = 0;49F0, 51272

Otra forma de caracterizar una v.a. es a través de la llamada Funcidn
de Distribucion, definida por:

F(z) = P[X <1

La funcién de distribucién en un valor z, es la probabilidad de que X
tome valores menores o iguales a x. Es decir, es una funcién que acumula
toda la probabilidad entre menos infinito y el punto donde estd definida.
Para el ejemplo anterior tenemos:

F(-0,5) = F[X <-035]=0

F(0) = P[X =0]=0,2601

F(l) = PX= ] P[X = 0] = 0,7599

F(2) PX=04+PX=1]+P[X=2=1
F(2,5) = 1
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La funcién de distribucidn estd definida en toda la recta real. Es creciente

no negativa. Toma el valor cero en menos infinito y el valor uno en més

ipfinito. Sélo tiene discontinuidades de salto (precisamente en los puntos
donde la funcién de probabilidad es distinta de cero).

Caso Continuo. Como se dijo en su presentacion, la caracteristica
prjncipa,l de la variable continua es que la probabilidad de que tome un de-
terminado valor es cero. Sin embargo, aun siendo ello cierto, no todos los
valores tienen “la misma ocurrencia”. Podemos comprobar que hay bastan-
tes individuos que tienen estatura alrededor de 160 cm., menos alrededor
de 210 cm. y ninguno en el entorno de los 350 cm. Lo anterior hace que
nos preguntemos, no ya por la probabilidad de tomar exactamente un valor,
sino por la probabilidad de que la variable se encuentre en el entorno de un
punto, es decir, que tome valores dentro de un intervalo. Asi, consideremos
un intervalo pequeno centrado en 160 cm., por ejemplo:

(160 — A/2 : 160+ A)2]

con lo que la probabilidad de que X tome algin valor del intervalo serd
pequena pero no nula

PI60—A/2 < X < 160+ A/2] .

Si a continuacién se levanta sobre el intervalo considerado un rectdngulo
de altura h(160), tal que su area sea igual al valor de la probabilidad anterior
tendremos:

Area = h(160) - A = P[160 - A/2 < X < 160+ A/2],

de ahi que la altura del rectangulo pueda asociarse a una densidad de pro-
babilidad, por ser igual al cociente entre la probabilidad del intervalo y su
tamano.

Si seleccionamos ahora valores z, de la v.a. X distantes entre si una
distancia A y se determinan las alturas h(z;) de los iufinitos intervalos asi
obtenidos se obtendra un histograma y, uniendo los centros de las caras
superiores de los rectangulos, el correspondiente poligono de frecuencias (ver
figura 3.23).

Es evidente que la suma de las dreas de los rectangulos debe ser uno,
por ser igual a la probabilidad de que X tome cualquier valor. Si hacemos
que la anchura de los rectangulos tienda a cero. el poligono de frecuencias
se transformard en una curva como la de la figura 3.24.
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I | Jhx

ILUSTRAC. 1

Figura 3.23: Areas sobre un histograma.
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ILUSTRAC.2
Figura 3.24: Area bajo la funcién de densidad entre a y b.

Dicha curva es la representacién grafica de la funcién f(z), denominada
Funcién de Densidad de la v.a. X. obtenida como limite de los valores
h(z):

- Plz - AJ2< X <a+ A)2]
A

hm hig) 5 hm —, == flz) .

Si deseamos calcular la probabilidad de que la variable se encuentre entre
dos valores dados, (observe la figura 3.24) ésta serd igual al drea bajo la curva
f(z) entre a y b. Es decir:

1mgxgmzﬁﬂ@m

Légicamente se verificara que:

Pl-o<X - = *-‘/[;fo"ff(x)dx =
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Obviamente f(z) es no negativa. Cualquier funcién no negativa que
verifique la condicién dada anteriormente serd una funcién de densidad.

Al igual que en el caso discreto, se define la Funcién de Distribucién
F(z) de una variable aleatoria X como:

nmzflﬂmmzpm<

La funcién de distribucién en x nos da la probabilidad de que X tome
valores menores o iguales a z, graficamente se puede ver en la figura 3.25.

f(x)

L L -

ILUSTAC. 3
Figura 3.25: Area acumulada hasta el valor z. F(z) = P[X < z]

Las propiedades de la funcién de distribucién son idénticas a las del caso
discreto con la unica excepcién de que ahora ésta no presenta discontinuida-
des de salto. Para ciertas variables continuas de uso frecuente los valores de
F(z) se encuentran tabulados, lo cual facilita considerablemente el cdlculo
de probabilidades. Para terminar este epigrafe, vemos la relacién existente
entre las funciones definidas:

Pm<X<m=Pm<X<m:Kﬂmmzpw—F@.

3.8.2 La funcién esperanza matematica: E[X]. Propiedades.

Si X es una variable aleatoria discreta que toma los valores z1,z3,...,Zn,. ..
con probabilidades respectivas p1,p2,....pn. .. definimos la Esperanza de
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X como:
n/oo
E[X} = Z YL
i-=1
Si g(X) es una funcién de la v.a. X, definimos la esperanza de I7ERY

COmMo: .

oo

Elg(X)) = .o N pigle)
=1

Si X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad I(z).
definimos la esperanza de X como:

E'[X/_;OO :If'é:.(m)dm

Si g(X) es una funcién de la v.a. X. definimos la esperanza de g(X)
como:

+oc
Bl = gl fli.

En los dos dltimos casos la definicién serd valida sélo si existe la integral.
A partir de ahora y salvo que la situacién asi lo requiriera, nos limitaremos
a expresar los resultados para variables continuas.

Propiedades.

Si a es una constante cualquiera se verifica que:
1-Ela- X} =a- E[X].
2-FEla+ X] = a+ E[X]

Ambas propiedades se pueden demostrar facilmente sin mas que calcular la
esperanza matematica de las funciones g(X) =a- X y g(X) = a + X.

3.8.3 Funciones que caracterizan globalmente a una Varia-
ble Aleatoria.

A partir de la funcién esperanza que acabamos de definir introduciremos una
serie de aplicaciones que nos ofrecerdn visiones parciales de la distribucién
en estudio.
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Gi X es una v.a. definimos sus momentos de orden k respecto al origen
y respecto a la media, respectivamente, como:

o = E[X*] «  pp=E[(X — ¥

La media.

Particular importancia tienen el momento de orden 1 respecto al origen y el
momento de orden 2 respecto a la media:

ar=E[X]=p , Var[X]=p=E[(X - p)’) =0

El primero de ellos es la Media, esperanza o valor esperado de X y el
segundo es la Varianza de X, coincidiendo su raiz cuadrada con la desviacién

tipica.

Igual que en la Estadistica Descriptiva podemos expresar los momentos
respecto a la media en funcién de los momentos respecto al origen. En
particular la varianza podria escribirse como:

Var[X] = g =T = E[X?% — E[X]? = ay — a? .

Las siguientes son propiedades evidentes de la varianza (siendo a cons-
tante):

1.-Varfa - X] = a* - Var[X] .
2.-Var[a + X] = Var[X] .

En este punto es interesante analizar como quedarian algunos de los
conceptos que estudiamos en Estadistica Descriptiva.

La Moda.

Es el valor que maés se repite, es decir, el de mayor probabilidad si la variable
es discreta, o el de mayor densidad si es continua. En cl primer caso la moda
serd el valor z,. tal que p; es mayor o igual que p; para todo j distinto de «.
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Si la variable es continua, la moda coincidira con el valor de X que maximice
la funcién de densidad, debiéndose utilizar los procedimientos analiticos de
obtencién de puntos 6ptimos. Como en el caso descriptivo, también aqui son
validas las nociones de modas miltiples y, por tanto, de modas relativas.

La Mediana.

Es el valor central de la distribucion y coincidira con el valor de z tal que
F(z) = 0,5. En el caso de variable discreta la similitud es total con la
definicién dada en Estadistica Descriptiva.

Coeficientes de Simetria y de Curtosis.

Se definen respectivamente como:

H#3 H#4

Y= ; Y2 =—7—3

o3
Siendo la discusién sobre ambos coeficientes la misma que haciamos en el
caso descriptivo.

Normalizaciéon o Tipificacién.

Decimos que una v.a. estd tipificada o normalizada cuando su media vale
cero y su desviacion tipica uno. Para tipificar una variable X procederemos
restandole su media y dividiéndola por su desviacién tipica

3.8.4 La funcion caracteristica y la funcién generatriz de mo-
mentos.

A partir de la esperanza matematica, podemos definir dos funciones que
equivalen a las de probabilidad/densidad y de distribucién y que, como ya
vimos, caracterizan totalmente a la distribucidén de probabilidades; de tal
forma, que conocida cualquiera de ellas quedarian perfectamente determi-
nadas todas las demads y, por supuesto, la distribucién. Estas funciones van
a ser:



E[eX!] = /::o
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Donde en los margenes derecho e inferior se han obtenido las distribu-
ciones marginales de X ¢ Y respectivamente. Asi. la probabilidad de que X

(orne 1 valor genérico SCra:

PIX =z => PX =u;Y =y =Y flasye) = filz) .

k k

De igual forma se haria para Y. Siendo f; y fo las funciones de proba-
bilidad marginales de X e Y respectivamentc. La funcién de distribucién

vendra dada por:

W=PX<sY<y= 3 v

u<r vy

2.- Variable Continua.
Sea una v.a. continua (X;Y), si [ verifica:

L. flzzy) >0 YV (z:y) .

+oo oo
2. / / flry)dady =1,

decimos que f es una funcién de densidad conjunta. Sea z = f(z;y) que
representa una superficie de probabilidad o densidad, de tal forma que el
drea encerrada cntre la superficie z y el plano XY vale la unidad. Puede
verse ésto en la figura 3.26.

La probabilidad de que la variable alcatoria tome valores dentro del
rectangulo (a;b) x (¢; d) vicne dada por:

Pla<zr<be<y<d = I flziy) dedy

Jr=a Jy:c

Si A representa cualquier suceso y R4 la regién del plano XY que corres-
ponde a A. Definimos su probabilidad como:

:/ flz.y) dedy .
Ra
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VA
A

Y -

I

\

ILUSTRAC. 4

Figura 3.26: Funcién de densidad bidimensional.

La funcién de distribucién conjunta vendra dada por:

F(ziy) = P(~oo < X Szi—00 <Y <y) = [ [ fluiv) dudo

J—o00 J -0

La relacién entre la funcién de distribucién F y la funcién de densidad

[ sera:
0’F
Jdxoy

Las funciones de distribucién marginales serén:

=flzy)

Fi(z) = P[X < 1] =/I _/+oof(u;v) dudv .

—o0 J—oc

Rafy) =PI <9 = [ :° [ #0) dudo

Derivando obtenemos las correspondientes funciones de densidad marginales:

filwr =222 - " iy an

oz oo
‘ [t
falz) = é)Fj;y) = Jl—oo flu;v) du .
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Igual que siempre la condicidén de independencia se establece en un doble
sentido. El que las variables sean independientes implica que el conocimientq
de que una variable toma un determinado valor o cstd contenida en un rangg
de valores no da ninguna informacién sobre los valores de la otra variable. De
la definicién de distribucién condicionada podemos deducir que dos variables
X ¢ Y son independientes si y s6lo si:

Flz;y) = f[ilz) - faly)

Esta definicion de independencia se puede extender a cualquier conjunto
finito de variables, y asi. las variables X, X3. ..., X;; son independientes -
s¢ verifica:

flayszo; . ixy) = Hile) folze) o folen) .

La independencia conjunta implica la de cualquier subconjunto de variables
de las n dadas; en contra de lo que pasaba en la relacién entre sucesos, donde
era necesario exigir la condicién de independencia para cualquier combina-
cién de sucesos.

3.9.3 Esperanza. Propiedades. Covarianza y correlacién.

Sea ¢(X;Y) una funcién de la v.a. (X;Y) de funcién de densidad f(z;y)
y funcién de distribucion F(z;y). Definimos la esperanza matematica de
9(X;Y) como:
. +00 r+o0
Ejg(X;Y)] =/ 9(zyy) dF(zy) = [ g(z9)f(z;y) dady

—00 J—00

siempre que dicha integral exista. Especial importancia tienen los casos en
que g(X;Y) toma las formas:

1. g(X:;Y)= X"-Y*® en donde la esperanza rccibe el norbre de momento
de orden 7. s respecto al origen y la notamos a; .

2. g(X:Y) = (X —aq0)" (Y —p.1)® en cuyo caso tendremos el momento
de orden r, s respecto a la media. Que se identifica por fi,.

Podemos comprobar sin demasiada dificultad que:

o= FE[X] : ay =EY]

J
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3.9.4 Cambio de variables.

Probabilidad. Variable Aleatoria.,

Sea (X;Y) una v.a. con funcién de densidad f(z;y). Sean Z = g,(X;Y)
y T = ¢2(X;Y) una transformacién continua y biunivoca definida por dos
funciones g; y g2 que admiten parciales continuas. Entonces la funcién de
densidad de la nueva variable (Z;T') existe en todos aquellos puntos donde

el determinante:

S0 | F
Azy) | 5

Y
ot

Oz
5.1}"

sea distinto de cero. Siendo dicha funcién igual a:

a(z;t) = flhalzit) halzst)) | Iy |-

Donde h; y hy son las funciones inversas de g, y g2. Y J; viene definido

por:

Es inmediata la generalizacién al caso de n variables.



Problemas Resueltos

Problema 3.1

Demostrar, a partir de la axiomatica de Kolmogorov las siguientes
propiedades:

1. P(0)=0
2. Si A,B€ A con AC B entonces P(B— A) = P(B) — P(A)
Si A,B € A con AC B entonces P(A) < P(B)

W

P(A) <1 VAe A

5. P(A) = 1— P(A)
6. P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)

n

7. P(|J 4) < iP(Ai)
i=1

1=1

Demostremos estas propiedades a partir de la axiomatica de Kolmogorov:

1. 0 =000 aplicando A3 tenemos P(0) = P(#)+P(0) == P(0) = 0.
2. B=(B—-A)UA=> P(B)=P(B- A)+ P(A).

3. Se deduce de P2, aplicando que, por Al se cumple que P(B — A) < 0.
4. A C Q, aplicando P3 se tiene que P(A4) < P(Q?) = 1.

5. A=Q— Ay se aplica P2.

6. AUB=AU(B - (AN B)) y se aplica P2.
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7. Se demuestra por induccién sobre n (el caso n = 2 es la propiedad
anterior P6).

Problema 3.2 -~ _ _ L

A partir de restos de distintas barajas espanolas se consigue formar
un mazo de 20 cartas, de las que 8 son de oros y el resto de copas,
Se extraen tres cartas de la baraja con reemplazamiento. Se pide:

1. Hallar la probabilidad de que la primera carta sea de oros.
2. Hallar la probabilidad de que la segunda carta sea de oros.

3. Hallar la probabilidad de que la segunda carta sea de oros
sabiendo que la primera fue de oros.

4. Hallar la probabilidad de que las dos primeras cartas sean de
oros.

5. Hallar la probabilidad de que las tres cartas sean de oros.

6. Hallar la probabilidad de que ninguna carta sea de oros.

7. Hallar la probabilidad de que al menos una sea de oros.
Determinar, en primer lugar, el espacio muestral ) apropiado,

determinando para los distintos sucesos que sean de interés con
qué subconjuntos de {2 se corresponden.

Teniendo en cuenta que extraemos tres cartas y que de ellas sélo nos interesa
el hecho de que sean o no de oros, podemos considerar el siguiente espacio
muestral:

Q= {{0,0,0),(0,0,¢),(0,¢,0), (0,¢,¢), (c,0,0),(c,0,¢), (¢,¢,0). (c,c,c)}

donde (0,c,0) por ejemplo, indica que la primera carta es de oros, la segunda
de copas y la tercera de oros.

Definiremos los siguientes sucesos

Ay = {La primera carta es de oros}

A; = {La segunda carta es de oros}
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Az = {La tercera carta es de oros}

que se corresponderdn con los siguientes subconjuntos de €2
A1 = {(0,0,0),(0,0,¢),(0,¢,0}, (0,¢,¢)}

Ay = {(Ov 0, O)a (0?07 C)a (C, o, O)a (C, 0. C)}

Az = {(o,0,0), (0,¢,0), (c,0,0),(c,c,0)}

1. El primer apartado nos pide calcular la probabilidad de A;. Como

del total de 20 cartas hay 8 de oros, aplicando la regla de Laplace
8

tendriamos que P[A1] = —.
20

2. Lo que nos pide este segundo apartado es la probabilidad de A3. Como

al realizar la segunda extraccién se ha vuelto a introducir la carta pri-

mera en la baraja, cstamos en las mismas circunstancias del apartado

anterior, y por tanto del total de 20 cartas hay 8 de oros. Aplicando

de nuevo la regla de Laplace tendriamos que P[4;] = —.

)

20

3. Lo que nos pide este tercer apartado es la probabilidad de A, con-
dicionada a A,. Como hemos razonado en el apartado anterior, al
extraer la segunda carta estamos en las mismas circunstancias que al
extraer la primera, no aportandonos ningin tipo de informacién adi-

cional el conocer qué ocurrié en la extracciéon anterior. Tendriamos,

8
por tanto, P[A3/A] = %= P[A5]. Los dos sucesos son, por tanto,
independientes.

4. Si queremos calcular la probabilidad de que tanto la primera como
la segunda carta sean de oros, lo que tendremos que calcular es la
probabilidad del suceso 4; N A, que se corresponde con los elementos
del espacio mucstral

A1 N Ay = {(0,0,0),(0,0,¢)}.

Como los dos sucesos son independientes, podemos aplicar que la pro-
babilidad de la interseccién es el producto de las probabilidades.
8 8§

P[A] N .42] = P[AI]P[A‘Z] = 20 20 =

82| &
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1. Para hallar la probabilidad de que un alumno esté matriculado en mads
de 8 asignaturas, aplicamos el teorema de la probabilidad total:

P(M) = P(M/P))P(P)+ P(M/S)P(S) + P(M/T)P(T)
de donde:

P(M)=0,7-0,55+09-0,34+0,3-0,15=0,385 + 0,27 + 0,045 = 0,7.

2. La probabilidad de que un alumno de primero esté matriculado en mas
de 8 asignaturas nos la da el enunciado y es

P(M/P) =0..

3. Para hallar la probabilidad de que un alumno esté matriculado en méas
de 8 asignaturas y sea de primero aplicamos

P(M N P)=P(M/P)P(P)=0,7-055 = 0.385.

4. La probabilidad de que un alumno que esté matriculado en mds de 8
asignaturas sea de primero, aplicando el teorema de Bayes es

P(MNP} 0385

P(P/M) = P(M) 0.7

= 0.55.

Problema 3.5 _

Un estudiante contesta una pregunta que ofrece cuatro soluciones
posibles en un examen de opcién miiltiple. Suponga que la pro-
babilidad de que el estudiante sepa la respuesta a la pregunta es
de 0,8 y la probabilidad de que tenga que contestar al azar es 0,2.
Suponga ademds que la probabilidad de seleccionar la respuesta
correcta al azar es 0,25. Si el estudiante contesta correctamen-
te la pregunta, ;cudl es la probabilidad de que realmente sepa la
respuesta correcta?

Si denotamos los sucesos 4, A y C como
A= {saber la respuesta},
A={no saber la respuesta, o responder al azar},

C={responder correctamente la pregunta}.
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Entonces tenemos P(A) = 0,8, y por tanto P(A) ='0,2.
Ademsés P(C/A) = 1, y la probabilidad P(C/4) = 1/4.

Usando la definicién de probabilidad condicionada, y el teorema de Ba-
yes, tenemos:

_ PANC)  peA) P _
PIAIG). = picy = PC/A)- P(A) + P(CIA) - PLA)
- 108 08 houny
17084025-0,2 085

Problema 36 - _ _ _ _ _ _ _.
Hay 23 estudiantes en una clase. ;Cudl es la probabilidad de que
el cumpleafios de por lo menos dos de ellos sea en la misma fecha
(dia y mes)? Suponer que el aiio tiene 365 dias.

Si lamamos a los sucesos A y A como
A= {coincidencia en alguna fecha de cumpleafios},
A={no hay ninguna coincidencia en las fechas}.

Entonces la probabilidad del suceso A se puede obtener:

p( 4965 364 363 365-21 365-22
777365 365 365 365 365
lo que equivale a

P(A) = 365 ' _ =0, 492702766
(365 — 23)! - 36523~
de donde
P(A) =1 - 0,492702766 = 0,507297234.

Problema 3.7 _ _ _ __ _ _  _ _ _ _ _

Juan es el responsable de un aula de informdtica de la UCA y
no se puede confiar en él: la probabilidad de que olvide hacer el

mantenimiento a un PC en ausencia de su jefe es 2.

El PC no esta seguro: si Juan le hace un mantenimiento tiene
la misma probabilidad de estropearse que de funcionar correcta-
mente, pero solamente un 0,25 de probabilidad de que funcione
correctamente si no le hace el mantenimiento.
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pero esto no se verifica, ya que por ejemplo para y =2 y £ = 1 se tendria
—8r+2y=-8+4=-4<0.

Por tanto f no es funcién de densidad para ningan valor de k.

Problema 3.12 __ .

Consideremos una variable aleatoria bldlmensmnal con funcién de
densidad conjunta:

f2k:z:+2ky si0<z<l 2<y<3
ez, yJ—] 0 en el resto

~

S¢ pide:

1. Calcular el valor de k para que f sea una funcién de densidad
2. Calcular la funcién de distribucion conjunta.

3. Calcular las funciones de densidad y de distribucién margi-
nales de X y de Y.

4. Calcular las funciones de densidad y de distribucién condi-
cionadas.

5. Calcular las medias de X y de Y.
6. Calcular las varianzas de X y de Y.
7. Calcular la covarianza.

8. Estudiar si las dos variables son independientes o incorrela-
das.

Calculemos en primer lugar el valor de k. Para ello imponemos la condicion
de que la integral valga la unidad (la condicién de que siempre sea positiva
se comprobard después).

/ 2kx + 2ky)dxdy = 1
Jo
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Veamos el valor de la integral

/23 [ka:Q + Qky:c] i:o

por tanto

6k =1=k=1/6.

dy =

Probabilidad. Variable ‘i .y,

3
[“(k + 2ky)dy =

42

3k + 9k — 2k — 4k = 6k

[k‘y + kyQ] ?

y=2

Veamos si se cumple la segunda condicién, para ello deberd verificarse

que

z/3+y/3>0

vz e (0,1)

Yy € (2,3)

pero esto es evidente que sicmpre se verifica, ya que es la suma de cantidades

positivas.

Calculemos la funcién de distribucion conjunta:

Flz,y) =

T

@

S~

x

1

~ i O ©
S

si

si

(/3 +y/3)dzdy si

(/3 +y/3)dzdy si

si

(/3 +y/3)dzdy si

si

z <0
0<z<1
O<z<1

O<z <1
rz>1
x>1

z>1

Haciendo las correspondientes integrales tenemos

0 si
0 si
(z?y + zy® - 22° — 42)/6 i
(z2 + 57)/6 si
0 si
(y* +y—6)/6 si
1 si

x <0
0<z <1
0<z <1
0<z <1
z>1
z>1
z>1

y<2
2<y<3

y >3
y <2
2<y<3

y >3

y <2
2<y<3
y>3
y <2
2<y<3
y >3
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Calculemos las funciones de densidad marginales:
1 /1
e @) L= [ fende= [ @5+

Jv donde obtenemos

we23)  fylw) = [2¥/6+ 2y =u/3+1/6

per tanto la funcién de densidad marginal de Y es

) y/3+1/6 si2<y<3
Fuoly) = { 0 en el resto

De donde obtendriamos que la funcién de distribucién marginal es:

IfO siy <2
Fyly)=< (>’ +y—6)/6 si2<y<3
| 1 siy>3

Y para la variable X tendremos:
vee ) L@=[ fed= [ @y
de donde obtenemos
Ve e (0,1)  fale) = [zy/3+ /6] z=2 = 2/3+5/6
por tanto la funcién de densidad marginal de X es

) z/3+5/6 si0<z<1
fa(z) V{ 0 en el resto

De donde obtendriamos que la funcién de distribucién marginal es:

0 siz <1
Foix)=<( (z*°+52)/6 si0<z<1
1 siz>1
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1‘3
EY?)= | vy = [ V734476 dy = [v4/12 + v /18)] = 233/36.

Por tanto:
var(X) = 13/36 — (19/36)% = 107/1296

var(Y) = 233/36 — (91/36)? = 107/1296.
Para calcular la covarianza aplicamos
cov(z,y) = E[XY] — E[X|- E[Y]

Calculemos E[XY|:

rl
| (z%y/3 + zy?/3)dzdy

Yy /3 1 J ll'3
E[XY] = /0 zy(z/3 + y/3)dzdy = L)

haciendo la integral, obtenemos que
3 3
E[XY] = / (y/9+v*/6)dy = [y*/18 + y3/18)]2 = (9+27—-4—8)/18 = 4/3.
Por tanto
cov[XY] =4/3 —(19/36)(91/36) = —1681/36.

Como la covarianza es distinta de 0, no son incorreladas ni independientes.

Problema 3.13 _

Consideremos una variable aleatoria bidimensional con funcién de
densidad conjunta:

, ) dkzy si0<z <1l O0<y<l1
f(z,y) = { 0 en el resto

Se pide:

1. Calcular el valor de k para que f sea una funcién de densidad
2. Calcular la funcién de distribucién conjunta.

3. Calcular las funciones de densidad y de distribucién margi-
nales de X y de Y.

4. Calcular las funciones de densidad y de distribucién condi-
cionadas.
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0 si <0

0 si 0<z<1l y<90

z2y? si 0<z <1 O<y<l1
F(z,y) = ¢ z? si 0<z<1 y>1

0 si z>1 y <0
y? si z>1 O0<y<l1
1 si z>1 y>1

Calculemos las funciones de densidad marginales:

vye (0,1) fyly)= flz,y)dz= Adzy dz
de donde obtenemos

Ve (01)  fyly)=[22%] =2

=0

por tanto la funcién de densidad marginal de Y es

2y si0<y<1
fylv) = 0 en el resto
De donde obtendriamos que la funcién de distribucién marginal es:
f0 siy<o0
Fyy)=¢ y* si0<y<1
[1 siy>1

Y para la variable X tendremos:

Vz € (0,1)  fi(z) =/0 f(x,y)dy=/0 dzy dy
de donde obtenemos

Vz € (0,1)  folz) = [2xy2}y =2

por tanto la funcién de densidad marginal de X es

.2 sio<z<1

‘T
T 0 en el resto
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De donde obtendriamos que la funcién de distribucién marginal es:

(01 siz<0™
Fe(z) =< 1% si0<z <1
ll siz>1"

Calculemos ahora las densidades condicionadas. Lo haremos como ]
cociente entre la conjunta y la marginal:
dzy
fyzy/z) = ="2y sio 0<z<l O<y<i
L

siendo 0 en el resto. La funcién de distribucién condicionada sera:

(0 siy <0
Fyaly/z)={ v* si0<yZ1
l 1 siy>1"
Del mismo modo, para X
dzy 9
fopy(@ly) = 2y 'si 0<z<l O<y<l

siendo 0 en el resto. La funcidn de distribucién condicionada sers:

(0" siz<0
Fpplx/y) =< ¥ si0<z <1
l 1 siz>1"

Calculemos ahora las medias de X y de Y. Podemos usar para ello las

funciones de densidad marginales:
1 1 1

E[X] = /0 T2 folz)ds = /O 27dr = [22° /3], = 2/3.
3 ,
E[Y] = Z '3 yé(y)déy': / Caytdy = [273) = 2/,

Para calcular las varianzas calculemos primero los momentos de segundo
orden respecto al origen:

EIX?) = afg;(m)dx = zé}dx =l2x4/4];-:]1/2.
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« & p ! 1
E[Y? =/0 v fy(Wdy =f, 2y’dy = [2y4/4]0 =1/2.
Por tanto:
var(X) =1/2 —4/9 =1/18.
var(Y) =1/2 —4/9 = 1/18.

Para calcular la covarianza aplicamos
cov(z,y) = E[XY] - E[X]- E[Y]
Calculemos E[XY]:
E[XY] = J{) 1 J{) "aa?y? dudy :[[49:33;3/9] ;]; = 4/9.
Por tanto

cov[XY] =4/9 —(2/3)(2/3) = 0.

Como la covarianza es 0, son incorreladas. Para ver si son independientes
habria que ver si las densidades marginales coinciden con las condicionadas.
Como efectivamente ocurre, son independientes.
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10.

11.

Probabilidad. Variable Aleatori,.

. Se somete a un estudiante a un examen del tipo verdadero-faiso que

contiene 10 preguntas; para que apruebe debe responder correctamente
a 8 preguntas o méas. Si el estudiante estd respondiendo al azar, ;cus}
es la probabilidad de que apruebe el examen?

El departamento de investigacién de una fébrica de focos ha perfec-
cionado un recubrimiento para los filamentos capaz de prolongar la
duracién de aquéllos. Para comprobar las duraciones de los focos nue-
vos con la de los focos viejos, se seleccionan diez focos fabricados con
el nuevo procedimiento y diez normales, y se forman parejas: un foco
nuevo con uno viejo. Se somete los 10 pares a prueba, y se anota cugl
de los focos de cada par falla primero, si el foco nuevo o el viejo. Su-
poniendo que el nuevo proceso realmente no prolonga la duracién de
los focos, ;cudl es la probabilidad de que el foco viejo falle primero,
en por lo menos 9 de los 10 pares? Si se efectiia el experimento y se
encuentra que los focos viejos fallaron primero en 9 de los pares, jse
deberia adoptar el nuevo proceso de fabricacién?

. A una persona se le muestran al azar 3 tarjetas rojas y 3 blancas. La

persona sabe que le van a mostrar 3 de cada color, para que las iden-
tifique. Si estd adivinando, jcudl es la probabilidad de que identifique
correctamente las 67 ;De que identifique correctamente 57 ;Exacta-
mente 47

. Se supone que 16 equipos participan en un torneo de eliminatoria sen-

cilla. Si todos tienen el mismo nivel de juego, ;cudl es la probabilidad
de que gane el favorito?

Se tiran un par de dados no cargados una vez, y se establece que los
dos niimeros que aparecen no son los mismos. Calcular la probabilidad
de que la suma sea 7 o que la suma sea 4 o que la suma sea 12.

Un médico ha recabado la siguiente informacién en base a su experien-
cia, relativa a las enfermedades de sus pacientes: El 5% creen tener
cédncer y realmente lo tienen. El 45% creen tener cdncer y no lo tienen,
el 10% no creen tener cancer y lo tienen, y el 40% creen no tenerlo y
realmente no lo tienen.

Siendo A={Paciente que cree tener ciancer} B={Paciente que tiene
cancer}, ealcular las probabilidades P(A/B) . P(B/A) , P(B/A) y
P(A/B).
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Se seleccionan al azar dos bolas, sin reemplazamiento, de una urna que
contiene 4 blancas y 8 negras.

(a) Calcular la probabilidad de que ambas sean blancas.

(b) Calcular la probabilidad de que la segunda bola sea blanca.

La caja 1 contiene 4 focos defectuosos y 16 en buen estado, la caja 2
contiene 1 foco defectuoso y 1 en buen estado. Se lanza un dado no
cargado una sola vez. Sisale 1 § 2 se saca al azar un foco de la caja
1, de lo contrario se saca de la caja 2. ;Cudl es la probabilidad de que
el foco seleccionado esté defectuoso?

Se supone que 0,95 es la probabilidad de que un jurado seleccionado
para juzgar un caso criminal emita un veredicto adecuado. Esto es, si
el jurado condena a un individuo culpable, es de 0,95. Reciprocamente,
si el individuo es inocente, la probabilidad de que el jurado lo absuelva
es de 0,95. Se supone que el cuerpo de policia realiza su labor a
conciencia, de forma que el 99% de las personas que se presentan para
ser juzgadas son verdaderamente culpables. Calcular la probabilidad
de que el acusado sea inocente si el jurado lo encuentra inocente.

Suponer que la ciencia médica ha desarrollado una prueba para el
diagndstico del cancer, que tiene 95% de exactitud, tanto en los que
tienen cdncer como entre los que no lo tienen. Si 0,005 de la poblacién
realmente tiene cancer, calcular la probabilidad de que determinado
individuo tenga cancer si la prueba dice que lo tiene.

En una escuela se puntia a los alumnos segin su nivel atlético en una
escala de 0 a 4. El 1% de los estudiantes participa en un programa
deportivo. De este grupo el 10% tiene una puntuacién mayor que 3,
en tanto que el 20% del resto de los estudiantes tiene una puntuacién
mayor que 3. ;Qué proporcién del total de estudiantes tiene puntua-
cién mayor que 37 Si se elige un estudiante al azar y se obtiene que
tiene una puntuacién mayor que 3. ;Cudl es la probabilidad de que
participe en el programa deportivo?

Un examen contiene 8 preguntas tipo verdadero falso, en el que se
requiere responder un minimo de seis preguntas para aprobar.

(a) Suponiendo que se estd respondiendo al azar, ;cudl es la proba-
bilidad de aprobar el examen?
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Probabilidad. Variable \l i,

(b) Suponiendo que se conoce la respuesta correcta a la primera pre.
gunta, y que por tanto, solo se responde al azar desde la segundy
a la octava, ,cual es la probabilidad de aprobar el examen?

(c) Si se conocen las respuestas a las dos primeras preguntas, ;cus]
es la probabilidad de aprobar el examen?

Una urna contiene 5 bolas blancas y dos negras. Se extraen 3 bolas.
sin fijarnos en el color, y se dejan aparte. ;Cual es la probabilidad
que la siguiente que se extraiga sea blanca?

Extraemos 3 cartas de una baraja espanola de 40 cartas. ;Cuél es Ia
probabilidad de que todas sean figuras (sota, caballo o rey)?

En tres maquinas A, B, C se fabrican piezas de la misma naturaleza. Il
porcentaje de piezas defectuosas en cada maquina es respectivamente
1%, 2% y 3% . Se mezclan 3 piezas, 1 de cada maquina y se elige una
al azar que resulta ser defectuosa. ;Cual es la probabilidad de que
haya sido fabricada en A7

Las probabilidades de que cada uno de los tres aviones A, B, C cumpla
su horario son de 0,7 , 0,8 y 0,9 respectivamente. El comportamiento
de cada avién no depende de los otros. Calcula las probabilidades de
que cumplan el horario:

(a) los tres aviones,

(b) al menos, dos de ellos.

Un jugador italiano expresé su sorpresa a Galileo, por observar que
al jugar con tres dados la suma 10 aparece con mas frecuencia que la
suma 9. Segiin c¢l jugador, los casos favorables al 9 serian: 126. 135,
144, 225, 234, 333 y al 10 scrian: 136, 145, 226, 235, 244, 334. Pero
Galileo en su libro “Considerazione sopra il giuoco der dadi”, vio que
estas combinaciones no se pueden considerar igualmente probables.
Explicar por qué y calcular las probabilidades correspondientes.

i Cudl es la probabilidad de que al lanzar n veces una moneda obten-
gamos n caras?

Probabilidad de que al lanzar un dado n veces se obtenga al menos
una vez el 6.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Propuestos 187
Una urna contiene a bolas blancas y b bolas negras. Una persona saca
k bolas. ;Cudl cs la probabilidad de que sean z blancas y k—z negras?

Calcular la probabilidad de que al lanzar n veces dos dados se obtenga
al menos un 6 doble. ;Cudntas partidas tendré que jugar para que
tengamos p’ = 1/2 de obtener un 6 doble?

(Problema propuesto por de Mere a Pascal).

Se reparten entre 4 personas las 52 cartas de una baraja. ;Cudles son
las probabilidades, para un jugador determinado, de obtener 0, 1, 2.
3, 4 ases?

Se lanzan 3 monedas al aire. ;Cudl es la probabilidad de que las tres
sean caras o las tres sean cruces?

Un suceso A tiene probabilidad 0,1. Calcular la probabilidad de que
el suceso se verifique al menos 10 veces en 100 pruebas.

Un nimero n de bolas idénticas se distribuyen entre m compartimen-
tos. ;Cudl es la probabilidad de que un cierto compartimento tenga h
bolas?

;Cual es la probabilidad de torpedear un barco, si se lanzan 3 torpedos
y la probabilidad de hacer blanco con un torpedo es de 0,27

Sean A y B dos sucesos cumpliendo
P(A) =04 P(B)=0,3 P(ANB)=0,1
calciilense las probabilidades de los siguientes sucesos:
ANB AAB AUB.

Se consideran los sucesos A y B del ejerccio anterior. Calculense las
siguientes probabilidades:

(a) P(A/B) (b) P(AJAUB) (c) P(A/ANB) (d) P(A/B)
(e) P(AAB/A U B)

Demostrar quesi BC A, CCA y P(C) >0, se verifica

P(B)/P(C) = P(B/A)/P(C/A).
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Probabilidad. Variable Aleatorig,
Si tres sucesos A, B y C son independientes, demostrar que los sucesog
(AU B) y C también lo son.
Dados los sucesos A y B independientes, demostrar que

(a) Los sucesos A y B son independientes.

(b) Los sucesos A y B también son independientes.

Dados los sucesos A y B disjuntos, demostrar que:

P(A/JAUB) = P(4) + P(B)’

Se tiene una baraja de 40 cartas, se extraen cinco cartas una a una,
devolviendo al montén la carta una vez vista. Calcular:
(a) La probabilidad de que las cinco cartas sean de oros.

(b) La probabilidad de que el primer oro aparezca en quinto lugar.

En una fabrica la maquina 1 produce piezas de buena calidad con una
probabilidad igual a 0,8 y la maquina 2 con probabilidad 0,9. Se separa
una pieza de cada miquina. Calcular:

(a) Probabilidad de que ambas piezas sean defectuosas

(b) Probabilidad de que una sea defectuosa y la otra no.

En una tienda con rebajas hay dos mostradores con 100 prendas cada
uno. En el primero hay 25 prendas en mal estado y en el segundo 20.
Un cliente pasa una prenda del primer mostrador al segundo. Calcular
la probabilidad de que otro cliente compre una prenda en buen estado
procedente del segundo mostrador.

Tenemos un dado trucado de tal forma que

P(X =4)=0,1 P(X =5)=02 P(X =6) =0,

Se arroja el dado 10 veces. Calcular las probabilidades de que se den
los sucesos siguientes:
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46.

47.

48.

49.

30.

ol.

Probabilidad. Variable Aleatori,.

En un sanatorio se atienden unicamente cuatro tipos de enfermeda.
des; las probabilidades de que un enfermo ingrese con cada una de lag
cuatro son: P(4) = 0,2; P(B) = 0,05: P(C) = 0.6y P(D) = 0,15.
Las probabilidades de curacién para cada enfermedad son, respectiva-
mente, 0,8; 0,75; 0,2 y 0,3.

Calctlese 1a probabilidad de curacién de un enfermo que ingresa en (|
sanatorio sin saber cudl es su enfermedad.

Una empresa produce tres fungicidas en proporciones 1/6, 1/3 y 1/2.
Las probabilidades de efectividad de cada uno son respectivamente:
0,9; 0,94 y 0,88. Calculese la probabilidad de que utilizando uno cual-
quiera de ellos, sea efectivo.

Se tiene una baraja de 40 cartas; se extraen 4 cartas una a una. 1o
devolviendo las cartas al montén. Calcular:

(a) Probabilidad de que la cuarta carta sea el as de bastos.

(b) Probabilidad de que las cuatro sean los cuatro ases en cl siguiente
orden: oros, copas, cspadas y bastos.

En una granja avicola existen tres razas de gallinas: A, By C. De
la raza A hay 300 aves, de la B 600 y de la C' 100. La probabilidad
de que una gallina de la raza A ponga huevos de calidad inferior a la
tolerada es igual a 0,2; en la raza B es 0,15 pero sc desconoce cual
es esta probabilidad en la raza C. Sin embargo, se han establecido
tres hipotesis sobre la probabilidad de que tomando una raza al azar
y siendo el huevo de baja calidad proceda de la raza C; cstas proba-
bilidades son: 0,6 ; 0,5 y 0,3. Verifiquense qué hipétesis pueden ser
correctas.

En un dado bien construido consideramos los sucesos A y B, tal que
A es la obtencién de una puntuacién mayor o igual que 4, y B obtener
3 6 6. Determinar si se verifica que:

(a) Ay B son disjuntos
(b) Ay B son independientes.

Calcular en el juego del poker las probabilidades:

(a) De poker
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52.

h3.

54.

(b) De full
(c) De color (Baraja dc 40 cartas).

Una estadistica asegura que, de cada 1.000 habitantes, a 816 les gusta
el fitbol, a 723 los toros, a 645 el tenis, y asimismo, que a 562 les gusta
el futbol y los toros, a 463 el futbol y el tenis, y a 470 los toros y el
tenis, y sélo a 310 les gustan los tres espectdculos. ;Puede ser cierta
la estadistica?

Considerando el enunciado del problema anterior, calcule grafica y
numéricamente:

(a) Los habitantes a los que solamente les gusta el futbol.

(b) Los habitantes a los que les gusta el futbol y los toros pero no el
tenis.

(c) Los habitantes a los que les gusta el fitbol y el tenis pero no los
toros.

(d) Los habitantes a los que les gustan los tres espectdculos.

En una encuesta realizada entre personas de ambos sexos, nacidas en
varios continentes y no todos sabiendo leer, se han obtenido los siguien-
tes datos: Hombres 520: Mujeres 480; Europeos 402; Analfabetos 152;
Hombres europeos 230; Europeos no analfabetos 324; Hombres anal-
fabetos 70; Hombres o Europeos o analfabetos 730. Se pide:

(a) El mumero de hombres europeos analfabetos.
(b) El niumero de hombres europcos no analfabetos.
(c) El nimero de mujeres no europeas analfabetas.

(d) El mimero de hombres, desglosado de todas las formas posibles.

. Enumerar los elementos del espacio muestral que corresponden a cada

uno de los siguientes experimentos:

(a) Observar el sexo de nifios recién nacidos.
(b) Observar el numero de botellas rotas en cajas de una docena.

(c) Observar la posicién (distancia al centro) de una bala disparada
sobre una diana.

(d) Observar el nimero de caras que salen en dos monedas que se
tiran sobre una mesa.
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(e) Observar el nimero de accidentes de carretera en una determina-
da ciudad durante una semana.

(f) Observar el tiempo que tarda en quemarse un cohete.

56. Escribir los espacios muestrales de los experimentos siguientes. Usar
diagramas en drbol y/o tablas de doble entrada para obtenerlos.

(a) Observar los sexos de los dos primeros hijos de una mujer.
(b) Observar las caras de tres monedas tiradas sobre una mesa.

(c) Observar las caras de dos dados (uno rojo y otro verde) lanzados
sobre una mesa.

57. Sean E, F y G tres sucesos cualesquiera en un espacio muestral S.
Hallar las expresiones en lenguaje de conjuntos de los sucesos siguien-
tes:

(a) E y F ocurren a la vez pero G no.

(b) F ocurre pero ni E ni G ocurren.

(c) Sélo ocurre G.

(d) Por lo menos ocurre unode E, F 6 G
(e) Sélo ocurre uno de ellos.

(f) Ocurren los tres.

(g) Por lo menos ocurren dos.

(h) Ocurren dos exactamente.

(i) No ocurren més de dos.

(j) Ocurren menos de dos.

(k) Ocurren E 6 F, pero no ambos, y G no.

58.

59. En una clase hay 20 estudiantes, de los cuales 8 fuman(E), 12 llevan
gafag(F) y 6 fuman y llevan gafas(EF). Expresar en palabras los sig-
nificados de los sucesos E, F, ENF, EUF, (EUF), (E—F), F/E,
E/F,(EUF)/E, (EU F)/E. Obtener las probabilidades de cada uno

de estos sucesos.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

En un censo hecho a un grupo de 500 personas, se recogié la informa-
cién siguiente sobre sexo, estado civil y posesién de coche: 300 varones,
290 casados, 415 tienen coche, 200 varones casados, 250 casados con
coche, 250 varones tienen coche y 190 varones casados con coche. De-
mostrar que los numeros recogidos en las distintas categorias no son
coherentes.

Dos chicos se han citado entre las seis y las siete de la tarde en un cierto
lugar, conviniendo en no esperarse mas de diez minutos. Calcular la
probabilidad de que se encuentren, suponiendo que lleguen al azar e
independientemente durante el periodo de tiempo establecido.

Sobre un segmento AB se toman dos puntos P y Q al azar. ;Cual
es la probabilidad de que con los tres trazos del segmento se pueda
construir un tridngulo?

Sean a y b dos nimeros seleccionados al azar en el intervalo [0,1].
Hallar la probabilidad de que tenga raices reales la ecuacién de segundo
grado: 2% + 2ax +b = 0.

i Cual es el nimero minimo de veces que es preciso lanzar dos dados
para que la probabilidad de obtener un seis doble sea mayor que la de
no obtenerlo?

Dc una baraja de 48 cartas se extraen dos a la vez. Hallar la probabi-
lidad de que...

(a) ambas sean de copas,

(b) por lo menos una sea de espadas,

(c) una sea de copas y la otra de espadas.

i Cuadl es la probabilidad de obtener 3 0 mas espadas en una extraccion
de 4 cartas de una baraja de 52 cartas?

Haéllese la probabilidad de obtener exactamente tres caras en cinco
tiradas con una moneda.

Se hacen seis tiradas con una moneda. Hallar la probabilidad de que
haya por lo menos una racha ininterrumpida de tres caras.

;Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos veces un dado, los resul-
tados sean dos y tres en ese orden?
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.
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Calcular la probabilidad de obtener un doble seis por lo menos, en 24
tiradas con dos dados.

Se tira un dado ordinario cinco veces. Héllese el nimero més probable
de seises.

Dos granjeros tienen cada uno 10 gallinas. Un dia, 9 gallinas pasan de
la granja A a la B. El granjero de B, que no es capaz de distinguirlas,
devuelve 9 gallinas elegidas al azar, y se lo dice a su vecino. El granjero
de A, que tampoco es capaz de distinguirlas, acepta el acuerdo, pero
quiere conservar a Perlita, que pone yemas de dos huevos. ;En cudl
de las dos partes es preferible que empiece a buscar a Perlita?

Se lanza un dado equilibrado y el niimero obtenido es el nmimero de
bolas blancas que metemos en una urna. A continuacién se vuelve a
lanzar el dado y se repite la operacién introduciendo ahora bolas ne-
gras. Por 1ltimo sacamos una bola de la urna. ;Cudl es la probabilidad
de que sea blanca?

En una urna hay M bolas blancas y N-M bolas negras. Se sacan M
bolas y quedan en la urna N-M bolas. A continuacién se saca otra
bola. ;Cudl es la probabilidad de que ésta sea blanca?

Consideremos una urna que contiene 7 bolas negras y b bolas blancas;
de ésta urna hacemos tres extracciones, si en una extraccion nos sale
bola negra metemos r bolas mas, ademds de la obtenida. Se pregunta
por la probabilidad de sacar tres bolas negras seguidas.

De una urna que contiene 3 bolas blancas y 5 negras, se transfieren 4
bolas a una urna vacia, de ésta ltima se sacan dos bolas y resulta que
ambas son blancas. Calcular la probabilidad de que la tercera bola
que se saque de la misma urna sea blanca.

(a) En el caso de que las dos bolas que se saquen en primer lugar
vuelvan a introducirse en la urna antes de sacar la tecrcera.

(b) Hacer el cjercicio en el caso de que las bolas extraidas no se
reintegren.

Una caja contiene 5 tornillos defectuosos y 4 aceptables, otra contiene
4 defectuosos y 5 aceptables. Se traslada un tornillo de la primera a
la segunda y a continuacién se extrae un tornillo de la segunda caja.
. Cudl es la probabilidad de que este tornillo sea aceptable?
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La caja I contiene dos bolas blancas y dos negras. La caja Il contiene
tres bolas blancas y dos negras. Se trasladan dos bolas de la caja I a
la caja I1 y a continuacion se extrae de la caja II una bola que resulta
ser negra. ;Cudl es la probabilidad de que las bolas trasladadas fuesen
una blanca y la otra negra?

Se tiencn tres bolsas con las siguientes composiciones: By = {3 bolas
blancas y 1 negra}; By = {2y 2}; B3 = { 1 y 3}. Se hacen pruebas
consistentes en tomar una bolsa al azar y sacar de ella una bola al azar.
; Cudl es la bolsa que da una probabilidad mayor al suceso obtener una
bola blanca?

Se tienen N urnas cada una de las cuales contiene 4 bolas blancas y 6
negras, y otra urna con 5 bolas blancas y 5 negras. Se toma una urna
al azar entre las N+1 y se sacan dos bolas que resultan ser negras. La
probabilidad de que en dicha urna queden 5 bolas blancas y 3 negras
es 1/7. Calcular el valor de N.

La caja I contiene dos bolas blancas y dos negras y la caja Il contiene
tres blancas y dos negras. Se traslada una bola de I a II y a conti-
nuacion se extrae una bola de II que resultd ser blanca. ;Cual es la
probabilidad de que la bola trasladada fuese blanca?

Se han lanzado unos dados y la suma de los puntos obtenidos es cuatro.
Calcular la probabilidad de que se haya jugado con dos dados.

En una loteria de 400 billetes hay 4 premios. Una persona compra 10
billetes. Hallese la probabilidad de obtener por lo menos 1 premio.

; Cudl es el menor niimero de personas que han de estar reunidas para
poder asegurar que la probabilidad de que entre ellas se encuentren
dos que celebren el mismo dia su cumpleafios, sea por lo menos 0,57

Una caja contiene 1000 tornillos, de los cuales 50 son defectuosos.
Calcular la probabilidad de que al sacar 10 al azar

(a) sean 5 defectuosos.

(b) no haya ninguno defectuoso.

(c) haya menos de tres defectuosos.

A y B juegan alternativamente con un par de dados corrientes. A gana
si consigue 6 puntos antes de que B saque 7 y B gana si saca 7 antes
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Probabilidad. Variable Aleatoria.

de que A saque 6. Comienza a jugar A. ;Qué probabilidad tiene de
ganar?

Una asociacion tiene 100 socios y tienen que elegir un representante.
La eleccién promete ser en extremo refida. Al parecer apoyan 49 a un
candidato y 51 al otro. A pesar del interés de la votacion se calcula que
s6lo votara el 80% del censo. En esta hipdtesis, obtener la probabilidad
de que resulte elegido el candidato que estd en minoria.

La experiencia de un banco permite asegurar que los clientes que tienen
fondos suficientes y firman un cheque con fecha posterior es el 1%. Por
el contrario, todos los clientes que no tienen fondos firman sus cheques
con fecha posterior. La proporcién de los cheques con fondo es del
90%. Se recibe en caja un cheque con fecha posterior. ;Cudl es la
probabilidad de que pertenezca a un cliente sin fondos?

Se hace un disparo con cada uno de tres cafiones, siendo la proba-
bilidad de hacer blanco 0,1; 0,2 y 0,3 respectivamente. Calcular la
probabilidad de cada uno de los nimeros posibles de blancos.

Un aparato esta formado por dos partes A y B. El proceso de fa-
bricacién es tal que la probabilidad de un defecto en A es 0,06 y la
probabilidad de un defecto en B es 0,07. ;Cual es la probabilidad de
que el aparato no sea defectuoso?

A, B y C por este orden tiran una moneda al aire. El primero que
saque una cara gana. jCuales son sus respectivas probabilidades de
ganar?

En una regién llueve el 40% de los dias. Un estudio sobre la infor-
macién meteoroldgica dada por la televisién descubrié que a veces
fallaban. M4ds concretamente predijeron Iluvia incorrectamente en el
30% de los casos, y dia claro incorrectamente en el 10% de los casos.

(a) Calcular la probabilidad de que la televisién realice un pronéstico
erréneo en un dia cualquiera.

(b) Si un dia determinado la televisién pronosticé lluvia, ;cuél es la
probabilidad de que dicho dia lloviera?

En las bolsas espanolas el 10% de los titulos son de alto riesgo y alta
rentabilidad, y el 40% son de bajo riesgo y baja rentabilidad. Una
persona esta dispuesta a invertir en bolsa y desea titulos de bajo riesgo



Problemas Propuestos 197

94.

95.

96.

97.

y alta rentabilidad. Para ello estudia el grupo de titulos de bajo riesgo
y descubre que de éstos el 70% son de baja rentabilidad.

(a) §Cual es la probabilidad de encontrar titulos de bajo riesgo y alta
rentabilidad?

(b) ;Cual es la probabilidad de encontrar un titulo de alto riesgo?

(c) ;Cual es la probabilidad de encontrar un titulo de alta rentabili-
dad?

Las probabilidades de sufrir un accidente automovilistico en dia seco
o lluvioso son respectivamente 0,005 y 0,012. La probabilidad de que
llueva un cierto dia es 0,1. Calcular:

a) Probabilidad de que un dia cualquiera llueva y se tenga un acci-
g
dente.

(b) Probabilidad de que haya llovido un dia en que se ha tenido un
accidente.

Tenemos tres urnas, en la urna A hay 2 bolas blancas y 3 negras; en
la urna B, 4 blancas y 1 negra y en la urna C, 3 blancas y 4 negras. Se
selecciona una urna aleatoriamente, y se extrae una bola que resulta
ser blanca. Hallar la probabilidad de haber escogido la urna A.

Una compania financiera para la venta de automéviles a plazo, opera
en tres grandes regiones de un pais A, By C. E1 50% de las operaciones
las realiza en la regién A, el 40% en la B y el 10% en la regién C. Se
ha estimado, por largas experiencias, el tanto por ciento de los clientes
que no efectiian el pago de las letras en cada una de las regiones. Para
la region A es del 1%, para la B del 2% y para la C el 8%. Determinar
el tanto por ciento de los clientes de la compania que pagan las letras
de la operacion.

Un médico posee un test para diagnosticar el cdncer. Mediante mu-
chos reconocimientos se ha comprobado que la probabilidad de que el
test resulte positivo para una persona enferma de cancer es de 0,95;
mientras que es de 0,05 para una persona que no tenga la enfermedad.
Supongamos que s6lo el 1% de la poblacién tiene la enfermedad del
cancer. ;Cual es la probabilidad de que una persona padezca céncer
sl su test resulta positivo?
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Probabilidad. Variable Aleatoria.

Se sabe que el 12% de los automdviles usa una determinada marca de
recambios. También se sabe que si se realiza una encuesta, sélo el 80%
de los usuarios que utilizan recambios de dicha marca lo reconocerén,
mientras que el 2% de los que no la usan reconocen no usarla. ;Cudl ¢s
la probabilidad de que un usuario, elegido al azar, mienta al hacerle la
encuesta? Y si ha mentido, jcudl es la probabilidad de que use dicha
marca?

. En una oficina trabajan 4 secretarias que archivan documentos. Cada

una de ellas archiva el 40%, 10%, 30% y 20% de los documentos. La
probabilidad que cada una de ellas tiene de equivocarse es 0,01; 0,04;
0,06; 0,10 respectivamente.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que un documento esté mal archiva-
do?

(b) Si se ha encontrado un documento mal archivado, jcudl es la
probabilidad de que sea debido a la tercera secretaria?

. Una empresa que se dedica a la fabricacién de automéviles desea lan-

zar al mercado un nuevo modelo para el préximo ano. Al estudiar la
posible situacién econémica de este ano se le plantean tres posibilida-
des: Inflacién, estabilidad 6 depresion. Se ha estimado que la primera
alternativa es doblemente probable que las otras dos. Ademads, la pro-
babilidad de que haya inflacién y el modelo se lance al mercado es de
0,3; la probabilidad de que haya estabilidad v ¢l modelo no se lance al
mercado es 0,2; mientras que existiendo depresion, la probabilidad de
lanzar el coche al mercado es 0,6.

(a) Calcular la probabilidad de lanzar el nuevo modelo.

(b) Calcular la probabilidad de que haya inflacion, si se ha lanzado
el modelo al mercado.

. El 45% de la poblacién espafiola abandona su residencia habitual du-

rante las vacaciones de verano, pero tan sélo ¢l 5% de los citados
veraneantes viaja mas alld de las fronteras del pais. No obstante hay
una, proporcién del 1% de ciudadanos que no estando de vacaciones
viaja al extranjero en verano. Se pide:

(a) Probabilidad de que un ciudadano viaje al extranjero en verano.

(b) Probabilidad de que un espafiol que se encuentra en el extranjero
esté de veraneo.



Problemas Propuestos 199

102.

103.

104.

105.

106.

El 20 por ciento de los ordenadores de una empresa son portatiles y
el resto de sobremesa. De los portatiles, el 10 por ciento tienen una
memoria RAM de 8 Megas, el 20 por ciento tiene una memoria de 4
Megas y el resto tiene una memoria de 1 Mega. De los de sobremesa,

el 30 por ciento tienen 8 Megas, el 50 por ciento tiene 4 Megas y el

resto tiene 1 Mega. Se pide:

(a) Hallar la probabilidad de que un ordenador tenga 8 Megas.
(b) Hallar la probabilidad de que un ordenador portatil tenga 8 Me-

gas.

(c) Hallar la probabilidad de que un ordenador tenga 8 Megas y sea
portatil.

(d) Hallar la probabilidad de que un ordenador que tenga 8 Megas
sea portatil.

(e) Calcular la memoria media de los ordenadores portdtiles.

Supongamos que el temario de una oposicién consta de 50 lecciones.
Un opositor ha preparado 15 lecciones. En el examen se seleccionan
aleatoriamente 5 lecciones. Calcular la probabilidad de que el oposi-
tor conozca las cinco lecciones. Si para aprobar hay que contestar al
menos a tres lecciones, calcular la probabilidad de aprobar el examen.
Determinar el nimero esperado de lecciones que conocera este opositor
en el examen, asi como la varianza.

Pablo lanza una moneda hasta que obtienc la primera care. Entonces,
Ana lanza la moneda hasta que obtiene la primera cara. Hallar la
probabilidad de que la moneda se haya lanzado un total de n veces.

Se introducen tres bolas independientemente al azar en cinco urnas.
Calcular la probabilidad de que:

(a) las tres bolas estén en la misma urna.

(b) no haya ninguna urna que contenga dos bolas.

Un temario estd compuesto por 100 temas. El examen consiste en
la exposicion al azar de 2 temas. Para aprobar necesita responder
correctamente los dos temas. ;Cudl es el ndmero minimo de temas
que ha de estudiar el opositor para que la probabilidad de aprobar sea
superior que la probabilidad de suspender?
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Probabilidad. Variable Aleatoria.

Un hombre tiene cuatro llaves en su bolsa. Como estd oscuro, no
puede ver cual es la llave de su puerta, por lo que prueba, una a una,
hasta encontrarla. Sea X el nimero de llaves que prueba (contando
la correcta) para abrir su puerta. ;Cual es la funcién de probabilidad
para X7

Se reparten 5 naipes de una baraja de 52 cartas. Sea Y el niimero de
naipes con color rojo repartidos. ;Cuél es la funcién de probabilidad
para Y?

Sea Z el nimero de dias a la semana que va a la gasolinera. jCudl es
la funcién de probabilidad para Z7

Comprobar que F(z) es una funcién de distibucién, y obtener la
funcién de probabilidad para X. Usar este resultado para calcular
P(-1<X<1)

0 si Tz < =2
Flz)y=¢ 1/2 si -2<z<0
1 si x>0

Comprobar que F(w) es una funcién de distribucién, y obtener la
funcién de probabilidad para W. Calcular P(3 < W < 5).
0 si w<3
1/3 si 3<w<4
1/2 si 4<w<)

Flw) =
2/3 si b<w<6
1 si w > 6

Comprobar que F(y) es una funcién de distribucién, y obtener la fun-
cién de probabilidad para Y. Calcular P(Y < 100).

0 si y <0
1/4 si 0<y<5
)13 si s5<y<7
Fy) = 1/2  si 7T<y<100
5/6  si 100 <y < 102
1 si y > 102
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;Cudl es la funcién de distribucién de Z7 La variable aleatoria Z tiene
la funcién de probabilidad:

_J 13 para 2£=0,1,2
Py(z) = { 0 en otro caso

Calcular la funcién de distribucién de la variable aleatoria U que tiene
por funcién de probabilidad:

1/3 para z=-3,4
Py(z) =< 1/6 si z=0
0 en otro caso

Comprobar que F(z) es una funciéon de distribucién, y calcular la
funcién de densidad de probabilidad para X. Usar esta funcién para
calcular P(—% < X < 1).

0 s1 < —1
1
F(z) = ‘”‘; si ~l<z<l1
1 si z>1

Comprobar que F(y) es una funcién de distribucidn, y especificar la
funcién de densidad de probabilidad para Y. Usar este resultado para
obtener P(—% <Y < 3).

. 0 si y<0
Fly)=4 vy si 0<y<l1
1 si y>1

Comprobar que F(z) es una funcién de distribucién, y obtener la fun-
cién de densidad para Z.

0 si z2<0
22 si»0§z<%
1-3(1 - 2)? si <2<

1 si z>1

F(z) =
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Probabilidad. Variable Aleatoria.
;Se puede decir que H(t) es una funcién de distribucién?

0 si t< -1
1-¢2  si —1<t<}
1+ si l<t<d

1 si t>1

H(t) =

Comprobar que G(t) es una funcién de distribucidn.

0 si t<0
1 : 1
_ 5 S1 0St<§
G(t) t si $<t<1
1 si t>1

Dada la funcién de densidad f(z) de la variable aleatoria X, obtener
la funcién de distribucion.

fay={ L s 99 <z <00

10 en otro caso

Sea Y una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(y).
Obtener la funcién de distribucién.

)21 -vy) si O<y<1
fly) = { 0 en otro caso
Sea Z una variable aleatoria continua con funcién de densidad f(z).
Obtener la funcidn de distribucion.

10e~10= si z>0
f(2) = { 0 en otro caso

Tres baterias de misiles tienen como probabilidades de hacer blanco
0,2; 0,3 y 0,4 . Encontrar la funcién de distribucién del nimero de
blancos al disparar las tres baterias.

Se lanzan tres dados a la vez. Determinar la funcidén de distribucién
de la suma de puntos obtenidos.
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Se considera la funcién de distribucién F(x).

0 si r<2
—92)3

F(z) = (m—g)— si 2<z<4
1 si T >4

Representarla graficamente y la correspondiente funcién de densidad.
Calcular: P(1 < X < 3), P(X >3), P(X <3), P(X <3), P(X >4)
y P(X <2).

Calcular la funcién de probabilidad para la variable aleatoria “dife-
rencia en valor absoluto de los puntos obtenidos al tirar un dado dos
veces” .

Consideremos la variable aleatoria “suma de los puntos obtenidos al
lanzar dos dados”. Determinar:

(a) Funcién de probabilidad.

(b) Funcién de distribucién.

Tres tiradores, A,B y C, tienen las siguientes probabilidades de hacer
blanco P(A4) = 0,8; P(B) = 0,6 y P(C) = 0,7. Encontrar la funcién
de distribucién del mimero de blancos obtenido al disparar una vez
cada uno de los tres tiradores.

Se lanzan dos dados y se toma como variable aleatoria la diferencia de
sus puntos (primero menos segundo). ;Cudl es la media de la variable?
;Cuél es la varianza?

Quiere disenarse una maquina tragaperras cuyo juego equivale al si-
guiente experimento: de una urna con 6 bolas (3 rojas, 2 verdes y 1
negra), se extraen dos bolas sin reemplazamiento y se gana la cantidad
correspondiente (1 punto por bola roja, 2 puntos por bola verde y 3
puntos por bola negra).

Se pide:

(a) Presentar la aplicacion de E sobre R: “puntuacién ganada”.

(b) Obtener la funcién de distribucién de la variable aleatoria definida
en el apartado anterior.



204 Probabilidad. Variable Aleatoria.

131. La funcién de distribucién asociada a un determinado componente
eléctrico es del tipo:

0 sioz<1
217 — 2

Fe(z) = 7“30 si 1<z <K
1 si x> K

Determinar K para que F¢(z) sea funcién de distribucién.
132. Dada la funcién de probabilidad

P(X =1i) = Ki parai=1,23,...,20,

calcular:

(a) P(X =4)

(b) P(3 <X <10)
(¢) P(X? < 100).

133. Dada la variable aleatoria X con funcién de distribucidn:

0 si <0
F(z) =< z" si 0<z<1
1 st z>1

donde n > 1, se pide:

(a) Calcular la funcién de densidad.
(b) Encontrar la mediana.

(c) Encontrar la media y la varianza de X.

134. Una variable aleatoria tiene como funcién de densidad:

322 81 0<z<1
o=}

0 en otro caso

Se pide:
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(a) La funcién de distribucién de X. -

(b) Encontrar F(2/3), F(9/10) y P(1/3 < X <1/2).

(c) El valor de a tal que P(X <a)=1/4.
)

(d) La media y varianza de X.

a

135. Calcular el valor esperado de una apuesta a rojo o negro a la ruleta.
(En la ruleta hay 18 ndmeros rojos, 18 negros y el 0)

136. La probabilidad de un tipo de accidente industrial en un ano es 0,001.
Una compania de seguros propone a una empresa un séguro de acci-
dentes cuyo coste anual es de 10.000 pesetas, comprometiéndose en
caso de accidente a satisfacer una cantidad de 5 millones de pesetas
en concepto de indemnizacién. Calcular el beneficio esperado para la
compania de seguros.

137. El tiempo de reparar una maquina en horas tiene la funcién de distri-
bucién:

0 si <0
z/2 si 0<z<1
Fz)=4¢ 1/2 si 1<2<2

/4 si 2<x<4
1 si z2>4

(a) Dibujar la funcién de distribucién.
(b) Obtener la funcién de densidad e interpretarla.

(c) Si el tiempo de reparacién es superior a una 1 hora, jcudl es la
probabilidad de que sea superior a 3,5 horas?

138. Dada la variable aleatoria discreta X, con funcién de densidad de
probabilidad igual a

0,1 si z=-2

0,2 si z=-1
Px(z)=< 04 si z=0

02 st z=1

0,1 si =2
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Probabilidad. Variable Aleatoria.

(a) Consideremos la variable aleatoria Y = X2. Calcular su funcién
de probabilidad.

(b) Representar graficamente las funciones de probabilidad de las dos
variables.

(c) Calcular E(X?).
Dada la funcién de probabilidad P(X = n) = K(1 — K)"1, para
n=123 ... y0< K <1, calcular el coeficiente de asimetria.
Una variable aleatoria X tiene por funcién de densidad
_ k
f(ilf) = m para I Z 0.
Determinar el valor de %k y la funcién de distribucién.

Dada la funcién f(z) = —z* + 223 + 22 — 2z, determinar en qué
intervalos puede ser funcién de densidad.

La variable aleatoria X tiene por funcién de densidad:

2z —1
10

s1i 1<z<2

fz) = 0,4 si 4<z<6
0 fuera

Calcular las probabilidades siguientes: P(1,5 < X < 2); P(X < 5);
P(4,5 < X <5,5).

Consideremos la variable aleatoria continua X definida en los interva-
los (0, 2), (4, 8) y (10, 11), con la siguiente funcién de densidad:

0,15 si 0<z<L2
1 1

f($)= -1—6.'13—1 si 4<z<8
~2 22
?x+—5- si 10<z<11

Calcular:
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(a) Funcién de Distribucién.

(b) P(X <9).

(c) P(1 <X <10,5).

(d) P(X >6).

(e) Representar graficamente las funciones de densidad y de distri-
bucién.

144. Dada la funcién de densidad

f@)=Kel si —co<z<oo , a>0.

Calcular mediante la funcién de distribucién:

(a) P(—2/a < X < 2/a).
(b) El valor de a tal que P(X < 3) =0,6.

145. La variable aleatoria X tiene el siguiente campo de variacién: los
puntos —1 y 1 y el intervalo (2, 3), de la siguiente forma:

P(X =—-1)=0,15; P(X=1)=025
y en el intervalo (2,3) la funcién de densidad f(z) = $(2z — 4).

Calcular la esperanza y la varianza de la variable aleatoria. Represen-
tar la funcién de densidad y de distribucién.

146. Si la variable aleatoria X tiene la funcién de densidad
f(z)=e* para >0,
calcular:

(a) Mediana de la distribucién.
(b) Tercer cuartil.

(c) Percentil 32.

147. Si tenemos la funcién f(z) = (7 — z)(z — 4)(z — 3)(z + 1)(z + 2),
determinar en qué intervalo o intervalos, del campo de variacién de la
variable, puede ser funcién de densidad.
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Probabilidad. Variable Aleatoria.

La variable aleatoria X tiene por campo de variacién el intervalo (0, a).
Su funcién de densidad en dicho intervalo es

x
f@):K(1+§)
y su esperanza es igual a 7/3. Determinar K y a.

La vida en horas de un tipo de lamparas de radio es una variable
aleatoria cuya funcién de densidad es

0 si z<100

k
~ si z>100
T

Determinar:

(a) El valor de k.

(b) La probabilidad de que de 5 ldmparas ninguna tenga que ser
sustituida en un aparato de radio durante las primeras 300 horas
de uso.

(c) La probabilidad de que las 5 ldmparas tengan que cambiarse du-
rante las 300 horas primeras.

Si X tiene como funcién de densidad
fz)=1 si 0<z<l1,

calcular la funcién de densidad de las variables:

(a) Y = X2,
(b) Y = VX.
(c) Y =1/X.

Se tienen dos variables aleatorias X e Y independientes. La variable
aleatoria X tiene como funcién de densidad

flz)=2(1—z) para0 <z <1,
y la variable Y tiene funcién de densidad

f(y) =e™¥ paray > 0.

" Calcular la probabilidad de que elegido un nimero al azar del campo
'de variabilidad de cada una'de las dos variables, su cociente sea menor

que 2.
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152.

153.

154.

155.

156.

157.

Se eligen al azar dos numeros en el intervalo (0, 2); calcular la proba-
bilidad de que la suma de cuadrados sea menor que 1/4.

Si la variable aleatoria X tiene la funcién de densidad
1 5 .
= — <z<
f(z) 523% S 0<z<)9,

calcular P(y — 20 < X < p+20) y compararla con la cota de Cheby-
chev.

El margen neto de cada contrato oscila aleatoriamente entre el 2 y el
6 por ciento, con densidad

_13;_6 si 2<z<6
flz) =

0 en otro caso
obtener la esperanza matematica de las variables:

(a) Margen neto que se acumula a reservas: g;(z) =0,2 z.
(b) Rentabilidad bruta: go(z) = 1+1,1z.

La cantidad producida de un cierto articulo es una variable aleatoria
X con funcién de densidad f(z) = 322/1000, teniendo como campo
de variacién el intervalo (0,10). El precio del articulo se obtiene como
una funcién de la cantidad producida: @ = 40 — 2X. Hillese:

(a) Funcién de densidad del precio.

(b) Precio medio.

(c) Funcién de densidad de la cantidad producida.
(d) Valor medio de la cantidad producida.

Dada la variable aleatoria X con funcién de densidad f(z) = 32%/2
en el intervalo (—1,1) y f(z) = 0 fuera de él, calcular la funcién de
densidad de la variable aleatoria Y = X2.

Una empresa ha calculado que las ventas y costes unitarios estin rela-
cionados con el indice de precios de consumo I a través de las siguientes
relaciones:

Costes: C =1/3(I +2) Ventas: V =1/3(19-1)

Si el indice de precios de consumo es una variable aleatoria con funcién
de densidad f(7) = 2i/99; en el intervalo 1 <7 < 10.
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158.

159.

160.

161.

162.

163.

Probabilidad. Variable Aleatoria.

(a) Calcular las distribuciones de los costes, de las ventas y del be-
neficio unitario.

(b) Calcular la probabilidad de que el beneficio sea negativo.

(c) Calcular el beneficio medio.
Calcular la funcién caracteristica de la variable aleatoria X cuya fun-
cién de densidad es f(z) = 2z; para 0 <z < 1.

Calcular la funcién de densidad de la variable aleatoria Y = VX, si la
variable X tiene por densidad

1
flz) = e /7 para — o0 <z < 00

Una asociacién benéfica lanza una loteria con 100 boletos de 500 ptas.
y tres premios de 25.000, 10.000, y 5.000 ptas. ;Cual es la esperanza
matemadtica de ganancia de una persona que juega dos boletos?

El tiempo necesario para la renovacion de equipos industriales en una
factoria tiene por funcién de densidad f(z) = 0,1e"%* si z >0,y
f(z)=0 si z <0 (con z = niimero de meses). Se pide:

(a) Funcién caracteristica.
(b) Los dos primeros momentos ordinarios.

(c) Esperanza matematica, media cuadratica y varianza.

La tasa de crecimiento industrial en una zona desarrollada tiene por
funcién de densidad f(z) = 30(z*—2x3+2?) si 0<z <1, f(z) =0
en el resto. Obtener los valores de la media, mediana y moda.

Se ha ofrecido a una editorial los derechos de publicacién de una obra.
Considerando que ello implicaria unos costes fijos de 3.000.000 ptas.
y que el margen bruto de ganancia por libro vendido, segun la tirada
prevista, serd de 500 ptas. y que la ganancia final obtenida estd en
funcién de lo que acaben comprando las 20 distribuidoras del pais,
para las que se ha estimado una cifra media de 420 ejemplares por
distribuidora. Atendiendo al criterio de mayor esperanza de ganancia,
determinar:

(a) Si deben adquirirse o no los derechos de publicacién.
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(b) ;Para qué promedio de compra por distribuidora seria indistinta
una u otra opcién?

164. A un particular se le plantea la posibilidad de invertir en tres alter-
nativas: a; = inmuebles, ay = préstamo, a3 = bolsa. Estd interesado
en recuperar el capital en un plazo corto, en el que ha determina-
do las probabilidades de que la evolucién de la economia presente las
siguientes fases: F; = contraccién (12%), F, = reanimacién (27%),
F; = expansién (41%), Fy = crisis (20%).

Supoéngase que se ha podido construir la siguiente matriz de resultados
previsibles, dados en tanto por ciento sobre el capital arriesgado.

FL. F, F, F
a1 25 8 45 —1,5
az 25 25 25 25
as 0 75 95 -2

(a) ;Cual de las tres alternativas da mayor rentabilidad media?

(b) Si elige la segunda alternativa, por ser la menos arriesgada, jcudl
serd el coste de oportunidad respecto a la mejor opcién?

165. Un detallista recibe la oferta de adquirir piezas de carne congelada a
223 euros cada unidad. La venta de cada pieza produce unos ingresos
de 300 euros durante el primer mes, perdiendo a partir de entonces
calidad, por lo que sélo podria revenderla como despojos al precio de
100 euros por unidad. Sila demanda prevista, para un mes, sigue una
funcién de probabilidad del tipo:

Piezas Probabilidad

demandadas
menos de 2 0,028
2 0,128
3 0,229
4 0,211
5 0,108
6 0,101
mas de 6 0,203

Calcular el nimero de piezas que debe adquirir el detallista para ase-
gurar mayor beneficio esperado.
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166

167.

168.

169.

170.

171.

172

Probabilidad. Variable Aleatoria.

. Se sacan al azar dos cartas sin reemplazamiento de una baraja de
52 cartas. Sea X el numero de ases que aparecen e Y el niimero de
espadas que aparecen. Obtener Px y(z,y) y calcular P(X >Y).

En una bolsa hay tres bolas negras y 7 rojas. Se seleccionan dos
bolas al azar sin reemplazamiento. Sea X el nimero de bolas negras
sacadas, y sea Y el nimero de bolas rojas. Obtener Pxy(z,y) y
calcular P(X <Y).

Se selecciona al azar un punto del interior del circulo centrado en el
origen de radio unidad. Sean X e Y las coordenadas del punto elegido.

Obtener fx y(z,y); fx(z)y fr{y) -

Calcular A para que f(z) sea funcién de densidad:
A
22 osi 0<a<l , l<y<?
fX,Y (Z', y) = ¥
0 fuera

Una familia tiene dos hijos varones. Sea X la estatura del mayor de
los dos cuando sea adulto e Y la estatura del menor cuando sea adulto.
Suponer que (X,Y) tiene la misma verosimilitud de caer dentro del
rectangulo con vértices en (66, 68), (66,72), (71,68), (71,72). Calcular
la probabilidad de que el mayor sea mas alto que el menor al llegar a
ser adultos.

Suponer que (X, Y') es una variable aleatoria bidimensional con funcién
de densidad

1
— s5i O0<y<z , O<z<l
T

fX,Y(z‘ay):

0 fuera

Encontrar las densidades marginales para X y para Y.

. Suponer que (X,Y) tiene funcién de densidad
) 1/2 si —a<z<a , —-a<y<a
fxy(z,y) = { 0 fuera

(a) Encontrar a.
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173.

174.

175.

176.

177.

(b) Calcular las densidades marginales para X e Y.

Suponer que la funcién de densidad de (X,Y) es: fxy(z,y) = 1/2
en el interior del cuadrado de vértices: (a,0), (—a,0), (0,a), (0,—a) y
fx,y(z,y) = 0 fuera de dicho cuadrado.

(a) Calcular a.
(b) Calcular las densidades marginales de X e Y.

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densi-
dad conjunta:

_ ) ksl fal<y , 0<y<1
fxx(@,y) = { 0 fuera.
(a) Calcular k.
(b) Calcular la funcién de distribucién conjunta.

La rentabilidad de un negocio es una variable aleatoria bidimensional
de componentes: X rentabilidad del capital, ¥ rentabilidad de las
ventas.

La funcién de densidad conjunta es:

—(z+y)
] e st T,y>0
nyY(xﬁ y) - { 0 fuera.

(a) Calcula la funcién de distribucién conjunta.

(b) {Cuaél es la probabilidad de que la rentabilidad del capital sea
menor que la de las ventas? ;Y de que ambas sean iguales?

Sea (X,Y’) una variable aleatoria bidimensional con funcién de proba-
bilidad conjunta:

1

sy Sohi=123,..

Pxylz=1,y=j)=
Calcular las funciones de probabilidad marginales.

Calcular las distribuciones marginales y condicionadas de la variable
aleatoria bidimensional (X,Y’) cuya funcién de densidad es:

_Jxy si 0<x<2 , 0<y<l1
fxx(,9) = { 0 fuera.
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178.

179.

180.

181.

Probabilidad. Variable Aleatoria.

Se lanza una moneda tres veces y se consideran las variables:
X = nimero de caras obtenidas.

Y = diferencia, en valor absoluto, entre nimero de caras y de cruces.

(a) Calcula la funcién de distribucién conjunta, las marginales y las
condicionadas.

(b) Comprueba si X e Y son independientes.

Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional que representa a dos
componentes del fondo de comercio de ciertas empresas. La funcién
de-densidad conjunta es:

2 si O<z<y<l1
fxy(z,y) = { 0 en otro caso.

(a) Calcula las funciones de densidad marginales y condicionadas.

1 1 1 2

(¢) Comprueba si X e Y son independientes.

Sean las variables aleatorias:
X: taquilla en cientos de miles de pesetas del cine A
Y: taquilla en cientos de miles de pesetas del cine B

La funcién de densidad conjunta es:

il ) G 0<cz<l 0<y<?
—zy + — si T ,
fxy(@y)=¢ 3\ 2 Y

0 en otro caso.

Calcula P[Y > 1/ X <0,5].

El control de calidad de una factoria puede realizarse en dos secciones
A y B, pudiéndose efectuar 5 inspecciones en la seccién A y hasta 4
en la B. Sean:

X = numero de inspecciones realizadas en la seccién A
Y = numero de inspecciones realizadas en la seccién B

La funcién de probabilidad conjunta es:



Problemas Propuestos 215

182.

183.

184.

\Y| 1 i 2 | 3| 4
1 |00 0 |0,04]001
2 002 005]| 0 |O0,04
3
4
5

0,04 0 | 0 |0,8
0,08 0,07 | 0,15 | 0,01
0,03 0,11 | 0,09 | 0,08

Calcular: P[X <4|, P[Y >2], PY =3/X >4,
PlY >2/X >3], P2<X <4/Y =1]y P[X >3/Y >2]

La funcién de densidad conjunta de los indicadores X e Y de concen-
tracién parcelaria es:

.
5 i (z,y)eC
fX,Y('Tay) =

0 en otro caso

donde C es el cuadrado de vértices {(1, 0), (0, 1), (-1, 0), (0, —=1)}

(a) Calcula las densidades marginales y condicionadas.

(b) Estudia la independencia de las variables X e Y.

Sea (X,Y) la variable aleatoria descrita por la siguiente tabla:

Y\X[ 0 |1
2 [1/4]1/4]
4 |3/8]1/8

Calcula E[g(X,Y)] , siendo ¢(X,Y) = X + Y2
Sea (X,Y) una variable aleatoria continua con funcién de densidad:

_J 1 si 0<2<1,0<y<1
fxy(z,y) = { 0 en otro caso

Calcular E[X +Y?2].
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185.

186.

187.

188.

Probabilidad. Variable Aleatoria.

Consideremos la variable aleatoria bidimensional discreta con funcién
de probabilidad:

'X\Y[] o T 1 | 2 3
1 [ 1/14° 0 2/14[1/14 |

2 0 |1/14]3/14 |1/14
3 |2/14 1/14# 0 '2/14 I

(a) Calcular la funciones de probabilidad marginales.
(b) Calcular E[X], E[Y], E[XY], E[X?], E[Y?], Cov(X,Y).

Sea (X,Y) una variable aleatoria continua con funcién de densidad:

_J 18 fz[<y,0<y <1
fxy(z,y) —{ 0 en otro caso

(a) Calcular las distribuciones marginales.
(b) Calcular E[X] , E[Y] , E[XY], Cov(X,Y).

Sea una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad:

1

~ 8l O<y<z<?2
fxyl{z,y) =49 2 ===

0 en otro caso.

(a) Calcula las distribuciones marginales.
(b) Calcula E[X] , E[Y] , E[XY], Var[X] , Var[Y] , Cov(X,Y).

Dada la variable aleatoria bidimensional (X,Y) con la funcién de pro-
babilidad siguiente:

Y\X | 1 2 3 4 5
4 0,01 0,04 018 0,01 0,08
3 ,003 0 015 0,09 0,09
2 0 005 0 007 0,11
1 0,01 002 004 0,08 003

Calcular las probabilidades:

(a) P(X <4); P(Y > 2).
(b) P(Y =3/X <4); P(Y >2/X >3).
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(¢) P2< X <4/Y =1); P(X >3/Y >2).
189 Dada la funcién de densidad bidimensional

k-z?-93-e G2t g £>0,y>0

fxy(z,y) = { 0

en otro caso.
Calcular:
(a) k.

(b) Funciones de densidad marginales.

(¢) Comprobar la independencia de las variables.

190. Dada la variable aleatoria bidimensional continua (X,Y’) con funcién
de densidad conjunta

k- (2c+3y%) si 0<z<1 , 0<y<l1
fxy(z,y)= { 0 en otro caso.

Calcular:

(a) La constante k.

(b) Funcién de distribucién conjunta.

(d

(e
(f

)
)
(¢) Funciones de distribucién marginales.
) Funciones de distribucién condicionales.
)

P(X <0,1;Y <0,2).
P(X >0,1; Y <08).
P(0,1 < X <0503 <Y <0,8).
P(X > 0,3).

)

(&)

(h)

(i) SiP(0,6 < X < a) = 0,1; calcular a.

() P(X <0,5/Y <0,2).

(k) P(0.8 <Y <0,9/0,5 <X < 0,7).

(1) P(X < 0,4/Y = 0,6).

(m) SiP(0,1 <Y <0,7/X = a) = 0,4; calcular a.
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191.

192.

193.

194.

195.

Probabilidad. Variable Alcatoria.

Dada la funcién de densidad tridimensional

2
0 en otro caso.

1
—{z+y+2) si 0<z,y,2<1
fxy,z(z,y,2) :{ (@ +y+2) =Y

Calcular:

(a) P(X < 1/2;Y > 0,2).
(b) P(0.6 <X <08 / 0<Y<02Z>0,7)
(c) P08 <X;Z<05 / Y <09).

La variable aleatoria bidimensional (X,Y") tiene como funcién de den-
sidad f(z,y) = e~ (®*¥)  cn el primer cuadrante; y f(z,y) = 0 cn
los otros tres. Se toman al azar tres puntos en el primer cuadrante
siguiendo esta distribuciéu. Calcular la probabilidad de que uno al
menos pertenezca al cuadrado: 0 < x < 1;0<y < 1.

En un aparato de control actiian dos variables z1, zg, independientes,
ambas con distribucién uniforme, la primera entre 1 y 9, la segunda
entre 1 y a. El aparato funciona bien cuando z; < z3. Calcular el

valor de a para que P(z; > 473) < 0,01.

El tiempo que un camién permanece en un almacén estd definido por
una variable aleatoria X. Sea Y la variable tiempo de espera en la cola,
y Z ¢l tiempo de descarga (X = Y + Z). La distribucién conjunta de
XeY es:

1 —z/2 :

—-e si 0<y<z< @
f(z.y) :{ 4 =v=

0 en otro caso

Se pide:
(a) Calcular el tiempo medio total que permanece un camién en el
almacén.
(b) Calcular el tiempo medio de descarga.

(¢} Calcular el coeficiente de correlacién entre el tiempo total y el
tiempo de espera en la cola.

Un reciente estudio revela que entre los usuarios habituales de una
linea de autobuses, el 80 % no tenia automdvil propio; del resto, el
90 % tenia un automoévil de propiedad y el 10 % dos automoaviles,



Problemas Propuestos 219

196.
197.

198.

199.

no habiendo ningin propietario de tres o mas coches que utilizara el
servicio. Obtener la distribucién conjunta de la variable (X,Y), a
partir de una muestra aleatoria de tres usuarios de la linea, donde:

X = usuarios con un solo coche. Y = usuarios sin coche.

La rentabilidad de un negocio es una variable aleatoria bivariante X
de componentes X1 = rentabilidad del capital y X, = rentabilidad de
las ventas, con funcién de densidad

4 .
flzy,20) = g(xl +zir2) si 0<z; <1 <<

0 en otro caso
Se pide:
(a) Representacién gréfica.
(b) Densidades marginales y funciones de distribucién marginales.

(c) Densidades condicionadas y funciones de distribucién condicio-
nadas.

(d) Indicar si son o no independientes ambas componentes.

Dada la funcién de densidad conjunta:

F(z,y) = 3z si O<y<z , O<a<l
Y =9 0 en otro caso.

Obtener las distribuciones marginales y la condicionada f(z/y).

Para el periodo de rotacién de los créditos (X1) y el de rotacién de los
débitos (X3) se ha especificado la densidad conjunta:

§00 — 2z — Ty
flz1,22) = 1.500.000

0 en otro caso.

si 0<z; <100 , 0<zy<100

Se pide:

(a) Indicar si se trata o no de dos caracteristicas independientes.
(b) Calcular E[X2 — X1].
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200. La produccién de una factoria puede destinarse a dos mercados, con
méargenes brutos de ganancia dados por las variables X; y Xj, tales
que Var(X;) = 32,56; Var(Xp) = 21,97 y Cov(X;,X2) = —4,31. Si
adoptamos como funcién del riesgo de las ganancias

R = Var [O{Xl + (1 - C!)Xg].

Donde « indica la particién de las ventas. Calcular el valor del coefi-
ciente a que minimiza dicho riesgo.



Unidad Tematica IV

Distribuciones de
Probabilidad.






Resumen Teodrico

4.1 Distribuciones discretas mas usuales.

Para tener perfectamente caracterizada una variable aleatoria discreta ten-
dremos que conocer su funcién de probabilidad, es decir, la probabilidad que
tiene de tomar cada uno de los distintos valores.

4.1.1 Distribucién de Bernoulli.

Decimos que un experimento es de tipo Bernoulli cuando sélo hay dos po-
sibles resultados E' y F, que suelen identificarse a menudo como Exito y
Fracaso, siendo las probabilidades de ocurrencia de éstos p y ¢ respectiva-
mente. Obviamente se verifica que tanto p como ¢ son estrictamente mayores
que ccro y ademds p+q = 1.

Definimos la variable aleatoria X de la siguiente manera:
X(E)=1 y X(F)=0.
Es decir, X tomara el valor 1 en caso de éxito y 0 en caso de fracaso.
Entonces tenemos la siguiente funcién de probabilidad:

PX=1)=p P(X=0=qg=1-p.

En este caso tenemos que la media es p y la varianza es pq.

Podemos resumir las caracteristicas mas importantes de esta distribucién
en la tabla 4.1, donde Mx (t) es la funcién generatriz de momentos y ©x (t)
es la funcién caracteristica.

Ejemplo: Lanzar una moneda al aire.
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Distribucién Bernoulli

rango k:O,l_

P(X = k) ’ S |

E[X] p

VIX] pq

Mx(t) pet + ¢

“x (1) pe' ; g

Tabla 4.1: Distribucion Bernoulli.
4.1.2 Distribucién binomial.

Se repite n veces independientes un experimento Bernoulli. La variable
aleatoria X va a contar el nimero de éxitos. Como ejemplo, imaginemos el
suceso “obtener 5 caras en 15 lanzamientos de una moneda”. Para obtener
su distribucién de probabilidad consideremos que realizamos n veces el ex-
perimento Bernoulli y que han aparecido k éxitos y n — k fracasos, — por
ejemplo en la secuencia EE...EFF...F — la probabilidad de este suceso ven-
dria dada por p*¢™~*. Sin embargo, no es esa la tnica forma de obtener k
éxitos, pues habria que considerar todas las permutaciones (con repeticién)
de los elementos E y F, lo que daria un total de

n! n
Kn—k)! (k)

La probabilidad de obtener & éxitos en n pruebas seria, por tanto:

P(X =k) = (Z)pk(l—p)"_k k=0,1,2...n.
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Distribuciéon Binomial

E[X] np

7V[X ] | npq _
—M); (_t) _ (pe* +q)" ‘
7( (t) (pe™* +q)" ‘

Tabla 4.2: Distribucién Binomial.

Obsérvese que se trata de una verdadera distribucién de probabilidad,
pues:

2": (:)p"(l —p)"F=(p+q =1

k=0

Lo cual ademas justifica el nombre de la distribucién, pues lo anterior no
es sino el desarrollo del binomio (p + ¢)". La variable aleatoria se dice que
sigue una distribucién binomial de pardmetros n y p y se le suele denotar
por B(n,p). Podemos interpretar una binomial como la suma de n variables
aleatorias independientes con distribucién de Bernoulli.

Las caracteristicas mas importantes de esta distribucién estan reflejadas
en la tabla 4.2.

Para el caso particular de que n sea igual a 1 se obtiene la Distribucién
de Bernoulli.

Una distribucién multidimensional asociada a la anterior es la Dis-
tribucién multinomial, que se presenta cuando consideramos k sucesos
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Ajq, Ag,... Ax que forman un sistema exhaustivo y excluyente, siendo sus
probabilidades p1,ps, ... pg respectivamente, donde p1+po+. . .+pg = 1.

Se realizan n pruebas independientes. Se consideran los sucesos:

X1 = ntimero de veces que ocurre A

X} = numero de veces que ocurre Ay.

Entonces si n = n; + ne + ... + ng tencmos:

n!

2 Ng

P(Xl :T’Ll,XQITLQ:-..,Xk:nk): nk'pln%an - Pk

’I’Ll!ﬂg! e

Si k = 2, la distribucién multinomial coincide con la binomial.

Ejemplo: Se lanza un dado 15 veces. Hallar la probabilidad de obtener
3 veces el valor uno, 1 vez el valor dos, 2 veces el valor tres, 2 veces el valor
cuatro, 5 veces el valor cinco y 2 veces ¢l valor seis.

4.1.3 Distribucién Hipergeométrica.

La distribucién binomial se aplica en el caso de tener repeticiones indepen-
dientes de un experimento de Bernoulli, por tanto, la probabilidad de éxito
es la misma en todas las repeticiones. Un caso tipico de aplicacién de la
distribucién binomial serd el de realizar extracciones con reemplazamiento.
En el caso de extracciones sin reemplazamiento usaremos la distribucién
Hipergeométrica.

Supongamos en una urna hay N bolas de las cuales N; son blancas y Ny
son negras. Extraemos n bolas sin reemplazamiento. La variable aleatoria
X que mide el nimero de bolas blancas extraidas seguird una distribucion
Hipergeomsétrica. Su funcién de Probabilidad ecs:

N Ny
k n—k

o
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Si n es menor que Ny y que Ny, k podra tomar valores entre 0 y n. Si
N7 es menor que n, el nimero de bolas blancas que se pueden extraer serd,
como maximo Ni. Si n es mayor que Ns, podran salir como maximo No
bolas negras, con lo que saldrdn, como minimo n — Ny bolas blancas. Por
tanto el rango de valores que puede tomar una hipergeométrica variara entre
o =mix{0,n — No} y 8 = min {Ny,n}.

Los valores de la media y la varianza estin reflejados en la tabla 4.3.

k=«o,...,0
rango a =mix {0,n — Ny}
| B=min{Ny,n}

I.Nlﬂ‘) ( N2
(_ k/in— k)

l Distribucién Hipergeométrica

P(X =k) N
] H
E[X] np
VIX] npg =1
No se
M (2) cmplea
No se
%]
x () emplea
- N,
l siendo p RA P |

Tabla 4.3: Distribucién Hipergeométrica.
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4.1.4 Distribucién geométrica o de Pascal.

Mide el numero de intentos necesarios hasta conseguir el primer éxito al
realizar repeticiones independientes de un experimento Bernoulli.

P(X =k) =p(1-p)*V

k=1,2,...

Podemos resumir las caracteristicas mas importantes de esta distribucién en

la tabla 4.4.
Distribucién Geométrica
rango k=1,
P(X =k) | p(1 —p)*-1)
E[X] %
V[X] I%
pe’
Mx (2) 1 — get
Yx (t) T{Eggg

Tabla 4.4: Distribucién Geométrica o de Pascal.

4.1.5 Distribucién Binomial Negativa.

Es una generalizacién de la distribuciéon geométrica. Se define la variable
aleatoria X como el nimero de intentos necesarios para producir el r-ésimo

éxito, tomando los valores k =r,r +1,...

k—1) ,

con funcién de probabilidad:

q(k_r) k=rr+1,...
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Distribucién Binomial Negativa
rango z=rr+1, ..
- -

P(X=k)| (Dpd
|
r
E[X -
X] .
rq
V[X] 2
_ , -
pe
Mx(t
0 | ()
it o
P (t pe
o | ()

Tabla 4.5: Distribucién Binomial Negativa.

Podemos resumir las caracteristicas mas importantes de esta distribucion
en la tabla 4.5. Para r igual a 1 tendriamos la distribucién geométrica.

4.1.6 Distribucién de Poisson.

Supongamos una determinada eventualidad que se produce en un soporte
continuo (tiempo, linea, 4rea, espacio,...), de forma independiente y con
una cierta estabilidad para una determinada unidad de soporte. Como
ejemplos podemos considerar el nimero de coches que pasan por un semaforo
en un periodo de tiempo, el nimero de defectos por metro cuadrado de una
pieza de tela, el nimero de hormigas de una cierta especie en un metro ctibico
de tierra, etc. Las tres condiciones en negrita caracterizan el denominado
Proceso de Poisson, y su variable aleatoria estd definida por el ntmero de
sucesos que se producen en un intervalo de longitud fija. La distribucién de
Poisson se obtiene como limite de la Binomial cuando el niimero de veces que
se realiza el experimento (n) tiende a infinito, la probabilidad de éxito (p)
tiende a cero y el niimero medio de éxitos (np) se estabiliza alrededor de un
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Distribucién de Poisson
A— —— —
rango k=0,1...
e |
P(X=k) | e A
— - 1
E[X] A
VI[X] A
Mx(t) eMet~1)
Py (t) eAe=1)
- |

Tabla 4.6: Distribucién de Poisson.

ntmero (A) que serd la media y el valor que caracterizard a la distribucién.
Calculando dicho limite cuando n — 400 y np = A obtenemos que la férmula
de la probabilidad es:

_ X

P(X =k) = Tre k=0,1,2,.

La media y la varianza de esta distribucién valen:

E[X]=X Var = A

La distribucién, que notaremos P()), aparece al considerar el nimero de
llamadas telefénicas realizadas por unidad de tiempo a un mismo teléfono,
siendo A el nimero medio de llamadas. Sus principales caracteristicas apa-
recen en la tabla 4.6.

La distribucion de Poisson representa el niimero de sucesos aleatorios
independientes que ocurren a una rapidez constante a lo largo del tiempo o
del espacio.
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Por ejemplo, en la Segunda Guerra Mundial se realizé un estudio sobre
el nimero de bombas que caian sobre diversas zonas (del mismo 4rea) de
Londres. Al observar que se ajusta a una distribucién de Poisson se deduce
que los bombardeos eran completamente aleatorios, siendo la probabilidad
de que caiga una bomba la misma para todas las dreas.

Otro ejemplo de interés puede presentarse si se estudia el nimero de
accidentes por unidad de trabajo (del mismo ndmero de empleados). Si
la distribucién es de Poisson, deducimos que todos los empleados tienen la
misma probabilidad de accidentarse.

Todo lo anterior estd referido a una unidad de soporte de tamafo 1, si
quisiéramos generalizarlo a cualquier intervalo de tamaifio ¢ la funcién de
probabilidad seria:

k
P(sz)ze_’\t% k=0,1,2,.

4.2 Distribuciones continuas mas usuales.

Si para tener perfectamente caracterizada una variable aleatoria discreta
tendriamos que conocer su funcién de probabilidad, en el caso de las distri-
buciones continuas tendremos que conocer la funcién de densidad.

4.2.1 Distribucién exponencial negativa.

Si consideramos de nuevo un proceso de Poisson y definimos X como el in-
tervalo de ocurrencia entre dos sucesos consecutivos nos encontraremos ante
una variable Exponencial. Obsérvese que hemos dado un salto cualitati-
vo, puesto que la variable asi definida es continua, tomando valores en el
intervalo (0,00). Puesto que se verifica que:

P[X > t] = P[cero sucesos en(0,t)] = e™**.

Y por tanto
Fit)y=PX <t]=1-e?

derivando obtenemos que la funcién de densidad es:
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Distribucién Exponencial

rango z € (0,+00)
f(z) Xe ™™ si oz>0
0 si <0
1
E[X] "
1
ViX] 5V
A
M) =t
A
¥
x (1) X—it

Tabla 4.7: Distribucién Exponencial.

f(m):{ Ae™™  si >0

0 si <0
Los valores de la media y la varianza son:

E(X)= % Var(X) = )\1—2

Podemos resumir las caracteristicas mas importantes de esta distribucién
en la tabla 4.7.

Si una variable aleatoria X se distribuye segin una exponencial de
parametro A, se denota como X ~ E(A).

La distribucién exponencial es muy utilizada al realizar estudios de fia-
bilidad, mantenimiento y procesos de espera. Una propiedad interesante es
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la de “pérdida de memoria”:
P[X >t+1to/X > to) = P[X > t].

Si el tiempo de funcionamiento de un proceso se distribuye segin una ley
exponencial, la probabilidad de que se produzca un fallo no depende del
tiempo que lleva el proceso en funcionamiento. La probabilidad de fallo es
constante a lo largo de toda la vida del proceso, sin importar su edad.

4.2,2 Distribucion Gamma.

Es una variable aleatoria continua, que depende de dos parametros o y A
que deben ser dos nimeros reales estrictamente positivos. Su funcién de
densidad es:
Aawafle—kz
fz) = [ ()
0 st <0

si >0

donde la funcién I'(a) que aparece en el denominador es la funcién gamma,
definida por

+oo
o) = / z* te%dx.
0

Esta funcién aparece en Andlisis matematico como generalizacién al caso
real del concepto de factorial. En efecto, mediante integracién por partes se
puede comprobar que

I'(a) = (@ — 1)I(a — 1)

ademaés se cumple que I'(1) = 1, con lo que si n es un nimero entero se tiene
que

F(n) = (n-1)!

Estas propiedades de la funcién I'(a) se utilizan para resolver las inte-
grales que aparecen para calcular la media y la varianza.

En el caso de que « sea un ndmero entero, pongamos a = n, tenemos
una distribucién Gamma de pardmetros n y A, también llamada distribucién
de Erlang de pardmetros n y A. La funcién de densidad quedaria entonces

Anxn—le—Az
flz) = (n—1)!

0 si <0

si >0
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Distribuciéon Gamma

rango z € (0, +00)
T )\amafle—):z
g - >
f(z) I'(a) si z2>0
0 si <0
o
ElX —
[X] :
a
V[X] 2
A

Tabla 4.8: Distribucién Gamma.

En este caso, la distribucién gamma es una generalizacién de la exponen-
cial. En efecto, si consideramos de nuevo un proceso de Poisson y definimos
X como el intervalo transcurrido entre la ocurrencia K y la K + n nos en-
contraremos ante una variable Gamma (o Erlang) de parametros n y A. Al
igual que en el casoc anterior, la variable asi definida es continua, tomando
valores en el intervalo (0, 00). Para n = 1 aparece como caso particular la ley
exponencial. Podemos afirmar que la distribucién Gamma de parametros n
y A es la suma de n variables independientes, todas ellas distribuidas segin
una ley E()).

Podemos resumir las caracteristicas mads importantes de esta distribucién
en la tabla 4.8.

Si una variable aleatoria X se distribuye segiin una Gamma, de parame-
tros a y A, se denota como X ~ [(a, A).
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4.2.3 Distribucién uniforme.

Se presenta cuando se toma al azar un nimero en el intervalo (a,b) de tal
modo que dos subintervalos de la misma amplitud tengan la misma probabi-
lidad de que el ndmero seleccionado esté en su interior. La variable X sigue
una distribucién Uniforme o Rectangular en el intervalo (a,b), X ~ U(a,b),
cuando su funcién de densidad viene dada de la siguiente forma:

f(:c):{b—i_a si z € (a,b)
0 si z¢(a,b)

Los valores de la media y la varianza son:

_b+a
2

E(X)

Podemos resumir las caracteristicas mas importantes de esta distribucién
en la tabla 4.9. La maés utilizada es la U(0,1).

‘,_ - Distribucién Uniforme
rango \ z € (a,b)
1 .
(=) =g S z € (a,b)
7 0 si z¢(a,b)
BIX] b+a
| 2
VIX] M
12
etb _ eta
Mx(t —
X( ) t(b _ 0,)
ith ita
P (t e e
x (1) it(b —a)

Tabla 4.9: Distribucion Uniforme.
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4.3 Distribucion Normal.

Decimos que una variable aleatoria X se distribuye segin una Normal de
media u y de desviacién tipica o, y se representard por X ~ N(u, o), si su
funcién de densidad es:

(x ~ p)?

1 _\
flz) = e 2
o/ 27

La distribucién esta caracterizada por los pardmetros p y o, cuyo sig-
nificado veremos luego, siendo necesariamente positivo. Nos referiremos a
esta distribucién como N(u, o).

Podemos resumir las caracteristicas mas importantes de esta distribucién
en la tabla 4.10.

Distribucién Normal N (u, o)
rango z € (—00,+00)
e
o2
flz) | ——= e
\ E[X] 7
VIX] o?

Tabla 4.10: Distribucién Normal N (y, o).
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La mas utilizada es la N(0,1), denominada normal tipica 0 normal tipi-
ficada, cuyas caracteristicas puden verse en la tabla 4.11.

Distribucién Normal N(0, 1)
rango T € (—o0,+00)
—
z* I
] =
2
f@ | e
E[X) 0

| 7 |
L‘px (t) l e 2

Tabla 4.11: Distribucién Normal Tipificada N (0, 1).

4.3.1 Propiedades de la distribucién Normal.
e Si X ~ N(u,o), entonces se cumple que
Y =aX+b~ N(au +b,|alo)
e Si X ~ N(u,0), entonces

X —
Yy =2"FE O N(@,1)
a

Esta propiedad es consecuencia de la anterior, y nos permite obtener

los valores de una Normal cualquiera conociendo los de la N(0,1), que
es la que estd tabulada.
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o Si Xi ~ N(ui,01) y Xo ~ N(pz2,02), son dos variables aleatorias
normales independientes, entonces,

Y = X1+ Xo~ N(u1 + pa, \,.v"'af +03)
es decir, la media es la suma de las medias y la varianza es la suma
de las varianzas. Este resultado se generaliza a sumas de n variables
aleatorias en la siguiente propiedad.

e Si Xy, Xy,... X, son variables aleatorias normales independientes, de
medias p1, o, ... fn ¥ varianzas o?,02,... 02 respectivamente. y lla-
mamos

S U 1 e A N )
02:0f+0§+...+03

Entonces
Y=X;+Xo+...+ X, ~N(u,0)

e Si X, Xo,...X, son variables aleatorias independientes, idénticamen-
te distribuidas seglin una Normal de media p y varianza o2 Entonces

X1+ Xa ...+ Xo ~ N(np,04/n)

X1+X2+ 4 X
- ~ N(p,0/y/n)

A partir de ahora, si una variable sigue una distribucién N(0,1) utilizaremos
la letra Z para denominarla.

Si Z ~ N(0,1), se denomina z, al valor que cumple:

P(Z<z) =«

Serad frecuente encontrar problemas en los que se tendrd que hallar la
probabilidad de que una variable aleatoria X ~ N(u, o) esté comprendida
entre los valores a y b. Para resolverlo aplicaremos la férmula

Pla< X <b)=P(X <a)—P(X <b)

Para hallar cada uno de estos dos factores tipificaremos. Por ejemplo, para
el primer factor tendremos

P(X<a):P(X~u<a;M)=P(Z<a_u>,

g a

y este valor lo buscaremos en la tabla de la Normal tipificada.



Resumen Tedrico 239

4.3.2 Teorema Central del limite.

Sean X1, Xo,...X, variables aleatorias independientes, cuyas medias son
[i1, 42, - - - b, ¥ CUyas varianzas son o7,03,...02 respectivamente. Entonces

si llamamos p y ¢ a

n

var(Xi + Xo+ ...+ Xp) =0t + 03 +... + 0} = o?

se cumple que

X ot X -
lim 3 FX2 A N@©,1)

n—00 o

Consecuencias.

El Teorema Central del Limite es especialmente importante en Inferencia
Estadistica, ya que, como veremos en el tema siguiente nos permitira afirmar
que la distribucién del estadistico media muestral se va aproximando a la
distribucién de una Normal al ir creciendo el valor de n.

Una de las primeras consecuencias del Teorema es que nos permite dedu-
cir el por qué es tan frecuente la aparicién de variables normales al realizar
estudios reales (por ejemplo, al estudiar la altura de la poblacién, o al estu-
diar los errores cometidos en determinadas observaciones). Esto es debido
a que usualmente estas variables no son mas que el resultado de la suma
de muchas causas, con lo cual puede interpretarse como la suma de gran
cantidad de variables aleatorias distintas, por lo que, en virtud del Teorema,
se distribuirdn de una manera muy similar a la normal.

Como una aplicacién concreta del Teorema podemos citar la aproxima-
cién de la Binomial por la Normal. En efecto, una variable aleatoria binomial
no es mas que la suma de variables aleatorias de tipo Bernoulli independien-
tes, por tanto, podemos aplicar el Teorema, con lo que obtendremos que,
para valores grandes de n

Si X ~ B(n,p), entonces X se aproxima por Y siendo Y N(np,/npq)

esta aproximacién se considera buena si 0,1 <p <09y np>5y ng > 5.
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Del mismo modo, también podemos interpretar la distribucién de Pois-
son como la suma de muchas variables de Poisson, con lo cual si n aumenta
(lo que requiere que \ sea grande) se aproximard a una normal. Es decir:

Si X ~ P()), entonces X se aproxima por Y siendo Y N(A, \/X)

esta aproximacion se considera buena si A > 5.

Recordemos también que la Distribucién de Poisson se obtenia como el
limite de la distribucién Binomial cuando p era pegefio y n grande, siendo
np = X. Esta aproximacién se considera buena si p < 0,1 y np < 5.

4.3.3 Distribucién Continua Truncada.

A veces la variable no toma todos los valores de la recta real. Supongamos
que X no esta definida fuera del intervalo [a,b], entonces la funcién de densi-
dad de la variable truncada en dicho intervalo que podemos denominar fq )
vendria dada - en funcién de una variable general - por:

f(z) .
flap(z) = { F(b) - F(a) si z € [a,b]
0 si ¢ la,b]
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Problema 4.1 - _

Comprobar que la distribucién binomial cumple las condiciones
para ser una funcién de probabilidad.

Seguin la definicién de la distribucién binomial:

PX =k = (Z) kb E=0,....n

Para comprobar que efectivamente es una funcién de probabilidad habria
que ver que todos los términos son positivos (lo cual es evidente) y que la
suma de todos los términos es la unidad, es decir:

n n
k n—k
=1
> (k>p q

k=0

Para demostrarlo haremos uso de la féormula del desarrollo del binomio
de Newton:

(att)y =3 (:) akbn*

k=0
con lo cual, en nuestro caso tendriamos

n n B
> (k)pkq" F=(p+q"
k=0

lo cual evidentemente es la unidad, al ser p+ ¢ = 1.
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Problema 4.2

Calcular la media y la varianza de la distribucién binomial.

Calculemos primero la media:

o = _ . = n k n—k
Al;)kp[x_k] -—§k<k>pq

como el sumando correspondiente a £ = 0 es nulo, la expresion quedaria

< n(n —1)! -
E[XJ_g(k—l)!-(n—k)!p 7

- n — 1)! " n—1 -
E[X] = E n(k‘ (1)' . (73 pPgt Tk = E n( > kgn—k
y por tanto

si lamamos [ = k& — 1 la suma desde k = 1 hasta n se corresponderia a la
suma desde [ = 0 hasta n — 1. Por tanto:

n—1
n—1 -
E[X]anz< l )plq" Tl =nplp+ )" = np.

Para calcular la varianza haremos uso de la férmula
Var(X) = E[X?] — E[X]?

calculemos, por tanto, E[X?]:

s ge(ee
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como el sumando correspondiente a kK = 0 es nulo, la expresion quedaria

g k),p ¢

simplificando

n!
E[ 2} — 2 k— pkqn—k
= k=Dl (n—k)
que equivale a
9 T n! k k
EX* =) (k—1+1)~— n-

P4
— 1) An — k)
pet (k=1 (n—Fk)!
Descomponiendo esta suma en dos, tendriamos

E[X?|=A+B

siendo

A= k=) gy g

n n!
§ =14

La expresién que hemos llamado B ya nos aparecié en el calculo de la media
y vimos que valia np. Calculemos ahora el valor de A. Como el primer
sumando se anula, quedaria

n i
. k

= - — A,JL!, . k. n—k _ ok on—
A*,;(k RN ,;(k—2)!-(n—k)!pq

que operando nos lleva a

- (n —2)! 9 e
Z (n=1p (k——i)!i-(n—k)!pk CA

si llamamos | = k — 2 la suma desde k = 2 hasta n se corresponderia a la
suma desde [ = 0 hasta n — 2. Por tanto:

A=n(n-1)p Z( ) =2t =nn - 1)p*(p+¢)"? = n(n — 1)p*.
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Por tanto tenemos que:
Var(X) = E[X?] — E[X]? = A+ B — E[X]? = n(n — 1)p? + np — (np)?,
desarrollando
Var(X) = n?p? — np? + np — n?p? = np — np® = np(1 — p) = npq.

Una manera mas breve de obtener estos resultados hubiera sido considerando
que la distribucién binomial se obtiene al sumar n distribuciones indepen-
dientes de Bernouilli de pardmetro p. Por tanto se puede aplicar que la
media y la varianza de la suma de variables aleatorias independientes es
igual a la suma de las medias y varianzas respectivamentec. Con lo que ten-
driamos que la media de la binomial seria n veces la media de la Bernoulli
(es decir, np) y la varianza seria n veces la varianza de la Bernoulli (es decir,

npq).

Problema 4.3 L

Es conocido que la probabilidad de que un recién nacido sea varén
es de 0,515. En una maternidad han nacido en una manana 10
bebés (no hubo partos miiltiples). Hallar la probabilidad de que
nacieran exactamente 3 varones.

Si consideramos una variable aleatoria de Bernoulli que tome el valor 1 si el
recién nacido es varén y 0 si no lo es, lo que estamos haciendo es considerar
10 repeticiones independientes de dicho experimento, contando el ntimero
de veces que se produce el valor 1. Por tanto, la variable aleatoria que
nos cuenta ¢l nimero de varones de entre 10 nacimientos es una variable
aleatoria binomial, donde p = 0,515 y n = 10. La probabilidad de que
hayan nacido exactamente 3 varones es:

1
P[X =3] = (;) (0,515)3(0,485)" = 0,0387995.

Problema 4.4

El nimero de llamadas telef6nicas que se reciben en una empresa
se distribuye segin una Poisson de media 2 llamadas por minuto.
Hallar la probabilidad de que en un periodo de 10 minutos se
reciban 12 llamadas.
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Si el nimero de llamadas recibidas por minuto es una Poisson de pardmetro
2, el numero de llamadas recibidas en 10 minutos serd una Poisson de
pardmetro 20. Si llamamos X a esta variable aleatoria, lo que nos pide
el enunciado es

20"

PX =12] = e 20 . Tor = 00176254,

Problema 4.5

Se lanza 21 veces un dado. Hallar la probabilidad de que cada
cara halla salido tantas veces como indica su puntuacién.

Si definimos 6 variables aleatorias de la siguiente manera: X; = nimero
de veces que sale la cara k (k=1,2,..., 6). Cada una de ellas es una bino-
mial de pardmetros p = 1/6 y n = 21. La distribucién conjunta seria una
multinomial, con lo cual tendriamos que la probabilidad pedida es:

PX1=1,X0=2X3=3;X4=4; X5 = 5; Xg = 6]
aplicando la férmula de la distribucién multinomial, esto vale:

#{;5!6!(1/6) (1/6)%(1/6)%(1/6)*(1/6)°(1/6)®

que efectuando los calculos nos queda que la probabilidad pedida es:
p = 0,0000935969 = 9,35969 - 10™°.

Problema 4.6 .

En una pecera hay 20 peces, de los cuales 7 son de colores. Se
extraen al azar 4 peces. Hallar la probabilidad de que exactamente
2 sean de colores.

Nos encontramos con un caso de distribucion hipergeométrica. La probabi-

lidad pedida serd
N N,
k n—k
P(X =k)= 4~~~

(%)
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que en nuestro caso es:

(7) (13>
2)\ 2 .
P(X=2)= _ T8 _ 33808,

20 T 4845
4

Problema 4.7

Hallar el niimero medio de veces que habra que lanzar una moneda
para obtener la primera cara.

El lanzamiento de una moneda es un experimento aleatorio de Bernoulli con
p = 1/2. La variable aleatoria que nos cuenta el nimero de intentos nece-
sarios hasta obtener el primer éxito, al realizar repeticiones independientes
de un experimento Bernoulli, sigue una distribucién geométrica o de Pascal.
Cuya férmula es:

P(X =k =p(l-pF 1 k=1,23,...
La media de esta distribucion es

E[X] = %:2

Por tanto, el nimero medio de veces que habra que lanzar la moneda
para obtener la primera cara es de dos veces.

Problema 4.8

Es conocido que la probabilidad de que un recién nacido sea varén
es de 0,515. En una maternidad han nacido en un ano 10000 bebés
(no hubo partos multiples). Hallar la probabilidad de que nacieran
mds nifos que ninas.

Si consideramos una variable aleatoria de Bernoulli que tome el valor 1 si el
recién nacido es varén y 0 si no lo es, lo que estamos haciendo es considerar
10000 repeticiones independientes de dicho experimento, contando el nimero
de veces que se produce el valor 1. Por tanto, la variable aleatoria que nos
cuenta el nimero de varones de entre 10000 nacimientos es una variable
aleatoria binomial, donde p = 0,515 y n = 10000. La probabilidad de que
hayan nacido més nifos que niflas es P[X > 5000].
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Como dicha probabilidad resulta bastante engorrosa de calcular ya que
hay que calcular 5000 sumandos, cada uno de ellos con bastantes calculos
internos, usaremos la aproximacion a la distribucién normal:

P[X > 5000] ~ P[Y > 5000,5]

siendo Y una variable aleatoria Normal, de media np = 5150 y de varianza
npq =2497,75. (Se ha efectuado la correccién de continuidad). Tipificando
obtenemos que

Y — 5150 _ 5000,5 — 5150

PY >5000,5) = Pl-o-m > o gmms — =

P|Z > —2,99135]

siendo Z una variable aleatoria Normal de media 0 y desviacién tipica 1.
Buscando en las tablas:

P[Z > —2,99135] = P[Z < 2,99135]  0,99861.

Problema 4.9 _ _

Si el 20% de los circuitos fabricados en cierta planta estdn defec-
tuosos, jcuales son las probabilidades de que en un lote de 100,
aleatoriamente escogidos para revision

(a) a lo sumo 15 estén defectuosos;

(b) exactamente 15 estén defectuosos?

Si llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de circuitos de-
fectuosos, tenemos que X se distribuye segiin una Binomial con parametros
n =100y p = 0,2 (proporcién de defectuosos):

X ~ B(100; 0,2)

(a) Nos piden calcular P[X < 15], como n es grande, y p es pequeo,
podemos aproximar la distribucién binomial a través de la distribucién de
Poisson con pardmetro A =n-p = 100- 0,2 = 20. Asi tenemos:

P[X <15]= P[Y <15]  siendo Y ~ P()\=20)

200 . 6_20 201 . e—20 2015 . 6—20
PlY <15] = — - — + ...+ — = .
[Y < 15] ot ot t T 0,1565
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Tenemos que tener en cuenta, que si hubiesemos hecho la aproximacién
por la distribucién normal, la aproximacién en algo mejor. Obtendriamos
en este caso, haciendo la correspondiente correccién por continuidad, e in-
terpolando en las tablas de la N(0; 1):

l — —
Y'-20 _155-20] _
4 - 4
P[Z < —1,125] = 0,1303.

P[X < 15] PlY'<155] =P

2

Siendo Z la distribucién N(0; 1), e Y’ la distribucién N(20; 4); ya que
p=n-p=20yoc=n-p-q=16.

El valor exacto de la probabilidad, que puede obtenerse usando el pro-
grama estadistico Statgraphics, para P[X < 15] es 0,128506.

(b) En este caso, si podemos calcular la probabilidad que nos piden de forma
exacta, pues

100

P[X =15] = (15

> (0,2)'%(0,8)%° = 0,04806.
Podriamos haber calculado esta probabilidad aproximando con la distribu-
cién de Poisson, como en el apartado antérior, entonces obtendriamos:

9015 . ¢—20

PIX = 15] ~ PY =15 = =

= 0,05165.
que es sin duda una buena aproximacién, aunque en este caso si era ficil
calcular la probabilidad exacta.

Problema 4.10 )

En la observacién del nimero de glébulos rojos (en millones) de
los habitantes de una gran ciudad se observé que seguian apro-
ximadamente una distribucién normal de media 4,5 y desviacién
tipica 0,5. Se pide calcular:

(a) Probabilidad de que un habitante tomado al azar tenga
mas de 5 millones de gl6bulos rojos.

(b) Tanto por ciento de la ciudad con menos de 3,75 millones
de glébulos rojos.

(c) Nimero de glébulos rojos del 20% mads alto de la ciudad.
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(d) Probabilidad de que al seleccionar al azar a 50 individuos
de esta ciudad, haya mds de 40 con mdas de 5 millones de
glébulos rojos. Probabilidad de que no haya ninguno.

Si llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de glébulos rojos
de un individuo, tenemos que X ~ N(4,5; 0,5).

(a) Nos piden P(X > 5), si tipificamos y miramos en la tabla de la Normal
tipificada tenemos:

X —45 < 5—4,5]
05 ~— 0,5 |
1-P(Z<1)=1-0,8413 = 0,1587.

P(X>5) = 1-P(X<5=1-P

(b) Nos piden P(X <3,75), si tipificamos y miramos en la tabla de la Normal
tipificada y expresamos dicha probabilidad en tanto por ciento, tenemos:

X-45 _375-45
0,5 0,5
= 1-P(Z<15)=1-0,93319 = 0,06681.

P(X<375) = P =P(Z < -15) =

Por tanto el porcentaje es del 6,681%.

(c) En este apartado nos estan pidiendo que calculemos el percentil 80, esto
es P[X < Pg) = 0,8. Entonces:

X —45 Pgo—4,5
< 180 _

P| =53 o P[Z < 2] = 0,8.

Si miramos en la tabla de la N(0; 1) tenemos que 29 = 0,847 y despejando
obtenemos el valor del percentil 80:

Psop = 0,5 - 0,847 + 4,5 = 4,9235 millones.
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(d) Sillamamos Y a la variable aleatoria que cuenta el nimero de individuos
de los 50 seleccionados que tienen mas de 5 millones de glébulos rojos,
tenemos que Y ~ B(50,p), siendo p = 0,1587 que ya habiamos calculado
anteriormente.

Nos piden por tanto P[Y > 40}, esta probabilidad la podemos aproximar
usando la aproximacién por la distribucién de Poisson de pardmetro A = np,
que en este caso es A = 7,935. Si llamamos W ~ P(\ = 7,935) obtenemos:

7,93541 7,935%

a1l +...+ 50! =~ 0.

P[Y > 40] = P[W > 40] = ¢~ "9% [

Si calculamos ahora la probabilidad de que no haya ningtn individuo de
los 50 seleccionados que tenga mas de 5 millones de glébulos rojos. En este
caso, si podemos calcular la probabilidad que nos piden de forma exacta,

pues

PlY =0] = (500> (0,1587)°(0,8413)% ~ 1,768 - 107*.

Podriamos haber calculado esta probabilidad aproximando con la distri-
bucién de Poisson, como en el caso anterior, entonces obtendriamos:

7,9350 . 6_7’935
0!

Que es sin duda una buena aproximacién, pero en este caso era preferible
calcular la probabilidad exacta.

Problema 4.11 .

Consideremos el experimento lanzar un dado cibico. Sea la varia-
ble aleatoria X aquella que toma los valores de la cara superior.
Determinar la distribucién de probabilidad, la media y la varian-
za.

PlY =0] ~ P[W =0] = = 3,5799 - 1074,

La distribucién de probabilidad de esta variable aleatoria es la distribucién
uniforme discreta que toma los valores {1,2,3,4,5,6} con probabilidades:

| 1 2 3 4 5 6
pi |1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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La media de la variable aleatoria discreta que toma k valores es:

k
1+424+3+44+54+6
p=Y pim= 23 ~35.
=1

La varianza de la variable aleatoria discreta se define como:
k
var(X) = Y pi(a; — p)*.
i=1

Por tanto la varianza vale

var(X) = %[(1 -3,5)2+(2-3,5)2+(3-3,5)%+
+(4—3,5)2+(5-3,5)2+ (63,52 = ?—2

Problema 4.12 _

Se elige una carta de una baraja espafiola y se considera la variable
aleatoria “niimero de la carta”. Determinar la distribucién de esta
variable aleatoria.

La distribucién de esta variable aleatoria es la distribucién uniforme discreta
para k = 10. Por lo que tenemos que su funcién de masa de probabilidad
es:

:1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pi,01 01 01 01 01 01 01 01 01 01

Problema 4.13

Supongamos que respondemos a un test de 10 preguntas, cada una
con cuatro respuestas alternativas de las que sélo una es correcta.
Si estamos respondiendo al azar, calcular:

(a) La probabilidad de acertar exactamente 7 preguntas.
(b) La probabilidad de acertar al menos 5 preguntas.

(c) Media, varianza, coeficiente de simetria y curtosis.
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La distribucién de probabilidad del niimero de aciertos X en el test puede
modelarse mediante una distribucién binomial con n =10y p = 1/4.

La funcién de probabilidad de la B(10;1/4) es

10

k>(0,25)k (0,75)197% si k=0,1,...,10.

Px(X =k)= (

(a) En este apartado nos estdn pidiendo P(X = 7), que vale:

10

Px(X=7)= <7 ) (0,25)7 - (0,75)1°~7 = 0,0031.

(b) Aqui tenemos que calcular la P[X > 5] que podemos determinarla como:

P[X>5] = 1-P[X <5 =

L (10 k 0—k
— _ . 10—k _
= 1-> (k ) (0,25)% - (0,75)
k=0
= 1- (100) (0,25)° - (0,75)%0 — (11()) (0,25)1 - (0,75)° —
1
- (120> (0,25)2 - (0,75)% — (30> (0,25)3 - (0,75)7 —
1
- ( 40> (0,25)% - (0,75)¢ =
= 1-0,0563 — 0,1877 — 0,2816 — 0,2503 — 0,1460 =
= 0,0781.

(c) Si queremos calcular la media, varianza y los coeficientes de simetria y
curtosis, sabemos que para la distribucién B(n; p):
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Media i =np
Varianza o? = np(1 — p)
Desviacién tipica o= ynp(l-p)

Momento central orden 3 pug = np(1 — p)(1 — 2p)

1—-2p

Coeficiente de simetria ag= —
W np(l - p)

Momento central orden 4 p4 = np(1 — p){3np(1 — p) + [1 — 6p(1 — p)]}

1—6p(1—
Coefiente de curtosis gy = [1 —6p(1 —p)]
np(l - p)

Por tanto, en nuestro caso, el niimero promedio de aciertos en el test es

p=mnp=10-0,25 =25.

La varianza vale:

var(X) =np(1 —p) =10-0,25-0,75 = 1,875.

La desviacion tipica es ¢ = 1,3693.

El coeficiente de simetria vale g; = 0,3651; lo que significa que estéd
sesgada a la derecha (sesgo positivo).

El coeficiente de curtosis vale gz = —0,067 y por tanto la distribucién es
m3s aplastada que la normal (platictrtica).

Problema 4.14

Supongamos que el temario de una oposicién consta de 50 temas.
Un opositor ha preparado 15 de ellos. En el examen se seleccionan
al azar 5 temas. Calcular:
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(a) La probabilidad de que el opositor se haya estudiado los
5 temas.

(b) La probabilidad de aprobar el examen. (Para aprobar es

necesario contestar al menos 3 de los 5 temas selecciona-
dos).

(c) Ntmero esperado de temas que sabra el estudiante, y la
varianza.

Si llamamos variable aleatoria X a aquella que cuenta el ntmero de te-
mas que conoce el opositor de entre los que se han sorteado en el examen.
Tenemos por tanto que esta situacién sigue el modelo de la distribucién
hipergeométrica H(50; 15; 5).

(a) Calculamos la probabilidad de que el opositor conozca los cinco temas:

(15) _ (35)
5 0 3003
5

es decir, inicamente 14 de cada 10000 opositores habran tenido la suerte de
saber los cinco temas habiendo preparado tinicamente quince.

(b) La probabilidad de aprobar es

P[X>3] = 1-P[X<3|=1-P[X<2]=

L |G)E), G)E) G)E

SENCNcRE

324632 15-52360 105-6545
2118760 2118760 2118760
1-0,153217 — 0,370688 — 0,324352 =

0,151742.
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Lo que equivale a que aproximadamente 15 de cada 100 opositores aprue-
ban el ejercicio estudiando tinicamente 15 de los 50 temas.

(c) El nimero esperado de temas que conoce el estudiante es

5-15
= —— =15
lu' 50 ?
Y la varianza es:
5-15-35-45
var(X) = W = 0,964285

Problema 4.15

Consideremos el experimento que consiste en lanzar un dado,
llamamos éxito al resultado {5,6} y fracaso al suceso contrario.
Calcular la probabilidad del suceso A =“obtener el tercer éxito en
el octavo lanzamiento”.

Como los lanzamientos son independientes de tipo Bernoulli con probabili-
dad de éxito p = 1/3, entonces esta situacién se modela con la distribucién
binomial negativa. Como la Ultima ocurrencia debe ser un éxito, significa
que en los 7 anteriores tendremos que haber contado 2 éxitos y 5 fracasos,
que podran disponerse de C75 = 21 formas diferentes. Como la probabili-
dad de todas esas disposiciones es la misma, tendremos que la probabilidad

del suceso A es
7 1\% /2\°
P(A) = L <l = = .
(4) (2> (3) (3) 0,10242

Problema 4.16

Supongamos que un distribuidor recibe de un fabricante un pro-
ducto que viene en paquetes de 1000 unidades. El fabricante afir-
ma que su proceso de fabricacién garantiza que cada lote lleva a lo
sumo un 5% de piezas defectuosas. Para comprobar esta afirma-
cién el distribuidor abre una caja y examina aleatoriamente tres
unidades. Calcular la probabilidad de que en la muestra de tres
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haya al menos una que sea defectuosa, suponiendo que la afirma-
ci6én del fabricante es cierta.

La distribucién hipergeométrica es 1itil en numerosas aplicaciones relaciona-
das con el control de calidad de productos que se sirven en lotes. En este
caso tendremos que el niimero de piezas defectuosas en la muestra sigue una
distribucién hipergeométrica H(1000; 50; 3).

Si se cumple la afirmacién del fabricante, tendremos un 5% de defectuo-
sas de las 1000 del lote, esto es 50 piezas defectuosas en la caja de 1000.
Debemos observar que las extracciones se efectuan sin reemplazamiento, y
por tanto el experimento se modela con la distribucién hipergeométrica.

La probabilidad de que en el muestra haya al menos una que sea defec-

tuosa es
(50) _(950)
0 3
1-— P[X = 0] = - - 7 =

- 1000
3
142444900

3
»
v
|

Asi, el distribuidor debe esperar que en 14 de cada 100 cajas se encuentre
con alguna pieza defectuosa en la muestra de 3, incluso aunque el proceso
de fabricacién tenga garantia del 95%.

Podemos calcular la probabilidad anterior usando la aproximacién de la
hipergeométrica por la binomial pues N = 1000 es grande frente a n = 3.
SiY ~ B(3; 0,05) obtenemos

PX>1] ~ P[Y>1=1-P[Y =0]=
=1—(®®mﬁ-@%ﬁ=1—m%m%:
= 0,142625.

Esta es, sin duda, una buena aproximacién de la hipergeométrica por la
binomial.
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Problema 4.17 I

La Direccién General de Tréfico quiere poner en funcionamien-
to un sistema de puntos de penalizacién por cada infraccién de
trdfico que puede conducir a la pérdida del permiso de conducir.
Supongamos que se estima que un conductor es denunciado una
de cada diez veces que comete una infraccién, es decir p = 0,1 y
que esta proporcién se mantiene constante a lo largo del tiempo.
Supongamos que la cuarta denuncia lleva consigo la pérdida del
carnet de conducir. Determinar

(a) La funcién de probabilidad del nimero de infracciones
cometidas hasta la retirada del carnet.

(b) El nimero esperado de infracciones necesarias para la
pérdida del carnet.

(c) Varianza del nimero de infracciones.

Consideraremos la variable aleatoria X que representa el niimero de la infrac-
cién que le acarrea la pérdida del carnet. Entonces X sigue una distribucién
binomial negativa con pardmetros k =4y p = 0,1.

(a) Entonces la funcién de probabilidad de X es

1
PX(X=n)=(n3 )-(0,1)4(0,9)"—4 si n=4,56,...

Por ejemplo, la probabilidad de que le sea retirado el carnet exactamente en
la décima infraccidon que comete es

P[X =10] = (g) (0,1)4(0,9)% = 0,0044641.

(b) El niimero esperado de infracciones que llevan a la retirada del carnet es

k 4
b=—= 01 40 infracciones.
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(c) Y la varianza de X vale

k-g 4-09
var(X) = — = ——= = 360.
= =0 1)?
Nota: Este sistema que esta en estudio en la D.G.T. realmente esti vigente
en algunos paises de nuestro entorno.

Problema 4.18

Un jugador de baloncesto mantiene a lo largo de la temporada una
estadistica de aciertos en los tiros desde la linea de 6,25 m. del
47%. Determinar

(a) La distribucién de probabilidad del nimero de tiros de
tres puntos hasta que se produzca el primer fallo.

(b) La probabilidad de que el primer fallo se produzca en el
quinto intento.

(¢) El niimero promedio de lanzamientos que efectuara hasta
que se produzca el primer fallo. Calcular la varianza.

(a) La distribucién geométrica, que es un caso particular £ = 1 de la distribu-
cion binomial negativa, se utiliza en las situaciones en las que es importante
detectar el primer fallo.

La distribucién de probabilidad del ntumero de tiros necesarios hasta
conseguir el primer fallo es una distribucién geométrica con p = 0, 53:

P[X =z]=(0,53)- (047" si £=1,2,3,...

(b) La probabilidad de que el primer fallo se produzca en el quinto lanza-

miento es
P[X = 5] = (0,53) - (0,47)* = 0,0258623.

(¢) El nimero medio de lanzamientos que efectuara antes de que se produzca
el primer fallo es
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1 1
= - = —— = 1,88679.
F= T 053
Y la varianza es
q 0,47
= - = =1,6731.
var[X] 5 = [0.53)2 6

Problema 4.19

Un fabricante de circuitos dice en su publicidad que las pruebas
de un laboratorio independiente revelan que, cuando los circuitos
se someten a una carga de trabajo equivalente a 10000 horas, el
ntimero medio de circuitos que fallan es 3. Determinar la pro-
babilidad de que fallen 6 circuitos, y la de que no falle ninguno.
Calcular la media y la varianza.

Bajo estas suposiciones, puede admitirse que el nimero de circuitos que fa-
llan cuando estan en funcionamiento 10000 horas sigue un modelo de Poisson
de pardmetro A = 3, siendo su funcién de probabilidad

3% . o(—3)
PX=z]=2"° si x=0,1,2....

z!

Asi la probabilidad de que fallen 6 circuitos es

L e(-3)
P[X =6)= "~ =0,0504.

Y la probabilidad de que no falle ninguno es

30 . e(~3)

PX =0]= e 0,049787.
El niimero medio de circuitos que se espera fallaran en las 10000 horas es 3
con varianza tambien igual a 3.

Problema 4.20

En un proceso de fabricacién de piezas se sabe que la proporcién
de piezas defectuosas es p = 0,01. Las piezas se sirven en cajas
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de 200. Calcular la probabilidad de que en una caja haya cinco o
mas defectuosas.

Si llamamos X a la variable aleatoria que cuenta el nimero de piezas de-
fectuosas en el lote de 200, tenemos que la variable X sigue un modelo
Binomial con pardametros n = 200 y p = 0,01. Como n es grande, y p es pe-
queiia, se puede aproximar por la distribuciéon Y de Poisson con parimetro
A=np=200-0,01 = 2.

Debemos tener en cuenta que segun el modelo binomial tendremos que
calcular

I

3. (200 k 200—k
P[X > 5] 1-P[X<4)=1- Z( L >(0,01) (0,99) =~
k=0

= 0,051747.

Si usamos la aproximacién de Poisson obtendremos:

4 _
2k_e 2

P[X>5] ~ P[Y>5=1-PX<4=1-)_ o=
k=0 ’

= 0,052654.

Como puede observarse la aproximacién es bastante buena. Y en algunos
casos, es el unico camino factible para calcular dichas probabilidades bino-
miales.

Problema 4.21 I

Supongamos que un componente de un sistema informadtico tiene
un tiempo de fallo en afios que sigue una distribucién exponencial
de media 5. Determinar la probabilidad de que dicho componente
siga funcionando despues de z afos. Particularizar para la pro-
babilidad de que el componente siga funcionando después de 8
anos.

Tenemos que si X sigue una distribucién exponencial de pardmetro «, siendo
a > 0, su funcién de densidad es

L. e(=z/a) &i >0
— «
f(=) { 0 en otro caso
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La funcién de distribucion de la variable aleatoria exponencial es

0 si <0
F(x):{ 1—elm2/9 si £>0

La media y la varianza de la distribucién exponencial con pardmetro o

son respectivamente g = a y var(X) = o’

Entonces la probabilidad de que un componente funciones despues de x
anos es

PIX>z] = 1-PX<z]j=1-F(z) =
T N
— 1| It g —
1 0 5 e dt
= 1- (1 e("z/‘r’)) =
— (-7/5)

Si queremos calcular la probabilidad de que el componente siga funcionando
después de 8 ahos tendremos

P[X >8] = {785 =0,2019.
Problema 4.22 o

La vida 1til de un dispositivo eléctrico puede considerarse una
variable aleatoria con distribuciéon exponencial de media 2 anos.
Se instalan 100 dispositivos de este tipo en diferentes sistemas.
Calcular la probabilidad de que a lo sumo 30 de ellos fallen el
primer ano.

La funcién de densidad de la variable aleatoria que mide la duracién en afos
del dispositivo es

0 en otro caso

f(a:)={ %-e(_z/g) si >0

Entonces la probabilidad de que uno de éstos aparatos falle en el primer ano
vale

1
PX <1)= / %e(ﬂ/fz) dz =1 —e % =1-10,60653 ~ 0,40.
0
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Si se colocan 100 dispositivos en diversos sistemas, puede considerarse que el
nimero Y de aparatos que fallan de los 100 sigue una distribucién binomial
de pardmetros n = 100 y p = 0,4. Por tanto la probabilidad de que fallen a
lo sumo 30 de ellos es

PlY <30] = % <120> (0,4)* - (0,6)100-%
k=0

que puede aproximarse mediante la distribucién normal de parametros
pw=mnp=100-0,4 =40 o= 100-0,4-0,6 = 4,90.

Asf pues, aproximando por W ~ N(40; 4,90) y haciendo la correccién por
continuidad tenemos

W - 40 _ 30,5 -407 _
49 — 49 N
= P[Z < —1,94] = 0,0262

Py <30] ~ P[W <305 =P

Problema 4.23 B

Sea X una variable aleatoria normal con media y y varianza o-.
Entonces, dado un niimero real k, determinar P[|X — p| < kol.
Hacer una tabla en la que se comparen el valor exacto y el valor
que proporciona la desigualdad de Chebychev.

s —u
a

X
Sabemos que X ~ N(u,0), y si tipificamos Z = ~ N(0; 1).

Nos piden calcular

PlIX — | < ko] = P ['-X!i' < k} _ P[|Z] < k).

o

Para diferentes valores de k el valor exacto de P[|Z| < k] puede calcularse
a partir de la tabla de la distribucién normal N(0; 1).

La desigualdad de Chebychev asegura que este valor siempre sera supe-

riora l — /5
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En la tabla siguiente se comparan los valores exactos de la probabilidad
con los aproximados por la desigualdad de Chebychev.

PIX — p| < ko]

Distribucién normal Desigualdad de Chebychev

k PZ| < K - %
1 0,6826 0
15 0,8664 0,5556
2 0,9546 0,7500
3 0,9974 0,8889
4 1,0000 0,9334

Como puede apreciarse en este ejercicio la cota para la probabilidad pro-
porcionada por la desigualdad de Chebychev es mds aproximada cuando
aumenta k. Para valores de k¥ < 1 la cota no aporta nada, ya que simple-
mente establece que P[|X — p| < ko] > 0, que siempre es cierto.

Hay que destacar que la cota que proporciona la desigualdad de Cheby-
chev es valida sin més hipdtesis sobre la variable aleatoria que la existencia
de media y varianza.

Problema 4.24

Cuando se efectian cdlculos con un ordenador tan sélo es posible
retener en cada paso un numero finito de digitos significativos.
Por ejemplo si utilizamos una calculadora que tunicamente con-
serva cuatro digitos a la derecha del punto decimal, un niimero
fraccionario como 1/3 se representaria por 0,3333 cometiendo un
error de truncamiento de (0,3333...) - 10~4, Determinar, con una
calculadora como ésta

(a) Error mayor y error menor que se pueden cometer.
(b) Error de redondeo esperado en una operacién. Varianza.

(c) Error de redondeo si se suman 12 niimeros.

Como ya hemos visto, el error de truncamiento en un nimero fraccionario
como 1/3 con esta calculadora es

0,333333333 ... — 0,3333 = 0,000033333.. = (0,3333...)-10°*
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En esta calculadora los errores menor y mayor que se pueden cometer serian
respectivamente

—(0,49999...)-107% 'y (0,49999...)-107%
y cualquier nimero comprendido entre estos dos puede ser un error de re-

dondeo.

(b) Supongamos que el error de redondeo en el cdlculo de una operacién
es una variable aleatoria X que se distribuye uniformemente en el intervalo

1 1
-—510‘4; 510—4 . Entonces la esperanza de X es

1 1

~ =107+ =107
a+b 2 2
[X] 5 5
y la varianza de X es
1, 1 4>2
x] = (b—a)? _ (510 gl _(107)?
VARl = T T 12 T 12

(c) Si se efectian n operaciones el error de redondeo de la suma es Y =
Yo", X, donde cada X; sigue una distribucién uniforme. Si las X; son in-
dependientes entonces, usando el teorema central del limite, ¥ puede apro-
ximarse mediante una distribucién normal con media y varianza:

(10-%)?
12

EYj=n-E[X]|=0 y var[Y] =n - var[X| =n-

Con esta distribucién podemos calcular la probabilidad de los errores de
redondeo de la suma. Por ejemplo si se suman 12 nimeros, entonces el error
de redondeo Y puede aproximarse mediante una normal de media 4 =0y
varianza o2 = 1078,

Usando las tablas de la normal puede calcularse facilmente la proba-
bilidad de que el error de redondeo de la suma de los doce niimeros esté
comprendido entre unos determinados limites o acotado por un determina-
do valor.
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Problema 4.25

Sea X una variable aleatoria que representa la duracién en horas
de una resistencia. Supongamos que X se distribuye normalmente
con media y = 1000 horas y desviacién tipica ¢ = 100 horas.

(a) Se compran 4 resistencias. Si se supone que las dura-
ciones de cada resistencia son independientes, calcular la
probabilidad de que las cuatro duren méds de 900 horas.

(b) Supongamos que se utilizan de manera consecutiva en
el mismo aparato. Calcular la probabilidad de que el
nimero total de horas de funcionamiento sea superior a
3900 horas.

(a) Si Hamamos X7, X2, X3, X4 la duracién de cada resistencia. Cada varia-
ble X; ~ N(1000,100). Por la independencia

P{X; >900: ¢=1,2,3,4]

4
[IPIX: > 900] =
1=1

4
X;—1 -
e ( 000 _ 900 1000)

100 - 100

=1
4

= [[PIZ>-11=PlZz>-1}]'=
1=1

= P[Z <1]* = (0,8413)* = 0,5010.

(b) Tenemos que considerar ahora la variable que mide la duracién de las cua-
tro resistencias usadas consecutivamente, es decir, la variable Y = E?:l X;.
Sabemos que la distribucién de esta variable es normal con media

4
py = px, = 4-1000 = 4000 horas.
i=1
y varianza
4
var(Y) = Zvar(Xi) = 4-100? = 40000.
i=1
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Es decir, desviacién tipica oy = 200 horas. Entonces

Y — 4000 _ 3900 ~ 4000
200 = 200

P[Y >3900] = P(
= 0,6915.

) ~P[Z> 0,5 =

Problema 4.26 .

La altura de los estudiantes de un instituto se distribuye normal-
mente, con una media de 170 cm y una desviacién tipica de 5 cm.
Se pide:

(a) Calcular los cuartiles de la poblacién.

(b) Se seleccionan 5 individuos al azar para el equipo de balon-
cesto. Hallar la probabilidad de que al menos uno mida maés
de 170 cm.

(c¢) Hallar la probabilidad de que de 1000 estudiantes haya m4s
de 520 que midan m4ds de 170 cm.

(a) Para calcular los cuartiles de la poblacién debemos basarnos en los
datos facilitados en el enunciado y en la definicién de cuartil.

Si lamamos X a la variable aleatoria que indica la altura de un indivi-
duo, sabemos que X ~ N(170; 5). Por la definicién de cuartil, Q@ serd
el valor de la variable que deje a su izquierda al 25% de la poblacién.

Es decir:

P(X <Q) =025
tipificando

X -1 -
P( 0 _ @ 170) =0,25.
) 5
— 170
Como Z = X75 -~ N(0; 1) buscando en la tabla tenemos que
0, — 170

. =—0675 = Q) =16662.
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De modo andlogo, para (03 llegariamos a

—170
Qs L~ =0675 = Qs = 173,375

El cuartil @9 coincide siempre con la media, por lo que, en este caso
tendremos que Qo = 170.

La probabilidad de que un individuo mida mas de 170 cm. es de
0,5. El experimento consiste en seleccionar un individuo al azar y
comprobar si mide més de 170 cm. Asi tenemos un experimento tipo
Bernouilli con p =0,5. Si se seleccionan 5 individuos al azar para el
equipo de baloncesto, se estdn realizando repeticiones independientes
del experimento anterior. La variable aleatoria B que cuente el nimero
de éxitos al seleccionar 5 individuos se distribuird, por tanto segin una
binomial con n = 5 y p =0,5. El suceso del que se pide que se calcule
la probabilidad es

A = {al menos un individuo mide mas de 170 cm.}

Para calcular la probabilidad de este suceso calculemos la de su com-
plementario:

A = {ningtin individuo mide mas de 170 cm.}

Para calcular la P(A) observemos que ésta serd la probabilidad de
que en el experimento binomial mencionado anteriormente se tengan
0 éxitos. Es decir:

_ 5 31
P(A)=PB=0)= <0> (0,5)%(0,5)% = 35 = 0,96875.

Por tanto P(A) =1 — P(A) = 0,03125.

Si queremos hallar la probabilidad de que de 1000 estudiantes haya mas
de 520 que midan mas de 170 cm, estamos realizando 1000 repeticiones
independientes del experimento Bernouilli considerado anteriormente.
Sillamamos X a la variable aleatoria que cuente el niimero de éxitos en
1000 repeticiones, su distribucién sera binomial con n = 1000 y p =0,5.
Lo que pide el problema es hallar la probabilidad de que esta variable
X tome un valor mayor de 520. Como seria inviable el realizar los
calculos usando la binomial, usaremos el Teorema Central del Limite
y aproximaremos la variable aleatoria X por otra variable ¥ que se
distribuird segin una Normal de media np y varianza npq. Ademas,
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como estamos realizando la aproximacion de una variable discreta por
una continua, aplicaremos la correccién de continuidad:

Y —500 520,55
P(X > 520) = P(Y > 520,5) = P < 5 5 oOO)

15,8113883 ” 15,8113883

con lo cual, habrd que buscar en las tablas de la normal tipificada

P(Z > 1,296533841) = 0,09739588.

Problema 4.27 _

Una empresa tiene dos mdquinas. La primera produce el 40 %
de los productos y la otra el resto. La probabilidad de que un
producto sea defectuoso es de 0,2 si es producido en la primera
mAaquina y de 0,1 si es producido en la segunda.

(a) Se toma un lote de 3 productos producidos por la misma
maquina y hay uno defectuoso. Hallar la probabilidad de
que el lote haya sido producido en la primera maquina.

(b) Se toma un lote de 1000 productos de la primera maquina.
Hallar la probabilidad de que menos de 180 sean defectuosos.

(a) Definiremos los siguientes sucesos:

M; = {el producto es producido en la primera maquina}
M, = {el producto es producido en la segunda méquina}
D = {el producto es defectuoso}

Los datos proporcionados en el enunciado del problema son los siguien-
tes:

P(M;) =04 P(My) =06 P(D/M)=02 P(D/My)=0,1.

Consideremos el siguiente suceso:

A = {de un lote de 3 productos producidos en la misma maquina, hay
1 defectuoso}

Si realizamos el experimento que consiste en tomar un producto y com-
probar si es defectuoso o no, estamos ante un experimento de Bernoulli.
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Si repetimos dicho experimento 3 veces de manera independiente, la
variable que cuente el niimero de éxitos se distribuird segin una bino-
mial, donde n valdra 3 y p valdrd 0,2 6 0,1 segiin estemos en la primera
o en la segunda méquina.

Por tanto, si los tres productos se han producido por la maquina 1
tendremos:

P(A/M,) = (i’) (0,2)1(0,8)* = 0,384.

Andlogamente, para la segunda méiquina

P(A/M,) = (i’) (0,1)1(0,9)* = 0,243.

Aplicando el teorema de la probabilidad total:

P(A) = P(A/My)P(M:)+ P(A/M;)P(Ms)
= 0,384 0,4 + 0,243 - 0,6 = 0,2994.

Lo que nos preguntan es la probabilidad de que el lote sea de la primera
maquina sabiendo que se verifica el suceso A, es decir, lo que nos
preguntan es P(M;/A). Aplicando el teorema de Bayes:

P(A/My)P(M;) _ 0,1536

P(M./4) = P(A) ~ 0,2994

= 0,51302605.

En este apartado tenemos una s6la maquina, y consideramos la varia-
ble aleatoria X que cuenta el ntmero de defectuosos en 1000 productos.
X se distribuird segin una binomial de con n = 1000 y p =0,2. Lo que
pregunta el problema es P(X < 180). Usaremos la aproximacién a la
normal y la correccién de continuidad. La variable X se aproximars
por una variable Y que serd normal de media np = 200 y de varianza
npg = 160. Con lo cual, buscando en las tablas de la normal tipificada
tenemos:

Y200 1795 — 200
P(X <180) ~ P(Y <1795) = P ( > -

126491106 = 12,6491106
= P(Z < —1,620667301) = 0,052544497.






Problemas Propuestos

1. Dada la variable binomial B(4; 0,8), calcular

(a) La funcién de probabilidad.

(b) La funcién de distribucién.

2. Se ha aplicado un test de aptitud numérica a un grupo de COU y se ha
detectado que el 65% tiene una aptitud numérica que podriamos con-
siderar inaceptable. ;Cudl es la probabilidad de que de cinco alumnos

elegidos al azar, al menos dos tengan una capacidad numérica acepta-
ble?

3. Segin un informe de la OCDE, el afio pasado el 35% de la poblacién
mundial tenia menos de 15 anos. Si fuera posible elegir una muestra
aleatoria de la poblacién mundial, formada por 10 personas, jcudl es
la probabilidad de que a lo sumo haya tres individuos con edad inferior
a 15 anos?

4. El coste de una pieza es igual a C. El precio de venta depende del
didmetro interior de la pieza, X, variable aleatoria con funcién de
densidad f(z) = k-e~*%, para z > 0. Si el didmetro es mayor que tres
o menor que uno se pierde la pieza, y si el didmetro estd comprendido
entre los limites 1 y 3, se vende a un precio igual a Q. Calcular el valor
de k que maximice el beneficio medijo.

5. En una gasolinera la llegada de vehiculos por minuto sigue la distribu-
cién de Poisson de pardmetro 1,6. Calcular las probabilidades de los
siguientes sucesos:

(a) Que el nimero de vehiculos que lleguen a la gasolinera en un
minuto sea superior a tres.
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10.

11.

Distribuciones de Probabilidad.

(b) Que el nimero de vehiculos esté comprendido entre dos y cinco.

(c) Que llegue algin vehiculo.

Se embarca un cargamento de 50 mototores eléctricos. Un inspector
elige b motores y los inspecciona, si ningin motor es defectuoso el car-
gamento es aceptado. Si se encuentra que 1 6 mas son defectuosos se
inspecciona el cargamento completo. Supongamos que en realidad hay
tres motores defectuosos en todo el cargamento, ;jcudl es la probabili-
dad de que sea necesaria una inspeccién del 100 %?

. Sabiendo que el ntimero medio de enfermos recibidos cada 10 minutos

en un centro sanitario entre las 10 y 15 horas es 1,8. Calcular la
probabilidad de que entre las 12h 40’ y 12h 50’ haya:

(a) Ningun enfermo.
(b

)

) Dos enfermos.

(¢) Al menos dos enfermos.
)

(d) Mas de dos enfermos.

De una estacién parte un tren cada 20 minutos. Un viajero llega de
imprevisto. Hallar:

(a) Funcién de densidad de la variable aleatoria “tiempo de espera”’

(c
(d

)

(b) Probabilidad de que espere al tren menos de 7 minutos.
) Esperanza y varianza de la variable aleatoria “tiempo de espera”.
)

Probabilidad de que espere exactamente 12 minutos.

En una cierta regién la probabilidad de que una tormenta con truenos
ocurra en un dia cualquiera durante el verano (en Julio y Agosto) es
igual a 0,1. Suponiendo la independencia de un dia con otro, cudl es
la probabilidad de que la 1% tormenta con truenos del verano ocurra
el 3 de Agosto?

De una variable aleatoria uniformemente distribuida U(e; b) se conoce
su esperanza 4 y su desviacién tipica o. Hallar los extremos a y b de
definicién de la variable, en funcién de p y o.

A una congreso asisten 400 personas; se pide, asumiendo equiprobabi-
lidad en las fechas de nacimiento (365 dias):
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12.

13.

14.

(a) ;Cual es la probabilidad de que alguna persona de los asistentes
naciera la primera semana de enero?

(b) ;Cuél es la probabilidad de que mas de la mitad hayan nacido
entre los primeros cinco meses del ano?

(¢) {Cudntas cabe esperar que hayan nacido en verano?

(d) ;Cual es el nimero mas probable de personas nacidas en el mes
de marzo?

(e) iCual es la varianza de la variable aleatoria que cuenta el nimero
de personas de las 400 que han nacido en la 1ltima quincena del
ano?

En una mano de bridge, el ndmero total de triunfos que tienen los dos
comparnieros A y B es nueve. Obténgase la probabilidad de que los
otros cuatro triunfos hayan sido repartidos:

(a) Todos a uno de los contrarios.
(b) Tres a un contrario y uno al otro.

(c) Dos a cada uno de los contrarios.

Se estd estudiando un nuevo plan de seguridad laboral, para dicho fin
se quiere representar las frecuencias de los accidentes de trabajo. Se
observaron los accidentes ocurridos a 647 mujeres en 5 meses, obte-
niendo la siguiente distribucién:

N° de accidentes: 0 1 2 3 4 56 mas

Frecuencia observada: 447 132 42 21 3 2

Estudiar si esta distribucién se ajusta a la binomial negativa.

En una ciudad de 20.000 habitantes hay una catdstrofe y mueren 50
personas. Una persona de otra ciudad se entera por el periédico. ;Cual

cs la probabilidad de que hayan fallecido los 3 familiares suyos que
viven en esa ciudad?

. Una editorial desea poner en practica un sistema de ventas alternativas

a los que viene desarrollando. Consistird en enviar publicidad postal
a las 40 personas que constituyen la muestra piloto, invitdndolas a

conocer las ultimas novedades en libros y ofrecerles algiin obsequio a
cambio.
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16.

17.

18.

19.

20.
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Los expertos estiman que un 30% de las personas responderan a la
llamada pero que, de éstas, s6lo un 20% adquirird algin libro. Calcu-
lar la probabilidad de que después de la prueba nadie haya decidido
comprar algun libro.

En una fabrica el niimero de accidentes por semana sigue una ley de
Poisson de pardmetro A = 2. Se pide:

(a) Probabilidad de que en una semana haya algin accidente.

(b) Probabilidad de que haya 4 accidentes en el transcurso de dos
semanas.

(c) Probabilidad de que haya 2 accidentes en una semana y otros 2
accidentes en la semana siguiente.

(d) Si nos dicen que ha habido algin accidente, probabilidad de que
en aquella semana no haya mas de 3 accidentes.

Una centralita telefénica recibe unas 300 llamadas cada hora. No
puede establecer mas de 12 conexiones por minuto. Se pide:

(a) Probabilidad de que quede saturada en un minuto dado.

(b) Probabilidad de que reciba una séla llamada en un minuto dado.

La probabilidad de que un trabajador de la construccién tenga un
accidente en un dia determinado es 0,0003. Calcular la probabilidad
de que en una comunidad auténoma en la que hay 20.000 albaniles,
haya 5 accidentes en un dia.

Se estima que una mdquina produce 150 piezas defectuosas al mes
(suponemos un mes de 30 dias). Se pide:

(a) Probabilidad de que en un dia determinado produzca 3 piezas
defectuosas.

(b) Niuumero méximo de piezas defectuosas en un dia, con una certeza
aproximadamente del 90%.

Se lanza 1000 veces una moneda y se pide:

(a) Probabilidad de que el niimero de caras esté comprendido entre
490 y 510.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

(b) Intervalo (a;b) centrado en 500, que verifique:

P(a < nimero de caras < b) = 0,95.

El nimero de personas que esperan ser atendidas en una oficina de
empleo temporal sigue una ley de Poisson de media igual a 4 cada
hora. Obtener el nimero de sillas que debe haber en la sala para que
todos puedan estar sentados, con una probabilidad minima del 90%.

Una compaiiia aseguradora sabe que hay una probabilidad de 0,00003
de que una persona fallezca en un ano por accidente laboral. Si la
empresa tiene contratados 180.000 seguros de vida por aquel concepto
y la cuantia de la indemnizaciones es de 750.000 ptas. por pdliza.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que en un afio deba pagar un minimo
de 3 millones de ptas. por aquel tipo de pdlizas?

(b) {Qué reservas de tesoreria ha de tener en un afio para poder pagar
aquel tipo de pdlizas con un 90% de probabilidad?

En una distribucién N(5; 2) determinar las siguientes probabilidades:

(a) P(7 < X < 10)
(b) P(-1 < X <10)
(c) P(-2< X < -1)

Si la variable aleatoria Y es N(2; 3), calcular:

(a) P(Y <0,3).

(b) P(- 0,15 < Y < 2,123).

(c) P(Y? > 1,21).

(d) Sisabemos que P(a <Y < 2,3) = 0,45; determinar a.

Una variable aleatoria X se distribuye normalmente con media p =
20. La probabilidad de que X caiga en el intervalo (25 ; 30) es igual a
0,25. ;Cudnto vale la probabilidad P(10 < X < 15)?

Se supone que en cierta poblacién humana el indice cefdlico 7 (an-
chura del crdaneo expresada como porcentaje de su longitud) se dis-
tribuye normalmente entre los individuos. Sabemos que el 58% son
dolicocéfalos (i < 75), el 38% mesocéfalos (75 < 7 < 80) y el 4%
braquicéfalos (i > 80). Hallense la media y desviacién tipica de 4.
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27 Una persona de composicién mediana estd preocupado por su peso y
consulta a su médico. Es hombre de 40 anos y pesa actualmente 80
kilos, el médico consulta unas tablas y observa que respecto de su peso,
edad y estatura, la media nacional es de 76,5 con una desviacién tipica
de 3 kilos. Calcula:

(a) (A qué porcentaje de la poblacién espanola es este individuo su-
perior en peso?

(b) {Puede decirle el médico que no se preocupe que su peso no esta
entre el 10% de los més gruesos?

(c) (Cuéntos kilos tiene que adelgazar para situarse en el 30% de los
de menos peso de la poblacién espanola?

28. Un centro de cdlculo presta servicios de ordenador por los que cobra
15000 unidades monetarias a la hora. Las averias que se pueden pro-
ducir en el ordenador, X, siguen una ley de Poisson de media 0,2 por
hora y el coste de reparar z averias viene dado por 2000z, mds 3000
de mantenimiento general a la hora. Se pide:

(a) Probabilidad de que en 5 horas de servicio no se hayan producido
averias.
(b) El beneficio esperado por hora de servicio.

(¢) Calcular el nimero de horas de prestacién de servicio que maxi-
miza, el beneficio esperado.

29. Los errores aleatorios que se cometen en las pesadas de una balanza,
siguen una normal de media 0 y desviacién tipica 2 decigramos. Hallar:

(a) Error maximo en una pesada, con una probabilidad de 0,95.

(b) Idem. en 10 pesadas.

(c) Nimero minimo de pesadas, para asegurar que el error maximo
cometido con el promedio sea inferior a 1 decigramo con una
probabilidad de 0,95.

30. Se hallé que las longitudes de los dedos medios de manos de varones
en una cierta tribu, seguian la distribucién normal con 4 = 60 mm. y
o = 3 mm. Resolver las siguientes cuestiones:

(a) Sabiendo que en la tribu habia 800 hombres, ;cudntos hombres
aproximadamente tenfan unos dedos:



Problemas Propuestos 277

31.

32.

33.

34.

39.

i. mas largos de 62 mm.

ii. mas cortos de 57 mm.

(b) Comprobar que la probabilidad de que un hombre tenga los dedos
mas largos que 65 mm. es (,048. De un grupo de 40 hombres,
jcudl es la probabilidad de que haya alguno que supere los 65
mm.?

(c) De entre los hombres de la tribu cuyos dedos son mas largos de
62 mm., ;jqué proporciéon supera los 65 mm.?

Se lanza un dado regular. Sea X la variable aleatoria “nimero de
puntos obtenidos” e Y la variable aleatoria que vale 0 si sale la cara 1,
2 6 3 y vale 1 si sale 4, 5 6 6. Calcular la covarianza y la correlacién
entre X e Y.

Las ventas de un articulo se distribuyen N(«, o). Se sabe que el 20%
de ellas son superiores a 1000 euros y que el 30% sobrepasan los 800
euros. Calcular:

(a) La media y la varianza de la distribucién.

(b) Silos costes estan relacionados con las ventas segin la expresién
C =350 + Y — 0,00015 Y2, hallar el coste medio.

La funcién de densidad de probabilidad conjunta de dos variables alea-
torias X e Y es:

[ 3/2(2*+yY)  si ze(0,1), ye(0,1)
f(ac,y) - { 0 en otro caso.

Se pide:

(a) Calcular: medias, varianzas y covarianzas.

(b) Coeficiente de correlacién lineal.

Se lanza un dado dos veces. Sean las v. aleatorias X = suma de puntos
obtenidos, Y = diferencia de puntos entre la primera y la segunda
tirada. Hallar la covarianza y la correlacion lineal entre X e Y.

Las variables aleatorias Y7, Y, son independientes con distribucién
N(0, 1). Dadas las variables aleatorias X, Y, siendo X = 3+ 2Y; — Y5,
Y =54Y; + Y5, se pide:
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36.

37.

38.

39.

40.
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(a) Hallar la funcién de densidad bivariante de (X,Y).
(b) ;Cbémo se distribuye la variable Z = 3X +4Y — 17

La variable aleatoria (X,Y) tiene una distribucién bivariante con fun-
cién de densidad:

x2+y2
1
—e 2 si z>0, y<o0
flay)=1"
Y o bien <0, y>0
0 en otro caso.

Se pide:
(a) Demostrar que las variables marginales X, Y siguen una distri-
bucién N(0,1).
(b) Demostrar que X, Y son variables aleatorias dependientes.

(c¢) {Es normal bivariante la distribucién conjunta de X, Y7 ;Qué se
deduce de estas conclusiones?

La variable aleatoria U es x2 con m grados de libertad, mientras que
la variable aleatoria V es t-Student con n grados de libertad. Se pide:

(a) Hallar a tal que P(U > a) = 0,05 param = 18 y m = 55.
(b) Hallar b tal que P(|V| > b) = 0,01 paran = 20 y n = 45.

Hallar el valor Fj o5 tal que P(F > F0,05) = 0,05 para la distribucién
F de Snedecor con m y n grados de libertad en los casos:

(a) m =6, n=17.
(b) m = 10, n = 35.
(c) Hallar también a tal que P(F < a) = 0,01 para m =7, n = 20.

Si la variable aleatoria X sigue una t-Student con 36 grados de libertad,
y la variable aleatoria Y una Chi-cuadrado con 62 grados de libertad,
hallar z e y tales que: P(|X| >z) =0,056 ; P(|Y]|>y)=0,05.

Dadas dos variables aleatorias X e Y, N(0; 1) e independientes, se
definen dos nuevas variables, W y T. W =aX +bY 2%, T = cX? + dY.
Calcular las varianzas y el coeficiente de correlacién lineal de W y T
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41.

42,

43.

44.

45.

El control de recepcidén de ciertos lotes acostumbra a efectuarse por
uno de los siguientes criterios:

¢ Se iran inspeccionando piezas hasta que aparezca una defectuosa;
si ésta se diera antes de la vigésima extraccién se devolvera el
pedido.

e Se tomaran 150 piezas al azar y si, entre ellas, hay 3 o més uni-
dades defectuosas se devolvera el pedido.

Determinar con cudl de los dos criterios hay mas probabilidad de re-
chazar un pedido que contenga un 2% de unidades defectuosas.

La vida (en horas) de ciertos tubos electrénicos tienen una densidad:

@y ={ © si z <200
V= ke (@?/80000) 2 > 200 (Normal truncada)

Un aparato contiene 100 de estos tubos y para su funcionamiento al
menos 65 de los tubos deben estar activos. Calcular la probabilidad
de que el aparato funcione después de 250 horas de servicio.

El tiempo que transcurre entre el acabado de un producto y su venta
sigue una ley exponencial de media 12 dias. ;Cuél es la probabilidad
de que un producto que lleva 6 dias almacenado pueda venderse antes
de 10 dias mas?

Los dias que transcurren entre que se recibe un aviso de pedido y
su expedicién, son una variable aleatoria con densidad exponencial.
El parametro A de aquella ley es también aleatorio con distribucién
uniforme entre 0 y 0,2. Deducir la densidad compuesta de aquella
variable inicial.

Se ha comprobado que el peso neto de un paquete que contiene de-
terminado alimento precocinado sigue aceptablemente una ley normal.
Los controles de calidad revelan que un tercio de los paquetes pesan
menos de 870 gr. y s6lo dos de cada mil paquetes pesan mas de 1 Kg.
Se pide:

(a) Calcular la probabilidad de que elegido un paquete al azar pese
mas de 850 gr.

(b) Sien una semana salen al mercado 40000 paquetes, jcudntos cabe
esperar que pesen mas de 900 gr.?
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46.

47.

48.

49.

Distribuciones de Probabilidad.

Una industria panificadora se plantea el nimero de unidades, del tipo
de “pan de molde, 300 gr.”, que ha de suministrar para el consumo
de los fines de semana. El producto se vende a 69 ptas., lo que supo-
ne una ganancia neta de 11 ptas. por unidad; pero al mismo tiempo
la empresa se hace cargo de las unidades sobrantes en los centros ex-
pendedores, abonando su coste y aprovechando residualmente aquellos
retornos, con una pérdida unitaria de 6 ptas.

Si la experiencia ha demostrado que la demanda real de los consu-
midores de este tipo de piezas sigue un modelo normal, con 11.500
unidades como cifra mds probable y 320 de desviacién tipica, jqué ci-
fra de produccién debe preverse para abastecer el consumo de los fines
de semana asegurando un mayor beneficio esperado?

Dadas cuatro variables aleatorias, independientes N(0; 5), W, X, Y y
Z se definen las siguientes variables aleatorias

S = 2W+3X-Y+Z2+30

T = W+ X>+Y?2+ 22
U = \%(WE + X2+ Yi+ 27
14
V = — ——
(X2 +Y?+ 22
Vs
Calcular:
a) P(S < 42).

o~ -

b) El valor de t si P(T < t) = 0,25.
c) P(U <6,973).
d) El valor de v si P(JV| < v) = 0,7.

—_~~

En una moneda la probabilidad de obtener cara es p = 0,3 y la de cruz
g = 0,7. Calcular el niimero de veces que debemos lanzarla a fin de
obtener al menos 40 caras con una probabilidad del 65%.

Tenemos una sucesién de variables aleatorias Xy, X9, ..., X, indepen-
dientes con la misma funcién de densidad f(z) = 8-e7 8% siz > 0. Si
se consideran 100 variables, calcular:

(a) Probabilidad de que su suma sea menor o igual a diez.
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(b) Probabilidad de que la suma esté comprendida entre 11 y 13,
ambos incluidos.

50. Si la variable aleatoria Y se distribuye N(—5;11), calcular las proba-
bilidades de los siguientes sucesos, interpolando linealmente:

(a) Y > —2. (b) -6<Y < -3.
() [Y] < 11, (d) [Y] > 0,3.

(e) Y < -3,5. (f) Y2 < —6.

(g) Y <. (h) ¥ > 4,7.

(i) —4Y + 7 < -10. (G) 4/(Y +7) > -2.
(k) 71%Y < 0,001. (1) -4 < InY < ~1.

51. Dadas 15 variables aleatorias independientes Y; distribuidas N(1; i),
se define una nueva variable

M e

=

1
y=% =
2

1

™.
Il

Calcular a de tal forma que P(Y < a) = 0,23.

52. Tenemos n variables aleatorias independientes Y; distribuidas N(1; 4)
y n variables aleatorias independientes Z; distribuidas N(2; 3). Las
variables Y; y las Z; son independientes entre si. Se define una nueva

variable o .
wW=>Y-> 2z
i=i i=i

Calcular el valor de n para que P(TW — 5 > 2) = 0,06.

53. Calcular las probabilidades y el valor de la constante a en los siguientes
casos, interpolando linealmente:

(a) P(x?(10) > 5,031).

(b) P(x*(2) < 4,5).

(c) P(6,821 < x%(15) < 15,13).

(d) P(x%(18) > a ) = 0,1212.

(e) P(6,9 < x?(12) < a )= 0,83.

(f) P x*(12 )QE(lz—El—z)&a =0,12.

VVGe(e)
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54.

55.

56.

o7.

Distribuciones de Probabilidad.

La distribucién x?(n) cuando el niimero de grados de libertad n es ele-
vado podemos aproximarla a una normal mediante la nueva variable
v2x%(n) que se distribuye aproximadamente N (\/2n — 1;1). Utilizan-
do esta aproximacién, calcular las probabilidades siguientes y hallar el
valor de la constante a:

(a) P(x*(150) > 128)

(b) P(50 < x*(65) < 60)

(c) P(x*(234) < 240)

(d) P(x?(105) < a) = 062

(e) P(a < x?(120) < 105) = 0,1503.

Si tenemos veinte variables aleatorias independientes Y; distribuidas
N(0; 5), calcular interpolando:

(a) P [S2, ¥2<600] .
(b) P [H52, v2>14].

(c) P [\,, L33, Y2>a] _

Y2+v? YZ
Si la variable aleatoria W es igual a y - + ;— 21 siendo las variables

Y; ~ N(0; 1/4) e independientes, calcular el valor de a para que se
verifique P(4W + 2 > a) = 0,35.

Calcular las siguientes probabilidades de la distribucion t-Student y el
valor de la constante a, interpolando linealmente:

(a) P(¢(5) < 1,239)

(b) P(t(14) < —1,5)

(c) P(t(10)] > 2,5)

(d) P(Jt(19)] < 0,98)

(e) P(1,83 < £(22) < 2,04)
(f) P(1,2 < £(27) < 2,1)
(8) P(—1 <t(17) <2)

(h) P(¢(16) < a ) = 0,1742
(i) P(t(7)] £a) =0,23
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58.

59.

60.

61.

62.

§
(k
1

) P(¢(12) < a) = 0,6092
) P
) P
(m) P
) P
) P

(

(7a + t(15) > 3 = 0,0047
(t(6)> log,b) = 0,12
(t(15)%372¢ < 2,21) = 0,728
(a < t(25) < 1,6) = 0,1621
(~0,83 < t(40) < a) =0,7204.

n

(
(o

Los costes de fabricacién de un producto C, siguen una distribucién
N(10; 2) en el intervalo (1; 20). Los beneficios estan relacionados con
los costes mediante la funcién B = —C? 4 20C — 75. Calcular:

(a) Probabilidad de que la empresa obtenga beneficios negativos.
(b) Probabilidad de que los beneficios sean decrecientes.

(c) Probabilidad de que les beneficios superen los costes.

La variable aleatoria Y es N(5; 2), definimos una nueva variable Z,
Z =2Y? — 5Y + 29. Calcular el coeficiente de variacién de Z.

En un laboratorio, los errores de pesada de una balanza se distribuyen
N(0,5 ; 0,005). El méximo error admisible es igual a + 2% de la
media. Se efectian 90 pesadas por hora y se trabaja 200 horas al mes.
Si el salario es de 300 ptas./h, calcular el coste mensual de los posibles
errores de pesada.

En la cola de una entidad bancaria hay 180 personas para cobrar el
subsidio de paro; el importe no es el mismo en cada caso, pero se
estima una media por persona de 44000 ptas. y una desviacién tipica
de 6200 ptas. ;Qué probabilidad hay de que el cajero haya abonado
en total mas de 8.000.000 ptas.?

La venta diaria de una factoria de automoéviles se adapta a una distri-
bucién uniforme entre 20 y 40 unidades.

(a) Después de 182 dias de venta, jcual es la probabilidad de haber
vendido mas de 5600 coches, suponiendo las ventas independien-
tes de un dia a otro?

(b) ;Cuéntos dias de venta debemos considerar para asegurar, con
un 67% de probabilidad, la venta de més de 6000 unidades?
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Distribuciones de Probabilidad.

Se ha calculado que el tiempo que pasa desde que entra un cliente
hasta que entra otro a un supermercado, sigue una ley exponencial
de parametro @ = 4; obtener la ley de probabilidad para la variable
tiempo transcurrido para la entrada de 100 clientes.

Determinada medida estadistica, aplicada a una muestra de contribu-
yentes, sigue un modelo x? con 100 grados de libertad. ;Cuél es la
probabilidad de que aquella medida 6 tome valores inferiores a 135,817

En un restaurante al que dnicamente se puede ir habiendo hecho re-
serva previa, han comprobado que alrededor del 35% de las reservas
anticipadas no son cubiertas a la hora de cenar. ;Cuéntas reservas ten-
drian que aceptar en un dia, para con un 90% de probabilidad asegurar
mesa a todos aquellos que la habian reservado previamente, teniendo
en cuenta que el restaurante tiene capacidad para 120 personas?

La probabilidad de que un paciente se recupere de una rara enfermedad
de la sangre es 0,4. Si se sabe que 15 personas han contraido esta
enfermedad, determinar la probabilidad de que:

(a) Al menos 10 sobrevivan.
(b) Sobrevivan entre 3 y 8.

(c) Sobrevivan exactamente 5 personas.

Encontrar la media y la varianza de la variable aleatoria del problema
anterior.

Se selecciona un empleado de un grupo de 10 para supervisar un cierto
proyecto, escogiendo aleatoriamente una placa de una caja que contie-
ne 10 numeradas del 1 al 10. Encontrar la férmula para la distribucién
de probabilidad de X que representa el nimero de la placa que se ha es-
cogido. ;Cuél es la probabilidad de que el namero escogido sea menor
que 47

La rueda de una ruleta se divide en 25 sectores de igual area y se
numeran del 1 al 25. Encontrar una férmula para la distribucién de
probabilidad de X, que represente el niimero que se obtiene cuando se
hace girar la ruleta.

Encontrar la media y la varianza de la variable aleatoria del problema
nimero 68.
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

Un agricultor que siembra fruta afirma que 2/3 de su cosecha de du-
raznos ha sido contaminada por la mosca del mediterraneo. Encontrar
la probabilidad de que al inspeccionar 4 duraznos:

(a) Los cuatro estén contaminados por la mosca del mediterrdneo.

(b) Cualquier cantidad entre 1 y 3 esté contaminada.

Al probar una cierta clase de neumaticos para camién en un terreno
escabroso se encontré que 25% de los camiones terminaban la prueba
con los neumadticos danados. De los siguientes 15 camiones probados,
encuentre la probabilidad de que:

(a) De 3 a 6 estén deteriorados.
(b) Estén estropeados menos de 4.

(c) Estén méas de 5 en mal estado.

La probabilidad de que un paciente se recupere de una delicada ope-
racién de corazén es 0,9. ;Cudl es la probabilidad de que exactamente
5 de los préximos 7 pacientes que se sometan a esta intervencién so-
brevivan?

Una investigacién de los residentes de Cddiz mostré que 20% preferian
un teléfono blanco que de cualquier otro color disponible. ;Cudl es la
probabilidad de que mas de la mitad de los siguientes 20 teléfonos que
se instalen en esta ciudad sean de color blanco?

En un cierto proceso de manufactura se sabe que, en promedio, 1 de
cada 100 piezas estd defectuosa. ;Cuél es la probabilidad de que la
quinta pieza inspeccionada sea la primera defectuosa?

El tablero de un conmutador telefénico es de muy poca capacidad en
cuanto al tiempo de ocupacién se refiere, de tal forma que las personas
no pueden encontrar una linea libre para sus llamadas. Puede ser de
interés saber el nimero de intentos necesarios que se requieren para te-
ner una linea disponible. Suponga que sea p = 0,05 la probabilidad de
tener linea durante la mayor congestién de llamadas. Se tiene interés
particular en saber la probabilidad de que sean necesarios 5 intentos
para lograr una comunicacidn.

Encontrar la probabilidad de que una persona que lanza al aire tres
monedas obtenga ya sea sélo caras o s6lo cruces por segunda ocasién
en el quinto lanzamiento.
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78.

79

80.

81.

82.

83.

84.

Distribuciones de Probabilidad.

Tres personas lanzan una moneda y la que salga dispareja paga los
cafés. Si todas las monedas caen iguales, se lanzan nuevamente. En-
contrar la probabilidad de que se necesiten menos de 4 lanzamientos.

Una secretaria comete en promedio 2 errores por pagina. ;,Cudl es la
probabilidad de que en la siguiente pagina,

(a) cometa 4 o mas errores?

(b) no cometa errores?

La probabilidad de que una persona que vive en una cierta ciudad
posea un perro se estima en 0,3. Encontrar la probabilidad de que
la décima persona entrevistada aleatoriamente en esta ciudad sea la
quinta persona que posee un perro.

El nimero promedio de ratas de campo por Km? en una ciudad de 5
Km? se estima que es de 12. Encuentre la probabilidad de que menos
de 7 ratas se encuentren

(a) en un Km? de la ciudad.

(b) en 2 de los siguientes 3 Km? inspeccionados.

Un restaurante prepara una ensalada que contiene en promedio 5 ver-
duras diferentes. Encuentre la probabilidad de que la ensalada con-
tenga mas de 5 verduras

(a) en un determinado dia.
(b) en 3 de los siguientes 4 dias.

(c) por primera vez el 5 de abril en dicho mes.

Queremos formar una comisién de 5 personas seleccionadas al azar de
un grupo formado por 3 hombres y 5 mujeres. Encuentre la distribu-
cién de probabilidad para el nimero de hombres en la comisién.

Disponemos de lotes de 40 componentes, que se consideran aceptables
si no contienen mas de 3 defectuosos. El procedimiento de muestreo del
lote consiste en seleccionar 5 componentes aleatoriamente y rechazar
el lote si se encuentra un componente defectuoso. ;Cudl es la proba-
bilidad de que se encuentre exactamente 1 defectuoso en la muestra si
hay 3 defectuosos en todo el lote?
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

Calcular la media y la varianza en el problema anterior.

Para evitar que lo descubran en la aduana, un viajero ha colocado
6 tabletas de droga en un tarro que contiene 9 pildoras de vitamina
que son similares en apariencia. Si el oficial de la aduana selecciona
3 tabletas aleatoriamente para analizarlas, jcudl es la probabilidad de
que el viajero sea arrestado por posesién ilegal de narcdticos?

El duenio de una casa planta 6 tallos que selecciona al azar de una caja
que contiene 5 tallos de tulipan y 4 de narciso. ;Cudl es la probabilidad
de que plante 2 tallos de narciso y 4 de tulipan?

Una compania estd interesada en evaluar sus actuales procedimientos
de inspeccién en el embarque de 50 articulos idénticos. El procedi-
miento es tomar una muestra de 5 piezas y autorizar el embarque si
se encuentra que no mas de 2 estdn defectuosas. ;Qué proporcién del
20% de embarques defectuosos seran autorizados?

Si a una persona se le reparten varias veces 13 cartas de un paquete
comin de 52, jcuantas cartas de corazones por mano podria esperar
esta persona? ;Entre qué dos valores podria esperarse que cayera el
numero de cartas de corazones durante el 75% del tiempo que esta
jugando?

De un lote de 10 proyectiles, se seleccionan 4 al azar y se disparan. Si
el lote contiene 3 proyectiles defectuosos que no explotardn, jcudl es
la probabilidad de que

(a) los 4 exploten?

(b) al menos dos exploten?

El niimero promedio de particulas radiactivas que pasan a través de
un contador durante un milisegundo en un experimento de laboratorio
es 4. ;Cual es la probabilidad de que entren 6 particulas al contador
en un milisegundo determinado?

Se sabe que 10 es el ndmero promedio de camiones frigorificos que
llegan por dia a una cierta ciudad portuaria. Las instalaciones del
puerto pueden atender a lo sumo a 15 camiones frigorificos.en un dia.
;. Cual es la probabilidad de que en un determinado dia se tengan que
esperar los camiones frigorificos?
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93.

94.

95.

96.

97.

98.

Distribuciones de Probabilidad.

En un proceso de manufactura en el cual se producen piezas de vidrio,
ocurren defectos o burbujas, ocasionando que la pieza no sea 1til para
la venta. Se sabe que en promedio 1 de cada 1000 piezas tiene una
o mas burbujas. ;Cuadl es la probabilidad de que en una muestra de
8000 piezas, menos de 7 de ellas tengan burbujas?

Las llamadas al servicio de emergencia 061 siguen un proceso de Pois-
son y en promedio entran 2,7 llamadas por minuto. Encontrar la
probabilidad de que:

(a) no entren mds de 4 llamadas en un minuto cualquiera.
(b) entren menos de 2 llamadas en un minuto cualquiera.

(c) entren mis de 10 llamadas en un perfodo de 5 minutos.

Una firma de electrénica afirma que la proporcién de unidades defec-
tuosas de un cierto proceso es 5%. Un comprador tiene un proceso de
inspeccidn estindar de 15 unidades seleccionadas aleatoriamente de
un gran lote. En una ocasién en particular, el comprador, encuentra
5 articulos defectuosos.

(a) ;Cudl es la probabilidad de esta ocurrencia, dado que la preten-
sién del 5% de defectos es correcta?

(b) §Cudl seria su reaccidn si usted fuera el comprador?

Una compania compra grandes lotes de un cierto tipo de dispositivo
electronico. Se utiliza un método que rechaza un lote completo si se
encuentran 2 o mas unidades defectuosas en una muestra aleatoria de
100 unidades.

(a) ;Cudl es la probabilidad de rechazar un lote que tiene un 1% de
defectuosos?

(b) {Cuél es la probabilidad de aceptar un lote que tiene un 5% de
defectuosos?

La probabilidad de que una persona muera debido a cierta infeccién
respiratoria es 0,002. Encontrar la probabilidad de que mueran menos
de 5 personas de las préximas 2000 infectadas.

Suponga que en promedio una persona de cada. 1000 comete un error
numérico al preparar su declaracién de la renta. Si se inspeccionan al
azar 10000 de ellas, encontrar la probabilidad de que 6, 7 u 8 de éstas
tengan error numérico.
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99. Se ha advertido que el mimero de errores de impresién en un libro
sigue una ley de Poisson de intesidad media 0,8 errores por pigina.
Calcular la probabilidad de que:

(a2) En una pagina haya algin error.
(b) En un capitulo de diez paginas haya mdas de 10 errores.

(¢) En las 500 paginas de que consta el libro haya menos de 350
errores.

100. En una distribucion normal estandar N(0 ; 1) calcular:

101. En una distribucién normal estandar N(O ; 1) calcular m si:

(a) P(x <m) =0,9871
(b) P(z < m) = 0,2358
(¢) P(0,47 <z <m) = 0,1680.

102. En una distribucién N(12 ; 2), calcular P(13 < z < 16)

103. En una distribucién N(1 ; 2), calcular las probabilidades:

(a) P(z < 3,14)
(b) P(x < —3,14)
(c) P(z > 3,14)

104. En una distribucién N(4 ; 2), calcular las probabilidades:

(a) P(6<z<9)
(b) P(-1<z2<9)
(¢) P(~2 <z < —1).
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105

106.

107.

108.

109.

110.

111.

Distribuciones de Probabilida:i.

Calcular los extremos del intervalo simétrico respecto de la media que
dejan fuera al 5% de las observaciones de una distribucién N (u;0).

Calcular la media y la desviacién tipica de una variable aleatoria nor-
mal z, para la que se verifica:

P(z >3)=08413 ; P(zx<9)=09772.

El peso neto de envasado de una bote de leche en polvo es de 465
gramos, que se considera como peso medio. Y se aceptan como pesos
validos los comprendidos entre 415 y 520 gramos. Se conoce que el
peso en el envasado con la media indicada anteriormente sigue una
distribucién normal con desviacion tipica de 30 gramos. Se pide calcu-
lar, tomando una muestra aleatoria de 200 botes, qué porcentaje no
pasaria el control de envasado.

La media de una variable aleatoria normal es 5 veces la desviacién
tipica. Se cumple ademds que P(z < 6) = 0,84134. Calcula la media
y la desviacidon tipica.

Calcular los extremos del intervalo simétrico respecto de la media p
que contienen al 50% de las observaciones de la distribucién N(u,o).

Dada una variable aleatoria normal en la que se verifica: P(x < 15) =
0,1 , P(z<20)=0,95. Calcular:

tal que P(X < a)=0,05

P
(b) P(16 < z < 17)
a
b tal que P(X > y) = 0,5.

En la asignatura de Estadistica se ha determinado que las calificaciones
se distribuyen segiin una normal N(5,5 ; 1,5). Calcular:

(a) Entre qué valores en torno a la media se encontrard el 95% de los
alumnos.

(b) Entre qué valores en torno a la media se encontrara el 50% de los
alumnos.

(c) A partir de qué nota se encontrard el 10% de los alumnos con
mejor calificacion.
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294 Fundamentos de la Inferencia Estadistica. Estimacién.

5.1.1 Muestreo aleatorio simple.

Existen diversas maneras de extraer muestras. El mds comin de todos es
el muestreo aleatorio simple. Decimos que una muestra es aleatoria simple
cuando cumple todos los elementos de la poblacién tienen la misma proba-
bilidad de ser elegidos y las observaciones se realizan con reemplazamiento,
de manera que la poblacién es idéntica en todas las extracciones.

Si tenemos una poblacién de la que observamos una variable que se dis-
tribuye seglin una variable aleatoria X con funcién de densidad f(z). Consi-
deremos X1, Xo,... X, un conjunto de n observaciones aleatorias realizadas
en la poblacién X. Podemos considerar X, Xo,... X, como n variables
aleatorias independientes y con la misma distribucién de probabilidad que
X. Se define entonces X, Xs,... X, como la muestra aleatoria de tamafio
n de la poblacién X. La funcién de densidad conjunta seria:

f(zi,2a,. .., zn) = flz1)f(22) ... flzn) .

5.2 Estadisticos y Estimadores.

Si tenemos una poblacién en la que estamos observando una caracteristica
que se distribuye segiin una variable aleatoria X, y tomamos una muestra
aleatoria simple de tamano n

T1,Z2,...,&p

un estadistico seria una funcién de los elementos de la muestra.

Por ejemplo, podemos tomar una muestra y calcular el siguiente es-

tadistico T
1+ 2Zo+ ...+ &n

n

T =

Evidentemente, el valor del estadistico dependera de los valores que ha-
yan tomado los elementos de la muestra. Si repetimos el experimento de
tomar una muestra y calcularle el estadistico, obtendremos, por lo general,
otro valor distinto. Tenemos por tanto que el estadistico serd una variable
aleatoria. La distribucién que seguira dicha variable aleatoria dependers de
la distribucién de la variable X. En determinados casos podremos calcular
la distribucién del estadistico.
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Un estimador serd un estadistico que utilizaremos para estimar el valor
de un determinado parametro de la poblacién. Es decir, si queremos estimar
el valor que toma un determinado pardmetro de la poblacién 8, tomaremos
el valor que tome el estadistico T'. Para indicar que 7" es un estimador de 8
se indicard

6=T.

Vamos a definir algunos estadisticos de tendencia central:

o Si X1, X5,..., X, es una muestra aleatoria de tamano n, entonces la
media muestral se define como el estadistico
1 n
X==YX.
n 4
=1

e El segundo estadistico mas util para medir el centro de un conjunto
de datos es la mediana Me:

Ximt1)/2) si n es impar

Xins2) + X((n/2)+1]
2

Si n es par

Donde los X;; son los valores ordenados de la muestra.

e Si X7, Xs,...,X, es una muestra aleatoria de tamafio n, entonces la
Moda, Mo, es el valor de la muestra que ocurre con mayor frecuencia.
La moda puede no existir y cuando existe no necesariamente es tnica.

Veamos a continuacién algunos estadisticos que midan la variabilidad de la
e
muestra:

¢ El rango de una muestra aleatoria Xy, Xo,..., X, se define como el
estadistico X[, — X[y}, siendo X[,) y X[yj las observaciones mayor y
menor de la muestra. El rango es una medicién pobre de la variacién
de los datos, sobre todo si el tamafio de la muestra es grande.

e Si X1,X,5,...,X,, es una muestra aleatoria de tamano n, entonces
la varianza muestral o cuasivarianza de la muestra se define como el
estadistico

n
2 1
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donde n es el tamano de la muestra.

Una formulacién equivalente seria:
lim P[0 -6 > € =0;
n—00

y otra distinta: )
lim P[0 -0l <¢e=1.

n—o0

Ejemplo: En una poblacién normal, la media muestral es un estimador
consistente de la media poblacional .

Estadistico suficiente.

Se dice que un estadistico es suficiente cuando recoge toda la informacién
que facilita la muestra. Parece evidente que una estimacién éptima de un
pardmetro seria la que se efectuase a través de estadisticos suficientes.

Si tenemos una poblacién de la que se toma la muestra (X1, Xs, ..., X5),
tratamos de estimar el parametro ¢ de la poblacién.

Llamaremos verosimilitud de una muestra a la funcién de densidad con-
junta de la misma:

L(X;6) = L(z1,z2,...,2,;0) = ﬁf(m;(?) .
i=1

Sea el estadistico T = ¢(z1, 2, ..., Zn); la aplicacién
Ty — SO((El,ZEQ, s 7xn)

es biunivoca y continua y diferenciable para todos los x5, z3,...,%,. Sea
g(t,0) la densidad de T y h(z2,x3,...,%,/t;0) la densidad condicionada de
T9,T3,...,%n cuando T = t. Haciendo t = ¢(z1,z9,...,z,) tendremos

0
L(X;6) = g(t;0)h(z2, 3, ... ’xn/t;g)la.—:il '

Entonces si h no dependiese de 8, decimos que T es un estadistico su-
. , 0
ficiente respecto del parametro 8. Como g no depende de 8, se puede

Bwl
expresar segun la descomposiciéon de Fisher-Neyman.
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Por tanto, concluimos que T es suficiente cuando L se puede descompo-
ner factorialmente por la descomposicién de Fisher-Neyman:

L(X;0) = g(t;0)h(z1,x2,...,2p)

5.4 Obtencion de estimadores.

Nos podemos plantear el problema de cémo determinar los estimadores
de manera que cumplan las propiedades estudiadas anteriormente. Hay
4 métodos principalmente:

1. Método de los momentos
2. Método de maxima verosimilitud
3. Método de minimos cuadrados

4. Método de Bayes

5.4.1 Método de los momentos.

Si tenemos una poblacién de la que se desean estimar k& parametos, el método
de los momentos consiste en igualar los k£ primeros momentos respecto al
origen de la poblacién con los de la muestra, obteniéndose asi un sistema de
ecuaciones del que se obtienen como raices los estimadores buscados. Los
estimadores obtenidos por el método de los momentos son consistentes, pero,
por lo general, no son insesgados ni de minima varianza.

5.4.2 Método de maxima verosimilitud.

Anteriormente hemos definido la funcién de verosimilitud de una muestra
como la funcién de densidad conjunta de la misma:

n

L(X,g) :L($15$27""mn;61>927"'7910) = Hf(mi;glugzv"'aek) .

=1
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Los estimadores de méaxima verosimilitud seran aquellos valores de los
pardmatros ¢; que hagan maxima esta funcién de verosimilitud.

En el caso continuo este problema se resuelve facilmente, recurriendo a
los principios de optimizacién de funciones, Los valores que maximicen L
seran los mismos que los que maximicen log(L). Derivando esta funcién e
igualando a cero se obtendran los valores de los estimadores.

5.5 Distribuciones asociadas a la Normal.

Van a aparecer al encontrar la distribucién muestral de los estadisticos. Son
de uso muy frecuente en intervalos de confianza y contrastes de hipdtesis.
Sus valores se encuentran en tablas.

5.5.1 Distribucién y? de Pearson.

Sean Zi,Zs,... 4, variables aleatorias N(0,1) independientes. Entonces la
variable aleatoria suma

Zi+ 7224+ 4+ 22,

se distribuye segiin una chi-cuadrado con n grados de libertad. Se representa
POT Xj-

La media de una distribucién X?; es 1y su varianza es 2n.

Tiene la propiedad de reproductividad, al sumar dos x? independientes

de grados de libertad n; y 1y, el resultado es otra x? de ny + ny grados de
libertad.

La funcién de densidad de una distribucién x? con n grados de libertad
es

1 ;
- = {(nf2y—1_—x/2
f(l') 2n/21-‘(n/2)x € I

para valores positivos de z, siendo 0 si z < 0. Puede comprobarse que se
trata de un caso particular de la distribucién gamma, con o = n/2y 8 = 2.
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5.5.2 Distribucién t de Student

La distribucién t de Student con n grados de libertad se define por

Z
ty =

2 b
X
n

donde Z es una variable aleatoria N(0,1) independiente del denominador

La variable t, es simétrica con respecto al cero, con mayor dispersion que
coinciden si n > 100)

?
la normal estdndar y tiende a ésta al aumentar el valor de n ( practicamente

aproximacion de la t de Student

Para valores de n > 30 se puede considerar que la normal da una buena
La funcién de densidad de una t de Student es

)/2
Fley = e+ U2

2 (n+1)/2
D(n/2)y/mr T/

si telR.
La media de la distribucién t de Student vale 0 si n > 1 y su varianza
sin > 2.

n-—2
5.5.3 Distribucion F de Fisher-Snedecor
de libertad, asi tenemos que

Se define como el cociente de dos x* independientes divididas por sus grados

es una F' Fischer-Snedecor con grados de libertad n y m
Su funcién de densidad es

flz) = L((n + m)/2](n/m)™/? L(n/2)-1
T T(n/2)T(m/2)
y es nula en otro caso

(1 + na/m)(n+m)/2

si >0



Resumen Terico 301
La media y la varianza de una variable X ~ F,, ,, valen:

E[X] = sin>2,

_2n2(n+m—2) )
Var(X)—m(n—Z)(n—4) si n>4.

e, . o -1
Por definicién se cumple que Fy ,, = Fp 0,

5.6 Distribuciones muestrales.

El campo de la inferencia estadistica trata basicamente con las generaliza-
ciones y predicciones. Dado que un estadistico es una variable aleatoria
que depende tinicamente de la muestra observada, tiene una distribucién de
probabilidad. La distribucion de probabilidad de un estadistico recibe el
nombre de distribucién muestral.

5.6.1 Distribucién muestral de la media de una poblacién
con varianza conocida.

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de tamano n de una pobla-
cién normal con media p desconocida y varianza o? conocida, entonces el
estadistico X tiene una distribucién normal con media

-~ Mptpt+...+p
EX] = "Ry

y varianza
- o+ 0%+ ... 402 o?
var(X) = = —.
n? n

Nota: La demostracidn se basa en la propiedad reproductiva de la normal.

Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n que se toma de
una poblacién con media p y varianza o2 entonces

— N(0,1) .
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Es inmediato comprobar que el lado izquierdo de la igualdad anterior es
una x? con n grados de libertad (es la suma de los cuadrados de n norma-
les tipificadas independientes). También puede observarse que el segundo
término del lado derecho de la igualdad se distribuye segiin una x? con un
grado de libertad (es una normal tipificada al cuadrado). Al ser ambas va-
riables independientes, podemos aplicar la propiedad reproductiva de la x2,
obteniéndose, por tanto, que (n — 1)5%/0? es una x? con n — 1 grados de
libertad. :

Si se conociera el valor de y, tendriamos una x? con n grados de libertad.

5.6.4 Distribucién muestral de la media de una poblacién
con varianza desconocida.

Si tenemos una poblacién normal cuya varianza es desconocida y la mues-
tra es pequeiia, no podemos utilizar la distribucién normal. En este caso
usaremos que

X-—u
a/\/n
se distribuye segiin una chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad. Divi-

diendo una normal entre la raiz cuadrada de una chi-cuadrado partida por
sus grados de libertad, obtenemos una t de Student.

~N(0,1)  yaque (n—-1)8*/0®~x2_,,

X —p o(X —p) .
o/fvn.__ __ o _(X-p

Jn-1ste?  S/Vn S/vm M
V. (n-1)

Por tanto, para estimar la media de una poblacién normal, con varianza
desconocida, usaremos el estimador:

=

_X—up
S/vn’

que se distribuird segtin una t de Student con n — 1 grados de libertad. En
el caso de que n sea mayor que 30, podemos usar la aproximacién normal:

T
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5.6.5 Distribucion muestral de la diferencia de medias de dos
poblaciones con varianza desconocida.

Varianzas desconocidas pero iguales.

Para estimar la diferencia de medias de dos poblaciones normales, con va-
rianzas o1 y o2 desconocidas pero iguales, usaremos el estimador:

11
Vn1 " ng
que se distribuye segin una ¢t de Student con n; + no — 2 grados de libertad.
Siendo ) )
§2 = (n1 — 1)87 + (n2 — 1)S3
P ny+ng —2

Varianzas desconocidas y distintas.

Para estimar la diferencia de medias de dos poblaciones normales, con va-
rianzas o1 y oo desconocidas y distintas, usaremos el estimador:

(X, - j{2) = (B — p2)

| o2 2 ’
%1, %2
\a“ ny  Ng

que se distribuye segin una ¢ de Student con v grados de libertad. Siendo

v el enterc mas préoximo a:
2
st s
—_— + —=
ny N2

(s}/n1)? | (s3/m2)®
h - + —
ny— 1 9 — 1

V=

5.6.6 Distribucion muestral del cociente de varianzas.

Si se extrae una muestra aleatoria de tamafio n; de una poblacién normal con
media g, y varianza o? y calculamos la cuasivarianza muestral S?, entonces
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el estadistico
(n1 —1)8%/0?

se distribuye segiin una chi-cuadrado con n; — 1 grados de libertad.
Si tenemos otra muestra aleatoria independiente de la anterior de tamafio

ny de otra poblacién normal con media py y varianza o3 y calculamos la
cuasivarianza muestral S2, entonces el estadistico

(ng — 1)S3 /03

se distribuye segiin una chi-cuadrado con ng — 1 grados de libertad.

Si dividimos dos distribuciones chi-cuadrado, cada una de ellas dividida
por sus respectivos grados de libertad obtenemos una F de Snedecor. Por
tanto,

ot
S%/U% ~ L'ny—-1ng-1 -
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de donde . .
(1—p)2$i~p21—xi=0
i=1 i=1

de donde despejando, obtenemos que

1 n
S
ni

Es decir, en este caso coinciden los estimadores hallados por el método de
los momentos y por el método de maxima verosimilitud.

Problema 5.2

Se sospecha que una moneda estd trucada. Para comprobarlo se
lanzé 1000 veces, obteniéndose que salieron 615 caras. Hallar el
estimador de méaxima verosimilitud de la probabilidad de sacar
cara.

El lanzamiento de una moneda es un experimento aleatorio de Bernouilli
siendo la probabilidad de salir cara p. En este caso, al estar la moneda
trucada, desconocemos el valor de p. Si repetimos el lanzamiento de la
moneda 1000 veces, tenemos una muestra (i, s ...T1900) obtenido a partir
de la poblacién. Cada uno de los z; valdrd 1 si en ese lanzamiento se obtuvo
cara y 0 en caso contrario. No sabemos el valor concreto de cada uno de los
z;, pero si sabemos que su suma da 615.

Aplicando el problema anterior, el estimador de maxima verosimilitud
de p sera:

1 n
pP= Eizzlﬂ%

que en nuestro caso vale 0,615. Por tanto, el valor de p que hace maés
verosimil la obtencién de ese resultado es p = 0,615.

Problema 5.3 § _—

Encontrar el estimador del parametro A de una Poisson por el
método de los momentos y por el método de maxima verosimili-
tud.

Si tenemos una muestra (z;, zs ... ) una muestra aleatoria simple obtenido
a partir de la poblacién, el método de los momentos consiste en igualar los
momentos de la muestra con los momentos de la poblacién.
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En este caso, la media de la poblacién es A. Igualando a la media de la

muestra obtenemos que
1 n
- ¥
n =1

Para hallar el estimador por el método de maxima verosimilitud, hallamos
la funcién de verosimilitud:

L(X;)\) = HP( =z A H

operando obtenemos

Do T
A
LX;M)=-", e ™A

]
1=1

tomando logaritmos

log[L(X;\)] = —nA+ Y z;log(A) — zog[H z;!]

1=1

derivando respecto a A e igualando a 0 obtenemos:

1 n
—n+X§:L',;=O

de donde despejando, obtenemos que

SI'—‘

Es decir, en este caso coinciden los estimadores hallados por el método de
los momentos y por el método de méaxima verosimilitud.

Problema 5.4

Encontrar el estimador del parametro y de una Normal de desvia-
cion tipica conocida igual a o, por el método de los momentos y
por el método de maxima verosimilitud.

Si tenemos una muestra (z1,Z; . .. Z,) una muestra aleatoria simple obtenido



|

oV2n

:In - Z?=1
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Problema 5.5

Un proceso de manufactura produce fibras de distintas longitudes.
Se supone que la longitud X de una fibra es una variable aleatoria
continua con funcién de densidad

2) - e~ (A?)
Iz) = % si z>0 ., A>0

0 en otro caso
Supongamos que se escogen al azar n fibras y se miden sus longi-

tudes, r1,22,...,Zn.

(a) Calcular el estimador de maxima verosimilitud para el
parametro A.

n
(b) Demostrar que el estadistico T = fo es un estadistico
=1
suficiente para A.

(a) Para calcular el estimador por el método de la méxima verosimilitud,
hallamos la funcién de verosimilitud:

L1,z yznA) = [[Fl@50) =

(72/\)11 e~ Mattzit. +al)

2, .2, .2
x’l $2 LRI l‘n

Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos
In L(z1,Z2,...,Zn; A) =n - In(2X) — )\(azl + x5 + - 22 Inz;.

Derivando con respecto a A e igualando a cero tenemos

JdlnL
5)

n
X—(x%+m%+.‘.+x%)=0.

Y despejando

n 2 2
X:($1+$%+"‘+xn)'



n

L S
o4z +.. + 12



Problemas Resueltos 313

Para una muestra aleatoria de tamano n, la funcién de verosimilitud es:

n
L('z.lax?a---:l‘n;a) = Hf(l‘i;a) =
=1

_ L aiey
87

| —

el—z2/a) . —zn/a) _

Qir
Q

1 _Z:’=l :v,-/a

Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos
1 n
In L(zy,z2,...,2n;a) = —nlna — = ;ml

Buscamos el miximo de la funcién de verosimilitud. Derivamos una vez
con respecto a ¢ e igualamos a cero, y comprobamos que para ese valor, la
segunda derivada es menor que cero.

olnL n 1 &
o = ot =0

Y despejando
n
-n-o+ Z z; =0

=1

Y el estimador de maxima verosimilitud para « es

Si comprobamos que efectivamente es un méximo calculando la segunda
derivada y evaluando en a = & tenemos:

oInL n 1 &
P T a @

i=1

821InL n3 ons

802 |, (Thim)? (T m)?

<0 Vne€eN.

Luego el estimador méaximo verosimil de o es la media muestral.
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Problema 5.7 L

Se preparé un programa de ordenador para elegir niimeros al azar
distribuidos segin una Poisson de pardametro ), pero se ha perdido
la informacién sobre el valor de A. Su ejecucién en 10 ocasiones
dié los siguientes resultados:

6 34 56 63 64 53 54 5 52 5,5

(a) Determinar una estimacién del pardametro A de la Pois-
son.

(b) ,Es esta estimacién insesgada?

(a) La estimacién del pardmetro de una Poisson puede hacerse a través
del estimador de méxima verosimilitud, que como ya hemos visto en otro
ejercicio anteriormente coincidia con la estimacién por el método de los
momentos. Se obtenia

Esto es, la estimacién del parametro de la Poisson es la media muestral.

10
En nuestro caso como Zm, = 49, tenemos que A = 4,9.
i=1

(b) Para comprobar si un estimador es centrado o insesgado debe verificarse
EN\ =\
Esto es: .
E[X] = [ Em,]z%;E[xi]=nT.)\=)\

Luego A = X es un estimador insesgado para A.

Problema 5.8

En un estudio de supervivencia se considera una variable aleatoria
con funcién de densidad:

f(x)z{g-x-e(_””z/“) si >0 , a>0

0 en otro caso
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(a) Calcular el estimador de méxima verosimilitud del para-
metro a.

(b) Con la siguiente muestra de tamano 10, calcular la esti-

macion de la mediana.

1,77 1,98 2,50 1,15 2,93
444 1,98 1,47 1,53 5,24

(a) Para una muestra aleatoria de tamano n, la funcién de verosimilitud es:

L(QZ‘l,iL’Q,...,.’L'n;(I) = Hf(xua):

Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos

n 1 n
InL(z1,z9,...,2n;a) =nln2 —nlna—i—Zlnwi — —fo
=1 1=1

Buscamos el maximo de la funcién de verosimilitud. Derivamos una vez con
respecto al pardmetro a e igualamos a cero, y comprobamos que para ese
valor, la segunda derivada es negativa.

olnL n 1 o 5
da __E-Fﬁzxi_o'

i=1

Y despejando
n
-n-a-+ Zw? =0
i=1

Y el estimador de méaxima verosimilitud para el parametro a es

a= lzn:mz
n="
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Comprobamos que efectivamente es un maximo calculando la segunda deri-
vada y evaluando en a = a tenemos:

0?InL n? 2n3
—| = - =5, <0 VYneN.
Oa? F3 ( i=1 .’522)2 ( ?:1 1’22)2
Luego el estimador méximo verosimil de a es el momento muestral de orden
2 con respecto al origen.

(b) Si utilizamos el estimador del parametro a del apartado anterior, tene-

mos:
78,8041

:].O > a =
n e 10

= 7,88041.
Por lo que la funcién de densidad de X queda

2 2
[ o o(—32/7,88041)
f(x;&)=1 788041 © € s 220

0 fuera

Tenemos que encontrar el valor de la mediana Me estimado por esta muestra

tal que
Me +00 1
flz;a) dz = flzya)dz = =.
0 Me 2

/ Mef(a:-a)dm = / 2 Cg - eTT/T88040) g
0 ’ ’ o 7,88041

72

78804 ¢

2r
7.88041 du = dt

/Me2 /7,88041
0

_ Me? /7,88041
e tdt= —et o =

- 11— e—Me2/7,88041

Y como esta integral tiene que valer 1/2, tenemos

—_Me2
1 —e 7,88041 — _— ——

2
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1 _ s
=€’ ey
Me?
—In2=—
n 7. 88041

Me® = 7,88041 - In2 =~ 5,462284  — Me = +. 5,462284

Y la estimacion de la mediana es:

Me =2,337153  pues z > 0.

Problema 5.9  _

Sea Y1,Y,,...,Y, una muestra aleatoria en la funciéon de densidad:
@+ si o 0<y<l , 6>-1
fy:0) = { 0 fuera

(a) Obtener un estimador para 6 por el método de los mo-
mentos.

(b) Obtener asimismo el estimador de méxima verosimilitud
para . Comparar el resultado con el estimador obtenido
por el método de los momentos.

(a) Para obtener el estimador del pardmetro € por el método de los momen-
tos, debemos igualar los dos primeros momentos, el primer momento de la
muestra (media muestral Y) con el primer momento poblacional (la media
1)

Si calculamos la media E[Y] tenemos:

u = E[Y]

+o0

/_ooy-f(y)dy=

= /1(9+1)-y0“dy=
0

= (¢9+1)/01y““rl dy =

y"“}l 041 [y"”]l _

— [ -
(0+1) 6+2|, " 6+2 0
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@+1)
@+2)

Si ahora igualamos los dos primeros momentos obtenemos:

g0+
(6 +2)

= (#+2) Y =0+1 =0-YV+2Y=0+1
con lo que i

Oy — 1) =1-2Y
Por tanto el estimador del pardmetro 8 por el método de los momentos es

- 1-2Y 1
= —= = — — 2.
Y -1 1-V

(b) Si calculamos el estimador de méxima verosimilitud del pardmetro
tenemos que para una muestra aleatoria de tamano n, la funcién de verosi-
militud es:

L(ylvaa--',yn;()) - Hf(yha) =
=1

M

= JJeo+1) 4 =

=1

6+1)n'<y1'92'-~-'yn)0'

—

Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos
InL{y1,y2,---,yn;0) =nln(@ + 1) + GZlnyl

Buscamos el méximo de la funcién de verosimilitud. Derivamos una vez con
respecto al parametro 6 e igualamos a cero, y comprobamos que para ese
valor, la segunda derivada cs negativa.

alnL n
0 0+1 +Z]“"‘”_O
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Y despejando

n
-n
___1=Zlnyi =0+1=

}: Iny;

Y el estimador de maxima verosimilitud para el pardmetro 8 es

I

> Iny;

=1

Comprobamos que efectivamente es un maximo calculando la segunda deri-
vada y evaluando en 6 = 6, y en efecto es menor que cero.

Podemos comprobar que los dos métodos de estimacién nos proporcionan
estimaciones diferentes del parametro 6, pues 0 # 6.

Problema 5.10 ] o

Si una variable aleatoria tiene por funcion de denSIdad

2a (3a=1) .
. l—a 0 < < 1
f(ac;a)—{l—ax s1 <z< , a>0
0 fuera
(a) Hallar el estimador del pardmetro a por el método de
maxima verosimilitud en muestras aleatorias simples de
tamano n.

(b) Comparar este estimador con el obtenido por el método
de los momentos.

(a) Para una muestra aleatoria de tamafo n, la funcién de verosimilitud es:

L(zy,z2,.. .,Tn;a) = Hf(gji;a) =
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Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos

3a—1
InL{z1,29,...,Zp;a) =nln2+nlna—nln(l —a) + = E__:lnxi.

Buscamos el maximo de la funcién de verosimilitud. Derivamos una vez con
respecto al parametro a e igualamos a cero, y comprobamos que para ese
valor, la segunda derivada es negativa.

OolnL n n 2 2

= — = ) Inz; =0.
da a+1—a+(1—a)2 :;nxl

Y despejando

(1—a)? -;lnmi T Ta(l-a)

n n
T 1
) Inz; = = n=-2a- E inz; + na.
— a “
=1 =1
Y el estimador de maxima verosimilitud para el pardmetro a es

a—n

- T
a=—

n
n— 22 Inzx;
1=1

Comprobamos que efectivamente es un maximo calculando la segunda deri-
vada y evaluando en a = @ tenemos que tiene signo negativo.

(b) Para calcular el estimador del parametro a por el método de los momen-
tos, igualamos los dos primeros momentos.

Si calculamos la media de la variable X tenemos:

p=EX] = /Olw-f(x;a) do =

/1 2a 3a= 1)
0 = 1

_ [ 1]1=

1—a[a+1 ’
2a l—a_ 2a
l-a a+1 a+1

I
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Y al igualar el momento de la distribucién p con el primer momento de la
muestra Z obtenemos

_ 2a* _
X =2 =  (1+a")X =2d"
a*+1

y el estimador del pardmetro a por el método de los momentos es

. X
= o

2-X°
Y como podemos comprobar no coinciden ambos estimadores a # a*.

Problema 5.11

Estimese la esperanza matematica de la distribucién X que tiene
por funcién de densidad

12

~( = .

F(z;0) = ﬁ-xQ-e( ) si z>0 , a>0
0 fuera

mediante la muestra aleatoria simple de tamaifio 10

5,141 4,801 3,220 6,009 6,168
6,402 2,490 2,205 5,488 3,746

Nota: Obtener el estimador de maxima verosimilitud del pardme-
tro a.

Para una muestra aleatoria de tamano n, la funcién de verosimilitud es:

n

L(z1, 7, 2p50) = [[flzsa) =

i=1

z2
ot )
N z‘=1a3ﬁ e B

4n n _Zz?/GQ
— . 2
- a3n_7rn/2H"El €
=1

Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos

n - 1 &
InL(z1,%2,...,%n;a) =nlnd —3nlna - 3 Inm+ 22 Inz; — ;—Q-wa
=1

= =1
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Buscamos el maximo de la funcién de verosimilitud. Derivamos una vez con
respecto al parametro a e igualamos a cero, y comprobamos que para ese
valor, la segunda derivada es negativa.

OlnL In 2
da = @ " G3Zx

2=0.

3
=1

Y despejando

E;’lm

2 & 3In L

Y el estimador de maxima verosimilitud para el parametro a es

P
. 2
a= —)Y .
3nz :
=1
El signo negativo de la raiz no lo tenemos en cuenta pues al ser el parametro

a mayor que cero, su estimador también ha de serlo.

Comprobamos que efectivamente es un méaximo calculando la segunda
derivada y evaluando en a = & tenemos que tiene signo negativo.

En nuestro caso como n = 10, tenemos que a = 3,917, y sustituyendo el
valor estimado de a en la funcién de densidad tenemos:

f(z) = 0,03755 - g2 - ¢ 0065182% g 5 0,

Si calculamos la media de la variable aleatoria X obtenemos:

/+OO:1:- 1 -x2-e~(§> dz =
0

= 4 . +00$_3.67(f;) dr =

E[X]

z? 1
= {hacemos el cambio % =t ;dzr= iat_l/2 dt » =
a

400 1
[ i et
o

+0o

-/o+oot-e—tdt: \27(; [—(t+1)e‘t]0 =
0+ =

SIF SlE -

2a
VT
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2a

NZs

Y por tanto como la media de la distribucién X vale E[X] = obte-

nemos como estimacion de la esperanza matematica
—— 2a  2-3917

BlX] = —= == =442

Problema 5.12

El tiempo de espera en cola de un supermercado es una variable
aleatoria X con funciéon de densidad:

si >0 , a>0
en otro caso

Se necesita conocer el percentil 10 de la variable. La funcién de
densidad depende de una pardmetro g, cuya estimacion se realiza
por el método de la mdaxima verosimilitud. Para obtener una
estimacion del pardmetro ¢ se ha tomado una muestra aleatoria
de tamano ocho

1,3 2,4 25 1,1 31 22 1,9 14

(a) Calcular el estimador maximo verosimil del parametro
a.

(b) Calcular la estimaci6n del percentil 10 de la distribucién.

(a) Para una muestra aleatoria de tamano n, la funcién de verosimilitud es:

L(zy,22,...,2p;a) = Hf(mi;a)::
i=1
_ Hi-z,--é-z?/a):
9
= aﬁ'Hwi'e i=1 .

=1

Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos

InL(zy,z9,...,2p;a) = 2nlna + glnxi - E;m’



<0
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Tenemos que encontrar el valor del percentil 10 estimado por esta muestra

tal que
Pio ) d 1 +00 2\ d 9
| @@ =g5 /P £(@) do = 1.
P P101 -
/mf(:r,;d)da: = / TZ-x-e(_zz/“)dm=
0 0 a
72
%
— a —_
1 ~2:'7—;d:1:=dt
a
1 Pro _t _1F10
— 1 -Pyo
= g5 el

Y como esta integral tiene que valer 1/10, tenemos

1 b 1 & p
~ - 0] — — a_ 4 _ 10
5% [1—e™10] 10 — : l1—e
- a a
BPIOZ].-‘E — —Pw=hl[1-gj|
2,183125
Po=—In [1 — T:I Py =-— 1n[0,563375]

Y la estimacion del percentil 10 vale

Py = 0,5738.

Problema 5.13

Calcular un estimador para el parametro p de una distribucién
geométrica por el método de los momentos y por el método de la
maxima verosimilitud.

Por el método de los momentos se obtiene que para una muestra el primer
momento muestral es la media X, que habrd que igualarlo con la media

poblacional, que vale E[X] = % Si igualamos ambos momentos tendremos:
1-p

T:X —1-p=p-X pX+1)=1
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Y por tanto el estimador de p por el método de los momentos es

1

P=1+%

Y por el método de la maxima verosimilitud se obtiene como estimador del
pardmetro p el mismo que se obtiene por el método de los momentos pues
si construimos la funcidn de verosimilitud

n
S

L(zy,70,...,Tn;p) = p"(1—p)i=l =

Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos

n
In L(z1,2z2,...,Zn;p) = nlnp-l—in -In(1 — p).

i=1

Buscamos el maximo de la funcién de verosimilitud. Derivamos una vez con
respecto al pardmetro p e igualamos a cero, y comprobamos que para ese
valor, la segunda derivada es negativa.

OlnL

Y despejando

n 1 —
- =—5N"z;, = n—-mp=p-)

1=1 i=1

n n
n=p-Zwi+np = p(2$i+n):n

i=1 =1

dividiendo entre n: n
1
p(=> zi+1)=1
n’i:l

Y el estimador de méxima verosimilitud para el pardmetro p es

.1
S TN

Comprobamos que efectivamente es un méaximo calculando la segunda deri-
vada y evaluando en p = p. Luego coinciden los dos estimadores obtenidos.
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Problema 5.14 _ o

Se considera una poblacién representada por la variable X, con
funcién de densidad definida por

f(x'a):{g(oé?;x) si 0<z<¥

0 fuera

(a) Hallar el estimador del pardmetro 8 por el método de los
momentos.

(b) ;Es insesgado?

(a)Para calcular el estimador del pardmetro 8 por el método de los momentos
debemos igualar el primer momento de la variable X, (la media ), con el
primer momento de la muestra (media muestral X).

Para lo que calculamos la media de la variable X, que vale

o 2(0-1x) 2 [922 3]

B = e dm:ﬁ{?'?} -
0

2 (63 @63 1 1 1 )

= 92[7‘3]—29[5‘5]—2"'6—5

Y el estimador del parametro € por el método de los momentos vale

=X #=3.-X.

Wl ™

(b) Para comprobar si el estimador del pardmetro § obtenido por el método
de los momentos es centrado o insesgado, debemos comprobar si se verifica

E[6] = 0.

Y efectivamente, si calculamos la media del estimador obtenemos:

Elf] = EB3-X]=3-E[X]=3- El ZX]:%E[f:Xilz

_ 3 EX)=3-BX]=3-2—0
o

w
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Y por tanto, como el valor esperado del estimador coincide con el valor del
parametro @, el estimador obtenido es centrado.

Problema 5.15

Sea una poblacién definida por la funcién de densidad

(511 zr>1 , 6>0.

D=

f(z;0) =

(a) Obtener el estimador de méxima verosimilitud del para-
metro 6.

(b) Estudiar las propiedades de consistencia e insesgadez del
estimador.

(a) Para calcular el estimador por el método de la maxima verosimilitud,
hallamos la funcién de verosimilitud:

n
1 (L
L@, oz, oni6) = [[fl@ad) = g (or-oo2a) @00,

i=1
Y tomando logaritmos y efectuando las operaciones obtenemos
1 n
InL yee s Zp;@)=—n-Inf— (= +1}-> Inz;.
nL(xy,zg Zn; 0) n-ln <9+ ) i;nml

Derivando con respecto a 8 e igualando a cero tenemos

OlnL —-n 1 &
0 _T+0—2-;lnxi~0.

Y despejando

n
—n-0+Zlnazi =0.
i=1

Y el estimador de maxima verosimilitud para 6 es

- 12":
0=— Inz;.
i3
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Efectivamente es un maximo, pues la segunda derivada evaluada para 6 = 0
tiene signo negativo.

(b) Si estudiamos la insesgadez y consistencia del estimador tenemos:

E’[é] = K [;11— Xn:lna:i] = %E [Zn: lnazi] = ;l;iE[lnmz] —
i=1 i=1 i=1

+00
= E[hhX]= %/ Ing -z (6% dz =
1

z -1/6
+00 +oo
= 0+1[e/ lgc—l/"dgc]=/ = (5-1) gg =
/] 1 T 1
—-1/8 +00
N '
[_1/9]1

Luego el estimador obtenido por el método de los momentos es insesgado.

Si queremos estudiar la consistencia tendremos que ver que
Sin—>o00 = Var[f] =0

Si calculamos la varianza del estimador tenemos que

Va?“[é] = %Var [zn: lnxi] = lVar[lnX] _
i=1 n
- % {Elm X)%) - (B[ x))?} = %[292 =
92 '
T

Y por tanto si n — oo entonces Var[f] — 0y el estimador es consistente.

Nota: (Puede comprobarse que E[(In X)2] = 26%. Para ello habria que hacer
una integral por partes analoga a la anterior).

Problema 5.16

Calcular las probabilidades siguientes, que corresponden a la dis-
tribucién x? de Pearson con los grados de libertad indicados entre
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paréntesis:
P[x%(10) > 7,267) y P[x2(21) > 30]

X%,35(23) Yy P[x%(61) > 24, 5)

Los valores x%, y X3, representan aqui las variables aleatorias Chi-cuadrado
de Pearson con grados de libertad respectivamente 10 y 21. La disposicién
de la tabla de percentiles de la x? se debe a que habitualmente se usa para
determinar abscisas asociadas con probabilidades dadas. Asi, la abscisa
X4,95(15), es decir, el punto de la distribucién Chi-cuadrado con 15 grados
de libertad deja un 4rea a la izquierda de 0,95 (o equivalentemente, una cola
a la derecha de 0,05) vale

X5 05(15) = 24,9958

Asi, directamente de las tablas y por interpolacién se obtienen las probabi-
lidades que nos han pedido

Pi3, >7267=0,7 'y  Plx} > 30] =0,091988

Al igual que antes, por interpolacion se pueden calcular abscisas asociadas
a probabilidades intermedias. Por ejemplo

X5 85(23) = 30

que significa que P[x2; < 30] = 0,85.

Obsérvese que en la tabla sélo aparecen valores de la x2 hasta n = 50
grados de libertad. La razdén es que para valores mayores la distribucién se
aproxima a una normal; concretamente,

V2x2 =~ N(v2n-1,1)

Esta aproximacién permite calcular probabilidades (y buscar abscisas para
grados de libertad mayores que 40. Por ejemplo:

Px2, > 24,5] =P{ 2x2, > V/‘2-24,5} =P{\/2X§1 > 7}
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usando la aproximacién anterior y tipificando, tendremos que la probabilidad
pedida serd aproximadamente igual a

PlZ>T7—-\2-61—-1]=P[Z>7-11]= P[Z > ~4] = P[Z < 4]

donde Z ~ N(0,1) y P[Z < 4] se obtiene de la tabla de la distribucién
normal. Podemos, por tanto, concluir que

P[x2, > 24,5] = P[Z < 4] = 0,99997.

El valor obtenido haciendo uso del programa Statgraphics es 0,99999189.
Como se puede ver, la aproximacién es bastante buena.

Problema 5.17

De una poblacién normal N(u;o0) con o conocida, se obtiene una
muestra de tamano 4. Se consideran los siguientes estimadores del
parametro poblacional u.

- 1 +1 +1
= = —~ -
H1 2 1 9 2 1 3
- 1 +1 +1 +1
oy —"L‘ -—m _./L' —_
H2 3 1 6 2 3 3 6274
5 1 1 1 1
M3 = =Ti1+ -2+ 23+ T4

4 4 4 4

(a) Comprobar si los estimadores dados son insesgados o no
lo son. En caso de no ser insesgados, calcular su sesgo.

(b) Calcular la varianza de los estimadores, e indicar cuil es
el que tiene menor varianza.

(a) Si estudiamos la insesgadez del primer estimador obtenemos:

. 1 1 1
E[p,l] = F §x1+§x2+113 =
1 1 1 1 1 1
- ZE _E - = u4 Spu4 cu=
5 Blen] + 5 Elze] + J Blas) = gu+ gp+ qu
— Ll
= p+ 1

Luego el estimador i) es sesgado, con sesgo %
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Ahora estudiamos la insesgadez del segundo estimador, y tenemos:
1 1 1 1
Eli,;] = = - = - =
[12] B|3zi+ oo+ 333+ 57
1 1 1 1

+ — _— - =
gt gkt gpt o

1 1 1 1
el —-F - - =
3E[:L‘1] + [5172] + 3E{(L'3] + 6E[(E4] 6 6

6
= /_L_
Luego el estimador s es insesgado.

Para estudiar la insesgadez del estimador yi3 calculamos:

- 1 1 1 1
E[,u;;] = F Zzl + Z:I:g + 11123 + Zu =

1 1 1 1 1 1 1 1
= - - -E -E =- . - T
4E[z1]+4E[$2]+4 [ar::<x]+4 [z4] g gu gt e
= #'
Luego el estimador g3 es insesgado. Este estimador es precisamente la media
muestral.

(b) Si calculamos la varianza de los tres estimadores tenemos:

2 2 4

(%)2 Var[z;] + (%)2 Var[zz] + <%)2 Var(zs] =

1 1
= 40 +4a +160

9
= —0'27

16

1 1 1
Var[;Il] = Var ,:-—171 + —xz9 + —233] =

ya que la varianza poblacional es o2

La varianza del estimador > es

1 1 1 1
Var[iga] = Var [5331 + 6332 + §x3 + 63:4] =

1\? 1\? 1\? 1)2
= (—) Var[z1] + (—) Var[zz] + <~) Var[z3] + (—) Var{z4]
3 6 3 6
tenemos por tanto:
1, 1 5 10 4 5

- 1, _ -
Var[ps] = g +36cr +90 +360 =367 = 15°
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Andlogamente, la varianza del estimador i3 vale

1 24 4 142 4 o o
(Z) Var[z,] + (Z) Var[zs)] + <Z> Var[zs] + (Z) Var[z4]

de donde obtenenos

1 1 1 1
Var[yi3] = Var [—ml 4+ —xo+ —x3+ —m4] =

1 1 1 1 1
-1 2 2 2 2_ 1,2
Var|4is3] T6° + 60 + T + 67 = 1°

Se verifica . 5 9
2 2 2

—_ < — —_
17 “B7 <167

y por tanto el estimador que tiene menor varianza es la media muestral g3,
que ademds es centrado o insesgado.
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Las medidas de pesos de una muestra de jamones, en kilos, fueron los
siguientes:
83 10,6 97 88 10,2 94

Determinar estimadores insesgados y eficientes de (a) la media de la
poblacién y (b) la varianza de la poblacién. (¢) Comparar la desviacion
tipica muestral con la desviacién tipica de la poblacién estimada.

De acuerdo con la teoria genética, en una poblacion amplia los tipos de
sangre MM, NM y NN se deberian encontrar con frecuencias relativas
62,26(1-0) y (1—6)?, donde 6 es la frecuencia desconocida de un gen.

(a) Supongamos que en una muestra aleatoria de tamano n de la
poblacion encontramos xp,z2,rs de cada uno de los tres tipos.
Hallar una expresion de 6.

(b} Si en una muestra de tamaiio 100, las frecuencias observadas fue-
ron 32, 46 y 22. Hallar 6 y las frecuencias esperadas de los tres
tipos de sangre proporcionadas por el modelo.

. Una muestra de 10 tubos de televisién producidos por una compaiiia

electronica, dieron una duracién media de 1200 horas y una desviacion
tipica S = 100 horas. Estimar (a) la media y (b) la desviacion tipica
de la poblacién de todos los tubos de televisién producidos por esa
compaifia.

(a) Hacer el problema anterior si se obtienen los mismos resultados
para muestras de 30, 50 y 100 tubos de televisién. (b) ;Qué se pue-
de deducir de la relacién entre las desviaciones tipicas muestrales y
las estimaciones de las desviaciones tipicas de la poblacién para los
diferentes tamanos muestrales?

. 81 X1, Xs,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacién distri-

buida normalmente de la cual se desconoce la media y se conoce la
varianza. Hallar el estimador de méaxima verosimilitud de la media.

Si en el problema anterior se conoce la media pero se desconoce la
varianza. hallar el estimador médximo verosimil de la varianza.

Si Xy, X5,..., X, es una muestra aleatoria de una poblacion distribui-
da segin una Poisson con parametro A desconocido. Hallar el estima-
dor de maxima verosimilitud para A.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Si se toma una muestra aleatoria de tamano n de una poblacién que
tiene una funcién de densidad dada por:

o k+D)-2F s 0<2z <1
flaik) = { 0 en el resto

Calcular el estimador de maxima verosimilitud del pardmetro k.

Una poblacién tiene una funcién de densidad dada por f(z;«a). Si
se toman 7 observaciones zi,zg,---,Z, de esta poblacién, hallar el
estimador de méxima verosimilitud de «.

flzia) = 2a/a/mz2e %" si —oco <z < 00

Demuéstrese que X es un estadistico suficiente e insesgado para la
media de una distribucién de Poisson con pardmetro A.

Sean X1, X5, -+, X, variables independientes distribuidas uniforme-
mente en el intervalo (—#,6). Obténgase un estadistico suficiente para
el pardmetro 6.

Cierto componente electronico puede fallar instantaneamente en cual-
quier momento. Sin embargo, los componentes no se deterioran con la
edad, y por tanto la posibilidad de que se averie en un periodo determi-
nado no depende de su edad. El tiempo de vida de un componente de
este tipo sigue una distribucién exponencial, con funcién de densidad

si >0
fuera

donde @ es el tiempo de vida esperado del componente. Se observan
diez componentes independientemente. Sus tiempos de vida, ajustados
a dias enteros, son

70 11 66 5 20 4 35 40 29 8.
. Qué valor de 0 es viable a la luz de los datos?

Un proceso de fabricacion produce fibras de distintas longitudes. La
longitud de una fibra es una variable continua con funcién de densidad

6 2ze % si x>0

f(z:6) = { 0 fuera
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18.

19.

20.
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donde 6 > 0 es un pardmetro desconocido. Supongamos que se se-
leccionan n fibras aleatoriamente y tienen longitudas x1,z9, -, z,.
Hallar el EMV de 6.

Un proceso de manufactura produce fibras de distintas longitudes. Se
supone que la longitud X de una fibra es una variable continua con
funcién de densidad

f(z32) = 2z 2e 2 s >0

’ 0 fuera
donde A > 0. Supongamos que se escogen al azar n fibras y se miden
sus longitudes, =1, %, -+, %,. Demostrar que el estadistico T = 3" z2

es un estadistico suficiente para .

Se sabe que un programa infectado por un virus informatico a veces
borra los ficheros del sistema. Si el virus tiene una probabilidad cons-
tante de realizar el borrado, independientemente del niimero de veces
que se haya ejecutado antes, el nimero de ejecuciones que se necesitan
para borrar los ficheros sigue una distribucién geométrica:

p(z;0) =0°"1(1—-6) para z=1,2,3,...
El resultado de ejecutar el programa en 200 ordenadores de prueba fue

el siguiente:

_Numero de ejecuciones necesitadas | 1 2 3 >4 Total
Nimero de ordenadores 112 36 22 30 | 200

Hallar el estimador de méxima verosimilitud de 6 y calcular la fre-
cuencias esperadas.

La funcién de densidad de una distribucién exponencial con periodo
de garantia c es

de 2z i oz >¢
0 fuera

f(x;/\70)={

Hallar e] EMV de A y ¢ basadas en observaciones independientes,
T1,Z9,"*, Ty, de esta distribucidn.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27

Se supone que el consumo por minuto de ciertos equipos sigue una
distribucién normal con una desviacién tipica de 12,7 w. Si se elijen
10 equipos al azar, calcular la probabilidad de que la media de esa
muestra difiera de la poblacional en més de 4,4 w.

Si en el ejemplo anterior no se hubiera conocido la varianza poblacional
y la muestra tuviera como desviacién tipica muestral S = 12 w, calcular
la. probabilidad de que la media muestral difiera de la poblacional en
mas de 4,4 w.

Con objeto de estimar el tiempo medio de ejecucién de un algoritmo
frente a un problema con diversos datos, se realizaron 100 pruebas,
de las que se obtuvo una desviacién tipica muestral de 15 segundos.
Calcular la probabilidad de que la media muestral difiera de la media
poblacional en mas de 3 segundos.

Se quiere estimar la proporcién de circuitos impresos defectuosos pro-
ducidos por cierto procedimiento. Una vez probados 150 de ellos, 25
fueron defectuosos. Calcular el estimador de maxima verosimilitud de
p. ;Cudl es la probabilidad de haber subestimado la proporcién de
defectuosos en mas de un 5%7?

En un recuento de errores cometidos por una empresa de grabacién de
datos, se han examinado 10 registros elegidos al azar. Si se supone que
el ntmero de errores por registro tiene distribucién normal. Calcular la
probabilidad de que la cuasivarianza muestral sobreestime a la varianza
poblacional en més de un tercio de su valor.

Se supone que las cotizaciones de un cierto valor bursatil en dos bolsas
del pais tienen distribuciéon normal. Se observaron las cotizaciones
durante n; = 10 y ny = 12 dias elegidos al azar, en cada una de ellas
respectivamente, y se obtuvieron como cuasivarianzas muestrales los
valores S? = 955 y S2 = 415,2. Si las varianzas poblacionales fuesen
en realidad iguales, jqué probabilidad habria de haber observado un
desequilibrio entre las cuasivarianzas superior al obtenido?

Con objeto de estudiar si existe diferencia en la duracién de dos com-
ponentes electrénicos antes de fallar, se tomé una muestra aleatoria
simple de cada una de ellos. Los resultados en horas de funcionamien-
to, fueron los siguientes:

=65 , X1=75 , S}=225
no=35 , Xo=79 , S2=19
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28.

29.

30.

31.

32.

Fundamentos de la Inferencia Estadistica. Estimacion.

Calcular la probabilidad de que la diferencia de medias muestrales
estime la diferencia de medias poblacionales con un error mayor de 2
horas.

Se trata de averiguar si existe diferencia entre los rendimientos de dos
compiladores de cierto lenguaje.

Con este propdsito se compilaron n; = 10 programas de caracteristicas
estandar, elegidos al azar, con el primer compilador y otros ng = 10, de
caracteristicas similares, con el segundo. Las cuasivarianzas muestrales
de los tiempos de compilacién fueron S7 = 45 y S2 = 43 segundos al
cuadrado, respectivamente.

Se supone que el tiempo de compilacién de un programa elegido al
azar se distribuye en ambos casos con distribucién normal. Calcular
la probabilidad de que la diferencia de las medias muestrales estime la
diferencia de medias poblacionales con un error mayor de 2 segundos.

Se disefia un cierto procesador con objeto de que haga, en media, mas
de 10 millones de operaciones aritméticas por segundo. El nimero de
operaciones realizadas en un segundo se supone que tiene distribucién
normal con desviacién tipica 0,8 millones. jDurante cudntos segundos
debe probarse el procesador para que el nimero medio de operaciones
aritméticas por segundo observadas difiera del valor medio real en
menos de 0,3 millones de operaciones con probabilidad 0,957

X toma los valores 1 6 0 con probabilidades p y 1 — p respectivamente.
Si se observa una muestra aleatoria de tamano n, calcular el estimador
de méxima verosimilitud de p.

Se preparé un programa de ordenador para elegir nimeros al azar
entre 0 y 6, pero se ha perdido la informacién sobre el valor de 4. Su
ejecucién en 10 ocasiones dié los siguientes resultados:

23 74 02 1,2 34 4,6 V2 57 6 5
Determinar una estimacién de 6.

Con objeto de comparar el rendimiento de los alumnos de dos escue-
las, se sometié a 10 de cada una de ellas a un determinado test. Las
puntuaciones obtenidas dieron cuasivarianzas $? = 9 y S5 = 8 respec-
tivamente.

Suponiendo que, en ambos casos, las puntuaciones tienen distribu-
cién normal con varianzas distintas, calcular la probabilidad de que la
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33.

diferencia de medias muestrales estime la diferencia de medias pobla-
cionales con un error mayor de 4 puntos.

Para probar la eficiencia de un coprocesador se ha medido el ahorro de
tiempo en la ejecucion de 30 programas, antes y después de instalarlo
en un equipo. Sise admite que el ahorro sigue una distribucién normal,
determinar la probabilidad de que la cuasivarianza muestral subestime
la varianza poblacional con un error superior a un 10% de ésta.






Unidad Tematica VI

Intervalos de Confianza y
Contraste de Hipotesis.






Resumen Tedrico

6.1 Tipos de estimacion

Distinguiremos dos tipos de estimacién:

puntual.- En la estimacién puntual damos un solo punto como valor esti-
mado del pardmetro. Este punto serd el valor que tome el estimador
en la muestra seleccionada.

por intervalos.- En la estimacién por intervalos no daremos un solo punto,
sino un intervalo, pudiendo afirmar que el valor real del pardmetro
pertenece a dicho intervalo con una determinada probabilidad.

En el tema anterior hemos estudiado la estimacién puntual y en este
nos dedicaremos a ver la estimacién por intervalos. La estimacién puntual
es mas simple, pero también mdas inexacta. La estimacién por intervalos
presenta la ventaja de que es posible cuantificar los errores. El intervalo
en el que se afirma que se encuentra el parametro se denomina intervalo de
confianza. La probabilidad de que el pardmetro pertenezca a dicho intervalo
se denomina grado de confianza y se suele representar como 1 — a.

Para determinar el intervalo de confianza, utilizaremos los estadisticos
ya vistos en el tema anterior de los que conocemos su distribucién, y a
continuacién determinaremos una regién que contenga al estadistico con
probabilidad 1—«, de modo que deje a cada lado una regién con probabilidad
a/2.

Veamos a continuacién un resumen de los estadisticos descritos en el
tema anterior:

345
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6.2 Resumen de estimadores

Para estimar la media de una poblacién normal, con varianza conocida,
usaremos el estimador:

X—up
a/Vn

Para estimar la media de una poblacién normal, con varianza descono-
cida, usaremos el estimador:

VA

~ N(0,1)

X —p
S/V/n

que se distribuira segiin una t de Student con n-1 grados de libertad. FEn el
caso de que n sea mayor que 30, podemos usar la aproximacién normal.

T =

Para estimar la diferencia de medias de dos poblaciones normales, con
varianzas gj y o9 conocidas, usaremos el estimador:

71—72—( *#2) ~

N N(O,1)
\{ ny n9

Para estimar la diferencia de medias de dos poblaciones normales, con
varianzas o1 y o2 desconocidas pero iguales, usaremos el estimador:

p\/ . + ..
que se distribuye segin una t de Student con nj +ne — 2 grados de libertad.
Siendo ) )
§2 — (n1—1)57 + (n2 — 1)55
P ny+ng —2

Para estimar la diferencia de medias de dos poblaciones normales, con
varianzas g1 y oo desconocidas y distintas, usaremos el estimador:

X1 —Xo—(p1— p2)

[—_
\/_l__|__2.
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que se distribuye segin una t de Student con v grados de libertad. siendo

52 322
_GEw)r

TsE/m)? | (s3/na)?
7#171 + 73,2—1

Para estimar la varianza de una poblacion, usaremos el estadistico

(n—1)8%/0*
que se distribuye segin una chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

Para estimar el cociente entre las varianzas de dos poblaciones, usaremos

el estadistico o, o
51/0'1 ~F ) 1
279 n1—1,na—

Sy /o3

6.3 Intervalos de Confianza para la media en po-
blaciones normales

6.3.1 Con varianza conocida

Utilizaremos el estadistico
_ X

7= ol

~ N(0,1)
Si queremos obtener un intervalo que tenga una probabilidad 1 — « de
contener al pardmetro u, esto equivaldra a
P(—Z1~a/2 <Z<zi_apn)=1l-«

Alser Z ~ N(0,1), el valor de z;_,/, se busca en las tablas considerando
que
P(Z < 2170/2) =1 —a/2

Sustituyendo Z se obtiene

X —p
Pl -z 40 < —= <214 =1l-ca
<z1 /2 0/\/5 21 /2>
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y despejando

o
P(X — \/-—21 a/2<M<X+\/—21 a2) =l-a

de donde el intervalo de confianza para u serd
(X - \/—Zl a/ZaX + \/_21 a/2)

6.3.2 Con varianza desconocida

Al ser la desviacién tipica desconocida no podemos utilizar el estadistico
anterior. Usaremos en su lugar el siguiente

_ X
~S/Vn

que se distribuird segin una t de Student con n-1 grados de libertad.

Si queremos obtener un intervalo que tenga una probabilidad 1 — a de
contener al parametro u, esto equivaldra a

P(—t1_aqp<T<ti_gpn)=1l-a

Al ser T una t con n-1 grados de libertad, el valor de ¢,_, /5 se busca en las
tablas considerando que

P(T < tl—a/2) =1 —a/2

Sustituyendo T se obtiene

X —
P <_t1—a/2 < T\/’g < tl—a/2) =1l-«a

y despejando

- S - S
P (X - \/_ﬁtl~°‘/2 <p<X+ *\/—;tl—aﬂ) =1l—-a

de donde el intervalo de confianza para p serd

- S - S
(X - ﬁtl—a/%x + %tl-—a/2>
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6.4 Intervalos de Confianza para la diferencia de
medias en poblaciones normales

Estos estimadores se calculan de modo similar a los anteriores, utilizindose
los estadisticos correspondientes. En el caso de que las varianzas sean co-
nocidas o los tamaiios muestrales sean grandes se utilizard un estadistico
normal. En el caso de que las varianzas sean desconocidas y los tamafios
muestrales sean pequeiios se utilizard un estadistico t de Student, varian-
do el calculo de los grados de libertad segun sean las varianzas de las dos
poblaciones iguales o distintas.

6.5 Intervalos de Confianza para la varianza en po-
blaciones normales

En este caso se utilizara el estadistico

(n —1)8?/0?
que se distribuye segtin una chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.
Habra que buscar en las tablas de la chi-cuadrado de esos grados de libertad
el punto ng /2 que deje a su izquierda un area de /2 y el punto x%_ a2 que
deje a su derecha un drea de /2. Tendremos por tanto que

P (Xi/2 <(n-1)8%/0% < X%——a/?) =l-a
y despejando:
P((n=1)8%/x} s <0? < (n=1)8?/x%)) =1-a

2

de donde el intervalo de confianza para o* serd

((n = 1)8%/xajar (n = 1)8%/x22)

Obsérvese que en este caso el valor del estimador S? estd contenido en
el intervalo pero no es el punto medio del mismo.
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6.6 Intervalos de Confianza para el cociente entre
varianzas en poblaciones normales

Para estimar el cociente entre las varianzas de dos poblaciones, usaremos el

estadistico 5 o
Si/oy -
53/03

Fn171,n271

Buscando en las tablas de la F de Snedecor de los grados de libertad
correspondientes el punto f,/; que deje a su izquierda un drea de /2 y el
punto fi_,/2 que deje a su derecha un drea de «/2, tendremos que:

52 /0?2 :
P —_— ¢ pasnang 1 —_
(fa/? < S%/o% < flfa/z 124

y despejando:

S22 1 o2 §? 1 )
pPl= <L <=L =1-a
<5§ fieaiz 05 " S5 fape

2

de donde el intervalo de confianza para ¢ serd

st 1 st 1)
S5 ficas2’ S5 fay2

6.7 Contraste de Hipdtesis.

En muchas ocasiones, el problema no es determinar el valor de los parametros
de una poblacién, sino verificar si un conjunto de afirmaciones sobre la
poblacién son ciertas o no, es decir, verificar si debe aceptarse o rechazarse
una hipétesis.

La veracidad o falsedad de una hipétesis nunca podra ser conocida con
certeza, a menos que analicemos el total de la poblacién. Como este proce-
dimiento es claramente inviable en la mayoria de los casos, lo que haremos
serd tomar muestras y analizar los datos de ésta, confrontdndolos con la
hipotesis. Si de acuerdo con ésta es poco probable que se hubieran pre-
sentado unos datos como los observados, rechazariamos la veracidad de la
hipétesis. Por ejemplo, si queremos ver si una moneda estd trucada o no,
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podemos realizar el experimento de lanzarla 100 veces. Nuestra hipdtesis
seria que la moneda no esta trucada, es decir, que el valor de p es 0,5. Si
obtenemos tan sélo 23 caras, podemos comprobar que este resultado es muy
poco probable que ocurra si la moneda no estd trucada, con lo cual recha-
zariamos la hipétesis. En cambio, si obtenemos 47 caras, esto es bastante
probable bajo nuestra hipdtesis, con lo cual aceptariamos que la moneda no
estd trucada. Obsérvese que este ultimo resultado también seria consistente
con la hipétesis p = 0,45. Por tanto la moneda podria estar ligeramente
trucada y, sin embargo, en virtud de los resultados de nuestro experimento,
podriamos concluir que no lo esta.

Debemos dejar claro qué significa aceptar y qué rechazar una hipétesis.
Rechazar una hipétesis significa concluir que es falsa, mientras que aceptar-
la significa que no tenemos suficiente informacién para concluir otra cosa.
Evidentemente, tanto si aceptamos como si rechazamos existe la posibilidad
de equivocarnos, en nuestro ejemplo anterior es poco probable que al lanzar
una moneda no trucada 100 veces nos salgan 23 caras o menos, sin embargo,
aunque esta probabilidad sea pequena existe.

Llamaremos hipétesis nula y denotaremos Hy a la primera hipdtesis
enunciada. Si rechazamos Hy estamos aceptando la hipdtesis alternativa
H,.” Siempre que tomemos una decisién en un contraste de hipdtesis hay
dos errores que podemos cometer:

» Podemos rechazar Hjy cuando sea verdadera, esto se llama error de
tipo 1.

e Podemos aceptar Hy cuando sea falsa, esto se llama error de tipo II.

A la probabilidad de cometer un error de tipo I se le llama «, también
denominado nivel de significacién. La probabilidad de cometer un error de
tipo II se le llama (3. Al valor 1 — 3 se le denomina potencia del contraste.
Siémpre existira la posibilidad de cometer alguno de los dos errores. La tinica
manera de hacer 0 una de las dos probabilidades es aceptando o rechazando
siempre, lo cual, evidentemente, es un procedimiento no valido.

Lo que se hace usualmente es fijar a y, a partir de ahi, intentar obtener
el procedimiento que haga lo mds pequeno posible 3, (con lo cual elegiremos
el procedimiento que nos haga 1 — 8 lo mas grande posible, esto es, el de
méxima potencia). Los valores mdas usuales para a son de 0,05 y 0,01, con
lo cual la fiabilidad es del 95% y del 99% respectivamente.
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Una hipdtesis nula referida a un parametro de la poblacién serd siempre
enunciada de tal modo que incluya el signo igual, (es decir, admitiremos
hipétesis nula del tipo mayor o igual pero no del tipo mayor estricto).

Dentro del contraste de hip6tesis podemos hacer la siguiente clasificacion:

o Contrastes paramétricos: conocemos qué tipo de distribucién sigue la
poblacidn, y hacemos hipétesis sobre el valor de los pardmetros.

s Contrastes no paramétricos: no conocemos el tipo de distribucién.

El procedimiento general de operar a la hora de realizar un contraste de
hipétesis sera la siguiente:

1. Formular las hipétesis.

2. Establecer el nivel de significacién.
3. Obtener la muestra.
4

. Calcular una funcién de la muestra cuya distribucién bajo Hy sea
conocida. A esta funcién se le denomina estadistico.

5. Si el valor del estadistico estd en una determinada region llamada
region de aceptacion se acepta la hipdtesis nula. Si no estd en esta
region, entonces estad en la region critica y se rechaza Hy. El limite
entre ambas regiones se denomina valor critico.

La probabilidad de la regién critica sera de «, y, por tanto, la de la region
de aceptacion sera de 1 — . Habra que determinar, en primer lugar, si la
regién critica es unilateral (caso de H; del tipo 4 > 0 o p < 0) o bilateral
(caso de H; del tipo pu # 0).

6.8 Contraste de Hipotesis para la media en una
poblaciéon normal.

Los contrates de hipdtesis que estudiaremos a continuacién seran los pa-
ramétricos sobre el valor de ;1 en poblaciones normales. En este caso el
estadistico a utilizar serd la media muestral estandarizada (dividida por la
desviacion tipica o por un estimador de ésta), que sabemos que sigue una
distribucién N(0,1) o t de Student.
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6.8.1 Con varianza conocida

Veamos algunos ejemplos de contraste de hipétesis en poblaciones normales
con varianza conocida.

Para estimar una hipétesis del tipo Hy : p = po contra la alternativa
H, : p > po en una poblacién normal con varianza o2 conocida, usaremos
el estadistico

X_
7 = 1o

e

que sabemos que bajo Hy (es decir, si la hipétesis nula es cierta) se distibuye
segin una N(0,1). Como el contraste es unilateral y la regién critica esté
por encima de la regién de aceptacién (ya que la hipétesis alternativa es
Hj : p > pg, con lo que rechazaremos Hy si el valor obtenido en el estadistico
es grande) habra que buscar en las tablas de la normal un punto z,_, que
deje a su derecha un drea de a. Este es el punto critico. Si el valor calculado
al estadistico es mayor que este punto critico rechazaremos la hipétesis nula,
mientras que si el valor obtenido es inferior a este punto critico aceptaremos
Hy.

En el caso de que la hipétesis alternativa fuese H; : y < po se proce-
deria del mismo modo, pero ahora la regién critica se obtendra para valores
pequenos del estadistico. El punto critico serd ahora 2z, y se rechazara la
hipé6tesis nula si el valor calculado en el estadistico es menor a este punto
critico.

En el caso de que la hipdtesis alternativa fuese Hy : p # g el contraste es
bilateral. Se procederia del mismo modo, pero ahora la regién critica estard
dividida en dos partes, una corresponderi a valores pequefios del estadistico
y la otra a valores grandes. Cada una de esas dos partes en las que estd
dividida la regién critica tendra un area de a/2. Habra que buscar en las
tablas el punto z,/, que deje a su izquierda un 4rea de a/2, y el punto
Z1_q/2 que deje a su derecha un drea de a/2 Se rechazara la hipétesis nula
si el valor calculado en el estadistico es menor que 2,/ 0 mayor que z;_q/2.

Si el contraste fuese del tipo Hy : p < po contra Hy : u > pg se precederia
exactamente igual que si fuese del tipo Hy : p = po contra Hj : g > uo.

6.8.2 Con varianza desconocida
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En el caso de que la varianza de la poblacién sea desconocida, se utilizars
el estadistico

NG

que se distribuird segin una t de Student con n-1 grados de libertad. Si
el tamano de la muestra es grande (mayor que 30) se puede realizar una
aproximacién a la normal, con lo cual estariamos en el caso anterior.

La realizacién del contraste seria andlogo a lo visto en el apartado ante-
rior, tan solo variaria el hecho de que los puntos criticos habria que buscarlos
en las tablas de la t de Student en lugar de en las de la normal.

6.9 Contrastes sobre diferencias de medias

Si tenemos dos poblaciones normales, una con media g; y otra con media
12, podemos plantearnos contrastes sobre si la diferencia de las dos medias
es igual a un valor dg determinado. El caso mas usual serd querer contrastar
si las dos medias son iguales, es decir, el caso en que dy = 0.

En estos contrastes habra que distinguir si las varianzas son conocidas,
desconocidas pero iguales o desconocidas y distintas, ya que como se vio
en la leccién anterior los estadisticos a utilizar serdn distintos. Una vez
obtenida la distribucién del estadistico se calculard la regién critica, y se
procedera a comprobar si el valor obtenido en el estadistico estd dentro de
la regidn critica o no.

Puede darse el caso de observaciones apareadas, esto es, cuando tenemos
dos poblaciones pero cada elemento de la primera poblacién estd relacionada
con el correspondiente elemento de la segunda poblacién (por ejemplo, para
ver la eficacia de un tratamiento, se hacen mediciones del mismo individuo
antes y después de seguir dicho tratamiento). En este caso, construimos una
nueva muestra formada por las diferencias entre dos observaciones empare-
jadas. Como en el caso anterior, usualmente dy valdrd 0. El estadistico t
se construye dividiendo la media de las diferencias entre el estimador de la
desviacién tipica de dichas diferencias.

En la tabla 6.12 se resumen los contrastes de hipétesis mds usuales,
indicando el estadistico a utilizar en cada caso.
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Tabla 6.12: Contrastes de hipdtesis mas usuales

Hy 7 . Estadistico

! _ zzf—ﬂo
1

o conocida 6 n > 30

K= Ho t= 0
s/\/n
v=n-—-1

o desconocida y n < 30

T, —Fs —dy

J/(02/m1) + (03/n2)
01,02 conocidas

p1 — pz = do z =

Ty —-T—dy
spv (1/n1) + (1/n2)
v=mni+ng —2
o1 = o9 pero desconocidas
2 (n1 — 1)s? + (ng — 1)s3
P ny+ng—2

p1— p2 = do

T, —To — dy

V (s3/n1) + (s3/n2)
01 # 02 y desconocidas
 (s/nu+ s/na)?

(s3/n1)? | (s3/ng)?

77,1—1 TLQ—].

p1 — p2 =do t=

d—dp
D = do t=
sa/\/n
v=n-—1
observaciones apareadas
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6.10 Seleccion del tamano de la muestra para el
contraste de medias.

El tamafio de la prueba se selecciona, por lo comin, para tener una buena
potencia con un nivel a fijo y una hipétesis alternativa especifica fija.

Supongamos que desea probarse:

con un nivel de significacién «, cuando se conoce 2. Para una alternativa
especifica, como u = pg + 6, la potencia de la prueba es:

1-8=PX>a | p=upo+7)

Por tanto:

B = PX<a/p=p+d=
X (uo+d) a- (4ot

= PI‘T/\/’I_T: < ;/\/ﬁ cuando ,U,:’U.O—}-&J:
_ a—py & .
= PR T
é
= P[Z<Zl_a—a/\/h_]

8

)
0sea zg = 2j—q — —\UL—— , ¥ despejando tenemos:

po Bira= )"0t (et a1p) o

52 92

Este resultado también es cierto si Hy : p < up.

En el caso en el que el contraste sea de dos colas tendremos:

2 2

"= (21-a/2 — z)? -0 _(z1_ap2 t z1-p) -0

2 52
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Para diferencias de medias el tamano n = n; = ny de la muestra si se
conoce gy y 0 sera:

Ho: mp—p2 = do
Hi: pr—pe # do

el tamano de la muestra seré:

(#1—aj2 +215)" (1% + 02?)
42 ’

n —=

y para una cola:

Ho: mpi—p2 = do
Hi: p—p2 >< do

el tamafo de la muestra seri:

(s1-a +21-5)" - (01" + 02%)
2 '

Cuando se desconoce la varianza poblacional, la seleccién del tamano de
la muestra no es tan directa.

6.11 Contrastes relacionados con proporciones

Los pasos para probar una hipétesis nula relativa a una proporcién en contra
de varias alternativas, utilizando las probabilidades binomiales son:

1. Hy: p=po-

22Hi:p>po , Hi:p<po , Hi:p#po.

3. Escoger el nivel de significacion a.

4. El estadistico de prueba: la variable binomial X con p = pyg.

5. Calcular z, la cantidad de éxitos, y calcular el valor apropiado de p.



358 Intervalos de Confianza y Contraste de Hipétesis.
6. Decisiéon: Tomar las decisiones apropiadas con base al valor p.

Cuando p estd préximo a 0 6 1 se puede aproximar por la distribuciéon
de Poisson con A = npg.

Si no estd cerca y n es grande, haremos la aproximacién Normal con
— 2 _
Bk =mnpoy 0° = npoqo.

Para la diferencia de dos proporciones la decision es: p; — ps.

Para muestras grandes (n >>) tendremos

(P1 _,.pZ) —(p—p2) N(O,1).
f.fplfh +p2<12
\f' 71 Ny

Asi cuando p; = p2 =py q1 = g2 = q tendremos:

% ~ N(0,1).
pa=+ )
v pq n | ng
. . + .
La estimacién combinada de p = d B vy §=1—p. Y los valores sé
ny + no
sustituyen en:
_PTPR o N, ).
a1 L)
\" pq ny N

6.12 Contrastes sobre varianzas.

Para contrastar la varianza en una poblacién normal:

Hy: 02 = op?
Hi: o2 # oy?
o? < 002
o? > 002
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Asi, como la distribucién del estadistico:

(n-1)$? 2
-— -~ n—1),
502 X ( )
tendremos que las regiones criticas para las distintas hipétesis alternativas
son:

Si 0%2=0¢> — x2>xf_a/2 y x2<xi/2

L2 2 2 2
Si 02 < 002 -— X2 < XS‘ .
Si o°>00° — X°> Xi-a

Si los contrastes son relativos a las varianzas de dos poblaciones tendre-
mos:

H() : 0'12 = 0‘22
. 2 2

H1 .01 75 09
0'12 < 022
0'12 > 0’22

Asi, como la distribucidn del estadistico:

2 2
Si/of ~F
S%/U% ny—1lng—1

Buscando en las tablas de la F de Snedecor de los grados de libertad
correspondientes el punto f,/, que deje a su izquierda un 4rea de a/2 y
el punto fy_,/2 que deje a su derecha un 4rea de a/2, tendremos que las
regiones criticas para las distintas hipétesis alternativas son:

Si 01°=022 — > fi_ap@nv2) ¥ f < fap(vi,ve)
Si 012<0y2 — f< falv1,v2)
Si 012> 092 — f> fimalvi,v)

siendo v; = n1 — 1 y v = ng — 1 grados de libertad.
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Por tanto, debemos concluir que, al estar en la regién critica, debemos
rechazar Hp y admitir, por tanto, que la desviacién de los datos respecto a
lo anunciado por el fabricante nos lleva a concluir que éste no dice la verdad.

Problema 6.2

Repetir el problema anterior con o = 0,01. Explicar las dlferenmas
de resultados.

Las hipétesis serian las mismas, asi como el estadistico a utlllzar Pero en
este caso la regién critica seria

zZ> 2099 = 2,33.

Al no estar ahora en la regién critica, aceptariamos Hy. Al ser a menor,
la probabilidad de cometer un error de tipo I es menor, es decir, es mds
dificil rechazar Hy si es verdadera. En cambio, al mantener fijo el tamano
muestral, al disminuir @ aumenta 3, con lo cual ahora es mas facil cometer
el error de aceptar Hy siendo ésta falsa.

Problema 6.3 - ...

Una muestra aleatoria de 16 componentes mostré que la tempe-
ratura media a la que empezaban a fallar era de 81 grados celsius.
La desviacién tipica de la temperatura de fallo era conocida por
miltiples pruebas anteriores y era igual a 5 grados. Contrastar, a
un nivel de significacién a = 0,05 y mediante un contraste bilateral
81 puede admitirse que la temperatura a la que empiezan a fallar
es de 80 grados celsius.

Debemos de realizar un contraste de hipétesis. El nivel de significacién est4
fijado en el enunciado como « = 0,05. Las hipétesis serian:

Hy:  p = 80 grados celsius
Hy:  p # 80 grados celsius

El estadistico a utilizar sera

j(__/10
a/yn

ya que aunque el valor de n no es grande y ¢ es conocida.

Zz =

El contraste es bilateral. La regién critica sera

z > zl—a/? 6 z < —zl—-a/Z
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que en este caso es
z>196 o6 =z<-1,96.

Realizando los cdlculos, en nuestro caso el valor del estadistico de con-

traste es .
z_X—uo_81~80_08
~o/y/n o B4 T

Por tanto, debemos concluir que, al no estar en la region critica, debemos
aceptar Hy.

Problema 6.4 . B

Repetir el problema anterior si la desviacién tipica no fuese cono-
cida, siendo 5 grados el valor de la desviacién tipica muestral.

Las hipétesis serian las mismas, pero el estadistico a utilizar cambia. En
efecto, al ser la desviacién tipica desconocida y la muestra pequeha, no
podemos usar el estadistico normal. Debemos usar la ¢ de Student:

—X—Mo
S/v/n

t =

El contraste es bilateral. La regién critica sera

t>ths1a/2 0 t<—ti51 a2

que en este caso es, mirando en las tablas de percentiles de la distribucién
t-Student con 15 grados de libertad

t>2131 o t<-2131.

Realizando los cdlculos, en nuestro caso el valor del estadistico de con-

traste es o
X —pp 81-80
Sivm - s D08

Por tanto, debemos concluir que, al no estar en la regién critica, debemos
aceptar Hy.

Problema 6.5

Se probaron los microprocesadores de dos fabrlcantes para medir
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su tiempo de vida 1til sin sistema de refrigeraciéon a temperatura
ambiente de 35 grados centrigados. Se midieron 12 del primer fa-
bricante, obteniéndose una media de 24 minutos y una desviacién
tipica muestral de 4 minutos, y 10 del segundo, obteniéndose una
media de 20 minutos y una desviacién tipica muestral de 5 mi-
nutos. Razonar si puede concluirse, para a = 0,05 que el tiempo
de duraciéon de los microprocesadores del primer fabricante su-
peran en mas de dos minutos a los del segundo. Supéngase que
ambas poblaciones son aproximadamente normales con la misma
varianza.

Debemos de realizar un contraste de hipétesis. El nivel de significacion esta
fijado en el enunciado como a = 0,05. Las hipdtesis serian:

Ho: pp—pp =2
Hy: opy—pe >2

El estadistico a utilizar sera

><l

t —

- X, —dg
Spv /T

(1/m2)
ya que las dos poblaciones tienen la misma varianza pero es desconocida. El

estadistico tiene n; + ny — 2 = 20 grados de libertad.

El contraste es unilateral. La regidn critica serd

t > 120.1-a = t20,0,95 = 1,725.

Realizando los cdlculos, el valor de .S, es:

_(m =187+ (np —1)S5  (11)(16) + (9)(25)
Sp = Eﬁ'—‘f = = 12 +10 -2 = (4478)"

En nuestro caso el valor del estadistico de contraste es
24-20-2  _ _ 1
4 478\/(1 12) + (1/10)

Por tanto, debemos concluir que, al no estar en la regién critica, debemos
aceptar Hy y admitir, por tanto, que la duracién de los microprocesadores
del primer fabricante no superan en mas de dos minutos a los del segundo.
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Problema 6.6

Una empresa tiene una serie de factorias en las cuales se produ-
cen planchas de acero cuyo peso se distribuye normalmente con
media 130 Kg. En una nueva factoria se han empezado a producir
planchas, obteniéndose los siguientes pesos:

134 132 129 127 131 139 135 131 129 131

(a) ;Se puede admitir que en esta factoria se estdn produciendo
planchas de mayor peso que en el resto de la empresa?

(b) En una segunda factoria se han obtenido los siguientes resul-
tados:

128 130 130 132 131 138 135 131 134

Supuesta igualdad de varianzas, ;puede admitirse que la se-
gunda factoria tiene mayor media que la primera?

Utilizar o = 0,05.

(a) Para comprobar si puede admitirse que en esta factoria se estan pro-
duciendo planchas de mayor peso que en el resto de la empresa habri
que realizar un contraste de hipétesis sobre el valor de la media p de
esta factoria. Seguiremos para ello el siguiente proceso:

Formular las hipétesis.
Establecer el nivel de significaciéon.

Obtener la muestra.

Ll

Calcular una funcién de la muestra cuya distribucién bajo Hy sea
conocida. A esta funcién se le denomina estadistico.

5. Si el valor del estadistico esta en una determinada region llamada
region de aceptacion se acepta la hipdtesis nula. Sino esta en esta
regién, entonces esta en la region critica y se rechaza H.

1. Las hipdtesis a considerar serian:

Hy: p=130
Hi: p>130



366

Intervalos de Confianza y Contraste de Hipdétesis.

. El nivel de significacién viene dado en el enunciado (o = 0,05).

. Se ha tomado una muestra de 10 elementos, obteniéndose una

media muestral de X = 131,8 y una desviacién tipica muestral
de S = 3,45768. La media obtenida es ligeramente superior a 130,
pero debemos comprobar si este valor obtenido puede ser debido
al azar o no.

. Como no conocemos el valor de la varianza de la poblacién y la

muestra es de tamano pequeno, utilizaremos el estadistico

t:Y—Mo
S/v/n

que se distribuird segin una ¢ de Student con v = n—1 = 9 grados
de libertad. El valor del estadistico para la muestra considerada
es de t = 1,646219054.

. La regidén critica quedara determinada por aquellos puntos co-

rrespondientes a la cola derecha de probabilidad a de una dis-
tribucién ¢t de Student con 9 grados de libertad. En este caso
la regién critica corresponderia a valores del estadistico mayo-
res de tg,095 = 1,833113856. Como en nuestro caso el valor del
estadistico es menor, estamos en la regién de aceptacion y acep-
tamos Hj. Por tanto no podemos admitir que en esta factoria se
produzcan planchas de mayor peso que en el resto.

(b) En este caso debemos realizar la comparacion entre la media de la fac-

toria 1, que llamaremos u; y la media de la factoria 2, que llamaremos
t2. Seguiremos las mismos pasos indicados en el apartado anterior:

1. Las hipétesis a considerar serian:

Hy: pi—p2=0
Hy: pp—p2<0

2. El nivel de significacién viene dado en el enunciado (o = 0,05).

3. Se ha tomado una muestra de 10 elementos de la primera fac-

toria, obteniéndose una media de X; =1318 y una desviacién
tipica muestral de S; = 3,457680661. En la segunda factoria se
ha tomado una muestra de 9 elementos, obteniéndose una me-
dia de X5 = 132,1111111 y una desviacién tipica muestral de
Ss = 3,059593292. La media obtenida en la segunda muestra es
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ligeramente superior a la de la primera, con lo que parece que se
confirma, la hipétesis alternativa, pero debemos comprobar si este
valor obtenido puede deberse al azar o no.

4. No conocemos el valor de las varianzas, pero el enunciado nos
dice que ambas son iguales. Por tanto, utilizaremos el estadistico

po (Xi—Xp)—dy
Spv ( /n1) + (1/n2)
siendo
g _ {(ng — 1)S2 4 (ng — 1)52
p'\;‘ ny+ng —2

que se distribuira segin una ¢t de Student con v =n; +ngp — 2 =
17 grados de libertad. El valor del estadistico para la muestra
considerada es t = —0,206665 pues:

'(9-11,9556 + 8- 9,36111 N
S, = \;’ (9-11, ;8 936LLL _ 1073466 = 32763796

(131,8 — 132,111111) =0 —0,311111
= e NI =7 = —0,206665.
3,2763796 /(1/10) - (1/9) 1,50539

5. La regién critica quedard determinada por aquellos puntos co-
rrespondientes a la cola izquierda de probabilidad « de la distri-
bucién t de Student con 17 grados de libertad. En este caso la
regioén critica corresponderia a valores del estadistico ¢ menores
de t17.0,0s = —t17,0,95 = —1,739606432. Como en nuestro caso el
valor del estadistico ¢ es mayor, estamos en la region de acepta-
cién y aceptamos Hy. Por tanto no podemos admitir que exista
diferencia en el peso de las planchas producidas en la segunda
factoria respecto a la primera.

Problema 6.7

La pérdida de peso de un determinado producto dietético en 16
individuos después de un mes fue (en kg): '

32 2 25 33 5 43 29 4,1
36 2,7 35 42 28 44 33 3,1
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Determinar un intervalo de confianza para la varianza con nivel
de confianza del 99%, si la pérdida de peso es aproximadamente
normal.

Un intervalo de confianza para la varianza vendrad dado por

(n— 1)57'2 (n—1)5?

2 ; 2
X1-a/2 Xa/2

donde los valores Xi 2 Y xf_ a/2 corresponden al valor de la funcién de dis-
tribucién Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

En nuestro caso como n = 16, y a = 0,01 tenemos que mirando en
las tablas de percentiles de la distribucién Chi-cuadrado con 15 grados de
libertad x§ oo5(15) = 4,60087 y X3 .905(15) = 32,80149

Si calculamos la varianza muestral, tenemos que S% = 0,636958; y por
tanto sustituyendo los valores en los del intervalo de confianza para la va-
rianza tenemos

15-0,636958 15-0,636958] _ [9,55437 ~9,55437
32,80149 4,60087 |  [32,80149 ' 4,60087]°

Y un intervalo de confianza del 99% para la varianza de la pérdida de peso

€s
o? € (0,291279 ; 2,07664).

Problema 6.8

Se consideran los siguientes tiempos de reacccién de un producto
quimico, en segundos:

1,4 1,2 1,2 1,3 15 1,3 2,2 1,4 1,1

Obtener un intervalo de confianza del 90% para el tiempo de reac-
cién. Suponer la variable normal con desviacién tipica poblacional
conocida o = 0,4.

Para calcular un intervalo de confianza para la media de una poblacién
normal de la que conocemos la varianza poblacional, tenemos que usar el
estadistico: -

_X—p
~o/vn

A ~ N(0,1)
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Por tanto, necesitamos calcular la media de la muestra. Que en nuestro
caso es:

14+1,2+12+4+13+15+1,3+22+14+1,1 12,6

X =
9 9

14.

Como queremos obtener un intervalo con nivel de confianza del 90%, tene-
mos que a = 0,1. Asi un intervalo de confianza del 90% para la media se

obtendra:
— o - g
(X — 21072 T X+2z21 a7 \—/"7—1)-

En nuestro caso, si miramos en la tabla de la funcién de distribucién de la
N(0;1), tenemos que z;_q /9 = 20,95 = 1,64 es el valor de la normal estandar
que correspondiente al percentil 95.

Un intervalo de confianza del 90% para la media p serd:

0,4 0,4
(14— 1,64 == 14+1,64- 25) = (1,4 - 0,2186 ; 1,4 - 0,2186) =

= (1,1813; 1,6186).

Problema 6.9 -

Hace tiempo, una médquina producia arandelas de 0,05 pulgadas
de espesor. Para determinar si sigue en buen estado, se toma una
muestra de 10 arandelas, que dan un espesor medio de 0,053 pulga-
das y desviacidén tipica de 0,003 pulgadas. Contrastar la hipétesis
de que la maquina sigue funcionando bien con niveles de significa-
cién o = 0,05 y o = 0,01.

(a) Para comprobar si puede admitirse que la miquina sigue funcionando
bien habra que realizar un contraste de hipétesis sobre el valor de la
media p. Seguiremos para ello el siguiente proceso:

1. Formular las hipdtesis.
2. Establecer el nivel de significacién.

3. Obtener la muestra.
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. Calcular un estadistico de la muestra cuya distribucién bajo Hy

sea, conocida.

. Si el valor del estadistico estid en una determinada regién llamada

region de aceptacion se acepta la hipdtesis nula. Sino estd en esta
region, entonces estd en la regién critica y se rechaza Hy.

. Las hipétesis a considerar serian:

H()Z /,LZO,OE)
Hy: p#0,05

. El nivel de significacién viene dado en el enunciado (« = 0,05).

. Se ha tomado una muestra de 10 elementos, obteniéndose una

media de X = 0,053 pulgadas y una desviacién tipica muestral
de § = 0,003. La media obtenida es ligeramente superior a 0,05
pero debemos comprobar si este valor se debe al azar o no.

. Como no conocemos el valor de la varianza de la poblacién y la

muestra es de tamano pequeno, utilizaremos el estadistico
X — o
S/\/n
que se distribuira segin una ¢ de Student con v = n—1 = 9 grados

de libertad. El valor del estadistico para la muestra considerada
es de t = 3,162.

t=

. Como tenemos un test de dos colas, la regién critica quedars de-

terminada por aquellos puntos correspondientes a la cola derecha
de probabilidad «/2 de una distribucién ¢ de Student con 9 gra-
dos de libertad, y a la cola izquierda de probabilidad «/2 de una
distribucién ¢t de Student con 9 grados de libertad.

En este caso la regidn critica corresponderia a valores del es-
tadistico mayores de tg.0 925 = 2,26 0 menores que —tg.0 925 =
—2,26.

Como en nuestro caso el valor del estadistico es mayor, estamos
en la regidn critica y rechazamos Hy. Por tanto no podemos
admitir que la maquina sigue en buen estado.

(b) Para comprobar si se acepta la hipétesis anterior con nivel de significa-

cién a = 0,01 procedemos de forma andloga al apartado anterior, con
lo que tenemos que la regién critica quedard determinada por aquellos
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puntos correspondientes a la cola derecha de probabilidad «/2 de una
distribucién ¢t de Student con 9 grados de libertad, y a la cola izquierda
de probabilidad «/2 de una distribucién ¢ de Student con 9 grados de
libertad.

En este caso la regién critica corresponderia a valores del estadistico
mayores de tg.0 995 = 3,25 0 menores que —tg.g 995 = —3,25.

Como en nuestro caso el valor del estadistico se encuentra comprendido
entre los valores —3,25 < t < 3,25; estamos en la regién de aceptaciéon
del test y aceptamos Hy. Por tanto podemos admitir que la maquina
sigue en buen estado con nivel de confianza del 99%.

Nota: Como los resultados que hemos obtenido son de alguna forma contra-
dictorios para dos niveles de significacién muy similares, seria recomendable
examinar otra muestra o revisar la maquina.

Problema 6.10 _ o
El niimero diario de piezas fabricadas en 5 dias por una miquina
A han sido: 50, 42, 53, 60, 37. Mientras que otra mdquina B
en esos mismos dias ha hecho: 40, 51, 62, 55, 64. Si suponemos
que la fabricacién de piezas se distribuye normalmente en ambas
mdquinas. Se pide:

(a) Contrastar la hipétesis de que las mdquinas tienen varianzas
iguales con nivel de significacién « = 0,05.

(b) Usando el resultado anterior, construir un intervalo de con-
fianza del 95% para la diferencia de medias.

(a) Para comprobar si puede admitirse que las dos maquinas tiene varianzas
iguales, habra que realizar un contraste de hipdtesis de igualdad de varianzas,
para lo cual seguiremos el proceso del ejemplo anterior.

1. Las hipétesis a considerar serdan:

Hy : 03‘2023
Hi: 0% <o}

2. El nivel de significacién es o = 0,05.
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3. El estadistico de decisién del test de hipétesis anterior es

_Si

F=24
Sk

Con lo que en nuestro caso, tenemos que n; = ny = 5, siendo para las
dos maquinas la media y la desviacién tipica muestral:

X4=1484 Sa =9,0719347 Xp =54,4 Sp =9,6072889

El estadistico de decisién para el test de igualdad de varianzas es

_ S

F=2:4
Sk

82,299
92,3

y en nuestro caso, se obtiene que F' = = 0,8916576.

La regiéon critica de este test de una cola viene dada por aquellos
valores de F' que son menores que F,(n; —1;n9—1) ; siendo F el valor
de la distribucién Fisher-Snedecor con area a la izquierda o , que en
nuestro caso usando la propiedad de la distribucién F' que indica que
F,(n;m) = 1/F;_4(m;n) tenemos

1 1
Fopos(4,4) = =

= (,1564.
Foes(4,4) 6,39 ’

con lo que tenemos que F' > F,(n; — 1;n3 — 1); y por tanto estd en la
regién de aceptacién del test, y concluimos que aceptamos la hipétesis
nula de igualdad de varianzas.

(b) Ahora tenemos que calcular un intervalo de confianza para la diferencia
de medias con un nivel de significacién o = 0,05. Si utilizamos el resultado
del apartado anterior se puede suponer que las varianzas son iguales pero
desconocidas, con lo que el intervalo de confianza para la diferencia de medias
queda:

11 11

(Xp—Xa) —t1_aj2 - Spy| — + —; (XB — Xa) +t1_a2 - Sp \.f' —+—
‘ .

siendo Sg = -

] ) F 1] N9

(n1 — 1)S% + (ng — 1)5%
ny + ng — 2 '
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Si calculamos en nuestro caso Sf, obtenemos

4(82,299 + 92,3
2 = 4(82, 9;”—’ = 87,2095. =  §,=09,3434.

Como el valor del percentil de la distribucién ¢-Student con ny + ng — 2
grados de libertad para o = 0,05 es tg,9 975 = 2,306; sustituyendo los valores
en el intervalo de confianza tenemos:

2 2
(54,4 — 48,4) — 2,306 - 9,3434 - \/;; (54,4 —48,4) + 2,306 - 9,3434 \/;}

[6 —13,626841 ; 6 + 13,626841].

Y un intervalo de confianza para la diferencia de medias con nivel de con-
fianza del 95% es

—7,6268406 < pup — pa < 19,626841 .

Problema 6.11

Una muestra aleatoria de 36 refrescos de una méiquina automatica
tiene un contenido promedio de 21,9 decilitros, con una desvia-
cién tipica muestral de 1,42 decilitros. Con una hipétesis de que
u = 22,2 decilitros frente a la alternativa p < 22,2 y un nivel de
significacién de 0,05; decidir si se acepta el test.

Si seguimos el esquema que hemos mantenido en los problemas anteriores,
tenemos que el nivel de significacién es a = 0,05; las hipétesis a considerar
son:

H() Lop= 22,2

H1 o< 22,2

Puesto que el tamano de la muestra es n = 36 > 30, y no tenemos ningiin
dato que nos indique que la poblacién se distribuye normalmente, el test que
nos permitira aceptar o rechazar Hy es:

X — po
< =2l-q
n

S/vn

donde 2z1_, es el valor de la variable aleatoria normal N(0,1) tal que deja
a su derecha un area igual a .

Se rechaza Hy si Z =
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Luego la afirmacién del fabricante con nivel de confianza del 90% no es
valida.

Problema 6.13 )

La pérdida de peso de un determinado producto dietético en 16
individuos después de un mes fué ( en kg):

32 2 25 33 5 43 29 4,1
36 27 35 42 28 44 33 3,1

Construir un intervalo de confianza del 99% para la pérdida pro-
medio real de peso de dicho producto dietético. (Suponer norma-
lidad)

Como los datos provienen de una normal de la que desconocemos su varianza,
un intervalo de confianza para la media vendra dado por

S S S
X —t_a- N X+ti_q- NG
donde t,_,/, es el valor de la funcién de distribucién ¢-Student con n — 1
grados de libertad.

En nuestro caso tenemos que o = 0,01 y por tanto #15,0,995 = 2,947.

Si calculamos la media muestral y la desviacidn tipica muestral tenemos:

Sz = 54,9 X = 343125 n =16
S22 =197,93 S; = 0,79809669

Con lo que sustituyendo, obtenemos:

0,79809669 0,79809669

3,43125 — 2,947 - : 3,43125 + 2,947 -
V16 V16

Y un intervalo de confianza del 99% para la pérdida promedio de peso
es:

(2,84325226 kg ; 4,019247739 kg).
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Problemae6.14

Cinco mediciones del contenido de alquitran de cierta clase de
cigarrillos producen los resultados siguientes (miligramos por ci-
garrillo):

14,5 14,2 14,4 14,3 14,6.

Obtener un intervalo de confianza del 99% para la desviacién tipica
o, de la poblacién muestreada, suponiendo normalidad.

Un intervalo de confianza para la varianza en poblaciones normales vendr3

dado por
(n—1)S§* (n-1)5

2 2
X1—a/2 Xa/2

donde los valores Xi /2 X%‘ a2 corresponden al valor de la funcién de dis-
tribuciéon Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

En nuestro caso como n = 5, y a = 0,01; si miramos en las tablas de
percentiles de la distribucién Chi-cuadrado tenemos que x& o5(4) = 0,20698
y X3,995(4) = 14,86017.

Si calculamos la varianza muestral, tenemos que

dzi=12 > 2?2 =10369 X =144

S a?—nX? _1036,9 -5 - (14,4)? _ 01
n-1 4 4

Y por tanto sustituyendo los valores en los del intervalo de confianza para
la varianza tenemos

4-0,025 4-0,025}_[ 0,1 01 J
14,86017  0,20698 | ~ {14,86017 ' 0,20698 |

5?2 = = 0,025.

Y un intervalo de confianza del 99% para la varianza del contenido de al-
quitran es
0,00672936 < o° < 0,483512.

Y por tanto un intervalo de confianza del 99% para la desviacién tipica es
v/0,00672936 < o < /0,483512

0,0820327 < o < 0,69535.
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Problema 6.15

Un agente de ventas tiene un contrato con la empresa en el que
se estipula que sus beneficios son de 15000 pesetas fijas mas un
porcentaje de las ventas que realice. Dicho agente, para exami-
nar si el trabajo que tiene le compensa econémicamente, controla
los beneficios obtenidos en los 1ltimos 10 meses, obteniendo los
siguientes resultados:

27500 26500 30560 25340 22300
24850 22330 26420 28650 29250

Si el beneficio es una variable aleatoria normal, calcular

(a) Estimacién puntual de la desviacién tipica.

(b) Intervalo de confianza del 90% para el beneficio medio men-
sual.

(¢) Intervalo de confianza del 90% para la desviacién tipica.

(a) Como estamos suponiendo que la variable aleatoria es normal, enton-
ces un estimador puntual de la desviacién tipica de la poblacién o es la
desviacién tipica muestral S.

Asi, si calculamos S? obtenemos:

> z; =263700 > zf=7022372000 n =10

X =26370 5? = 7622555,555 S = 2760,8976.

(b) Como los datos provienen de una normal de la que desconocemos su
varianza, un intervalo de confianza para la media vendra dado por

_ S - S
X—t qpn =i X+t qp —F—=

vn vn

donde t;_, /5 es el valor de la funcién de distribucién ¢-Student con n — 1
grados de libertad.

En nuestro caso tenemos que o = 0,1 y por tanto tg.095 = 1,833.
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Y como tenemos calculadas la media muestral y la desviacién tipica
muestral, en el apartado anterior, sustituyendo obtenemos:

2760,8976 2760,8976
26370 — 1,833 - Z—"" "7 . 26370 4 1,833 - =
V10 V10

Y un intervalo de confianza del 90% para el beneficio medio mensual es:

(24769,2 pts ; 27970,8 pts).

(c) Un intervalo de confianza para la varianza en poblaciones normales ven-
dra dado por
(n— 1)5’? (n— 1)5’3

bl

2 2
lea/Q Xa/2

donde los valores Xi/z y X%—a/? corresponden al valor de la funcién de dis-

tribucién Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

En nuestro caso como n = 10, y o = 0,1 tenemos que Xg,os(f)) =332y
x&% (9) = 16,916. Y sustituyendo los valores en los del intervalo de confianza
para la varianza tenemos

9 7622555,555 9 @2555,555} B [686030@ ~ 68603000
16,916 ’ 3,325 | 16,916 ' 3,325

Y un intervalo de confianza del 90% para la varianza es
4054790,4 < o < 20632481,
Y por tanto un intervalo de confianza para la desviacién tipica es

201365 < o < 4542,3.

Problema 6.16 _

Una fabrica de fundas de discos viene utilizando un proceso A
en su elaboracidon. Se acaba de descubrir un nuevo proceso B de
fabricacién del mismo producto que parece que requiere menos
cantidad de materia prima. Para decidir si ésto es cierto se se-
lecciona una muestra de 15 articulos fabricados por el proceso A
y otra de 17 fabricados por el B. La cantidad de materia prima
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usada para cada muestra, en gramos, dio como resultados para el
proceso A una media de 400 g. y una desviacién tipica de 9 g.; y
para el proceso B una media de 385 g. y desviacién tipica de 10,5
g. Suponer que la cantidad de materia utilizada en ambos casos
sigue una distribucién normal.

(a) Determinar un intervalo de confianza para el cociente de va-
rianzas con nivel de confianza del 98%.

(b) Usar el apartado anterior para decidir si es cierto que el
proceso B requiere menos materia prima que el A. (Usar
a = 0,05).

(a) Como queremos determinar un intervalo de confianza para el cociente
de varianzas de dos poblaciones normales, tenemos

54 1 o’ s
S22 F < 4 < i'Fﬁ-’U,U
S%. F1_a/2(’U1,112) O’% S% 1 (1/2( 2 1)

donde Fi_q/2(v2,v1) ¥ Fi_q/2(v1,v2) corresponden a los valores de los per-
centiles de la distribucién F-Snedecor con v = ny — 1 y v = ny — 1 grados
de libertad.

Como en nuestro caso, tenemos que « = 0,02 si miramos en la tabla de la
F-Snedecor obtenemos Fy g9(14,16) = 3,450628 y Fp99(16,14) = 3,618682.

Como sabemos que

ny =15 )§A=400 Sa=9
nyo =17 Xp =385 Sp =10,5.

fl

Si sustituimos, tenemos que un intervalo de confianza del 98% para el
cociente de varianzas es

81 1 81 _ .
1025 3430628 & T1005 >018682) =[0212916  2,65862].

Si ambas varianzas fuesen iguales el cociente deberia ser aproximadamente
1. Como en este caso el valor 1 pertencce al intervalo dado, concluimos que
las varianzas son iguales.
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(b) Como en el intervalo de confianza para el cociente entre varianzas ests
el valor 1, se puede suponer que las varianzas son iguales pero desconocidas,
y para probar la hipdtesis de igualdad de medias:

Las hipdétesis a considerar son:

Ho: pa=ups
Hy: pa>upp

El nivel de significacién es 0,05.

El estadistico de decisién es:
_ (Xa—XB) —do

‘1 1
Sp \—"‘—

(ng —1)8% + (na - 1)8%
ny+ng — 2 '

donde S, = \

Si calculamos S, obtenemos S, = 9,828529 y sustituyendo en el valor
del estadistico

(400 — 385) — 0 1

- % 430821,
0.828520 - 0,354245 _ 34817 3082

Como la regién critica del test viene dada por ¢t > t5,4n,-2.1-q siendo
tni+n2—2;1—a €l valor de la funcién de distribucién de ¢-Student con ny+ny—2
grados de libertad.

Y como en nuestro caso t30,0,95 = 1,69726 tenemos que
t = 4,30821 > 1,69726

que esta dentro de la region critica y por tanto rechazo la hipétesis nula.
Efectivamente, el proceso B requiere menos materia prima que el A.

Problema 6.17 S

Un tratamiento para adelgazar garantiza la pérdida de 4,5 kg. en
dos semanas. Para comprobar si esto es estadisticamente acep-
table se estudié una muestra de 7 personas, obteniéndose los si-
guientes resultados:

Antes del tratamiento | 74 60,3 64 82 91 56,7 62,1
Despues del tratamiento ' 70 54,9 58,5 75 84 54 4 69
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;Se acepta la hipédtesis con un nivel de confianza del 95% ?

381

Como tenemos que efectuar un test con los datos apareados, y observar las

diferencias entre las observaciones, las diferencias que obtenemos son

4 54 55 7T 7T 23  —6.9.

Si seguimos el esquema de los problemas anteriores tenemos:

Las hipétesis a considerar son:

Ho: d=4,5ke.
Hi: d+#45ke.

El nivel de significacién es 0,05.
(d - do)
Sa [v/n

7-226,31 — (24,3)?
7-6

El estadistico de decision es: t = siendo

~ 243
d= 7— = 3,47142857 y S3 =

Sq = \23,659048 = 4,8640567.

Y sustituyendo en el valor del estadistico tenemos que

_ 3,47142857 - 4,5

= —0,55948.
4,8640567 /7

= 23,659048

Como la region critica del test viene dada por |t| > ¢, 11_q4/ siendo
th-1;1—a/2 €l valor de la funcién de distribucién de ¢-Student con n — 1

grados de libertad.

En nuestro caso, si miramos en la tabla de percentiles de la t-Student
tenemos tg.0.925 = 2,44691 y por tanto |t| = 0,55948 < 2,44691 y por tanto

aceptamos la hipétesis nula.

El tratamiento para adelgazar es por tanto estadisticamente aceptable

para una pérdida de peso de 4,5 kg. en dos semanas.
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Problema 6.18 _ . - o o

Al realizar un estudio sobre la resistencia de ciertos materiales se
obtienen los siguientes resultados:

33,72 24,77 31,05 32,80 2578 35,45
25,26 27,99 29,43 27,00 23,22

Se pide:
(a) Realizar un constraste para ver si puede aceptarse que la
varianza poblacional vale 25.

(b) Si consideramos que la varianza de la poblacién es conocida e
igual a 25, realizar contrastes unilaterales y bilaterales para
constrastar si puede aceptarse que la media de la poblacién
vale 30.

(¢) Repetir el apartado anterior pero considerando que la varian-
za de la poblacion es desconocida.

Nota: Usar « = 0,05 y considerar que la poblacién es normal.

(a) Si seguimos el esquema gencral usado en problemas anteriores, tenemos
que el nivel de significacién es a = 0,05; las hipdtesis a considerar son:

Hy: o°
H}Z 0'2

(2 B

2
2

ol

Puesto que el tamano de la muestra es n = 11, y nos indican que la
poblacion se distribuye normalmente, el test que nos permitird aceptar o
rechazar Hy es:

Se acepta Hj si

donde Xi/g(” -1)y X%—a/'z (n—1) son los valores de la funcién de distri-
bucién de la variable aleatoria Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

Luego x§ g25(10) = 3,247 y x3g75(10) = 20,48 y el estadistico x? en
nuestro caso vale
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, (n—15% 10-16,28
= = T = 6,512.
X o? 25 '
Asi tenemos x? = 6,512 que est4 dentro de la regién de aceptacién del test.
Luego no tenemos evidencia suficiente para rechazar Hy, por lo que se acepta

como valor de o2 = 25.

(b) Si se considera que la varianza de la poblacién es conocida, para efectuar
contrastes sobre la media, el estadistico de decisidén serd

X —u
7 =
o/vn
En el caso del test bilateral
Hy: p=230
H] N ) # 30

La region critica del test bilateral es Z > 2z _4/0 6 Z < —21_4/9, siendo
2| _q/2 €l valor de la funcién de distribucién normal estdndar. Como a = 0,05
entonces 2)_q/2 = 20,975 = 1, 96.
28,77 — 30 ,
En nuestro caso Z = - = —0,82 y por tanto estd dentro de la

5/V11

regioén de aceptacién.
Si repetimos el contraste para el test unilateral

Hy: p=30
Hy: u<30

La regién critica del test unilateral es Z < —23_4, siendo z;_, el valor
de la funcién de distribucién normal estdndar. Como « = 0,05 entonces
—Z21-a = —Z20,95 = —1,645.

Y como Z = —0,82 esta dentro de la regién de aceptacién.

(c) Si se considera que la varianza de la poblacién es desconocida, para
efectuar contrastes sobre la media, el estadistico de decisién serd

_ X
~5/yn

t
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(a) Queremos realizar un contraste de igualdad de medias para dos pobla-
ciones normales con varianzas desconocidas pero iguales. El test seria:

Ho: pi=p
Hy:o py # pe
El estadistico de decision del test sera:
X, — X3
B

S

,"’Sf(nl — 1) + S%(’nz — 1)
ny+ny—1
segin una t-Student con 1y + ng — 2 grados de libertad.

siendo S, = v donde el estadistico ¢ se distribuye

Si calculamos las medias y desviaciones tipicas muestrales tenemos:

=5 X1 =974 S =88769
ng = 7 XQ =110 SQ = 30,221

La desviacién tipica comun vale S, = 24,073221.

Asi el valor del estadistico t es:

12,6
=- ———— = :
24,073221 - 0,58554 /893881
La region critica del test bilateral es ¢ > ¢,_4/5 6 t < —1,_,/2, siendo
t1_q/2 €l valor de la funcién de distribucién t-Student con ny +ny — 2 grados
de libertad. Como « = 0,05 entonces t19,0,975 = 2,228.

Al ser t = 0,893881 que no estd dentro de la regién de rechazo del test,
y por tanto aceptamos la hipétesis de igualdad de medias.

(b) Como queremos determinar un intervalo de confianza para el cociente
de varianzas de dos poblaciones normales, tenemos

s? 1 s?

2

o1
S5 < =5 < g Fiogge(ve,v
S% Fl—a/Q(Ul,Uz) 0‘22 S% 1 a/Q( 2, 1)

donde F_q/2(v2,v1) ¥ Fi_a/2(v1,v2) corresponden a los valores de los per-
centiles de la distribucion F-Snedecor con v; = n; — 1 y vg = ny — 1 grados
de libertad.
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Como en nuestro caso, tenemos que o = 0,1 si miramos en la tabla de
percentiles de la F'-Snedecor obtenemos Fy 95(4, 6) = 4,533677 y F 95(6,4) =
6,163132.

Como ya tenemos calculadas las desviaciones tipicas muestrales, si sus-
tituimos, tenemos que un intervalo de confianza del 90% para el cociente de
varianzas es

78,8 1 788

913,3333  4,533677 ' 913,3333 -6,163132| =[0,01903 ; 0,5317].

Si ambas varianzas fuesen iguales el cociente deberia ser aproximadamente
1. Como en este caso el valor 1 no pertenece al intervalo dado, concluimos
que las varianzas no son iguales. Por tanto, la suposicién que se hizo en el
apartado anterior no es adecuada.
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1. Obtener un intervalo de confianza para oy /o2 del 98% de poblaciones

normales, si se tienc:

’I'ZJ:15 y

S1 = 0,07

ng =12 ; Sy =0_8.

2. Los siguientes son los pesos de 10 paquctes de semillas (en kg):

46 452 46,4

46,1

45,8 47 46,1 45,9 45,8 46,9

Encontrar un intervalo de confianza del 95% para la varianza de todos
los paquetes de sernillas, suponiendo una poblacién normal.

3. De una poblacién normal sc ha obtenido una muestra aleatoria de

tamano 20

6,166
3,667
5,886
6,387

8,196
10,758
9,407
24,471

12,606
20,047
21,265
22,861

0,902 0,631
4,668 2,547
6,117 3,849
~3,585 6,462

Calcular el intervalo de confianza del 95% para la varianza poblacional.

4. Una muestra aleatoria de 8 cigarrillos de una marca determinada tiene
un contenido promedio de nicotina de 2,6 miligramos y una desviacién

tipica § = 0,9 miligramos.

Suponiendo que la distribucién de los

contenidos de nicotina son aproximadamente normales, determinar un

intervalo de confianza del 99% para o.

5. En una muestra aleatoria de n = 500 familias que tienen televisores
en una determinada ciudad, se encontré que 340 habian visto un pro-
grama, de noticias. Encontrar un intervalo de confianza del 95% para
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10.

11.

Intervalos de Confianza y Contraste de Hipétesis.

la proporcién actual de familias en esta ciudad que se informan con
dicho noticiario televisivo.

. Los contenidos de 7 recipientes similares de 4cido sulfiirico son (en

litros):
98 102 104 9,8 10,0 10,2 9.6.

Encontrar un intervalo de confianza del 95% para la media de todos
los recipientes, suponiendo una distribucién normal.

Una muestra aleatoria de 100 propietarios de automdévil indica que, en
la comunidad auténoma andaluza, un automévil recorre un promedio
de 23500 km. al ano con una desviacién tipica S = 3900 km. Determi-
nar un intervalo de confianza del 99% para el promedio de kilémetros
que un automoévil recorre anualmente en dicha comunidad.

. Un fabricante de baterias para automévil asegura que sus baterias

duran, en promedio, 3 anos con una desviacién tipica de un ano. Si 5
de estas baterias tienen duraciones (en afios) de

1,9 24 30 35 4.2
Determinar un intervalo de confianza del 95% para o2 e indicar si es
valida la afirmacién del fabricante de que o2 = 1. Suponer que la
duracién de las baterias se distribuye en forma normal.

Se obtiene una muestra de 20 estudiantes con una media muestral
X = 72 y una cuasivarianza muestral S? = 16 en un examen de ma-
tematicas. Supongamos que las calificaciones tienen una distribucién
normal. Determinar un intervalo de confianza del 98% para o?.

El consumo regular de cereales azucarados contribuye a la caida de los
dientes, enfermedades de corazén y otros procesos degenerativos. En
un estudio realizado sobre una muestra de 20 porciones de un cereal,
el contenido promedio de azucar fue de 11,3 g. con una desviacién
tipica § = 2,45 g. Suponiendo que los contenidos de aztcar estan
distribuidos normalmente, determinar un intervalo de confianza del
95% para o.

Una maquina produce piezas metdlicas de forma cilindrica. Se toma
una muestra de piezas cuyos didmetros son (en cm.):

0,99 1,01 097 1,03 1,04 099 098 1,01 1,03.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Si se supone una distribucién aproximadamente normal. Determinar

un intervalo de confianza del 99% para o2.

Se selecciona una muestra aleatoria de 200 votantes y se encuentra
que 114 respaldan un convenio. Encontrar el intervalo de confianza
del 96% para la fraccién de la poblacién de votantes que es favorable
a dicho convenio.

Se selecciona una muestra aleatoria de 500 fumadores de cigarrillos y se
encuentra que 86 de ellos prefieren la marca X. encontrar un intervalo
de confianza del 90% para la proporcién de la poblacién de fumadores
que prefieren la marca X.

En una muestra aleatoria de 1000 casas en una determinada ciudad, se
encuentra que 228 de ellas tienen calefaccién. Encontrar un intervalo
de confianza del 99% para la proporcién de hogares de esta ciudad que
tienen calefaccién.

Las alturas de una muestra aleatoria de 50 estudiantes mostraron una
media de 174,5 cm. y una desviacion tipica muestral S = 6,9 cm.
Determinar un intervalo de conflanza del 98% para la altura promedio
de todos los estudiantes de dicho centro.

Se toma una muestra aleatoria de 12 agujas de tejer en un estudio
de la dureza de la cabeza de las agujas. Se realizan las mediciones
de la dureza para cada una de las 12 piezas, de lo que se obtiene un
valor promedio de 48,5 con una desviacién tipica § = 1,5. Suponien-
do que las mediciones estin normalmente distribuidas, determinar un
intervalo de confianza del 90% para la dureza promedio.

Una muestra de 12 alumnos de una academia mecanografiaron un pro-
medio de 79,3 palabras por minuto con una desviacién tipica S = 7,8
palabras por minuto. Suponiendo una distribucién normal para la
cantidad de palabras mecanografiadas por minuto, encontrar un in-
tervalo de confianza del 95% para el nimero promedio de palabras
mecanografiadas por minuto por todos los alumnos de esta academia.

Una muestra aleatoria de 25 cigarros de una marca determinada tiene
un contenido promedio de nicotina de 1,3 miligramos y una desviacién
tipica 8 = 0,17 miligramos. Encontrar un intervalo de confianza del
95% para el promedio de nicotina de esta marca.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Se registraron las siguientes mediciones del tiempo de secado, en horas,
de una marca de pintura acrilica:

48 40 52 34 25 48 29 36
28 33 56 3,7 28 44 30.

Suponiendo que las mediciones representan una muestra aleatoria de
una poblacién normal, encontrar un intervalo de confianza del 99%
para el tiempo de secado de esta pintura.

Con referencia al problema ntimero 10, determinar un intervalo de con-
fianza del 95% para el contenido promedio de aziicar de dicho cereal.

Con referencia al problema niimero 4, determinar un intervalo de con-
fianza del 99% para el contenido promedio real de nicotina de esta
marca de cigarrillos.

Con referencia al problema nimero 11, determinar un intervalo de con-
fianza del 99% para el diametro promedio de piezas de esta miquina.

Un fabricante produce focos que tienen un promedio de vida con distri-
bucién aproximadamente normal y una desviacién tipica o = 40 horas.
Si una muestra de 30 focos tiene una vida promedio de 780 horas, en-
contrar un intervalo de confianza del 96% para la media poblacional
de todos los focos que produce esta empresa.

Una maquina de refrescos estd ajustada de tal manera que la cantidad
de liquido despachada se distribuye aproximadamente en forma normal
con una desviacién tipica ¢ = 0.15 decilitros. Encontrar un intervalo
de confianza del 95% para la media de todos los refrescos que sirve esta
méaquina si una muestra aleatoria de 36 refrescos tiene un contenido
promedio de 2,25 decilitros.

El tiempo de fallo de un dispositivo es una variable aleatoria exponen-
cial con pardmetro A. Se ponen a prueba 10 de estos dispositivos y
se encuentra que la suma de sus tiempos de fallo es 111. Calcular un
intervalo de confianza del 95% para A.

Otro dispositivo tiene un tiempo de fallo que se distribuye segin una
exponencial con pardmetro A. Se prueban 20 dispositivos y se en-
cuentra que la suma de tiempos de fallo es 20169 horas. Calcular un
intervalo de confianza del 90% para A.



Problemas Propuestos 391

27.

28.

29.
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31.

Un experto en gestiéon de calidad desea determinar un intervalo de
confianza para el tiempo promedio que se necesita para hacer tres per-
foraciones en una cierta pieza metdlica. Se calcula el tiempo promedio
de una muestra aleatoria de 36 trabajadores, resultando 2,6 segundos.
Encontrar los intervalos de confianza del 95% y del 99% para dicho
tiempo de perforacién. Supongamos que la desviacién tipica de la
poblacion es conocida y vale o = 0,3 segundos.

Se registraron los tiempos utilizados en la compra para 64 clientes
seleccionados al azar en un supermecado. La media de esos 64 tiempos
de compra fue de 33 minutos y la cuasivarianza §? = 256. Estime el
promedio real del tiempo utilizado por los clientes en la compra por
medio de un intervalo de confianza del 99%.

Un método para resolver la carencia de energia eléctrica requiere de la
construccién de plantas eléctricas nucleares flotantes unas millas mar
adentro. Se necesita una estimacién de la densidad del trafico naval en
el drea, porque existe una preocupacion respecto a una posible colisiéon
por parte de un barco con la planta flotante (aunque anclada). El
nimero de barcos que pasan dentro de un radio de 10 millas de la
ubicacién propuesta de la planta eléctrica, registrado durante 60 dias

en julio y agosto, tuvo una media y una cuasivarianza muestral de:
X, =72y 8% =88.

(a) Obtener un intervalo de confianza del 95% para el promedio de
nimero de barcos que pasan dentro de un radio de 10 millas de
la localizacién propuesta de la planta eléctrica durante un dia.

(b) Se esperaba que la densidad del tréfico naval disminuyera en los
meses de invierno. De una muestra de 90 observaciones de barcos
durante el invierno, se obtuvieron los siguientes valores de la me-
dia y cuasivarianza: Xo = 4,7 , S2 = 4,9. Obtener un intervalo
de confianza del 90% para la diferencia en la densidad media del
trafico naval entre los meses de verano e invierno.

La experiencia muestra que la desviacién tipica del ingreso anual de
trabajadores de la rama industrial en cierto estado es de 400 ddlares.
. Cudntos trabajadores de dicha rama tendrian que ser seleccionados
si se quisiera estimar la media poblacional con un error maximo de 50
délares, con una probabilidad de 0,957

En una planta que fabrica cemento las producciones diarias para la
semana pasada fueron 785, 805, 790, 793 y 802 toneladas.
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(a) Estimar, a partir de los datos, la media de la produccién diaria
con un coeficiente de confianza de 0,90.

(b) §Se puede afirmar, al mismo nivel de confianza, que el promedio
de produccién diaria es inferior a 800 toneladas?

Se desea estimar la distancia promedio que recorren los empleados de
una empresa de camino a su trabajo. Los estudios anteriores de es-
te tipo indican que la desviacién tipica de esas distancias debe estar
cercana a los 2 km. ;Cudntos empleados deben muestrearse si la esti-
macién debe quedar a menos de 0,1 km. del promedio verdadero, con
un coeficiente de confianza de 0,957

El alambre pretensado para reforzar ciertos tubos, se fabrica en rollos
grandes. En una inspeccién de control de calidad se prueban 5 mues-
tras de un rollo y se mide su resistencia maxima a la tensién. Los
resultados de las mediciones, en miles de 1b/pulg?, fueron 253, 261,
258, 255 y 256. Con estos datos determinar una estimacién del inter-
valo de confianza del 95% para el promedio verdadero de resistencia a
la tensién maxima.

Por un procedimiento aleatorio se extraen 16 elementos muestrales de
una poblacién normal con X = 41,5y § = 2,795. ;Hay motivos para
rechazar la hipétesis de que la media de la poblacién es 437 (Usar
a = 0,05.)

El vicepresidente del departamento de ventas de una gran coorporacién
afirma que los vendedores tienen un promedio no mayor de 15 partes de
venta por semana. (Desearia aumentar esta cifra). Se seleccionan 36
vendedores al azar para verificar su afirmacion y se registra el niimero
de contactos en una sola semana de forma aleatoria. La muestra tiene
una media de 15 prospectos y una cuasivarianza de 9.

i Contradicen los hechos la afirmacién del vicepresidente? Utilizar un
nivel de significacién a = 0,005.

Los salarios diarios en la industria naval presentan una distribucién
normal con media p = 13,208 y desviacidn tipica o = 2,508. Si en esta
industria, una compania que fabrica motores para barcos emplea a 40
trabajadores y les paga un promedio de 12,208, ; puede acusarse a esta
compania de pagar salarios inferiores a los del sector naval? Utilizar
a = 0,01.
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38.

39.

40.

41.

El voltaje de salida de un cierto circuito eléctrico debe ser igual a 130,
segun se especifica. Una muestra de 40 lecturas independientes para
este circuito di6 una media muestral de 128.6 v una desviacién tipica
S =2,1.

Probar la hipétesis de que el voltaje de salida por término medio es
130, frente a la hipdtesis alternativa de que es inferior a 130. Utilizar
un nivel de significacién del 5%.

El indice de dureza de Rockwell para acero se determina al rayar el
acero con un punzén de diamante y medir la profundidad de la pene-
tracion. En 50 muestras de cierto tipo de acero el indice de dureza
de Rockwell tuvo una media de 62 y una desviacién tipica S = 8. El
productor afirma que este acero tiene un indice de dureza promedio de
por lo menos 64. ;Hay suficiente evidencia para refutar la afirmacién
del productor con nivel de significacién del 1%7?

Una maquina expendedora de café que funciona a base de monedas, se
disené para servir, en promedio, 7 centilitros de bebida por vaso. Con
el objeto de verificar lo anterior se eligieron 10 vasos llenos de bebida
y se midieron los contenidos. La media y la desviacion tipica de las
diez mediciones fueron z = 7,1 cl. y § = 0,12 cl., respectivamente.

(a) ;Presentan estos datos suficiente evidencia para afirmar que la
descarga media difiere de 7 cl.? Utilizar oo = 0,01.

(b) ;Qué puede decirse si a = 0,17

Una encuesta realizada por la revista Investigacion y Desarrollo indus-
trial revel6 que los sueldos del personal de investigacién y desarrollo
aumentaron un 9,6% en 1998 hasta alcanzar un promedio de 31221 eu-
ros al ano. Siuna muestra aleatoria de sueldos de 20 expertos en fisica
tuvo una media de 33120 y una desviacién tipica S = 2140, ; concluiria
que se paga mas en promedio a los fisicos que la media global de 31221
euros por ano? Utilizar o = 0,05.

Se ensend a dos grupos de nifios de la escuela primaria a leer por dos
métodos diferentes, 50 por cada método. Al terminar el periodo de
instruccién, una prueba de lectura dié los siguientes resultados:

Vi=74 , Yo=T1 , S=9 , Sp=10

(a) ;Cual es el nivel de significacién si desea verificarse si hay evi-
dencia de una diferencia real entre las dos medias poblacionales?
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(b) ;Cuadl serd la conclusidn si utilizamos o = 0,057

Se efectud un estudio por parte de la comisién de medio ambiente del
Patronato de Donana para estimar las cantidades de residuos quimicos
encontrados en los tejidos celebrales de patos malvasia. En una prueba
sobre DDT, muestras aleatorias de n; = 10 patos jévenes y ng = 13
polluelos recién nacidos dieron como resultados:

Y, =0,041 , Y2=0,026 , S =0017 , S, =0,006

Probar la hipétesis de que no existe diferencia en las cantidades pro-
medio de DDT encontradas en ambas muestras, frente a la alternativa
de que los patos jévenes presentan un indice mayor que los polluelos.
Utilizar o = 0,05.

La resistencia del “concreto” depende del método que se utiliza para el
secado. Dos diferentes métodos de secado mostraron como resultados:

=7 , ¥1=3250 , S5 =210
ne=10 , Y, =23240 , S, =190

i Parecen producir los dos métodos “concretos” con una resistencia
diferente? Utilizar o = 0,05.

Una muestra aleatoria de tamano 25 de una poblacién normal con
desviacion tipica conocida o1 = 5,2 nos da una media de 81. Otra
muestra de tamano 36 para una poblacién normal de desviacién tipica
o9 = 3,4 nos da una media de 76. Probar la hipdtesis de que ambas
medias sean iguales frente a que sean distintas. Utilizar oo = 0,05.

. Se quiere comprobar si tres grupos de alumnos de distintos colegios

obtienen las mismas notas en selectividad.

73 89 82 43 80 73 66 6,0

88 7.8 48 91 51 85 74 1.7

68 79 56 91 71 7.1 87 4,1
45 93 36 7.7

31 78 62 76 96 80 56

59 68 53 79 15

QT QW=

Probar la hipdtesis de que ambas medias sean iguales frente a que sean
distintas. Utilizar e = 0,05.
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47

48.

49

50.

51.

Se afirma que una de las piezas de un motor, producida por una com-
pafifa, tiene una varianza del didmetro no mayor que 0,0002 pulgadas?.
Una muestra aleatoria de 10 informes revelé una cuasivarianza mues-
tral de 0,0003 pulgadas?.

.Se pude afirmar que la varianza es mayor de 0,0027 Contrastar a un
nivel de significacién de 0,05.

Queremos comparar la varianza de la compania anterior con la de su
competidor. Tomando una muestra para éste de tamano 20, se obtiene
una varianza de 0,0001 pulgadas?. ;Presentan los datos suficiente in-
formacién para indicar una menor varianza en los didmetros fabricados
por ¢l competidor? Utilizar o = 0,05.

Se desea estimar, con una confianza del 99%, la intensidad media que
circula por una componente de un circuito en circunstancias diversas.
Se supone que la intensidad, en miliamperios, sigue una distribucién
normal de varianza 144. Llevadas a cabo 25 medidas en instantes
clegidos al azar, se obtuvo una media muestral de z = 85 mA.

Los siguientes datos son los volimenes de ventas diarios de una em-
presa, expresados en millones de pesetas, durante 35 dias elegidos al
azar

0,360 1,185 0,524 0,870 0,356 2,567 0,566
1,789 0,578 0,578 0,892 0,345 0,256 0,987
0,355 0,989 0,412 0,453 1,987 0,544 0,798
0,634 0,355 0455 0,445 0,755 0,423 0,754
0,452 0452 0450 0,511 1,234 0,543 1,501

Un histograma de estos datos mostraria claramente una fuerte asime-
tria a la derecha, lo cual sugiere que los valores de actividad no siguen
una distribucion normal. Determinar un intervalo de confizanza del
95% para el volumen de ventas.

Se quiere determinar un intervalo de confianza del 95% de la propor-
cién de ciudadanos que juegan al bingo, loteria, quiniclas, etc. Para
cllo se selecciond una muestra simple de 200 personas con la que se
estimé que el 15% tienen este tipo de hdbito.

Admitiendo que el nimero de erratas por pagina de cierto libro sigue
una distribucion de Poisson, se quiere determinar un intervalo de con-
fianza al 95% del nimero promedio de erratas por pagina que contiene.
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Para ello se eligieron al azar y con reemplazamiento 100 paginas en las
que se observé una media muestral de = 0,04 erratas por pagina.

Se quiere determinar un intervalo de confianza para la varianza de la
variable del problema nimero 49. (a) Dar dicho intervalo con nivel de
confianza del 99%, (b) con nivel de confianza del 90%.

Con objeto de estudiar la efectividad de un compresor de imagenes, 6
de ellas fueron capturadas en ficheros sin comprimir mientras otras 5
fueron capturadas y comprimidas. El tamano de los archivos, en Kb,
resultod ser

Sin compresién: 20,4 62,5 61,3 44,2 11,1 237
Comprimidas: 1,2 6,9 387 204 172

Supuesto que el tamano de una imagen, tanto en un caso como en
otro, sigue una distribucién normal de parametros desconocidos, dar
el intervalo de confianza para el cociente de varianzas poblacionales,
con nivel de confianza del 95%. ;Sugiere el intervalo de confianza
admitir que ambas varianzas poblacionales son sensiblemente iguales?

Con referencia al ejercicio anterior, determinar el intervalo de confianza
para la diferencia de medias poblacionales con nivel de confianza del
95%.

Se intenta comparar el efecto de una temperatura elevada sobre dos
tipos de procesadores. Para ello, se hicieron trabajar a altas tempe-
raturas 250 equipos con el primer procesador y 200 con el segundo.
183 de los primeros y 90 de los segundos manifestaron un funciona-
miento anormal. Determinar el intervalo de confianza del 95% para la
diferencia de proporciones de procesadores sensibles al calor.

Con objeto de averiguar si el calor disipado por su funcionamiento hace
variar significativamente la cficiencia de cierto tipo de procesador, se
midié el tiempo empleado en ejecutar una serie de programas, nada
mas iniciarse el funcionamiento del equipo Xj;, y tras dos horas de
funcionamiento Y;. Los datos obtenidos, en milisegundos, fueron

169,7 168,5 1659 1778 179,6

1682 1655 1644 1757 1766
1689 1692 1679 1818 1633
166,01 1671 166,3 179,7 161,5

=2

S

L
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Determinar un intervalo de confianza del 95% para la disminucién
media del tiempo de ejecucién.

Se quiere analizar la precisién de dos scaner en la conversion en ficheros
ASCII de documentos mecanografiados, determinando un intervalo de
confianza para la diferencia del niimero medio de palabras “mal leidas”
por pagina.

Para ello se seleccionaron al azar 40 pdginas, anotandose el mimero de
palabras “mal leidas” por el primer scaner, asi como el de palabras
“mal leidas” por el segundo, en otras 40 piginas elegidas también
al azar. Si el nimero medio de tales palabras fue, respectivamente,
71 = 4y Tg = 3 con la misma dispersién, S} = Sy = 2, determinar
un intervalo de confianza para la diferencia de medias con nivel de
confianza del 95%.

Se quiere determinar un intervalo de confianza del 95% para el niimero
medio de accidentes de trafico en cada fin de semana. en una deter-
minada zona. Se supone que dicho ntmero sigue una distribucion de
Poisson de parametro desconocido y se dispone de los datos corres-
pondientes a 30 semanas en las que se han observado 217 accidentes.

Se selecciond una muestra aleatoria de 100 muertes durante un ano,
dando una vida promedio de 71,8 anos. Suponiendo una desviacion
tipica poblacional ¢ = 8,9 anos. ;Se podria afirmar que la vida pro-
medio hoy en dia es mayor de 70 anos, con nivel o = 0,05 7

Un fabricante ha desarrollado un nuevo sedal sintético para pesca que
sc considera tiene resistencia a la ruptura de 8 kg. con una desviacién
tipica ¢ = 0,5 kg. Probar la hipotesis de que 4 = 8 kg. frente a
que p # 8 kg. Se prueban 50 sedales y se encuentra que tienen una
resistencia promedio de 7,8 kg. Usar un nivel o = 0,01.

El Instituto de consumo afirma que un aspirador consume en promedio
46 kilovatios-hora al afo. Si una muestra de 12 hogares indica que
los aspiradores consumen en promedio 42 kilovatios-hora al ano con
una desviacion tipica S = 11,9 kilovatios-hora, ;sugiere esto que los
aspiradores consumen, en promedio, menos de 46 kilovatios-hora al
ano, con nivel 0,057 Supongamos que la poblacién es normal.

Se llevo a cabo un experimento para comparar el deterioro abrasivo de
dos materiales laminados diferentes. Se probaron 12 piezas del mate-
rial 1 y 10 del material 2, se observé la profundidad del deterioro. Las
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muestras del material 1 dieron un deterioro promedio de 85 unidades
con una desviacién tipica S; = 4, mientras para el material 2 dieron
un promedio de 81 y desviacién tipica Sy = 5. jPuede decirse que el
deterioro abrasivo del material 1 excede al del material 2 en més de 2
unidades con un nivel de significacién de 0,057 Suponer poblaciones
normales con varianzas desconocidas pero iguales.

Se cree que un medicamento en el mercado, que por lo comun se pres-
cribe para aliviar la tensién nerviosa es eficaz sélo en el 60% de los
casos. Un nuevo medicamento se administra a una muestra de 100
adultos que sufren tension nerviosa, de los que 70 experimentaron ali-
vio. ;Es evidencia suficiente para deducir que el nuevo medicamento
es mejor que el que se suministraba comunmente? Usar un nivel de
significacién 0,05.

Supdngase que se desea probar la hipdtesis

Hy: p =68 kg.
Hy: u > 68 kg.

para los pesos de un grupo de hombres. Si se sabe que 0 = 5. Con un
nivel de significacidn o = 0,05 determinar el tamano de la muestra, si
la potencia debe ser de 0,95 cuando la media verdadera es de 69 kg.

Se va a construir una planta quimica en un pueblo. Para determinar si
hay diferencia significativa entre la proporcién de votantes del pueblo
y de las cercanias que estan a favor de la construccién, se toma un
grupo de ellos. Si 120 de 200 votantes del pueblo y 240 de 500 de
las cercanias estan a favor de la propuesta, jestarfamos de acuerdo en
que la proporcion de votantes del pueblo es mayor que la proporcién
de votantes de cercanias que estdn a favor de la construccién de dicha
planta? Usar un nivel de 0,025.

Un fabricante de baterias para automdvil asegura que la duracién de
sus baterias tiene una distribucién aproximadamente normal con des-
viacién tipica conocida ¢ = 0,9 anos. Si una muestra de 10 de éstas
tiene una desviacion S = 1,2 anos. jEs ¢ > 0,9 afios con un nivel de
0,057

Al probar la diferencia en el desgaste de dos materiales en el problema,
numero 62, se supuso que las varianzas eran iguales pero desconocidas.
i Es correcto que 07 = 05 con un nivel de 0,17
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Una firma de cigarros distribuye dos marcas. Si se encuentra que 56
de 200 fumadores prefieren la marca A y que 29 de 150 fumadores
prefieren la marca B, jpuede concluirse que la marca A aventaja en
ventas a la B con nivel de significacion 0,067

En un colegio se estima que a lo sumo el 25% de los estudiantes se
traslada a clase en bicilceta. ;Es vilida esta afirmacién si, en una
muestra de 90 estudiantes, se encuentra que 28 usan este transporte?
Usar nivel de significacién de 0,05.

En un cierto estudio para estimar la proporcién de residentes de una
ciudad y sus suburbios que esta de acuerdo con la construccién de
una planta de energia nuclear, se encontré que 63 de 100 residentes
urbanos favorecen la construccién, mientras que 59 de 125 residentes
suburbanos se oponen. ;Existe alguna diferencia significativa entre
las proporciones de residentes urbanos y suburbanos que favorecen la
construccién de la planta nuclear?

Se sabe que la capacidad de los recipientes de un determinado lubri-
cante tiene una distribucién normal con varianza o = 0,03.

(a) Probar la hipdtesis 02 = 0,03 en contraposicién a la alternativa
o? # 0,03 para la muestra aleatoria de 10 recipientes (en litros): (Usar
a = 0,01).

10,2 9,7 10,1 10,3 10,1 98 99 104 10,3 9,8

(b) Probar la hipétesis de que el contenido promedio es de 10 litros
con nivel de significacién de 0,01.

Se sabe que el contenido de nicotina de una marca de cigarros es apro-
ximadamente normal con una varianza o2 = 1,3. Probar la hipdtesis
0% = 1,3 en contraposicién a la alternativa 02 # 1,3 si una muestra
aleatoria de 8 de éstos tiene una desviacién tipica S = 1,8 mg. Utilizar
un nivel a = 0,05.

Se lleva a cabo un estudio para comparar el tiempo que tardan hom-
bres y mujeres en armar un producto determinado. Las experiencias
anteriores indican que la distribucién de tiempos tanto para hombres
como para mujeres es aproximadamente normal. Pero la varianza de
los tiempos para las mujeres es menor que la de los hombres. Una
muestra aleatoria de tiempos para 11 hombres y 14 mujeres arroja los
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siguientes datos

Hombres n; =11 S; =6,1

Mujeres n, =14 S; =5.3.
Probar la hipétesis de que 07 = 02 en contraposicién a la alternativa
0? > 03. Usar a = 0,01.

Una gran compaiiia de automéviles quiere decidir si comprar una mar-
ca A o una marca B de neumdticos. Para decidirse se lleva a cabo un
experimento utilizando 12 de cada marca. Los resultados son

Marca A z; = 37900 km S; = 5100 km
Marca B % = 39800 km Sy = 5900 km

A}

Probar la hipétesis de que no hay diferencia en el promedio recorrido
en las dos marcas de neumaticos. Usar nivel 0,05. Supongamos que
las dos poblaciones son aproximadamente normales.

Con referencia al problema anterior, probar la hipétesis de que o1 = o4
en contraposicién a la alternativa o7 < o2 donde 01 y o9 son las
desviaciones tipicas de las distancias recorridas por los neumaticos de
las marcas A y B. Usar un nivel de significacién de 0,05.

Se afirma que una maquina que sirve refrescos estd fuera de control si la
varianza de los contenidos excede de 1,15 dI°. Si una muestra aleatoria
de 25 refrescos de esta maquina tien una cuasivarianza S = 2,03 dl?,
jindica ésto, con en un nivel 0,05, que la maquina est4 fuera de control?
Supongamos que los contenidos tienen distribucién aproximadamente
normal.

Una muestra de 36 refrescos de una maquina automética tiene un
contenido promedio de 21,9 decilitros por refresco, con una desviacién
tipica S = 1,42 decilitros. Decidir si se acepta. el test con una hipétesis
nula Hy @ p = 22,2 decilitros frente a Hy : p < 22,2, y un nivel de
significacién 0,05.

i Qué tamano de la muestra se requiere en el problema anterior si la
potencia de la prueba debe ser 0,9 cuando la media verdadera es 21,3
decilitros? Supongamos que la desviacién tipica es conocida o = 1,42
decilitros.
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La altura promedio de un colectivo de mujeres es de 162,5 cm con
una, desviacién tipica de 6,9 cm. ;Hay alguna razén para creer que
existe un cambio en la altura promedio si una muestra aleatoria de 50
mujeres del grupo actual tiene una altura promedio de 165,2 cm?

;i Qué tamano se requiere para una muestra en el problema anterior
si la potencia es 0,95 cuando la altura promedio real difiere de 162,5
(altura promedio del colectivo) en 3,1 cm?

Una compaiiia de carburantes asegura que una quinta parte de los
hogares en una cierta ciudad se calientan con gasoil. ;Se tiene alguna
razén para dudar de esta afirmacién si, en una muestra de 1000 hogares
se encuentra que 236 se calientan con gasoil? Utilizar un nivel 0,05.

Un fabricante afirma que la resistencia promedio a la tensién de los
tornillos A excede la de los tornillos B al menos en 12 kg. Para probar
esta afirmacién se examinan 50 piezas de cada tipo. El tornillo A
tuvo una resistencia promedio Z; = 86,7 kg con una desviacién tipica
S1 = 6,28 kg; mientras para el tornillo tipo B estos mismos pardmetros
fueron Z, = 77,8 kg y S = 5,61 kg. Comprobar la afirmacién del
fabricante usando un nivel de significacién de 0,05.



Soluciones de los Problemas
Propuestos.






Capitulo 1

1 . 1 Param. de centralizacién:

X =0,507;Me=0;Mo=0
Param. de dispersion:
Re = 4;Var(z) = 0,502;0 = 0,708; Cv = 139, 64%; Dc = 0,5; Dp1g—90 = 0,5

Otros:
As =0,715;g1 = 1,39; g2 = 1,9 (Leptocurtica)

1.2
(a) Me=28

(b) 63,63

1.3 Grafico

1.4

e Pardm. de centralizacion:
X =4,445; Me = 4,5; Mo =5
Param. de dispersion:

Re = 7;Var(z) = 2,327;0 = 1,525; Cv = 34,31%; Dc = 1,5; Dp1p—go = 2
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s Pyy=3

1.5 No, puesto que seria necesario conocer el nimero de vue-
los totales de cada afio para poder realizar un estudio comparativo. Un
estudio mas en profundidad nos llevaria a considerar otros factores como
(calidad de los aparatos, nivel de aprendizaje de los pilotos, condiciones
atmosféricas, accidentes debidos a causa mayor...)

1.6

X = 325,5; Mo = 312,8 3 y348,071; Me = 327; Var(z) = 2144

1.7

[Lici—Li) | ni |z | fi | Nid NiT\E‘lIE‘TIhi
1-3 3 0,03 \3 100 0,03 1 15
3-7 29 | 5 029 32 97 (0,32 097 7,25
7-8 35 (75 |035 67 68 [0,67]068 35
8-10 26 | 9 0,26 193 |33 093|033 |13
10-13 6 |115 00699 |7 0,99 | 0,07 | 2
13-20 1 165,001 100 |1 |1 0,01 | 0,14

3]

1.8 Grafico
1 . 9 NOTA.: consideraremos el iltimo intervalo en 75
¢ HOMBRES

Pardm. de centralizacién:
X =25,368; Me = 23,9; Mo = 23,886

Param. de dispersion:

Re = 75;Var(z) = 55,096; 0 = 7,423; Cv = 29,3%; Dc = 2,9; Dp1g_go = 5,916

» MUJERES
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Param. de centralizacion:

X =22,318; Me = 22,764; Mo = 23,92
Param. de dispersion:

Re = 75;Var(z) = 66,789;0 = 8,172; Cv = 36,616%; Dc = 2,325; Dp1o—go = 9,467

1.10

[Lici—Li) = ni |NoLIfi Fl

- 70-75 72,5 |9 9 0,009 0,009
75-80 775 |48 | 57 | 0,048 | 0,057
80-85 82,5 | 147 | 254 | 0,197 | 0,254
85-90 87,5 | 321|575 | 0,321 | 0,575
90-95 925 | 259 | 834 | 0,259 | 0,834
95-100 975 | 121|955 | 0,121 | 0,955
100-105 | 102,5 | 45 | 1000 | 1 1

o Pardm. de centralizacion:

X =89,08; Me = 88,831; Mo = 87,839

s+ Pardm. de dispersion:

Re = 35;Var(z) = 37,953;0 = 6,161; Cv = 6,91%; Dc = 4,24; Dp1g—g0 = 8,317

1.11 Tipificando ambas variables (Z = 0;0 = 1) para un es-
tudio conjunto obtenemos que Z; = 2 y Z; = 2,5. Luego la segunda nota
es mas meritoria que la primera puesto que Z; > Z;.

1.12

(a) Pardm. de centralizacion:
X =20,32; Me = 20; Mo =19
Pardm. de dispersion:

Re =9;Var(z) = 3,938;0 = 1,984; Cv = 9,76%; Dc = 1,5; Dpig—g90 = 2,5
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(b)

X =20,34; Me = 20,522;0 = 2,1
(c) 91,836%

1.13 ¢« Param. de centralizacion:
X =174,5; Me = 174,571; Mo = 175, 265
¢ Param. de dispersion:
Re = 30;Var(z) = 34;0 = 5,831; Cv = 3,34%; Dc = 3,912; Dpjg_g0 = 8,083

e El centil correspondiente es el 82

1.14

(a) Grafico
(b) Pardm. de centralizacion:
X =10,5;Me =10,5; Mo = 10y 11
Param. de dispersion:
Re =15;Var(z) = 8,75;0 = 2,958; Cv = 28,17%; Dc = 2,5; Dp1g_g9 = 3,5
(c) NOTA:Transformamos la distribucion en Tipo II

(7,542 — 13,458) => 66, 776% ~ 67%
(4,584 — 16,416) = 95, 83% ~ 96%

1.15

(a) Pardm. de centralizacion:

X = 538,5; Me = 541,935: Mo = 545, 5
Pardam. de dispersion:

Re = 700; Var(z) = 16917,75;0 = 130,068; Cv = 24,15%; Dc = 91, 563; Dpige0 = |



Soluciones

(b)

1.16

1.17

e

P10 - 368, 75; P70 = 609, 756; Pg() = 713, 043

225cm. —= P =2

575¢em — P = 60

(408,432 — 668, 568) — 67,49%

(278, 36 — 798,636) =—> 96, 1%

Minutos | n; | f; N; || F;1
0 |4 ‘ 008 4 |1
1 5 10,10 9 0,92
2 5 1010 14 | 082
3 6 012 20 0,72
4 4 1008 24 | 0,60
5 4 0,08 28 |052
6 6 012 34 | 044
7 6 !0,12 40 | 0,32
8 4 10,08 44 | 0,20
9 3 006 47 | 0,12
10 3 1006 50 |0,06
litros | n; | f; \ N; ]
[0-15) |1 |0,016 |1
[15—-30) |5 | 0,083 6
[30—45) |8 |0,13 | 14
[45—60) |21 10,35 35
[60 — 75) | 17 | 0,283 | 52
f75-90) |6 |01 |58
[90 —105) | 2 | 0,033 | 60

409
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1.18
zoon  fi N |Fpo
i I
; | |
|
10 025
0375 31 0,775
|
|3 {0,075 | 40
1.19
N2 de Km. n; N |
(1-15] 61 61
(15-30] |17 78
(30—45] 7 85
(45-60] '1 86
(60—75] 2 88
(75-90] 2 90
Mis de 90 1 91
. 8 operarios
1.20 Grafico
1.21
X =7,90;G =6,283; H = 4,68: C = 9,24
1.22 X = 28436, 2

1.24



Soluciones

i) Me=3

i) Me=53,58 3

1.25

(a) Gréfico

(b) 100 alumnos = 66,225%

(c) 74,172%

(d) 100%

(e) 76,821%

1.26 QGrafico

1.27

(a)
[Lic1 —Li) | ng | Nid Nt | fa Fl | FE?t
32-40 8 8 '+ 48 0,167 | 0,167 | 1
40-48 10 | 18 40 0,208 | 0,375 | 0,833
48-56 1331 30 |0271 0646 | 0,625
56-64 8 |39 17 |0,167 | 0812 | 0,354
64-72 9 |48 |9 |ou87|1 0,187

411
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1.28
R Intervalo ni | Ni | fi ' F; [ z; ‘}-ai | altura
- 10,00 0,01 | 1 30000 | 6,67-10~" |
(50000 - 6 |8 0,03 55000 | 10000 | 6-10—F
B - 70000 [ 16 | 24 0,08 165000 11,6107 ]
70000 - 80000 | 26 | 50 0,25 10000 | 2,6-10~7 |
80000 - 100000 94 0,22 | 0,47 | 90000 | 20000 ]
T T 125000 | 25 0,125 | 0,595 | 112500 | 25000 -
125000 - 22 141 0,705 | 137500 | 25000 ' 8,810
B - 200000 | 30 0,15 | 0,855 | 175000 [ 6-107F
7200000 - 17 188 [ 0,085 | 0,94 [ 225000 50000 | 3,4.10"7
| 250000 - | 0,06 |1 600000 | 2-107°
1.29
(a) 1.
19000 | 3
20000 | 3
21000 |4
22000 4 |
23000 [ 5
| 24000 | 5
25000 | 6 |
26000 | 8
27000 ' 7 |
28000 6
729000 | 5
30000 | 4
T e
2. -
[Lies = Li) | Ni zi o
185000-215000 10 | 10 |, 20000
' 215000-245000 | 14 | 24 | 23000
| 245000-275000 | 21 45 | 26000
| 275000-305000 | 15 | 60 | 29000

(b) Grafico




Soluciones

(c) 1.68,3%
2. 63,3 %

(d) 25357,143

(€) 26051,724

(f) 1. 25066,667
2. 25050

1.30

(a) 77,5
b) Q1 =62 Q2=73,3 Q3=092

(c) Mo=64,286 y 86,6

1.31
(a)

XFac1 =975 X Pac2 = 975 X Pac3 = 187,5; X rotar = 2412, 5

(b)

413

YFac.l = 97489;7Fac.2 = 147 2337 7Fac.3 = 11,496;7Total = 355 219

1.32

(a) 205,714
(b) 205,706
(c) 218,603

1.33
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(a) 1344000
(b) 26,88

(
d

c) 28,21\

) 28,64

(e) Var(z) =49,786 Cv = 26,249%
(f) g1 =-0,833

(b) A (Segiin Cv)

1.35 96 Km/h (Media arménica)
1.36
(a) Dz = 0,533
(b) o =0, 656
(c) o = 0,636
1.37 71,428
1.38
(a)
[Licv—Lg) |ng |z Nil fs F
30-37 2 33,5 2 0,0625 0,0625
37-44 2 40,5 4 - .0,0625 0,125
4451 |4 47518 0,125 | 025
51-58 11 | 54,5 | 19 0,34375 | 0,59375
58-65 8 61,5 | 27 0,25 0,84375
65-72 5 68,5 | 32 0,15625 | 1




Soluciones 415

(b) Gréfico

(¢) X = 55,375

(d) Me = 56,00

(e) Q1 =51 Q3= 62,375
(f) Py =38,96 Py = 67,52

() Mo=55,6

1.39

6,976% ~ 7%menos de dispersién relativa

1.40

(a) Gréfico
(b)

10075000ptas/mes; X = 74629, 6ptas/mes; Mo = 68571, 4ptas/mes

D., =19642,8ptas/mes D, = 15222, 2ptas/mes

Var(z) = 603196, 1ptas/mes o = 24560ptas/mes

X =4,66; Mo=5; Me=5

Var(z) =1,984; o= 1,409
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(c)
g1 = —0,585; As = —0,724
(d)
g2 = —0,157 (Casi Mesociirtica)
1.42
(a) X =18,5
(b) o = 6,517
(c) Cv=35,227%
(d) 46,11%
() Q1=13,6

(f) Mo=17,227
(g) 5550

1.43

(a) 5,167

(b)
Cvy=0,16;Cvg =0,188;Cvc =0,18;Cvp = 0,2

X = 125000ptas/mes; Cv = 0,248



Soluciones 417

1.
X = 131250ptas/mes; Cv = 0,248 (Permanece igual)
2.
X = 130500ptas/mes; Cv = 0,237
3.

X = 131125ptas/mes; Cv = 0,243

B. El segundo caso (ii)

1.45 Pardm. de centralizacién:
X =28,275; Me = 24; Mo = 16,522
Pardm. de dispersidn:
Re = 120; Var(z) = 400,212; 0 = 20,005; Cv = 70,75%; Dc = 10’ 5; Dpig_go = 22'083
Otros:

As =0,588;g1 =1,808; g2 = 3,671 (Muy Leptocurtica)

1.46
(a)

X =4,37;Var(z) =7,483;0 = 2,736; Cv = 62,62%; Me = 3,75; Mo = 2,425

(b) 2248400 ptas

1.47
(a)

¢ 1986 — 5130 millones de ptas.
» 1987 = 6050 millones de ptas.
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o  Xiggs = 31280487, 8 millones de ptas.

o Xigg7 = 34571428, 6 millones de ptas.

(c) 13,398%

1.48

(a) (Atendiendo exclusivamente al rendimiento global),Si,puesto que po-
nen mas ladrillos que el segundo grupo.

grupol = 1240 ladrillos grupo2 = 798 ladrillos

(b) El grupo 2 es mas homogéneo, el trabajo se reparte mas equilibra-
damente. En el grupo 1, sin embargo, mientras unos ponen pocos
ladrillos los otros trabajan en exceso.

1.49 X = 52114, 551
1.50 X =730
1.51

(a)
Zgl. = 2,857, ZGl. = —1,428; Z5’5[, = —2, 143

(b) Si, tendrd un consumo relativo mayor que la primera marca.

Marca 1= 7=1,428
Marca 2= 7=1,875

1 .52 El A es el adecuado.

Cuva =0,9121% Cvp = 1,842%



Soluciones 419

1.53

XBare. = 611,25ptas.; Xgran. = 993, 25ptas; X gip. = 608ptas; Xcqee. = 587, dptas;

1.54 La mejor posicién se produce durante su permanencia en
el hogar.
ZHogar =0,921 Zyae. = 0,4

1.55

1.56

(a)
Peones = 74,4747%; O ficiales = 12,4124%; FEspecialistas = 13,1129%

(b) Aumentando en 4655, 6 ptas. para el total

1.57

(a) X = 72,727 ptas/Kg
(b) Var(zx) = 110,744 (ptas/ K g)?

1.58 Son més estable las importaciones que las ezportaciones.

Cormp. = 7,506%  Cvpgp = 12,2511%

1.59

1.60

(a) X =23,5
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(b) X1 = 8,225

(c) Mo=15,55
(d) Me=20



Capitulo 2

2.1

122, 44

2.2

2.3

2.4

2.5
2.6
2.7

1,78

X =359 Y = 3575 Var(X) = 106,19 Var(Y) =

—0,22y + 34
~3,78z + 150
~0,9115

1,16y + 16,876
0,346 + 1,636
0,63

T

y
T

ry/z(& 3) ==y

Cov(X,Y) = 3,95

X =921

1,039z — 0,795
0,817z + 1,6
0,92

8,38

X=1713 Y =70 Var(Y)=4,868 Var(X) =0,0355

Y =0,94 Var(X)=28,87 Var(Y)=0,46 Cov(X,Y)=
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2.8 ryx == Y= —3,79z + 150,01

2.9 y = 0,7717 + 0,1421z + 0, 05672

2.10 No hay dependencia

2.11 (b) X =69 Var(X) = 85 ¥V = 1,71 Var(¥) =

0,14 (c) Cov(X,Y) = 0,77

2.12 (b) X =4,6 Mo=5 Y =108 Mo=1
(¢) 0, =1,027 Ay = —-0,38 o0, =075 A, =0,1

2.13 r = 0,539 (hay poca dependencia lineal).
2.14 Plog) = 0,974 70, = 0,105 7, =1
2.15 r =0,9764

2.16 r = 0,9356

2.17 (b) Me(Y) = 35,94 Qs =0,11

2.18 En efecto, son independientes.

2.19 r = 0,13 (No estdn correlacionados).
2.20

(a) n1. =60 mny =80 ny,=180 n3 =184

(b) f12=0,025 f23=0,025 [f34=0,042 f45=0,083 fo =0,16 f3 =
0,41



Soluciones

(¢) f(X1/Y = 350000) = 0,066  f(Y2/X = 200000) = 0,4

(d) X =222916,67 Y = 1224583,33

2.21 (b)X =35 Y =321, Cov(X,Y)=-0,9,

66,67%

2.22

(a) X =290, X(z/y=1)=290, X(z/y=2)=290,

290

X(z/y = 4) = 290, X(z/y = 5) = 2904,
1) =3,6

Y(y/z=2)=3,6, Y(y/z=3)=3,6, Y(y/z=4)=3,6
Cov(X,Y) =0, Var(X)=12900, Var(Y)(y=4) = 12900,

1,44 Var(Y)(z =200) = 1,44
(b) Son independientes.
2.23 rango = 4

2.24

(a)
r = 3,75y — 17,32
y = 0,26z + 1,98

(b) Centro de gravedad = (X,Y) = (3,97,3,01)

(e) Las dos rectas coinciden.

423

Porc =

X(z/y=3) =

Y(y/z =

Var(Y')

(f) Como las dos rectas son las mismas, las pendientes de las rectas son

inversas entre si.
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(g) Cuanto mds cercano esté (1 — R?) de 0, el ajuste sers mejor.

2.25

(a) Ajuste parabdlico y = 3,15 + 3877, 5z + 1, 96z
(b) R? =0,93 (Ajuste practicamente perfecto).
(c) y = 27242

2.26

(a) y = 2,096 z147
(b) R? =0,99

(¢) Ajuste bastante bueno.

2.27

(a) y = 1,0044 z1:393
(b) R% = 0,99

(c) Ajuste bastante bueno.

2.28
(a) y = (3,098)(2,098)~ %2
(b) R? =0,99
(c)

2.29

(a) y = (2,2436615)(0, 730284244)~0:2
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(b) R?=0,98

(c) Ajuste bastante bueno.

2.30

(a)
x|[1] 2 3 |4 5 | 6 | 7 | 8 9

$(z) 3 2,875 3579 4 4577 4,962 5844 6357 6,76

(b) 0,54
(c) y = 1,982732872 + 0,53258851 - =

(d) R?=0,453
2.31
(a)
x| v |2 | 38 | 4 | 5 | 6 7
¢(z) | 5,256 | 5,111 | 5,794 | 6,615 6,786 6,675 , 8,125
(b) 0,9

(c) y = 4, 19680203 + 0,56639037 - z

(d) R?=0,143
2.32
(a)
x| 1 " 2 3 | 4 5 6] 7| 8 10

| . B 1 : ‘ . | _
o(z) | 4,349 5,919 | 6,571 7,607 | 8,5 | 9,4 | 10,3 10,85 | 11,3 | 11,67

El valor de la razén de correlacién es 0,4
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y 0,68z — 0,91
y = 2,6626 — 0,7805z + 0, 108672
y = (0,7182)(1,2101)

(c) R? =0,61, R? =0,75, R?> = 0,58

2.33 (b)

y = 0,1011lz + 2,6963
2,4119 + 0, 1451z — 0,001122

<
Il

2.34

(a) Sillamamos X =anos, Y =importacién y Z=exportacidn,

z = 623,77z — 1232904, 3
y = 398,24z — 786900, 78

(b) y(1991) = 9027,14 y(1992) = 9650,92 y(1993) = 10274,72, r =
0,98

2(1991) = 6005,93 2(1992) = 6404,17 2(1993) = 6802,42, r =
0,98

(c) w = 225,53 = — 446003,58 R? = 0,695 (No es un buen ajuste).

(d) Se importard més de lo que se exportara.

2.35

(a) y; = 0,073z — 142,967
(b) y2 = 0,1005 z — 196, 896

(c) Sin esos ultimos afnos, el ajuste es mejor, ya que entre esos 4 anos la
diferencia entre los porcentajes es mayor de lo normal.

(d) y1(1990) = 2,69 11(1991) = 2,76 y»(1990) = 3,19 y(1991) =
3,29
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2.36

(a) y1 = 5,97 ¢ — 11474,087
(b) vz = 7,65 x — 14742, 025

(c) R? = 0,83 R} = 0,86 (Ambos ajustes son buenos, pero el segundo
es mejor).

(d) y1(1951) = 174,759 y»(1951) = 183,127

2.37 (a) r = —0,036 (Es un mal ajuste).
2.38 (a) »r=0,917 (Si, concuerdan)
2.39 (a) r=—0,231 (Mal ajuste).

2.40 C =0,012 (No existe apenas relacién).






Soluciones Unidad Tematica 3

3.1

(a) 1/15

(b) 1/3

3.2

(a) 0,165

(b) 0,081

3.3 365364363 365N +1
3.4 0,243

3.9 1/50 , 1/4950
3.6 56,/1024

3.7 0,011

3.8 1/20 , 6/20 , 3/4
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3.9

3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21

1/16

1/5 , 1/15

/3, 1/10

/11, 1/3

2/5

0,161

0,087

0,199

37/256

600,840

220/9880

1/6

(a) 0,7-0,8-0,9 = 0,504

(b) 0,7-0,8-0,1+0,7-0,2-0,9+0,3-0,8-0,9+0,7-0,8-0,9 = 0,902

3.22

P(9) = 25/216

Soluciones de los Problemas Propuestos.

?

b

1/199

29/128

3

0

1/5

bl

b

9/17

22/64

P(10) = 27/216



Soluciones

3.23
3.24

3.25

3.26
3.27

78/270725

3.28

3.29
3.30
3.31
3.32

431

pP=1-()" ~i = n=25

P(1) = 13/270725 , P(2) =

P(0) = 1/270725 |
3) P(4) = 715/270725

= 286/270725

P(B/A) = 2452y P(C/A) = BEE
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AnC=cC
P(C) = P(B/A) =

B
(C

Como B y C son subconjuntos de A = AN B
Por lo tanto = P(AN B) = P(B) (A
P!
P

P
P(B/A B
p o P(CIA) = 53 = HEi = pe

3.35 Hay que probar que P[(AUB)NC]= P(AUB)P(C)

P[(AUB)NC]=P[ANC)U(BNC)=PANC)+P(BNC) - P[(AN

C)yn(BNC)=P(ANC)+ P(BNC)-P(ANBNC)

Por condiciones de independencia, P(ANC) = P(A)P(C)yP(BNC) =
P(B)P(C)

Por otra parte, P(An Bn () = P(A)P(B)P(C) = [P(A)P(B)|P(C) =

P(AN B)P(C)

Entonces, P(ANC)+ P(BNC)—P(ANBNC) = P(A)P(C)+ P(B)P(C) -

P(ANB)P(C) =[P(A) + P(B) - P(ANB)|P(C) = P(AUB)P(C)

Por tanto son independientes

B
o

)

FSEaT
oo Il -

N N

3.36

(a) ANB=A-By(A-B)U(ANB)=A4
P(A—-B)+ P(ANB) = P(A)
P(ANB) = P(A—-B) = P(A) — P(ANB) = P(A) — P(A)P(B) =
P(A)[1 - P(B)] = P(A)P(B) |
Por tanto son independientes

(b) E=(ANB)U(AUB)
P(E)=1=P(AnB)+ P(AUB)
P(ANB) =1-P(AUB) = 1- [P(A) + P(B) — P(AN B))
1 — [P(A) + P(B) — P(A)P(B) = 1 - P(A) — P(B)[1 — P(4)]
1 — P(A) — P(B)P(A) = P(A) — P(B)P(A) = P(A) — P(A)P(B)
P(A)1 - P(B)] = P(A)P(B)

Por tanto son independientes.

i

3.37 P(A/AUB) = P40A0E
A es un subconjunto de AUB , por tanto AN(AUB) = A = P[AN(AUB)] =
P(A).

Alser A y B disjuntos, ANB =0 y P(ANB) =0, entonces P(AUB) =
P(A) + P(B)

Por tanto, P(A/AU B) = Lfnm,qﬁ;? 1= AP.;APJ‘Ba




Soluciones

3.38

(a) 0,000975
(b) 0,0791

3.39
3.40

3.41

(a) 0,00004032
(b) 0,001701

0,02

0,7995

I

0,26

433



434 Soluciones de los Problemas Propuestos.

(e) 0,55
3.44 03 , 06
3.45 0,966
3.46 0,3625
3.47 0,903
3.48
(a) 15
(b) % ‘ 319 318 ’ 3%7
3.49 0,4 , Hipétesis 1 y 2 imposible, Hipétesis 3 posible
3.50 No son disjuntos, son independientes
3.51
(a) 0,000547
(b) 0,003283
(c) 0,000383
3.52 Si

3.53

(a) 101



435

(a') {(V’V)’ (V’H)’ (H7V)7 (H’H)}

(d) 254,36,196,34

Soluciones
(b) 252
(c) 153
(d) 310

3.54
(a) 34
(b) 196
(¢) 38

3.55

3.56

7 TN - -~ ~

(a) ENFNG

() GNENG
(d) EUFUG

3.57



436 Soluciones de los Problemas Propuestos.

(&) (ENFNGYU(ENFNG)U(ENFNG)

f) ENFNG

(g) (ENFNGYUENGNFYU(FNGNEYU(FNGNE)

h) (ENFNGYU(ENGNF)U(FNGNE)

D (ENFNG)U(ENFNGUENFNG)UENFNG)UH

(G) (ENFnG)ue

(k) (EUFNG)~(ENF)

3.58 _ P(E) =12/20 , P(F) = 8/20, P(ENF) = 6/20 , P(EU

F) = 14/20, P((EUF)) = 6/20 , P(E — F) = 2/20 , P(F/E) = 6/8 ,
P(E/F)=1/6 ,P(EUF)/E)=1/4, P((EOF)/E) = 0.

3.59 (SUEUC) = 495 # 500
3.60 11/36
3.61 1/4
3.62 1/3
3.63 n =25
3.64
(a) 11/188
(b) 83/188
(c) 6/47

3.65 0,044



Soluciones 437

3.66 0,31
3.67 5/16
3.68 1/36
3.69 0,4914
3.70 061
3.71 En A
3.72 1/2
3.73 M/N
3.74 (n/(n+b)) * (n+r/(n+r+b)x*((n+2r)/(n+b+2r))
3.75

(a) 3/7

(b) 5/140
3.76 49/90
3.77 2/3
3.78 B

3.79 N =4



438 Soluciones de los Problemas Propuestos.

3.80 4/7

3.81 108,343

3.82 0,0967

3.83 n =23

3.84 (a) 5,13:107% (b) 0,5973 (c) 0,98898

3.85 30/61

3.86 0,26

3.87 1000/1009

3.88 P[X = 0] =0,504 P[X = 1] = 0398 P[X = 2| =

0,092 P[X = 3] = 0,006.

3.89 0,8742

3.90 4/7 , 2/T , 1/T respectivamente
3.91 (a) 0,22 (b) 0,7.

3.92

(a) 2-0,3

(b) 3/7



Soluciones

3.93
3.94
3.95
3.96
3.97
3.98
3.99
3.100
3.101

3.102
0,9643.

3.103
3.104
3.105

439
(a) 0,0012  (b) 4/19.
14/57
97,9%
19/118
0,864 ; 3/1108
(a) 0,046 (b) 9/23.
(a) 1/2  (b) 0,3.
(a) 0,028 (b) 45/56.
(a) 0,26 (b) 0,1 (c) 0,02 (d)0,076923 (e) 2,3 Mb.
0,00141734 ; 0,15174 ; E[X] =15 ; Var[X] =

Si p =P|[cara] entonces P[lanzar n veces|]= (n—1)p?-¢" 2.

(a) 1/25  (b) 262/300.

n = 71 temas.



440 Soluciones de los Problemas Propuestos.

3.106

P, R — R

llavel — 1 Pz =1)= %

lHave2 —> % Plz=2)= i.

llaved — % P(z =3) = %

laved — 3 Plz=4)=1

3.107
(5) -(0,5)¥ - (0,5)5~¥ si o y=0,1,2,3,4,5
my=w={y _
0 st y>9H

P(Rojos) = 0,5; P(negros) =0,5

3 . 108 NOTA:Consideraremos como maximo una entrada por dia.Con la

misma probabilidad de visita como no

7 7—z ;
-(0,5)% - (0,5 si 2=0,1,2,3,4,56,7
P(Z:Z):{u( ) (0.5)

0 st z2>7
3.109
3 stz =0,-2
P(z) =
0 en otro caso
® P(—1§:1:<1):%
3.110
I % st x=3,6
PW)=<¢ % si z=4,5
1 0 en otro caso



Soluciones

3.111

P(Y) =

O Wl O — PN
| ! t\.’)‘"" )

e P(Y <100) =

3.112

o

5

8

il
Wi W

3.113

o)

Fy(z) = [

|

ST N Lo

s1
S1

s

81

=20
=295
z =7,102
z = 100

en otro caso

St
st
s1

st

st
81
St

si

z <0
0<z <1
1<z <2
T >2

<=3
—3<zr<0
0<z <4
1<z

441

No es funcién de probabilidad, pues no se obtiene urfa probabilidad final 1.

3.114

z=-1,1

en otro caso



442

3.115

N
S»—t
=]

fy(y) =

e

sP(-i<z< )=

B[

3.116

J2Z
6 — 62

folz) = 1 .

3.117

-Decrece en el intervalo [0,1/2].

Soluciones de los Problemas Propuestos.

si 0<z<1

en otro caso

o
VAN
N
IA

s1

(S

N —
IN
N
IN

si

en otro caso

No es funcién de distribucién:

-No estd acotada superiormente por 1.

3.118

-Acotada entre 0 y 1.

-Mondtona creciente.

3.119

0
Fi(z) = z—99
1
3.120
0
Fy(Y) = 29*92
1

-Continua con discontinuidad de salto finito.

st x <99
st 99 <z <100
si x> 100

sty <0
st 0<y<1
st oy>1



Soluciones

3.121
0
F(Z)———{ 176;10 P
3.122
0
0,336
F(z)=+< 0,788
0,976
1
3.123
0 st ox <3
s St 3<az<d4
5%1 si 4<gzx <5
% st 5 <z <6
F(z) = 5% s 6<aT <7
% st T<z<8
< si 8<x<9
% st 9<z <10
% st 10<z <11
3.124
3(r—2)*
f(z) = 8
0
Pl<z<3)=yg Pla>3)=¢
Plz<3)=0; Pz<3) =4
Plz>4)=0;, Plz>2)=1

st 2<0
s2 z>0
st <0

st 0<a<1l
s1 1 <xr<?2

s1 2<r<3
st x >3

% 81
g—g st
% s1
% 81
%% St
% 81
o i
1 St
2<xr<4

en otro caso

11 <z <12
12 <z <13
13<x <14
14<z <15
15 <z <16
16 <z <17
17 <z <18
x> 13

443



444 Soluciones de los Problemas Propuestos.

0 s1 T <2 % st 7T<z <8
% s 2<z<3 B s 8<z<9
= s 3<z<4 R s 9<z <10
F(z) = . :
() | % s 4sz<s R s 0<z<ll
| 3% st 5<z<6 2 si 11<z<12
2 s 6<z<T 1 si oz >12
3.126
(a)
= si oz =212
% si =311
w st =410
P(z) = L si 2=59
3% s r=26,8
3% $1 =

(b) Igual al del ejercicio anterior.

3.127

0 st <0
0,024 st 0<z <!l
F(z) =4 0,212 si 1<z<1
l 0, 664 st 1< <2

1 st >3



Soluciones

(a)
G: E

2 rojas

1 roja 1 verde
1 roja 1 negra

2 verdes

1 verde 1 negra

o

My
—~—
8
=
I
T AR Gle Gl

3.130 K=4
3.131

(a) 4/210; (b) 52/210; (c) 55/210;

3.132

(a)

(b) nM, =1 .In0'5

(c) E(z) = 575 Var(z) =

para
para
para
para

para

B n
(n+2i-(n+1)"

LEDDTL

R

2puntos
3 puntos
4 puntos
4 puntos
5 puntos

<2
2<z <3
3<zr<4
4<zr<H
r>5

en otro caso

O0<z<1

445



446 Soluciones de los Problemas Propuestos.

o 0<x
F(z):J x3 0<x <l
L0 7> 0

(b) F(2/3) = (2/3)% F(9/10) = (9/10)% P(1/3 <z <1/2) =

© a= i

(d) Elz)=0,75 Var(z) =3/80

3.134 2,7%
3.135 5.000ptas.
3.136 (b)
(0 en otro caso
f(m)zj 5 0<z <1
[% 2< <4
(¢) P(x > 3,5/z>1)=0,25
3.137
(a)
P(Y =0)=0,4
P(Y =1)=0,4
P(Y =4)=0,2



Soluciones

447
3.139
2
K=—; F(z)= 4 . arctan e® — — para z > 0

T T 4

3.140 [—1,0] U[1,2] aunque no cumple la condicién:
/ flx)de =1

3.141

P(1,5< X <2)=0,125; P(X <5)=0,6; P(4,5< X <5,5)=0,4

3.142

(a)

I0,15:v 0<2<2
2

4
1 moiTs 4<z<8
+ 22 10<z<11

F(z) =

(b) P(X <9)=0,8
(c) P(1 <X <10,5)=0,8

(d) P(X >6)=0,575

3.143
(a) P(=2/a < X < 2/a) = 0,8646; (b) a = 0,0744
3.144 E(z)=1,7; Var(z) = 2,41

3.145



448 Soluciones de los Problemas Propuestos.

(a) Me=0,693; (b) Q3 =1,386; (c) P3» = 0,386

3.146 En los intervalos que se verifique:

fwso oy [ jwds=1

— o

3.147 Kz%; a=4
3.148

(a) K =100; (b) 3; ()

(1]

3.149

(a) g(y) =2y para0 <y <1

(b) g(y) = L para 0 <y <1

(c) g(y) = 5> para 0 <y <1

3.150 0,8032

3.151 0,049

3.152 La probabilidad exacta 0,952 es mayor que 0,75(Cheby-
chev).

3.153

~

(a) E(g1(z)) =0,8 6; (b) E(ga2(z)) = 5,767

3.154



Soluciones

(a) f(zy) = 2UG2)

(b) E(zp) =25
3140 1600—8zx 12
(¢) flzy) =" isoofﬁﬁoo‘—gf

(d) E(z,) = 180

3.155 fly) = % VY en el intervalo (0,1)
3.156
(a)
F(Xeostes) = —-(2X=2); F(Xoentas) = —(~6X+38); F(Xpenaf) =
costes 11 3/ ventas 33 ) benef) =
(b) P(X <0) =
(c) B(X)=1{}
3.157 0n(t) = Zett — 27 - (e 4 1)
3.158 @)= 2 %
3.159 E(z) = 200 ptas.

3.160

(@) @alt) = 725y

(b) a3 =10; ay = 200
(c) E(z) =10; X.=14,14; Var(z) =100

3.161 p=M,=M, =05

3.162

449

1
3z (~67+34)



450 Soluciones de los Problemas Propuestos.

(a) es preferible la edicion de la obra.

(b) Para E[z] < 300 seria no editar, si E[300] editar.

3.163

(a) La tercera alternativa.

(b) El coste de oportunidad serd 3,02%.

3.164 3
3.165

P(0,0) = 3299 P(1,2) = 3%
P(0,1) = 355 P(2,0) = 555
P y(X,Y) = ¢ P(0,2) = 2% P(2,1) = 355
P(1,0) = 2% P(2,2) =0
144
P(1,1) = 355
e PX>Y)= 2262382
3.166
YAX ro0 1 2 fils)
0 0.0 & g
0 5 0
2 |, 000
7 " mon T T
2(’!/) 90 90 ' 90 |

« PX <Y) =3

NOTA: Comprobamos dos formas diferentes de representacién de la funcién de pro-

babilidad en los ejercicios 1 y 2.

3.167 foglzy) =1 si 2?2 —y?<1



Soluciones

fe(z) = fy(y) = 1;t2

3.168 = ;2

In2

3.169 2

3.170 fold)=1 si0<z<1
fuly) =—Lny st 0<y<l1

3.171

(a) a = J5

(b) fole) = fyly) =

3.172

(b) fa(z) =z +1 si —1<z<0
fyly) =1~—y st 0<z <1

JO st z<0, y<O
Fry(zy) =4 xy . si lzf{<y0<y<1
11 st x>y, y>1

3.174

451



452 Soluciones de los Problemas Propuestos.

st x<0,y<0
F = . / : P
wl,9) { etV —e T —e V41 st 0<z,0<y

3.175 Pz(r—z):%; st1=1,2,
Py(y:j)=2—lf st j=1,2
3.176 F.(z) = %2, F,(y) = y*
F(z/y) =%  Fly/z) =16
3.177
(a)
0 st r<0,y>3

st 0<<1,1<y<3
st 0<<1,1<y<3
st 2<<3,0<y <1
st z23,y<0

IS
@
—_
B
N
=
I
= 0el=1 0ol 00|

(b) No son independientes.

3.178

(a) fo(z) = 25 fyly) =2 flz/y) =1 510 <z <y; fly/z) =
1 stz<y<l

(b) Py >1/2/x =1/2) = 3; Pz >1/3]y=2/3] = 5

(¢) No son independientes.

3.179 PlY >1/X <1/2] = &



Soluciones

3.180

P[X <4]=0,7; P[X >2]=0,83; P[Y =3/z>4]=0,3871

PlY >2/x >3] =0,6071; P2<z<4/y=1]=0,3; Plz>3/y>2]=0,7263

3.181

(a) fi(z) =1 para

~1<2<l fole)=1 para

(b) No son independientes.

3.182
3.183
3.184

3.185

(a) Fy(x) = =;

EX +Y? =2

EX+Y? =8

6

4
4 3 —
VL r=1 2
5 ; — 12
g ST T =2 P,(y) = 5
5 : — 14
G St z=3 N
14
29 24 48
EX]|=—; ElY]=—; E[XY]=—
69 58 6
EX%)=—; E[Y) == oy =——
X =13 BYT1 =13 oo =55

F,(y) =y

-1<z<1

51
st
81

st

y:
y:
y =2
y=3



454 Soluciones de los Problemas Propuestos.

(b) E[X]=0; E[Y]=%; E[XY]=0; 0,,=0
3.186
(@) Felz) =753 F) =y
(b)
FX] = 'j; BlY] =2 BXY]=1
Var(z) = ;; Var(y) = g; Opy = %
3.187

(a) P(X <4)=0,78; P(Y >2)=0,91
(b) P(Y =3/X <4) =0,346; P(Y >2/X >3) = 0,645

() P@<X <4/Y =1)=0,6; P(X >3/Y >2)=0,857

3.188

(a) K =238
(b) folz) =12 %% fy(y) =5 yle

(c) Las variables aleatorias son independientes.

cz(z+1); Fy(y) =3 y(1+y?)

T 3 2 T2
() Fly/z) = 5% Flz/y) = 553



Soluciones 455

(e) P(X <0,1;Y <0,2) = 0,0014

(f) P(X >0,1;Y <0,8) =0, 6264

(g) P(0,1< X <0,50,3<Y <0,8) =0,157
(h) P(X <0,3) = 0,805

(i) a =0,69

(i) P(X <0,5/Y <0,2) = 0,2596

(k) P(0,8 <Y <0,9/0,5< X <0,7) =0,1532
(1) P(X <0,4/Y =0,6) = 0,2846

(m) a = 0,145

3.190

(a) P(X <3; Y >0,2)=0,27
(b) P(0,6 < X <0,8 /0<Y <0,2; Z>0,7)=0,2276

(c) P(0,8<X; Z<0,5 /Y <0,9)=0,1103

3.191 PO<z<1;0<y<1)=04
3.192 a > 57,25
3.193

(a) Elz] =4

(b) E[z] =2

(€) pzy =0,71



456 Soluciones de los Problemas Propuestos.

3.194
XY o .t 2z 3
0 | 8-10"° 3,2-10-4 00128 0,512
.1 7,210 | 28-10° 011521 0
2 648-100" 1 0026 | 0O 0
3 5,832-10 o 0 0o |
3.195 E[r] = 245 horas ; Var(z) =9
3.196

(a)
(b) fz(x) = 2x; fy(y) = %E Fz(:L‘) = x2; Fy(y) — 2%&2

2

(c) flz/y) =2x; fly/z) =¥ Flafy) =2 Fly/z)= 2L

(d) Son independientes.

3.197

(1—yY) paral<y<azx

NN O

fo(z) =322 para 0 < z < 1; fy(y) =
flz/y) = Tziyg paray <z <1
3.198

(a) No son independientes.

(b) E[X2 — X1]=5,5

3.199 o =0,4161



Soluciones Unidad Tematica 4

4.1

(a)

4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

0,65576

0,5138

k=1In3/2

(a) 0,0788

0,28

(a) 0,1653

(1) - (08)F-(0.2)*F 0<k<4
0 fuera

(}) (08)F (0.2)*F 0<k<4
1 fuera,

; (b) 0,469 ; (c) 0,7981

;. (b) 0,2678 ; (c) 05372 ;

(d) 0,2717



458

(a)sz{'

Soluciones de los Problemas Propuestos.

0<¢<20

(b) P(z <7)=7/20

(c) E(z) = 10,5

4.9
4.10

4.11
1576

4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20

; Var(z) =100/3

0,0034
p—0-3 5 pto-/3

(a) 0,9995 ; (b)0,0002 ; (c)100 ; (d)33 ; (e)

(a) 0,0956 ; (b) 0,2487 ; (c) 0,4069

Se ajusta

6,5685 - 108

0,084

(a) 0,8647 ; (b) 0,1954 ; (c) 0,0733 ; (d) 0,835
(a) 0,002 ; (b)0,0337

0,1606

(a) 0,1404 ; (b)3<k<4

(a) 04714 ; (b)(469;531)



Soluciones

4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26
4.27
4.28
4.29
4.30
4.31
4.32
4.33
4.34
4.35
4.36

459

7

(a) 0,7867 ; (b) = 6000000 ptas.

(a) 0,1525 ; (b) 0,9925 ; (c) 0.0011

(a) 0,2853 ; (b) 0,2796 ; (c) 0,7687 ; (d)-2,02
0,25

p=74,32 ; o=3,22

(a) 0,8790 ; (b) 80,37 ; (c)5 Kg. 90 g.

(2) 0,3678 ; (b) 11520 ; (c) 72,5

(a) £3,92 ; (b) +1,23 ; (c) 16 pesadas.
(a) (i) 202 (i) 127 ; (b)0,8602 ; (c) 0,19025
3/4 ; 0,8783

(a) o = 468,75 ; o = 625 (b) 727,2

(a) 5/8, 73/960 , -1/64 ; (b) -0,205

0,0

N(28; /101)

No es normal bivariante.



460 Soluciones de los Problemas Propuestos.
4.37 (a) 28,86 ; 72,97 ; (b) 2,08 : 2,014

4.38 (a) 2,695 ; (b) 2,135 ; (c) 0,162

4.39 2,028 ;

4.40 Var(W) =a? + 20 Var(T) =2¢% +d? r=0

4.41 Segundo

4.42 0,6642

4.43 0,5654

4.44 A

4.45 (a) 0,8264 ; (b) 14828

4.46 11621,6

4.47 (a) 0,732 ; (b) 48,075 ; () 0.9 ; (d) 1,25
4.48 140

4.49 (a) 0,0228 ; (b) 0,5403

4.50 (a) 0,302 ; (b)0,108 ; (c) 0,634 ; (d) 0,980 ;5 (c) 0,554 ; ()

0,613 ; (g) 0,115 ; (h) 0,276 ; (i) 0,799 : (j) 0,642 ; (k) 0,667 ; (1) 0,0114

4.51 12,138



Soluciones 461

4.52 58

4.53 (a) 0,8867 ; (b) 0,8914 ; (c) 0,5116 : (d) 25,369 ; (e) 23,05
L () 1,236

4.54 (a) 0,9018 ; (b) 0,2563 ; (c) 0,6174 ; (d) 108,9628 ; (e)
154,8734

4.55 (a) 0,7556 : (b) 0,9390 ; (c) 5,276

4.56 3,2686 ¢ 0,7314

4.57 (a) 0,863 ; (b) 0,081 : (c) 0,034 ; (d) 0,654 ; (e) 0,014 ;

)
(f) 0,098 ; () 0,799 ; (h) -0,978 ; (i) 0,308 ; (j) 0,285 ; (k) 0,852 ; (1) 3,392 ;
(m) 0,728 ; (n) 0,774 ; (o) 1,531

4.58 (a) 00124 ; (b) 0,4938 ; (c) 0,9415
4.59 51,71

4.60 2736.,7

4.61 0,1685

4.62 (2) 0,036 ; (b) 217 6 més

4.63 N(25 ; 2,5)

4.64 0,994

4.65 198 personas



462

4.66
4.67
4.68
4.69
4.70
4.71
4.72
4.73
4.74
4.75
4.76
4.77
4.78
4.79
4.80
4.81

Soluciones dc los Problemas Propuestos.

(a) 0,0338 (b) 0,8778  (c) 0,1859

3/10

flz)y=1/25 si z=1,2,..,25
p=>55 o>=2825

(a) 16/81  (b) 64/81

(a) 0,7073  (b) 0,4613 (c) 0,1484
0,1240

0,0006

0,0096

0,041

27/256

63/64

(a) 0,1429  (b) 0,1353

0,0515

(a) 0,0458  (b) 0,0060



Soluciones 463

4.82 (a) 0,3840 (b) 0,1395 (c) 0,0552

4.83 Pz =0) = 1/56 P(z = 1) = 15/56 Pz = 2) =
30/56 P(z =3) =10/56

4.84 0,3011

4.85 0,3113

4.86 53/65

4.87 5/14

4.88 0,9517

4.89 3,25: de 0,52 a 5,98

4.90 (a) 1/6  (b) 29/30

4.91 0,1042

4.92 0,0487

4.93 0,3134

4.94 (a) 0,8635 (b) 0,2486 (c) 0
4.95 (a) 0,00056 (b) Serfa una buena compra

4.96 (a) 1/50 (b) 0,0890



464

4.97
4.98
4.99
4.100

(e) 0,054001

4.101
4.102
4.103
4.104
4.105
4.106
4.107
4.108
4.109
4.110
4.111

Soluciones de los Problemas Propuestos.

0,6288

0.2657

(a) 0,5506 (b) 0,188  (c) 0,00586

(a) 0,992451  (b) 0,2297 (c) 0,07353  (d) 0,991802

(f) 0,72769

(a) 2,23 (b)-0,72 (c) 1,03

0,28575

(a) 0,8577 (b) 0,1423  (c) 0,1423

(a) 0,152490  (b) 0,967580  (c) 0,00486

(1 —1,960; 1 + 1,960)

p=5 o=2
8,208%
p=9>5 o=1

(u—0,680; u + 0,680)

(a) 0,0071 (b) 0,2151 (c) 14,39  (d) 17,18

(a) (2,56 ; 8,44) (b) (4,48 ;6.52) (c) a partir de 7,42



Soluciones Unidad Tematica 5

5.1

5.2 (a) X = 6,35 cm ; (b) % = 0,00055 cm?

5.3 (a) X = 67,45 kg ; (b) S? = 8,6136 kg?

5.4 La mediana es insesgada y no eficiente. Asi Me= 6,36
cm

5.5 (a) 9,5 kg ; (b) 0,74 kg2 ; (c) 0,78 y 0,86 kg.

5.6 () 6 = (221 +22)/2n ; (b) 6 = 0,55 y frecuencias 0,3025;

0,495 y 0,2025.
5.7 (a) 1200 horas ; (b) 1054 horas.

5.8 (a) Las estimaciones de las desviaciones tipicas de la po-
blacién para los tamaifios de muestra 30, 50 y 100 tubos son, respectivamente,
101,7; 101,0 y 100,5 horas. Las estimaciones de la media de la poblacién son
1200 horas en todos los casos.

5.9 i =

3=

n
>
i=1



466 Soluciones de los Problemas Propuestos.

5.10 ;:%i(m—uf
5.11 A=

5.12 F=-1- . "=
5.13 &= 3"

2(zi++x)
5.14 Usar la descomposicion factorial de Fisher-Neyman.
5-15 0= Iné.X{X(n),—X(l)}.
5.16 El EMV para 6 es § = 28,8 dias.

5.17 6= 213 a.

n

5.18 Usar la descomposicion factorial de Fisher-Neyman.
5.19 6 = 0,5, y las frecuencias 100, 50, 25, 25.
5.20 6: X(D;/X:X—X(l)_l.

5.21 0,2714
5.22 0,2894
5.23 0,0456
5.24 =2 =1,00505

5.25 0,215



Soluciones

5.26
5.27
5.28
5.29

5.30
5.31
5.32
5.33

0,926
0,506
0,5145

28 segundos.

n
>
i=1

3)
fl
3

6

0,008

0,377

(L‘(n) = max{aﬁ,mg, -

al'n} = 7’4

467






Sclucicnes Unidad Tematica 6

6.1 0,04453 < & < 0,18144

6.2 0,135 < o2 < 0,953

6.3 42,053 < o < 155,116

6.4 0,528788 < o < 2, 394079

6.5 p € (0,599112; 0, 680888)

6.6 p € (9,74; 10, 26)

6.7 € (22475,9; 24524, 1)

6.8 0,2923 < 02 < 6,73554  Afirmacién valida.
6.9 8,3978 < o2 < 39,8427

6.16 1,8619 < o < 3,5777

6.11 2,1981 - 107% < 02 < 3,596 1073



470

6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19
6.20
6.21
6.22
6.23
6.24
6.25
6.26
6.27

Soluciones de los Problemas Propuestos.

0,498 < p < 0, 642
0,1405795 < p < 0,19542
0,194 < p < 0,262
172,15 < u < 176,85

[ € (47,722; 49, 278)

p € (74, 344; 84, 256)
pe (1,23;1,37)

1€ (3,04;4,53)

i€ (10,15;12,45)

p € (1,49;3,71)

i€ (0,978;1,033)

p € {765;795)

1€ (2,202, 30)

X € (0,043;0, 154)

A€ (6,512-107%1,374-1073)



Soluciones 471
(a) pe€(2,5:2,7)

(b) € (2,47;2,73)

6.28 i€ (27,7:38,3)
6.29

(a) p € (6,449;7,951)
(b) M1 — H2 € (1a 762> 3’ 238)

6.30 n = 246
6.31

(a) p € (787,05;802.95)

(b) No, porque —t, <t.

6.32 n = 1537

6.33 [ € (252,81:260,39)

6.34 No los hay porque t < —t,

6.35 Afirmacién del vicepresidente incorrrecta,porque 72 >
—Zq.

6.36 Si,porque Z < —Z,

6.37 Inferior a 130,

6.38 Acepto p = 64



472 Soluciones de los Problemas Propuestos.

6.39

(a) Acepto media 7.

(b) Rechazo,porque t > t,.

6.40 Si,porque t > t,.

6.41

(a) « > 0,06
(b) No hay diferencia real.

6.42 Hay diferencia,porque ¢, < t.

6.43 Las resistencias son las mismas,porque || < t, /5
6.44 Las medias no son iguales,porque |Z| > Z /.
6.45 Si,las medias son iguales porque |t| <t/,.
6.46 No.

6.47 Si,existen suficientes datos porque F > F,.
6.48 p € (78,4; 91, 59)

6.49 u € (0,5813;0,9247)

6.50 p € (0,1005; 0, 1995)

6.51 A € (0,0008;0,0792)



Soluciones 473

6.52 (a) o € (73,22;337,45)
(b) o2 € (91, 6;240,9)

6.53 (a) j € (0,247;17,117) , (b) Si.
6.54 p1 — pa € (=5, 822; 46, 462)

6.55 p1 — p2 € (0,194;0, 370)

6.50 d € (1,727:2,573)

6.57 11 — o € (0,1235; 1, 8765)

6.58 € (6,27:8,19)

6.59 La vida promedio es mayor de 70 afnos.
6.60 Se rechaza Hy. La resistencia es menor de 8 kg.
6.61 No, el consumo no es inferior a 46 kw/h.
6.62 No,porque t < i,

6.63 El nuevo medicamento es mejor.

6.64 n =271

6.65 Si.

6.66 No, pero con nivel 0,07 se acepta que o >0, 9.



474 Soluciones de los Problemas Propuestos.

6.67 Si,porque F ¢ (0, 351600929; 2, 82).

6.68 St,porque Z - Zg,.

6.69 Estimacion valida porgue 7 < 7.

6.70 Si. para un nivel 0.01.

6.71 (a) No se rechaza Hy, (b) Se acepta = 10.
6.72 Se rechaza Hy, 02 > 1. 3.

6.73 Se acepta la hipdtesis nula porque F <0 Fy .
6.74 Se acepta que no hay diferencia porgue 1] <1,/
6.75 Se acepta la hipdtesis nula porque F > F .
6.76 La maqguina estadaaveriada.

6.77 Sise acepta que g = 22.2 porque Z > Z,,.

6.78 n = 22.

6.79 Sila altura promedio g > 162.5 cm porque | Z) > Z

/2
680 n = 64.
6.81 Se rechaza Hy. as{ p > %

6.82 Se rechiaza Hy, y por tanto juy - gy < 12 ke,



Anexo 1: Tablas Estadisticas.
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Tabla de la Normal

0,00

!

' 0,50000
| 0,10

|

|

0,53983
0,57926
0,61791
0,65542
0,69146
0,72575
0,75804
0,78814
0,81594
0,84134

0,20
0,30
| 0,40
| 0,50
- 0,60
0,70
0,80

| 1,00

10,00

0,01 0,02

0,03

0,04 0,05

0,06 0,07

008 009

0,50399
0,54380
0,58317
0,62172
0,65910
0,69497

0,54776
0,58706
0,62552
0,66276
0,69847

0,70194

0,50798 0,51197 0,51595 0,51994 0,52392 0,52790 0,53188
0,55172 0,55567 0,55962 0,56356 0,56749 0,57142
0,59095 0,59483 0,59871 0,60257 0,60642 0,61026
0,62930 0,63307 0,63683 0,64058 0,64431 0,64803
0,66640 0,67003 0,67364 0,67724 0,68082 0,68439
0,70540 0,70884 0,71226 0,71566 0,71904

0,72907
0,76115
0,79103
0,81859
0,84375

0,73237
0,76424
0,79389
0,82121
0,84614

0,73565
0,76730
0,79673
0,82381
0,84849

0,73891
0,77035
0,79955
0,82639
0,85083

0,77337
0,80234
0,82894
0,85314

0,74215 0,74537 0,74857 0,75175

0,77637 0,77935
0,80511 0,80785
0,83147 0,83398
0,85543 0,85769

|
i 0,90
|

1,10
1,20
1,30
| 1,40
/1,50

0,86433
0,88493
0,90320
0,91924
0,93319

0,86650
0,88686
0,90490
0,92073
0,93448

0,86864
0,88877
0,90658
0,92220
0,93574

1,60
1,70
1,80
1,90
2,00

0,04520
0,95543
0,96407
0,97128
0,97725

0,87076
0,89065
0,90824

0,87286
0,89251
0,90988

0,87493
0,89435
0,91149

0,87698 0,87900
0,89617 0,89796
0,91308 0,91466

0,92364 0,92507 0,92647 0,92785 0,92922
0,93699 0,93822 0,93943 0,94062 0,94179

0,53586 |
0,57535
0,61409
0,65173
0,68793
0,72240
0,75490
0,78524
0,81327
0,83891 |
0,86214 |
0,88298 |
0,90147
0,91774
0,93189
0,94408 |

0,78230
0,81057
0,83646
0,85993
0,88100
0,89973
0,91621
0,93056
0,94295

0,94630 0,94738
0,95637 0,95728
0,96485 0,96562
0,97193 0,97257
0,97778 0,97831

0,04845 0,94950 0,95053 0,95154 0,95254

0,95818 0,95907 0,95994 0,96080 0,96164 0,96246
0,96638 0,96712 0,96784 0,96856 0,96926 0,96995
0,97320 0,97381 0,97441 0,97500 0,97558 0,97615
0,97932 0,97982 0,98030 0,98077 0,98124

0,97882

0,98214
0,98610
0,98928
0,99180
0,99379

2,10 |
2,20
2,30
2,40
2,50

0,98257 0,98300
0,98645 0,98679
0,98956 0,98983
0,99202 0,99224
0,99396 0,99413

0,98341
0,08713
0,99010
0,99245
0,99430

0,98382 0,98422
0,98745 0,98778
0,99036 0,99061
0,99266 0,99286
0,99446 0,99461

2,60
2,70
2,80
2,90
3,00

0,99534
0,99653
0,99744
0,99813
0,99865

0,99547 0,99560
0,99664 0,99674
0,99752 0,99760
0,99819 0,99825
0,99869 0,99874

3,10
3,20
3,30

0,99903
0,99931
0,99952
3,40 0,99966
3,50 0,99977
3,60 0,99984
3,70  0,99989
3,80 0,99993
3,90 | 0,99995
4,00 | 0,99997

0,99906 0,99910
0,99934 0,99936
0,99953 0,99955
0,99968 0,99969
0,99978 0,99978

0,99985 0,99985

0,99990 0,99990
0,99993 0,99993

0,99573
0,99683
0,99767
0,99831
0,99878
0,99913

0,99585 0,99598
0,99693 0,99702
0,99774 0,99781
0,99836 0,99841
0,99882 0,99886

0,99916 0,99918

0,99938
0,99957
0,99970

0,99979
0,99986

0,99990

0,99994

0,99940 0,99942
0,99958 0,99960
0,99971 0,99972
0,99980 0,99981

0,98461 0,98500
0,98809 0,98840
0,99086 0,99111
0,99305 0,99324
0,99477 0,99492

0,95352 0,95449 |
0,96327
0,97062
0,97670
0,98169
0,98574 |
0,98899

0,99158 |
0,99361

0,99520 .

0,98537
0,98870
0,99134
0,99343
0,99506

0,99609 0,99621
0,99711 0,99720
0,99788 0,99795
0,99846 0,99851
0,99889 0,99893

0,99643
0,99736
0,99807
0,99861
0,99900 |

0,99632
0,99728
0,99801
0,99856
0,99896

0,99921 0,99924
0,99944 0,99946
0,99961 0,99962
0,99973 0,99974
0,99981 0,99982

0,99986 0,99987
0,99991 0,99991
0,99994 0,99994

0,99995 0,99996 0,99996 0,99996 0,99996
0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99997 0,99998 0,99998

0,99987 0,99988
0,99992 0,99992
0,99994 0,99995
0,99996 0,99996

0,99929 |
0,99950
0,99965

0,99926
0,99948
0,99964
0,99975 0,99976
0,99983 0,99983 |
0,99988 0,99989 ;
0,99992 0,99992
0,99995 0,99995
0,99997 0,99997

0,99998 0,99998
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18
19
20
21
29
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33 .
34
35
36
37
38
39
40
41
42

44
45 |
46
47

48

49 1

©3.94171

0,001

" 0,000002

0,00200
0,02430
0,09080
0,21022

©0,38104

0,59850
0.85715
1,15191
1,47865

©1.83375

221413
2.61720
3,04072
3,48251
4.41624
4,90480
5.40666
5,92101
6.44669
6,98287
7.52912
8,08466
8,64943
9,22224
9,80288
10,39071
10,98614
11,58763
12,19612
12,81042
13,43120
14,05677
14,68808
15,32433
15,96520
16,61090
17.26123
17,91664
18,57586
19,23838
19,90335
20,57640
21,25002
21,92888
292.60974
23,29441
23 98257

30 24,67356

Tabla de la distribucion chi-cuadrado 12

0,005

0,00004
0,01002
0,07172
0,20698
0,41175

0,67573

0,98925
1.34440
1,73491
2,15585
2.60320
3,07379
3.56504
4,07466
4,60087
5,14216
5,69727
6.,26477
6,84392
7.43381
8.03360
8,64268
9,26038
9,88620
10,51965
11,16022
11,80765
12,46128
13,12107
13,78668
14,45774
15,13402
1581518
16,50130
17,19173
17,88675
18,58588
19,28882
19,99583
20,70658
21,42075
22.13838
29 85057
23.58362
24,31008
25,04130
25.77450
26,51067
27.94937
27.99082

0,010
0,00016
0,02010
0,11483
0,29711
0.55430
0,87208
1,23903
1.64651
2,08789
2.55820
3.05350
3,57055
4,10690
4,66042
5,22936
5,81220
6,40774
7.01490
7.63270
8,26037
8,89717
9,54249
10,19569
10,85635
11,52395
12,19818
12,87847
13,56467
14,25641
14.95346
15,65547
16,36220
17,07348
17,78910
18,50887
19,23263
19,96027
20,69141
21,42614
22.16420
2290556
23.65014
24.39757
25.14801
25.90120
26,65719
27,41582
28,17697
28,94059
29.70673

0,025
0,00098
0,05064
0,21579
0,48442
0,83121
1,23734
1,68986
2,17972
2,70039
3,24696
3,81574
4,40378
5,00874
5,62872
6,26212
6,90766
7.56418
8,23074
8 90651
9,59077
10,28291
10,98233
11,68853
12.40115
13,11971
13,84388
14,57337
15,30785
16,04705
16.79076
17.53872
18,29079
19,04666
19,80624
20,56938
21 33587
22.10562
22 87849
23.65430
24.43306
25,21452
25,99866
26,78537
27.57454
28.,36618
29,16002
29,95616
30,75450
31,55493
3235738

0,300
0,14847
0,71335
1,42365
2.19470
2.99991
3,82755
467133
5,52742
6,39330
7.26722
8 14787
9.03428
8.63386 9.92568
9,46733 10,82148
8,54675 10,30696 11,72117
19,31224  11,15212 12,62435
10,08518 12,00226 13,53068
10.86494 1285695 14,43086
11,65091 13,71579 15,35166
12,14260 14,57844 16,26585
13.23960 1544461 17,18227
14,04149 16,31404 18,10072
14.84795 17,18650 19,02109
13,84842 15,65868 18,06180 19,94323
14,61140 16,47341 18,93975 20,86704
15,37916 17,29188 19,82019 21,79240
16,15139 18,11389 20,70298 22.71923
16,92788 18,93924 21,58797 23,64746
17,70838 19,76774 22.47505 24,57698
18,49267 20,59924 23.36411 25,50776
19,28056 21,43357 24,25506 26,43970
20,07191 22,27059 25,14778 27,37277
20,86652 23,11019 26,04221 28,30691
21,66428 23.95225 26,93827 29,24205
22.46301 24,79665 27,83588 30,17817

0,100

0,01579
0,21072
(.58438
1,06362
1,61031
2,20413
2,83311
3,48954
4,16816
486518
5,57779
6,30380
7.04150
7,78954

0,200
0,06418
0,44629
1,00517
1,64878
234253
3,07009
3.82232
1,59357
5,38006
6.17908
6,98867
7.80733

0,050
0,00393
0,10259
0,35185
0,71072
1,14548
1,63538
2,16735
2,73263
3,32512
3,94030
4,57481
5,22603
5,89186
6,57063
7,26093
7.96164
867175
9,39045
10,11701
10,85080
11,59132
12,33801
13,09051

0,400
0,27500
1,02165
1,86917
2,75284
3.65350
4,57015
5,49324
6,42264
7.35703
829547
9,23729
10,18197
11,12914
12,07848
13,02975
13,98273
14,93727
15,89321
16,85044
17,80883
18.76831
19,72880)
20,69020
21,65249
22,61558
23 57943
24,54400
25.50925
26,7514
27,44162
28.40868
29.37629
30,34441
31,31302
32,28211

23,26862 25,64329
24,07494 26,49209
24,88389 27,34296
25.60538 28,19579
26,50930 29.05052
27.32556 29,90708
28,14405 30,76542
28,96471 31,62546
29,78750 32,48713
30,61226 33,35038
31,43900 34,21517
3226761 35.08142
33,09807 35,94914
33,93029 36,1823
34,76424 3768864

37,79548 40,52924

33.25166
34,22163
35,19201

28.73496 31.11521
29.63547 32.05316
30,53734 32,99194
31,44051 33,93155 36.16279
32,34495 34,87195 37,13397
33,25060 35,81308 3810550
34,15740 36,75496 39,07738
35,06533 37,69753 40,04960
35.97435 38,64079 41,02216
36.88441 39,58470 41,99503
42 96821
4394168
44,91543
45,88047
46.86378

38,70752 41,47438
39,62051 42,42013
40,53441 43,36644
41,44921 44.31331

0,500
0,45494
1,38629
2,36597
3,35669
4,35146
5,34812
6,34581
7,34412
8,34283
9,34182
10,34100 |
11.34032
12,33975
13,33927
1433886
15.33850
16,33818
17.33790
18,33765
19,33743
20,33723
21,33704
22.33688
23,33673
24,33658
25,33646
26.,33634
27.33623
28,33613
29,33603
30.33594
31,33586
32.33579
33,33570
34,33564
35,33557
36,33552
37,33545
38,33540
39.33534
40,33530
41,33525
42,33520
13.33516
44.33512
45,33508
46,33504 |
47,33501
18,33497
49.33494



-
1

3‘
4|
5

-~

© 0o

10

11

12 |
13
14
15
16 1

21

25

'06

0,7083
1,8326
2,9462
4,0446
5,1319

16,2108

7,2832
8,3505
9,4136

0,7
1,0742
2,4079
3,6649

0,9

3,2189 4,6052
4,6416 6,2514

0,95
3,8415
5,9915
7,8147

0,975

5,0239

7,3778
9,3484

4,8784
6,0644
7,2311

7,2893
8,5581
8,3834 19,8032
9,5245 11,0301
10,6564 12,2421

10,4732 11,7807 13,4420

11,5298 12,8987 14,6314

12,5838 14,0111 15,8120
13,6356 15,1187 16,9848
14,6853 16,2221 18,1508
15,7332 17,3217 19,3107
16,7795 18,4179 20,4651 23,5418
17 | 17,8244 19,5110 21,6146 24,7690
18 | 18,8679 20,6014 22,7595 25,9894
19,9102 21,6891 23,9004 27,2036
20 7 20,9514 22,7745 25,0375 28,4120
21,9915 23,8578 26,1711 29,6151
22 23,0307 24,9390 27,3015 30,8133
23 | 24,0689 26,0184 28,4288 32,0069
24 | 25,1064 27,0960 29,5533 33,1962
26,1430 28,1719 30,6752 34,3816
26 27,1789 29,2463 31,7946 35,5632
27 28,2141 30,3193 32,9117 36,7412
28 29,2486 31,3909 34,0266 37,9159
29 | 30,2825 32,4612 35,1394 39,0875
30 31,3159 33,5302 36,2502 40,2560

| 31 ‘ 32,3486 34,5981 37,3591 41,4217

5,9886 7,7794

9,2363

10,6446

12,0170
13,3616
14,6837
15,9872
17,2750
18,5493
19,8119
21,0641
22,3071

32 33,3809 35,6649 38,4663 42,5847
33 34,4126 36,7307 39,5718 43,7452
34 35,4438 37,7954 40,6756 44,9032
35 36,4746 38,8591 41,7780 46,0588

09,4877 11,1433
11,0705 12,8325
12,5916 14,4494
14,0671 16,0128
15,5073 17,5345
16,9190 19,0228
18,3070 20,4832

21,0261 23,3367
22,3620 24,7356
23,6848 26,1189
24,9958 27,4884
26,2962 28,8453
27,5871 30,1910
28,8693 31,5264
30,1435 32,8523
31,4104 34,1696
32,6706 35,4789
33,9245 36,7807
35,1725 38,0756
36,4150 39,3641
37,6525 40,6465
38,8851 41,9231
40,1133 43,1945
41,3372 44,4608
42,5569 45,7223
43,7730 46,9792
44,9853 48,2319
46,1942 49,4804
47,3999 50,7251
48,6024 51,9660
49,8018 53,2033

| 36 37,5049 39,9220 42,8788 47,2122

37 38,5348 40,9839 43,9782 48,3634
38 | 39,5643 42,0450 45,0763 49,5126
39 \ 40,5935 43,1053 46,1730 50,6598
40 ' 41,6222 44,1649 47,2685 51,8050

41
42
43
44
45

46

47
48 |
49

50 |

50,9985 54,4373
52,1923 55,6680
53,3835 56,8955
54,5722 58,1201
35,7585 59,3417

L 60,5606 6

47,7874 50,5071

42,6506 45,2236 4
43,6786 46,2817
44,7063 47,3390
45,7336 48,3957
46,7607 49,4517

48,8139 51,5619
49,8401 52,6161
50,8660 53,6697
51,8016 54,7228

48,3628
49,4560
50,5480
51,6389
52,7288
53,8177
54,9056
55,9926
57,0786
58,1638 |

52,0485 56,9424
54,0902 58,1240
55,2302 59,3035
56,3685 60,4809
57,5053 61,6562
58,6405 62,8296
59,7743 64,0011
60,9066 65,1708
62,0375 66,3387
63,1671 67,5048 71

61,7767
62,9903
64,2014
65,4101

66,6165

67,8206
69,0226
70,2224
71,4202

'labla de la distribucion chi-cuadrado 2 2
70’8 —_— -
1,6424 2,7055

0,99 0,995

6,6349 17,8794

9,2104 10,5965
11,3449 12,8381
13,2767 14,8602
15,0863 16,7496
16,8119 18,5475
18,4753 20,2777
20,0902 21,9549
21,6660 23,5893
23,2093 25,1881

26,2170 28,2997
27,6882 29 8193
29,1412 31,3194
30,5780 32,8015

33,4087 35,7184
34,8052 37,1564
36,1908 38,5821
37,5663 39,9969
38,9322 41,4009
40,2894 42,7957
41,6383 44,1814
42,9798 45,5584
44,3140 46,9280

1 45,6416 48W

46,9628 49,6450
48,2782 50,9936
49,5878 52,3355
50,8922 53,6719
52,1914 55,0025
53,4857 56,3280
54,7754 57,6483
56,0609 58,9637
57,3420 60,2746
58,6192 61,5811 67,
59,8926 62,8832
61,1620 64,1812
62,4281 65,4753
63,6908 66,7660
64,9500 68,0526
66,2063 69,3360
67,4593 70,6157
68,7096 71,8923
69,9569 73,1660
71,2015 74,4367
72,4432 75,7039
73,6826 76,9689
74,9194 78,2306
76,1538 79,4898

19,6752 21,9200 24,7250 26,7569

31,9999 34,2671

0,999
10,8274
13,8150 |
16,2660 |
18,4662 |
20,5147
22,4575
24,3213
26,1239
27 8767
29,5879
31,2635
32,9092
34,5274
36,1239
37,6978
39,2518
40,7911
42,3119 ‘
43,8194
45,3142 |
46,7963
48,2676
49,7276 |
51,1790
52,6187 | |
54,0511
55,4751
56,8918
58,3006 |
59,7022 |
61,0980
62,4873
63,8694
65,2471 |
66,6192
67,9850
69,3476
70,7039 |
72,0550 |
73,4029
74,7441
76,0842 |
77,4184 |
78,7487
80,0776
81,3998 °
82,7198 |
84,0368 '
85,3499
86,6603 |




- Talla de la ihstribucion t de Student

n 0,65 07 0,75 0,8 085 09 0,95

1] 0,50053 0,72654 1,00000 1,37638 1,96261 3,07768 6,31375 12,706 31,82 63.66 |

0,975

0,99 0,995

2 0,44475 0,61721 0,81650 1,06066 1,38621 1,88562 2,91999 4,30266 6,96455 9,92499

3| 0,42420 0,58439 0,76489 0,97847 1,24978 1,63775 2,35336 3,18245 4,54071 5,84085 |
4 0,41416 0,56865 0,74070 0,94096 1,18957 1,53321 2,13185 2,77645 3,74694 4,60408 '
5 0,40823 0,55943 0,72669 0,91954 1,15577 1,47588 2,01505 2,57058 3,36493 4,03212 ,

T 6
7
8
9
10

.‘ 11

12
13
|14
15
\'ﬁ
17
18
o
20

| 0,40431 0,55338 0,71756 1,90570 1,13416 1,43976 1,94318 2,44691

0,40154 0,54911 0,71114 0,89603 1,11916 1,41492 1,89458 2,36462
‘ 0,39947 0,54593 0,70639 0,88889 1,10815 1,39682 1,85955 2,30601

0,39787 0,54348 0,70272 0,88340 1,09972 1,38303 1,83311 2,26216
- 0,39659 0,54153 0,69981 0,87906 1,09306 1,37218 1,81246 2,22814
[ 0,39555 0,53994 0,69744 0,87553 1,08767 1,36343 1,79588 2,20099
0,39469 0,53862 0,69548 0,87261 1,08321 1,35622 1,78229 2,17881
0,39396 0,53750 0,69383 0,87015 1,07947 1,35017 1,77093 2,16037
0,39333 0,53655 0,69242 0,86805 1,07628 1,34503 1,76131 2,14479
0,39279 0,53573 0,69120 0,86624 1,07353 1,34061 1,75305 2,13145

3,14267 3,70743 '
2,99795 3,49948
2,89647 3,35538
2,82143 3,24984
2,76377 3,16926 |
2,71808 3,10582 '
2,68099 3,05454
2,65030 3,01228
2,62449 2,97685
2,60248 2,94673 |

| 0,39232 0,53501 0,69013 0,86467 1,07114 1,33676 1,74588 2,11990 2,58349 2.92079

0,39190 0,53438 0,68919 0,86328 1,06903 1,33338 1,73961 2,10982
0,39153 0,53382 0,68836 0,86205 1,06717 1,33039 1,73406 2,10092
0,39120 0,53331 0,68762 0,86095 1,06551 1,32773 1,72913 2,09302
0,39091 0,53286 0,68695 0,85996 1,06402 1,32534 1,72472 2,08596

21
|2
23
24
%
{’ 26
27
28
%
| 30

)

40

45
S

55
|60
.70
80
~ 90

100
| 110

120
\ 200
300
400
500

1000

(o o]

0,39064 0,53246 0,68635 0,85907 1,06267 1,32319 1,72074 2,07961
0,39039 0,53209 0,68581 0,85827 1,06145 1,32124 1,71714 2,07388
0,39017 0,53175 0,68531 0,85753 1,06034 1,31946 1,71387 2,06865
0,38997 0,53144 0,68485 0,85686 1,05932 1,31784 1,71088 2,06390
| 0,38978 0,53115 0,68443 0,85624 1,05838 1,31635 1,70814 2,05954
0,38961 0,53089 0,68404 0,85567 1,05752 1,31497 1,70562 2,05553
0,38945 0,53065 0,68369 0,85514 1,05673 1,31370 1,70329 2,05183
0,38930 0,53042 0,68335 0,85465 1,05599 1,31253 1,70113 2,04841
0,38916 0,53021 0,68304 0,85419 1,05530 1,31143 1,69913 2,04523
| 0,38903 0,53002 0,68276 0,85377 1,05466 1,31042 1,69726 2,04227
0,38850 0,52921 0,68156 0,85201 1,05202 1,30621 1,68957 2,03011
0,38810 0,52861 0,68067 0,85070 1,05005 1,30308 1,68385 2,02107
0,38779 0,52814 0,67998 0,84968 1,04852 1,30065 1,67943 2,01410
0,38754 0,52776 0,67943 0,84887 1,04729 1,29871 1,67591 2,00856

. 0,38734 0,562745 0,67898 0,84820 1,04630 1,29713 1,67303 2,00404

2,56694 2,89823 |
2,55238 2,87844
2,53948 2,86094
2,52798 2,84534
2,51765 2,83137
2,50832 2,81876 l
2,49987 2,80734
2,49216 2,79695 |
2,48510 2,78744
2,47863 2,77872 |
2,47266 2,77068
2,46714 2,76326
2,46202 2,75639 |
2,45726 2,74998
2,43772 2,72381
2,42326 2,70446 ‘
2,41212 2,68959
2,40327 2,67779
2,30608 2,66822

170,38717 0,52720 0,67860 0,84765 1,04547 1,20582 1,67065 2,00030 2,39012 2,66027

| 0,38691 0,52680 0,67801 0,84679 1,04417 1,29376 1,66692 1,99444
0,38671 0,52650 0,67757 0,84614 1,04319 1,29222 1,66413 1,99007
| 0,38655 0,52626 0,67723 0,84563 1,04244 1,29103 1,66196 1,98667
0,38643 0,52608 0,67695 0,84523 1,04184 1,29008 1,66023 1,98397
| 0.38633 052592 0.67673 0,84490 1,04134 1,28930 1,65882 1,98177

2,38080 2,64790 |
2,37387 2,63870
2,36850 2,63157
2,36421 2,62589
2,36072 2,62127 |

\ 0,38624 0,52580 0,67654 0,84463 1,04093 1,28865 1,65765 1,97993 2,35783 2,61742

0,38587 0,52524 0,67572 0,84342 1,03913 1,28580 1,65251 1,97189
0,38569 0,52496 0,67531 0,84282 1,03823 1,28438 1,64995 1,96790
0,38560 0,52482 0,67510 0,84252 1,03778 1,28367 1,64867 1,96591
0,38554 0,52474 0,67498 0,84234 1,03751 1,28325 1,64791 1,96472
0,38543 0,52457 0,67473 0,84198 1,03697 1,28240 1,64638 1,96234

2,34513 2,60063
2,33884 2,59231
2,33571 2,58817
2,33383 2,58569
2,33008 2,58075

) 0,38532 0,52440 0,67449 0,84162 1,03643 1,28155 1,64485 1,95996 2,32634 2,5758i|



10
Ti1 ]
12
13
14"
15
o~
17
18
19
20

o

22
23
24

25

30|

10
" 60 |
120
_,

~ Tabla de la distribucién Fn,m de Snedecor

5,54

3,29
3,23
3,18
3,14
3,10
3,07

2

50
9,0

5,46
4,32
3,78
3,46
3,26
3,11
3,01
2,92
2,86
2.81
2,76
2,73
2.70

3,05
3,03
3,01
2,99
2,97
2,96
2,95
2,94
2,93
2,92
2,88
2,84
2,79
2,75
2,71

2,67
2,64
2,62
2,61
2,59
2,57
2,56
2,55
2,54
2,53
2,49
2.44
2,39
2,35
2,30

3 4 5
54 56 57

9.2 92 93
5,39 5,34 5,31
4,19 4,11 4,05
3,62 3,52 3,45
3,29 3,18 3,11
3,07 2,96 2,88
2,92 2,81 2,73
2,81 2,60 2,61
2,73 2,61 2,52
2,66 2,54 2,45
2,61 2,48 2,39
2,56 2,43 2,35
2,52 2,39 2,31
2,49 2,36 2,27
2,46 2,33 2,24
2,44 2,31 2,22
2,42 2,29 2,20
2,40 2,27 2,18
2,38 2,25 2,16
2,36 2,23 2,14
2,35 2,22 2,13
2,34 2,21 2,11
2,33 2,19 2,10
2,32 2,18 2,09
2,28 2,14 2,05

2,23 2,09 2,00
2,18 2,04 1,95
2,13 1,99 1,90
2,08 1,94 1,85

7

59
9,3
5,27
3,98
3,37
3,01
2,78
2,62
2,51
2,41
2,34
2,28
2,23
2,19
2,16
2,13
2,10
2,08
2,06

n

8 9 10 !
59 60
94 94 94
5,25 5,24 5,23
3,95 3,94 3,92
3,34 3,32 3,30

60 |

11
60
9.4
5,22
3,91
3,28

298 206 204 292

2,75 2,72 2,70 |
2,59 2,56 2,54 |
2,47 2,44 2,42
2,38 2,35 2,32

2,30 2,27 2,25

2,24 2,21 2,19
2,20 2,16 2,14
2,15 2,12 2,10
2,12 2,09 2,06

2,68
2,52
2,40
2,30
2,23
2,17
2,12
2,07
2,04

2,09 2,06 2,03 2,01

2,06 2,03 2,00
2,04 2,00 1,98
2,02 1,98 1,96

1,98
1,95
1,93

2,04 2,00 1,96 1,94 | 1,91

2,02
2,01
1,99
1,98
1,97

1,93

1,87
1,82
1,77

1,97 1,93 1,90
1,95 1,92 1,89
1,94 1,91 1,88
1,93 1,80 1,87,
1,88 1,85 1,82 |
1,83 1,79 1,76
1,77 1,74 1,711
1,72 1,68 1,65

1,67 1,63 1,60

1,98 1,95 1,92 1 1,90

1,88
1,87
1,85
1,84
1,79
1,74
1,68
1,63
1,57

12

61

9,4

5,22
3,90
3,27
2,90
2,67
2,50
2,38
2,28
2,21
2,15
2,10
2,05
2,02
1,99
1,96
1,93
1,91
1,89
1,87
1,86
1,34
1,83
1,82
1,77
1,71
1,66
1,60
1,55

15

20 25 30 40

61
9,4
5,20
3,87
3,24
2,87
2,63
2,46
2,34
2,24
2,17
2,10
2,05
2,01
1,97
1,94
1,91
1,89
1,86
1,84
1,83
1,81
1,80
1,78
1,77
1,72
1,66
1,60
1,55
1,49

62
9.4

5,18
3,84
3,21

284

2,59
2,42
2,30
2,20
2,12
2,06
2,01
1,96
1,92
1,89
1,86
1,84
1,81
1,79
1,78
1,76
1,74
1,73
1,72
1,67
1,61
1,54
1,48
1,42

62
9.5

5,17
3,83
3,19
2,81
2,57
2,40
227
217
2,10
2,03
1,98
1,93
1,89
1,86
1,83
1,80
1,78
1,76
1,74
1,73
1,71
1,70
1,68
1,63
1,57
1,50
1,44
1,38

=0,

9

60

62 63 63

9,5

2,80
2,56
2,38
2,25
2,16
2,08
2,01
1,96
1,91
1,87
1,84
1,81
1,78
1,76
1,74
1,72
1,70
1,69
1,67
1,66
1,61
1,54
1,48
1,41
1.34

120
63

oc
63

95 9,5 95 95
5,17 5,16 5,15 5,14 5,13
3,82 3,80 3,79 3,78 3,76
3,17 3,16 3,14 3,12 3,10

2,78 2,76 2,74 2,72
2,54 2,51 2,49 247
2,36 2,34 2,32 2,29
2,23 221 2,18 2,16
2,13 2,11 2,08 2,06

2,05
1,99
1,93
1,89
1,85
1,81
1,78
1,75
1,73
1,71
1,69
1,67
1,66
1,64
1,63
1,57
1,51
1,44
1,37
1,30

2,03
1,96
1,90
1.86
1,82
1,78
1,75
1,72
1,70
1,68
1,66
1,64
1,62
1,61
1,59
1,54
1,47
1,40
1,32
1,24

2,00
1,93
1,88
1,83
1,79
1,75
1,72
1,69
1,67
1,64

1,62
1,60
1,59
1,57
1,56
1,50
1,42
1,35
1,26
1,17

1,97
1,90
1,85
1,80
1,76

1,72

1,69
1,66
1.63
161
1,59
1,57
1,55
1,53
1,52
1,46
1,38
1,29
1,19
1,00



m

1

Tabla de la distribucién Fn,m de Snedecor

o

11161 199

2

18,5

3,10
4 7,71

5

6,61

61599

7

3,09

8 5,32
9 512
10 | 4,96
11 4,84
12, 4,75
13| 4,67
14 4,60
(15 4,54
16 449
17 445
18 ' 4,41
19 4,38
20 | 4,35
21 ' 4,32
22 14,30
23 428
24 426

25
30

4,24
4,17

40 | 4,08
60 4,00
120 ' 3,92
oc | 3,84

19,0
9,55
6,94
5,79
514
4,74
4,46
4,26
4,10

3,098
3,89
3,81
3,74
3,68
3,63
3,59
3,55
3,52
3,49
3.47
3,44
3,42
3,40
3,39
3.32
3,23
3,15
3,07
3,00

3 4 5 6

216 225 230 234

19,2 19,2 19,3 19,3
9,28 9,12 9,01 8,94
6,59 6,39 6,26 6,16
541 5,19 5,05 4,95
4,76 4,53 4,39 4,28
4,35 4,12 3,97 3,87
4,07 3,84 3,69 3,58
3,86 3,63 3,48 3,37
3,71 3,48 3,33 3,22
3,59 3,36 3,20 3,09
3,49 3,26 3,11 3,00
3,41 3,18 3,03 2,92
3,34 3,11 2,96 2,85
3,29 3,06 2,90 2,79
3,24 3,01 2,85 2,74
3,20 2,96 2,81 2,70
3,16 2,93 2,77 2,66
3,13 2,90 2,74 2,63
3,10 2,87 2,71 2,60
3,07 2,84 2,68 2,57
3,05 2,82 2,66 2,55
3,03 2,80 2,64 2,53
3,01 2,78 2,62 2,51
2,99 2,76 2,60 2,49
2,92 2,69 2,53 2,42
2,84 2,61 2,45 2,34
2,76 2,53 2,37 2,25
2,68 245 2,29 2,18
2,60 2,37 2,21 2,10

7 8

237 239
19,4 19,4
8,89 8,85
6,09 6,04
4,88 4,82
4,21 4,15
3,79 3,73
3,50 3,44
3,29 3,23
3,14 3,07
3,01 2,95
291 2,85
2,83 2,77
2.76 2,70
2,71 2,64
2,66 2,59
261 2,55
2,58 2,51
2,54 2,48
251 2,45
2,49 2.42
2,46 2,40
244 2,37
2,42 236
240 2,34
2.33 2,27
2,25 2,18
2,17 2,10
2,09 2,02
2,01 1,94

9

241

19.4
8,81
6,00
4,77
4,10
3,68
3,39
3,18
3,02
2.90
2,80
2,71
2,65
2,59
2,54
2.49
2,46
2,42
2,39
2.37
2,34
2.32
2,30
2,28
2.21
2,12
2,04
1,96
1,88

n

10 11 12

242 243 244
19,4 19,4 194
8,79 8,76 8,74
596 5,94 591
4,74 4,70 4,68
4,06 4,03 4,00
3,64 « 3,60 3,57
3,35 3,31 3,28
3,14 3,10 3,07
2,98 1294 2,91

285 2,82 2,79
2,75 2,72 2,69
2,67 | 2.63 2,60
2,60 2,57 2,53
2,54 | 2,51 2,48
2,49 12,46 2,42
245 241 2,38
2,41 - 2,37 2,34
2,38 12,34 2,31

2,35 2,31 2,28
2,32 2,28 2,25
2,30 2,26 2,23
2,27 12,24 2,20
225 222 218
2,24 220 2,16
2,16 2,13 2,09
2,08 2,04 2,00
1,99 1,95 1,92
1,91 1,87 1,83
1.83 1,79 1,75

15

20

246 248

19,4
8,70
5,86
4,62
3,04
3,51
3,22
3,01
2,85
2,72
2,62
2,53
2,46
2,40

2.35

2,31
2,27
2,23
2,20
218
2,15
2,13
2,11
2,09
2,01
1,92
1,84
1,75
1,67

19.4
8,66
5,80
4,56
3,87
3,44
3,15
2,94
2,77
2,65
2,54
2,46
2,39
2,33
2,28
2,23
2,19
2,16
2,12
2,10
2,07
2,05
2,03
2,01
1,93
1,84
1,75
1,66

1,57

249

19,5
8,63
5,77
4,52
3,83
3,40
3,11
2.89
2.73
2,60
2,50
2,41
2,34
2,28
2,23
2,18
2,14
2,11
2,07
2,05
2,02
2,00
1,97
1,96
1.88
1,78
1,69
1,60
1,51

a=20,95

30

250
19,5
8,62
5,75
4,50
3,81
3,38
3,08
2 86

2,70

2,57
2,47
2,38
2,31
2,25
2,19
2.15
2,11
2,07
2,04
2,01
1,98
1,96
1,94
1,92

1,84

1,74
1,65
1,55
1,46

40 60 120
251 252 253
19,5 19,5 19,5
8,59 8,57 8,55
5,72 5,69 566
4,46 4,43 4,40
3,77 3,74 3,70
3,34 3,30 3,27
3,04 3,01 2,97
2.83 2,79 2,75
2,66 2,62 2,58
253 2.49 2,45
2,43 2,38 2,34
2,34 2,30 2,25
2,27 2.22 2,18
2,20 2,16 2,11
2.15 2,11 2,06
2,10 2,06 2,01
2,06 2,02 1,97
2,03 1,98 1,93
1,99 1,95 1,90

1,96 1,92 1,87

1,94 1,89 1,84
1,91 1,86 1,81
1,89 1,84 1,79
1,87 1,82 1,77
1,79 1,74 1.68
1,69 1,64 1,58
1,59 1,53 1,47
1,50 1,43 1,35
1,39 1,32 1,22

OC—,.

254

19,5
8,53
5,63
4,37
367
3,23
2,93
271
2,54

|

2,40

2,30
2,21
2.13
2,07
2,01
1,96
1,92
1,88

184
1,81

1,78
1,76
1,73
1,71
1,62
151
1,39
1,25
1,00

|

|
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4052

985
341
21,2
16,3
13,7
12,2
11,3
10,6
10,0

9,33
9,07
8.86
8,68
8,53
8,40
8,29

| 8,18
© 8,10
8,02

7,95
7,88
7.82
7,77
7,56
7,31
7,08
6,85

663

Tabla de la distribucién Fn,m de Snedecor

P
4999

99,0
30,8
18,0
13.3
10,9
9,55
8,65
8,02
7,56

19,65

7,21
6,93
6,70
6,51
6,36

3
5404
99,2
29,5
16,7
12,1
9,78
8,45
7,59
6,99
6,55
6,22
5,95
5,74
5,56
5,42

6,23
6,11
6,01
5,93
85
78
5,72
5,66
5,61
5,57
5,39
5,18
4,98
4,79
4,61

(2

wor

5.29
5,19
5,09
5,01
4,94
4,87
4,82
4,76
4,72
4,68
4,51
4,31
4,13
3,95
3,78

4 5 6

5624 5764 5859
99,3 99,3 99,3
28,7 28,2 27.9
16,0 15,5 15,2
11,4 11,0 10,7
9,15 8,75 8,47
7,85 7,46 7,19
7,01 6,63 6,37
6,42 6,06 5,80
5,99 564 5,39
5.67 5.32 5,07
5,41 5,06 4,82
5,21 4,86 4,62
5,04 4,69 4,46
4,89 4,56 4,32
4,77 4,44 420
4,67 4,34 4,10
4,58 4,25 4,01
4,50 4,17 3,94
4,43 4,10 3,87
4,37 4,04 3,81
4,31 3,99 3,76
4,26 3,94 3,71
4,22 3,90 3,67
4,18 3,85 3,63
4,02 3,70 3,47
3,83 3,51 3,29
3,65 3,34 3,12
3,48 3,17 2,96
3,32 3,02 2,80

7
5928

99,4
27,7
15,0
10,5
8,26
6,99
6,18
5,61
5,20
4,89
4,64
4,44
4,28
4,14
4,03
3,93
3,84
3,77
3,70
3,64
3,59
3,54
3,50
3,46
3,30
3,12
2,95
2,79
2,64

3.17

8
5981
99,4
27,5
14,8
10,3
8,10
6,84
6,03
5,47
5,06
4,74
4,50
4,30
4,14
4,00
3,89
3,79
3.71
3,63
3,56
3,51
3,45
3,41
3,36
3,32

2,99
2,82
2,66
2,51

9
6022

99,4
27,3
14,7
10,2

n

10 11 12 15 20

6056 6083 6107 6157 6209
994 994 99,4 99,4 99,4
27,2 27,1 27,1 26,9 26,7
14,5 14,5 14,4 14,2 14,0
10,1 9,96 9,89 9,72 9,55

7.98
6,72
5,91
5,35
4,94

7,87 7,79 7,72 7,56 7,40
6,62 6,54 6,47 6,31 6,16
581 5,73 5,67 5,52 5,36
5,26 5,18 5,11 4,96 4,81
4,85 4,77 4,71 4,56 4,41

4,63
4,39
4,19
4,03
3,89
3,78
3,68
3,60
3,52
3,46
3,40
3,35
3,30
3,26
3,22
3,07
2,89
2,72
2,56
2,41

4,54 4,46 4,40 4,25 4,10
430 4,22 4,16 4,01 3,86
4,10 4,02 3,96 3,82 3,66
3,94 3,86 3,80 3,66 3,51
3,80 3,73 3,67 3,52 3,37
3,69 J 3,62 3,55 3,41 3,26
3,59 | 3,52 3,46 3,31.3,16
3,51 ‘ 3.43 3,37 3,23 3,08
3,43 ' 3,36 3,30 3,15 3,00
3,37 3,29 3,23 3,09 2,94
3,31 3,24 3,17 3,03 2,88
3,26 3,18 3,12 2,98 2,83
3,21, 3,14 3,07 2,93 2,78
3,17 3,09 3,03 2,80 2,74
3,13 \ 3,06 2,99 2,85 2,70
2981291 2,84 2,70 2,55
2,80 2,73 2,66 2,52 2.37
2,63 2,56 2,50 2,35 2,20
247 240 2,34 2,19 2,03

2,32 2,25 2,18 2,04 1,88

25
6240

99,5
26,6
13,9
9,45
7,30
6,06
5,26
4,71
4,31
4,01
3,76
3,57
341
3,28
3,16
3,07
2,98
2,91
2,84
2,79
2,73
2,69
2,64
2,60

a=10,95

30
6260

99,5
26,5
13,8
9,38
7,23
5,99
5,20
4,65
4,25
3,94
3,70
3,51
3,35
3,21
3,10
3,00
2,92
2,84
2,78

)

40
8286
99,5
26,4
13,7
9,29
7,14
5,91
5,12
4,57
4,17

3,86
3,62
3,43
3,27
3,13
3,02
2,92
2,84
2,76
2,69

60
6313

99,5
26,3
13,7
9,20
7,06
5,82
5,03
4,48
4,08

120 oo

6340

99,5
26,2
13,6
9,11
6,97
5,74
4,95
4,40
4,00

3,78
3,54
3,34
3,18
3,05
2,93
2,83
2,75
2,67
2,61

3,69
3,45
3,25
3,09
2,96
2,84
2,75
2,66
2,58
2,52

6366

99,5
26,1
13,5
9,02

6,88

5,65
4,86
4,31
3,91

3,60

3,36
3,17
3,00

2,87

2,75
2,65
2,57
2,49
2,42

2,72 2,64

2,67
2,62
2,58
2,54

2,45
2,27
2,10
1,93
1,77

2,39
2,20
2,03
1,86
1,70

2,58
2,54
2,49
2,45

2,11
1,94
1,76
1,59

2,55
2,50
2,45
2,40
2,36
2,21

2,30

2,02
1,84
1,66
1,47

2,46
2,40
2,35
2,31
2,27
2,11
1,92
1,73
1,53

2,36
2,31
2,26
2,21
2,17
2,01
1,80
1,60
1,38
1,00

1,32 1,00



Se termind de componer este libro
el 16 de octubre fiesta de
Santa Eduvigis, patrona de Polonia,
a la que la alta condicién social no impidié
ni la sobriedad del atuendo ni la sinceridad de la vida






	1.13.2 Medidas de desigualdad relacionadas con las curvas de Lorenz............................. 25
	4.1.2 Distribución binomial...........................................................22
	6.3.2 Con varianza desconocida..................................... . 348
	6.3.2 Con varianza desconocida..................................... . 348
	6.6 Intervalos de Confianza para el cociente entre varianzas en poblaciones normales..............................................................3506.7 Contraste de Hipótesis.......................................................................350
	5 Soluciones de la Unidad Temática 5 465

