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Prólogo

La teoría del potencial gravitatorio es ya todo un clásico entre los problemas de la física matemática, aunque aún no se encuentra, con suficiente frecuencia, un tratamiento exhaustivo y formal en la diversa bibliografía existente sobre este tema.El estudio de este problema, así como el de otros muchos de la física matemáti­ca, condujo a una clasificación de los diversos planteamientos y a un desarrollo de las herramientas matemáticas utilizadas: cálculo vectorial, variable compleja, ecuaciones en derivadas parciales, así como integración impropia de funciones con ciertas singularidades, entre otras.La complejidad de las leyes elaboradas por Kepler, a partir de las observaciones realizadas por Tycho Brahe, sobre el movimiento de los planetas, llevará, más adelante, a Newton a la formalización de estas leyes empíricas en la Ley de Gra­
vitación Universal, que expuso en su obra monumental “ Philosophiae Naturalis 
Principia Mathematica", publicada en 1687 y comúnmente conocida como “Prin­cipia”.
Esta ley permitió extender los dominios de la razón a todos los rincones del Siste­ma Solar, siendo capaz de explicar, entre otras cosas, las mareas, como atracción luni-solar; las órbitas de los cometas; las perturbaciones entre los planetas; el achatamiento del globo terrestre; la precesión de los equinoccios por la atracción del Sol sobre el abultamiento ecuatorial terrestre, etc.Desde la publicación de la Ley Gravitacional hasta comienzos de este siglo, esta teoría permaneció inalterada y sin desafío alguno. No es hasta comienzos del siglo pasado cuando la evidencia experimental de ciertos fenómenos físicos entran en conflicto con las teorías newtonianas. Así, por ejemplo, la teoría gravitacional falla en los cálculos realizados a escala atómica y galáctica. Ello produjo una profunda crisis en la Física hasta que Bohr y Einstein crearon nuevos conceptos y paradigmas con los que desarrollaron las teorías que compiten con la física de Newton: las teorías no newtonianas de la Mecánica Cuántica y de la Relatividad General.

v



Fue Laplace quien sugerirá sustituir la formulación explícita de las fuerzas atrac­tivas entre dos cuerpos por la ecuación diferencial que verifica un campo escalar asociado a este campo vectorial: el potencial gravitatorio. La introducción de este potencial sustituye el problema de interacción entre dos cuerpos reales por la “in­teracción a corta distancia” entre puntos vecinos del espacio en el que suponemos definido, artificialmente, un campo escalar.Al margen del planteamiento laplaciano, en este texto se realiza una revisión y un estudio clásico del potencial gravitatorio basado, casi exclusivamente, en el estudio de las propiedades de su expresión integral.En el capítulo 1, el estudio teórico de la teoría de campos, de integración para­métrica e impropia y de un tipo especial de funciones ortogonales, las funciones esféricas, tiene como objetivo principal formar un compendio de matemáticas apropiado a la disciplina a tratar en este trabajo.El capítulo 2 es una revisión histórica sobre el tratamiento de la teoría del po­tencial gravitatorio antes del planteamiento laplaciano de realizar el estudio de las propiedades de este campo teniendo en cuenta que viene caracterizado por una función que, fuera de las masas atrayentes, es armónica y, fuera, verifica la ecuación de Poisson. En él se define el potencial volumétrico y se estudian sus propiedades de continuidad y diferenciabilidad en todo el espacio, llegándose a la conclusión de que esta función verifica muy buenas propiedades, incluso en aquellos puntos de R3 en los que la densidad es discontinua. Se hace, también, una revisión del concepto de ángulo sólido y su relación, desde un punto de vista matemático, con el concepto de flujo gravitatorio.El capítulo 3 se estudia un tipo de distribuciones teóricas de gran importancia y aplicabilidad: los potenciales de superficie. A diferencia de las distribuciones volumétricas, en esta ocasión, las propiedades analíticas de la función potencial no son tan buenas. Así pues, veremos que el potencial de capa doble es discon­tinuo en los puntos de la superficie en la que se concentran las masas, mientras que, en el caso del potencial de capa simple, las discontinuidades se presentan en sus derivadas normales. Abordaremos, también, el problema directo del potencial gravitatorio, consistente en determinar el campo generado por una determinada distribución de masas. Se estudian los campos generados por un prisma, un ci­lindro, un cono y otros cuerpos de simetría esférica como la “esfera preñada” y una particularización de ésta: la capa esférica de espesor finito.
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Capítulo 1

Considerandos

En este capítulo se presentan las nociones y los resultados básicos para un buen desarrollo y comprensión de la teoría del potencial gravitatorio. Comen­zaremos con un breve repaso de cálculo vectorial, presentando las expresiones en coordenadas curvilíneas de las principales operaciones de la teoría del campo vectorial. A continuación, una sección dedicada a la integración paramétrica e impropia nos permitirá, en el siguiente capítulo, justificar la convergencia y otras propiedades analíticas de la función potencial. Por último, la geometría esferoidal de los principales planteamientos prácticos de la teoría del potencial aconseja la utilización de un determinado tipo de funciones: las funciones esféricas, utilizadas en la resolución de la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas. La búsqueda de una solución a esta ecuación está justificada, en este capítulo, por dos moti­vos; además de su belleza, introduce de manera natural este tipo de funciones que serán empleadas, en el último capítulo, para la determinación del potencial generado por varias distribuciones geométricas con simetría esférica.
1.1. Notación y definiciones básicas

Consideremos el espacio euclídeo n-dimensional Rn, definido por:Rn = {x = (zi, X2, • • ■, xn) : Xk e R, -oo < Xk < oo, 1 < k < n}.Definición 1.1. Dados dos puntos x = (xi, X2, ■. ., xn), y = (yi, y?,..., yn) e Rn, 
decimos que x = y si Xk = yk para cada 1 < k < n.Teorema 1.1. Dadas las leyes de composición:

■ ley de composición interna, + : Rn x R" —* Rn, definida para cada x,y£1
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R" por+(x,y) = (®i + yi, Xz + y2,... ,xn + yn) y denotada como +(x,y) = x + y,
■ ley de composición externa, • : R x R" —> R", definida por fa,x) = 

(axi, axz, • • • ,axn) y denotada -(a,x) = a • x, para cada o G R y x G Rre,
se tiene que (R",+,-) es un R-espacio vectorial de dimensión n.Definición 1.2. Dados Ei, Ez C Rn y r = {E} una familia de subconjuntos de Rn, definimos:I. |J E = {x : x G E para algún E G r}.Eerii. Q E = {x : x G E para cada E G T}.

EerIII. CEi = Ef — Rn— Ei = {x G Rn/x Ei} y lo llamamos complementario de Ei-IV. Ei — Ez = Ei D E£ y lo llamamos diferencia de Ei y Ez o el comple­mento relativo de Ez en Ei.Definición 1.3. Dados x, y G Rn, se define el producto escalar entre ambos 
como: n x*y = ^xiyi. t=iEs fácil probar que:I. x • y = y • x para cada x, y G Rn.II. ax • y = o(x • y) para cada a G R y x, y G Rn.III. x• (y + z) = x»y + x»z para cada x,y,z G Rn.Como además, x • x > 0 para cada x G Rn, podemos definir la longitud de x, i n inorma euclídea o módulo como: ||x||2 = (x* x)a = (23 xí)? ■¿=iTeorema 1.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Dados x, y G Rn se verifica 
que: |x«y| < = M2||?/||2.1=1 Í=1



1.1. Notación y definiciones básicas 3

Definición 1.4. Dados x, y G Rn, se define la distancia euclídea entre am­bos como:
n 

d^y) = ||x - y||2 = C^{xí - ¿=iTeorema 1.3. (Rn,d) verifica las características de un espacio métrico:

I. d(x, y) = d(y,x) para cada x,y£ Rn.II. d(x, y) > 0 y d(x, y) = 0 si y sólo siic = y para cada x, y G Rn.III. d(x, y) < d(x, z) + d(z,y) para cada x,y,zG Rn (desigualdad triangular).Definición 1.5. Si {xk}k es una sucesión de puntos de R", entonces decimos que {xk}* converge a x G R", o que x es el límite de la sucesión {xk}*, si para 
cada e > 0 existe N = N(s) G N de modo que para todo k > N se verifica que ||x — xk||2 < £■ Lo denotaremos x = lím Xk- k—>+ooDefinición 1.6. Una sucesión {xk}k es de Cauchy si para cada e > 0, existe N — 2V(s) g N de modo que para cada par de naturales n,m> N, es ||xn — xm || 2 < £■Definición 1.7. Un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy es 
convergente a un elemento del espacio.Teorema 1.4. (Rn,d) es un espacio métrico completo.Definición 1.8. Si E C Rn, definimos el diámetro de E como:

¿(E) = diam(E) = sup{||x — y||2 : x,y G £}.
Si el diámetro es finito, decimos que E es acotado.Definición 1.9. En R" se definen:

I. La bola cerrada de centro x y radio R: S(¡v,R) = Sr(x) = {y G R" : d(x,y) < ñ}.II. La frontera de Sr(x): dS^R) = dSR(x) = {y G Rn : d(x, y) = ñ}.III. La bola abierta de centro x y radio R: B(x: R) = Bñ(x) — {y G Rn : d(x,y) < R}.

Es evidente que Sñ(x) = Br(x) (J<?Sr(x).
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1.2. Operaciones principales de la teoría de campo

1.2.1. Formas diferenciales de primer ordenSea {ex, e2, ..., en} una base de Rn y || ||2 la norma euclídea definida anterior- nmente. Para cada x G Rn será x = 52 x,e¡, y escribiremos x = (xi,x2,...,^n)- 
i-lSea 7Tj : Rn —> R la i-ésima proyección canónica definida para cada x G Rn por 7q(x) — x¿. Es claro que € £(Rn,R), es decir, es una forma lineal y, por tanto, será diferenciable para cada x° € Rn siendo ¿Tqfx0) = dxi = tt, para cada 1 < i < n, x° G R”. Se ha denotado d7r¿(x°) = dx¡ al ser la diferencial independiente del punto x° considerado. Es fácil ver, además, que {dx¿}¿ es base de £(Rn,R).Sea U C Rn un abierto y f : U —> R diferenciable en x° G U. Se verifica que 

n
df^°) G £(Rn,ñ) existiendo {a¿}j C R de modo que d/(x°) = 52 ajdxi- Eva- i=lluando en cada elemento de la base considerada en un principio, es d/(x°)(ej) =
n n52 «¿dxj(ej) = 52 ai^ij = ajt donde df(x°)(e¡) coincide con la derivada direccio-nal de f según la dirección ej y que será denotada por d/(x°)(ej) — ——(x°). De n dfeste modo, df(x°) = 52 ~—(x°)dxj.¿=1 OXiConsideremos en £(Rn,R), la norma definida por:M2 = sup{^ : Vx G R" - {0}} = sup{|u(x)| : Vx G SS(0; 1)}

para cada u G £(Rn,R).Es fácil ver que los dos espacios normados (Rn, || • ||2) y (£(Rn,R), || • ||2) son canónicamente isomorfos e isométricos. Basta considerar T : £(Rn,R) -—» Rn de modo que para cada u G £(Rn,R), si a, = tí(e¡) para 1 < i < n, T(u) = aM = (ai,a2.... ,an) G Rn. De igual modo, sia = (ui,a2,... ,an) G R", T-1(a) = ua 
n nestará definido, para cada x = 52 xieí £ Rn, Por «a(x) = 52 xiai- 1=1 2=1Si U C Rn es un abierto y f : U C Rn —+ R es diferenciable en x° G U, entonces podemos asociar a d/(x°), por el isomorfismo anterior, T(d/(x0)) = 

adf(x°) € R”, siendo: = (d/(x°)(e1),d/(x0)(e2),...,d/(x°)(en))- ( df (x°l df (x°l 9f íx°D P R”
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1.2.2. Coordenadas curvilíneas ortogonalesSea {O; ei, e2, e3} un sistema de referencia cartesiano ortogonal tal que para cada P G R3 existen x, y, z € R, únicos, de modo que rop = xei 4- ye2 + 
ze3, siendo rop el vector con origen O y extremo P. Supongamos que todo punto P € R3 lo expresamos en función de tres nuevas variables u = (uj, u2, U3) existiendo una relación funcional suprayectiva : 1/ C R3 —> R3, con 0(tt) = 
(x(u), y(u), z(u\) diferenciable con continuidad en el abierto U C R3 y tal que el determinante jacobiano:

dx dx dx
du\ du2 du3

Tí 0 \ dy dy dy) = du\ du2 dus
^o,

dz dz dz
dui du2 dus X»para cada x° £ UC R3.El teorema de la función inversa nos garantiza que 0 es un homeomorfis- mo, pudiendo escribir:u = (u\^x,y,z),u2(x,y,z),U3(x,y,z)} = <¡> \x,y,z}.

En estas condiciones, diremos que (0, U) define un sistema de coordenadas curvilíneas.Definición 1.10. Sea P° = (tí3, u3, ti3) G R3. Llamamos superficie coordenada 
asociada al punto P° a cada superficie

Si = {(x,y,z) : Ui(x,y,z) = ^(x^y, z) = u°},

para 1 < i < 3, y línea coordenada asociada al punto P° a cada línea inter­
sección, dos a dos, de las superficies anteriores:r» = {(x,y,z) : Ujfx^z)) = n3, u^x, y, z) = u°k} = SjQSk,

con 1 < i,j,k <3; i j,k\ j k.La terminología de coordenadas curvilíneas queda justificada si tenemos en cuenta que, en general, las líneas coordenadas no serán rectas. Consideremos, para cada P° G R3, la terna de vectores unitarios {e3,e3,e3} definidos por 
h'eí = con hi = II(F°)II2’ Para 1 < ¿ < 3- 

( / II1
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Definición 1.11. Decimos que un sistema curvilíneo, es ortogonal si los 
vectores {e¡°}¿ son ortogonales para cada P° G R3, es decir, e? • e? = 6,j, para 1 < i,j < 3.Definición 1.12. Llamamos factores de escala a las constantesTeorema 1.5. Los vectores {e¡°}j son unitarios y tangentes a las líneas coorde­
nadas {PJi para cada P° G U.

Finalmente, al ser d> diferenciable en cada punto P° € U, será:
d^P°) = + ^P°)du2 + ^P°)du3

dui du2 ou3
= hiduiei + h,2du2ez + h3du3e3°.

(1.1)
1.2.3. Gradiente de un campo escalarSi V es un dominio arbitrario en el espacio, entonces se dice que en dicho dominio hay dado un campo escalar si a todo punto P G V se le asigna, según una ley conocida, cierto escalar Í'(P).Basta notar que el concepto de campo escalar y el de una función definida en el dominio V coinciden, de manera que, por regla general, se considera que un campo escalar se define con ayuda de una función 'P = ^(PfPor todo esto, la diferenciabilidad de un campo escalar puede entenderse como diferenciabilidad de la función que define dicho campo.Definición 1.13. Sea V C R3 un abierto y : V —> R un campo escalar 
diferenciable en V. Se define el vector gradiente de en x° — € V
como:

V^(x°) = T(d'F(x0)) = V —— (x°)e¡ G Rn,
siendo T el isomorfismo canónico entre £(Rn,R) y Rn.

Veamos ahora el significado geométrico del vector gradiente.Teorema 1.6. Sea V C R3 abierto, í' : V —> R campo escalar diferenciable en 
V. Para cada x° G V y para cada h G R3 es:l<W°)(h)| < ||V*(x°)||2||h||2.
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Demostración. Si h = 0 es di/»(x°)(0) = 0 y la desigualdad es evidente. Por el contrario, si h 0, teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz, teorema 1.2:
\d^x°fih)\ = I ¿ /^(z0)! < ( ¿ h2) 2 ( ¿ ~ Cr0)) 5 = ||/i||2||V^(a:0)||2 

._ UXi ' . / X . OXi '

Teniendo en cuenta el resultado anterior, las derivadas direccionales, según la dirección h € estarán acotadas superiormente por ||VÍ'(x0)||2, siendoesta cota alcanzadle para h0 = V'I'(x0)/||V'I,(x0)||2, si Ví^x0) 0. El signifi­cado geométrico de este resultado es que h0 determina la dirección y el sentido en el que las derivadas direccionales sobre T son máximas, mientras que —hp determina la dirección y sentido en el que se minimiza la derivada direccional.Teorema 1.7. Sea VCR3 abierto y $ : V —> R un campo escalar diferenciable 
en V. Para cada x° G V, VTfx0) es perpendicular a la superficie de nivel $x0 = ^-^^(x0))!^ V.Demostración. Sea h G T^(x°), siendo T^(x°) el plano tangente a la superficie de nivel Txo en x°. Existirán {xn}n C í'xo — {x0} y {An}n C R de modo que:

i. lím xn = x°. n—*4-ooII. lím An(xn — x°) = h.n—► 4-00Por definición de diferencial, 'I'(x11) — í<(x0) — dH/(x0)(xn— x°) = o(||xn — x°||2), y exis­tirá {an}n C R convergente a cero de modo que, al ser ^(x”) = '¡'(x0), —d’f(x°)(xn — x°) = a„||xn - x°||2.Por la linealidad y continuidad del operador diferencial, la continuidad de la norma y teniendo en cuenta el isomorfismo entre £(Rn,R) y Rn:V4'(x°).h = d^(x°)(h) = d^(x0)( lím An(xn - x0))71—*4-00= lím And^(x°)(xn - x°) == - lím a„An||xn - x°||2 
n—*4-oo n—»4-oo= - lím ansigno(Ara)||An(xn — x°)||2 = —||h||2 lím ansigno{Xn) 71—>4-00 71—>4-00= O,siendo:

signo(x) = 1-1 si x > Osi x < O
Consideremos : U C R3 —> R3, con <^(u) = (z(u),i/(u),z(u)), y U abierto en R3, definiendo un sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales y sea ^* = o <^>, diferenciable en U. Para cada P° G U sea {ei°}¿ la base ortonormal asociada al punto P° por el homeomorfismo <j>.
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Figura 1.1: Ortogonalidad del vector gradiente en cada punto de la superficie de nivel $ = ^(x°).
3Tendremos que existen C R de modo que VÍ'*(F°) = 52 Apli- t=icando la regla de la cadena, teniendo en cuenta que {ei°}í es un sistema orto- normal y la expresión (1.1): 3 3 3

dV\P°) = d<H^P0)) o d^P°) = (52 'M) • (52 hiduief) = 52 ^ihidui.í=l i=l Í=13Por otro lado, debe ser ¿^‘(F0) = 52 0^*/dui(P°)dui, de modo que igua- í=llando las dos expresiones anteriores y teniendo en cuenta que {dui} es base de £(Rn,R), obtenemos el gradiente de un campo escalar en coordenadas curvilí­neas: W*(F°) = ¿l^(F°)e°. (1.2)
CfUó

1.2.4. Divergencia de un campo vectorialEl concepto de campo vectorial se introduce por analogía completa con el de campo escalar; así, si a todo punto P de un cierto dominio V se le asigna, según una ley conocida, cierto vector F, suele decirse que en el dominio V viene dado un campo vectorial. En este caso, diremos que un campo vectorial se define con ayuda de una función vectorial F(F).Definición 1.14. Sea V C R3 abierto y F C1(V, R3), F = (Fi, F?, F3). Se
define la divergencia de F como:

div(F) : F C R3 —► R3
ítF „

x° —» div(F)(x°) = £ )•Í=1 OXi
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Es fácil demostrar la linealidad del operador div : R3) —► C(V, R3).Teorema 1.8. Sea V C R3 abierto, f € C1(V,R) y F € C1(V,R3). Entonces: 
div(fF) = \7f»F + fdiv(F).

Demostración. Por definición, si F = (Fi, F?, F3), aplicando la regla de derivación de un producto para cada x° e V:
div^fF^0) = ¿=1 OXi

i=l= V/(x°) • F(x°) + f(x°)dw(F)(x0).

Si denotamos por x el producto vectorial de dos vectores y si F, G : V C R3 —» R3 son dos campos vectoriales, podemos definir un nuevo campo como:
F x G : V C R3 —► R3

x° (F x G^x°) = F(x°) x G(x°)

De igual modo, si V es el operador gradiente, también llamado de Hamilton, y si {e¡}¿ es la base euclídea, entonces se puede definir un nuevo campo vectorial V x F : V C R3 —> R3, tal que para cada x° g V sea:
ei e2 e3V x F(x°) = 0 o o

dx 1 dx2 0X3Fi f2 F3 x°donde la expresión del último miembro debe entenderse como una regla mne- motécnica para poder obtener, desde un punto de vista operacional, el campo vectorial anterior por medio del determinante. Con la notación que acabamos de introducir, es fácil demostrar los siguientes resultados.Teorema 1.9. Si V C R3 abierto y F,G E C1(V,R3), entonces:

div^F x G) = G • y x F) - F • y x G).

Teorema 1.10. Si V C R3 abierto y $ G C2(V, R), entonces V x V’I' = 0.



10 Capítulo 1. Considerandos

Sea U C R3 abierto y <f> : U —► R definiendo un sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales. Podemos asociar a 0 tres campos vectoriales : U —> R3, definidos par cada P° € U como 0,(F°) = e?.Si consideramos las funciones escalares : U —> R, definidas como ^(u) = 
Ui para 1 < i < 3, según (1.2), su gradiente en coordenadas curvilíneas ortogo­nales, para P° € U, viene dado por Ví'¿(F0) = l/h{ ■ e? = <¡>i(P°)/hi, donde 
hi = \\d<t>/dui(P°) ||2 es el factor de escala asociado a la coordenada curvilínea 
Ui. De este modo, al definir {e?} un sistema directo en cada punto, debe ser:01 = 02 x 03 = x Ví's),02 = 03 x 01 = x V^i), (1.3)03 = 01 x 02 — X Ví^)-Sea F e C^V, R3) campo vectorial de modo que </>(U) C V. Definamos un nuevo campo vectorial, F* = F o 0. Pretendemos determinar div^F*) en este nuevo sistema de coordenadas. Para cada P° € U debe ser:3 3

F\P°) = ^F^ = ^F*^P°)Í=1 2=1y, por la linealidad de la divergencia: 3diu(F*)(Fo) = ^dw(P’*0i)(F°).»=iSi tenemos en cuenta (1.3):
div(F*) = div(Ffh2h3(\W2 x V^)) + div^F^hshi^'í’s x V^i)) + 

+div(F^híh2(y^1 x V^)),y consideramos el teorema 1.8, particularizado para i = 1, tendremos que:
div(F*h2h3(y^2 x Ví'a)) = V(F1*/i2fi3)*[Ví,2 x W3]+F*h2h3dw(y'í>2x Ví^).Teniendo en cuenta los teoremas 1.9 y 1.10 y razonando de manera análoga para i € {2,3} se llega a:
div(F^ = V(F{h2h3) • 7-^—01 + • ^02 + . ^03-^2^3 ^1^3 ^1^2Si consideramos, ahora, la expresión (1.2) del gradiente en coordenadas cur­vilíneas ortogonales: 1 d(F;h2h3) o 1 d(F{h2h3) 0 1 d(F^h2h3) 0hi dui 61 h2 du2 62 h3 du3



1.2. Operaciones principales de la teoría de campo 11

Vf&W =
1 d^hihs) o , 1 ^2 ^1^3) o 1 d^hih^ 0

1 r d /h.2h3d'ií>*\ d rhih3 d rhih2
hih2h3\-du\\ hi m / du2\ h2 u2 / du3 \ h3 u3 J i p° (1-5)Particularizamos, a continuación, esta expresión para el caso de las coorde­nadas esféricas. Para ello, consideremos las coordenadas: ui = r (radio vector), 

u2 = 6 (distancia polar o colatitud) y u3 = A (longitud geocéntrica).Las coordenadas esféricas están relacionadas con las rectangulares x, y, z por

hi duí 61 /12 du2 2 h3 du3 3

V(F3*Ai/i2) =£o , 1 WWn , 1 d(F3*W„0/ii dui 61 h2 du2 2 h3 du3 3

y al ser {e?} ortonormales en cada punto, entonces la divergencia de un campo vectorial F* e C^^R3) en coordenadas curvilíneas ortogonales (ui, u2, u3) es, para cada P° € U:

dw(F')(P°) = — d(F¡h2h3)
dui du2 du3 / p°

(1-4)
1.2.5. Laplaciano de un campo escalarDefinición 1.15. Sea V C R3 abierto, 9 G C2(V, R). Se define el laplaciano de 

como:

i=3△ $(x°) = 52|^(x°) para cada x0 G V.

Teniendo en cuenta la definición de gradiente y divergencia, se tiene que:
i=3 / $—$ /QíTi \dwf —(x°)e¡) (x°) = dw(V^)(x°).

Sea pues <f>: U C R3 —► R3, con 0(u) = (x(u), y(u), z(uf) y U abierto en R3, definiendo un sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales y sea diferenciable en U. Para cada F° G U sea {e¡°}i la base ortonormal asociada al punto P° por medio del homeomorfismo f>. El laplaciano será, según (1.2) y (1.4):
△^*(P°) =
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medio de las expresiones:
x = r sen (0) eos (A)

< y = r sen (0) sen (A) 
z = r eos (0)

r = / >/:r2 +1/2 
< 6 = arctan -------------

\ z 
/y\A = arctan ( — ) Vx/

Consideremos ^>(r, 0, A) = (r sen (0) eos (A), r sen (0) sen (A), reos (0)), definida para 0 < r < +oo, 0 < A < 2tt y 0 < 0 < tt.1 Es evidente que las líneas coordenadas Tr representan unos rayos que salen del origen de coordenadas; las líneas coordenadas T# son semicircunferencias cuyos centros se disponen en el origen de coordenadas y cuyos planos pasan por el eje Z y que las líneas coordenadas son circunferencias con centros en el eje Z cuyos planos son paralelos al plano XY.

1 Aunque la función </> así definida no es un homeomorfismo, podemos recubrir todo el espacio 
con homeomorfismos compatibles definidos sobre abiertos.

Figura 1.2: Líneas coordenadas para el sistema de coordenadas esféricas.
Hallemos los vectores {e?} en cada punto P°(ro,6o, Aq) € R3. Tenemos que:

/ire° = (sen(0o)cos(Ao),sen(0o)sen(Ao),cos(0o)),= (r0 eos (0O) eos (Ao), r0 eos (0O) sen (Ao), —r0 sen (0O)), = (—rosen (0q) sen (Aq), rosen (0q) eos (Aq),O).
Inmediatamente, y por comprobación directa, se puede demostrar que {e°} determina una base ortonormal en cada punto del espacio. Los factores de escala
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serán: 
hr = xj(sen (0O) eos (Ao))2 + (sen (0o) sen (Ao))2 + eos2 (0q) = 1,
hs = x/ (r0 eos (0O) eos (A0))2 + (r0 eos (0O) sen (Ao))2 + (-r0 sen (0O))2 = H), 
hx = x/ (—r0 sen (0O) sen (A0))2 + (r0 sen (0O) eos (A0))2 = r0 sen (0O). (1-6)

Sustituyendo en (1.5), efectuando las derivaciones e igualando a cero, la ecua­ción de Laplace en coordenadas esféricas resulta:A T, 2a$* ia2r cot(0)a^* i a2^* „ „’ A 2 ------- ñ------OZJ2 "I----------------- 2----- OzF + Ui--------Ta a\2 —dr2 r dr r2 dG2 r2 dG r2 sen2 G dX2Una expresión alternativa se obtiene al multiplicar ambos miembros de la ecuación anterior por r2:a 2a2$* „ a^* a2^* ,^dv* i a2’!»* „ „△r,e,A^ — r n 2 ------ nn2 + c°t ao -----------Ta a\2 —dr2 dr dG2 dG sen2 6 dX2Esta forma será más conveniente para desarrollos posteriores.
1.3. Integración

1.3.1. Integración paramétricaSean D C R" y Q C Rm. Denotaremos por Q x D al subconjunto del espacio 
(n + rn) dimensional Rn+m definido como O x D = {(P,Q) : P 6 Í1,Q e P}.Teorema 1.11. Dados D C Rn y Q C Rm se verifica que Q x D = D x D, donde 
hemos denotado por Q, D yQ. x D las clausuras deQ,, D yílxD respectivamente.Definición 1.16. Sea F = F(P, Po) una función definida en Q x D C Rm x Rn 
con la particularidad de que para todo Po e D la función FpofiP) = F(P,Po) es 
integrable en Cl. Entonces, la función: 

I : D

Po

R
IW) =

definida en el dominio D, se llamará integral dependiente del parámetro 
Po-Teorema 1.12. Sean C Rm, D C Rn , F una función definida y continua 
con relación a la totalidad de argumentos en el dominio cerrado D, x D y p(P) 
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acotada e integrable en íl. Entonces, la función V = V(P) definida mediante la 
relación:

V-D —> RPo — V(P0) = /•■/ P(P)P(P- Po)dvP, O
será continua en cada punto Po G D.Teorema 1.13. Sean D C Rn , (l C RTO, p(F) acotada e integrable en Q. y 
F = F(P, Po) PF Que F y sus derivadas parciales de primer orden respecto de 
los argumentos de Po son continuas en Q x D. Entonces, la función V = V(P) 
definido como:

V(Po) = p(P)F(P,P0)dvP,

tiene en el dominio D una derivada parcial de primer orden continua respecto de 
sus argumentos y:

=UXk
P(P)

dF(P,Po) 
dxk

1 < k <n.

La demostración de estos dos teoremas puede verse en [8], página 315.
1.3.2. Integrales impropiasLos potenciales y componentes de la fuerza de atracción, generados por una distribución continua de masas en un punto, se representan mediante integrales cuyos integrandos pueden hacerse infinitos si consideramos sus valores en puntos que se encuentren en la región de integración. En estos casos no podemos definir la integral como límite de una suma integral ya que el sumando correspondiente al elemento de volumen en el que se encuentre la singularidad puede hacerse arbitrariamente grande en función del punto intermedio que consideremos. Las integrales de estas funciones se definirán como integrales impropias.Supongamos dada una función F = F{x, y, z) definida en una determinada región Q del espacio y haciéndose infinita en un punto Pq^xq, yo, ¿o) € Q. Sea {€n}n C R+ una sucesión arbitaria de números reales positivos convergente a cero. Para cada valor fn de la sucesión consideremos un entorno de Po con diá­metro no mayor que £n, E^(Fo)- Si íln = Q — E^^Po), consideremos la sucesión 
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de integrales:
Definición 1.17. Si existe I = límn-,», In, independientemente de la elección de 
las regiones f2n, entonces a este límite lo llamamos integral impropia de la 
función F(x, y, z) en la región Q y la denotaremos:

JIJn Fdv.

Es evidente que podremos aplicar esta definición cuando la función F = 
F(x, y, z) tenga una cantidad discreta de singularidades aunque, en lo que sigue, estudiaremos integrales impropias que tengan singularidad en un punto aislado de la región considerada.Definición 1.18. Si existe, al menos, una sucesión {Qn}n tal que existe I = límn In = \ímnfff Fdv, y para otras sucesiones {Qn} este límite no existe o ñ„
toma otros valores, al límite I lo llamamos integral impropia que converge en forma condicional.Lema 1.1. Sea F = F(x, y, z) una función no negativa definida en una región Q. 
y Po € Q una singularidad aislada de la función F. Sea {£n}n una sucesión arbi­
traria de reales positivos convergente a cero y Qn = Q — S{Po,£,n), con S(Po,^n) 
la esfera de centro Po y radio £n. Supongamos definidas las integrales : 

fin

convergentes a un cierto valor I = límn In. Entonces, está definida la integral 
impropia:

o
coincidente con el límite de la sucesión anterior.Demostración. Sea {£n}n Q R+ y E^n(Po) una región que contiene al punto Po en su interior con diámetro menor o igual que para cada n 6 N. Denotemos Qn = Q — E^ÍPo). Es claro que existen < £n < Cn de modo que

Sci(Po) C E^P0) C S^P0),verificándose, además que lím^ = lím^ = lím£n = 0. Al ser F una función no 
n n nnegativa:
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n-s¿2>71
Fdv.

De aquí se aprecia que:
lím yyy =i¡m yyy Fdv=/// =Qn Q — Sel Cl — Se2>71 >71puesto que los límites de las integrales de los extremos existen y son iguales a este número. ■Teorema 1.14. La integral impropia

con C y a > 0 constantes, rpp0 = d(P, Pq) y Po^o^yo^ zo) € O fijo, existe si 
a <3 y no existe si a >3.Demostración. Supongamos, sin pérdida de generalidad por el lema 1.1, que Q es una esfera de centro Po y radio R. Para cada n > 0, sea {Cn}n C R , tal que lím£n = 0 y 

n(Po) = S(Pq, £n) la esfera de centro Po y radio £n. Si Qn = D — E$n (Po), estudiamos la convergencia de la sucesión:
n„

Es:

^r2 sin(0)drd0dA

si r 3si r = 3Es decir, lím InM = R3 “ si a < 3 y diverge para a > 3. BPara el estudio de la convergencia de las integrales impropias es de gran utilidad el siguiente resultado.Teorema 1.15. (Criterio de la mayorante) Sea Q. una región del espacio y F = 
F(x,y,z), F = F(x,y,z) dos funciones definidas en ÍE Supongamos, además, 
que se verifican las siguientes condiciones:
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I. F presenta una singularidad en Po(xo,yo,zo) G fi.II. |F(x, y,z)\ < F(x, y, z) para cada (x, y, z) € R3.IH. J/J Fdv está definida.
Q

Entonces, la integral impropia fff Fdv está definida.
QDemostración. Sea {£n}n C R+ verificando que lím£n = 0 y {£^n(Po)}n una suce­sión arbitraria de entornos del punto Po, con á({P^n(Po)}) < Zn- Denotemos S7„ = Q — E^^Po). Como la integral impropia I = fff Fdv está definida, la sucesión In = n

fff Fdv es una sucesión convergente a la integral impropia I = fff Fdv. Así pues, 
fin fifijado e > 0, existe un número natural N(e) de modo que para cada n, m > N(e) naturales es, al ser F no negativa:

fff III
Ep —Ep Ep —Epsn sm sn sm

Fdv < e.

Por otro lado, F es mayorante de F, pudiendo escribir:
III «v|< III III

Ep —Ep Ep —Ep Ep —Epsn sm sn sm sn sm

Fdv < e.
Queda demostrado, de esta forma, que la sucesión {/n} es una sucesión de Cauchy en R, teniendo garantizada la convergencia por la completitud de los números reales. ■De manera análoga se puede demostrar el siguiente resultado.Teorema 1.16. Sea fi una región del espacio y F = F(x,y, z), F = Ffx, y, z) 
dos funciones definidas en fi. Supongamos, además, que se verifican las siguientes 
condiciones:

i. F presenta una singularidad en Po(xo,yo, ¿o) € fi-

ii. |F(x, y, z)| > F(x,y,z) > 0 para cada (x,y,z) G R3.III. fff Fdv diverge. Q
Entonces, la integral impropia fff Fdv también diverge, 

a
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Corolario 1.1. Sea Q una región del espacio, F = F(x, y, z) una función defini­
da en Q con una singularidad en Po(xo,yo^o) G Q. Supongamos, además, que 

(j
F(x,y,z) < — con C, a < 3 constantes y r = d(P, Pq), siendo Pq G Q fijo.

Entonces, la integral impropia ffj Fdv converge.nPara la continuidad de las integrales será condición suficiente la continuidad del integrando respecto de las variables dependientes de integración y los pará­metros. En las integrales impropias, la continuidad del integrando no se da, de manera que no es aplicable el resultado anterior. Veamos, pues, algunos criterios de continuidad de este tipo de integrales.Sean P = P(x,y,z) y Pq^xq, yo, zq) puntos del espacio, Q C R3 y F, f dos funciones arbitrarias definidas en Q x Q y respectivamente. Supongamos que la función F presenta una singularidad cuando coinciden sus argumentos P = 
Po g Q y que es continua respecto de Pq. Supongamos, además, que f es una función acotada e integrable en su región de definición. Entonces podemos definir la función: V(Po) = III

Q

F(P,P0)f(P)dvP.

Definición 1.19. Decimos que = IIIF(P, P0)f(P)dvp es uniforme­mente convergente en Pq si para cada £ > 0, existe S = ¿(e) > 0 tal que tiene 
lugar la desigualdad:

l^(e)(F)| =\ fff F(P*,P)f(P')dvP.\ < £, ^6(1)
para cada P G R3 verificando que d(P, Pq) < 5(e) y para toda región conte­
niendo a Pq y con diámetro diam^Ds^) < 6.

Señalemos una condición suficiente de convergencia uniforme de la integral en un punto, cuya demostración puede encontrarse en [8], página 317.Teorema 1.17. Sea Q C R3 y F = F(P, Po) una función continua en Q x Q para 
P Po y sea f — f(P) una función uniformemente acotada en D. Admitamos 
que existen unas constantes X, 0<X<myc>0 tales que para cualquier 
P,P0 & se verifique la desigualdad:

\F(P,PO)\<C\\P-PO^X.
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En estas condiciones, la función V = V (P) definida como:

V : D —► R
P0 — V(P0) = JIJF(P, P0)f(P)dvP, n

es uniformemente convergente para cada Pq en Q.Lema 1.2. Dados A y B subconjuntos disjuntos de Rn y una función F definida 
e integrable en una región Q conteniendo a A y B, se tiene que:

Fdv.AU B A B

Teorema 1.18. Si
F(P,P0)f(P)dvP

Q

es uniformemente convergente en Pq G Q, entonces es continua en este punto.Demostración. Tenemos que demostrar que para cada e > 0, existe <5 = á(e) > 0 de modo que para todo punto del espacio, P, tal que d(P, Po) < <5(e), se verifica que |V(P) — V(Po)| < c- Por el lema 1.2 podemos considerar una región dentro de O, Di, que contenga al punto Po y dividir la integral en dos sumandos V = Vi + V2, siendo 
V, = fff F(P, P0)f(P)dvP, para i = 1, 2 y Q2 = Q - «i-Si consideramos la desigualdad |V(Po) — V(P)| < |V2(Po) — V2(P)| + |Vi(Po)| + |Vi(P)|, bastará demostrar que cada sumando en el segundo miembro se hace arbitrariamente pequeño si P está lo suficientemente próximo a Po. Por la convergencia uniforme de la integral considerada en Po, tenemos garantizada la existencia de un <5'(|), de modo que para P con d(P,P0) < <5'(|) es |Vi(P)| < 5 y |Vi(Po)| < f- Como Po no pertenece a la región Q?, V2 es continua en este punto. De ahí que exista un á"(f) tal que |V2(Po) - V2(P)| < f para d(P, Po) < <5"(f). Haciendo <5(e) = mín(á'(5),<5"(f)), tenemos que |V(P) — V(Po)| < e si d(P, Po) < á(e). ■
1.3.3. Teoremas integrales clásicos del análisis vectorialEn lo sucesivo supondremos que las regiones estudiadas tienen una frontera suficientemente suave, como por ejemplo, las conocidas como superficies de Liapunov.Definición 1.20. Una superficie, S, se llama de Liapunov si verifica las con­
diciones siguientes:I. En cada punto de la superficie S existe una normal determinada.
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ii. Existe un número d > 0 tal que las rectas paralelas a la normal en cierto 
punto P e X de la superficie cortan no más de una vez la parte Xp de la 
superficie X que se halla dentro de una esfera de radio d con centro en P. 
Estas parcelas de superficie, ^'P, se llaman entornos de Liapunov.III. El ángulo ■y(P,P') = Z(n, n'), formado por las normales exteriores en los 
puntos P y P', satisface la condición:

y(P,P') < ArPP,,

donde rPP' es la distancia entre los puntos P y P', A cierta constante y 0 < 5 < 1.
Al estudiar las ecuaciones de tipo elíptico se aplicarán con frecuencia las 

fórmulas de Green, que son consecuencia directa de la fórmula de Ostrogradski. Estas fórmulas integrales se encuentran entre las ecuaciones básicas de la teoría de potencial y son herramientas de gran importancia para los problemas de geodesia teórica.Teorema 1.19. (Fórmula de Ostrogradski) Sea d una región del espacio con fron­
tera dd = X una superficie de Liapunov. Supongamos que P,Q,R son funciones 
continuas en d = í? |J X y con derivadas parciales continuas de primer orden en 
d. Entonces:

dP dQ dR\ , [G+ ~~ + -x- dvP = (Pcos (o) dx dy dz ) JJ 's + Qcos ((3) + Reos (y))daP,

donde dvp = dxdydz es el elemento de volumen y a, /3, 7 los cosenos directores 
de la normal exterior, np, a la superficie X en el punto P.La demostración de este teorema puede verse en [8], página 200 y [15], página 309.Si P, Q, R se consideran las componentes de un determinado campo vectorial, F = (P, Q,R), podremos escribir la fórmula de Ostrogradski como:

fH div(F)dvp = // FndaP, i? S
, . dP dQ &R , . , , „ „donde dw(P ) = ——F ——F —- es la divergencia del campo r yfn = F*n = 

dx dy dz
Pcos (a) -F Qcos(/3) + Reos (7), es la proyección del vector F a lo largo de la normal exterior n en un punto P € X. Así pues, la fórmula anterior es válida para cualquier campo de vectores, independientemente de su significado físico. Por ejemplo, sea F el campo de velocidades de un fluido incomprensible dentro 
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de una región d. En esta región podemos encontrar fuentes de flujo, en los que se genera fluido, y sumideros en los que el fluido es aniquilado. Al medirse la intensidad de estas fuentes/sumideros por medio del operador divergencia, la fórmula de Ostrogradski nos viene a decir que la cantidad de fluido que sale a través de la superficie S por unidad de tiempo es, precisamente, la cantidad de flujo creado o aniquilado, por unidad de tiempo, por la acción combinada de fuentes y sumideros.Supongamos que ti C R3 es una región con frontera dd = E una superficie de Liapunov. Sean u, v dos funciones continuas con derivadas parciales de primer orden continuas en t? y con derivadas segundas continuas en d. Si hacemos:
_ dv _ dv n dv
P = u—, Q = U7T- dx dy dzaplicamos la fórmula de Ostrogradski y tenemos en cuenta que:
. dv dv , . _ dv— eos (o + — eos (Z?) + — eos (7) = Vv • n = —,

dx dy dz dnobtenemos la llamada primera fórmula de Green:
yyyu △ vdvp Vu • Vvdvp 4- //u^daF'S (1-9)
d2 d2 d2donde △ = —^7 + 7—7 + —7 es el operador de Laplace. Si cambiamos el lugar 

dx¿ dy2 dz¿de las funciones u y v en (1.9), tendremos:
u △ udvp = IIS (1-10)

y restando de la igualdad (1.9) la (1.10), se obtiene la segunda fórmula de>9

Green:
&v — v Au)dvp = J daP- (111)0 S

Vu • Vvdwp +

Apliquemos la segunda fórmula de Green a dos funciones u y v, una de las cua­les es el inverso de la distancia a un punto fijo del espacio. Sean, pues, P(x, y, z) 
y P0(x0, yo, ¿o) dos puntos de R3 y v(P} =------ , con

rPP0

rpp0 = xoY + (y ~ yo)2 + (z~ z0)2, 
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la distancia entre los dos puntos. Si △ es el operador de laplace es fácil comprobar, por derivación directa, que Av = 0, es decir, que la función v verifica la ecuación de Laplace. Diremos que v es una función armónica. Sea u = u(P) una función que verifica las condiciones anteriores. Podemos considerar varios casos dependiendo de dónde esté el punto Pq.

Caso 1: Pq € Int^d)En este caso, la función v = v(P) tiene una discontinuidad en el punto Pq G d y, por tanto, no es posible aplicar la segunda fórmula de Green a u y v. Sea s > 0 arbitrario y S^Fq) la esfera sólida de centro Pq y radio £. Denotemos d£ = d — Se(Po), con frontera E + Ee, siendo E = 5d y S£ = dSe(Po) las fronteras de d y S£(Fq) respectivamente. Aplicando, ahora sí, la segunda fórmula de Green a las funciones u y v en la región d£, se obtiene:
------A u I dvp = 
rPPo /

En el segundo miembro de esta igualdad, sólo las dos últimas integrales de­penden de £. Si calculamos la derivada direccional por la normal exterior a la región d£ en E£, se tiene que:
d 

dn
d 

dr
1

— 72 
Se rPP0

1
Así pues:

(1-13)
siendo u*(e) el valor medio de la función u en Ee. De igual modo, la tercera integral del segundo miembro de la identidad (1.13) es:1 du 

------ — da p 
rpp0 dn

du 1
—dap = - 
dn e

du\ 
dn ) (£)47T£2 = 47T£ du\ 

dn ) (1-14)G0,
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( du\*donde I —— ) (s) es el valor medio de la derivada normal en la superficie esférica 
yon JSe- Sustituyendo (1.13) y (1-14) en (1.13) y teniendo en cuenta que v es armónica en d£, se tiene que:

- ííí — △ udvP =
J J J rPPo

s 1 du\ , , *. . , ídu\ , . . ,
 ] dap 4- 4ttu (e) - 47TE I — ) (s). (1-15) 
rpp----------------------------------------\dn/

., du du . . du ... du . . , .Al ser — = — eos (a) + — eos (p) + — eos (7), la continuidad de las denva-
dn dx dy dzdas parciales de primer orden de la función u nos garantiza la acotación de la deri-

/ ()lj \ *vada normal en un entorno del punto Po, de manera que lím 4tte —— ) (s) = 0.e—>0 ydn /De igual modo, por definición de integral impropia, lím f f f (----- -— △ u ) dvp = íe V rpPo /

fff--------- △ u dvp, por lo que tomando límites en (1.15) para £ —> 0, teniendo19 rPPaen cuenta lo expuesto anteriormente y la continuidad de u en Pq, queda demos­trada la fórmula integral fundamental de Green para este caso:4ttu(Pq) = - ííí------ △ udvp - íí u— (------- )---------- — daP. (1.16)
jJJ rPPo JJ [ dn\rPp0J rPPodn\19 S

Caso 2: Po G Ext(d)Si fuese Pq d, la función v sería armónica en d y por tanto continua y con derivadas parciales continuas de cualquier orden. Por esto, sustituyendo en (1-11): 1 du\ 
rPPo dn) d(7p

Caso 3: Pq G SSea Se(Po) la esfera sólida de radio £ y centro Pq, cuya intersección con el plano tangente a la superficie S en Pq es un círculo máximo. Esta esfera dividirá la superficie S en dos: la parte Si que se encuentra dentro de la esfera y S2 = S—Sx.
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Sea tf£la parte de la región d que se encuentra dentro de SB(Po) y que tiene por frontera dde = Xi |JX*, siendo X* = t?Q3Se(Po)- Podemos seguir los mismos razonamientos que en el caso anterior, de modo que aplicando (1.11) a la región 
d* = d — dB en la que v es armónica:

/ / —-— △ udvp =
JJ rPPo

ííí d í 1 \ 1 du\ ,JJ\Udn\rpPo) rPPodn) ap +e 1 du\ 
rPPo dnj

// (4 (^) -
da p — (1-17)

siendo = X2 (J X; = (X - EJ U Ahora bien: 1 du\ 
rPPo dnj da p = s: s:

= - | /\. 1 , 9 „ „ í du\*, .M = 2m^-2”e{^) (e)’

donde u*(e) y
du\ 
dn ) (e) corresponden al valor medio de ambas funciones en laregión X*. Al estar la derivada normal de u acotada, la integral anterior convergea 27ru(Po) cuando s tiende a cero. Análogamente, si tenemos en cuenta el teoremadel valor medio de integrales de superficie y si u* (e) yde ambas funciones en cierto punto de X1; entonces: son los valores

/ * rr=e /•A=2tt -i( — ) (e) / / -r2drdA = 27reu*(e) — 7re2
\dnj ' Jr=0 Jx=0 rque converge a cero cuando e tiende a cero. Si tenemos en cuenta lo que acabamos de exponer y la definición de integral impropia, tomamos límites en (1.18) llega­mos a:

2’“(p“) - - /IJ vk ^“‘¡vp “ // “i? E 1 du\ 
rPPo dnj daP. (1.18)
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Se ha demostrado el siguiente teorema:Teorema 1.20. (Fórmulas de Green) Sea d C R3 una región del espacio con fron­
tera dd = E una superficie de Liapunov. Sean u, v dos funciones continuas y con 
derivadas parciales primeras continuas en id y con derivadas parciales segundas 
continuas en d. Se verifica:I. Primera fórmula de Green: Vu • Vvdvp +

dv , 
u—dap.

dn

II. Segunda fórmula de Green:
dv du

U&ñ~V&ñ da p.s
III. Tercera fórmula de Green. Si v(P) =------  para Pq & R3 un punto fijo

rPPo
del espacio, se tiene que:

. rrr i A f f í d í i \ i du\ , 
ru(P0) = ~ ------ △ udvP ~ \ ------ -------------3-

JJJ rPP0 JJ \ on\rpp0J rppodnjú S
donde:

{0 si Po £ d,2?r si Pq € E = di), 4tt si Po G Int^.Si u = u(P) fuese una función armónica en entonces para cada punto 
Pq 6 d se verifica que: 1 1 du d ( l \\

u(po) = 7~ ------ z—------- dap,^JJ \rppodn dn\rpp0J\ ses decir, el valor de una función armónica dentro de una región viene determinado por el valor de la función y de su derivada normal en la frontera.
1.4. Funciones esféricas

1.4.1. Problemas de valores propiosEl problema de valores propios, también conocido como problema de auto- valores, se simplifica mucho si trabajamos en espacios con producto escalar. Si 
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I = [a, b] C R es un intervalo compacto y si F denota el cuerpo de los números reales o de los números complejos, entonces podemos definir el producto escalar:
< , >: C(I,O x C(I,^ —> F

(f, 9) —' <f, 9 >= fa f^g^dx,

siendo la norma asociada ||/||2 =< f, f >5 •Consideremos k(x) € C1(Z,R+) y q(x) € C(Z,R) tal que k(x) > 0 para a < 
x < b. Definamos el siguiente operador diferencial de segundo orden:¿[]: C2(AC) —+ 0(1,0 

y —♦ L[y] = (WY - qy,del cual se puede demostrar, sin dificultad, que es un operador lineal. Si conside­ramos la ecuación:L[y] + Xpy = (k(x)y'(x)]' - q(x)y(x) + Xp(x)y(x) = 0 a < x < b, (1.19) para p € C(I,R), entonces cinco grandes conjuntos de funciones ortogonales son solución de una ecuación del tipo anterior.I. Si k(x) = p(x~) = 1, q(x) =0, a = 0, b = ir, Xn — n2, n gZ, obtenemos la ecuación y" + Xny = 0, que tiene por soluciones fundamentales las funciones trigonométricas yi(x) = sen (nx) e y? (x) = eos (nx).11. Si k(x) = \/l — x2, q(x) = 0, p(x) = 1, a = —1, b = 1, Xn = n2, desarrollando en el primer miembro la derivada, se obtiene la ecuación diferencial (1 — x2)y" — xy' + n2y = 0, con solución y = Tn polinomio de 
Tchebycheff de grado n.III. El polinomio de Hermite de grado n, y — Hn, es solución de la ecuación diferencial y" - 2xy' + ny = 0, obtenida al hacer k(x) = e~® , q(x) = 0, p(x) = e~x , a = —00, b = +00, An = n.

gln(o:)- xIV. Si hacemos k(x) = x, q(x) = 0, p(x) — --------- -, a = 0, b —
X+00, Xn = n, entonces obtenemos la ecuación diferencial xy" + (1 — x)y' + 

ny = 0, con solución y = Ln, denominada polinomio de Laguerre de grado 
n.V. El polinomio de Legendre de grado n es solución de la ecuación diferencial con k(x) = 1 — a:2, q(x) = 0, p(x) = 1, a = —1, b = 1, Xn = n(n + 1).vi. La función asociada de Legendre de grado n y orden m, Pnm, es solución 

m2de la ecuación diferencial [(1 — x2)y']' — j------^y -I- n(n + l)i/ = 0, que se 
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obtiene al hacer k(x) = 1 — x2, q(x) = 1, Xn = n(n + 1). 17l2------- T, p(x) = 1, a = -1, b =1 — x¿

Adjuntemos al operador diferencial las siguientes condiciones de contorno rea­les y lineales:
auy(a) + a12y\a) + bny(b) + b12y\b) = 0, «2ií/(«) + a22y'(a) + b21y(b) 4- b22y'(b) = 0,siendo {a^}, {Aj} C K. Si denotamos: 

«11 «12«21 «22 B = ( ^12\ 621 b22

C = (A B) = «11«21 «12 bu ^12«22 &21 b22

y(x) = (y(x) y'(z))2xi> V = (y^Y ¿'(¿’Dix^ donde el superíndice t indica que debemos considerar la traspuesta de la matriz en cuestión, podemos escribir las condiciones de contorno en forma matricial como Ay(a) + By(b) = 0 o Cy = 0. Además, suponemos que rg(C) = 2 evitando así condiciones de contorno redun­dantes.Definición 1.21. Decimos que las condiciones de contorno son:I. Periódicas si son de la forma:

y^ - vW 
y'(a) - y'ltí)

o oII. Separadas si se escriben:

any(a) + a12y'(a) = 0
b2iy(b) + b22y'(b) = 0

donde + a22 / 0 y b^ + b^ 0. En este caso decimos que el operador 
L/1 es de Sturm-Liouville (S — C).Definición 1.22. Sean A,Be Ad2(K). Se define el operador de contorno:

p: C2{I,Q 
y

—> c2
—> P(y) = Cy = Ay(a) + By^bfDenotaremos por Dg = {y € C2(I, C) : Cy = 0} y Lp = el operador L[ ] restringido al dominio Dp.
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Definición 1.23. Decimos que el operador diferencial L0 es autoadjunto si para 
cada f,g € D0 se verifica que:

< L0f,g >=< f, L0g > .Teorema 1.21. El operador diferencial S — E definido como:

L0[]: D0 — C(I,C) 
y —* L0[y] = (ky')' - qy,

donde k{x) € C1^, R) es estrictamente positiva en (a,b) y q(x) G C(I,R), es un 
operador diferencial autoadjunto.La demostración de este teorema puede encontrarse en [3], página 255.Por el teorema 1.21, que un operador sea o no autoadjunto está íntimamen­te relacionado con las condiciones de contorno del problema. De esta forma, a unas condiciones de contorno, /3(y), que definan un operador autoadjunto las llamaremos condiciones de contorno autoadjuntas.Definición 1.24. Sea L0[ ] un operador diferencial autoadjunto. Se dice que A G C 
es un autovalor o valor propio de L0[ ] si existe yx G D0 no nulo de modo 
que = Xyx- Diremos, en este caso, que yx es una función propia o autofunción para el valor propio A.Definición 1.25. Se define el espectro de un operador L0, al conjunto de 
todos los autovalores de L0[].Definición 1.26. Sea A G a(L0). Se define el autoespacio o espacio propio aso­
ciado al valor propio A, al subespacio de D0:

e(L0,X) = {y & D0 : L0[y\ = Xy} = ker(L0 - Xld),

donde Id es el operador identidad en C(I,C).Teorema 1.22. Sea A G <^(D0). El espacio propio e(L0,X) es un C-espacio vec­
torial.Demostración. Sean a¡,«2 € C y consideremos yi,y? € e(Lp, A). Es /3(aiyi + 023/2) = 
aiCyi + a^Cyi = 0 al ser yi,y? € Dg, por lo que a\yi + 023/2 € Dg. Además, por la linealidad del operador diferencial, se tiene que Lg[013/1 +023/2] = aiLg[yi]+a2Lg[y2] = 01A3/1 + 02A3/2 = A(oi3/i + 023/2). ■Definición 1.27. Dado A G se define la multiplicidad geométrica deA como la dimensión de e(L0,X) como C-espacio vectorial.Teorema 1.23. Sea L0 un operador autoadjunto. Entonces:
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I. cr(Lp) C R.n. Si X,p G X p, entonces los correspondientes espacios propios son 
ortogonales, e(L^,A)± e(Lp,X), es decir, para cada yx G A), y^ G 
s^L^p) se verifica que < yx,y0 >= 0.

Demostración.i. Sea A G a(Lg'), y G e^Lg, A) — {0}. Al ser Lg[ ] un operador autoadjunto, se tiene que: 0 =< L0[y],y > - < y,L0\y\ >=< Xy,y > - < y, Xy >== A < y,y > -A < y,y >= (A - A) < y,y >= (A - A)||y||2.Al ser y ± 0, es A = A y, por tanto, A G R.n. Sean A, p G afLp) dos autovalores distintos, yx G e(L0,X), y^ G e(Lp,p). Si una de las dos funciones propias es nula el resultado es trivial. En caso contrario, al ser el operador diferencial un operador autoadjunto y p G K, tendremos que:0 =< L0[yx\,yu. > - < yx'Lff^n] >=< Xyx,yp. > - < yx,pyp. >== A <yx,y0> -p <yx,yp.>= (A-p) <yx,yp.> • aTeorema 1.24. Todo operador diferencial autoadjunto Lp tiene por espectro un 
número infinito numerable de autovalores {An}n>i a los que hay asociados una 
familia infinita de funciones propias {yn}n>i de manera que:i. 0 < |Ai| < |A2| < ..., lím|An| = +oo. nII. {yn}n>i es una familia ortonormal.

Definición 1.28. Dado el operador diferencial autoadjunto Lp[ ] e {t/n}n>i una 
familia de funciones propias ortonormales asociadas a dicho operador, decimos 
que {yn}n>i es completo si es un conjunto maximal de autofunciones ortonor­
males.

1.4.2. Desarrollo del inverso de la distanciaSea {O;ei,62,63} un sistema de referencia cartesiano en R3 y:
r = r(uj, u2, U3, «i, V2, V3) = y/(ui — «i)2 + (u2 - w2)2 + («3 - «s)2-

Es fácil ver que = 0, es decir, que la función - verifica la ecua-\r / r .ción de Laplace en sus tres primeros argumentos y en los tres últimos al ser 
r(u, v) = r(v, u). Las funciones esféricas, también conocidas como funciones 
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de Legendre van a surgir, de manera natural, al intentar obtener una solución fundamental de la ecuación anterior.Consideremos Pq(xq, yo, zo), P(x, y, z) € R3 y denotemos ro = d(Q, Pq), r = 
d(O,P), l = d(P0,P) yw = 4rop0,rop) el ángulo determinado por los ra- diovectores de Po y P. Aplicando el teorema del coseno al triángulo AOFFo obtenemos que l = ^r2 + r^ - 2rrg cos^, pudiendo escribir:

1
7

1 — = < 
y/r2 + Tq — 2rr0 eos

1 1ro vT + a2 - 2au'1 1r Vi + a2 — 2au'

si

si

r < ro

ro < r

siendo u = cosip (-1 < u < 1) y
r < ro

ro <rDefinición 1.29. Se define la función generatriz de los polinomios de Le­gendre a la función: 1^(a, u) = \/l + o2 — 2au
con 0 < o < 1 y — 1 < u < 1.

Sea u = u0 y definamos ^Uo(a) = El denominador de esta funciónse anulará para a = uq± yl—Uq i, siendo |a| = 1. Tendremos, pues, que ^^(cr) es analítica en el interior del círculo unidad centrado en el origen, IntSi(O), de manera que se puede desarrollar ^^(a) en serie de Taylor, ver [9],pág. 233,1 alrededor del punto o = 0, '¡’ufia) = ^7 ~r ¿ “°(0)an. n>o n! danDe igual modo, si tenemos en cuenta la fórmula integral de Cauchy para las derivadas de una función analítica en una determinada región, ver [9],pág.169, entonces:
5^(0) = 

dan
n! í ^(r)2tti Tn+ldonde 7 es una circunferencia centrada en el origen y contenida en el disco unidad. Llegamos, pues, a que:

n>0
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Si hacemos \/l + r2 — 2ruo = 1 — tz, tendremos que r = 2—z—- y dr = 
z¿ — 12-z----- [1 — rz]dz, de modo que:

z¿ — 1 (z2 - l)n 
(z - U0)"+1 dz,

donde 71 es un entorno cerrado que rodea al punto «o- Sustituyendo en la expre­sión anterior:
^uo(a) = 52n>0 í—1— L2n+17T¿ (z2 - l)n (z - u0)n+1 a'".

La función /n(u) = (u2 — l)n es una función entera, es decir, analítica en todo el plano complejo y, de nuevo por la fórmula integral de Cauchy:
donde 71 es una curva cerrada que no contiene a u. Así pues:

1 / (z2 — 1 \n 1 1 d" I(z-u0)"^ = = 2nn!du”^ “ = PnM'(1-20)y ^„0(a) = ^(a,u0) = ^2Pn(u°)Q!n. (1.21)n>0Definición 1.30. Se define el polinomio de Legendre de grado n como:1 dn
PnM = -—7-—(u2 — l)n paran G Z+. nv 7 2nn!dunV 7 F

La expresión dada por la definición anterior se conoce, también, como fórmu­la de Rodríguez. Por definición, Pn es un polinomio de grado n y nos permite tener, finalmente, un desarrollo de y de la forma:
— y^Pn^cosipU—} 
r0 'ro'

SÍ r < r0,
7Zp"(c°s^)(7) n>0

(1-22)
si ro < r.
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Según veremos en la siguiente sección, los polinomios de Legendre están uni­formemente acotados verificándose que |Fn(cos (0))| < 1 para cada n = 0,1,2,... y para todo 0 < 0 < 7r. De este modo, la serie (1-21) estará mayorada por la serie geométrica convergente an y será convergente. n>0
1.4.3. Propiedades de los polinomios de LegendreCiertas propiedades de los polinomios de Legendre son de gran interés cuando estudiamos fenómenos con simetría esférica, algo que se pondrá de manifiesto al considerar los polinomios en la forma Pn (eos 0), con 0 < 6 < rr.Teorema 1.25. Para cada n > 0, Pn(u) contiene sólo potencias en u de la misma 
paridad que n.Demostración. Considerando el teorema del binomio, es:

dun v ’ dun ’ k=O
n ] __ u^-k)
k I dunEs evidente que ——= o para k > 

duntendremos que: 72 TI TI — 1—, de manera que si r G { —; —-— }, r G N,
k=O dun

(2n - 2fc)l n_2fc 
(n — 2fc)!siendo un 2k par/impar para cada k G {0,1, 2,..., r} siempre que n sea par/impar respectivamente. ■Teniendo en cuenta la definición 1.30 y la expresión obtenida en la demostra­ción del resultado anterior, podemos escribir:

Pn(u) =
(2n — 2fc)! n-2k 
(n - 2A)! (1-23)

donde r = es la parte entera de n2’Corolario 1.2. Para cada n>0 se verifica que Pn(—u) = (—l)nPn(u).Considerando el desarrollo de la serie geométrica ^i(o) = sión según (1.21), es: 1-------  y su expre- 1—a
5^ Pn(l)an = ^(a) = ’i>(a, 1) = ——— = 1 + a + a2 + o3 + .1 — a n>0 n>0de modo que Fn(l) = 1 y Pn(—1) = (—l)n para cada n > 0.
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Teorema 1.26. Los polinomios de Legendre, {Fn}n>o, verifican la relación de 
recurrencia:

(n 4- l)Pn+i(u) + nPn-i(u) — u(2n + l)Fn(u) = 0 para cada n > 1.
Demostración. Derivando la función generatriz de los polinomios de Legendre respecto de a obtenemos:

(1 + a2 -2au)------(u-aj^O. (1.24)oaAl ser í/u (a) analítica en el interior del disco unidad y teniendo en cuenta el resultado de derivación de una función analítica desarrollada en serie de potencias, ver [9) página 230, podemos escribir:— (a,u) = 52 nPn(u)an 1 = 52 (n + l)Pn+i(u)an, oa ¿¿'n>l n>0de manera que, al sustituir en (1.24):0 = (1 + a2 — 2au) 52(n + ^Pn+i(u)an — (u — a) 52 Pn(u)an =n>0 n>0= [Pi(u) - uP0(u)]a° + + + nPn-i(u) - u(2n + l)P„(u)]an.
Al ser {an}n>o un sistema linealmente independiente, cada coeficiente en el desarrollo anterior debe ser nulo quedando así demostrado el resultado. ■Este resultado nos permite relacionar tres polinomios de Legendre con grados sucesivos y, de esta forma, obtener el tercero a partir de los otros dos. Además, la relación de recurrencia del teorema anterior es incluso cierta para n = 0 si definimos F_i(t¿) = 0.A modo de ejemplo, recurriendo a la definición, es fácil verificar que Pq^u) = 1 y Pi(u) = u. Por tanto, si hacemos n = 1 en la fórmula anterior, debe ser 3w2 _ i
2P2(u) - 3uPi(u) +Po(u) = 0 y P^u) =---- - ---- .Análogamente se obtienen los primeros polinomios de Legendre desde n = 0 a n = 5: Po(u) = 1, P^)

5 3 
2U

3’ 2U’35 4 15 9 3Pl(u) = u, P^u) ~ ~8"U -Tu +8’3 o 1 63 = 35 , 15
= —u , 2 2 P5(«) - Tu +
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Figura 1.3: Primeros polinomios de Legendre desde n = 0 a n = 5.
Teorema 1.27. Los polinomios de Legendre {Fn}n>o y sus primeras derivadas 
verifican las siguientes fórmulas de recurrencia:I. Py^u) = uPf(u) — nPn(u) para cada n > 1.II. F¿(u) - uP^-^u} — nPn-i(u) — 0 para cada n > 1.Demostración. Derivando la función generatriz de los polinomios de Legendre respecto de a y de u, obtenemos:(1 + a2 — 2au)~- — (u — = 0, (1 + a2 — 2au)^- — = 0.

2seguirá siendo válida para n = 0 si definimos P-i(u) = 0

da ouEliminando í de las expresiones anteriores:
d* 
da

dV 
du (1-25)Al igual que en la demostración del teorema 1.26, usando la derivación de funcio­nes analíticas es — (a,u) = 5 nPn(u)an = > (n + l)Pn+i(^)an y — (a,u) = da ou

n>l n>0
Pñ(u)an, y sustituyendo en (1.25), obtenemos:n>0 o = aE„>o(n + 1)^+ií«)«n-(«-“)En>oínMQ"= -uP¿(u)q° + £„>|{íiP„(u) - uP^u) + Pñ-i(u)}an.La familia {an}n es linealmente independiente por lo que — uP¿(u)a° = 0 , algo evidente al ser Po(u) = 1, y nPn(u) — uP'n(u) + Pñ-i(u) = 0, quedando demostrada la primera de las fórmulas de recurrencia2. Para demostrar la segunda de las fórmulas derivamos 
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la expresión del teorema (1-26) respecto de u:

(n + l)P¿+i(w) + nPÍ-!(u) - (2n+ l)Pn(u) -u(2n + l)PÚ(u) = 0 y utilizando la fórmula que acabamos de demostrar se llega a que:(n + l)P4+i(u) - (n + l)uP4(u) - (n + l)2P„(u) = 0.Basta dividir por n + 1 y cambiar n 4- 1 por n.Teorema 1.28. Si Pn es el polinomio de Legendre de grado n, se verifica que:

[^]
= 52 - 4k - l)Pn-2k-l(ufi

k=0

siendo
rn —L 2 J la parte entera de

n — 12Teorema 1.29. Para cada n = 0,1, 2,... se verifica que:

Fn(tí) = — [w + i\/l — u2 sen0]nd0 para — 1 < u < 1. 2tt Jo
Demostración. Según (1.20) es:

Pn{u) = _j_ ís^yLdz 
2n+ini J (z —u)*^1 ’

1 /-íjr _______— / [u + ¿V1 — u2 sen 0]nd6. 2rr Jo

Corolario 1.3. Los polinomios de Legendre están uniformemente acotados:|Pn(u) | < 1, para — 1 < u < 1 y n>0.

(1-26)

donde 71 es una curva cerrada que contiene al punto z = u en su interior. Tomemos, por ejemplo, 71 = D(u, R) el disco de centro z = u y radio R = V1 — w2. Para cada 
z € dD(u, R) será z = u + VT^iPe19, de manera que dz = \/l — u2P6idR, (z — u)n+1 = (1 — u2)1^y z2 — 1 = \/l — u2el9[2u + 2?-\/l — u2 sen0]. De este modo:

Pn(u) 12n+l (1 -u2)^el(n+i)e
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Demostración. Al ser — 1 < u < 1 tenemos que:
\u + iy/1 — u2 sen = t/u2 + (1 — u2) sen2 0

= y/u2 eos2 9 + sen2 9 < y/eos2 9 + sen2 9 = 1,por lo que, aplicando el teorema (1.29) para cada n > 0 será:
i __________ i r2?r

\Pn(u)\< — |u + ¿a/1 - u2sen9\nd9 < — / d9 - 1. 
Jo Jo

Lema 1.3. ( Teorema de Rolle) Sea I — [a, 6] C R y <p 6 C[/, R] derivable en 
(a,b\ Si p(a) = plbfi entonces existe al menos un punto £ G (a, b) tal que ^(€) = o.Teorema 1.30. Para cada n = 1,2,... y para cada 0 < k <n existen ci,C2,...,
cn_k verificando:

I. —1 < Ci < C2 < • < Cn—k 1*n. P^^Ci} =0, 1 < i < n — k.

Demostración. Demostraremos, en primer lugar, el caso k = 0. Consideremos la fórmu­la de Rodríguez y definamos p(x) = (x2 — l)n, función que se anula en los extremos del intervalo, x = ±1. Su primera derivada, p'(x), también se anula en los extremos del intervalo y por el lema 1.3 tiene al menos un cero £} G (—1,1). Por el mismo resultado, 
p"(x) tiene dos ceros íj G (—1,Ci) Y £2 G (£}, 1) aunque también se anula en los ex­tremos del intervalo. Si se continua con este razonamiento, la derivada n-ésima, tiene, al menos, n ceros en el intervalo (—1,1), o, más precisamente, exactamente n ceros por ser un polinomio de grado n. Queda así demostrado el teorema para el caso 
k = 0. Para los demás casos, y teniendo en cuenta que: 

PnM =
1 dn+k . 2 2nn! dun+k v

l)n, n > 0,podemos razonar de manera análoga, llegándose a la conclusión de que debe tener al menos n — k ceros en el intervalo (—1,1), y al ser un polinomio de grado n — k, debe tener exactamente ese número de ceros. ■Por todo lo expuesto anteriormente, si trasladamos las gráficas de Pn sobre la superficie de una esfera de radio unidad con variable 0 < 9 < tt, cada polinomio compartimenta la esfera en n + 1 zonas, positivas y negativas.
1.4.4. Ecuación de LegendreA continuación veremos que los polinomios de Legendre son soluciones de un determinado problema de valores propios.
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Figura 1.4: División de la esfera, por P^, en zonas positivas y negativas.
Si tenemos en cuenta las fórmulas de recurrencia del teorema 1.27 y sustitui­mos la primera de las fórmulas en la segunda, llegamos a:(1 - u^P^u) + unPn(u) - nPn-i(u) = 0.Derivando una vez y volviendo a utilizar la primera de las expresiones, se concluye que el polinomio de Legendre Pn{u) es solución de la ecuación diferencial de segundo orden: [(1 - u2)P^u)]' + n(n + l)Fn(u) = 0,conocida como ecuación de Legendre. Esta ecuación no es más que un pro­blema de autovalores, L[y] = Xy, donde L[y] = (ky'Y - qy para k(x) = 1 — x2, 

q(x) = 0 y A = —n(n + 1).Si f, g € C2(/,C), integrando por partes dos veces y teniendo en cuenta que 
k(x) = 1 — x2 es una función real, se tiene que:

[{l-x2)f'(x)\'g(.x)dx5(z)(l — m2)/'(m)| -í (l-x2)f'(x)g\x)dx k=-l-{(1 - - y /($)[(! - x2g\x))]'dx

f(x)L[g]dx =<

Así pues, el operador diferencial de Legendre es un operador diferencial au- toadjunto.
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1.4.5. Ortogonalidad y norma de los polinomios de Legen­
dreConsideremos la norma || ||2 definida en el espacio de funciones C[—1,1] como:

wf\\2={fif2dXy

El polinomio de Legendre de grado n, Pn(x), es una función propia asociada al autovalor An = -n(n + 1) para el problema de valores propios [(1 — x2)y']' = 
—n(n + l)y. Según el teorema 1.23, {Pn}n será un sistema ortogonal, es decir:y Pn(x)Pm(x)dx = 0, para n m.

Si hacemos n + 1 igual a n en la fórmula de recurrencia (1.26), obtenemos:
Pn(x) = - fx(2n - l)Pn-i -(n- l)Pn-2], 

n L Jpor lo que, teniendo en cuenta la relación anterior y al ortogonalidad de la familia {Pn}n: llalli y P„^(2n-l)Pn_i(o:)-(n-l)Pn_2(x)p2:
i — 1 f1
------  / XPn(x}Pn-l(x)dx.
n J—1Por otro lado, por el teorema (1.26), tenemos que:

xPn(x) =
12n + 1 n + l)Pn+i(x) + uPn_i(x

y sustituyendo en la integral anterior resulta una nueva fórmula de recurrencia:
Aplicando sucesivamente la relación anterior se llega a:

llPnll! = —||P0||^ = —— / dx = ——, 2n 4-1 112 2n + 1 2n + 1de manera que: Pn||2 = 22n + 1



1.4. Funciones esféricas 39

Finalmente, podemos escribir:i
nm

22n + 1 n,m > 0, (1-27)siendo: 01^nm n = m

1.4.6. Completitud de los polinomios de LegendreDefinición 1.31. Un sistema ortonormal {Tfc}fe G C(I, R) se denomina cerra­do si para e > 0 y para cada g G C(/, R) existe una combinación lineal finita 
n52 ck^k> verificando: k=l

n||g- J2cfcTfc||2 < e.k=iTeorema 1.31. Si {Tfc}*, G C(I,R) es un sistema ortonormal cerrado, entonces 
para cualquier elemento g € C(I, R):

nlím||9-y < g; Tfe > Tfe||2 = 0.fc=lTeorema 1.32. Salvo constantes multiplicativas normalizadoras, el sistema tri­
gonométrico {sin (me), eos (mr)} es un sistema cerrado.La demostración de estos dos resultados puede verse en [8], páginas 330 y 335 respectivamente.Para demostrar la completitud de la familia {Pn}n>o, bastará ver que a ((3) = {An}n>o- Sea A 6 ^(L^), A An = n(n+l) para todo n y f € e^Lp, A)-{0}. Por el teorema 1.23 tendremos que < f; Pn >= 0 para cada n. Al ser Pn un polinomio de grado n con coeficientes reales, {Pfc}*=o sera una base del R-espacio vectorial de polinomios reales de grado menor o igual que n:Pn[x] = {ao + aix + ... + anxn : a¿ G R, 0 < i < n}.En particular, deben existir «o, ai, ■ • •, an € R de modo que

n
Xn = ^akPkfx),

k=0

y n n
< f, xn >=< f, akPk(,x) >=^ak < f, Pk(x) >= 0.

k=0 k=Q



40 Capítulo 1. Considerandos

Sea a € N arbitrario. Desarrollando = sen(aa:) y $Q(;r) = eos (as) en serie de Taylor: r2n+l«W = £(-l)"Q2n+1/W i (L28)
™2n

f^a(x) = (L29)n>0por la convergencia uniforme de las series anteriores, tendremos que:
<f,Va>

y /(s)sen (as)ds = y /(s) sen (as)ds __  ,p2n+l
J~1n>0 V '____ _ rv2n+l /■!
Vf-irA----T7 / /Wj:2“+‘
_ . n,2n+ln>0 V ’’Análogamente, también se comprueba que < /, > para cada a G N.Como consecuencia de este último teorema, debe ser f = 0 quedando así demostrado que los polinomios de Legendre determinan, salvo constantes multi­plicativas, un sistema completo.

1.4.7. Funciones adjuntas de LegendreLos polinomios de Legendre son funciones esféricas cuya representación grá­fica sobre la superficie de una esfera no depende del parámetro longitud. Sin embargo, podemos incorporar cambios de signo dentro cada una de estas zonas esféricas considerando las denominadas funciones adjuntas de Legendre, también conocidas como funciones esféricas de Laplace. Éstas, al igual que los polinomios de Legendre, también van a constituir un sistema completo y ortogonal.Consideremos el problema de valores propios consistente en determinar los valores y las funciones propias para la ecuación diferencial L[y] + Ay = 0, — 1 < 
x < 1, para:

k^x) = 1 - x2, q{x) = j ’ m = 0,1,2,...
y que se conoce con el nombre de ecuación asociada o generalizada de Legendre.
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Supongamos que existe una solución de esta ecuación de la forma= (1 — X2)^v(x),siendo v(±l) 0. Sustituyendo en la ecuación de valores propios anterior secomprueba que v(x) debe verificar la ecuación diferencial:= (1 - x2)v" - 2x(l + m)i>' + [A - m(m + l)]v = 0. (1.30)Si hacemos m = 0, la ecuación (1.30) resulta ser la ecuación de Legendre. Fijemos Xn = n(n + 1) y definamos Zq = Pn. Por lo dicho antes, debe ser:_n J„n= (1 - _ 2j;_A + XnZn = Q,
y derivando obtenemos:

(1_x^^S_4x^ + (X _ 2)^-0
(1 } dx3 4 dx2 + (An 2) dx °‘

Haciendo z™ =
dz^ dPn—— = —;— es: dx dx(1 - z2)^ - ^XZ^ + An^ = 0. 

UiijL UjJjEs decir, z™ es inducción que z^ =

solución de (1.30) para m = 1. Finalmente, es fácil ver por 
dm P= ——- es solución de (1.30) para m y An = n • (n + 1). 
dxmDefinición 1.32. Se define la función de Legendre de grado n y orden m 

como:

Pnm^x) = (1 - x2^ dmPn 
dxm

para n = 0,1,2... 0 < m < n.

Observemos que:i. Por definición, y al ser Pn un polinomio de grado n, es evidente que Pnm = 0 para m > n + 1.II. Pno = Pn, es decir, las funciones adjuntas de Legendre de orden cero coin­ciden con los polinomios de Legendre.
dm Pni. Por el teorema 1.30, —-—- tiene n — m ceros en el intervalo (—1,1). Al ser 

™ dxm(1 — ¡r2)"^ > 0 para — 1 < x < 1, Pnm cambia su signo n — m veces en elintervalo [—1,1].
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Definición 1.33. Denominamos funciones asociadas de Legendre de grado 
n y orden m a las funciones Pnm(cos (0)) para 0 < 0 < tt.Teorema 1.33. La función de Legendre de grado n y orden m admite un desa­
rrollo de la forma:

fc=0 _________ (2» ~ fc)!_________ n-2k-m 
kl(n - fc)!(n - 2fc - m)!Demostración. Si consideramos el desarrollo (1.23) de un polinomio de Legendre de grado n y la definición 1.32, entonces:

PnmW = (1 - X2) ? M
' k=0 \ /

(2n — fc)! d™ , 
(n — 2k)! dxm Usiendo r la parte entera de —.La derivada q-ésima de la potencia xp obedece la igualdad:

d“ P d’-1 p_1 . n d^2 p_2-—xp = p------~XP =p(p— 1)----- -Xpdxq dxq~l dxq 2= • • • = P(P - 1) • • • (P - 9 + 2)(p - q + l)^-’ = ^qy XP~q-Haciendo q = m, p = n — 2k se llega a la expresión deseada. ■El resultado anterior es también válido para el caso particular de los polino­mios de Legendre.
1.4.8. Ortogonalidad y norma de las funciones adjuntas de 

LegendreNos preguntamos por el producto escalar de dos funciones asociadas de Le­gendre. Si multiplicamos la ecuación (1.30) por (1 — x2)m y tenemos en cuenta 
dm Pnque z* = ——— es solución de dicha ecuación, entonces llegamos a:

m+1u 
dxm+1

.2^^ __Q 
’ dxmHaciendo m + l igual a m:

d / dmP \ dm—1Pf(l - s2)™ + [A„ - m(m - 1)](1 - z2)™-1^---- = 0, (1.31)
dx V ' dxm ) 1 v m ’ dx^1 v 'definiendo Pnm(x)Pkm(x)dx, para n,k = 0,1,2, etc. y m < min{n,k}e integrando por partes se llega fácilmente a:= [n(n + 1) - m(m + l)]^1 = • • • =
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Por la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, será:
^nk = y Pn0(x)Pk0(Y)dx = y Pn{x}Pk(x)dx =

pudiendo escribir: 0, k

rm — <nfc 2 (n + mY. , --------- 7---------rr, n = k 2n + 1 (n — m)!

o , ^nk, 2n + 1
(1-32)

Queda así demostrado que la norma de una función adjunta de Legendre tienepor expresión ||Pnm||2 = 2 (n + m)!2n + 1 (n — m)!
1.5. Ecuación de Laplace

1.5.1. Resolución de la ecuación de Laplace en coordenadas 
esféricasLa ecuación de Laplace en el sistema curvilíneo de coordenadas esféricas (r, 0. A) responde a la expresión:a „ 2d2V dV d2V 1 d2V „

^r,S,xV — r + 2r ——I- + c°t 4------- 2 /a\ a\2 ~ (1-33)dr2 dr 0O2 06 sen2 (0) 0X2Buscaremos, según el método de separación de variables, soluciones elemen­tales que sean del tipo:
V(r,9,X) = f(r)Y(0,X). (1.34)Derivando y sustituyendo en (1.33) se llega a la igualdad:l/2,„ „ ,a 1 / „»dY d2Y 1 d2Y\ f + 2rf ) - -- (cot ((9) + gen2 gx2 ),

en la que el primer miembro sólo depende de r y el segundo miembro de 9 y A. Así pues, ambos deben ser iguales a una constante p que, por razones que veremos más adelante, hacemos igual a An = n(n + 1), para n € Z+‘. Llegamos a las dos relaciones siguientes:■ Ecuación en f(r):

r2f" + 2rf - Xnf = 0, (1.35)
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■ Ecuación en Y(0; A):
dY d2Y 1 d2Ycot (0) — + — + —— + Any = 0
o0 o0¿ sen2 (8) oX¿

(1.36)
Resolución de la ecuación en f(r)La primera de las ecuaciones es muy sencilla de resolver pues se trata de una ecuación diferencial ordinaria lineal de Euler3. Para resolver este tipo de ecuación, consideremos el cambio de variable r = e*. Si denotamos /(r) = /*(t), será f'(r) — /,(i)e-t y f"(r) = (f*(t) — /*(í))e~2t, pudiendo escribir la ecuación (1.35) en la forma f+f—n(n+l)/ = 0, que es una ecuación diferencial homogénea de orden dos con coeficientes constantes. La ecuación característica asociada es p(a) = a2 + a — n(n + 1), con raíces 04 = n y a? = — (n + 1). Así pues, dos soluciones linealmente independientes son f*(t) = ent y f2(t) = de

3 Las ecuaciones de la forma:

aoxnyí-n + aixn~iy^-n~1 + ... + an-ixy' + any = 0, 

con ai C R, 0 < i < n se llaman ecuaciones de Euler.

manera que toda solución de esta ecuación será de la forma f*(t) = Cient + C2e_(n+1^, ci,C2 € R. Deshaciendo ahora el cambio de variable llegamos a la función buscada: /(r) = cirn + C2r~(n+1\ (1-37)Si denotamos por Yn(0, A) una solución de (1.36), la ecuación de Laplace tendrá como soluciones V = rnYn(0, A) y V = .Definición 1.34. Se definen los armónicos esféricos de superficie (de La- place) a las funciones Yn(6,X) soluciones de la ecuación (1.36).Definición 1.35. Llamamos armónicos esféricos sólidos a las funciones de la 
forma: V = r"K(e,A) »
la primera de las cuales corresponde, evidentemente, a la solución de los proble­
mas interiores y la segunda a la de los exteriores.

Resolución de la ecuación en Y(6, A)A continuación resolveremos la ecuación (1.36) aplicando, nuevamente, el mé­todo de separación de variables. Supongamos que existe una solución de la forma:(1.38)Y(0,A)=5(0)h(A).
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Derivando y sustituyendo en (1.36) llegamos a:
g"^hW + cot + —^g^h"^ + n^n + 1)^(0)^(A) = 0,sen ((z)

. , sen2 (0) .y multiplicando por . se obtiene: fKW*)
sen2 W + sen (0) eos (0) + n(n +1) sen2 (0) = - .

De nuevo, primer y segundo miembro dependen de variables distintas por lo que deben ser iguales a una misma constante. Si imponemos a la ecuación h"(A) + rh(X) = 0 la condición de periodicidad h(A + 2tt) = h(A), entonces se puede demostrar que tiene por espectro a = {m2 : m 6 Z}. Resultan, entonces, las dos ecuaciones:■ Ecuación en g(0).sen ^0)g'\0) + eos (0)g'(0) + |n(n 4-1) sen (0) — <139)

■ Ecuación en h(A): h"(A) + m2h(A) = 0. (1-40)La última ecuación es de resolución inmediata. Tiene por ecuación caracte­rística P(a) — a2 + m2 = 0, de raíces a = ±mi. De este modo, dos soluciones linealmente independientes son hi(A) = cos(mA) y /i2(A) = sen(mA). Así pues, cualquier solución será de la forma:h(A) = ci eos (mA) + C2 sen (mA), ci,C2GR.
La ecuación (1.39) tiene soluciones más generales. Para encontrarlas hagamos el cambio de variable x = eos (0). Si denotamos g*(x) = g(0), entonces:

9'W
9"^

-0Í(^)sen (0)
g"(x) sen2 (0) — g^x) eos (0),y sustituyendo en (1.39):(1 - - 2^(x) + [n(n + 1) - = 0,

que es, precisamente, la ecuación generalizada o asociada de Legendre.
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Definición 1.36. Llamamos condición natural de acotación para la ecuación L[y] + Xpy = 0, para p G C(I, R), supuesto que k(a) = 0 y k(x) > 0 para cada 
x G (a, b) a la acotación |y(a)| < +oo.Con esta restricción, toda solución de esta ecuación será de la forma g* (x) = 
csPnm^), siendo Pnm la función de Legendre de grado n y orden m. Esto explica por qué habíamos considerado
mun = n(n + 1), para n G Z+, como únicos valores factibles para la existencia de soluciones acotadas no triviales.Así pues, deshaciendo el cambio de variables tenemos, finalmente, que la fun­ción buscada es g(0) = c3Fnm(cos (0)).
Armónicos esféricos de superficieSi llevamos las funciones obtenidas g(6) y h(A) a la expresión (1.38), donde hemos convenido escribir el sistema de funciones esféricas de n-ésimo orden con el índice superior negativo a las funciones que contienen eos (mA) y positivo a las que contienen sen (mA), se tiene que:

Yn A) = ci eos (mA)c3Fnm(cos (0)), 
Y™(0; A) = c2 sen (mA)c3Fnm(cos (0)).Por tanto, eliminando la constante innecesaria c3, encontramos que son solu­ciones de la ecuación diferencial (1.36):
Yn m(0, A) = anm eos (mA)Fnm(cos (0)), 
Y™ (6:, = bnm sen (mA))Fnm(cos (0)).Más generalmente, superponiendo soluciones y teniendo en cuenta que debe ser 0 < m < n, escribimos:

m=n
Yn(6,X) = £ cnmY^^,X), 

m=—n
(1-41)

La expresión anterior es la más genérica de los armónicos esféricos de super­ficie. Ya estamos, pues, en condiciones de determinar la integral de la ecuación de Laplace en coordenadas esféricas. Para ello, llevaremos las funciones /(r) e 
Yn(0, A) definidas por (1.37) y (1-41) respectivamente, a la solución inicial (1.34) resultando:V(r,0,A) = /(r)Yn(0,A)

n= (cirn + c2r_(n+1)) 22 lanm eos (mX) + bnm sen (mA)]Fnm(cos (0)).m=0
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Entonces, aplicando de nuevo el principio de superposición de soluciones ele­mentales y eligiendo según nos encontremos en el problema interior o en el exterior ci = 0 o C2 = 0:
n

Vi^r, 6>, A) - 52 rn [®nm eos (mA) + bnm sen (mA)]Fnm(cos (19)), (1.42) n>0 m=01 nK(r, 0, A) = ^2 12 íanm cos + bnm sen (mA)]Pnm(cos (0)), (1.43)n>0 m=0habiéndose eliminado las constantes ci, C2 6 K por ser ahora innecesarias.Las expresiones (1.42) y (1.43) son soluciones de la ecuación de Laplace AP = 0 siendo, además, soluciones muy generales en el sentido que toda función que es armónica dentro de una determinada esfera admite un desarrollo del tipo (1.42) y toda función que es armónica fuera de una cierta esfera, tal y como ocurre con el potencial gravitatorio terrestre, puede desarrollarse mediante una cierta serie del tipo (1.43). Así pues, es evidente la gran importancia de los armónicos esféricos sólidos en geodesia.
1.5.2. Comportamiento de los armónicos esféricosLa representación geométrica de los armónicos esféricos es de gran importan­cia. Los armónicos esféricos de superficie para m = 0, Y®, no dependen de A y, por el teorema 1.30, tiene exactamente n ceros en el intervalo abierto (—1,1), esto es, para 0 < 0 < tt. De este modo, los armónicos con m = 0 cambian su signo 
n veces en este intervalo de manera que su representación sobre la esfera es tal que la compartimenta en n + 1 zonas de latitud, dentro de las cuales la función conserva su signo constante. Puesto que dividen a la esfera en zonas, son también llamados armónicos zonales. Para m 0, Fnm(cos (0)) cambia n — m veces su signo para 0 < 0 < % y se anula en n — m paralelos. Por otro lado, sen (mA) y cos (mA) se anulan en 2m meridianos, por lo que toda la esfera se divide en parcelas en las que Y±m mantiene su signo constante, formando algo parecido a un tablero de ajedrez. Se llaman armónicos teserales.4 En particular, para 
n = m, los armónicos teserales degeneran a funciones que dividen la esfera en sectores positivos y negativos, en cuyo caso reciben el nombre de armónicos sectoriales.

4 Tessera es una palabra griega que significa cuadrado, rectángulo, baldosa.

1.5.3. Ortogonalidad del sistema de funciones esféricas.Demostremos que los armónicos esféricos de superficie son ortogonales en la superficie, S, de la esfera unidad. Podemos reescribir la ecuación (1.36), en la
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Figura 1.5: Tipos de armónicos esféricos:(a) zonal, (b) teseral, (c) sectorial.
forma:

BY 1 d2Ycot + —27m -Ü2 + ^y = A^y + ^y = (L44)
80 BO2 sen2 (0) BX¿donde „ i b r .^ay] i 92y^e'X “ sen (0) d6 [Sen dO + sen2 (0) 5A2 ’

Dados n, k 6 N, k n, sean Yk e Yn soluciones de la ecuación (1.44) aso­ciadas a los valores propios nk y respectivamente. Tendremos que, al ser 
da = sen (e~)dOdX elemento de superficie, podemos escribir:
y[ Yk^,X)/\e>Ynda = U Yk^ e e

r r i 
dOdXY // Yk----— —^dOdX.

JJ sen(0) BX2 (1-45)
’ ^dY"]

Integrando por partes:
™W„] [[3YtdYnj

' r" = -// ■0é'W‘fa’
Errxz 1 d2YnjXjn [fdYkdYn 1" fcsen(0) dX2 d JJ BX dX sen2 (6»)^’ s

y, de este modo, sustituyendo en (1.45):
E E

dYkBYn 1 ]
dX dX sen2 (0)) ° (1-46)
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Si escribimos la identidad (1-46) en la forma:
II Ykdiv^Y^da = - ^ vn • VYnda, S E

intercambiamos Yk por Yn y restamos, entonces llegamos a:
I[[Ykdiv(VYn) - Yndiv^Yk)]da = 0. s

(1-47)

(1-48)
De la fórmula (1-48) se deduce fácilmente la ortogonalidad de las funciones 

Yk e Yn. En efecto, teniendo en cuenta que Yk e Yn satisfacen la ecuación (1.44) para los valores propios p,k y Un y sustituyendo en (1.48), se obtiene que:
0 = [Ykdiv(\7Yn) - Yndiv^Yk)]da = Iy YkYnda, s

de donde, para p,k p,n, debe ser JJ YkYnda = 0. sQueda así demostrada la ortogonalidad de las funciones esféricas zonales. Vea­mos, además, que las 2n + 1 funciones {Y^}, para — n < m < n, son también ortogonales dos a dos en la esfera. Para ello, consideremos las siguientes igualda­des:
/*2tt /*2tteos (px)dx = sen (px)dx = 0

Jo Jo
p £ Z,

eos (px) eos (qx) sen (px) sen (qx)
p^q 
p = q p,q e z,

sen (px) eos (qx)dx = 0 p, q e z,

que se obtienen fácilmente por integración, e Y^, Y^ dos funciones esféricas. Podemos distinguir los siguientes casos:



50 Capítulo 1. Considerandos

Caso 1: k ■ l = 0Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que k = 0. Será, por (1.5.3) y (1-27):
II Y^Y^da =

eos (lX)dX Pn(cos {0y)Pn_i(cos (0)) sen (6)d3 = 0
sen (lX)dX eos (0))Pnz (eos (0)) sen {3)d3 = 0

Pn(cos (0))Pn(cos (0)) sen (3)d3dX
4tt2n + 1

si Z < 0,
si l > 0,
si k = l = 0,

Caso 2: k • l > 0Sean k,l € Z tal que k • l > 0. En este caso, por (1.5.3) y teniendo en cuenta (1.32), se tiene que: 0 k l

Si9ma 2n + 1 (n - k)l

Caso 3: k • l < 0Supongamos, sin pérdida de generalidad, que k > 0 y l < 0. Si consideramos (1.5.3), tendremos que:
sen (kX) eos (IX)dX / 

Je=o
Pnfc(cos (0))Pn,_z(cos (0)) sen (3)d3 = 0.

A modo de resumen, fijado n > 0 y dados k, l € Z, se verifica que:0 4tt2n 4-12tt (n + |fc|)!2n + 1 (n — |fc|)!
si k l,si k = l = 0,si k = l 0, 
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es decir, que las funciones armónicas {P^1} para — n < m < n, forman un sistema ortogonal en la región O<0<7r,O<A<27ry tienen el cuadrado de la norma igual a: llalli = r r [Ynk]2 sen ^dOdX = (1-49)
Jx=oJe=o 2n + 1 (n — |k|)!donde sq = 2, St = 1 para k > 0.

1.5.4. Otro desarrollo para el inverso de la distanciaSi suponemos dados dos puntos Pq y P con coordenadas esféricas Po(ro, 0o, Aq) y Pq(t,0,X), sería deseable expresar (1.22) en términos de funciones de las coor­denadas esféricas 0q, Aq, 0, A de las que se compone Para ello basta considerar la fórmula de descomposición:Fn(cos(^)) = Pn(cos(0o))Fn(cos(0))+ 2 V ^-rnm(0o, Ao)rnm(0, A), l<m<n +re{ñ,s}que puede encontrarse en [7], página 33.Sustituyendo en (1-22), se obtiene las expresiones alternativas siguientes:1
rPP0

E rpn(Cos(0„))rnp4cosW)+n>0 1 r0

(n - m)! rnTO(0o, Ao)(n + m)! Tq+1re{ñ,s} rnrnm(0,A) si r < ro
1

rPPo

Pn(cos (0))1

re{/?,s}





Capítulo 2

Teoría del potencial 
gravitatorio

Comenzaremos este capítulo con la formulación del campo generado por cual­quier distribución de masas, desde una partícula aislada hasta el caso continuo, para luego demostrar las propiedades analíticas de este campo: convergencia, con­tinuidad y diferenciabilidad. Por último, se repasará el concepto de ángulo sólido y su relación con el flujo del campo gravitatorio, vitales para la determinación del campo generado por una distribución esférica de masas.
2.1. De las masas puntuales al continuo

Consideremos {O; X. Y, Z} un sistema de referencia cartesiano y sean P(x, y, z) y P\x*, y*, z*) dos puntos del espacio a los que asignamos dos escalares que iden­tificaremos como masas, m y m* respectivamente, y tales que m > m* > 0.La Ley de Gravitación Universal de Newton afirma que1:

1 En unidades c.g.s la constante de gravitación universal tiene el valor G = 66,7 X
10~9 cm3g~1sec~2, de acuerdo a las medidas hechas por P.R. Heyl alrededor de 1930.

Entre dos partículas existe una fuerza atractiva de igual dirección, la 
determinada por ambas, sentido contrario e igual módulo:

F = G^-,

siendo G la constante de gravitación universal yr = d(P, P*) la distancia 
entre los dos puntos.

53
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Aunque las masas m y m* se atraen entre sí de forma simétrica, es conveniente llamar a una de esas masas, la mayor, atrayente y a la otra atraída. Considerando 
TTlcomo unidad de masa la masa atraída, resulta que F = G—^. 
r2La fuerza gravitatoria, también llamada intensidad de campo gravitatorio, es una magnitud vectorial con dirección rpp., siendo sus componentes:

X = — Feos a =
Gm x* - x ~ x* - x
—5------------ = —Gm-------=—,rp Z y

Y = —F eos (3 =

Z = —Feos 7 =
Gm y* - y 
r2 r

Gm z* — z 
r2 r

z — z 
= -Gm—donde a,(3, y son los cosenos directores del vector F. Es decir,F = (X,y,Z) = -G^u,

con u = rpp*llrpp* II2

Figura 2.1: Componentes de la fuerza gravitatoria.
Sea una partícula de masa m en un punto del espacio, O, en el cual considera­mos centrado un sistema de referencia cartesiano OXYZ. Esta partícula ejercerá una fuerza de atracción sobre cualquier otra, situada en un punto P, de masa unidad: _F = —G—u,

r2
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Figura 2.2: Trabajo necesario para desplazar la unidad de masa de P a P*.

donde u representa el vector unitario con dirección radial y dirigido hacia el punto P. El trabajo necesario para desplazar la unidad de masa del punto P al P*, separado del primero por un elemento diferencial de longitud di, vendrá dado por el producto escalar, ver figura 2.2:
dW = F • di = -G—u • di = ~G— eos 9 di =----- x-dr. rj* ¿

Denotando dV — dW e integrando, se obtiene que V = G----- b G, siendo 
r

C una constante de integración. Si consideramos que, además, V se anula en el infinito, entonces C debe ser nulo.
Definición 2.1. Se define el potencial gravitatorio como la función escalar

V = G—. 
rEntre las ventajas de considerar V en lugar de F, podemos destacar:■ El campo newtoniano gravitatorio producido por un foco activo es el campo de gradientes del potencial gravitatorio.Es fácil ver, por derivación directa, quedV dF dV

v dx ’ dy ’ dz ’Así pues, en todo punto exterior a la masa creadora del campo, la fuerza de atracción puede ser sustituida por la función potencial.
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■ La suma vectorial de los campos newtonianos gravitatorios se 
corresponde con la suma escalar de los potenciales (Principio de Superposición).Consideremos un sistema de N partículas {Pj}!^, de masas yun punto P del espacio, distinto a los puntos en los que están situados las partículas del sistema y al que asignamos masa unidad. Cada partícula P, generará un campo:

F¡ = -G^u¡, 
ricon u¿ = rp‘P , = d(Pi,P). Sumando las N fuerzas que actúan en PllrPiP||2tendremos que, en dicho punto, la intensidad del campo gravitatorio creado por el total de los focos activos es, por la linealidad del operador gradiente:

N N N

F = E Fi=E ~G^ = E v<v<) =Í=1 1=1 * Í=1m Acon V = £ G— = V Vi.‘=1 ri í=i■ Dada una dirección arbitraria, representada por el vector unitario e, la derivada direccional de V en un punto P es:
DeV(P) = W • e = F • e,es decir, la proyección del vector F sobre la dirección dada e. Así pues, la máxima variación se produce en la dirección radial que une la partícula atrayente con la atraída.Supongamos, ahora, que estamos ante una distribución continua de masas, d, de densidad p. En los problemas relacionados con la ley de gravitación universal, 

p no puede tomar valores negativos, en contraposición a la ley de Coulomb o 
ley de interacción electrostática:F = k^, r2 siendo q^, q? las cargas de dos puntos y n la constante de Coulomb o constante dieléctrica, donde la densidad, ya no de masa sino de carga, puede tomar valores de distinto signo.Sea P(x, y, z) € R3 — d. Para determinar el potencial que genera d en P, ver figura 2.3,
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Figura 2.3: Potencial generado por un cuerpo sólido.
dividimos el cuerpo en elementos de volumen {Av,}^^ y suponemos que la acción de cada elemento de volumen es equivalente a la acción de una partícula 
Pi(x*,y*,z*) que se encuentra dentro de este elemento y en el que concentramos toda su masa Am,. El potencial que genera Au; en P será:

y. = G^± =

* n n ’y las componentes de la fuerza generada por Av, vendrán dadas por:AX¿ = _G^^{x-x*\ AK = -G^^(y-y^, = -G^^z-z^).
"i "i riPor el principio de superposición, el potencial generado por todos estos ele­mentos de volumen será:

N

i=ly para las componentes de la fuerza que actúa en el punto P tenemos las siguientes
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expresiones:
i=l *△r = -G¿^to-rf), i=l »

^Z =-G^^P^ ~ 

i=1 'Integrando en todo el volumen d, se obtienen las expresiones correspondientesal caso continuo:
V(P) = Gjfj2^dvp., (2.1)t?que denominamos potencial de volumen, potencial newtoniano o potencial 

gravitatorio en el punto P y el campo gravitatorio: 
(x - £,y -r],z - Qdvp., (2-2)

0siendo P*(£, E d, dvp> = d^dr]d^ el elemento de volumen y rpp* = d(P*,P) la distancia de P a cada punto P* € d. Veremos posteriormente que es posible derivar bajo el signo integral de modo que, al igual que en caso discreto, sigue verificándose que W = F.

2.2. Convergencia, continuidad y derivabilidad del 
potencial y campo gravitatorio.

Para el estudio de la convergencia consideremos d C R3 con una distribución continua de masas y la función escalar:
V : R3 —♦ R

Po —> V(P0) = gJJJ ^-dvp. 0 °Análogamente, consideremos el campo vectorial:
F : R3 —♦ R3Po —• F(Po)-(X,y,Z) = -Gyyy'^P(xo-€,?/o-77^o-CW, 
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donde G es la constante de gravitación universal, P = P(£, 77, £) € i? y p = p(P) la densidad del cuerpo en cada punto y que suponemos acotada e integrable en 
d. Tanto el potencial como el campo de intensidades gravitatorias están bien definidos en todo el espacio.Si Pq t?, los integrandos son productos de dos funciones; una integrable y acotada, p, y otra continua que es el inverso de la distancia. Así pues, las integrales anteriores estarán bien definidas.Análogamente, si tenemos en cuenta el potencial gravitatorio y las compo­nentes de la fuerza gravitatoria en un punto Pq € d, las integrales anteriores son impropias y convergen con la hipótesis de que p sea una función acotada e integrable.Efectivamente, si existe una constante C de modo que |p(P) | < C para cada 
P € ú, tenemos que:

■ Para el potencial, ~ con a = 1 < 3 y, por el corolario 1.1, estará definido en un punto interior de la distribución de masas.r i ■ |p| l« ~ «o| C■ Para las componentes de la fuerza de atracción, —y  < —, con X y->----------- rpCX
n E {x,y, z}, a = 2 < 3 y \k - kq| < r. En este caso tenemos garantizada, también por el corolario 1.1, la convergencia de las integrales.

Así pues, las definiciones del potencial y campo gravitatorio mantienen su sentido en los puntos interiores a íy expresarán la acción que ejercería el campo sobre una partícula de masa unidad colocada en una minúscula cavidad practi­cada en i?.Para estudiar la continuidad del potencial y de la fuerza gravitatoria sigamos suponiendo que p = p(P) es una función acotada e integrable en el cuerpo d.

Teorema 2.1. Sea i? C R3 con una distribución continua de masas y supongamos 
que su densidad p = p(P) es una función acotada e integrable en d. Entonces la 
función potencial y el campo gravitatorio, dados por (2.1) y (2.2) respectivamente, 
son continuas en R3.Demostración. Para un punto Po d, la distancia inversa l/rpp0 es continua en sus dos argumentos y, por el teorema 1.12, las funciones integrales del enunciado serán continuas en esos puntos. Para los puntos de i), por el teorema 1.18, tenemos que demostrar que convergen uniformemente para cada Po G ó, siendo, en este caso, F(P, Po) = l/rpp0 y 
f(P) = p(P). Fijemos e > 0 y elijamos ó(e) = , siendo C una cota superiorde la densidad acotada. Sea P* un punto cualquiera con d(Po,P*) < 5(e) y una región que contiene, en su interior, al punto Po de diámetro diam(iA) < 6(e). Podemos considerar la esfera S(Po,á) = Ss(Po) de centro Po y radio 5 de modo que C Ss^Pof 
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Al ser |p(P)| < C para cada P G d:
iwr)l - ^r\ < gl/J < Gc/jj

Ahora bien, como d(P0,P*) < 6(e), es P* G Ss(P0) Q S2s(P*) y teniendo en cuenta que la inversa de la distancia es una función no negativa:
ííí —dvP < f[í —^—dvp < ííí —dvP.

Jj] rPp* J J J rPP. J J J rpp»
Ss(Po) S2S(P*)Para resolver la última integral pasamos al sistema de coordenadas esféricas con centro en P*:

S26^P">

dX 2 se 
rdr = ^ = ^^GC = GC'

Finalmente, llegamos a:
\W)\<GC/U -L-^GC^-,.

«6 S26(P*)Análogamente, si tenemos en cuenta que \x—x* | < \/(x — x*)2 + (y — y*)2 + (z — z*)2 = 
rpp-, y tomamos b(e) = , entonces:

ottGC

s GCIIJ^sacffJíí¿-'<’GCS-‘ 

«5 S2á(P«)llegándose a la misma acotación con las otras dos componentes de la fuerza. ■La convergencia de las integrales V, X, Y, Z se ha demostrado bajo las hipótesis de que la densidad está acotada, |p| < C. Así pues, estas integrales son continuas incluso en los puntos de discontinuidad de p.Acabamos de ver que tanto el potencial gravitatorio como las componentes de la fuerza gravitatoria están definidas en todo el espacio y que, además, son continuas. Es natural preguntarse ahora por la derivabilidad de estas funciones.Sea d C R3 con una distribución continua de masas. Supongamos que la función densidad, p = p(P), es una función acotada e integrable en d. Si fuese lícita la derivación bajo el signo integral, sería W = F = (X, Y, Z), es decir, el campo de fuerzas gravitatorias sería el gradiente del potencial gravitatorio.
Teorema 2.2. Sea d C R3 con una distribución continua de masas y densidad 
p = p^P') acotada e integrable en d. Entonces AV(Pq) = F(Pq) para cada Pq G R3.
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Demostración. Para un punto Po(xo, yo, 20) £ 1?, la función:£0 - £ _ zp - £ _ d f 1 ) 1
rpp0 [(®o - C)2 + (j/o - r?)2 + (20 - <)2]^ rpp0 p°’con P(í, 77, C) € 1? es continua respecto a ambos argumentos. Por el teorema 1.13, podremos escribir:

tí tí

-y razonando exactamente igual con las otras dos componentes de la fuerza gravitatoria se tiene que:
Y^

Z^

a „ /-/y ,p. 1 , av
ñ~G PÍP)------ dvp = ‘S~> dy JJJ---------rpp0 dy

tí tí

0Análogamente, para todo punto Po(®o, yo, Zo) d se sigue verificando que las derivadas parciales de mayor orden de la función l/rpp0 son continuas, pudiendo, por tanto, derivar bajo el signo integral. De aquí deduciremos después que el potencial gravitatorio verifica la ecuación de Laplace fuera de las masas atrayentes.Si consideramos el caso en el que Po(xo, yo, zo) £ 1?, también es lícito derivar bajo el signo integral. Sin pérdida de generalidad, veamos que dV¡dx = X. Para ello, basta ver que para cada e > 0, existe un 6 = 5(e) > 0 de manera que:y(xo + Aa:, yo,zo) - V(xo,yo,zo) 
Ax X(xo,yo,zo) < e,siempre que | A a:| < 5 = á(e).Sea S^Potó) = Sg(Po) la esfera centrada en Po con radio <5 > 0, que determinaremos después, y escribamos:

vm-Glll
ss(p0)

^ldvP + G [[[ ^dvp = Vi + V2, 
rPPo JJJ rPP0

X(P0) = -G í í í p(P)^^dvP -G ííí p(p)^-^dvP = Xi + X2, 
d J J rPP0 JJJ rPPa 



62 Capítulo 2. Teoría del potencial gravitatorio

donde tis = d — S¡(Po)- Denotando Pq = Po (xo + Ax, j/o,zo), tendremos que:
V(P¿) ~ V(Po) Vi(Po)-Vi(Po) ( WJ) - Wo) Ax Ax Axy, por las propiedades del valor absoluto, la desigualdad:|HS)_m)_x(P0)| < | _X2(Po)|+|Xi(Fo)|+| U(P.-H u(ft) |(2-3)Ahora bien: V2(Po) - V2(Po) Ax

y teniendo en cuenta el teorema 1.12:Um W)-W,)_G |(m fff i {_L_△x—o Ax &x->ojjj Axtrpp* rpp0 )

= G IIIa-o ¿ {¿7 - }dvp = GIII p^&dvp =
#6 #6 ya que Po Por definición de límite, debe existir ¿i > 0 de manera que siempre que | A x| < es: ^(Po) — P2(Po) X(P}<£-------- --------------- X2(P0) <

Como |p(P)| < C para cada P G •& y ~ - 1 Para {Po}, entonces:p(P)^-^dvP| <G ííí ^(P^^Advp <

PP° ssW) PP°Ss(Pp)

^IJJ
Sá(Po)

—Í1 -^—r2PPo sen (0)dBdXdr < GC T í [ sen ^dOdXdr = 
rpp0 rpp<l Jo Jo Jq

= ^GC5< |, si 5 < —-— =¿2.12ttGCPor otro lado:

Se(Po)

rpp0 - rPP- 
rpp’ ■ rPp0

SsW)

rpp0 - rPP* 
rpp¡ ■ rpp0

dvp.
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Figura 2.4: Triángulo formado por los puntos P, Po y Pq •

Si consideramos el triángulo formado por Po(xo, yo, ^o), Po (xo + ^x, yo, zo) y P(£, y, C) ,ver figura 2.4, se deduce, aplicando la desigualdad triangular, que rpp0 — rpp0, | < | A x|, por lo que:
PW//s6W)

|rPp0 - rpp*| |rpp* -rppol
Ss(P0)

1----------------\dvp'kppj tppoI
Teniendo en cuenta la desigualdad a • b < - (a2 + b2), para a, b € R, haciendo a = ------2 ' rPP¿

y b = ------ , tenemos que:
rpp0

H <GC ¡HK 1
_2 
rPPo

S^Po)Consideremos dos cambios de variable; el primero, <b(x, y, z) = (x T xo, y + yo,z + zo), con jacobiano = 1 y, el segundo, un cambio a esféricas. Resulta:
ÍÍÍ -^dvp = ííí -------- 1 -------^dydC, =

J JJ r2pp J JJ (x0 - O2 + (?/o - t?)2 + (20 - O2
SSW) Ss(Po)

p p p -« rA=27r pO=tv i

‘ L, L,
ss(0)Como 0 < Ax es arbitrariamente pequeño, P¿ está tan próximo de Po como queramos. Tomemos Pq e Ss^Po). De este modo, por la desigualdad triangular, S¿(Po) C S2ó(Pq ) y al ser el inverso de la distancia una función no negativa:

III
Sá(P0)

^-dvp - III ^dvp 

S26(P¿) °

= 8?r<5,
pp*
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E £y será H < QrGCó < -, si 5 < = á3-ó 1o7TGCFinalmente, la desigualdad (2.3) será menor que e si tomamos <5 = mín{5i,¿2,<53}- Hemos demostrado que dV/dx = X no habiendo demostración especial para dV/dy = Y, dV/dz = Z. Llegamos así a que también para el potencial de volumen se verifica que F(P) = (X, Y, Z) = W(P) para cada P G R3. ■En los puntos de la frontera de ú, en los que la densidad es discontinua por ser p|^c = 0, queda también garantizada la derivabilidad del potencial gravitatorio, ya que en la demostración del resultado anterior sólo se exige que el potencial sea una función acotada e integrable. Además, si tenemos en cuenta el teorema 2.1, no sólo existen las derivadas parciales de primer orden sino que, además, éstas son continuas.La existencia y continuidad de las derivadas de primer orden del potencial gra­vitatorio nos plantea la posibilidad de la existencia y continuidad de las derivadas de mayor orden.Si consideramos ti C R3 con una distribución continua de masas de densidad 
p = p(P) y fijamos Pq(x, y,z) G ú entonces, la integral impropia:

ti ti con P(£, y, Q G d no converge. Supuesto que la densidad del cuerpo está acotada con cota C, la mayorante para el integrando tiene la forma C/r3 que, según el teorema 1.14, diverge. Así pues, no podemos garantizar la convergencia de estas integrales en el interior de ú. A continuación estudiaremos los puntos en los que podemos determinar las derivadas segundas de V bajo la hipótesis de que p tiene derivada continua en un entorno del punto considerado.
Teorema 2.3. Sea ú C R3 con una distribución continua de masas de densidad 
p = p(P). Para un punto Pq G R3 — dd supongamos que existe un entorno de Pq, E(Fq), de modo que p G C1(£'(Po)1R+)- Entonces:

d2V d2V d2V
= Mí™ + + = -47rG^P°)’

Demostración. Para un punto Po(x, y, z) G Int^), sea E^Po) el entorno de Po donde tenemos asegurado, por hipótesis, que p G C1(P(Po),R+). Consideremos 6 > 0 de modo que Sg^Po) C E(Pq). Podemos escribir:V(Po) = G ~dvp + GHj 7~dvp = G + V2(Po^ ’

s6(P0) ° ¿s 0siendo = ú — Ss^Po)- Como Po £ ti s, el integrando de V2 será dos veces derivable con continuidad respecto de los argumentos de Po pudiendo calcular, por el teorema 1.13,
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la segunda derivada bajo el signo integral:a2V2(Po) 
dx2 dvp.

'o
(2-4)

Por otro lado, si aplicamos el teorema 2.2 a la región Ss^Po), podemos calcular la primera derivada de Vi bajo el signo integral y:
í[í„lp}^)dvF.

dx J J J dx\rpp0J
Ss(Po) Ss(Po)ya que, al ser rpp0 

S^P0)-.
- V(x~ O2 + (?/ -??)2 + (z “ O2 con Po(x,y,z), P^,y,0 G

dx \ rPPo / d£\ rpp0 /Teniendo en cuenta la relación:
d£\rpp0J dt, rpp0 d^ L rpPtPpodemos transformar esta última integral usando, para ello, la fórmula de Ostrogradski:

= ~ // P(P) eos (a)d0p+ ííí %P)-!-dvp, (2.5)
dx JJ rPp0 JJJ dt, rpp0

9Sá(P0) SÓ(PO)donde dSs(Po) es la capa esférica de centro Po y radio ó y a el coseno director entre la normal exterior a dS^P,) y el eje X.El vector rpop es paralelo al vector normal, np, a la esfera Ss(Po) en el punto P(P y, 0 6 
dSs(Po), de manera que, si {ei, e2,63} son vectores unitarios en la dirección de los ejes 
X, Y, Z respectivamente, entonces:

£ - x0 = rPop • ei = rpp0 eos (a),
y - yo = rpoP • e2 = rPPo eos (£),C - zo = rPop • e3 = rPp0 eos (7),siendo a,/3,7 los cosenos directores de la normal exterior en cada punto. Elevando al cuadrado las tres expresiones anteriores y sumando se obtiene, además, que eos2 (a) + eos2 (/3) + eos2 (7) = 1.El integrando del primer sumando de (2.5) tiene derivadas parciales continuas de primer orden en dSs(Po) respecto de los argumentos de Po- Por el teorema 1.13, podemos derivar bajo el signo integral:

P^P^cos^dap^ íí p{P)^
dx JJ rpp0 JJ dx

dSs(Po) dSs(Po)

eos (afdap.
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Figura 2.5: Cosenos directores de la normal en un punto de la esfera.
Análogamente, por ser p & C1(5á(Po),R+), se verifica que dp/df, es continua en esta región compacta siendo, por tanto, acotada e integrable. Por el teorema 2.2, podemos derivar bajo el signo integral en el segundo término de (2.5), quedando:

dS6(P0) ««(Po)
<P>¿(¿;K <M>

Si C* es una cota superior de dp/df, en el compacto S¿(Po) y observamos que |xo — < 
rpp0 para P(C,^>C) € Si(Po), entonces:

xo - £ 
r3 rPP<¡

dvp =

dvP < C7/R
Ss(Po)Ss(P0)

dvp = 4ttC*S. (2-7)
Por otro lado, si aplicamos el teorema del valor medio a la integral de superficie en (2.6), entonces:

dS^Po)

eos (a)dap = - //
dS¿(Po) '

XO - £„3 
rPPo

eos {a)dap =

=- IJ
dSsW)

eos2 (a) 
rPPo

dap =
dSs(P0)

eos2 (a) 
rPPo

dap,
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donde p* es el valor de la densidad en cierto punto de dSs(Po)- Por simetría esférica,eos2 (a) , —¿—^dap 
rpp0 dSs(Po)

C-^ldaP 

rPP0 dSs(P0)

eos2(7)■72
' PPo

dap,
asó(p0)donde a, ¡3,7 son los cosenos directores de la normal exterior a la capa esférica dSg(Po) en un punto P^rpC) € dSs(Po)- Denotando I = {a,/3,7}, será:eos2(a)Z2 

rPP0
asá(P0)

3II
dSs(P0)

lll
dS^Po)dSs(Po)

eos2 (a) + eos2 (/3) + eos2 (7) , --------------- t-------------------derp

por lo que:
- íí p(p^(7^™(a)dap = ~^3~-J J ox\ rPPo / A
dS^Po)

(2.8)
De este modo, considerando el paso al límite cuando á tiende a cero en (2.6), teniendo en cuenta la acotación (2.7), la expresión (2.8) y la continuidad de p, se obtiene que:^r(Po) =

=&.[- I^¿(Pq) 4tt -j/W
£(—) cos (a)dcrp + ///!-(—)Í(P)M = 
dx\rppj v ’ JJJ dx\rPp0J 3^ J

Ss(P0)

La igualdad d2V/dx2(P0) = G ^Vi/dx2^) + d2V2/dx2{P0)) es válida para cada 
6 > 0, siendo, además, el primer miembro independiente de 8. Teniendo en cuenta (2.4):

d2V|¿(Po) 
oxz G dx2 + dx2

La existencia de d2V/dx2, la integral impropia: deducida antes, nos asegura la convergencia condicional de
lll^&&dvp,

ya que las regiones consideradas que tienden al punto Po son esferas. El cambio de la forma de estas regiones podría, en general, darnos un valor distinto e, incluso, no con­verger. Al valor que se obtiene mediante el paso al límite considerando regiones esféricas
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que aíslan el punto de singularidad se le conoce con el nombre de valor principal de la integral y se denota:
¿6 0De este modo:

J J J ox \ rPp0 / 3y de aquí se deduce que las derivadas segundas del potencial no se pueden determinar mediante la derivación formal bajo el signo integral.
d2V d2VRazonando igual con -x-x-, y sustituyendo los valores de las derivadas en la ex- 
dy2 dz2presión del operador de Laplace:AV(P„) - + += Gyyyp(P)A(^-)dvp-47rp(P0).

T?Si tenemos en cuenta que el inverso de la distancia, \/rpp0, es una función armónica respecto de los argumentos de Po para P Po, entonces AV(Po) = —4ttGp(Po).Para un punto Po d, la función l/rpp0 tiene derivadas continuas de cualquier orden para P € d. El teorema 1.13 nos permite considerar la derivada segunda bajo el signo integral y escribir:
ñ2V í C f d2 / 1 \-x-x(Po) = G (------  ]dvP, para uje{x,y,z}.
M JJJ ou2 \rpp0J

■oSi sumamos las tres igualdades anteriores y tenemos en cuenta la linealidad de la inte­gral, entonces: AV(Po) = G ja p(P) A dvp = 0.
Como la densidad se anula en los puntos que están fuera de las masas atrayentes, la tesis del teorema es también cierta para los puntos exteriores a la región ú. ■El análisis efectuado más arriba no se aplica a los puntos de la frontera donde, por regla general, tiene lugar una discontinuidad de la densidad.Para demostrar que el potencial gravitatorio satisface la ecuación de Poisson se ha asumido que la densidad p = p(x, y, z) es diferenciable en un entorno del punto donde se está justificando la veracidad de dicha ecuación. De este modo, si 
p = p(x, y, z) se anula fuera de cierta esfera y tiene derivadas primeras continuas en un entorno de un punto Pq^O; yo, ^o)> entonces en un entorno de dicho punto el potencial gravitatorio, de densidad p, satisface la ecuación de Poisson.
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2.3. Fórmulas integrales y potencial gravitatorio

La interpretación de la fórmula de Ostrogradski cuando el campo vectorial considerado es el gravitatorio, no es tan intuitiva como en el caso de la velocidad de un fluido incompresible, aunque la comparación entre ambos puede ayudar a su entendimiento.Si tenemos en cuenta que para un punto Pq G d es div(F")(P) = A^P) = —4ttGp y sustituimos en la fórmula de Ostrogradski, entonces:
-4ttG yyy p^dvp=yy Fn(P)daP,

1? s

siendo d la distribución de masas considerada y dd = S su frontera y la integral del segundo miembro el flujo de la fuerza gravitatoria. Despejando —4nG del primer miembro de la igualdad anterior:
m=yyy p^p=-^U fj^p, (2.9)

donde M es la masa del cuerpo. Por tanto, en el caso que d fuese la Tierra y F el campo de fuerzas gravitatorias, sería posible determinar la masa de la Tierra a partir de medidas gravimétricas sobre su superficie topográfica, sin ser necesario el conocimiento detallado de la densidad en su interior2.

2La masa terrestre se estima en 5,976 X 1027 gramos, siendo la densidad media de p = 5,5
gr/cm3.

Supongamos ahora que d* es una región del espacio exterior a la masa activa, es decir, a la distribución generadora de campo, d. Sea S* = dd* su frontera. Podremos aplicar el teorema de Ostrogradski a esta región, por ejemplo una esfera de centro un punto exterior a d, siendo: 
yFnd&p = s» 0*

△Vdvp = 0,
0»ya que el potencial gravitatorio verifica la ecuación de Laplace en d.Por tanto, el flujo del campo gravitatorio a través de toda superficie cerrada, que verifique las hipótesis del teorema de Ostrogradski y que no contenga a las masas activas, es siempre nulo.
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2.4. Comportamiento del potencial gravitatorio en 
el infinito

Sea ó C R3 con una distribución continua de masas generadora de un campo gravitatorio y consideremos un sistema de referencia con origen, O, en el centro de masas del cuerpo. Demostraremos quelím V(P0) = 0,
rop0—»+oo

siendo V el potencial gravitatorio generado por t?.Teorema 2.4. Sea i? C R3 acotada con una distribución continua de masas de 
densidad, p, una función integrable en ú. Si consideramos la función potencial 
gravitatorio:

V : R3
Po

—► R
donde rpp0 es la distancia de Pq a un punto P € A, entonces:lím rOPo ■ V(P0) =G ííí^dvp.

top0-+oo 0 v ' JJJ rPPo
0

Demostración. Si para un punto Po € R3 multiplicamos el valor del potencial en dicho punto por la distancia del mismo al origen, entonces:ron, ■ vm = G fff

* rop0Si tenemos en cuenta, para P € ó, el triángulo ¿SPOPq y consideramos R > 0 lo suficientemente grande de manera que tí C Sr(O), entonces, 0 < rop0 ~ rPP<J < 
rop < R. Al ser ropa divergente al infinito, podemos suponer que rop0 > R y hacer la acotación:

rpp0 — rpp0 < rop < R
rop0 — rop0 — rop0que nos permitirá considerar la siguiente serie geométrica:

roPo
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Por tanto,
rOPo • V(Po)

0

dvp

GIII P^dvpi? +Gllbm^tí
dvp,

y, tomando límites:lím rop0-y{Po) = TOP0~,+°O

GlH p(P)dvp + lím^ G III P^'i? 19 dvp

dvp
0

G III P^dVp'19

2.5. Flujo del campo gravitatorio

2.5.1. Revisión del concepto de ángulo sólidoDada una superficie abierta, E, limitada por un contorno T, se va a definir el ángulo sólido, Q, desde un punto O y abarcado por dicha superficie, como una magnitud indicadora de la abertura en todas direcciones que tiene en el vértice 
O el cono cuya intersección con S es el contorno T, ver figura 2.6.Para establecer la medida de un determinado ángulo sólido consideremos, en primer lugar, un elemento de superficie, da, de contorno r y situada a una distancia r de O, siendo r la distancia del vértice a un punto P del elemento de superficie. Sean n y u las direcciones de la normal al elemento da y del vector radial rop, ambos unitarios. Si consideremos el cono que se obtiene al unir el punto O con cada punto de T, entonces el ángulo sólido bajo el cual se observa el elemento de superficie desde el punto O se define por medio del producto escalar:1 cosdu = -xu • n = ---- x—da,

donde <p = Z(np,rop) es el ángulo que determinan la normal exterior a da en 
P y el radio vector rop Esto nos lleva a la siguiente definición:
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Figura 2.6: Ángulo sólido fl abarcado por una superficie abierta £ limitada por un contorno r.
Definición 2.2. Dada una superficie finita X y un punto O, que llamaremos 
vértice, se define el ángulo sólido abarcado por dicha superficie desde el punto 
O como:

Ü=ÍÍ^P, 
J J rOPs

siendo p = Z(np, rop) el ángulo que determinan la normal exterior a X en P y 
el radio vector rop, para P 6 X.Esta definición implicará que, para una superficie X, el ángulo sólido será mayor cuando el contorno r de la superficie se coloque lo más perpendicular posible a la dirección radial.Al ángulo sólido se le asigna un signo en función del sentido de recorrido de la curva r. Así pues, diremos que el ángulo sólido es positivo cuando el vector normal a la superficie y el sentido de recorrido de la curva están relacionados por la regla de la mano derecha, siendo negativo en caso contrario. La regla de la mano derecha implica que, visto F desde el punto O, si esta curva se recorre en sentido de las agujas del reloj, entonces el ángulo Q es positivo cuando se calcula la normal exterior a X.La unidad de medida de la magnitud ángulo sólido es el estereorradián, defi­nido como sigue.
Definición 2.3. Se define el estereorradián, denotado por strad, como el án­
gulo sólido que, con su vértice en el centro de una esfera de radio R, determina 
sobre la superficie de ésta un área igual a la de un cuadrado de lado R.Según la definición anterior, si X es una superficie cerrada y el punto O es exterior a ella, el ángulo sólido tendrá valor nulo. Al contrario, si O es interior al
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volumen limitado por E, entonces el ángulo sólido alcanza su valor máximo. Con­siderando la definición de estereorradián, este valor máximo se obtiene dividiendo la superficie de una esfera entre el cuadrado del radio:
f^máx

47t/?2ñ2 = 4tt strad.

Es más, si suponemos que la superficie dada, E, es una superficie de Liapunov y denotamos por d el volumen contenido en su interior, entonces, aplicando la tercera fórmula de Green a la función u = 1 se obtiene que:
r r / \ f 0 si Po dQ(F0) = íí c°s ^dvP = 2tt si Po G EE rpp° , 4tt si Pq G Int(tJ)

para cada punto Pq G R3.
2.5.2. Flujo del campo gravitatorio generado por distintas 

distribuciones de masaSea F = (X, Y, Z) el campo gravitatorio generado por una partícula de masa 
m situada en un punto O del espacio. Calculemos, en primer lugar, el flujo del campo que genera esta masa puntual a través de un determinado elemento de superficie da. Si P es un punto de este elemento de superficie y nP la normal exterior a da en P, entonces la fuerza de atracción en P, considerando en él una masa unidad, viene dado por:

rn
W = -G^roP,

' OPsiendo rOp el radio vector con origen en O y extremo P. El flujo que atraviesa el elemento de superficie se define como:
TTl TYl

dd) = F • npda = — G——rop • nPd<r = — G—^— eos
rOP rOPdonde ip es el ángulo determinado por el radio vector rop y la normal exterior, np, n da en P. El signo menos puede interpretarse como que el flujo es entrante en la superficie.Si tenemos en cuenta la definición de ángulo sólido que determina el contorno T de la superficie da desde O, entonces:dn _

rOP
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Figura 2.7: Flujo que atraviesa una superficie cerrada S si la masa está en su interior.
E

Figura 2.8: Flujo que atraviesa una superficie cerrada E si la masa está en su exterior.
y será d<f> = —Gmdíl. Considerando ahora una superficie S acotada, el flujo del campo generado por una masa m situada en un punto O y que atraviesa dicha superficie es: 0 = — GmjdQ = — GmQ, s (2-10)
de modo que el valor de este flujo, para una masa dada, depende sólo del ángulo sólido desde el punto donde se encuentre la masa y con el que se abarca la superficie considerada. Vemos, pues, que desde un punto de vista matemático, los conceptos de ángulo sólido y flujo del campo vectorial gravitatorio están íntimamente relacionados.Si la masa activa se encuentra dentro de la superficie en la que pretendemos determinar el flujo, que suponemos cerrada, al ser Q = Qra¿x — 4?r strad, tendre­mos que el flujo total entrante a través de ella será, ver figura 2.7, 0 = — A^Gm.Por el contrario, supongamos que la la masa m es exterior a E. Intersecando E con un plano II, obtenemos que E = Si |J S2 U con F = S QII. Si tomamos para las dos superficies el vector normal exterior, fijamos el sentido de recorrido de la curva S y tenemos en cuenta el signo del ángulo sólido para cada una, tendremos que </> = </>i +<^2 = —GmQ. + GmCl = 0. Se concluye, pues, que el flujo que entra por la superficie Si sale por S2.Si en lugar de una masa aislada consideramos un sistema con N partículas de masas por el principio de superposición, el flujo del campo generado
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por estas masas que atraviesa una superficie S vendrá dado por:

es decir, la aditividad es extensible al concepto de flujo de un campo de fuerzas gravitatorias. De este modo, por ejemplo, si S es una superficie cerrada en cuyo interior se encuentran las N partículas, el flujo a través de S será :
N N / N

O = <¡>i = —47rGm¿ = —4ttG í y^ mi1=1 i=l \í=lAnálogamente, si la superficie es cerrada pero ni en su interior ni sobre ella encontramos ninguna masa activa, entonces el flujo que atraviesa dicha superficie será nulo.Por último, sea d C ]R3, con una distribución continua de masas de densidad 
p y F el campo de intensidades gravitatorias generado por dicho cuerpo.Sea S una superficie cerrada en cuyo interior se encuentra el volumen d y el volumen dentro de S. Teniendo en cuenta que d C y que:ATZ/D\ í -^Gp(Po) si Po e d^(F)(P0) = Am) = ( o si Fo^
será, por el teorema de Ostrogradski:
m div(F)dvp = yyy -^gp^po^vp=

ti

—4ttG p(Po)dvp = —4ttGM,<9
(2-11)donde M es la masa de d. Así pues, el flujo que atraviesa la superficie cerrada 

S es = —4ttGM, coincidiendo, así, con el caso de una distribución discreta de partículas.Asimismo, si la superficie cerrada S no tiene en su interior ningún punto de d, entonces: yFndaP = 
s

AVdvp = 0,
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ya que V es armónica fuera de las masas atrayentes. Queda así demostrado que el flujo que atraviesa toda superficie de Liapunov cerrada y que no contenga masas activas es siempre nulo.



Capítulo 3

Casos particulares de 
distribuciones de masas 
activas

Si u es una función armónica en una determinada región i? C R3 y Fo e R3, entonces, por la segunda fórmula de Green: 
u(Po) =

i rr i du 4% JJ rPPo dn on rpp0

es decir, una función armónica en una región está determinada por los valores de dicha función y su derivada normal en la frontera de ésta.Esto justifica el hecho de estudiar el potencial generado por masas activas que están distribuidas según una superficie S cerrada, de espesor nulo y densidad superficial k, = k(P), ya que toda función armónica va a poder expresarse por medio de integrales que son potenciales de superficie.Si las masas están distribuidas en cierta capa de espesor h alrededor de una superficie S y estudiamos el campo generado a grandes distancias, h/r 1, entonces podemos despreciar este espesor. Por todo esto, en el presente capítulo se presentarán las distribuciones superficiales y se estudiarán sus propiedades de convergencia, continuidad y diferenciabilidad. Además, intentaremos resolver el problema directo de la teoría del potencial gravitatorio: la obtención de dicho potencial a partir de las masas generadoras. El problema inverso, consistente en determinar la distribución de masas a partir del potencial, no tiene solución única, como comprobaremos en la próxima sección al estudiar el campo generado por una distribución esférica radial. 77
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3.1. Potencial de capa simple

Definición 3.1. Sea S una superficie cerrada de espesor nulo y P G S. Se define 
la densidad superficial, k = en el punto P de la superficie X al límite: 
siendo dm el elemento de masa que se halla en un cierto elemento de superficie 
da que contenga al punto P.En correspondencia con la expresión (2.1), y por un razonamiento similar, el potencial en un punto Po S, tanto si Po pertenece al volumen exterior o interior a dicha superficie, viene dado por:

V(Pq)=G [[ ^daP, (3.1)
J J rPPn
Sdonde rpp0 — d(P, Pq) es la distancia entre los puntos P y Pq. La expresión anterior, llamada potencial de capa simple, será convergente si suponemos que la densidad superficial está acotada y es integrable sobre la superficie.

3.1.1. Convergencia y continuidad del potencial de capa 
simpleSupongamos que la superficie considerada, S, es una superficie de Liapunov y que la densidad superficial está acotada y es integrable sobre esta superficie. Para un punto Pq £ S, la integral paramétrica (3.1) estará bien definida por ser 

n(P) integrable y el inverso de la distancia continuo en S.De igual modo, estas expresiones integrales son impropias convergentes en los puntos de la superficie, de manera que la función potencial de capa simple estará definida en todo el espacio R3.
Teorema 3.1. Sea S una superficie de Liapunov y k = n^P) una función acotada 
e integrable en S. Entonces, para cada Pq G S, la integral impropia:

V(P0) = G íí ^daP
JJ rPP0 
s

es convergente.Demostración. Sea Po G E y consideremos un sistema de referencia cartesiano, con centro en Po y eje Z en dirección a la normal a E en el punto Po- De este modo, el
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Figura 3.1: Sistema de referencia considerado sobre un punto de una capa superficial E.
plano XY será coincidente con el tangente a la superficie en Po, ver figura 3.1. Por la segunda condición de superficie de Liapunov, debe existir po > 0 de modo que E pueda representarse explícitamente como z = para (x,y) € Dpo = {(x,y) € R2 : p =x/z2 + y2 < po} C R2-Designemos por EPo = {(x, y, z) € R3 : (x, y) € Spo,z = f(x,y)}, un entorno de Liapunov de Po. De la existencia de la normal en cada punto de una superficie de Liapunov se sigue la derivabilidad de la función /(x, y), siendo los cosenos directores de la normal exterior:(a) = , eos (/3) = , eos (7) = * ,yr+TI+TF Vl + ^ + fy V^ + n + fy

. ■ . atar df f df donde hemos denotado L, = — y = —. dx dySegún el sistema de coordenadas elegido, es fx(Po) = fy(Po) = 0, de manera que si eos («o), eos (/3o), eos (70) son los cosenos directores de la normal a E en Po, entonces eos (ao) = eos (/3o) = 0.Al ser 7 = Z(np01 np) el ángulo que determinan las normales en los puntos P y Po, se tiene que sen (7) < 7 < Arpp0, con 0 < 8 < 1, pudiendo tomar po lo suficientemente pequeño para que se verifique la acotación:- < — ----  = | eos (7) | < 1.
2 V'+ft+fy

(3-2)
Sea Ep0 entorno Liapunov para este po y escribamos:

V(P0) =GIJ +G // = V1 + V2'
EP0 E~EPo

Como Po E - EPo, la función l/rpp0 será continua sobre los puntos de la superficie y, al ser k = k(P) una función integrable por hipótesis, V2 estará definido. Bastará, pues, demostrar la convergencia de la integral Vi.
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Si consideramos el cambio a polares en Vi, entonces:Vi = gÍ[^p = g[p° í 
JJ rpp0 Jo JoEp0

«(P) P 
rPp0 eos (7) dOdp,

siendo (p, 0) las coordenadas polares en el plano XY.Sea C una cota para la densidad superficial. Teniendo en cuenta la acotación (3.2) y que p < rpp0, llegamos a:
rpo „ epo rVi < 2GC / / -^—d6dp < 2GC _02*d0dp = ^GCp0,

Jo Jo rPPo Jo Jes decir, la integral impropia Vi está mayorada por una integral convergente y será, por tanto, convergente. ■Al igual que ocurre con los potenciales de volumen, el potencial de capa simple también va a ser continuo en cada punto del espacio.
Teorema 3.2. Sea E una superficie de Liapunov y k = k(P) una función acotada 
e integrable sobre S. La función:V : R3 —> RPo —> V(F0) = G /[^daP 

JJ Pppo
S

es una función continua en todo R3.Demostración. Si Po E, basta aplicar el teorema 1.12. Supongamos, pues, que Po € E. En este caso, la función está definida por una integral impropia cuyo integrando posee una singularidad en el punto P = Po. Por el teorema 1.18, comprobaremos la convergencia uniforme en dicho punto.Sea £ > 0 y consideremos un sistema de coordenadas con origen en el punto Po y eje Z el determinado por la normal exterior a E en el punto Po. Al ser E una superficie de Liapunov, existe po > 0 de modo que podemos representar la superficie localmente y de manera explícita como z = f(x, y), para cada (x, y) € Dpo = {(a;, y) € R2 : y/x2 +y2 < po}- Consideremos, además, que po es lo suficientemente pequeño como para que se de la acotación (3.2), 1/2 < | eos (7)! < 1, siendo 7 el ángulo que determina la normal np a E, en un punto P, con el eje Z. Si ó = mín{po;e/^GC}, denotemos por Ei = EQ S^Po) la intersección de S con la esfera de centro Pq y radio 5, y E2 = E — Ei. Podemos escribir: V(P0) = G íí '^-dap + G íí ^-dap = Vi + V2.
JJ rPPo JJ rPP0SiSea P(a:, y, z) e S¿(Po) = {P e R3 : d(P, Po) < un punto de la esfera de centro Po y radio 5 y Et la proyección de Ei sobre el plano XY, ver figura 3.2.
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Figura 3.2: Proyección normal de Si sobre el plano XY.

Si P = P (a?, y, 0) es la proyección del punto P sobre este plano, denotemos por Dqí^P ) el círculo de radio 2<5 y centro P contenido en el plano tangente a S en Po- Para un punto Q € Si, tendremos que Q = (Q , f(Q )) € Si y, por tanto:
d(Q', P) < d{P, Q) < d(Q, Po) + d(P, Po) < <5 + <5 = 2á.

Así pues, Si C D?s(P )• Teniendo en cuenta que p = y/a:2 + 2/2 < rpp0 = y/a? + y2 + z2, siendo p coordenada polar del punto P en el plano XY y la acotación (3.2) se verifica que: |Fi(P)| = \GfJ^-daP.\Si
< GC [í . 1 7--- í—- dx* dy

J J y/(x - x*)2 + (t/ - y*)2 + (z - z*)2 I eos (7)|Si
< 2GC [I , 1 dx*dy*

J j y/(a;-a:*)2 + (2/-2/*)2
< 2GC íí , 1 dx* dy*.

J J y/(a: - a;*)2 + (2/ - y*)2
D2S(P')

Introduciendo un sistema de coordenadas polares en el plano XY con origen en P = 
P (x, y, 0), resulta:

/‘2<5 /•2tt 1| V1 (P)| < 2GC -pdpdd = 87rGCá < e.
Jo Jo PDe este modo, |Vi(P)| < e si d(P, Po) < 5 y la función potencial V = V(P) convergerá uniformemente en todo punto Po € S. ■
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Figura 3.3: Potencial de un dipolo.
3.2. Potencial de capa doble

Otro tipo de potencial de superficie es el potencial de capa doble. Imaginemos un dipolo, ver figura 3.2, que conste de dos puntos, P y P*, separados por una distancia h y a los que asignamos dos escalares iguales y de signos opuestos, que identificaremos como masas, m y — m respectivamente.
Definición 3.2. Se define el momento dipolar como la constante M = mh.Al contrario que en magnetismo, en el que sí existen dipolos reales, este es un caso puramente teórico al no existir partículas de masa negativa. El potencial que genera cada masa en un punto Pq(xo, yo, ^o) G R3 del espacio, no coincidente con ninguno de los puntos anteriores y en el que suponemos una partícula de masa unidad, será: V+ = G—, V_ = -G-^-, 

rPPo rP-Podonde rpp0 y rp-p0 son las distancias del punto Pq a P y P* respectivamente. Por el principio de superposición, el potencial generado en Pq vendrá dado por:
V = Gm (3-3)

Si n es un vector unitario en la dirección del eje del dipolo, podemos desarro­llar ------- en serie de Taylor respecto a h:
rP’Po 1 1 d / 1 \ t 1 d2 / 1 A t2------  —-------- + ñ ñ-2 ( -----------------------  )rp-p0 rPPo dn\rPPoJ 2dn¿\rPp0J
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Figura 3.4: Elemento de superficie de una capa doble.
de modo que al sustituir en (3.3) se llega a:

GM^- 
dn

1 \ _ 1 d2 
rPPo / 2 dn21 ó2

-GMh—¡2 dn2Si disminuimos ahora la distancia h y al mismo tiempo aumentamos m de manera que el momento dipolar se mantenga finito, los términos de alto orden tienden a cero cuando h converge a cero y la expresión para V, en el límite, será:
V — GM~

Calculando la derivada en la dirección n y denotando por ip el ángulo entre el vector n y el vector rpp0 con origen P y extremo Pq, se llega a que el potencial de un dipolo tendrá por expresión::
rPPo

(3-4)
siendo M el momento dipolar.Una capa doble sobre una superficie debe ser entendida como dos capas super­ficiales simples separadas, de manera uniforme, por una distancia infinitamente pequeña, h. Sean E y S* estas dos capas simples separadas por una distancia 
h, siendo su distribución de masas tal que la masa correspondiente a cada ele­mento de superficie E* es igual en valor absoluto pero de signo contrario que la masa del elemento correspondiente de la superficie E, ver figura 3.2. Sea n la normal común a las dos superficies dirigida de la superficie repulsiva , X*, con masa negativa, hacia la superficie atractiva, E, con masa positiva. Por lo dicho anteriormente, la normal cortará a ambas superficies en dos puntos, P y P*, en los que las densidades de superficie sean de igual magnitud y signo contrario. De 
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este modo, los dos puntos van a determinar un dipolo con densidad del momento dipolar r = dM/do = k/i, supuesto que la distancia h es constante entre las dos superficies y siendo n la densidad superficial.
Definición 3.3. Se define el potencial de doble capa generado por una capa 
superficial E en un punto Pq como la integral:

V(P0)=G íí
rpPo

donde <p es el ángulo entre la normal exterior y la dirección rpp0, para P G S.Esta definición, evidentemente, corresponde al caso en el que el lado exterior de la superficie atrae y el lado interior repele.
3.2.1. Convergencia y continuidad del potencial de capa 

dobleSi el punto de observación, Pq, se encuentra fuera de la superficie, el integrando de la definición 3.3 es una función continua en la región de integración y está multiplicada por otra función que suponemos acotada e integrable: la densidad dipolar. Tendremos, pues, que el potencial de capa doble estará definido para los puntos que estén fuera de la superficie considerada.En los puntos de E estamos ante integrales impropias. Demostraremos que estas integrales son convergentes para un tipo especial de superficie, las superficies de Liapunov, con la única hipótesis de que la densidad dipolar, t — r^Pfi sea integrable y esté acotada.
Teorema 3.3. Sea E una superficie de Liapunov y t = t(P) una función acotada 
e integrable en E. Entonces, para cada Pq € S, la integral impropia:

V(P0) = G [[ C-^-T^P)daP, 
J J rPPn

es convergente.Demostración. Consideremos la notación y los pasos seguidos en la demostración del teorema 3.1. Sea P e EPo y denotemos por np la proyección de su vector normal, np, sobre el plano XY, ver figura 3.2.1. Si a y ¡3 son los ángulos que determina nP con los ejes X e Y respectivamente, entonces eos (a) = sen (7) eos (a ) y eos (/3) = sen (7) sen (a ).Por otro lado, 7 = Z(np0,np) es el ángulo determinado por las normales a E en P y Po, de manera que, por la tercera condición de superficie de Liapunov, es sen (7) < 7 <
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Figura 3.5: Proyección de la normal en P al plano XY.

ArpPo, con A una constante y 0 < 6 < 1. Teniendo en cuenta la acotación 3.2, es claro que:
IAI =

\fv\ ~

eos (a) eos (7)eos (j3) eos (7)
< 2| eos (a)| < 2| sen (7)! < 2ArpPo,

< 2| eos (^)| < 2| sen (7)| < 2ArpPo.

Aplicando el teorema de Taylor a la función z = /(x, y) en un entorno del punto Po(O, 0) se obtiene que:
z = f(x,y) = /(0,0) + x^(x\y) + y-^(x,y),

donde 0 < a: < a:, 0 < y < y, y teniendo en cuenta que 0 = /(0,0), resulta:
|/(x,3/)| < 2|x|ArpPo + 2\y\ArpPo < 4Arp^, (3-5)ya que |x|, |y¡ < y/x2 + y2 + z2 = rpp0. Acotemos eos (</>), siendo p el ángulo determina­do por la normal exterior en el punto P(x, y, z) 6 YPo y la dirección rpp0. Considerando el producto escalar,

rppo • np = xcos (a) + y eos (/?) + zcos (7) = rpp„ eos (ip),teniendo en cuenta (3.5) y que |sc|, |y| < \/x2 + y2 + z2 = rpp0, podremos escribir:
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I eos <p| 37 , y , z , » eos (a) H eos (p) d eos (7) 
TPPo----------------rPPo----------------rPPo< -^L|cos(a)| + —^-|cos(/3)| +|cos(7)| 

rpp0 rpp0 rpp0< |cos(a)| + |cos(/3)| +
TPP0. . 4Ar^

< ArPP d- ArPP d---------------
rPP0= 6Arpp0.Hemos llegado, así, a la acotación:eos (<p)■72 

rPPo
< 6A—L- — O

rPPo
0 < ó < 1. (3-6)

Escribiendo el potencial como suma de dos potenciales:
í[

rPP0 J J
^'p0

^^-r^dap = Vi + V2, 
rPPo

y teniendo en cuenta que no hay singularidades en el integrando de la segunda integral, bastará demostrar la convergencia de la integral Vi. Considerando el cambio a polares, la integral anterior se escribe:
«/ J rpp0 
£ p~

r{P)daP = G y" ^r^^-dddp, 
Jo Jo rPPo COS 1 1)

siendo (p, 0) las coordenadas polares en el plano XY. Si suponemos que C es una cota para la densidad dipolar y tenemos en cuenta la acotación (3.2), entonces:|Vi| < 12ACG -^pdpde. 
rPPoAhora bien, p < rpp0, de modo que, al ser 2 — <5 > 1:

|Vi| < 12AGG -^dpdd = 24ttAGg4, 
p1-0 ó 0 < 6 < 1.

Hemos llegado a que Vi está mayorada por una integral convergente y será, por tanto, convergente. gAunque el potencial de capa doble está definido en todo el espacio, a dife­rencia de lo que ocurre con los potenciales volumétricos, demostraremos que es discontinua en los puntos de la superficie generadora del campo.
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Dada una superficie cerrada, E, definimos su exterior como la componente conexa no acotada de R3 — S y, como interior, la otra componente conexa. Si E no fuese cerrada, el lado interior se define, convencionalmente, especificando qué normal, en cada punto, se toma interior y cuál exterior.Si suponemos que E es una distribución homogénea de densidad t = tq y tenemos en cuenta la definición de ángulo sólido, entonces:
V^Pq) =Gt0 II ^^-dap =Gt0 Hd^ = Groíl,

siendo Q el ángulo sólido abarcado por la superficie E desde el punto Pq y donde hemos denotado por V* el potencial de capa doble para una densidad constante. En este caso, el potencial será constante a trozos y:
( V*(P0) = V*(P0) + 2nGr0,
\ Ve\P0) = V^P0)-2nGT0,

donde V* y V* son los límites del potencial de capa doble cuando nos aproxima­mos al punto Pq desde el lado interior y exterior, respectivamente, de la superficie E. Veremos, a continuación, que si el potencial de capa doble tiene densidad 
t = r(P) variable entonces tienen lugar igualdades análogas a (3.7) en los puntos de E en los que la densidad sea continua.
Teorema 3.4. Sea E una superficie de Liapunov cerrada con un número finito 
de partes convexas y r = t(P) una función acotada e integrable en E tal que es 
continua en un punto Pq € E. Entonces, la función potencial de capa doble dada 
por la expresión 3.3 verifica:í K(F0) = V(P0) + 27rGT(F0),l Ve(P0) = V(P0) - 2vGr(P0),

donde Vi yVe son los límites del potencial de capa doble cuando nos aproximamos 
al punto Po desde el lado interior y exterior, respectivamente, de la superficie S.Demostración. Sea Po é S y supongamos que r = r(P) es continua en dicho punto. Si denotamos por tq = r(Po), introduzcamos el potencial de doble capa, V", para la densidad constante tq. Definamos la función:

/ : R3 —► R
p _> i(p) = v(P)-V°(P)=G í[(r(P)-T0)^^daP..

JJ rp-pE
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Demostraremos que esta función integral es uniformemente convergente en Po siendo, por el teorema 1.18, continua en dicho punto.La superficie E tiene un número finito de partes convexas, ver [15] pág. 379, por lo que la función paramétrica
Edonde <p es el ángulo que determina la normal exterior a E en P* y el vector rp-p con origen P* y extremo P, esta acotada superiormente. Sea Ge una cota superior para esta función.Fijemos e > 0. Como r = r(P) es una función continua en Po, existe un entorno en E de Po, E1, de modo que |r(P) — To| < e/C^G para P 6 S1. Sea 5 el diámetro de este entorno. Si Ei es otro entorno de Po con diámetro menor o igual que 5, entonces:

WP)\ = |G [[(r(P) - r0)^>daP. | < G-^- / í < e.
JJ ip.p CeG JJ rpP.
El ElFinalmente, si denotemos por ú el volumen encerrado por E, entonces:Vi(Po)= lím V°(P) + Z(P) = V(Po) + 27tGt(P0),PeIntW->p0Ve(Po)= lím F°(P) + Z(P) = V(Po) - 27rGr(P0).

3.2.2. Derivabilidad del potencial de capa simpleSe ha demostrado que el potencial de capa simple está definido y es continuo en todo el espacio. Sin embargo, las derivadas primeras sobre los puntos de la superficie considerada van a ser distintas según nos aproximemos desde el interior o desde el exterior. En particular, estudiemos el comportamiento de las derivadas normales del potencial de capa simple en la superficie.Sea S una superficie de Liapunov y Po € E. Definiremos, en primer lugar, las derivadas normales exterior e interior del potencial de capa simple en Po- Para ello, centremos un sistema de referencia cartesiano en Pq y elijamos como eje Z el determinado por la normal exterior a E en Pq.Si tenemos en cuenta la derivada parcial (dV/dz) (P) en cierto punto del eje Z, definamos (dV/dz^ (Pq) y (dV/dz)e (Po) como los límites de la derivada 
(dV/dz) (Pq) cuando el punto P tiende a Po por el lado interior o exterior, res­pectivamente, de la superficie E. Los denominaremos valores límite interior y 
exterior de la derivada normal exterior en el punto Pq.Sea P un punto del eje Z distinto de Pq. El inverso de la distancia desde P hasta cualquier otro punto P* e E es derivable con continuidad respecto de los
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Figura 3.6: Derivada normal del potencial de capa simple.
argumentos de P, de modo que, por el teorema 1.13:

donde es el ángulo entre el eje Z y el vector rp-p con origen P* y extremo P.Tracemos la recta P*N paralela al eje Z y la normal exterior a S en P*, en la dirección PQ, ver figura 3.6. Designemos por 0 = ZNP*Q al ángulo determinado por las normales exteriores a S en los puntos Pq y P*.La expresión del potencial de doble capa contiene el factor cosip/r2, donde 
ip = ZPP*Q es el ángulo determinado por la normal exterior a E en P* y el vector rp.p de origen P* y extremo P.Consideremos una esfera unitaria de centro P* y el triedro de vértice P* y aristas P*P, P*N y P*Q. Si tenemos en cuenta el triángulo esférico determinado por la intersección de la esfera anterior y el triedro y aplicamos la primera fórmula de Bessel, ver [5] página 16, entonces:

eos (i/)) = eos (p) eos (0) + sin (<^) sin (0) eos (fi),
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Figura 3.7: Triángulo esférico determinado por el triedro de aristas P*P, P*N y P*Q.

donde Q es el ángulo del diedro de arista P*Q. De aquí se deduce que:
G c°s —d<Tp» +

s rP-P+G jj K(F*)sen(0)eos(Q)p^d<TP. = V*(P) + I{P\

donde, en esta ocasión, hemos denotado por V* el potencial de capa doble con densidad del momento dipolar t(P*) = n(P*) eos (0). Además, se puede compro­bar que la función I(P) es una función uniformemente convergente en Pq, ver [15] página 381, y por tanto, continua en dicho punto. Tendremos que: 
= V\P0) + ^Gk(Pq) eos (0) + I(P0),

= V\P0) - 27tGk(F0) eos (0) + I(P0),

y si denotamos por = V*(Pq) + I(Pq), podremos escribir: o
dn /

+ 27rGK(Fo), oSi se dirige el eje Z por la normal interior, el signo de eos (^) cambia y se obtiene:
dn ) + 27tGk(Fo)-
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3.3. Campo producido por una capa esférica

Consideremos una capa esférica de espesor nulo y densidad superficial k = k(P), de radio R y con centro en el origen de coordenadas, O. Si la denotamos por Sñ = dSpíO), el potencial en cada punto Pq del espacio vendrá dado por, ver (3.1):
V(P0) = G íí ^daP,

JJ rPPaSrque está definido y es continuo en cada punto Pq f R3.Supongamos que la distribución de masas tiene simetría esférica, de modo que n = «o es constante para cada punto de la capa S^. Tendremos, pues, que la masa de E# es:
M = ff n(P)dap = «o jj dap = kqSr Sr R2 sen (O)d0dA = 47tkoF2.

A continuación determinemos el campo y potencial gravitatorios que genera esta distribución superficial de masas activas.
Para un punto P exterior a la capa esféricaSea r = d(O.P) > R y consideremos la esfera de radio r y centro O, Sr(O). Al ser Sñ C Sr(O), el flujo del campo gravitatorio que atraviesa la superficie Er = dSr(O) es 0 = -PGM. siendo M la masa de E^. Del mismo modo, si recurrimos a la definición de flujo y teniendo en cuenta que, por la simetría esférica de la distribución de masas, también el campo creado es simétrico y radial, tenemos que: y—F(r)eP • npdap dap = — 47rr2F(r).

Igualando estas dos expresiones del flujo se obtiene que la intensidad de campo es F(r) = GM/r1 e integrando, V(r) = GM/r, siendo r = d(O,P).

Para un punto P interior a la capa esféricaSea r = d(O, P) < R y consideremos la esfera de centro O y radio r. Dado que esta esfera no contiene ni interseca a ninguna distribución de masas, el flujo
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del campo newtoniano a su través es nulo. Por este motivo,0 = </> =J—F(r)ep • npdap = sr -F^/J dap — —4rrr2 F(r),

y F(r) = 0. Por tanto, al ser el campo nulo en cada punto interior y dV/dr = 
—F(r) = 0, el potencial debe ser constante en el interior de la capa esférica. El potencial de capa simple es continuo en todo punto del espacio de manera que este valor constante debe ser el que tome el potencial en los puntos situados sobre la capa de masa activa:

V(R) = lím V(r) = lím 
r->R+ r^R+

GM 
r

GM 
~R~Así pues, se ha llegado a que el potencial y la intensidad del campo gravitatorio generado por una capa esférica de radio R son:

V(F) =

GM r2

GM
r

GM 
~R~

si
si
si
siEs claro que el potencial V, así definido,

r = d(O,P) >R

r = d(O,P) < R.

r = d(O,P) > R

r = d(O,F)<ñes continuo en cada punto del espacio.Junto a esto, la intensidad del campo gravitatorio, —F(r) = dV/dr = dV/dn que es la derivada normal del potencial en cada punto, es tal que:

F(P) = 0y

lím F(r) = 0 = lím F(r),
—>R+ rí r^R~de modo que el campo gravitatorio presenta, en este caso, una discontinuidad de salto finito sobre los puntos de la capa esférica.

3.4. Estudio del potencial y de la fuerza gravita- 
toria en diversas distribuciones geométricas

3.4.1. Campo generado por una distribución esférica radialConsideremos una distribución continua de masas que sea una esfera sólida deradio R. ver figura 3.4.1. Fijemos un sistema de referencia con origen el centro de
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Figura 3.8: Potencial generado por una esfera de radio R en un punto exterior, interior y de la frontera.
la esfera, O, y supongamos que la distribución de masas tiene simetría esférica, es decir, que la densidad, que supondremos diferenciable con continuidad en cada punto, sólo depende de la distancia al origen. En estas condiciones, y trabajando en un sistema de coordenadas esféricas centradas en O, podemos determinar la masa de una esfera centrada en el origen y con radio r < R:

m(r) = /// P^dvp

Sr(O)
^0=^ /*A=2tt ps=r= / sen (0}d0 / dX p(s)s2ds

J9=0 Jx=O js=0
ps=r= 4tt / p{s)s2ds. (3.8)

Js=OEn particular, la masa activa total será:
rS = R

M = m(R) = 4tt / p(s)s2ds. 
Js=O

(3-9)La simetría esférica de la masa activa implica, también, simetría esférica en el campo que genera. Por este motivo, para cada punto P del espacio, debe ser 
F(F) = —F(r)ep, siendo r = d(O, P) y ep vector unitario con dirección y sentido el radio vector del punto P. Estudiemos, a continuación, el campo y el potencial, generados por esta esfera sólida, en cada punto del espacio.
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Para un punto P exterior a la esfera sólida: P e Ext^SR^O))Consideremos la esfera con centro el origen y radio r = d(O, P) > R. Es claro que Sr(O) C Sr(O), siendo Sr^O) la esfera sólida de masa activa. Por (2.11), el flujo que atraviesa la capa esférica dSr(O) vendrá dado por 0 = —4ttGM, siendo 
M la masa activa total. Por otro lado, recurriendo a la definición de flujo:

= yy Fndap = - yy F(r)eP • nPd<TP 
dS^O) dSr(O) r27r= -r2F(r) sen(0)d0 dX = -4rrr2F(r). 

Je=o Jx=oDe este modo, igualando las dos expresiones que hemos obtenido para el flujo, debe ser:
GM 

P(P) = —^-eP.Así pues, el campo gravitatorio producido por una distribución de masa es­férica en un punto exterior es el mismo que el generado por una masa puntual equivalente a la de la esfera Sr(O) y situada en el centro de dicha esfera.Como ya sabemos, el campo gravitatorio es el gradiente de un campo escalar; el potencial gravitatorio V. Si tenemos en cuenta que F = F(r), es decir, que la intensidad de campo tiene simetría esférica, entonces el potencial gravitatorio debe ser dependiente, solamente, del parámetro r. Considerando la expresión (1.2) del gradiente de una función en coordenadas curvilíneas y el valor de los factores de escala para un sistema de coordenadas esféricas, debe ser:
GM „ Ir dV

------ 2~ = = -X— • r¿ orIntegrando, V(r) = GM/r + C, siendo C la constante de integración. Según el teorema 2.4, el potencial gravitatorio debe anularse en el infinito de manera que C = 0 y:
V(P) = V(r) = — 

r
(3.10)es el potencial gravitatorio para todo punto P situado a una distancia r > R del origen.

Para un punto P interior a la esfera sólida: P G Int(Sfí(O'))Sea r = d(O,P) < R y consideremos la esfera sólida de centro el origen y radio r. Aplicando el teorema (1.19) al campo gravitatorio F en la región S^O):
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Sr(O)

Fndffp, (3.U)
dSr(O)

siendo div(F)(P) = AV(P) = -4?rGp(F) para cada P & Sr(O) C Sr(O) y 
Fn = —F(r)ep • np = — F(r), con np la normal exterior a la superficie dSr(O) en P. De este modo, sustituyendo en (3.11):

—47rGm(r) = ) jj dap = —4?rr2F(r), 
dST(O)

y F(r) = Gm(r)/r2 , siendo m(r) la masa contenida en la esfera de radio r centrada en el origen y dado por (3.8).De este modo llegamos a la conclusión de que el campo producido por una distribución continua de masa activa con simetría esférica, en un punto interior de dicha esfera y a una distancia r del origen, es el mismo que el generado por una masa puntual equivalente a la contenida en la esfera de centro O y radio r 
y situada en el centro de esa esfera. Así pues, el campo generado por las masas comprendidas entre las esferas de radio r y R es nulo.A continuación, pasemos a determinar el potencial gravitatorio en un punto interior. Integrando la expresión: 

vvr.0.x = 9V „m(r) 
dr r2

se obtiene que:
V(r) = V(r) — lím V(r) = —G J

Teniendo en cuenta que la densidad es nula fuera de la distribución de masas,
m (r) = yy p(P)dvp = m(R) = M, 

SAO)

para cada r > R. De este modo, se llega a que el potencial en un punto interior
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de la esfera y a una distancia r de su origen viene dado por:

Para un punto P de la superficie esférica: P G dS^O)Tanto el potencial como el campo gravitatorio deben ser funciones continuas en todo el espacio, de modo que para un punto P G dSa(O) se tiene que:
V(P) = V(R) = lím V(r) = lím   

r^R+ r^R+ r

F(P) = F(R) = lím F(r) = lím 
V ' r^R+ r^R+ r2

GM
—¡T' 
GM 
~R?~'Finalmente, se ha llegado a que una esfera sólida de radio R y en cuyo centro consideramos el origen de coordenadas genera un campo gravitatorio radial de magnitud:

F(P) = G-^siendo r = d(O,P) y m(r), dado por (3.8), la masa de la esfera de centro O y radio r. El potencial gravitatorio vendrá dado por la función continua:
si r = d(O, P) > R

si r = d(O, P) < R.

(3-12)
pudiendo comprobar, por derivación directa, que W(P) = F(P) para cada P G R3. Por otro lado, considerando la expresión del laplaciano para una función en coordenadas esféricas y que el potencial sólo depende del parámetro r:

△r,0,A d2V ^dV 
dr2 + r dr
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De este modo, para un punto P Sr^O}:

dV _ GM 
dr r2 ’

d2V _ 2GM 
dr2 r3

. 2GM 2GM n
^r,»,xV(P) = ----3--------------— = 0- rpOLuego el potencial será armónico en el exterior de Sr^O), es decir, fuera de las masas atrayentes.Para un punto P G Int(SR(O)),

dV Gm(r) d2V Gm'(r) Gm(r)
dr r2 ’ dr2 r2 r3Aplicando el teorema fundamental del cálculo a la expresión (3.8) se tiene que m^r) = 4?rp(r)r2. Por tanto:

a G . . . 9 Gmlr] Gm^r) , ~ .△r.M^ = —^p(r)r2 + 2---- ------- 2----- §— = -47rGp(r),y-» O y-»Oy, consecuentemente, V verifica la ecuación de Poisson en los puntos interiores a la esfera.Como caso particular, supongamos que estamos ante una distribución homo­génea de masas de densidad p = po. Entonces:
m(r) = 4tt r 2j 4 3y pos as = -irpor ,

y, en particular, M = 4rpoR3/3. Sustituyendo en (3.12), el potencial en cada punto vendrá dado por: 
V(P) =

4ttGpq R33 r ’

2rGpo

si r = d(O, P) > R

si r = d(O, P) < R,

(3.13)
y la magnitud del campo gravitatorio:

= G
m(r) 4tt—2~ = -^-^Por- r¿ 3



98 Capítulo 3. Casos particulares de distribuciones de masas activas

Así pues, para r = 0 se tienen los valores F(0) = 0 y V(0) = 27rGpo.R2, y para r = R, F(R) = 47rGp0F/3 y P(ñ) = 4vGp0R2/3.

3.4.2. Campo producido por una capa esférica de espesor 
finitoConsideremos la distribución de masas comprendida entre dos esferas de ra­dios R y R', R' < R, y caracterizada por una densidad volumétrica, p = po, que supondremos constante. La masa total de esta distribución será:

pr=R í'X=‘2f a

M = por2 sen^)dOdXdr =-irpo^R3 — (R')3)-
Jr=R' Je=o Jx=o 3Calculemos el potencial y la atracción en cualquier punto del espacio.

Para un punto P exterior a la esfera de radio R: P G Ext^Sp^O))Sea r = d(O,P) > R y Sr(O) la esfera centrada en O con radio r. Es claro que Sr^O) C Sr(O) C Sr(O) y, por tanto, el flujo a través de la capa esférica 
dSr(O) vendrá dado por <f> = —AirGM. Por otro lado, también es evidente la simetría esférica del campo generado, de modo que, al ser F(F) = —F(r)ep, con 
r = d(O.P) y ep vector unitario con dirección y sentido el determinado por el radio vector del punto P: 

FndaP = dap = —^r2F(r\

y, al igual que en los casos anteriores, igualando las dos expresiones obtenidas para el flujo, la intensidad del campo gravitatorio para un punto P exterior a la esfera Sr^O} viene dado por F(P) = GM/r2. De aquí se deducirá, sin más que integrar y tener en cuenta que el potencial se anula en el infinito, que el potencial viene dado por V(P) = GM/r. Es más, por continuidad del potencial gravitatorio, podemos extender esta definición a los puntos de la frontera dSp(p\

Para un punto P interior a la esfera de radio R': P G Int(Sp' (O))El mismo razonamiento para la determinación del potencial gravitatorio para un punto interior a una capa esférica, nos conduce al hecho que el campo debe ser nulo y el potencial constante para todo punto interior a la esfera de radio R'. La continuidad del potencial gravitatorio nos va a permitir determinar la constante
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Figura 3.9: Capa esférica de espesor finito: (a) Punto exterior; (6) Punto interior; (c) Punto intermedio.
anterior; este escalar debe coincidir con el potencial existente en los puntos de la capa esférica de radio R'. Para obtenerlo, basta hacer r = R' < R en la expresión (3.13) y restarle el potencial que generaría una distribución esférica homogénea de radio R':

V^R') = 2ttGpo R2
" ^GP°^ = ^P^ ~

Así pues, = 27rGp0{R2 - (R')2), si r = d(O, P) < R'.

Para un punto P situado entre ambas esferas: P G - Sr'(O)Estudiemos qué ocurre en un punto P que está en la zona de masa activa, siendo R' < r = d(O, P) < R. Consideremos la esfera de centro O y radio r, 
Sr(O). Esta esfera envuelve a una masa:

f2n r3 4%/ p0r2 sen ^dXdOdr = 4?rpo -5- = -x-po(^3 - (-R')3)-Jo R' (3-14)Teniendo en cuenta que cuando una superficie no envuelve la distribución generadora del campo el flujo que la atraviesa es nulo, el flujo que atraviesa la capa esférica dSr(O) será = —47rGm(r). Según la definición:
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0 = yy FndaP = -47rr2F(r), 

sr

e igualando ambas expresiones y teniendo en cuenta (3.14):
Gm(r) 4tt .
— = TCPo(r r2

En cuanto al potencial, al ser —— = —F(r): 
or

V{r) V (r) — lím V(r) = [ 
r^°° Joo

dV , 
^—dr 
dr

y por (3.14):

R' dr
V(R') - f ^^dr

Jr' r
27vGp0(R2 - (R1)2) -G T ^-dr, 

Jr’ r

V(r) = 27rGp0(R2 - (R')2) - ^Gp0 F (r - dr. 
3 Jr- \ r J

(3.15)
Resolviendo la integral del segundo miembro:

(ñ')3\ r3 + 2(R')3
2 ) —

rz / 2r l<^,

y sustituyendo en (3.15) resulta:
= — Gp0 

O
3rR2 - r3 - 2(R')3' 

r

Fácilmente se obtiene el valor de V(r) cuando r = R y r = R' potencial gravitatorio vendrá dado por: y por tanto el
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GM
r = d(O,P) > R

2?r f3r/?2 — r3 — 2(ñ')3
-^-Gp0 ---------------------------3 r

si R' <r — d(O,P) < R t3’16)
. 27rGp0(ñ2 - m2), si r = d(O,P)<R'

y la intensidad del campo gravitatorio será:
GM 
r2

r = d(O,P)>R

F(P) = < 4tt
-^-Gpo
ó

R' < r = d(O,P) < R (3-17)

=

. o, r = d(O, P) < R'

ambos continuos en todos los puntos de R3. Además, es claro que A^aV = 0 en los puntos exteriores a la esfera Sr(O) e interiores a Sr'(O). Veamos qué ocurre en los puntos de masa activa. Teniendo en cuenta el teorema fundamental del cálculo se verifica que: 
dV 
dr

4= -3^ J d2V
y dr2 -^Gp0 

ó

y al sustituir en la expresión del laplaciano de una función en coordenadas esfé­ricas, Ar^^V = — 4rcGpo. Es decir, el potencial gravitatorio, definido por (3.16), es armónico fuera de las masas atrayentes y verifica la ecuación de Poisson en los puntos de la región Sr^O} — S^fO).
3.4.3. Campo producido por una esfera preñadaConsideremos una distribución de masas homogénea, de densidad p = po, com­prendida entre dos esferas de radios Ry R' y centradas en O y O' respectivamente, verificándose, además, que Sr\O') C Sr^O), ver figura 3.4.3. En esta ocasión, 
las dos esferas no son concéntricas de manera que no hay simetría esférica en el campo generado por esta esfera preñada. Supongamos un sistema de refe­rencia con origen en O y tal que O' no se encuentre sobre el eje Z ni sobre el eje X, supuesto éste dirección fundamental a partir del cuál medimos la longitud
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Figura 3.10: Esfera preñada: (a) Punto exterior; (b) Punto interior; (c) Punto inter­medio.
de cada punto. Sean (l',6',X') las coordenadas esféricas de O' respecto de este sistema.Las masas de las esferas Sr(O) y Sw(O'). supuesta que la primera es sólida y la segunda no es hueca, serán:

A ■jr 
r2 sen (0)dXdOdr = — poR3, O

y, r2 sen (O'jdXdOdr = — po(R')3. O
respectivamente. Pasemos a determinar el potencial generado por esta distribu­ción de masas en cualquier punto del espacio.
Para un punto P exterior a la esfera Sft(Oy. P G Ext^S^O))Consideremos un punto P = P(r,0,X) tal que r = d(O,P) > R, ver figu­ra 3.4.3(a). Los potenciales que generaran Sr(O) y Sr'ÍO'). supuestas ambas sólidas, en el punto P vendrán dados por (3.10): 

r y W) =
GM' 

r'siendo r' = d(O',P). Por el principio de superposición del potencial gravitato­rio, el potencial generado por la esfera preñada para un punto exterior será la diferencia de las dos expresiones anteriores: (3.18)
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Figura 3.11: Triángulo esférico determinado por los puntos O', P y PN.

Proyectemos los puntos P = P(r, 6, A) y O'(l' ,0', X1) sobre la esfera unidad centrada en O. Seguiremos denotando sus proyecciones como P = P(1,0, A) y O1 = , X'\ Si consideramos el triángulo esférico determinado por los

1Dada una esfera se denomina círculo máximo a cada una de las intersecciones de la
esfera con un plano que pase por el centro de la misma y distancia angular,O7, se define como
el ángulo central del menor arco de círculo máximo que une las proyecciones de ambos puntos
sobre la esfera unidad centrada en el origen de coordenadas.

puntos P, O' y el polo norte, PN, ver figura 3.11, y le aplicamos la primera 
fórmula de Bessel, entonces:

eos (4') = eos (0) eos (#') + sen (0) sen (0') eos (A7 — A), (3.19)siendo ’F la distancia angular1 entre los puntos P y O'. Consideremos el desarrollodel inverso de la distancia en armónicos zonales dado por (1.22):1 v—> /l1 \n- 52 Pn(cos *)(-} ,n>01 v—. / T \nn>0
si l' < r

si r < l1.

(3.20)
En este caso, es r > l' de manera que al sustituir (3.20) en (3.18) se llega a:

V(P) = 4tt Gpo3 r
ñ3 -(P')3 52 Pn(eos W)a (3.21)

siendo a = — y eos (F) dado por (3.19).
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Figura 3.12: Triángulo determinado por los puntos O', P y O.

Para un punto P en la capa esférica exterior: P G 55^(0)Por la continuidad del potencial gravitatorio basta tomar límite en la expre­sión (3.21) según la dirección determinada por el radio vector rop:
V(P) = V(P,0,A) = lím V(r,0,A)

r-*R+= lím (R3 - (R1)3 £ Pn(cos (^))
r—>R+ 3 r l z—' \ r\ n>0 ' 7

= ~Gp0 [ p2 _ ® £ Pn(COS W)Qn+l ] o i L _ „ /\ n>0 /
Para un punto P interior a la esfera pequeña: P G Int(S w {O'})Supongamos, en primer lugar, que P O'. Como P G Int{SR'{O')} C Sr(O), por el principio de superposición, el potencial generado en P será diferencia del potencial creado por la esfera Sr(O) para el punto interior P y el creado por 
Sr’(O') para ese mismo punto interior. Por (3.13), el potencial en P vendrá dadopor:

/ (r'}2 - r2P(P) = 27rGp0 ( P2 - (P')2 + A-2------ (3.22)
Si consideramos el triángulo ^OPO', ver figura 3.12, y le aplicamos el teorema del coseno, entonces (r')2 = r2+(Z')2— 2rV eos (M/), donde 4' es la distancia angular entre los puntos O' y P. Sustituyendo en (3.22) llegamos a:V(P) = — Gp0 [3(P2 - (P')2) + W - eos (*))] . (3.23)ó
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Supongamos ahora que P = O'. En este caso es r' = 0. Considerando el límite direccional según la línea OO' y por la continuidad del potencial gravitatorio, tendremos que:= lím+ V(í + h, 0’, A') = 27rGp0 ñ2-(/?')2 + L(Z'-2Z'cos($)) 
OAdemás, en este caso es eos (4') = eos (0) = 1, y:

V(O') = -Gp0 [3(R2 - (R1)2) - (Z')2)]
Para un punto P en la capa esférica interior: P G dSn^O1)Sea P = P(r, 0, A) G dSR'(O'} arbitrario y consideremos un nuevo sistema de referencia centrado en O' y con ejes paralelos a los del sistema de referencia inicial. Si denotamos por (f,0,A) las coordenadas esféricas de cualquier punto respecto del nuevo origen y tenemos en cuenta que rop = roo' +ro'P y las relaciones de transformación entre las coordenadas esféricas y cartesianas, entonces:' r sin (0) eos (A) < r sin (0) sin (A), rcos(0)

l' sin (0') eos (A') + R' sin (0) eos (Á) 
l' sin (0') sin (A') + R' sin {0) sin A 
l' eos (0') + R' eos (0),ya que, en este caso, es f = R'. De estas relaciones se obtiene que:

A
0

r

.... R' sin(0) sin(Á) ^> + 734- 003 A' arctan---------------------—-
R! sin (0) eos (A)

+ l' sin (0') eos (A')4(Z')2 sin2 (0') + (ñ')2 sin2 (0) + 2Z'R' sin (0') sin (0) eos (A' — A) arctan —------------------------------------------------------ --------------------------------
l' eos (0') + R' eos (0)(^)2 + (f?')2 + 2ñ'Z'[cos (0') eos (0) + sin (0') sin (0) eos (A' — Á)]de donde ... Z'sin (#') sin (A') tan A-------r sin(0) eos (A) arctan--------- . v 'Z sm(p )cos(A )

r sin (0) eos (A)
-Jr2 sin2 (0) 4- (Z')2 sin2 (0') — 2rZ' sin 0 sin (0') eos (A — A') arctan —------------------------------- —-------------—---------------------------reos (0) — Z'cos (#')

^r2 + (Z')2 — 2rZ' eos (í')
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Sea 3, Á) = (r, 3, A) la función dada por las expresiones anteriores, definida para 0 < f < oo, 0 < Á < 2tt y 0 < 3 < 7r y consideremos la composición V = 
V o (j). Por la continuidad de V y </>, el potencial en P = P(r, 3, A) = P(R', Á, 3) se puede obtener como límite de la expresión (3.23), según la dirección radial de 
P desde el punto O': 3V(P) _ 3V(fl',0,Á)27tGpo 2ttGpo= lím 3(P2 - (R')2} + r ir - 2r(R' + h, 3, Á) eos ^(R1 + h, 3, Á))l /i—o- L J= 3(ñ2 - (R')2) + l' [/' - 2r(R', 3, Á) eos ^(R1, 3, A))]= 3(ñ2 — (ñ')2)+ /'(/' —2r eos (íH)).
Para un punto P en la masa activa: P G Br(O) — Sr’(Q'}Para la esfera sólida homogénea Sr(O), el potencial que genera en un punto 
P que está en su interior viene dado por (3.13):/ r2

V^P) = 27rGp0 ( P2 - — \así como el potencial debido a la esfera sólida Sr'ÍO''), al ser P exterior:
47T^ (R')3

V^P) = TGpop

(3-24)
(3.25)

Por tanto, el potencial en P vendrá dado por la diferencia de (3.24) y (3.25):/ r2
V(P) = 2ttGPo [R2 - -

2(E^\3 r' /
(3.26)

Al igual que hicimos cuando estudiamos el caso en el que el punto era exterior a la esfera de mayor dimensión, vamos a sustituir, en la expresión anterior, el inverso de la distancia al centro O' por su desarrollo en armónicos zonales.Sin embargo, y por motivos de convergencia, debemos ser más cuidadosos a la hora de considerar esta serie. Si P G Int^Si^O)) — Sr\O'), es r < V, de modo que:
V(P) = 27rGp0 R2-^ó 2 2(ñ')3 n / /TU

l' z' ann>0donde a = — y eos (í') viene dado por (3.19).
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Figura 3.13: Potencial de la esfera preñada para P e dSi'{Q) — 8^(0').

Análogamente, si P € Int^SR^O)} — {Sr^O') |J 5^(0)}, es r > l' y:
V(F)=2^Gp0 R2-^ ó n>0

Por último, consideremos el caso extremo en el que P G dSi'^O)—Sr^O'). Los puntos O, O' y P no estarán alineados de manera que si consideramos el triángulo ’Fisósceles AOPO', ver figura 3.13, entonces r' = 2Z'sen(y). Sustituyendo en (3.26) resulta:

V(P) = 27rGp0 R2

Finalmente, y a modo de resumen, el potencial generado por una esfera de radio R y centro O preñada de otra de radio R' y centro O', viene dado por:
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V(P) =

4tt Gpo3 r
R3 - (R1)3 Pn(cos ($))an">o /
p2_ n>0

— Gpo [3(ñ2 - (P')2) + l\r - 2r eos (*))] , O
2?rGpo
2?rGpo

r2 + £ P"(cos (^))aMn)n>0

si r > R

si r = R

si r' < R'si P = O'

si P G H
si P G T,

O

donde S = Int(SR(O)) - {SR^O')\JdSR(O)}-, T = dSv(O) - SR\O') y P es un punto de coordenadas esféricas (r,0,X), siendo, además, r' = d(O',P), eos (4') dado por (3.19), a = — y

n + 1, si PGZnt(Sñ(O))-{Sñ<(O')U^(O)}
-n, si P & Int^SiiO^ - SR^O')Se puede comprobar la continuidad de este potencial gravitatorio en cual­quier punto del espacio. A modo de ejemplo, veamos qué ocurre en los puntos 

P G dSi'(O) — SR'(O'). Es claro que podemos determinar ¿i > 0 de modo que Int(S¿1{P)) C Int(SR(Oy) — SR\O'). Definamos las funciones ^\{P) = 
d(Q,P^ = rp y ^(P) = = —. Por la continuidad de la distancia,G C(R3,R+) y ^2 6 C(R3 — {0},R+). Así pues, fijado e > 0 debe existir ¿2 > 0 de manera que para cada Q G Bs2(P) se verifique que |^i(Q) — V’i(P)! = "■B - y < SícSw 6 =mín{¿i;<52}- Si Q G B¿(P) C Bs^P) es, por (3.26):r । 2 21|V(Q) - V(P)| < 2^GPo J + |(^)3O ó
quedando, así, demostrada la continuidad en estos puntos.
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Figura 3.14: Modelización local de una distribución de masas por medio de prismas.

Figura 3.15: Notación usada para definir el prisma.
3.4.4. Potencial gravitatorio generado por un prisma.El potencial generado por un prisma es de gran importancia en los estudios locales de gravedad en las zonas en las que se supone suficiente una aproximación plana de la Tierra. Es más, es mucho más preciso una modelización plana que un modelo esférico del que serían necesarios un desarrollo de hasta orden 36,000 para alcanzar la misma precisión en una región de Ikm x Ikm, ver [13]. Por este motivo, una distribución local de masas puede aproximarse por varios prismas a los que asignamos densidades de manera independiente, ver figura 3.14. Este método, además, nos permite obtener información no disponible directamente, como puede ser la variación de la vertical con la altura, permitiéndonos entender mucho mejor las complejas variaciones del campo local.Consideremos un prisma homogéneo de densidad constante p = p^:II = {(x, y,z) e IR3 : Xi < x < %2,Fi <y <Y2,Zi < z < Z2}.Pretendemos estudiar el potencial generado por dicho prisma en cada punto 
P(x,y, z) € R3. Una primera simplificación va a consistir en definir un nuevo sis­
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tema de coordenadas con origen el punto P. Las nuevas coordenadas definitorias del prisma serán:
Xi = Xi - x, yi = Yi- y, Zi = Zi- z, para 1 < i < 2.

El potencial en P vendrá dado por:
n

dxdydz 
y/x2 + y2 += = Gpou(P\ 

z2 (3.27)siendo el resultado de integrar (3.27) en el volumen II, ver [13]:u(P) = 11|:ry In (z 4- r) + yz In (x + r) + zx In (y + r) —
9 2 2

,yz\ y ,zx\ z ,xy\— — arctan (—) —— arctan (—) —— arctan (—)2 yxr’ 2 yyr’ 2 zr’ 3/2

3/1

(3.28)*2
*1

con r = \/x2 + y2 + z2, de manera que al sustituir todos los límites de integración nos quedan cuarenta y ocho términos.Aunque el potencial V(P) = Gpou(P) existe y es continuo en todo el espacio, (3.28) no está definida en cada punto de K3, algo que puede causar problemas en el caso de una evaluación numérica directa. Sin embargo, la expresión anterior va a poder extenderse de manera continua a todo el espacio. Para ello, basta igualar a cero, en todos aquellos puntos en los que un término del segundo miembro no esté definido, dicho término.Por ejemplo, supongamos que queremos determinar el potencial en el vértice 
D(Xi, Yi, Zj). En este caso, y después de trasladar el origen de coordenadas a este punto, tendremos que los tres primeros valores definitorios del prisma, Xi,yi,Zi son nulos, motivo por el cual términos del tipo xy In (z. + r) no están definidos. Ahora bien, al desarrollar por Taylor:lím xwln (z + r(x, y, z)) = lím xuln (1 + (z + r — 1)) = 

(x,y,z)—> (0,0,0) (®,3/,z)->(0,0,0)
(z + r — l)2 , (z + r—l)3 2! + 3!lím xy(x, y, z)—>(0,0,0)

siendo x2 + y2 + z2 0. Esto justifica que hagamos cero este término aunque no esté definido para aq = = zi = 0. De manera análoga, también se puede



3.4. Potencial y fuerza gravitatoria en diversas distribuciones 111

demostrar que en el resto de los términos en los que no está definido el límite también es cero.Supongamos ahora que P es un punto de la arista CD. Si trasladamos el origen del sistema de referencia a dicho punto, el prisma estará definido como:n = {(x, y, z) € R3 : 0 x^ < x < x2 0, 0 < y < y2, 0 < z < z2}
y será, por continuidad del potencial gravitatorio :
u(F) lím 11\xy In (z + r) + yzln (x 4- r) + zx ln (y + r) — (íl,<2,€3)-»(0,0,0)

999x ,yz. y .zx. z ,xy.- — arctan (—) —— arctan (—) —— arctan (—)2 xr 2 yr 2 zr

Z2+Í1

Zl+íl

y2+G Z2+€3

Í2 Í3

Los cuatro primeros términos del segundo miembro del límite anterior están definidos en P y sus límites son iguales a los obtenidos por simple sustitución. El límite para los dos últimos miembros es:
lím

(6.Í2, ÍsH»,0,0)

y2 4. ¡zx\ *2 4. íxy\----- arctan (—) —— arctan (—)2 v yr' 2 zr ’

, , Vo+fo Z2+Í3 
$2+£l *2

3:1+6 «2 «3

2
yi , i ^2 ----- arctan (----- ------------- -2 IWW, yz,z2)

„2
¿2—— arctan 2 X2V2 

Z2r(x2,y2,z2)
7 2, y2 , ^1 A , 22 . / ^13/2 X4—- arctan (------------------7) + — arctan (---- --------------),2 y2r(xi, y2, z2) 2 z2r(xi_,y2,z2)

(3.29)
es decir, que (3.29) se reduce a tan sólo cuatro términos ya que los otros doce se anulan en el límite independientemente de la dirección a la que nos acerquemos.De manera análoga se razona con todos los vértices, aristas y caras del prisma, pudiéndose extender (3.28) de manera continua a todo el espacio.Sabemos que el campo gravitatorio es el campo de gradientes del potencial gravitatorio en cada punto. Para esta distribución de masas también va a ser F = W = Gp^u continuo en todo R3.Por ejemplo, la componente vertical de u se obtiene derivando respecto de z la expresión (3.28):

du | xy i®2— (P) = zln(i/ + r) + ?/ln(;r + r) — zarctan(—) 
Cf Z I ZX I 32 , (3.30)

31

!/2

yiXI
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expresión a la que también habríamos llegado derivando bajo el signo integral:
- /// ídxdydz' 

n

dxdydz =

y luego integrando. Las otras dos derivadas parciales se pueden obtener de por permutación cíclica: du 
~d~z

du | yz |X2— (P) = \y In (x + r) + z In (y + r) — x arctan (—) 
OX I XT I xi 22 (3.31)
dy

z\n (y + r) + xln (x + r) - y arctan ( —) 3/2

yiAl intentar evaluar cualquiera de las expresiones anteriores surge
(3.32)

el mismo

n

problema que aparecía en (3.28). Así pues, aunque -y- debe estar definido en 
duel interior de las caras Int^ABCD^ EFGH), — no lo está al ser z^ = 0 o

z2 = 0. Sin embargo, al considerar los límites de los términos en los que noestán definidos, dichos límites valen cero. Se cumple, por tanto, que las derivadas primeras pueden, también, extenderse de manera continua a todo el espacio R3. Supongamos, al igual que antes, que P = D. Será x± = y\ = Zi = 0 y
lím (Í1,Í2,€3) —(0,0,0) x In (y + r) + y In (x + r) xy 

z arctan (—)
zr 1^ 3/2+& 22 +Í3

Í2 (3= x2 ln (y2 + r(x2, y2, z2)) - x2 In (y2 + r(x2, y2,0)) - x2 In (r(x2,0, z2))+ +x2 ln (r(x2,0,0)) +y2ln(x2 +r(x2,y2,z2)) - y2ln (x2 + r(x2, y2,0))- 
^yi 

z^x^yi.zi}—y2 ln (+r(0, y2, z2)) + y-¿ ln (+r(0, y2,0)) - z2 arctan (
En teoría, esta expresión debería tener veinticuatro términos aunque tiene sólo nueve. El motivo es que al tomar límite en nueve de ellos, y por simple sustitución, convergen a cero, mientras que para los otros seis:lím Ul,Í2,Í3)-(0,0,0) xln (y + r(x, y, z)), y ln (x + r(x, y, z)), z arctan (— )j =[0,0,0].
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Tendremos, pues, que el campo en cada punto P € R3 vendrá dado, de manera continua, por F(F) = W(F) = GpVu^P).Generalmente, las segundas derivadas no van a estar definidas en la frontera del prisma si en ella hay una discontinuidad de la densidad. Variará, de hecho, de qué derivada se esté considerando y el plano de la frontera que tratemos. Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1: Discontinuidad de salto de la segunda derivadaSupongamos que P es un punto interior de la cara Int(ABCD) que, después de la traslación del sistema de coordenadas, pasa a estar en el plano XY, ver figura 3.15. Tendremos que:

lím ^P')
p'^p dz2

lím(Í1,Í2,Í3WO,O,O,) | ,xy.\x^+G— arctan (—)I zr Gi+íi27rswno(p3) — arctan (---- . x^2------_
Z2r(x2,y2,Z2)

i . Z X]_y2 , , (+ arctan (---- -------------r) — arctan (
Z2T\X\,y2,Z2)

vz+b Z2+Í3

3/1+Í1 Í3

xiyi
Z2r(xi,yi,z2)

, 1. / 'i+ arctan (------------------r),
Z2T(X2,yi,Z2)

siendo 0 / + €3 —* 0, es decir, en el límite consideramos puntos que noestán en el plano XY, y donde signo^) indica que el límite en P depende del 
Q2U semiespacio por el que nos aproximamos al punto. Las segundas derivadas —(F) 
ox¿

d2U,^, . ,, d2U,r>. , n iy —y (P) tienen un comportamiento análogo a -^-^(P) en las superficies planas 
dy¿ oz¿

Int^ADHE |J BCGF) e Int(ABFE (J DCGH) respectivamente.
Ejemplo 2: El límite no existeConsideremos un punto P que esté en la arista AD del prisma, coincidente con el eje Y. Será Xi = Zi = 0 y

,, d2u.n/.hm -^(P ) = 
p'^p dz2

lím (0,0,0,) ,xy ,\x2+G — arctan (—)
zr Iíí 3/2 +Í2 Z2+Í3

3/i+Í2 Í3znx . z i, i z ^y^signoitAir — arctan (---- --------------) + arctan (---- -------------r
Z2r(X2,y2,Z2) Z2r{X2,yi,Z2)

, ,, . , kayi kay2 ,+ hm arctan ( , . ------—) — hm arctan (, . ------—),fc->o y k/3r{0,yi,0Y fc-»o y k/3r(0,y2,0)



114 Capítulo 3. Casos particulares de distribuciones de masas activas

siendo 0 + £2 + £3 —> 0, y donde £1 = ka y £3 = kf3. Los dos límitesanteriores no existen ya que dependen de los valores a y /3 que determinan la dirección desde la cual nos aproximamos.Si P = D, tendremos que:
lím =

P'^D dz2
lím (Í1.Í2.Í3W (0,0,0,) , , 3/2+62 22+53 

xy. 1^2+Ci q— arctan (—)zr If! , 6 ¿3
—siqnoffA — arctan (-----7------------r)2 y z2r(x2,y2, z2y

, kay2 . ,, . kaky .k-+o y k/3r(0,y2,0y fe^o y k/3r(ka,ky,k/3)— lím arctan 
k->0

x2ky 
k/3r(x2,0,0)siendo £2 = ky, y determinando la dirección desde la que nos aproximamos. Así pues, en este caso tampoco existe límite.

Ejemplo 3: Derivadas cruzadas divergentesSea P un punto de la arista AE. Tendremos que xi = y^ = 0 ylím ^-(P') = 
p'->p dxdx

lím (¿1,Í2,€3)—(0,0,0) ||ln(z + r)|^| 3/2+Í2

€2

22+Í3
Z1+Í3= ln (z2 + r(x2, y2, z2y - In (zí + r(x2, y2,-In (z2 + r(x2,0,z2y + ln (zi + r(x2,0, zi)) - ln (z2 + r(0, y2, z2)) + ln (zi + r(0, y2, zj) + ln(2z2)- lím ln(zx+£3+r(£i,£2,Zi+£3)) = 00, (€i,Í2,Í3)^(0,0,0) vsupuesto que zi < 0 y z2 > 0. De este modo, los puntos de las aristas paralelas 

. 92ual eje Z son puntos de singularidad para -----.
dxdyEvidentemente, los problemas también aparecen cuando P es un punto exte­rior al prisma. Así pues:

— (P) = dz2 ;
rxy\\X2 — arctan (—)

zr IX1no está definido en aquellos puntos en los que Zi = 0 ó z2 = 0. Se puede com- 
d2,\iprobar, sin embargo, que existe límite para y es único si y sólo si P es 
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un punto exterior al prisma de modo que podemos definir esta segunda derivada por medio del valor de su límite.
Función Dominio1 2 3 4 5 6 7 8 9
U, ux, Uy, UZ 3 3 3 3 3 3 3 3 3
^xx 3 3 3 3 í í 3 í í
Uxy 3 3 3 3 3 3 3 í í
^xz 3 3 3 3 3 í 3 3 2
Uyy 3 3 3 í 3 3 í 2 í
Uyz 3 3 3 3 3 3 J 3 £3 3 í 3 3 í í 3 2

Cuadro 3.1: Lista de todos los casos dependiendo de la localización del punto P en el caso del potencial generado por un prisma.Dominio 1 = Ext(ABCDEFGH),Dominio 2 = Int(ABCDEFGH),Dominio 3 = Int(ABCD |J EFGH\Dominio 4 = Int^ADHE |J BCGF\Dominio 5 = Int(ABFE |J DCGH), Dominio6 =Dominio 7 = Int(AD |J BC U FG U EH), Dominio8 =Dominiofi = {A, B, C, D, E, F, G. H}.

3.4.5. Potencial generado por un cilindroConsideremos un cilindro circular de radio a y altura b:

t? = {(x, y, z) G R3 : 0 < x2 + y2 < a2,0 < z < 5},con una distribución homogénea de masas de densidad p = po-Supongamos que Po es un punto del espacio con coordenadas cilindricas 
(ro,Oo,uo)- Para un punto P(r, 6,u) G A tendremos que rOp0 = rOp + rPp0.
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Figura 3.16: Potencial de un cilindro.
Si tenemos en cuenta la relación entre coordenadas cilindricas y cartesianas:

’ x
- y 

z

r eos (0) 
r sen (0)
u

\/x2 + y2arctan(—1 , 
x

zentonces, rpp0 = (ro eos (0q) — r eos (0), tq sen (#o) — r sen (0), uq — u) y su módulo:
rpp0 = + r2 - 2r0r eos - 0O) + («o - u)2 = \/7(r(h0op70^^El potencial gravitatorio creado por el cilindro en el punto Pq vendrá dado por la expresión integral:

V(P0) = G [[[ -^—dvp = Gpo í [ / ... _________________ —drdudO.
J JJ rPPo Jo Jq Jo y/f(ro,0o,r,0) + (u0 - u)2

Estudiemos el caso particular en el que el punto Po se encuentra sobre el eje de revolución del cilindro. En este caso será ro = #o = 0 y, por tanto, la función /(ro,0o,r,0) = r2 no dependerá de 0. Distinguiremos varios casos.
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Caso 1: uq > bTeniendo en cuenta que |uq — u| = uq — u para 0 < u < b, tendremos que:12ttGpo n
a

—— -------- -=drdu = / du =
r2 + (uq - “) Jo lo

(u0 - u)

La integral del segundo miembro es casi inmediata. Si consideramos el cambio de variable uq — u = a sinh (z), entonces:
a\ 1 + sinh2 (z)(—acosh (z\)dz

2 fZb u2, U 2 p e2z+e-2z + 2 , 
—a2 cosh (z)dz = —a --------- - --------- dz

J Zo J ZQ 4
2z , -2z a22 + 2z — — |sinh (2z) + 2z|^ .

Zo (3.34)Por definición de las funciones hiperbólicas seno y coseno:
^z _ Z ^Z ______  g zsinh (z) cosh (z) =------------ ------ - ----- = - sinh (2z),

y, teniendo en cuenta la relación sinh ( —) = In (x + y/c2 + ^2), es claro que: c
z = argsinh(—---- —) = In (uq — u + \/a2 + (uo — u)2)-

Así pues, deshaciendo el cambio de variables en (3.34):rí> / 2-7-7---------- (u0 - b)^a2 + (u0 - b)2
Jo y/a2 + (tí0 —u)2du= --------------------------- - --------------------------- +

2 tí0 - b + \/a2 + (u0 - b)2

Finalmente, si sustituimos en (3.33) entonces el potencial en un punto del eje 
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de revolución por encima del prisma viene dado por:= —b(2u0 - b) + I (u0 - u)y/a2 + (u0 - u)2|7rGpo i
«o - 6 + ya2 + (uo - b)2 (3.35)

Caso 2: uq < 0El razonamiento es exactamente el mismo salvo que, en esta ocasión, es |«o — u| = u — tío para 0 < u < b. El potencial en un punto Po del eje de revolución con coordenada cilindrica uq < 0, tiene por expresión:= b(2uo - b) + I (u0 - u^a2 + (u0 - tz)2| TTUpO 1 1(1+a2 In uq + \/a2 + Uq 
uq - b + \/a2 + (u0 - b)2

(3.36)
Caso 3: uq € {0, b}En esta ocasión, ver figura 3.17, si consideramos los límites direccionales se­gún el eje Z, las expresiones dadas por (3.35) y (3.36) y tenemos en cuenta la continuidad del potencial gravitatorio, entonces:

V(0,0, b) = nGpo < -b2 + b^a2 + b2 + a2 In ^a~ > , (3.37)
V(0,0,0) = trGpo < — b2 + by/a2 + b2 + a2 In---------  >. (3.38)

( —b + va2 + b2 J
Caso 4: 0 < uq < bConsideremos los dos cilindros:^1 = {(£, y, z) : 0 < x2 + y2 < a2,0 < z < tío}, t?2 = {(z, y, z) : o < x2 + y2 < a2, u0 < z < b}.Es evidente que ti = tii |J^2 y, por el principio de superposición, el potencial creado en Po por ú vendrá dado por la suma de los potenciales generados por úi
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Figura 3.17: Potencial de un cilindro en el punto Po(0,0, b).

y t?2 en dicho punto. Teniendo en cuenta (3.37) y (3.38):V(P0)= WoHWoH
= ~Gpv | -Uq + t¿o y/a2 +Uq + a2 In | +
-WGpo [~(b - «o)2 + (b - «o)\/a2 + (&- t«o)2 +

u0 - b + y/a2 + (b- u0)2
( I /---------------- |U=U0= 7rGpo < — [uq + (b — uq)2] + W a2 + u2 I Iu=uq —b,21 U0 + Va2 + U0+a ln---------------

uq - b + y/a2 + (b - uq)2

3.4.6. Potencial generado por un conoConsideremos un cono esférico, t?, definido por:= (rsin(#)cos(A),rsin(0) sen (A), r eos (#))
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Figura 3.18: Potencial generado por un cono.
con 0 <r < R, O<0<0‘, yO<A< 2?r.y con una distribución de masas de densidad p = p(r), que suponemos con simetría esférica.El potencial generado por dicho cono en un punto Pq 6 R3 vendrá dado por la expresión integral:

Consideremos la fórmula de descomposición del inverso de la distancia entre dos puntos Po(ro, 0o, Ao) y P(r, 0, A) que para r < r0 es:
1

rPPo

Fn(cos (0O))rn+l r0 r"Pn (eos (0))+
l<m<n re{ñ,s}

(n-m)!rnm(0o,Ao)^nr(n + m)! rj+1 nm( ’ }
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y para r > Tq es:
1 V .......7, ^— > 1 r0PnCOS (0(j) -n+l

¿í l

+ +2 V (n + m)! 0 v ' rn+i ( l<m<n V ’re{ñ,s} J
y supongamos que Pq es un punto exterior de la esfera Sr(O). Sustituyendo en la expresión integral del potencial volumétrico anterior y por la convergencia uniforme de la serie que resulta en el integrando, tendremos que:

T/ZPl 4 Rnm^o,^o) R Snm^0, Ao)
V[Po) = ? , ? . Anm------ -7+1------  + Pnm---- “7—7----- ,n>0 m=0 0 0

siendo: AiO = G rnPn(cos(0))p(F)dvp,
i?para n > 0;

■^nm
Bnm

1 _ 9(n-my. r r r ( Rnm(p, a) 
j (n + m)r JJJ r ¡ Snm(M p(P)dvP,

para n > 0, y 1 < m < n; y
Bno — 0,para n > 0.Como suponemos que hay simetría de rotación, el potencial no puede depender de la longitud del punto, de manera que debe ser:

n>0 '0
Determinemos algunos armónicos esféricos de grado inferior, en los que hemos denotado Ano = An. Para n = 0, tendremos que:

p2iv rR rR
Ao = G / / p(r)r2 sin (O)drdXdO = 27rG(l — cos(0*)) / p(r)r2dr,

Jo Jo Jo Jo
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y para una distribución homogénea, p = po-Ao = —Gp0(l — eos (0*))ñ3. óPara n = 1 será:
Ai = G rPilcos (9))p(P)dvp — ~^(1 — eos (20*)) y p(r)r3dr,

o 0y para una distribución homogénea de masas, p = p^:¿i = ^00(1 - eos (20*)p?4. OPara n = 2: (20) + p(P)dvP - /í+ y2 ~<9Si tenemos en cuenta que los momentos de inercia respecto de los planos 
coordenados YZ, XZ y XY se definen mediante las integrales de volumen:

Iyz 
’ Ixz 

. Ixy

x2 
y2 
z2

► dvp,

y que los momentos de inercia respecto de los ejes X, Y, Z vienen dadospor:
y2 + z2 
x2 + z2 
x2 + y2

> dvp,

entonces, supuesta una distribución homogénea de masas de densidad p = po, tendremos que:
a2 = -Gp0 + y2^ + f 

0

7P2 1? y2)dvp + Gp0 yyy z2dvP = 1?
= —Gpolz +

x2 + y2 2
Si tenemos en cuenta que:

í sin3 (0)dO = | - eos (0*) +
Jo 3 3 sin2 (A)dA = 7T,
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entonces:
r4(sin2 {6) sin2 (A) + eos2 (0)) sin (O)drdAdO

Jo Jo Jo
ttR5 /4 cos3(^*)\= — --cos(r)-------- .

5 yo o /Se puede ver, por simetría de rotación, que Ix = ¡y- Por otro lado:
Iz

(a:2 + y2)dvp = yyy f2 s*n2 ^)r2 sin (O)drdXdO 
& #

2itR? (2 cos3(0*)A= -— --cos(0*) +----- ,
O \ o 3 /por lo que:

Á2 = Gpo
í Ix + ly
\ 2

- Iz ) = Gpo^Ix ~ Iz) = jGp0ñ5cos(^)sin2 (0*). / OSustituyendo estos tres primeros coeficientes en la expresión del potencial generado por el cono y operando, se llega finalmente a:
VW

(|(1 - eos (O + 1(1 -COS (20*))^ + 
ro \ 3 8 ro

1 • 2rn*\R2\ , V- 4 PnCOs(0O)
+ -cos(é» )sm2(0 w + E ¿n +1--- ■a '0 / n>3 rQ
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