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Prélogo

La teorfa del potencial gravitatorio es ya todo un clasico entre los problemas de
la fisica matematica, aunque ain no se encuentra, con suficiente frecuencia, un
tratamiento exhaustivo y formal en la diversa bibliografia existente sobre este
tema.

El estudio de este problema, asi como el de otros muchos de la fisica matemati-
ca, condujo a una clasificaciéon de los diversos planteamientos y a un desarrollo
de las herramientas matematicas utilizadas: calculo vectorial, variable compleja,
ecuaciones en derivadas parciales, as{ como integracién impropia de funciones con
ciertas singularidades, entre otras.

La complejidad de las leyes elaboradas por Kepler, a partir de las observaciones
realizadas por Tycho Brahe, sobre el movimiento de los planetas, llevara, mas
adelante, a Newton a la formalizacion de estas leyes empiricas en la Ley de Gra-
vitacion Universal, que expuso en su obra monumental “ Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica”, publicada en 1687 y cominmente conocida como “Prin-
cipia”.

Esta ley permiti6 extender los dominios de la razén a todos los rincones del Siste-
ma Solar, siendo capaz de explicar, entre otras cosas, las mareas, como atraccion
luni-solar; las 6rbitas de los cometas; las perturbaciones entre los planetas; el
achatamiento del globo terrestre; la precesién de los equinoccios por la atraccién
del Sol sobre el abultamiento ecuatorial terrestre, etc.

Desde la publicacién de la Ley Gravitacional hasta comienzos de este siglo, esta
teoria permanecio inalterada y sin desafio alguno. No es hasta comienzos del siglo
pasado cuando la evidencia experimental de ciertos fenémenos fisicos entran en
conflicto con las teorias newtonianas. Asi, por ejemplo, la teorfa gravitacional
falla en los calculos realizados a escala atémica y galactica. Ello produjo una
profunda crisis en la Fisica hasta que Bohr y Einstein crearon nuevos conceptos
y paradigmas con los que desarrollaron las teorias que compiten con la fisica de
Newton: las teorias no newtonianas de la Mecanica Cuantica y de la Relatividad
General.



Fue Laplace quien sugerira sustituir la formulacién explicita de las fuerzas atrac-
tivas entre dos cuerpos por la ecuacién diferencial que verifica un campo escalar
asociado a este campo vectorial: el potencial gravitatorio. La introduccion de este
potencial sustituye el problema de interaccién entre dos cuerpos reales por la “in-
teraccion a corta distancia” entre puntos vecinos del espacio en el que suponemos
definido, artificialmente, un campo escalar.

Al margen del planteamiento laplaciano, en este texto se realiza una revision y
un estudio clasico del potencial gravitatorio basado, casi exclusivamente, en el
estudio de las propiedades de su expresion integral.

En el capitulo 1, el estudio teérico de la teoria de campos, de integracién para-
métrica e impropia y de un tipo especial de funciones ortogonales, las funciones
esféricas, tiene como objetivo principal formar un compendio de matematicas
apropiado a la disciplina a tratar en este trabajo.

El capitulo 2 es una revisién histérica sobre el tratamiento de la teoria del po-
tencial gravitatorio antes del planteamiento laplaciano de realizar el estudio de
las propiedades de este campo teniendo en cuenta que viene caracterizado por
una. funcién que, fuera de las masas atrayentes, es armonica y, fuera, verifica la
ecuacion de Poisson. En él se define el potencial volumétrico y se estudian sus
propiedades de continuidad y diferenciabilidad en todo el espacio, llegandose a
la conclusién de que esta funcion verifica muy buenas propiedades, incluso en
aquellos puntos de R? en los que la densidad es discontinua. Se hace, también,
una revision del concepto de angulo solido y su relacion, desde un punto de vista
matematico, con el concepto de flujo gravitatorio.

El capitulo 3 se estudia un tipo de distribuciones teéricas de gran importancia
y aplicabilidad: los potenciales de superficie. A diferencia de las distribuciones
volumeétricas, en esta ocasién, las propiedades analiticas de la funcién potencial
no son tan buenas. Asi pues, veremos que el potencial de capa doble es discon-
tinuo en los puntos de la superficie en la que se concentran las masas, mientras
que, en el caso del potencial de capa simple, las discontinuidades se presentan en
sus derivadas normales. Abordaremos, también, el problema directo del potencial
gravitatorio, consistente en determinar el campo generado por una determinada
distribucion de masas. Se estudian los campos generados por un prisma, un ci-
lindro, un cono y otros cuerpos de simetria esférica como la “esfera prenada” y
una particularizacion de ésta: la capa esférica de espesor finito.

VI












4 Capitulo 1. Considerandos

1.2. Operaciones principales de la teoria de campo

1.2.1. Formas diferenciales de primer orden

Sea {e1,€2,...,en} una base de R y || ||2 la norma euclidea definida anterior-
n
mente. Para cada x € R™ sera x = ) z;€;, y escribiremos x = (x1,Z2,...,Zn).
i=1

Sea m; : R®™ — R la i-ésima proyecciéon canénica definida para cada x € R"
por m;i(x) = z;. Es claro que m; € L(R™,R), es decir, es una forma lineal y, por
tanto, sera diferenciable para cada x° € R™ siendo dn;(x®) = dz; = m; para
cada 1 < i < n, x® € R". Se ha denotado dr;(x®) = dz; al ser la diferencial
independiente del punto x° considerado. Es facil ver, ademas, que {dz;}; es base
de L(R™,R).

Sea U C R™ un abierto y f : U — R diferenciable en x° € U. Se verifica que
df (x°) € L(R™, R) existiendo {a;}; C R de modo que df (x°) = ¥ a;dz;. Eva-

i=1
luando en cada elemento de la base considerada en un principio, es df (x°)(e;) =
n n
a;dzi(e;) = 3 a;6;; = a;, donde df (z°)(e;) coincide con la derivada direccio-
i=1 i=1

nal de f segin la direccién e; y que sera denotada por df (z°)(e;) = aan(:IJO). De
J
0 m 9f o
este modo, df (z°) = Y —(z")dz;.
i=1 Ox;

Consideremos en £(R™,R), la norma definida por:

l[ullz = sup{ 'l’l‘)((’lz' :¥x € R — {0}} = sup{|u(x)| : ¥x € 8S(0; 1)}

para cada u € L(R™,R).

Es facil ver que los dos espacios normados (R™,] - ||2) y (C(R™,R), || - ||2) son
canénicamente isomorfos e isométricos. Basta considerar T : L(R",R) — R" de
modo que para cada u € L{R™, R), si a; = ufe;) para 1 < i < n, T(u) = a, =
(a1,as....,a,) € R™ Deigual modo, sia = (a1, as,...,a,) €ER"?, T7}a) = ua

n n
estara definido, para cada x = ) z;€; € R, por ua(x) = Y. z;0;.
i=1 i=1

Si U C R™ es un abiertoy f : U C R® — R es diferenciable en x° € U,
entonces podemos asociar a df(z?), por el isomorfismo anterior, T'(df(x°%)) =
agf(x0) € R™, siendo:

agxe) = (df(x%)(er),df(x%)(ez),...,df (x")(en))

P P P
_ (a_gl(x%,a—ai(x"),...,%(x"))eR".
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1.2.2. Coordenadas curvilineas ortogonales

Sea {O;e1, ez, e3} un sistema de referencia cartesiano ortogonal tal que para
cada P € R? existen z,y,z € R, tinicos, de modo que rop = ze; + yez +
zeg, siendo rop el vector con origen O y extremo P. Supongamos que todo
punto P € R3 lo expresamos en funcién de tres nuevas variables u = (uy,ug,us)
existiendo una relacion funcional suprayectiva ¢ : U C R? — R3, con ¢(u) =
(x(u), y(u), z(u)) diferenciable con continuidad en el abierto U C R3 y tal que el
determinante jacobiano:

. o o

(‘3u1 8U2 Bua

oy Oy Oy

0 = — —— ——
To(x7) = Bu; Ouy Ous 70,

0z 0z Oz

dui  Buy Bug lyo

para cada x° € U C R3.

El teorema de la funcién inversa nos garantiza que ¢ es un homeomorfis-
mo, pudiendo escribir:

U= (ul (1:1 Y, Z), ’U,z(.'t, Y, Z), ’LL3($, Y, Z)) = ¢_1(z1 Y, Z)'

En estas condiciones, diremos que (¢, U) define un sistema de coordenadas
curvilineas.

Definicién 1.10. Sea P? = (uY,u3,u]) € R3. Liamamos superficie coordenada
asociada al punto P° a cada superficie
Si = {(xi Y, Z) : u'i(-r’yaz) = ¢i_l(x’ Y, Z) = U?},

para 1 < i < 3, y linea coordenada asociada al punto P°® a cada linea inter-
seccidn, dos a dos, de las superficies anteriores:

Lo = {(2,,2) 1 4;(2,9,2) = 03, we(=,,2) = ud} = S; N Sk,
con 1<4,5,k<3;i#£ 34,k 7#k.
La terminologia de coordenadas curvilineas queda justificada si tenemos en

cuenta que, en general, las lineas coordenadas no seran rectas. Consideremos,
para cada P° € R3, la terna de vectores unitarios {e?,e3,e3} definidos por

¢ 0¢ .
0 — 0 = ||=—(P° <i<3.
hie; Bu, (P"), con h; Hau,- (P2, para 1 <i <3
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Definicién 1.11. Decimos que un sistema curvilineo, (¢,U), es ortogonal si los
vectores {e;°}; son ortogonales para cada P? € R3, es decir, ede e? = &5, para
1<i,j<3.

Definicién 1.12. Llamamos factores de escala a las constantes {h;};.

Teorema 1.5. Los vectores {e;°}; son unitarios y tangentes a las lineas coorde-
nadas {I';}; para cada P° € U.

Finalmente, al ser ¢ diferenciable en cada punto P° € U, sera:

o _ 99 0 0% o 0% o
do(PY%) = By (PYdu; + o, (P")dus + Bus (P )dU3

= hidused + hodusel + haduzes®.

(1.1)

1.2.3. Gradiente de un campo escalar

Si V es un dominio arbitrario en el espacio, entonces se dice que en dicho
dominio hay dado un campo escalar si a todo punto P € V se le asigna, segiin
una ley conocida, cierto escalar ¥U(P).

Basta notar que el concepto de campo escalar y el de una funcion definida en
el dominio V' coinciden, de manera que, por regla general, se considera que un
campo escalar se define con ayuda de una funcién ¥ = ¥(P).

Por todo esto, la diferenciabilidad de un campo escalar puede entenderse como
diferenciabilidad de la funcién que define dicho campo.

Definicién 1.13. Sea V. C R3? un abierto y ¥ : V. — R un campo escalar
diferenciable en V. Se define el vector gradiente de ¥ en x° = (29,23,z%) e V
como:

VI(x®) = T(d¥(x") =) Si

i=1

(x%)e; € R™,

siendo T el isomorfismo candnico entre L(R™,R) y R™.

Veamos ahora el significado geométrico del vector gradiente.

Teorema 1.6. Sea V C R3 abierto, ¥ : V — R campo escalar diferenciable en
V. Para cada x° € V y para cada h € R? es:

|d(x)(h)[ < [[VE(x®)|l2]|h]|2.
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Demostracion. Si h = 0 es dy)(x°)(0) = 0 y la desigualdad es evidente. Por el contrario,
si h # 0, teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz, teorema 1.2:

@)W = 13- kg @) < (3 (3 g @) = Il T2E).
]

Teniendo en cuenta el resultado anterior, las derivadas direccionales, segin la
direccién h € 85(0;1), estaran acotadas superiormente por ||[V¥(x%)||2, siendo
esta cota alcanzable para hg = V¥(x%)/|| V¥ (x%)||2, si V¥(x°) # 0. El signifi-
cado geométrico de este resultado es que hg determina la direccion y el sentido
en el que las derivadas direccionales sobre ¥ son maximas, mientras que —hg
determina la direccién y sentido en el que se minimiza la derivada direccional.

Teorema 1.7. Sea V C R3 abierto y ¥ : V — R un campo escalar diferenciable
en V. Para cada x° € V, VU¥(x°) es perpendicular a la superficie de nivel
U0 =V HI(x2)NV.

Demostracion. Sea h € Ty (x?), siendo Ty (x°) el plano tangente a la superficie de nivel
¥,0 en x°. Existiran {x"}n C ¥yo — {x°} ¥y {An}n C R de modo que:

. lim x™ =x°.
n—+o0

n. lim A (x®* —x% =h
n—+4-oc
Por definicién de diferencial, ¥ (x™) — ¥(x°) — d¥(x%)(x™ —x%) = o(||x™ — x°||2), y exis-
tird {an}n C R convergente a cero de modo que, al ser ¥(x") = ¥(x°), —d¥(x%)(x" -
x%) = anx® - x°|2.
Por la linealidad y continuidad del operador diferencial, la continuidad de la norma y
teniendo en cuenta el isomorfismo entre L(R™,R) y R™:

V¥(x% eh = d¥U(x°)(h)=d¥(x°)( mf An(X™ = x0))
n—+4oco
= lim Ad¥()(x™ = x°) == — lim an),|x™ — x>
n—++o0 n—+oo
= — lim ansigno(An)||An(x™ — x%)|l2 = —||h|l2 lim ansigno(As)
n—-+4o0 n—+o0o
= 0,
siendo:

signo(z) = 1 si z>0
g Tl -1 si <0
|
Consideremos ¢ : U C R? — R3, con ¢(u) = (z(u),y(u), 2(u)), y U abierto
en R3, definiendo un sistema de coordenadas curvilineas ortogonales y sea ¥* =

¥ o ¢, diferenciable en U. Para cada P% € U sea {e;:°}; la base ortonormal
asociada al punto P? por el homeomorfismo ¢.



V¥ (z?)
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Es facil demostrar la linealidad del operador div : C1(V,R3?) — C(V,R3).
Teorema 1.8. Sea V C R? abierto, f € CY(V,R) y F € C(V,R3). Entonces:

div(fF) = Vf e F + fdiv(F).

Demostraciéon. Por definicién, si F = (Fi, F, F3), aplicando la regla de derivacion de
un producto para cada x° € V:

d(F)) = 3 6o
3
= 2 LeORE) + 1603 T )

= VIGO) 0 F(x®) + f(xO)div(F)(x°).
[ |

Si denotamos por x el producto vectorial de dos vectores y si F,G : V C
R3 — R3 son dos campos vectoriales, podemos definir un nuevo campo como:

FxG: VCR® — R?
0 — (F x G)(2°) = F(z%) x G(z°)

De igual modo, si V es el operador gradiente, también llamado de Hamilton,
y si {e;}; es la base euclidea, entonces se puede definir un nuevo campo vectorial
VxF: VCR® — R3 tal que para cada x° € V sea:

€1 €2 €3
Io} 9 0
0 - — — —
V x F(X ) = 811 63)2 6.’53 ’
Fl F2 F3 x0

donde la expresién del ultimo miembro debe entenderse como una regla mne-
motécnica para poder obtener, desde un punto de vista operacional, el campo
vectorial anterior por medio del determinante. Con la notaciéon que acabamos de
introducir, es facil demostrar los siguientes resultados.

Teorema 1.9. Si V C R3 abierto y F,G € C}(V,R3), entonces:

div(FxG)=Ge(VxF)—Fe(VxG).

Teorema 1.10. Si V C R3 abierto y U € C%(V,R), entonces V x V¥ = 0.
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Sea U C R3 abierto y ¢ : U — R definiendo un sistema de coordenadas
curvilineas ortogonales. Podemos asociar a ¢ tres campos vectoriales ¢; : U —
R3, definidos par cada P° € U como ¢;(P?) = €.

Si consideramos las funciones escalares ¥; : U — R, definidas como ¥;(u) =
u; para 1 < i < 3, segin (1.2), su gradiente en coordenadas curvilineas ortogo-
nales, para P® € U, viene dado por V¥, (P°%) = 1/h; - €? = ¢;(P°)/h;, donde
hi = ||0¢/0u;(P%)||2 es el factor de escala asociado a la coordenada curvilinea
u;. De este modo, al definir {€{} un sistema directo en cada punto, debe ser:

1 = P2 X ¢3 = haha(V¥s x V¥3),

¢2 = ¢3 X ¢1 = h3h1(V‘I’3 X V\Pl), (13)
¢3 = ¢1 X g = h1ha(V¥ x Vy).

Sea F € C'(V,R3) campo vectorial de modo que ¢(U) C V. Definamos un
nuevo campo vectorial, F* = F o ¢. Pretendemos determinar div(F™*) en este
nuevo sistema de coordenadas. Para cada P € U debe ser:

3

3
F*(P%) =) Fied =) F¢:(P°)

i=1 i=1

y, por la linealidad de la divergencia:

3
div(F")(P®) =} _ div(F}¢:)(P°).

i=1
Si tenemos en cuenta (1.3):
div(F*) = div(Fyhohs(V¥2 x V¥3)) + div(F5hsh (VU3 x V) +
+div(F3h1he (V¥ x V¥,)),
y consideramos el teorema 1.8, particularizado para i = 1, tendremos que:

di’U(Fl*hzh:;(V\I/g XV\I/;;)) = V(Fl*h2h3)0[v\pz XV‘I’g]-{—thghgdiv(V‘I’g X V\I’g)

Teniendo en cuenta los teoremas 1.9 y 1.10 y razonando de manera analoga
para i € {2,3} se llega a:
1

d’i’U(F‘) = V(F{hgh;;) L4 hghg

. 1 . 1
#1+ V(F3hihs) e m@ + V(F3hihy) e mfﬁs-

Si consideramos, ahora, la expresion (1.2) del gradiente en coordenadas cur-
vilineas ortogonales:

1 6(F1*h2h3) 0 1 6(F1*h2h3) o 1 B(Fl*hzhg)
Flhohg) = ——~—L1 =7~/ — L= — L = el
V( 172 3) hl Bul €1 hz (91.L2 2 + h3 au;; €3









/-Q--/F(P, Po)dup
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acotada e integrable en Q. Entonces, la funcion V = V(P) definida mediante la

relacion:
V:D — R

Po — V P()) / / P P() d’Up,

serd continua en cada punto Py € D.

Teorema 1.13. Sean D C R™ , Q C R™, p(P) acotada e integrable en Q y
F = F(P,P) tal que F y sus derivadas parciales de primer orden respecto de
los argumentos de Py son continuas en Q x D. Entonces, la funcion V = V(P)
definido como:

v:D — R
PO — V(PO)=/---/p(P)F(P,P())d’Up,

tiene en el dominio D una derivada parcial de primer orden continua respecto de
sus argumentos y:

p)OF (P Fo)
1<k<n.
amk / / T oz, 0 "

La demostracién de estos dos teoremas puede verse en [8], pagina 315.

1.3.2. Integrales impropias

Los potenciales y componentes de la fuerza de atraccién, generados por una
distribucién continua de masas en un punto, se representan mediante integrales
cuyos integrandos pueden hacerse infinitos si consideramos sus valores en puntos
que se encuentren en la regiéon de integracién. En estos casos no podemos definir
la integral como limite de una suma integral ya que el sumando correspondiente
al elemento de volumen en el que se encuentre la singularidad puede hacerse
arbitrariamente grande en funcién del punto intermedio que consideremos. Las
integrales de estas funciones se definirdn como integrales impropias.

Supongamos dada una funcion F = F(z,y, z) definida en una determinada
region  del espacio y haciéndose infinita en un punto Py(zg, yo, 20) € Q. Sea
{én}n C RT una sucesién arbitaria de nimeros reales positivos convergente a
cero. Para cada valor £, de la sucesiéon consideremos un entorno de Py con dia-
metro no mayor que &y, E¢, (Pp). Si Qn, = Q — E¢_ (F), consideremos la sucesion
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I,,=///de.

n

de integrales:

Definicién 1.17. Si existe I = lim,, . I,, independientemente de la eleccion de
las regiones §},, entonces a este limite lo llamamos integral impropia de la
funcion F(z,y, z) en la regidn Q y la denotaremos:

Iz/!/de.

Es evidente que podremos aplicar esta definicién cuando la funcién F =
F(z,y, z) tenga una cantidad discreta de singularidades aunque, en lo que sigue,
estudiaremos integrales impropias que tengan singularidad en un punto aislado
de la regién considerada.

Definicion 1.18. Si eziste, al menos, una sucesion {Qn}n tal que eziste I =

limy, I, = lim, [f[ Fdv, y para otras sucesiones {Q,} este limite no eriste o
ﬁn

toma otros valores, al limite I lo llamamos integral impropia que converge

en forma condicional.

Lema 1.1. Sea F = F(z,y, z) una funcion no negativa definida en una region §)
y Py € Q una singularidad aislada de la funcion F. Sea {£,}n una sucesion arbi-
traria de reales positivos convergente a cero y 2y, = Q — S(Py, &), con S(Po,&r)
la esfera de centro Py y radio £,. Supongamos definidas las integrales :

= ][ Fav

n

convergentes a un cierto valor I = Yim,, I,,. Entonces, estd definida la integral

impropia:
I= / / / Fav,
0

coincidente con el limite de la sucesion anterior.

Demostracién. Sea {£,}n € R* y E¢, (Po) una regién que contiene al punto Py en
su interior con didmetro menor o igual que &, para cada n € N. Denotemos {2, =
Q — E¢, (Po). Es claro que existen &L < &€n, < €2 de modo que

Se1 (Po) C Eg,.(Po) C Sz (Po),

verificandose, ademas que limé. = lim€2 = lim&, = 0. Al ser F una funcién no
n n n

negativa:
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1. F presenta una singularidad en Py(zg, yo, 20) € .
1. |F(z,y,2)| < F(z,y,z) para cada (z,y,2) € R3.

IL. j;{f Fdv estd definida.

Entonces, la integral impropia [[[ Fdv estd definida.
Q

Demostraciéon. Sea {£,}n C R¥ verificando que ll’m&n =0y {E¢,(Po)}n una suce-

sién arbitraria de entornos del punto Py, con (5({E€n (Po)}) < &n. Denotemos Q,
Q — E¢, (Po). Como la integral impropia I = f [[ Fdv est4 definida, la sucesién I, =

I f [ Fdu es una sucesién convergente a la 1ntegral impropia I = | f [ Fdv. Asi pues,

ﬁJado € > 0, existe un nimero natural N(¢) de modo que para cada. n,m 2> N{e)
naturales es, al ser F' no negativa:

potui=1 JJf #i= [ ravee

en—Eem en—Etm

Por otro lado, F es mayorante de F, pudiendo escribir:

o = I| = | /// Fadv| < /// |Fldv < /// Fdv <e.

n = Etm n~Fem n~Btm

Queda demostrado, de esta forma, que la sucesiéon {,} es una sucesién de Cauchy en
R, teniendo garantizada la convergencia por la completitud de los nimeros reales. ®

De manera analoga se puede demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.16. Sea Q una region del espacio y F = F(z,y,2), F = F(z,y,2)
dos funciones definidas en Q. Supongamos, ademds, que se verifican las siguientes
condiciones:

1. F presenta una singularidad en Py(zo, yo, z0) € 2.
. |F(z,y,2)| > F(z,y,2) > 0 para cada (z,y, z) € R3.

1. fof Fdv diverge.

Entonces, la integral impropia [[[ Fdv también diverge.
Q
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Corolario 1.1. Sea Q una region del espacio, F = F(z,y, z) una funcion defini-
da en Q con una singularidad en Py(xo,yo,20) € Q. Supongamos, ademds, que

c
F(z,y,2) < s con C, a < 3 constantes y r = d(P, P,), siendo Py € Q fijo.

Entonces, la integral impropia [[[ Fdv converge.
Q

Para la continuidad de las integrales sera condici6én suficiente la continuidad
del integrando respecto de las variables dependientes de integraciéon y los para-
metros. En las integrales impropias, la continuidad del integrando no se da, de
manera que no es aplicable el resultado anterior. Veamos, pues, algunos criterios
de continuidad de este tipo de integrales.

Sean P = P(z,y,2z) y Po(zo,¥o,20) puntos del espacio, @ C R® y F, f dos
funciones arbitrarias definidas en 2 x £ y §2 respectivamente. Supongamos que
la funcién F presenta una singularidad cuando coinciden sus argumentos P =
Py € Q y que es continua respecto de Py. Supongamos, ademas, que f es una
funcién acotada e integrable en su region de definicién. Entonces podemos definir
la funcién:

V(Py) = /// F(P, Ry)f(P)dvp.
a

Definicién 1.19. Decimos que V(P) = ///F(P, Py)f(P)dvp es uniforme-
Q

mente convergente en Py si para cada £ > 0, eriste § = §(e) > 0 tal que tiene
lugar la desigualdad:

WaaP =1 [[[ £ P)(P)dve-| <

Qs(e)

para cada P € R3 verificando que d(P, Py) < 8(€) y para toda region Qs conte-
niendo a Py y con didmetro diam(Qs()) < 9.

Sefialemos una condicién suficiente de convergencia uniforme de la integral en
un punto, cuya demostracion puede encontrarse en [8], pagina 317.

Teorema 1.17. Sea Q C R3 y F = F(P, Py) una funcidn continua en Q x Q para
P +£ Py y sea f = f(P) una funcidn uniformemente acotada en Q. Admitamos
que existen unas constantes A, 0 < A < m y ¢ > 0 tales que para cualquier
P, Py € Q se verifique la desigualdad:

|F(P, Po)| < C|P - Byl|53™.
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En estas condiciones, la funcion V = V(P) definida como:
v:eD — R
P — V() = [[[ PR 1P,
Q

es uniformemente convergente para cada Py en Q.

Lema 1.2. Dados A y B subconjuntos disjuntos de R"™ y una funcion F definida
e integrable en una regidn Q conteniendo a A y B, se tiene que:

///qu:/A//de+/B//de.

AUB

Teorema 1.18. Si

V(e = [[[ FP.Pos(PIave
Q

es uniformemente convergente en Py € (), entonces es continua en este punto.

Demostracion. Tenemos que demostrar que para cada £ > 0, existe § = §(g) > 0 de
modo que para todo punto del espacio, P, tal que d(P, Po) < 4(¢), se verifica que
|[V(P) — V(Pp)| < e. Por el lema 1.2 podemos considerar una regién dentro de €2, €1,
que contenga al punto Py y dividir la integral en dos sumandos V = V1 + V3, siendo
Vi= [[[ F(P,Po)f(P)dvp, parai=1,2y Qy = Q — Q.

Q.

Si consideramos la desigualdad |V (Po) — V(P)| < |Va(Po) — Va(P)| + |V (Po)| +|Vi(P)],
bastara demostrar que cada sumando en el segundo miembro se hace arbitrariamente
pequeiio si P esta lo suficientemente préximo a Pp. Por la convergencia uniforme de
la integral considerada en Po, tenemos garantizada la existencia de un 6°(£), de modo
que para P con d(P, Po) <6°(§) es [Vi(P)| < § ¥ [Vi(#)| < §. Como Py no pertenece
a la region €22, V2 es continua en este punto. De ahi que exista un 4" () tal que

[V2(Po) — Va2(P)| £ § para d(P,Po) < §°°(5). Haciendo 4(¢) = min(6°(5),d""(5)

)
tenemos que |V(P) — V(Po)| < e si d(P, Po) < 6{¢). [

1.3.3. Teoremas integrales clasicos del analisis vectorial

En lo sucesivo supondremos que las regiones estudiadas tienen una frontera
suficientemente suave, como por ejemplo, las conocidas como superficies de
Liapunov.

Definicién 1.20. Una superficie, X, se llama de Liapunov si verifica las con-
diciones stguientes:

1. En cada punto de la superficie ¥ existe una normal determinada.
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11. Eziste un nimero d > 0 tal que las rectas paralelas a la normal en cierto
punto P € ¥ de la superficie cortan no mds de una vez la parte £'p de la
superficie ¥ que se halla dentro de una esfera de radio d con centro en P.
Estas parcelas de superficie, £'p, se llaman entornos de Liapunov.

1. El dngulo v(P, P') = Z(n,n’), formado por las normales exteriores en los
puntos P y P', satisface la condicion:

v(P,P") < Arsp,

donde rpp: es la distancia entre los puntos P y P', A cierta constante y
0<dé<l.

Al estudiar las ecuaciones de tipo eliptico se aplicaran con frecuencia las
formulas de Green, que son consecuencia directa de la formula de Ostrogradsk:.
Estas formulas integrales se encuentran entre las ecuaciones basicas de la teoria de
potencial y son herramientas de gran importancia para los problemas de geodesia
tedrica.

Teorema 1.19. (Férmula de Ostrogradski) Sea ¥ una region del espacio con fron-
tera 89 = ¥ una superficie de Liapunov. Supongamos que P,Q, R son funciones
continuas en 9 = 9| JX y con derivadas parciales continuas de primer orden en
4. Entonces:

/// (ap 3Q gf)d p—// Pcos(a) + Qcos (B) + Rcos (y))dop,

donde dv, = dxdydz es el elemento de volumen y o, 3,7 los cosenos directores
de la normal exterior, np, a la superficie ¥ en el punto P.

La demostracion de este teorema puede verse en [8], pagina 200 y [15], pagina
309.

Si P, @, R se consideran las componentes de un determinado campo vectorial,
F = (P,Q, R), podremos escribir la férmula de Ostrogradski como:

// diU(F)d’Up = / FndO’p,
9 =

donde div(F) = 6—P + % + 52 es la divergencia del campo F 'y F, =Fen =

Pcos (a) + Q cos (ﬂ) + Rcos (), es la proyeccién del vector F a lo largo de la
normal exterior n en un punto P € X. Asi pues, la formula anterior es valida
para cualquier campo de vectores, independientemente de su significado fisico.
Por ejemplo, sea F el campo de velocidades de un fluido incomprensible dentro
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la distancia entre los dos puntos. Si A es el operador de laplace es facil comprobar,
por derivacién directa, que Av = 0, es decir, que la funcién v verifica la ecuacion
de Laplace. Diremos que v es una funcién armoénica. Sea u = u(P) una
funcién que verifica las condiciones anteriores. Podemos considerar varios casos
dependiendo de dénde esté el punto .

Caso 1: P € Int(?)

En este caso, la funcién v = v(P) tiene una discontinuidad en el punto Py € ¢
y, por tanto, no es posible aplicar la segunda férmula de Green a u y v. Sea
€ > 0 arbitrario y S.(Py) la esfera solida de centro Py y radio €. Denotemos
9. = 9 — S.(P), con frontera ¥ + X, siendo ¥ = 89 y X, = 05.(F) las
fronteras de ¥ y S.(Py) respectivamente. Aplicando, ahora si, la segunda férmula
de Green a las funciones u y v en la region 9, se obtiene:

JI (2 () - o ) or -

3] 1 1 Ou 7] 1
= // (u% (T‘ppo) — 6n> dop + //u% ( PPO) dop (1.12)
bl
// 1 Bu
PP, Bn

En el segundo miembro de esta igualdad, solo las dos dltimas integrales de-
penden de €. Si calculamos la derivada direccional por la normal exterior a la
regién 9. en Y., se tiene que:

o (5o ), =27 (72
on TPP, Te N or TPP, .

// (rppo) dop = //“ dop = 4mu’(e), (1.13)

siendo u*(e) el valor medio de la funcién u en X.. De igual modo, la tercera
integral del segundo miembro de la identidad (1.13) es:

1 Ju 1 ou 1 (Ou ou
// — B—n-dO'P = E/ %d(fp = _6- (EL‘) (E)47I'E = 4me (an) (E),
e =

) (1.14)

1

p)
. Tpp

g2

Asi pues:




-/ (5 (%)
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Sea U.la parte de la regién 9 que se encuentra dentro de S.(Fp) y que tiene por
frontera 89, = X1 |J X2, siendo £f = 9()3Sc(Po). Podemos seguir los mismos
razonamientos que en el caso anterior, de modo que aplicando (1.11) a la regién
¥ = ¥ — ¥, en la que v es armoénica:

/Ay TR TRR R
) TPP, TPPR, Tpp, On
1 Ou
//( on <TPPO> TPP an)d op = (L17)
[/ (5 (55) ) 2
TPP, TPP, ON

siendo 99 =X, X = (2 - 5)UZ;
Ahora bien:

o 1 1 Ou 1 1 ou
// ("% () ~vem %) dop =22 // udop = ¢ // (%) dop =
ok s Tx

:im(e)%“g_é(w) (e) Zgme? = 2mur(e) — 27r5( ) ©),

*

o
donde u*(e) y (%) (€) corresponden al valor medio de ambas funciones en la

region 3%, Al estar la derivada normal de u acotada, la integral anterior converge
a 27u(Py) cuando £ tiende a cero. Analogamente, si tenemos en cuenta el teorema

del valor medio de integrales de superficie y si u*(¢) y (%) () son los valores

de ambas funciones en cierto punto de ¥, entonces:

A=27
// ui = 1 Ou dop =u*(e / / —r2drd)\—
s on TPP, Tppo 8n A=
A= 21r *
du
—_— 2 - * —_— —
( ) /ro [\ r drd) = 2meu*(e) — me (Bn) (),

que converge a cero cuando ¢ tiende a cero. Si tenemos en cuenta lo que acabamos
de exponer y la definicion de integral impropia, tomamos limites en (1.18) llega-
mos a:

2mu(Py) = /// - Dudvp - //( (rm) T:PO g“) dop. (1.18)
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Se ha demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1.20. (Férmulas de Green) Sea 9 C R? una region del espacio con fron-
tera 09 = ¥ una superficie de Liapunov. Sean u,v dos funciones continuas y con
derivadas parciales primeras continuas en ¥ y con derivadas parciales segundas
continuas en 9. Se verifica:

I. Primera férmula de Green:

///uA'udvp:—// VUOVUdUP+//Ug—ZdO'p.
¥ 9 b}

II. Segunda féormula de Green:
/// uVv — vVu)dup = // (ua—v —va—u> dop.

para Py € R un punto fijo

11. Tercera formula de Green. Si v(P) =
' . TPP,
del espacio, se tiene que:

Tu(Py) = /// A udvp — // _ 1 Ou dop,
TPP, TPP, PP, ON

donde:

0 s Py ¢ 9,
T=< 21 si Py e ¥ =99,
dr st Py € Int(¥).

Si u = u(P) fuese una funcién arménica en ¥, entonces para cada punto
Py € 9 se verifica que:

1 1 JOu 0 1
=g ([ w3 (o) 2o
x

es decir, el valor de una funcién arménica dentro de una region viene determinado
por el valor de la funcién y de su derivada normal en la frontera.

1.4. Funciones esféricas

1.4.1. Problemas de valores propios

El problema de valores propios, también conocido como problema de auto-
valores, se simplifica mucho si trabajamos en espacios con producto escalar. Si
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I = [a,b] C R es un intervalo compacto y si F denota el cuerpo de los niimeros
reales o de los nimeros complejos, entonces podemos definir el producto escalar:
<,> CU,FyxcI,F) — F
b _
(f.9) — < f,g>= [, f(2)§(z)dz,

siendo la norma asociada |||z =< f,f >?% .

Consideremos k(z) € CY(I,R*) y q(z) € C(I,R) tal que k(z) > 0 para a <
< b. Definamos el siguiente operador diferencial de segundo orden:

L{]: ¢c¥I,C) — C(I,C)
Yy —  Lly] = (ky') — gy,

del cual se puede demostrar, sin dificultad, que es un operador lineal. Si conside-
ramos la ecuacién:

Liy] + My = [k(2)y'(@)] — q(x)y(z) + Mp(x)y(z) =0 a<z<b,  (1.19)

para p € C(I,R), entonces cinco grandes conjuntos de funciones ortogonales son
solucién de una ecuacion del tipo anterior.

L. Sik(zx)=p(z)=1, q(z)=0,a=0, b=m, A\, =n?, n€Z, obtenemos la
ecuacién ¥y’ + M,y = 0, que tiene por soluciones fundamentales las funciones
trigonométricas y; (z) = sen (nz) e y2(x) = cos (nzx).

. Si k(z) = V1—22, qz) =0, p(z) = 1, a = -1, b = 1, A\, = n?,
desarrollando en el primer miembro la derivada, se obtiene la ecuacién
diferencial (1 — z2)y” — xy’ + n?y = 0, con solucién y = T,, polinomio de
Tchebycheff de grado n.

11. El polinomio de Hermite de grado n, y = H,, es solucién de la ecuacion

diferencial y” — 2zy’ + ny = 0, obtenida al hacer k(z) = e, g(z) =
0, p(z) = e"”z, a=-00, b=400, A\, =n.
eln(z)—z
Iv. Si hacemos k(z) = e™®)~= ¢(z) = 0, p(z) = ,a=0 b=
z

+00, A, = n, entonces obtenemos la ecuacién diferencial zy” + (1 — z)y’ +
ny = 0, con solucién y = L,, denominada polinomio de Laguerre de grado
n.

v. El polinomio de Legendre de grado n es soluciéon de la ecuacién diferencial
con k(r) =1-122, q(x) =0, p(x)=1,a=-1, b=1, Ay =n(n+1).
V1. La funcion asociada de Legendre de grado n y orden m, P,,,, es soluciéon
p)
m
1—z2

de la ecuacién diferencial [(1 — z2)y') — y+n(n+ 1)y = 0, que se
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2

obtiene al hacer k(z) = 1 — z?%, ¢(z) = —

1, A\p =n(n+1).

plz) =1, a=-1, b=

Adjuntemos al operador diferencial las siguientes condiciones de contorno rea-
les y lineales:

Il
L

{ ary(a) + a12y’(a) + b1y (b) + bi2y’(b)
an1y(a) + axny' (a) + by y(b) + byy'(b) = 0,

siendo {a;;}, {b;;} C R. Si denotamos:
A:(au a12 ) B:(b” bi2 )
as1 Ao ! b21 b22 ’

C:(AB):(au a2 b b12>,

a1 aze by bao

9(z) = (y(z) ¥'(x))ss1, T = (F(a) §(b)*)}, 4, donde el superindice ¢ indica que
debemos considerar la traspuesta de la matriz en cuestion, podemos escribir las
condiciones de contorno en forma matricial como Ag(a) + Bj(b) =00 Cy = 0.
Ademas, suponemos que rg(C) = 2 evitando asi condiciones de contorno redun-

dantes.

Definicién 1.21. Decimos que las condiciones de contorno son:

1. Periddicas si son de la forma:

{ y(a) —y(b) =
y'(@)-y'() = 0

o

1. Separadas si se escriben:

{ any(a) +appy’(a) = 0
ba1y(b) + bazy'(b) 0

donde a2, + a2y #0 y b2, + b2, # 0. En este caso decimos que el operador
L[] es de Sturm-Liouville (S — £).

Definicién 1.22. Sean A, B € M2(R). Se define el operador de contorno:
g: C*(I,C) — C2
y —  B(y) = Cy = Aj(a) + By(b).

Denotaremos por Dg = {y € C*(I,C) : C§ =0} y Lg = L|p, el operador L[ ]
restringido al dominio Dg.
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Definicién 1.23. Decimos que el operador diferencial Lg es autoadjunto si para
cada f,g € Dg se verifica que:

< Lgf,g>=<f,Lgg > .
Teorema 1.21. El operador diferencial S — L definido como:

Lsgl]: Dy — C(I,C)
y — Lgly]=(ky') —qy,

donde k(z) € C1(I,R) es estrictamente positiva en (a,b) y q(z) € C(I,R), es un
operador diferencial autoadjunto.

La demostracién de este teorema puede encontrarse en [3], pagina 255.

Por el teorema 1.21, que un operador sea o no autoadjunto esta intimamen-
te relacionado con las condiciones de contorno del problema. De esta forma, a
unas condiciones de contorno, S(y), que definan un operador autoadjunto las
llamaremos condiciones de contorno autoadjuntas.

Definiciéon 1.24. Sea Lg[ ] un operador diferencial autoadjunto. Se dice que A € C
es un autovalor o valor propio de Lg[ ] si existe yn € Dg no nulo de modo
que Lglya] = Aya. Diremos, en este caso, que y» es una funcién propia o
autofuncién para el valor propio A.

Definicién 1.25. Se define el espectro de un operador Lg, a(Lg), al conjunto de
todos los autovalores de Lgl].

Definicion 1.26. Sea A € 0(Lg). Se define el autoespacio o espacio propio aso-
ciado al valor propio A, al subespacio de Dg:

(L, A) = {y € Dg : Lgly] = Ay} = ker(Lg — Ald),

donde Id es el operador identidad en C(I,C).

Teorema 1.22. Sea A € o(Lg). El espacio propio €(Lg, A) es un C-espacio vec-
torial.

Demostracion. Sean a1,az € C y consideremos y1,y2 € €(Lg, ). Es SB{aay: + a2y2) =
a1CY1 + a2Cy2 = 0 al ser y1,y2 € Dg, por lo que aay1 + azy2 € Dg. Ademss, por la
linealidad del operador diferencial , se tiene que Lgla1y1+azy2] = an L[y +asLalyz] =
a1Ay1 + a2Ayz = Maiy + azye). [ ]

Definicion 1.27. Dado A € o(Lg), se define la multiplicidad geométrica de
A como la dimension de (Lg, A) como C-espacio vectorial.

Teorema 1.23. Sea Lg un operador autoadjunto. Entonces:
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. — U
Si hacemos 1+ 72 — 2Tuy = 1 — Tz, tendremos que 7 = 2 (1) ydr =
2

22 —

I [1 - 72]dz, de modo que:

Uo7 1 221"
/ “:_Sl)d'r = _n/ ( r);+1dz’
4 T 2n [, (z —uo)
donde 7; es un entorno cerrado que rodea al punto ug. Sustituyendo en la expre-
sién anterior:

Tuolo) =3 [2n+11m' L (z(z—2 ;O;ZL dz]a".

n>0

La funcién f,(u) = (u? — 1)™ es una funcién entera, es decir, analitica en
todo el plano complejo y, de nuevo por la férmula integral de Cauchy:

o K f) K [ PeDr
fa(u) = %/"n (z_u)k+1dz_ %/:“ (z_u)k+1dz’

donde 7, es una curva cerrada que no contiene a u. Asi pues:

1 (22 —1)" " 1 q ol
ant+lgg Ll (= _uo)n+1 ~ onp |f (uo) = W%(uz -1) wo P (uo),
(1.20)
y
Ty () = U(a,up) = > Polug)a™ (1.21)
n>0

Definicién 1.30. Se define el polinomio de Legendre de grado n como:

1 4

Wﬁ(zﬁ —1)™ paraneZ®.

Pn(u) =

La expresion dada por la definicion anterior se conoce, también, como férmu-
la de Rodriguez. Por definicién, P, es un polinomio de grado n y nos permite

tener, finalmente, un desarrollo de -~ de la forma:

l
1 n .
—1:(—) T;Pn(cos w)(%) st r<rg,
=1, - ) (1.22)
- Z P, (cos w)(:—o) st To< T

n>0

o~



32 Capitulo 1. Considerandos

Segiin veremos en la siguiente seccién, los polinomios de Legendre estdn uni-
formemente acotados verificandose que |P,(cos (#))| < 1 paracadan =0,1,2,...
y para todo 0 < § < 7. De este modo, la serie (1.21) estara mayorada por la serie

geométrica convergente Y o™ y sera convergente.
n>0

1.4.3. Propiedades de los polinomios de Legendre

Ciertas propiedades de los polinomios de Legendre son de gran interés cuando
estudiamos fenémenos con simetria esférica, algo que se pondra de manifiesto al
considerar los polinomios en la forma P,(cos#f), con 0 < § < 7.

Teorema 1.25. Para cadan > 0, P,(u) contiene sdlo potencias en u de la misma
paridad que n.

Demostracién. Considerando el teorema del binomio, es:

a2 n_i - X n\ o(n-k) _ tfn) d° am-k
du"(u T dun kg () Z( 2 k) dun® )

n n-—1

) d" - n .
Es evidente que du_"uz(n ¥) = 0 para k > =, de manera quesir € {5; T}’ r €N,

2
tendremos que:

~ nY d* o «{n\ (2n — 2k)!
da 0 =2 1"°()dn "= Z( 1)()((71—%%' ’

k=0

siendo ©"~2* par/impar para cada k € {0,1,2,...,r} siempre que n sea par/impar
respectivamente. H

Teniendo en cuenta la definicién 1.30 y la expresioén obtenida en la demostra-
cion del resultado anterior, podemos escribir:

(2n — 2k)!
n u 2"1’7,' Z( ( )m—u 7 (123)

donde r = [g—] es la parte entera de g

Corolario 1.2. Para cada n > 0 se verifica que Pp(—u) = (—=1)"P,(u).

. . 1
Considerando el desarrollo de la serie geométrica ¥y (o) = g Ysu expre-
-«
sion segun (1.21), es

1

E Pn(l)a”=\111(a)=\ll(a,1)=—=1+a+a2+a3+...:E a”,
l-«

n>0 n>0

de modo que P,(1) =1y P,(—1) = (—1)" para cada n > 0.
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Teorema 1.26. Los polinomios de Legendre, {Pn}n>0, verifican la relacién de
recurrencia:

(n+ 1)Ppy1(u) + nPyy(u) — u(2n+ 1)P,(u) =0 para cada n > 1.

Demostracién. Derivando la funcién generatriz de los polinomios de Legendre respecto
de a obtenemos:

(1+a® —2au)g—: —(u—a)¥=0. (1.24)

Al ser ¥, (a) analitica en el interior del disco unidad y teniendo en cuenta el resultado
de derivacion de una funcién analitica desarrollada en serie de potencias, ver [9] pagina
230, podemos escribir:

O () = Yo nPa(@a™ = (0 + DPara(wla

n>1 n>0

de manera que, al sustituir en (1.24):

0=(1+0a’ - 20u) Z(n + 1)Pop1(u)a”™ — (u— @) Z Po.(uw)a" =

n>0 n>0

= [Py (u) — uPp(u)]a’® + Z[(n + 1) Poti(u) + nPpoy(u) — u(2n + 1) Py (u)]a™.

Al ser {a™},>0 un sistema linealmente independiente, cada coeficiente en el desarrollo
anterior debe ser nulo quedando asi demostrado el resultado. ]

Este resultado nos permite relacionar tres polinomios de Legendre con grados
sucesivos y, de esta forma, obtener el tercero a partir de los otros dos. Ademas,
la relacion de recurrencia del teorema anterior es incluso cierta para n = 0 si
definimos P_; (u) = 0.

A modo de ejemplo, recurriendo a la definicién, es facil verificar que Py(u) =1
y Pi(u) = u. Por tanto, si hacemos n = 1 en la férmula anterior, debe ser
u? -1
2P (u) — 3uPy(u) + Po(u) =0y Po(u) = 5
Analogamente se obtienen los primeros polinomios de Legendre desde n = 0
an=>:

5 3
P()(’U.) = 1, Pg(u) = 5’(13—511,,

35 15 3
Pl(u) = u, P4(’LL) = -8—u4—Iu2+§,

3 1
Py(u)y = §u2—§, Ps(u) = —u’——u’+ —u.
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la expresién del teorema (1.26) respecto de u:

(n+1)Ppy1(u) + nPr_1(u) — (2n + 1) Py(u) —u(2n + 1)Ph(u) = 0
y utilizando la féormula que acabamos de demostrar se llega a que:
(n+1)Psi1(u) — (n+ DuPp(u) — (n+1)*Pa(u) = 0.
Basta dividir por n + 1 y cambiar n + 1 por n. ]

Teorema 1.28. Si P, es el polinomio de Legendre de grado n, se verifica que:

n—1
=]
Pyuy= > (2n—4k—1)Py_ge_1(u),
k=0

-1

n n
siendo [ ] la parte entera de

Teorema 1.29. Para cada n =0,1,2,... se verifica que:

1 27
P,(u) = %/ [u+iv1—u?send|"dd para —-1<u<l.
0

Demostracién. Segin (1.20) es:

1 (22 -1)"
Pp(u) = P Fs Y / TR dz, (1.26)
"

donde 1 es una curva cerrada que contiene al punto z = u en su interior. Tomemos,
por ejemplo, 11 = D(u, R) el disco de centro z = u y radio R = v/1 — u?. Para cada
2 € 8D(u, R) seré z = u++/1 — u?e*, de manera que dz = v1 — u2e*%idf, (z—u)"*! =
(1 —u?)™ 3400 y 22 1 = /T—u2e®[2y + 2i+/T — uZ sen 0]. De este modo:

1 (1 —u?)3 e [2u + 26/T — u?sen O™ 0.
Pn = - V1 — uZeido
(u) 2n+17rz/0 (1 _uz)%‘—‘el(nﬂ)e ure e

1 2n

= [u+iv1—u?send]"ds.

2r Jo

Corolario 1.3. Los polinomios de Legendre estdn uniformemente acotados:

[Po(w)] <1, para —1<u<l y n>0.
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Demostracion. Al ser —1 < u < 1 tenemos que:

lu+iv1 —uZsend| = /uZ+ (1 —u?)sen?6
VuZcos?0 +sen? 6 < /cos20 +sen26 =1,

por lo que, aplicando el teorema (1.29) para cada n > 0 seré:

27

27 1
| Py (u)] < i/ [u+14v1 —u2send|"df < — dg = 1.
2r Jo 2r Jo
|

Lema 1.3. ( Teorema de Rolle) Sea I = [a,b] C R y ¢ € C[I,R] derivable en
(a,b). Si p(a) = @(b), entonces existe al menos un punto § € (a,b) tal que

©'(§) = 0.

Teorema 1.30. Para cadan =1,2,... y para cada 0 < k < n ezxisten c1,c,...,
Cn_k verificando:

I. —l<e<ep<...<Cpgp <1

. P¥(e;) =0,1<i<n—k.

Demostracién. Demostraremos, en primer lugar, el caso k = 0. Consideremos la féormu-
la de Rodriguez y definamos ¢(x) = (2% — 1)”, funcién que se anula en los extremos
del intervalo, £ = +1. Su primera derivada, ¢’(z), también se anula en los extremos del
intervalo y por el lema 1.3 tiene al menos un cero £ € (—1,1). Por el mismo resultado,
¢"(x) tiene dos ceros ¢ € (—1,£1) y €5 € (£1,1) aunque también se anula en los ex-
tremos del intervalo. Si se continua con este razonamiento, la derivada n-ésima, o™ (z),
tiene, al menos, n ceros en el intervalo (—1,1), o, més precisamente, exactamente n
ceros por ser un polinomio de grado n. Queda asf demostrado el teorema para el caso
k = 0. Para los demaés casos, y teniendo en cuenta que:

1 dn+k

k
Pa(u) = 2nnl duntk

(@ -1)"* n>0,
podemos razonar de manera analoga, llegdndose a la conclusion de que debe tener al

menos n — k ceros en el intervalo (—1,1), y al ser un polinomio de grado n — k, debe
tener exactamente ese nimero de ceros. [}

Por todo lo expuesto anteriormente, si trasladamos las graficas de P, sobre la
superficie de una esfera de radio unidad con variable 0 < § < 7, cada polinomio
compartimenta la esfera en n + 1 zonas, positivas y negativas.

1.4.4. Ecuacion de Legendre

A continuacion veremos que los polinomios de Legendre son soluciones de un
determinado problema de valores propios.
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Figura 1.4: Division de la esfera, por Ps, en zonas positivas y negativas.

Si tenemos en cuenta las férmulas de recurrencia del teorema 1.27 y sustitui-
mos la primera de las férmulas en la segunda, llegamos a:

(1 — u?)P(u) + unPp(u) — nPy_;(u) = 0.

Derivando una vez y volviendo a utilizar la primera de las expresiones, se
concluye que el polinomio de Legendre P,(u) es solucién de la ecuacion diferencial
de segundo orden:

[(1 = w?)P}(u)]' +n(n+ 1) Pa(u) =0,

conocida como ecuacién de Legendre. Esta ecuacién no es més que un pro-

blema de autovalores, L[y] = Ay, donde L[y] = (ky')’ — qy para k(z) = 1 — 2,

gz)=0y A=—-n(n+1).
Si f,g € C*(I,C), integrando por partes dos veces y teniendo en cuenta que
k(z) = 1 — z? es una funcién real, se tiene que:
1
flg> = [ 1027 @)l ae
= g1 - f @) /(1 ) ['(2)7 (x)dz

= —{(1—:c2)g( f(:z /f(x (1 - 227 (z) ]'d:c}

/ f(z)Elgldz =< f, Lig) >

Asi pues, el operador diferencial de Legendre es un operador diferencial au-
toadjunto.
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Finalmente, podemos escribir:

1
2
/_1 P (z) P (z)dr = 5nmm n,m 20, (1.27)
siendo:
P 0 n#m
"™MT 11 n=m

1.4.6. Completitud de los polinomios de Legendre

Definicién 1.31. Un sistema ortonormal {Yi}r C C(I,R) se denomina cerra-
do si para € > 0 y para cada g € C(I,R) existe una combinacién lineal finita
n

3 e, Tk, verificando:
k=1

n
lg = > ckLell2 <.
k=1

Teorema 1.31. St {T}r C C(I,R) es un sistema ortonormal cerrado, entonces
para cualquier elemento g € C(I,R):

liTan||g — Z <g;Te > Trlla=0.
k=1

Teorema 1.32. Salvo constantes multiplicativas normalizadoras, el sistema tri-
gonométrico {sin (nx),cos (nz)} es un sistema cerrado.

La demostracion de estos dos resultados puede verse en [8], paginas 330 y 335
respectivamente.

Para demostrar la completitud de la familia { P, }n>0, bastara ver que o(3) =
{An}n>0-Sea A € 0(Lg), A # Ap = n(n+1) paratodony f € e(Lg, A\)—{0}. Por
el teorema. 1.23 tendremos que < f; P, >= 0 para cada n. Al ser P, un polinomio
de grado n con coeficientes reales, {Pk}ﬁz(')‘ sera una base del R-espacio vectorial
de polinomios reales de grado menor o igual que n:

Pplz] ={ap+a1z+...+anz” :a; € R,0< i <n}.

En particular, deben existir ag, a1, -..,0, € R de modo que

n
" = Z Oszk(.’E),
k=0

n n
< f,x" >=< f,ZakPk(a:) >= Zak < f, Px(z) >=0.
k=0 k=0
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Supongamos que existe una solucion de esta ecuacién de la forma

y(z) = (1 - 2*) Fo(z),

siendo v(£1) # 0. Sustituyendo en la ecuacién de valores propios anterior se
comprueba que v(z) debe verificar la ecuacion diferencial:

mly] = (1= 2*0" = 22(1 + m)v' + [A = m(m + 1)}v = 0. (1.30)

Si hacemos m = 0, la ecuacion {(1.30) resulta ser la ecuacién de Legendre.
Fijemos A, = n{n + 1) y definamos 2§ = P,. Por lo dicho antes, debe ser:

Lé"[zg]:(l )dg-z d +’\n0— 3
y derivando obtenemos:

d32n d?z2
2 0 0 _
(1 x)dx3 4z = + (An — )dx 0

dzf dP
Haciendo 2} = % = d:cn es
d?zp dz7
(1-2)—3 4 —4xz{‘%+)\nz{‘=0.

Es decir, 27 es solucién de (1.30) para m = 1. Finalmente, es facil ver por
m

induccién que 27}, = dx'"n es solucién de (1.30) paramy A, =n-(n + 1).

Definicién 1.32. Se define la funcién de Legendre de grado n y orden m
como:

2mden
an(:v)z(l—x)2dx—m para n=01,2... 0<m<n

Observemos que:

I. Por definicioén, y al ser P, un polinomio de grado n, es evidente que Py, =0
param > n + 1.

1. Ppy = P,, es decir, las funciones adjuntas de Legendre de orden cero coin-
ciden con los polinomios de Legendre.

T

P,
" tiene n —m ceros en el intervalo (—1,1). Al ser
dz™

(1 -2%% >0 para —1 < z < 1, P,,, cambia su signo n — m veces en el
intervalo [—1,1].

1. Por el teorema 1.30,
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Definicion 1.33. Denominamos funciones asociadas de Legendre de grado
n y orden m a las funciones Ppy,(cos(8)) para 0 < 8 < 7.

Teorema 1.33. La funcion de Legendre de grado n y orden m admite un desa-
rrollo de la forma:

1 L § (2 - k)' n—2k—m
Pam(@) = gz (1= 2%)% g(_l)kk!(n = k)!Tzn e

Demostracion. Si consideramos el desarrollo (1.23) de un polinomio de Legendre de
grado n y la definicién 1.32, entonces:

nm(-’z) = (1 - )2 2n ' Z(_ ) ( > E2n _2],3: (Z;:ln n—zk’

siendo r la parte entera de 5.

La derivada g-ésima de la potencia z? obedece la igualdad:

d? P a7~ p—1 _ di? p—2
il = Pt =P -5
p! -
= ...= -1 g+2)p—qg+1)zP 9= ———g"77.
plp—1)...(p— Yp—g+1) P
Haciendo ¢ = m,p = n — 2k se llega a la expresion deseada. [}

El resultado anterior es también valido para el caso particular de los polino-
mios de Legendre.

1.4.8. Ortogonalidad y norma de las funciones adjuntas de
Legendre

Nos preguntamos por el producto escalar de dos funciones asociadas de Le-
gendre. Si multiplicamos la ecuacién (1.30) por (1 — z2)™ y tenemos en cuenta

que 27 = dz"‘n es solucion de dicha ecuacién, entonces llegamos a:
d damtip, dm P,
-(E ((1 - .’Ifz)m+lﬂ+—l) + [/\ (m + 1)](1 — 272)m dz™

Haciendo m + 1 igual a m:

m—1
%((1 —zH™ dde ) + [An = m(m = 1)](1 - )™ 1ddxm_jj" =0, (1.31)

definiendo I'}, = f_ Pom(2)Pem(z)dz, para n,k = 0,1,2,ete. y m < min{n, k}
e integrando por partes se llega facilmente a:

!
m=[nn+l)-mm+ I = = T0,.
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Por la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, sera:

2
T oan+1

Jnk,

1 1
1% = [ Pa@)Pa@id = [ Pu(a)Pe(a)da

-1

pudiendo escribir:

nk = 2 (n+m)! (1.32)

Queda asi demostrado que la norma de una funcién adjunta de Legendre tiene
2 (n+m)!
n+1(n-—m)’

por expresion || Py |l2 =

1.5. Ecuacién de Laplace

1.5.1. Resolucidon de la ecuacién de Laplace en coordenadas
esféricas

La ecuacién de Laplace en el sistema curvilineo de coordenadas esféricas
(r,8, M) responde a la expresion:
, 0%V oV 0%V ov 1 0%V

AT’&,\V:T — + 2r— + +COt(0)%+WW

or? ar ' 0602 =0, (1.33)

Buscaremos, segiin el método de separaciéon de variables, soluciones elemen-

tales que sean del tipo:
V(r,8,\) = f(r)Y(6,\). (1.34)

Derivando y sustituyendo en (1.33) se llega a la igualdad:

R N1 ay 0%y 1 0%
?(T f +2Tf)_—7<COt(6)5§+ 062 + sen? (6) 8/\2)’

en la que el primer miembro s6lo depende de r y el segundo miembro de 6 y A. Asi
pues, ambos deben ser iguales a una constante u que, por razones que veremos
més adelante, hacemos igual a A, = n(n + 1), para n € Z™*. Llegamos a, las dos
relaciones siguientes:

= Ecuacién en f(r):

2"y orf — A f =0, (1.35)
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= Ecuacion en Y(8; A):

oY + %Y + 1 8%y
96 002 ' sen?(6) OA?

cot (6) +AY =0 (1.36)

Resolucion de la ecuacién en f(r)

La primera de las ecuaciones es muy sencilla de resolver pues se trata de
una ecuacién diferencial ordinaria lineal de Euler®. Para resolver este tipo de
ecuacion, consideremos el cambio de variable r = e*. Si denotamos f(r) = f.(t),
sera f'(r) = fu(t)et y f"(r) = (fo(t) — fu(t))e~?, pudiendo escribir la ecuacién
(1.35) en la forma f+ f—n(n+1)f = 0, que es una ecuacion diferencial homogénea
de orden dos con coeficientes constantes. La ecuacién caracteristica asociada es
p(a) = a? + o — n(n + 1), con raices &y = n y ag = —(n + 1). Asf pues, dos
soluciones linealmente independientes son fl(t) = e™ y f2(t) = e~ (*t1t de
manera que toda solucién de esta ecuacion sera de la forma f,(t) = cie™ +
cge~ (Dt ¢ o € R. Deshaciendo ahora el cambio de variable llegamos a la
funcién buscada:

(1) = err™ + cgr— (D), (1.37)
Si denotamos por Yy, (6, A) una solucién de (1.36), la ecuacién de Laplace tendra
Y, (6,))

como soluciones V = r"Y,(6,\) y V = e
Definicién 1.34. Se definen los arménicos esféricos de superficie (de La-
place) a las funciones Y, (6, A) soluciones de la ecuacidn (1.36).

Definicion 1.35. Liamamos armoénicos esféricos sélidos a las funciones de la

forma:

_ Ya(6,))
V—T"Yn(G,/\) Y V= W,

la primera de las cuales corresponde, evidentemente, a la solucion de los proble-
mas interiores y la seqgunda a la de los exteriores.

Resolucién de la ecuacion en Y (6, A)

A continuacion resolveremos la ecuacién (1.36) aplicando, nuevamente, el mé-
todo de separacion de variables. Supongamos que existe una solucién de la forma:

Y (8,) = g(8)h(N). (1.38)

3Las ecuaciones de la forma:
aoz"y " + a1z Yyl 4 tan_ 17y +any =0,

con a; C R, 0 <1 < n se llaman ecuaciones de Euler.
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Derivando y sustituyendo en (1.36) llegamos a:

9" (0)h(X) + cot (0)g' (O)A(N) + S—en;—(mg(@h"()\) +n(n+1)g(6)h(A) =0,
sen?
y multiplicando por m’;(% se obtiene:
g9"(6) g'(6) _ M)
sen? (6) 46) + sen (6) cos (9)—9—(—0—)- +n(n+ 1)sen®(§) = - DR

De nuevo, primer y segundo miembro dependen de variables distintas por
lo que deben ser iguales a una misma constante. Si imponemos a la ecuacién
h'(A) + 7h(A) = 0 la condicién de periodicidad h(A + 27) = h()), entonces se
puede demostrar que tiene por espectro o = {m? : m € Z}. Resultan, entonces,
las dos ecuaciones:

= Ecuacién en g(8):
2

sen (0)g” (0) + cos (6)g'(6) + [n(n + 1)sen (4) — S;:W]g(@ =0. (1.39)

= Ecuacién en h(A):
R"(A) + m2h()) = 0. (1.40)

La tltima ecuacion es de resoluciéon inmediata. Tiene por ecuacion caracte-
ristica P(a) = a? + m? = 0, de raices @ = £mi. De este modo, dos soluciones
linealmente independientes son ki (A} = cos(mA) y ha(A) = sen (mA). Asi pues,
cualquier soluciéon ser4 de la forma:

h(A) = c1 cos(mA) 4+ casen{mA), c1,¢c2 €R.

La ecuacion (1.39) tiene soluciones més generales. Para encontrarlas hagamos
el cambio de variable x = cos (#). Si denotamos g.(x) = g(8), entonces:

g'(6) = —g.(z)sen(6)
g"(0) = gl(z)sen®(8) — gu(z)cos (8),

y sustituyendo en (1.39):
2
(1 - 2)g%(z) = 204(2) + [n(n + 1) - 77— 9.(2) = 0,

que es, precisamente, la ecuacién generalizada o asociada de Legendre.
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Definici6n 1.36. Llamamos condicién natural de acotacion para la ecuacion
Lly] + Moy = 0, para p € C(I,R), supuesto que k(a) =0 y k(x) > 0 para cada
z € (a,b) a la acotacion |y(a)| < +oo.

Con esta. restriccion, toda solucion de esta ecuacion sera de la forma g.(z) =
c3Ppm (), siendo P, la funcién de Legendre de grado n y orden m. Esto explica
por qué habiamos considerado
mu, = n{n + 1), para n € Z*, como tunicos valores factibles para la existencia
de soluciones acotadas no triviales.

Asi pues, deshaciendo el cambio de variables tenemos, finalmente, que la fun-
ci6én buscada es g(0) = e3Py (cos (6)).

Arménicos esféricos de superficie

Si llevamos las funciones obtenidas g(f) y h()A) a la expresion (1.38), donde
hemos convenido escribir el sistema de funciones esféricas de n-ésimo orden con
el indice superior negativo a las funciones que contienen cos (mA) y positivo a las
que contienen sen (mA), se tiene que:

Yn_m(e’ ’\) = €1 COS (m/\)caan(cos (9))a
Y, (6; \) = ¢z sen (mA)ez P (cos (6)).

Por tanto, eliminando la constante innecesaria cs, encontramos que son solu-
ciones de la ecuacion diferencial (1.36):

Y7 ™(6,A) = anm cos (mA) Py, (cos (0)),
Y(6; ) = bum 501 (1)) P (c05 (6)).

Mas generalmente, superponiendo soluciones y teniendo en cuenta que debe
ser 0 < m < n, escribimos:

Ya(6,)) = mf:n Cam Y (8, N), (1.41)

m=—n

La expresion anterior es la mas genérica de los armonicos esféricos de super-
ficie. Ya estamos, pues, en condiciones de determinar la integral de la ecuacién
de Laplace en coordenadas esféricas. Para ello, llevaremos las funciones f(r) e
Y. (6, A) definidas por (1.37) y (1.41) respectivamente, a la solucién inicial (1.34)
resultando:

V(T‘, 0, ’\) = f(r)Yn(ea ’\)
= (c17" + cor~ (D) i [@nm cos (MA) + bym sen (MA)] Ppm (cos (6)).

m=0
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Entonces, aplicando de nuevo el principio de superposicién de soluciones ele-
mentales y eligiendo segiin nos encontremos en el problema interior o en el exterior
ci=00cy=0:

Vi(r,0,)\) = Z " Z [@nm cos (MA) + by, sen (MA)] Py (cos (), (1.42)

n>0 m=0
Ver,0,0) = 3 rn1+1 S [nm €08 (M) + by sen (MA)] P (cos (6)), (1.43)
n>0 m=0

habiéndose eliminado las constantes c1,co € R por ser ahora innecesarias.

Las expresiones (1.42) y (1.43) son soluciones de la ecuacién de Laplace AV =
0 siendo, ademas, soluciones muy generales en el sentido que toda funcién que es
armonica dentro de una determinada esfera admite un desarrollo del tipo (1.42) y
toda funcién que es armonica fuera de una cierta esfera, tal y como ocurre con el
potencial gravitatorio terrestre, puede desarrollarse mediante una cierta serie del
tipo (1.43). Asi pues, es evidente la gran importancia de los arménicos esféricos
s6lidos en geodesia.

1.5.2. Comportamiento de los armoénicos esféricos

La representacién geométrica de los armonicos esféricos es de gran importan-
cia. Los armoénicos esféricos de superficie para m = 0, Y;2, no dependen de )\ y,
por el teorema 1.30, tiene exactamente n ceros en el intervalo abierto (—1, 1), esto
es, para 0 < § < 7. De este modo, los arménicos con m = 0 cambian su signo
n veces en este intervalo de manera que su representacién sobre la esfera es tal
que la compartimenta en n + 1 zonas de latitud, dentro de las cuales la funcién
conserva su signo constante. Puesto que dividen a la esfera en zonas, son también
llamados arménicos zonales. Para m # 0, Ppp,(cos (6)) cambia n — m veces
su signo para 0 < § < 7 y se anula en n — m paralelos. Por otro lado, sen (m)
y cos (mA) se anulan en 2m meridianos, por lo que toda la esfera se divide en
parcelas en las que Y,;*™ mantiene su signo constante, formando algo parecido
a un tablero de ajedrez. Se llaman arménicos teserales.? En particular, para
n = m, los armonicos teserales degeneran a funciones que dividen la esfera en
sectores positivos y negativos, en cuyo caso reciben el nombre de arménicos
sectoriales.

1.5.3. Ortogonalidad del sistema de funciones esféricas.

Demostremos que los armonicos esféricos de superficie son ortogonales en la
superficie, X, de la esfera unidad. Podemos reescribir la ecuacion (1.36), en la

4 Tessera es una palabra griega que significa cuadrado, rectangulo, baldosa.
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Si escribimos la identidad (1.46) en la forma:

// Yidiv(VYy,)do = —// VY e VY, do, (1.47)
b3 b

intercambiamos Yy por Y, y restamos, entonces llegamos a:

/ [Vidiv(VY,) — Yodiv(VYy)|do = 0. (1.48)
T

De la féormula (1.48) se deduce facilmente la ortogonalidad de las funciones
Yy e Y,. En efecto, teniendo en cuenta que Yy e Y, satisfacen la ecuacién (1.44)
para los valores propios px y i y sustituyendo en (1.48), se obtiene que:

0= /E/[kaiv(VYn) ~ Y, div(VYy)ldo = (ug — pn) é/ Y, Y, do,

de donde, para pg # pn, debe ser ff Y. Y,do =0.
b}

Queda asi demostrada la ortogonalidad de las funciones esféricas zonales. Vea-
mos, ademas, que las 2n + 1 funciones {Y; "}, para —n < m < n, son también
ortogonales dos a dos en la esfera. Para ello, consideremos las siguientes igualda-
des:

27 27
/ cos (pz)dx = / sen (pzr)dz =0 p € Z,
0 0

2T os (pz) cos (gz) _fo p#q
/0 { sen (pz) sen (gx) }dz_{ T p=gq P9 €Z,

N

27
/ sen (pz) cos (qr)dr =0 p,q € Z,
0

que se obtienen facilmente por integracién, e Y,¥, Y;! dos funciones esféricas.
Podemos distinguir los siguientes casos:
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Caso1: k-1=0

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que k = 0. Sera, por (1.5.3) y
(1.27):

/ / YOYldo =
b))

' /27r cos (IA)dA /1r P, (cos (8))Py,—i(cos (6))sen(0)df =0 si [<0,
A

=0 =0
27 T
= 9 / sen (IA)dA P (cos (0))Pni(cos(8))sen(6)dd =0 si 1>0,
A=0 =0
2w kg 47
/ / P, (cos (0))Py(cos (6)) sen (6)dfdr = si k=101=0,
\ Ja=0J8=0 2n+1

Caso 2: k-1>0

Sean k,l € Z tal que k-1 > 0. En este caso, por (1.5.3) y teniendo en cuenta
(1.32), se tiene que:

0 k#1
+ky £l —

//Yn WAT=N o ekt

Sigma 2n+1(n—k)! o

Caso 3: k-l <0

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que £ > 0 y [ < 0. Si consideramos
(1.5.3), tendremos que:

=0

27 T
// Yyl = / sen (k) cos (l)\)d/\/ Pri(cos (8)} Py, —i(cos (6)) sen (8)d6 = 0.
s A=0 9

A modo de resumen, fijado n > 0 y dados k,! € Z, se verifica que:

0 si k#£I,
AT i k=1=0
//Yind0= 2n + 1 SoEEEED
]

m+1(n— k)
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es decir, que las funciones arménicas {Y,"*} para —n < m < n, forman un sistema
ortogonal en la regién 0 < 6 < m, 0 < A < 27 y tienen el cuadrado de la norma
igual a:

||Y’°||2_/A / (Y412 sen (6)d0dA = 2;1 % - (1.49)

donde €y = 2, e, = 1 para k > 0.

1.5.4. Otro desarrollo para el inverso de la distancia

Si suponemos dados dos puntos Py y P con coordenadas esféricas Py(rg, 8o, Ag)
y Po(r,6, A), seria deseable expresar (1.22) en términos de funciones de las coor-
denadas esféricas g, Ag, 8, A de las que se compone 2. Para ello basta considerar
la férmula de descomposicion:

Pr(cos () = Pn(cos (6p))Pn(cos (6)) + 2 Z fn_m)

1<m<n ( )
re{R,s}

nm(BO, )\0) nm(as /\)a

que puede encontrarse en (7], pagina 33.

Sustituyendo en (1.22), se obtiene las expresiones alternativas siguientes:

L = Z {—P"(COS (%)) ™ Pp(cos (8))+

n+1
PP, n>0 0

|
+2 Z (n m) an(ao,/\o) " Cpm (0, A) sir < rg

n+l
1<m<n o
re{Rr,s}
1 n Py (cos (6))
= ra Ppcos (6g) ———2+
A
+2 Z F(&O,AO)% sirg <1
1<m<n r

re{R,S}
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s La suma vectorial de los campos newtonianos gravitatorios se
corresponde con la suma escalar de los potenciales (Principio de
Superposicion).

Consideremos un sistema de N particulas {P;}!=VV, de masas {m;}i=V, y
un punto P del espacio, distinto a los puntos en los que estan situados las
particulas del sistema y al que asignamos masa unidad. Cada particula P;
generara un campo:

me
Fi = —G—ilui,
L&
r
con u; = WP'—P”, r; = d(P;, P). Sumando las N fuerzas que actian en P
rp,pil2

tendremos que, en dicho punto, la intensidad del campo gravitatorio creado
por el total de los focos activos es, por la linealidad del operador gradiente:

N
F= ZF—Z G—u, > VW) =V (V)

con V = ZG ZV

» Dada una direccién arbitraria, representada por el vector unitario e, la
derivada direccional de V' en un punto P es:

D, V(P)=VVee=Foee,

es decir, la proyeccion del vector F sobre la direccién dada e. Asi pues,
la maxima variacién se produce en la direccion radial que une la particula
atrayente con la atraida.

Supongamos, ahora, que estamos ante una distribucién continua de masas, ¥,
de densidad p. En los problemas relacionados con la ley de gravitacion universal,
p no puede tomar valores negativos, en contraposicién a la ley de Coulomb o
ley de interaccion electrostatica:

q1G2

F=rt

siendo q;, g2 las cargas de dos puntos y x la constante de Coulomb o constante
dieléctrica, donde la densidad, ya no de masa sino de carga, puede tomar valores
de distinto signo.

Sea P(r,y,z) € R® — ¢. Para determinar el potencial que genera ¥ en P, ver
figura 2.3,
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donde G es la constante de gravitacion universal, P = P(£,7,{) € ¢y p = p(P)
la densidad del cuerpo en cada punto y que suponemos acotada e integrable en
9. Tanto el potencial como el campo de intensidades gravitatorias estan bien
definidos en todo el espacio.

Si Py ¢ 9, los integrandos son productos de dos funciones; una integrable
y acotada, p, y otra continua que es el inverso de la distancia. Asi pues, las
integrales anteriores estaran bien definidas.

Analogamente, si tenemos en cuenta el potencial gravitatorio y las compo-
nentes de la fuerza gravitatoria en un punto Py € 9, las integrales anteriores
son impropias y convergen con la hipotesis de que p sea una funcién acotada e
integrable.

Efectivamente, si existe una constante C de modo que |p(P)| < C para cada
P € 9, tenemos que:

C
s Para el potencial, |£| <—,cona=1< 3y, por el corolario 1.1, estara

definido en un punto interior de la distribucién de masas.

lol |k — kol
rer :
k € {z,y,2}, « =2 <3y |k — Kko| < r. En este caso tenemos garantizada,
también por el corolario 1.1, la convergencia de las integrales.

. C
s Para las componentes de la fuerza de atraccion, < —, con

Asi pues, las definiciones del potencial y campo gravitatorio mantienen su
sentido en los puntos interiores a ¥ y expresaran la accién que ejerceria el campo
sobre una particula de masa unidad colocada en una miniscula cavidad practi-
cada en 9.

Para estudiar la continuidad del potencial y de la fuerza gravitatoria sigamos
suponiendo que p = p(P) es una funcién acotada e integrable en el cuerpo 9.

Teorema 2.1. Sea ¥ C R® con una distribucién continua de masas y supongamos
que su densidad p = p(P) es una funcion acotada e integrable en ¥. Entonces la
funcion potencial y el campo gravitatorio, dados por (2.1) y (2.2) respectivamente,
son continuas en R3.

Demostracion. Para un punto P, ¢ 9, la distancia inversa 1/rpp, es continua en sus dos
argumentos y, por el teorema 1.12, las funciones integrales del enunciado seran continuas
en esos puntos. Para los puntos de ¥, por el teorema 1.18, tenemos que demostrar que
convergen uniformemente para cada Py € 9, siendo, en este caso, F(P, Po) = 1/rpp, ¥y
Jf(P) = p(P). Fijemos ¢ > 0 y elijamos d(e) = 1/¢/8wGC, siendo C una cota superior
de la densidad acotada. Sea P* un punto cualquiera con d(Pp, P*) < 6(g) y 95 una
regiéon que contiene, en su interior, al punto Py de diametro diam(ds) < é(¢). Podemos
considerar la esfera S(FPo,d) = Ss(FP) de centro Py y radio § de modo que 95 C S5(Fo).
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Al ser |p(P)| < C para cada P € ¥:

110 [ 80 < B s ] Lo
s

Ahora bien, como d(Po, P*) < §(¢), es P* € Ss(Po) C S25(P*) y teniendo en cuenta
que la inversa de la distancia es una funcién no negativa:

Il soor= I soetor < I e

S5(Po) Sas(p*)

Para resolver la tltima integral pasamos al sistema de coordenadas esféricas con centro
en P*;

g A=27 r=29 ) e c
///Tpptdvp—/: 81n0d0[\=0 d/\/T:0 rdr = 8w 871'8 reelniteToh

S25(P*)

Finalmente, llegamos a:

< < <
[Vseey (P™)] GC/// — dvp < GC /// —— dvp GCGC

Sas(P*)

Anslogamente, si tenemos en cuenta que jz—z*| < /(z —2*)2+ (y —y*)? + (z —2*)? =

r tomamos 6(g) = —°__ entonces:
PP,y ~ 8rGC’ '
* P
Koo (P < G/// PN g — glavs
Thpe
< GC/// dvp GC/// W grGeos <o,
T2 b % p.
Sas(P*)
llegandose a la misma acotacién con las otras dos componentes de la fuerza. ]

La convergencia de las integrales V, X, Y, Z se ha demostrado bajo las hipétesis
de que la densidad esta acotada, [p| < C. Asi pues, estas integrales son continuas
incluso en los puntos de discontinuidad de p.

Acabamos de ver que tanto el potencial gravitatorio como las componentes
de la fuerza gravitatoria estan definidas en todo el espacio y que, ademaés, son
continuas. Es natural preguntarse ahora por la derivabilidad de estas funciones.

Sea ¥ C R3 con una distribucién continua de masas. Supongamos que la
funcién densidad, p = p(P), es una funcién acotada e integrable en 9. Si fuese
licita la derivacién bajo el signo integral, serfa VV = F = (X,Y, Z), es decir, el
campo de fuerzas gravitatorias seria el gradiente del potencial gravitatorio.

Teorema 2.2. Sea ¥ C R?® con una distribucion continua de masas y densidad
p = p(P) acotada e integrable en 9. Entonces AV(Py) = F(FPy) para cada Py €
R3,






G 1 1
- E/ﬂ//p(})){’l‘ppg B TPPy }d‘l}p,
é
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Py
TPP,

TPpP;
p

Figura 2.4: Tridngulo formado por los puntos P, Po y Fg.

Si consideramos el triangulo formado por Po(zo, Yo, 20), Po (xo + Az, yo, 20) y P(§,1,()
,ver figura 2.4, se deduce, aplicando la desigualdad triangular, que |[rpp, — TPPy.| <
| A x|, por lo que:

r — Tpps
H < GC ///|PP0 PpolvaSGC///—l—va
|A z| Irpps -TPRy] Irpps - TPR|
S5(Po)

Ss(Po)

Teniendo en cuenta la desigualdad a-b < %(a2 +b?), para a,b € R, haciendo a = -
PP}

yb=

, tenemos que:

H<GC / / / )duP
TPPQ TPP*

Ss(Po)

rPPy

Consideremos dos cambios de variable; el primero, ¢(z,y,2) = (z + Zo,y + Yo, 2 + 20),
con jacobiano Jy = 1y, el segundo, un cambio a esféricas. Resulta:

/// T p, ///(xo—- )2+(y0_ 2+ (20 Ozdid??dcz

Ss(Po) Ss(Po)
1 A=2m
— /// mdzdydz = /,. [\ / —r sen (0)drdAdf = 4xé.
S5(0)

Como 0 < Az es arbitrariamente pequenio, Py esta tan proximo de Py como queramos.
Tomemos P§ € S5(Po). De este modo, por la desigualdad triangular, Ss(Po) C S25(F5)
y al ser el inverso de la distancia una funcién no negativa:

e

S5(Po)
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€
y sera H < 6nGC§ < - 3, sid < 8eCC = J3..
Finalmente, la desigualdad (2.3) ser4 menor que ¢ si tomamos § = min{di,dz2,83}.
Hemos demostrado que 8V/8z = X no habiendo demostracion especial para dV/dy =
Y, 8V/8z = Z. Llegamos asi a que también para el potencial de volumen se verifica

que F(P) = (X,Y, Z) = VV(P) para cada P € R®. n

En los puntos de la frontera de 9, en los que la densidad es discontinua por ser
plee = 0, queda también garantizada la derivabilidad del potencial gravitatorio,
ya que en la demostracion del resultado anterior solo se exige que el potencial sea
una funcién acotada e integrable. Ademas, si tenemos en cuenta el teorema 2.1,
no sélo existen las derivadas parciales de primer orden sino que, ademas, éstas
son continuas.

La existencia y continuidad de las derivadas de primer orden del potencial gra-
vitatorio nos plantea la posibilidad de la existencia y continuidad de las derivadas
de mayor orden.

Si consideramos ¢ C R® con una distribucién continua de masas de densidad
p = p(P) y fijamos Py(z,y, 2) € ¥ entonces, la integral impropia:

e e

con P(£,n,() € ¥ no converge. Supuesto que la densidad del cuerpo esta acotada
con cota C, la mayorante para el integrando tiene la forma C/r3 que, segin el
teorema 1.14, diverge. Asi pues, no podemos garantizar la convergencia de estas
integrales en el interior de ¥. A continuacion estudiaremos los puntos en los que
podemos determinar las derivadas segundas de V bajo la hipétesis de que p tiene
derivada continua en un entorno del punto considerado.

Teorema 2.3. Sea ¢ C R3 con una distribucidn continua de masas de densidad
p = p(P). Para un punto Py € R® — 89 supongamos que existe un entorno de Py,
E(P,), de modo que p € C1{E(P,),R*). Entonces:

62 0%V 8%V

AV(Ry) = (Po) Ee 7 (Po) + 952 =5 (Po) = —47Gp(Po).

Demostracién. Para un punto Po(z,y, 2) € Int(d), sea E(Fo) el entorno de Py donde
tenemos asegurado, por hip6tesis, que p € C*(E(Pp),R"). Consideremos § > 0 de modo
que S5(Po) € E(Ps). Podemos escribir:

=0 [[] Ao ] 28—t -,

siendo ¥5 = ¥ — Ss(Fo). Como Po ¢ 95, el integrando de V, sera dos veces derivable con
continuidad respecto de los argumentos de P, pudiendo calcular, por el teorema 1.13,






[/ 5P 5 (s ) 2orl < % (m)

< flj}

Ss(Po)

- [ o5 (55)
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que aislan el punto de singularidad se le conoce con el nombre de valor principal de
la integral y se denota:

, H? 1 8 /1
éin/// p(P) g (7 ) dor = ///”(P)W(—rppo)d”“
9 K}
De este modo:

o’V 9/ 1 4G
2 (PO)_G///p(P)axz (TPPO)dUP_ 3 p(PO)’
L]

y de aquf se deduce que las derivadas segundas del potencial no se pueden determinar
mediante la derivacion formal bajo el signo integral.

2 2
ZTZ, 667‘2/ y sustituyendo los valores de las derivadas en la ex-

presion del operador de Laplace:

—_ 2 2 2
GfﬂffP(P){% + 597 + %}( ! )duP — 47 Gp(Po)

G//_/p(P) A (T:PO )dv — dmp(Po).
L

Si tenemos en cuenta que el inverso de la distancia, 1/rpp,, es una funcién arménica
respecto de los argumentos de Py para P # Py, entonces AV (Py) = —4xGp(FPo).

Razonando igual con

AV (Py)

Para un punto Pp ¢ 3, la funcién 1/rpp, tiene derivadas continuas de cualquier orden
para P € 9. El teorema 1.13 nos permite considerar la derivada segunda bajo el signo
integral y escribir:

3’V 8? 1
ﬁ(Po) = G’/// p(P)a? (;P—Po) dvp, para w€ {z,y,2}.
9

Si sumamos las tres igualdades anteriores y tenemos en cuenta la linealidad de la inte-

gral, entonces:
AV(P0)=G///p(P)A< ! >dvp=0.
J TPP,

Como la densidad se anula en los puntos que estan fuera de las masas atrayentes, la
tesis del teorema es también cierta para los puntos exteriores a la regién 9. ]

El analisis efectuado mas arriba no se aplica a los puntos de la frontera donde,
por regla general, tiene lugar una discontinuidad de la densidad.

Para demostrar que el potencial gravitatorio satisface la ecuacion de Poisson
se ha asumido que la densidad p = p(z,y, 2) es diferenciable en un entorno del
punto donde se est4 justificando la veracidad de dicha ecuacién. De este modo, si
p = p(z,y, z) se anula fuera de cierta esfera y tiene derivadas primeras continuas
en un entorno de un punto Py(z¢, Yo, 20), entonces en un entorno de dicho punto
el potencial gravitatorio, de densidad p, satisface la ecuacién de Poisson.
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2.4. Comportamiento del potencial gravitatorio en
el infinito

Sea ¥ C R? con una distribucién continua de masas generadora de un campo
gravitatorio y consideremos un sistema de referencia con origen, O, en el centro
de masas del cuerpo. Demostraremos que

lim  V(P) =0,

ropy—+00

siendo V el potencial gravitatorio generado por ¥.

Teorema 2.4. Sea ¥ C R3 acotada con una distribucion continua de masas de
densidad, p, una funcion integrable en 9. Si consideramos la funcidn potencial
gravitatorio:

V:R® — R
P() —_ V(PO) = G///@dvp,
3 TPpy

donde rpp, es la distancia de Py a un punto P € 9, entonces:

im rop, - V(P) = G///
TO Py —+00 PPO

Demostracién. Si para un punto Py € R? multiplicamos el valor del potencial en dicho
punto por la distancia del mismo al origen, entonces:

P)
rop, - V(Po) =G / / / . O"}Eﬂ ropdvp.

TOPg

Si tenemos en cuenta, para P € 9, el triangulo APOP, y consideramos R > 0 lo

suficientemente grande de manera que 9 C Sgr(O), entonces, 0 < |rop, — TPp,| <

rop < R. Al ser rop, divergente al infinito, podemos suponer que rop, > R y hacer la

acotacion:

TOPy, — TPPy
TOPy

r R
< ror _ <1,

- TOPy - TOPy

que nos permitira considerar la siguiente serie geométrica:

n
TOPy, — TPP, 1
- = =1l+4o .
1— TOPO —TPPy E ( ToP, ) * (TOPO)

TOP,
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Por tanto,

rop, - V(Po)

ool
- G/0//p(P)dvp-i—G/ﬂ//p(P)-o(rolpo>dvp,

1
TOPy

y, tomando limites:

lim  rop, - V(P) =
+o0

° = o ff[ vt _tim, 0 [[[ o oL ) an
L] 9
= G/// p(P)dvp +G///p(P) . ro}}(:’xll+ooo (Tolpo) dvp
9 ¢
_ G/// p(P)dve.

2.5. Flujo del campo gravitatorio

2.5.1. Revision del concepto de angulo sélido

Dada una superficie abierta, ¥, limitada por un contorno I', se va a definir el
angulo solido, €2, desde un punto O y abarcado por dicha superficie, como una
magnitud indicadora de la abertura en todas direcciones que tiene en el vértice
O el cono cuya interseccién con ¥ es el contorno I', ver figura 2.6.

Para establecer la medida de un determinado &ngulo s6lido consideremos,
en primer lugar, un elemento de superficie, do, de contorno I' y situada a una
distancia r de O, siendo r la distancia del vértice a un punto P del elemento de
superficie. Sean n y u las direcciones de la normal al elemento do y del vector
radial rop, ambos unitarios. Si consideremos el cono que se obtiene al unir el
punto O con cada punto de T, entonces el angulo sélido bajo el cual se observa el
elemento de superficie desde el punto O se define por medio del producto escalar:

dQ) = —12—uon = Cosggo)
r T

do,

donde ¢ = Z(np,rop) es el angulo que determinan la normal exterior a do en
P y el radio vector rop. Esto nos lleva a la siguiente definicion:












é/pndap :/E/F.npdg,,
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va que V es armoénica fuera de las masas atrayentes. Queda asi demostrado que el
flujo que atraviesa toda superficie de Liapunov cerrada y que no contenga masas
activas es siempre nulo.



Capitulo 3

Casos particulares de
distribuciones de masas
activas

Si « es una funcién arménica en una determinada regiéon ¥ C R® y Py € R3,
entonces, por la segunda férmula de Green:

1 8u g, 1
utho) = ar //[TPPO on u(P) ( PPO)

es decir, una funcién arménica en una region esta determinada por los valores de
dicha funcién y su derivada normal en la frontera de ésta.

Esto justifica el hecho de estudiar el potencial generado por masas activas
que estan distribuidas segiin una superficie 3 cerrada, de espesor nulo y densidad
superficial kK = k(P), ya que toda funcién arménica va a poder expresarse por
medio de integrales que son potenciales de superficie.

Si las masas estan distribuidas en cierta capa de espesor h alrededor de una
superficie ¥ y estudiamos el campo generado a grandes distancias, h/r < 1,
entonces podemos despreciar este espesor. Por todo esto, en el presente capitulo
se presentaran las distribuciones superficiales y se estudiaran sus propiedades
de convergencia, continuidad y diferenciabilidad. Ademas, intentaremos resolver
el problema directo de la teoria del potencial gravitatorio: la obtencion de dicho
potencial a partir de las masas generadoras. El problema inverso, consistente
en determinar la distribucion de masas a partir del potencial, no tiene solucién
dnica, como comprobaremos en la préoxima seccién al estudiar el campo generado
por una distribucion esférica radial.

7
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VA
e
S
A —

Figura 3.1: Sistema de referencia considerado sobre un punto de una capa superficial
.

plano XY sera coincidente con el tangente a la superficie en Py, ver figura 3.1. Por la
segunda condicién de superficie de Liapunov, debe existir po > 0 de modo que ¥ pueda
representarse explicitamente como z = f(z,v), para (z,y) € Doy = {{z,y) € R* : p =
V2 + 42 < po} C R

Designemos por Elpo = {(z,v,2) € R® : (z,9) € Spy,2 = f(z,y)}, un entorno de
Liapunov de P;. De la existencia de la normal en cada punto de una superficie de
Liapunov se sigue la derivabilidad de la funcién f(x,y), siendo los cosenos directores de
la normal exterior:

Y S N N I S
cos (a) - mv cos (:B) \/m) Cos (7) mv
donde hemos denotado fr = %ﬁ- vy fy= g—i

Segtin el sistema de coordenadas elegido, es fz(Po) = fy,(Po) = 0, de manera que si
cos (ag), cos (Ba), cos (yo) son los cosenos directores de la normal a ¥ en Pp, entonces
cos (ap) = cos (o) = 0.

Al ser v = Z(np,, np) el d4ngulo que determinan las normales en los puntos Py Py, se

tiene que sen (v) < v < Ar‘,sapo, con 0 < § < 1, pudiendo tomar pe lo suficientemente
pequefio para que se verifique la acotacion:

1

VI+ 72+ f2

< =|cos(y)| < 1. (3.2)

1
2

’
Sea ¥ p, entorno Liapunov para este po y escribamos:

V(P@:G//%Z))dap%—G// %I;)dap=V1+V2.

7 ’
Zpy E-Tp,

Como Py ¢ X — E;:)O, la funcién 1/rpp, sera continua sobre los puntos de la superficie y,
al ser k = x(P) una funcion integrable por hipétesis, V2 estara definido. Bastar4, pues,
demostrar la convergencia de la integral Vi.
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Figura 3.2: Proyeccion normal de £, sobre el plano XY.

SiP =P (z,y,0) esla proyeccion del punto P sobre este plano, denotemos por D25(P')
el c1rculo de radlo 26 y centro P contenldo en el plano tangente a £ en Py. Para un
punto Q € ¥}, tendremos que Q= (Q flQ )) € ¥ y, por tanto:

d(Q',P') <d(P,Q) < d(Q, Po) + d(P,Po) <+ 6 = 26.

Asi pues, Ell C Dz,s(P,). Teniendo en cuenta que p = /22 + y2 < rpp, = V22 + 2 + 22,
siendo p coordenada polar del punto P enel plano XY y la acotacién (3.2) se verifica

que:
Py = G / / ) e

< ! "

< GC// N e TSIk
= 2GC// \/(w—x*)21+(y—y*)2dw*dy*

< 2GC // Ny 1+(y — dz*dy".

Das(P")

Introduc1endo un sistema de coordenadas polares en el plano XY con origen en P =
P (z,y,0), resulta:

28 2m
Vi(P)| < 2GC / / %pdpd@ — 87GCH <e.
[1] 4]

De este modo, |V1(P)| < € si d(P, Po) < & y la funcioén potencial V = V(P) convergera
uniformemente en todo punto Py € ¥. .



For 7o)
TPP,y 'I‘;;.PO
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Figura 3.4: Elemento de superficie de una capa doble.

de modo que al sustituir en (3.3) se llega a:

0 1 1 62 1

— | —h—-==— 2y
om (5’n (TPP0> 2 0n? <TPP0) e )

o (1 1 o2 1
M= - ——)+...
on (TPPO) QGMh6n2 (T‘ppo) +

Si disminuimos ahora la distancia h y al mismo tiempo aumentamos m de
manera que el momento dipolar se mantenga finito, los términos de alto orden
tienden a cero cuando % converge a cero y la expresién para V, en el limite, sera:

v=cmg ().

on TPP,

vV

Calculando la derivada en la direccion n y denotando por ¢ el angulo entre el
vector n y el vector rpp, con origen P y extremo Fj, se llega a que el potencial
de un dipolo tendra por expresion::

V(Py) = GM 2 28 (3.4)

PPy

siendo M el momento dipolar.

Una capa doble sobre una superficie debe ser entendida como dos capas super-
ficiales simples separadas, de manera uniforme, por una distancia infinitamente
pequefia, h. Sean Y y ¥* estas dos capas simples separadas por una distancia
h, siendo su distribucién de masas tal que la masa correspondiente a cada ele-
mento de superficie 3* es igual en valor absoluto pero de signo contrario que la
masa del elemento correspondiente de la superficie 3, ver figura 3.2. Sea n la
normal comin a las dos superficies dirigida de la superficie repulsiva , £*, con
masa negativa, hacia la superficie atractiva, ¥, con masa positiva. Por lo dicho
anteriormente, la normal cortara a ambas superficies en dos puntos, P y P*, en
los que las densidades de superficie sean de igual magnitud y signo contrario. De
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este modo, los dos puntos van a determinar un dipolo con densidad del momento
dipolar 7 = dM/do = kh, supuesto que la distancia h es constante entre las dos
superficies y siendo s la densidad superficial.

Definicién 3.3. Se define el potencial de doble capa generado por una capa
superficial ¥ en un punto Py como la integral:

-G / / cos (<p P)dop,
rop,

donde ¢ es el dngulo entre la normal exterior y la direccion rpp,, para P € ¥.

Esta definicién, evidentemente, corresponde al caso en el que el lado exterior
de la superficie atrae y el lado interior repele.

3.2.1. Convergencia y continuidad del potencial de capa
doble

Si el punto de observacion, Py, se encuentra fuera de la superficie, el integrando
de la definicién 3.3 es una funcién continua en la regién de integracién y esta
multiplicada por otra funcién que suponemos acotada e integrable: la densidad
dipolar. Tendremos, pues, que el potencial de capa doble estara definido para los
puntos que estén fuera de la superficie considerada.

En los puntos de ¥ estamos ante integrales impropias. Demostraremos que
estas integrales son convergentes para un tipo especial de superficie, las superficies
de Liapunov, con la tinica hipétesis de que la densidad dipolar, 7 = 7(P), sea
integrable y esté acotada.

Teorema 3.3. Sea ¥ una superficie de Liapunov y 7 = 7(P) una funcidn acotada
e integrable en ¥. Entonces, para cada Py € ¥, la integral impropia:

V(P) =G / / cos ( P)dop,
5P,

es convergente.

Demostraciéon. Consideremos la notacién y los pasos seguidos en la demostracién del
teorema 3.1. Sea P € ZIPO y denotemos por np la proyeccion de su vector normal
np, sobre el plano XY, ver figura 3.2.1. Si o y ,B son los angulos que, determina np
con los ejes X e Y respectivamente, entonces cos(a) = sen (y)cos (o) y cos(8) =
sen () sen (a’ )-

Por otro lado, v = Z(np,, np) es el dngulo determinado por las normalesa X en Py
Py, de manera que, por la tercera condicién de superficie de Liapunov, es sen (v) < y <
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|cospl = cos (o) + cos (0) + cos ()
PPy Py
z
< Bl cos @) + L feos (g)) + Lms )l
TPPR, TPP, TPP,
< Jeos ()] + | eos (8)] + 2L
PP,
4Ar1+6
< AT‘ISDPO + AT}E’PO + i
TPP,
= 6A7"[$)p0 .
Hemos llegado, asi, a la acotacion:
cosle) cal.  o0<s<i. (3.6)

TP, TppPy
Escribiendo el potencial como suma de dos potenciales:
V(P) = G// 08(8) L PVdop + G // cos (“’ T(P)dop = Vi + Va,
PPQ
-z
y teniendo en cuenta que no hay singularidades en el integrando de la segunda integral,

bastara demostrar la convergencia de la integral V. Considerando el cambio a polares,
la integral anterior se escribe:

G//”S(“") P)dop = G/ / ©os (@) 1 py_L__4pdp,
TPPO PPO cos ()

siendo (p, 8) las coordenadas polares en el plano XY. Si suponemos que C es una cota
para la densidad dipolar y tenemos en cuenta la acotacion (3.2), entonces:

PG 2T
|V1|<12ACG// ”pdpde

TPPQ

Ahora bien, p < rpp,, de modo que, al ser 2 —§ > 1:

PO 27
[Vi| < 12ACG/ / [%dpdo = 241rACG’:5°, 0<8<1.
0 0

Hemos llegado a que V) esta mayorada por una integral convergente y seré, por tanto,
convergente. |

Aunque el potencial de capa doble esta definido en todo el espacio, a dife-
rencia de lo que ocurre con los potenciales volumétricos, demostraremos que es
discontinua en los puntos de la superficie generadora del campo.
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Dada una superficie cerrada, X, definimos su exterior como la componente
conexa no acotada de R3 — ¥ y, como interior, la otra componente conexa. Si X
no fuese cerrada, el lado interior se define, convencionalmente, especificando qué
normal, en cada punto, se toma interior y cual exterior.

Si suponemos que X es una distribucién homogénea de densidad 7 = 79 y
tenemos en cuenta la definicién de angulo sélido, entonces:

V*(Py) = G //C°S dp—GTo/ dQ = Grof,

Tpp,

siendo el angulo so6lido abarcado por la superficie ¥ desde el punto Py y donde
hemos denotado por V* el potencial de capa doble para una densidad constante.
En este caso, el potencial sera constante a trozos y:

{ V¥ (Po) = V*(R) + 2nGro, (3.7)

VX (Po) = V*(Py) — 2nGry,

donde V;* y V* son los limites del potencial de capa doble cuando nos aproxima-

mos al punto P, desde el lado interior y exterior, respectivamente, de la superficie
)N

Veremos, a continuacién, que si el potencial de capa doble tiene densidad
7 = 7(P) variable entonces tienen lugar igualdades analogas a (3.7) en los puntos
de X en los que la densidad sea continua.

Teorema 3.4. Sea ¥ una superficie de Liapunov cerrada con un nimero finito
de partes converas y T = T(P) una funcidn acotada e integrable en ¥ tal que es
continua en un punto Py € X.. Entonces, la funcidn potencial de capa doble dada
por la expresion 3.3 verifica:

{ Vi(Ro) = V(BR) + 2rGT(P),
Ve(Po) = V(P()) - 27TGT(P0),

donde V; y V, son los limites del potencial de capa doble cuando nos aprozimamos
al punto Py desde el lado interior y exterior, respectivamente, de la superficie X.

Demostracién. Sea Py € ¥ y supongamos que 7 = 7(P) es continua en dicho punto.
Si denotamos por 7o = 7(F), introduzcamos el potencial de doble capa, V*, para la
densidad constante 79. Definamos la funcion:

I: R®® - R
P — I(P)=V(P)-V°P)= G//(TP) )Coi(“’)da ..
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Demostraremos que esta funcion integral es uniformemente convergente en Py siendo,
por el teorema 1.18, continua en dicho punto.

La superficie ¥ tiene un nimero finito de partes convexas, ver [15] pag. 379, por lo que

la funcién paramétrica
H(P) = / [eos (@)l 45,
£ 'rptp

donde ¢ es el 4ngulo que determina la normal exterior a ¥ en P* y el vector rp+p con
origen P* y extremo P, esta acotada superiormente. Sea Cyx una cota superior para
esta funcién.

Fijemos € > 0. Como 7 = 7(P) es una funcién continua en Py, existe un entorno en X
de Py, &', de modo que |T(P) — 79| < ¢/CsG para P € E'. Sea § el diametro de este
entorno. Si ¥; es otro entorno de Py con diametro menor o igual que §, entonces:

|16 =G //(T(P COS ((p)d pr| < G G / lcoj}(:f)ldop* <e.

Thep

Finalmente, si denotemos por ¥ el volumen encerrado por X, entonces:

Vi(Py) = lim VO(P)+ I(P) =V (P)+2rGT(Py),
pelnt(w)— Py
Ve(Po) = lim VO(P)+I(P) =V (P)—-2xGr(Po).
Pg9—Py

3.2.2. Derivabilidad del potencial de capa simple

Se ha demostrado que el potencial de capa simple esta definido y es continuo
en todo el espacio. Sin embargo, las derivadas primeras sobre los puntos de la
superficie considerada van a ser distintas segiin nos aproximemos desde el interior
o desde el exterior. En particular, estudiemos el comportamiento de las derivadas
normales del potencial de capa simple en la superficie.

Sea ¥ una superficie de Liapunov y Py € ¥. Definiremos, en primer lugar, las
derivadas normales exterior e interior del potencial de capa simple en Py. Para
ello, centremos un sistema de referencia cartesiano en Py y elijamos como eje Z
el determinado por la normal exterior a X en Pj.

Si tenemos en cuenta la derivada parcial (0V/0z) (P) en cierto punto del
eje Z, definamos (0V/0z), (Py) y (0V/0z), (Po) como los limites de la derivada
(8V/8z) (Py) cuando el punto P tiende a Py por el lado interior o exterior, res-
pectivamente, de la superficie . Los denominaremos valores limite interior y
exterior de la derivada normal exterior en el punto Py.

Sea P un punto del eje Z distinto de Py. El inverso de la distancia desde P
hasta cualquier otro punto P* € ¥ es derivable con continuidad respecto de los



k(P*)
32’ // rpp dUP‘

G// n(p*)% (TPI‘P) do p-
G// (P*) Cos(w dop-,
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P

Q

Figura 3.7: Tridngulo esférico determinado por el triedro de aristas P*P, P*N y P*Q.

donde 2 es el angulo del diedro de arista P*(Q). De aqui se deduce que:

P
2
Tp-p

+G // k(P*) sen (6) cos (Q2)
b

Z_Z(P) - fo(n(P*)COS(g)) dop«+
3

5P dop. = V*(P) + I(P),
P

en
2
T%.

donde, en esta ocasion, hemos denotado por V* el potencial de capa doble con
densidad del momento dipolar 7{P*) = x(P*) cos (#). Ademaés, se puede compro-
bar que la funcién I(P) es una funcién uniformemente convergente en Py, ver
[15] pagina 381, y por tanto, continua en dicho punto. Tendremos que:

(aa—‘z/)z = V*(P()) + 27TGK/(PO) COoSs (0) + I(P()),

((?9_‘2/) = V*(Py) — 2rGrK(Pp) cos (0) + I(Fy),

oz

() (), () (), o

Si se dirige el eje Z por la normal interior, el signo de cos (¢) cambia y se obtiene:

(%)iz (%)0—2WG&(P0), (Z—Z—) = (Z—X)OHW%(PO).

€

ov
y si denotamos por (—) = V*(Py) + I{P,), podremos escribir:
0
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3.3. Campo producido por una capa esférica

Consideremos una capa esférica de espesor nulo y densidad superficial x =
k(P), de radio R y con centro en el origen de coordenadas, O. Si la denotamos
por X = OSgr(O), el potencial en cada punto Py del espacio vendra dado por,

ver (3.1):
e [ 8.
PP,

que esta definido y es continuo en cada punto Py € R3.

Supongamos que la distribucién de masas tiene simetria esférica, de modo
que kK = Kg es constante para cada punto de la capa ¥ r. Tendremos, pues, que
la masa de Xy es:

M= // k(P)dop = Ko // dop = no/ / R? sen (8)dfdA = dnkoR2.
YR 3R b=

A continuacién determinemos el campo y potencial gravitatorios que genera
esta distribucién superficial de masas activas.

Para un punto P exterior a la capa esférica

Sea r = d(O, P) > R y consideremos la esfera de radio r y centro O, S,(O).
Al ser L C S,(0), el flujo del campo gravitatorio que atraviesa la superficie
¥, = 85.(0) es ¢ = —4AnGM, siendo M la masa de L. Del mismo modo,
si recurrimos a la definicién de flujo y teniendo en cuenta que, por la simetria
esférica de la distribuciéon de masas, también el campo creado es simétrico y
radial, tenemos que:

¢ = // F.dop = // —F(r)ep @ npdop = —F(r) // dop = —4nr?F(r).

Igualando estas dos expresiones del flujo se obtiene que la intensidad de campo
es F(r) = GM/r? e integrando, V(r) = GM/r, siendo r = d(O, P).
Para un punto P interior a la capa esférica

Sea r = d(0, P) < R y consideremos la esfera de centro O y radio r. Dado
que esta esfera no contiene ni interseca a ninguna distribucién de masas, el flujo
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Para un punto P exterior a la esfera solida: P € Ext(Sg(0O))

Consideremos la esfera con centro el origen y radio r = d(O, P) > R. Es claro
que Sp(0) C S.(0), siendo Sg(O) la esfera solida de masa activa. Por (2.11), el
flujo que atraviesa la capa esférica S, (O) vendra dado por ¢ = —47GM, siendo
M la masa activa total. Por otro lado, recurriendo a la definicién de flujo:

[[ Budoe =~ [[ Fryer e npdor

88,.(0) 88.(0)

¢

0=r 27
—r2F(r)/ sen (6)d6 d\ = —4nr?F(r).
9=0 A=0

De este modo, igualando las dos expresiones que hemos obtenido para el flujo,
debe ser:

F(P) = —T—zep.
Asi pues, el campo gravitatorio producido por una distribucién de masa es-
férica en un punto exterior es el mismo que el generado por una masa puntual
equivalente a la de la esfera Sg(O) y situada en el centro de dicha esfera.

Como ya sabemos, el campo gravitatorio es el gradiente de un campo escalar;
el potencial gravitatorio V. Si tenemos en cuenta que F = F(r), es decir, que
la intensidad de campo tiene simetria esférica, entonces el potencial gravitatorio
debe ser dependiente, solamente, del parametro r. Considerando la expresion
(1.2) del gradiente de una funcién en coordenadas curvilineas y el valor de los
factores de escala para un sistema de coordenadas esféricas, debe ser:

2 YmeAT T
Integrando, V(r) = GM/r + C, siendo C la constante de integracion. Segiin

el teorema 2.4, el potencial gravitatorio debe anularse en el infinito de manera
que C=0y:

V(P)=V(r) = ==, (3.10)

es el potencial gravitatorio para todo punto P situado a una distancia r > R del
origen.

Para un punto P interior a la esfera sélida: P € Int(Sg(0))

Sea r = d(O,P) < R y consideremos la esfera sélida de centro el origen y
radio r. Aplicando el teorema (1.19) al campo gravitatorio F en la region S,.(O):
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/// div(F)dvp = // F.dop, (3.11)
)

Sy (O) 85, (O

siendo div(F)(P) = AV(P) = —4nGp(P) para cada P € S.(0) C Sgr(O) y
F, = —F(r)ep e np = —F(r), con np la normal exterior a la superficie 85,.(0)
en P. De este modo, sustituyendo en (3.11):

—4nGm(r) = —F(r) / dop = —4nr?F(r),
85.(0)

y F(r) = Gm(r)/r? | siendo m(r) la masa contenida en la esfera de radio r
centrada en el origen y dado por (3.8).

De este modo llegamos a la conclusion de que el campo producido por una
distribucién continua de masa activa con simetria esférica, en un punto interior
de dicha esfera y a una distancia r del origen, es el mismo que el generado por
una masa puntual equivalente a la contenida en la esfera de centro O y radio r
y situada en el centro de esa esfera. Asi pues, el campo generado por las masas
comprendidas entre las esferas de radio r y R es nulo.

A continuacién, pasemos a determinar el potencial gravitatorio en un punto
interior. Integrando la expresién:

ov m(r
v‘/'r;e;)\ = 5 =-G 7'(2 )7

se obtiene que:

" m(r)

dr.

Vir)y=V(r) — rEg—loo Vir)= —G/

oo T

Teniendo en cuenta que la densidad es nula fuera de la distribucién de masas,

m(r) = / / p(P)dvp = m(R) = M,

5-(0)

para cada r > R. De este modo, se llega a que el potencial en un punto interior
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de la esfera y a una distancia r de su origen viene dado por:

r R v r
V(i) = —G/oo n;(;)dr:—G/oo Trg—)dr—G/R Tr(z—)dr
mr(;)dr

R
= GMf;OT—2dr+G/

o R

_ oM +G/ m(zr)dr
R r T

M B om(r)

= G (E +/,, 1"2 dT‘> .

r
Para un punto P de la superficie esférica: P € 9Sr(O)

Tanto el potencial como el campo gravitatorio deben ser funciones continuas
en todo el espacio, de modo que para un punto P € dSg(O) se tiene que:

GM GM

= = l’ V = 5 —_— O —
V(P)=V(R)= lim V(r)= lim — 7
) . GM _GM

F(P)=F(R) = lim F(r)= lin =5 =7

Finalmente, se ha llegado a que una esfera solida de radio R y en cuyo centro
consideramos el origen de coordenadas genera un campo gravitatorio radial de
magnitud:

m(r)

F(P) =G,

siendo r = d(O, P) y m(r), dado por (3.8), la masa de la esfera de centro O y
radio r. El potencial gravitatorio vendra dado por la funcién continua:

_Gi\/f, si r=d(O,P)>R
V(P)= Y R () (3.12)
m(r .
G (ﬁ +/r r—zdr> , si r=4d(0,P)<R.

pudiendo comprobar, por derivacién directa, que VV(P) = F({P) para cada P €
R3. Por otro lado, considerando la expresién del laplaciano para una funcién en
coordenadas esféricas y que el potencial s6lo depende del parametro 7:

2V 20V
LroaV =5 + 2o
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Asi pues, para 7 = 0 se tienen los valores F(0) = 0 y V(0) = 2rGpoR?, y
para r = R, F(R) = 4nGpoR/3 y V(R) = 4nGpoR?/3.

3.4.2. Campo producido por una capa esférica de espesor
finito

Consideremos la distribucién de masas comprendida entre dos esferas de ra-
dios Ry R', R’ < R, y caracterizada por una densidad volumétrica, p = pg, que
supondremos constante. La masa total de esta distribucién seré:

r=R pf=m A=27 )

M= / / / ;001"2 sen (0)dfdAdr = ‘Wpo(Ra _ (R/)g).
r=R' J§=0 A=0 3

Calculemos el potencial y la atraccién en cualquier punto del espacio.

Para un punto P exterior a la esfera de radio R: P € Ext(Sg(O))

Sea r = d(O,P) > Ry S-(O) la esfera centrada en O con radio r. Es claro
que Sg/(0) C Sr(0) C S,.(O) y, por tanto, el flujo a través de la capa esférica
8S.(0) vendra dado por ¢ = —47nGM. Por otro lado, también es evidente la
simetria esférica del campo generado, de modo que, al ser F(P) = —F(r)ep, con
r = d(O, P) y ep vector unitario con direccion y sentido el determinado por el
radio vector del punto P:

o= // Fpdop = —F(r) // dop = —4nr’F(r),
= T

y, al igual que en los casos anteriores, igualando las dos expresiones obtenidas
para el flujo, la intensidad del campo gravitatorio para un punto P exterior a
la esfera Sg(O) viene dado por F(P) = GM/r%. De aqui se deducira, sin més
que integrar y tener en cuenta que el potencial se anula en el infinito, que el
potencial viene dado por V(P) = GM/r. Es mas, por continuidad del potencial
gravitatorio, podemos extender esta definicién a los puntos de la frontera 8Sg(0).

Para un punto P interior a la esfera de radio R': P € Int(Sg (O))

El mismo razonamiento para la determinacion del potencial gravitatorio para
un punto interior a una capa esférica, nos conduce al hecho que el campo debe ser
nulo y el potencial constante para todo punto interior a la esfera de radio R’. La
continuidad del potencial gravitatorio nos va a permitir determinar la constante
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¢ = // Fpdop = —4nr?F(r),

P28

e igualando ambas expresiones y teniendo en cuenta (3.14):

Vv
En cuanto al potencial, al ser %—r =—F(r):

V(ir) = V({r)— lim V(r) z/ 6—‘idr
r—00 o Or
R gy oV
R e =
T Gm(r)
_ "N
— V(R /R T ar
2 7\2 " m(r)
= 2nGpo(R* - (R)*) -G 2 dr,
R/
y por (3.14):
T N3
V(r) = 2rGpo(R* — (R')?) - 4?WGP()/ (r - (I:Z) ) dr. (3.15)

Resolviendo la integral del segundo miembro:

- 5o 2 S

y sustituyendo en (3.15) resulta:

3rR? —r® —2(R')3
r

V(ir)= 2?7er0 [

Facilmente se obtiene el valor de V(r) cuandor = Ry r = R’ y por tanto el
potencial gravitatorio vendra dado por:



3.4. Potencial y fuerza gravitatoria en diversas distribuciones 101

P si r=d(O,P)>R
_ ) 9 2 _ .3 _ "3
VIPY=1 e SR - 2B & R<r=do,P)<r (16
| 27Gpo(R? — (R')?), si r=d(0O,P)< R
y la intensidad del campo gravitatorio sera:
( GM .
2 si r=d(O,P)> R
\3
F(P)= 4?ﬂ-Gpo (r - (?2) ) , si RR<r=d(O,P)<R (3.17)
L 0, si r=d(0,P) < R

ambos continuos en todos los puntos de R3. Ademas, es claro que ArgaV =0en
los puntos exteriores a la esfera Sgr(Q) e interiores a Sg/(O). Veamos qué ocurre
en los puntos de masa activa. Teniendo en cuenta el teorema fundamental del
calculo se verifica que:

v 4 (R)3 PV 4 (R)3
E“‘E”G”O(T— ) Vo = yree (It )

y al sustituir en la expresion del laplaciano de una funcién en coordenadas esfé-
ricas, A2V = —47Gpy. Es decir, el potencial gravitatorio, definido por (3.16),
es armoénico fuera de las masas atrayentes y verifica la ecuacion de Poisson en los
puntos de la region Sg(0) — Sg/(O).

3.4.3. Campo producido por una esfera prenada

Consideremos una distribucién de masas homogénea, de densidad p = pg, com-
prendida entre dos esferas de radios Ry R’ y centradas en O y O’ respectivamente,
verificandose, ademas, que Sgr/(O') C Sr(0), ver figura 3.4.3. En esta ocasién,
las dos esferas no son concéntricas de manera que no hay simetria esférica
en el campo generado por esta esfera prefiada. Supongamos un sistema de refe-
rencia con origen en O y tal que O’ no se encuentre sobre el eje Z ni sobre el
eje X, supuesto éste direccién fundamental a partir del cuil medimos la longitud
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0

O/

Figura 3.12: Tridngulo determinado por los puntos O’, P y O.

Para un punto P en la capa esférica exterior: P € 9Sg(0)

Por la continuidad del potencial gravitatorio basta tomar limite en la expre-
sién (3.21) segin la direccién determinada por el radio vector rop:

v(p) = V(R,@,A):rl_fflr{l+ V(r,8,))
o 3Gro | s "3 U\"®
= Jdm g | R (R')® D Pn(cos(¥)) -
n>0
v Rl 3
= S Gpo | R - (_z)— > Py (cos (T))o™H!

n>0

Para un punto P interior a la esfera pequena: P € Int(Sgr (0'))

Supongamos, en primer lugar, que P # O’. Como P € Int(Sg/(0")) C Sr(0),
por el principio de superposicién, el potencial generado en P sera diferencia del
potencial creado por la esfera Sp(O) para el punto interior P y el creado por
Sg/(0') para ese mismo punto interior. Por (3.13), el potencial en P vendra dado
por:

V(P) = 2nGpo (R2 — (R + %’f) : (3.22)

Si consideramos el triangulo AOPQ’, ver figura 3.12, y le aplicamos el teorema
del coseno, entonces (/)% = r2+(1')2—~2r!’ cos (¥), donde V¥ es la distancia angular
entre los puntos O’ y P. Sustituyendo en (3.22) llegamos a:

V(P) = %”Gpo [3(R* — (R)?) +I'(l' — 2r cos (V)] . (3.23)
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F

Figura 3.13: Potencial de la esfera prefiada para P € 85y (0) — Sg/(O").

Analogamente, si P € Int(Sr(0)) — {Sr (O YU Sy(O)},esr >1"y:

2(R1)3

1
V(P) =2nGpo | R? — 3 r + 7

Z Py (cos (¥))a™ !

n>0

Por tltimo, consideremos el caso extremo en el que P € Sy (0)—Sg/(0’). Los
puntos O, 0" y P no estaran alineados de manera que si consideramos el tridngulo

v
isosceles AOPO’, ver figura 3.13, entonces r’ = 2l sen(;). Sustituyendo en
(3.26) resulta:

V(P) = 2nGpo | R? — %

(r)?

I’sen (5)

)2+

Finalmente, y a modo de resumen, el potencial generado por una esfera de
radio R y centro O prefiada de otra de radio R’ y centro O’, viene dado por:
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i 41 P2 p3

Figura 3.14: Modelizacién local de una distribucién de masas por medio de prismas.

X
o T T2
v, A
¥2,.7. 2]
2 c
y D
# & |B
L~ H G
7 V2E F

Figura 3.15: Notaciéon usada para definir el prisma.

3.4.4. Potencial gravitatorio generado por un prisma.

El potencial generado por un prisma es de gran importancia en los estudios
locales de gravedad en las zonas en las que se supone suficiente una aproximacién
plana de la Tierra. Es mas, es mucho mas preciso una modelizaciéon plana que
un modelo esférico del que serian necesarios un desarrollo de hasta orden 36,000
para alcanzar la misma. precisién en una regién de 1km X 1km, ver [13]. Por este
motivo, una distribuciéon local de masas puede aproximarse por varios prismas
a los que asignamos densidades de manera independiente, ver figura 3.14. Este
método, ademas, nos permite obtener informacién no disponible directamente,
como puede ser la variacién de la vertical con la altura, permitiéndonos entender
mucho mejor las complejas variaciones del campo local.

Consideremos un prisma homogéneo de densidad constante p = pg:

I={(z,9,2) ER*: X, <2< X3,Y1 <y<Ys,7, <2< Z5}.

Pretendemos estudiar el potencial generado por dicho prisma en cada punto
P(z,y, z) € R%. Una primera simplificacién va a consistir en definir un nuevo sis-



T2 Y2 22
-on [ ], ]
1 23 Z1

+r—-1"

- (= (z +ol(z+r—-1)"| =0,
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demostrar que en el resto de los términos en los que no esta definido el limite
también es cero.

Supongamos ahora que P es un punto de la arista CD. Si trasladamos el
origen del sistema de referencia a dicho punto, el prisma estara definido como:

I={(z,y,2) €ER*:0#£ 2 <z <T2#0, 0<y < g, 0 < 2 < 2}

y sera, por continuidad del potencial gravitatorio :

u(P) = )|||:vyln(z+r)+yzln(x+r)+len(y+r)—

lim
(€1,€2,€3)—(0,0,0

ya+éa |2 1Es

T
2 2 2 22 2+£1

= —%— arctan(y—i) - %arctan(;) - ?arctan(;)

z1+€1 & €

Los cuatro primeros términos del segundo miembro del limite anterior estan
definidos en P y sus limites son iguales a los obtenidos por simple sustitucién. El
limite para los dos dltimos miembros es:

za+€ |V2HE2 tls

2 2
‘—% arctan (Z—f) — % arctan(—y)

lim
(€1.€2,63)—(0,0,0) z1+€1 & &

2

) — %2 arctan (

22T
y27”(172, Y2, -2’2)

2 2
Y2 22%1 22 T1Y2
+=£ arctan + —= arctan (———————), 3.29
5 ( )+ (zzr(%ymzz)) (3.29)

T2Y2
291(2, Y2, 22)

2
== y?z arctan (

yor(z1, Y2, 22)
es decir, que (3.29) se reduce a tan s6lo cuatro términos ya que los otros doce se
anulan en el limite independientemente de la direccion a la que nos acerquemos.

De manera analoga se razona con todos los vértices, aristas y caras del prisma,
pudiéndose extender (3.28) de manera continua a todo el espacio.

Sabemos que el campo gravitatorio es el campo de gradientes del potencial
gravitatorio en cada punto. Para esta distribucién de masas también va a ser
F = VV = GpoVu continuo en todo R3.

Por ejemplo, la componente vertical de u se obtiene derivando respecto de z
la expresién (3.28):

22

, (3.30)

21

24| Y2

ou Ty
B_z(P) = ‘xln (y+r)+yln(z+r) - zarctan(;)

Ttly,
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Tendremos, pues, que el campo en cada punto P € R? vendra dado, de manera
continua, por F(P) = VV(P) = GpVu(P).

Generalmente, las segundas derivadas no van a estar definidas en la frontera
del prisma si en ella hay una discontinuidad de la densidad. Variara, de hecho, de
qué derivada se esté considerando y el plano de la frontera que tratemos. Veamos
algunos ejemplos:

Ejemplo 1: Discontinuidad de salto de la segunda derivada

Supongamos que P es un punto interior de la cara Int(ABCD) que, después
de la traslacion del sistema de coordenadas, pasa a estar en el plano XY, ver
figura 3.15. Tendremos que:

8%u f . o+ [V2 162 satés
hm —(P) = lim ‘ arctan (———)
—P 9z (£1,62/63)—(0,0,0,) zrilevtaly val,,
z
= 2msigno(&3) — arctan (——2}-/2—
Z2T'($2, Y2, 22)
z
+ arctan (&——) — arctan (—lyl—
221(21, Y2, 22) z7(21, Y1, 22)
z
+ arctan ( 241

227‘(302,?/1,22) '

siendo 0 # &2 + €2 + €2 — 0, es decir, en el limite consideramos puntos que no

estan en el plano XY, y donde signo(€s) indica que el limite en P depende del
2

J%u
semiespacio por el que nos aproximamos al punto. Las segundas derivadas 322 (P)

Fu (P) tienen un comportamiento analogo a 82_u
y Oy? b g0a 52

Int(ADHE| ) BCGF) e Int(ABFE|J DCGH) respectivamente.

(P) en las superficies planas

Ejemplo 2: El limite no existe

Consideremos un punto P que esté en la arista AD del prisma, coincidente
conelejeY.Serazy =21 =0y

Ty, |T2t+61 vatéa |72 He0
()

‘ ‘ — arctan

P = lim
P82( ) (€1,62/62)—(0,0,0,) & lyite

&3

Tay2 ) + arctan (

zom(Z2, Y2, 22)
kay )
kﬁr(()’ Y1, 0)

T2Y1
21(T2, Y1, 22)

kayz )

kBr(0,y2,0)"

= signo(§3)m — arctan (

+ lim arctan ( — lim arctan (
k—0 k—0
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un punto exterior al prisma de modo que podemos definir esta segunda derivada
por medio del valor de su limite.

Funcién Dominio

1 2 3 45 6 7 8 9
U, Ug, Uy, U, 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Ugp 3 3 3 3% %3 3 3
Ugy 3 3 3 3 333 % 3
Ugpy 3 3 33 3 3% 3 3 3%
Uyy i 3 3333333
Uy, 3 3 3 3 33 % 3 3
Uszz 3 3 33 4 33 3

Cuadro 3.1: Lista de todos los casos dependiendo de la localizacion del punto P en el
caso del potencial generado por un prisma.

Dominio 1 = Ezt(ABCDEFGH),
Dominio 2 = Int(ABCDEFGH),
Dominio 3 = Int(ABCD|JEFGH
Dominio4 = Int(ADHE| ) BCGF
Dominio5 = Int(ABFE|)DCGH),
(ABUDCUHGUEF),
(

(

)?
),

Dominio 6 = Int
Dominio 7 = Int(AD|JBCUFGJEH),
Dominio8 = Int(AE|\JBF|JCG\JDH),
Dominio9 = {4, B,C,D,E,F,G,H}.

3.4.5. Potencial generado por un cilindro

Consideremos un cilindro circular de radio a y altura b:

ﬂz{(x,y,z)eR3:0§:c2+y2Sa2,0§z§b},

con una distribucién homogénea de masas de densidad p = pg.

Supongamos que P es un punto del espacio con coordenadas cilindricas
(ro, g, up). Para un punto P(r,0,u) € ¥ tendremos que rop, = rop + rep,-
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Z

S

.@P\

| Fy
u ....................

4 / ....... uo
P O

T 1o '

: YA

Figura 3.16: Potencial de un cilindro.

Si tenemos en cuenta la relacion entre coordenadas cilindricas y cartesianas:

r cos (9) ro= Jzi+y?

xT =

y = rsen(f) &= b = arctan(g) ,
x

z = u

u = =z

entonces, rpp, = (1o cos (6y) —r cos (6), g sen (6p) —r sen (8), up —u) y su médulo:

TPp, = \/T3 + 12— 2rorcos (6 — 6p) + (ug — u)? = \/f(rg,eo,r,a) + (up — u)?.

El potencial gravitatorio creado por el cilindro en el punto Py vendra dado
por la expresién integral:

2 pb pa
Vi) =¢ /// dvr =G / / / L drduds.
(Po) JJ ree, PRy Jo Jo VT (ro60imi0) + (uo — w)

Estudiemos el caso particular en el que el punto P, se encuentra sobre el eje
de revolucién del cilindro. En este caso sera vy = 6y = 0 y, por tanto, la funcion
f(ro,800,7,8) = r? no dependera de 6. Distinguiremos varios casos.
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Caso 1: ug > b
Teniendo en cuenta que |ug — u| = ug — v para 0 < u < b, tendremos que:

1

b ra r b a
572G o (Py) /0 /0 T (ug = u)zdrdu /0 V24 (up —u) ’0 U

:/b( az"’+(uo~u)2—Iu()—u|)du={("O;U)2

0

b b
+/ va? + (u — u)2du} .
o Jo
(3.33)

La integral del segundo miembro es casi inmediata. Si consideramos el cambio
de variable ug — v = asinh (2), entonces:

b
/0 Va2 + (up —u)2du = [7ay/1+ sinh? (2)(—acosh (2))dz

25 zp 22 -2z 92
= —a2/ cosh? (z)dz = —az/ ete T2,
Zg 20 4
622 + e—2z 2p

2

2

a2
= —a -7 |sinh (22) + 22[7" .

(3.34)

+ 2z

Zo
Por definicién de las funciones hiperbélicas seno y coseno:

—e % e*—e*

sinh (2) cosh (2} = ¢ 5 : 3

1
= = sinh (22),
5 Sil (22)
y, teniendo en cuenta la relacion sinh (E) =In(z + vc? + z?), es claro que:
c

z = argsinh(u0 — u) =In(up — u+ va? + (ug — u)?).

a

Asi pues, deshaciendo el cambio de variables en (3.34):
b _ AN AV
[V == rrery G R R RN TR
a? ug + v/a? + ud

+21

n .
2 wug—b+ /a4 (ug — b)?

Finalmente, si sustituimos en (3.33) entonces el potencial en un punto del eje
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de revolucién por encima del prisma viene dado por:

_—V(PO) = —b(2u0 - b) + ‘(UO o U) a? + (U() - u)z‘z

nGpo
up + /a2 +ud (3.35)
ug — b+ y/a? + (up — b)?

+a?In

Caso 2: ug <0

El razonamiento es exactamente el mismo salvo que, en esta ocasién, es luo -
u| = u — ug para 0 < u < b. El potencial en un punto Py del eje de revolucion
con coordenada cilindrica ug < 0, tiene por expresion:

V(P)
mGpo

= b(2ug —b) + ‘(uo —u)y/a? + (up — u)z‘z

wo + VTR s
uo—b+\/a2+(uo—b)2. ’

+a?1n

Caso 3: ug € {0,b}
En esta ocasién, ver figura 3.17, si consideramos los limites direccionales se-

gin el eje Z, las expresiones dadas por (3.35) y (3.36) y tenemos en cuenta la
continuidad del potencial gravitatorio, entonces:

2 2
V(0,0,b) = 7Gpo {—b2 + bV 1B +a2ln LF VA Y ”Z“’} : (3.37)

V(0,0,0) = 7Gpg {—b2 +bva2 + b2 +a’ln (3.38)

a
_b+«/a2+b2}.

Caso 4: 0 <wug <b
Consideremos los dos cilindros:
9 = {(z,y,2) : 0< 2?2 + 4% < a?,0 < 2 < g},
¥y = {(z,y,2) : 0< 2% +y* < a?,up <z < b}

Es evidente que ¥ = 9, |J 92 y, por el principio de superposicion, el potencial
creado en Py por ¥ vendra dado por la suma de los potenciales generados por ¥,
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VA

il RN
NS LA

Figura 3.17: Potencial de un cilindro en el punto Po(0,0,b).

y 92 en dicho punto. Teniendo en cuenta (3.37) y (3.38):
V(P) = Vi(Ro)+Va(Po) =

=nGpo {—ug +ugy/a? + ug +a®ln

+7Gpo {—(b —ug)? + (b —up)v/a* + (b —ug)*+

uo + /a2 + u?
O—a_°}+

+a?ln =
Uo—b+ a2+(b—u0)2

= mGpo {—[u% + (b—uo)?] + lu\/ a? + u?
ug + v/a? + ud }

up — b+ +1/a% + (b— up)?

U=ug

u=ug—>b

+a?ln

3.4.6. Potencial generado por un cono

Consideremos un cono esférico, ¥, definido por:

¥ = (rsin (6) cos (), rsin (#) sen (A), r cos (6))
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B 71 ”
\

Figura 3.18: Potencial generado por un cono.

con0<r<R0<6<0,y0< A< 2T

y con una distribucién de masas de densidad p = p(r), que suponemos con
simetria esférica.

El potencial generado por dicho cono en un punto Py € R3 vendra dado por
la expresi6én integral:

JIE2

Consideremos la formula de descomposicién del inverso de la distancia entre
dos puntos Py(ro,80,Aa) y P(r,0,) que para r < ry es:

IR Z{____P (€03 (80)) 1 p, (cos (6))+

TPP, n>0 T(')H'I
'F (QO,AO)
+2 Z 2 T e (6, A)
1<m<n (n+m)' 0+

re{R,S}
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y para una distribucién homogénea, p = py:

A = 2?ﬂ-Gpo(l —cos (8*))R?

Para n = 1 sera:

/// rPy(cos (6))p(P)dvp = (1 ~cos ( 29*))/ p(r)ridr,

y para una distribucién homogénea de masas, p = po:

A = %pg(l — cos (26%))R*.

Paran = 2:
Ag = G/ﬂ//r2 (%cos (20) + i—) p(P)duvp = —g /0//(:,;2 + 4% — 22%)p(P)dvp.

Si tenemos en cuenta que los momentos de inercia respecto de los planos
coordenados YZ, XZ y XY se definen mediante las integrales de volumen:

72
{5 e
9 2

y que los momentos de inercia respecto de los ejes X, Y, Z vienen dados

por:
v+ 22

= /// 2 + 22 3 dup,
J 2, .2

Tt +y

entonces, supuesta una distribucién homogénea de masas de densidad p = py,
tendremos que:

G
Ay = —Gpo///(x2+y2)dv+Epo///(a:2+y2)dvp+Gp0 ///z2dvp=
K 9 K
2, 2 2, ,2 I
=—GP012+G/J0{///EC%+///Z/ ;Z }=—Gpo( X‘;‘IY_IZ).
9 9

Si tenemos en cuenta que:

cos® (6%)

27
y / sin? (\)d\ = ,
3 0

pe
/ sin3 (6)df = 2_ cos(0*) +
A 3
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entonces:

Iy = /0 * /027r /OR r(sin? (9) sin? () 4 cos? (8)) sin (§)drdAdd

nR® (4 . cosd(6%)
——5-(§—COS(9 )“—3—)

Se puede ver, por simetria de rotaciéon, que I'x = Iy. Por otro lado:

I; = /0/ (z% 4 y*)dvp = /19// r? sin? (6)r? sin (6)drd\d@

5 3 (p*
_2nR <§ _COS(G*)+COS ] )),

5 3
por lo que:

Ix+1Iy

A2 = Gpo ( - Iz> = Gpo([x — Iz) = %GpoRs cOs (0*) sin2 (9*)

Sustituyendo estos tres primeros coeficientes en la expresion del potencial
generado por el cono y operando, se llega finalmente a:

V(R) = mCeuf <§(1 — cos (6%)) + %(1 — cos (29*))% +

7o
1 g e B2 P,.cos (6y)
L cos (67 o A, neostbo)

+5cos(¢9)sm (6)r3)+n§3 o
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