EEUHEI[IHEE LII'IEHLEE

HF‘LIEHEIDHEE H LH EmFFEEH '|‘ LFI EEI]I'II]ITIIFI




Ecuaciones Lineales en Diferencias:
Aplicaciones a la Empresa y la Economia

ANA ALCONCHEL PEREZ

Dpto. de Economia de la Empresa

ALBERTO VIGNERON TENORIO
Dpto. de Matematicas









Alconchel Pérez, Ana

Ecuaciones lineales en diferencias : aplicaciones a la empresa 'y a
la economia / Ana Alconchel Pérez, Alberto Vigneron Tenorio. —
Cadiz : Universidad, Servicio de Publicaciones, 2004. — pp. 168.

ISBN 84-7786-867-0
1. Ecuaciones en diferencias-Tratados, manuales, etc. 2. Matema-
ticas — Aplicaciones a la economia-Tratados, manuales, etc. I

Vigneron Tenorio, Alberto. II. Universidad de Cadiz. Servicio de
Publicaciones, ed. III. Titulo

517.9

© Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cadiz
Ana Alconchel Pérez y Alberto Vigneron Tenorio

Edita: Servicio de Publicaciones de la Universidad de Cadiz
C/ Doctor Marafion, 3. 11002 Cadiz
www.uca.es/serv/publicaciones

Deposito Legal: CA-771/03
ISBN: 84-7786-867-0

Disefio: Cadigrafia
Fotocomposicion: Produce
Imprime: Imprenta Vistalegre


http://www.uca.es/serv/publicaciones

Y se puso la mano sobre el pecho y aiadio:
“Me consagro a la observacion de todos
los soles, estas lunas y aquellas estrellas”
(Gibran Jalil Gibran, £l Loco)









11

Matemadticamente, este texto es autocontenido y para su total com-
prensidn sélo son necesarias algunas nociones bésicas de dlgebra lineal.
Para ello se ha abordado el desarrollo teérico introduciendo demostra-
ciones sencillas y la menor cantidad posible de notaciones. Las demos-
traciones estan insertadas tras cada enunciado. Solo las pruebas de la
proposicién 2.3.3 y del teorema 2.3.4 las incluimos en el apéndice B
por su tecnicismo. En el apéndice C damos una demostracion alter-
nativa del teorema 2.2.5 mediante el uso de las aplicaciones lineales.
Los desarrollos que aqui se plantean se basan en textos matematicos
clasicos y en el desarrollo natural, para un matematico, de los dis-
tintos conceptos, estudiando primero las propiedades de los objetos y

después sus técnicas de célculo.

Introducimos el uso del ordenador como una herramienta de reso-
lucién de problemas numéricos, asi como un método para obtener las
soluciones de una ecuacién en diferencias con coeficientes no necesa-
riamente numéricos. Una vez conocidas las técnicas que planteamos de
resolucion de las ecuaciones en diferencias, podemos emplear el orde-
nador, que aplicard dichas técnicas para ahorrarnos el tedioso trabajo
manual. El software que empleamos en este libro es MapleV, un cono-

cido programa de célculo simbélico comercial.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 9

una parte de pago de intereses y otra de amortizacién del principal.

Sea p(n) el capital que queda por amortizar tras n pagos de la

cantidad g(n) a un tipo de interés fijo, r, en cada periodo.

La formalizacién matematica de este modelo estd basada en que la
parte pendiente de pago del capital tras n + 1 periodos, p(n + 1), es
igual a la existente tras n pagos, p(n), mas los intereses generados en
el periodo n + 1, rp(n), menos el pago del periodo n+ 1, g(n + 1). Por

lo tanto, la ecuacién que rige la evolucién del capital pendiente es
p(n+1) =p(n) +rp(n) —g(n+1).
Equivalentemente, y suponiendo que el débito inicial era py, tenemos

p(n+1) = (1+7)p(n) — g(n+ 1), con p(0) = po.

Esta ecuacién, por su simplicidad, puede ser resuelta mediante una

simple iteracion:

p(0) = po

p(1) = (L +7)po — g(1)

p(2) = (1+7)p(1) — g(2)
)

L+7)p(2) — 9(3)

(
(
= (1+7)’po — (1 +7)g(1) — 9(2)
(
(1+7)*po — (1 +7)2g(1) — (1 +7)g(2) — 9(3)
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Siguiendo esta iteracién, llegamos a obtener una expresién para el

capital pendiente en el instante n,

n—1

p(n) = (1+7)"po— > (1+7r)"* gk +1).

Si consideramos que los pagos que efectuamos son constantes, g(n) =

T, tenemos

pl) = (1) (40 - 1) (T ).

r

Este es un simple, pero extremadamente 1til ejemplo de la formula-

cién de problemas econdémicos mediante las ecuaciones en diferencias.

A pesar de la simplicidad de algunas aplicaciones de las ecuaciones
en diferencias a la economia, el interés de su estudio se basa en que
éstas nos permiten establecer resultados cualitativos, como por ejem-
plo el comportamiento de la solucién cuando el tiempo crece mucho, el
efecto de la variacién de distintos parametros sobre el comportamiento
de nuestro problema, etc. Este tipo de estudios no pueden abordarse

con facilidad si aplicamos una simple recurrencia a nuestro problema.

Otro punto a favor de este estudio es la obtencién de una férmula
explicita del valor que estamos estudiando. Ello nos permite evitar en
gran medida los problemas derivados del redondeo que se plantean al

utilizar un método recursivo en la determinacién de las soluciones.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 4

En el desarrollo de este tema vamos a ver algunos aspectos de las
soluciones y técnicas de resolucién de ecuaciones lineales en diferencias.
También introduciremos el concepto de estabilidad de las ecuaciones
desde un punto de vista eminentemente préactico mediante el estudio

de problemas con base econémica.






CAPITULO 2. ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS 6

zg, Ty + 1,2+ 2r, .. .. El cambio de variable que realizaremos serd

! /
r —X
T = 0.
r

Con este cambio, z valdrd cero cuando 2’ = zj, valdrd uno cuando

x' = xy + r, etc. Consideraremos pues que z € {0,1,2,...}.

Denotaremos por y a la sucesién {y(0),y(1),y(2),...}, siendo cada
y(x) el término correspondiente a un valor concreto de z. Las suce-
siones pueden también ser consideradas funciones discretas, es decir,
funciones que toman sus valores sobre un conjunto discreto. Recorda-

mos al lector que una sucesién es un conjunto ordenado de elementos.

Definicién 2.1.1. Llamaremos ecuacion en diferencias de orden n
en la variable independiente x a una ecuacion que relacione n valores

consecutivos de una sucesion, es decir, una expresion de la forma
Gly(z+n)yle+n-1),...,y(x+1),y(z),z) = 0.

Una solucion de dicha ecuacion es toda sucesion que la satisfaga.

Usualmente también se suelen definir este tipo de ecuaciones de-
notando por Y., a la expresién y(z + n). Esta es la notacién que

emplearemos en este libro. A las soluciones las seguiremos denotando
por y(0),y(1),y(2), ...

Siguiendo el lenguaje matematico usual, llamaremos solucion gene-
ral de la ecuacién al conjunto de todas las soluciones. Como ya plantea-

remos mas adelante, la solucién general dependera de unos pardmetros
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2.2. Ecuaciones lineales y homogéneas

Definicién 2.2.1. Una ecuacion en diferencias lineal y homogénea de
orden n es una ecuacion en diferencias donde la relacion que nos liga
los distintos valores de la sucesion es lineal. Mas explicitamente, es

toda expresion de la forma

ya:+n + ay (I)y$+n—1 + -+ an—l(x)yac—i—l + an(x)yaﬂ = O (21)
donde ai(z),...,an_1(x),a,(z) son funciones discretas en z, y a,(x)

no es idénticamente nula.

Un ejemplo de ecuacion de orden cuatro es
y(r+4) +sinz y(x +2) — 3y(x+ 1) + y(z) =0
en la que a;(z) = 0, ax(z) = sinz, az(z) = —3%, ay(z) = 1.

Diremos que la ecuaciéon es de coeficientes constantes si, como su

propio nombre indica, los coeficientes a;(x) son constantes.

Una vez definido el tipo de ecuaciones con las que nos vamos a
enfrentar, nos planteamos una cuestién bésica: ;podemos conocer algo
sobre la estructura algebraica del conjunto de sus soluciones? Y la

respuesta es afirmativa.

Proposiciéon 2.2.2. Las soluciones de una ecuacidn en diferencias

lineal y homogénea de orden n forman un espacio vectorial.
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Demostracion.- Nuestras soluciones son un subespacio vectorial del

espacio vectorial de las sucesiones en la variable z. O

La proposicién anterior juega un papel muy importante en el des-
arrollo de las ecuaciones lineales en diferencias, ya que permite apli-
car a su estudio todos los conceptos y resultados del dlgebra lineal:
dependencia e independencia lineal, sistemas de generadores, base, di-
mension, etc. En particular, resolver una ecuacién lineal (o sistema
de ecuaciones lineales) en diferencias, es equivalente a dar una base
del espacio vectorial de las soluciones. ;Cuantos elementos tiene una
base de este espacio? Vamos a probar que el espacio de las soluciones
tiene dimensién igual al orden de la ecuacién (teorema 2.2.5). Para

ello comencemos viendo unos resultados preliminares.

Teorema 2.2.3. (Ezxistencia y unicidad). Dada una ecuacion lineal
en diferencias de orden n, y dados n nimeros reales, existe una unica

solucion a la ecuacion cuyos n primeros valores son los nimeros dados.

Demostracion.- Fijemos las notaciones. Consideremos los n niimeros

reales ko, k1, ko, ..., kn—1 € R, y la ecuacién (2.1).

La demostracién se realiza facilmente gracias a la recurrencia defi-

nida por la propia ecuacion.

Tomemos la sucesién cuyos primeros términos son

y(0) = ko,...,y(n —1) = ky_1.
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Los siguientes vienen determinados por la propia ecuacion:

y(n) = —a1(0)y(n — 1) — - — an(0)y(0)
= —al(O)kn_l —_— e — an(O)k’o
y(n+1) = —ai(Dy(n) — - — a(1)y(1)

La sucesién y(n) asf definida es una solucién de la ecuacién que verifica

las condiciones iniciales del teorema.

La unicidad de la solucion viene determinada por la propia recurren-
cia, ya que, por construccién, no existe otra solucién distinta con los

mismos valores iniciales.

Notaremos mediante
y(kOakl )"'7kn—1)

a dicha unica solucion. O

Por lo tanto, cada solucién de una ecuacién viene determinada por
el vector formado por los primeros n términos de la misma, y recipro-
camente, cada vector real con n componentes determina una unica
solucién. Esto establece una biyeccion entre el espacio vectorial R™ y
el espacio de las soluciones de la ecuacién (2.1), y por lo tanto, ambos
espacios son isomorfos y tienen igual dimensién, es decir, dimensién n.
Ademsds, este isomorfismo nos permite calcular una base del espacio
de las soluciones a partir de una base de R™. Con ello acabamos de

probar en teorema 2.2.5 mediante el uso de aplicaciones lineales (ver
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apéndice C para mds detalles de esta demostracién). En cualquier ca-
S0, vamos a seguir en esta seccién un razonamiento més basico para

la obtencion del teorema 2.2.5.

Por lo tanto, otro resultado previo que necesitamos para calcular la

dimensién del espacio de las soluciones nos lo da esta proposicién.

Proposicién 2.2.4. Dos soluciones de la ecuacion (2.1), son lineal-
‘mente independientes si y solo si, los vectores de R™ dados por sus

primeros n valores son linealmente independientes.

Demostracion.- Supongamos que u y v son dos soluciones linealmente
independientes pero que (u(0),...,u(n—1)),(v(0),...,v(n—1)) nolo

son. Entonces existirdn dos niumeros «, 3 € R tales que
a(u(0),...,u(n—1))+6(v(0),...,v(n—1)) =0, con « 6 B #0 (2.2)

Consideremos la solucién de la ecuacién (2.1), w = au+ fv. Por (2.2),
tenemos que los primeros valores de w son nulos, es decir, w(0) =
o=wln—-1)=0.

De otro lado, la sucesién idénticamente nula también es una solucién
de la ecuacién con los mismos n valores iniciales que w, y por lo tanto,
por unicidad, w = au + Sv = 0. Esto contradice el hecho de que u y

v son linealmente independientes.

Pasemos a probar la implicaciéon reciproca. Supongamos para ello
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base, s6lo nos falta probar que constituyen un sistema de generadores

del espacio de las soluciones.

Consideremos u una solucién de la ecuacién con sus correspondien-
tes valores iniciales (u(0),...,u{(n — 1)) € R™ En tal caso, tenemos

que existen «q, ..., q, numeros reales tales que
(w(0),...,u(n—1)) = age; + - + ape,.

Es trivial ver que v = a1¥e, + - - + ¥, €s una solucién de la ecuacion

con los valores iniciales
(v(0),...,v(n—1)) = aner + - + anen = (u(0),...,u(n — 1)).
Por la unicidad de soluciones tenemos que

U=V =0+t Ml

Esto prueba que cualquier solucién de nuestra ecuacién puede ex-
presarse como una combinacién lineal de las soluciones v, y por lo

tanto que forman un sistema de generadores. O

Puesto que las soluciones de (2.1) forman un espacio vectorial de
dimensién n, bastara encontrar n soluciones independientes para ob-
tenerlas todas mediante combinaciones lineales. El teorema anterior
nos dota de una forma de calcular dicha base. Dada una base de R",

{e1,...,en}, por comodidad la canénica, buscamos las soluciones par-
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Para la resolucion de este tipo de ecuaciones introduciremos una

herramienta clave, el polinomio caracteristico.

Definicién 2.3.1. Llamaremos polinomio caracteristico asociado a la

ecuacion homogénea (2.3) al polinomio de grado n,
pA) = A"+ a A 4 .
Nétese que al haber impuesto la condicién a, # 0, tenemos asegu-

rado que p(0) # 0.

Este polinomio es la llave para caracterizar una base de las solucio-
nes de la ecuacién anterior, ya que mediante el conocimiento de sus

raices, tendremos todos los elementos de una base de sus soluciones.

Lema 2.3.2. Dada la ecuacidn (2.3) y su polinomio caracteristico

p(N). Entonces:

1. Si X es raiz de p(A), A} es solucidn de (2.3).

2. Sia+ib es rai?t de p()\), r*cos(az),r” sin(azx) son soluciones

de (2.3), siendo r el mddulo y o el argumento de a + ib.

1Recordamos al lector que cualquier nimero complejo a+ib puede ser expresado
de la forma r[cos(a) + isin(a)] con r € Ry a € [0,27). El ntimero r = vVa? + b?

recibe el nombre de médulo de a +iby a = arctan—g el de argumento.



T

A= Ao
R

AZ 4+

r® cos(ax) = 5

y r¥sin(ax) =
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2. Sia+1ib, a—1ib son complejos conjugados soluciones de p(A) =0
con multiplicidad m, entonces

m

r® cos(az), rr® cos(az), . .., z™ 'r* cos(ax)

m

r®sin(ax), zr® sin(ax),. .., 2™ 'r* sin(az)

son soluciones de la ecuacion en diferencias.

Demostracion.- Ver apéndice B. O

Teorema 2.3.4. Las soluciones dadas por la proposicién anterior for-

man una base de las soluciones de la ecuacidén (2.3).

Demostracion.- Ver apéndice B. ]

Ejemplo 2.3.5. Resolvamos la siguiente ecuacion en diferencias fini-

tas:

Yoia — dYzy3 + 3Yot+2 + Yzg1 — 4y, = 0.
La ecuacion caracteristica es
pA) = A a3 +302 A —4= (A -2 (N -1),

que tiene por raices el 2 con multiplicidad 2, el 1, y el —1, ambos con

multiplicidad 1.
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Ejemplo 2.4.2. Dada la ecuacion lineal y no homogénea de orden 3,

Yz+3 — gzyz-i—l = 1Il$,

la ecuacion homogénea asociada es

Yz+3 — 3zy1'+1 =0.

De nuevo el conocimiento de la estructura algebraica del conjunto
de las soluciones de una ecuacién lineal es clave en su resolucién. Se

puede demostrar facilmente el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3. La solucion general de una ecuacion en diferencias
no homogénea se obtiene sumando una solucion particular de la misma

y la solucion general de la ecuacion homogénea asociada.

El teorema anterior reduce la bisqueda de la solucién general de

una ecuacién lineal y no homogénea a:

» determinar la solucién general de la ecuaciéon homogénea asocia-
da;

» determinar una solucién particular de la no homogénea.

Como el primer punto ya lo hemos tratado en la seccién anterior,
s6lo nos falta ver algoritmos para calcular la solucién particular de la

ecuacién no homogénea, resolviendo con ello el cdlculo de la solucién
general de (2.4).

Comencemos con uno de los métodos méas conocidos.



CAPITULO 2. ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS 20

2.4.4. Método de los Coeficientes indeterminados

Consideremos la ecuacién

Yo4n + al(‘r)yz—kn—l + -+ an(x)yz = b(j)

con b(z) # 0 # ay(z), y p(A) su polinomio caracteristico.

El método conocido como de los coeficientes indeterminados con-
siste en buscar una solucién particular u(z) atendiendo a la forma del

término independiente. Nosotros distinguiremos los siguientes casos:

1. Siel término independiente es del tipo b(z) = ac®, con a,c € R\
{0} y p(c) # 0, buscaremos una solucién particular de la forma
h(z) = Dc*, siendo D una constante. Para calcular la constante
que desconoceriamos, vamos a suponer que efectivamente Dc*®

es una solucion de la ecuacién. En tal caso,
ac® = h(z+n)+ahlz+n-1)+- -+ ah(z)
— (DE™ + @, D= - + a, Dc")
= Dc*(c" + a4 ay)
= Dc"p(c)

Como estamos suponiendo que p(c) # 0, tendriamos que

a

p(c)
Aqui se aprecia claramente la necesidad de la condicién inicial

p(c) # 0.
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6. Si el término independiente es del tipo z™c¢"sin(ax) (analoga-
mente para x™c” cos(az)) con a,¢c € R\ {0}, buscamos como

posible solucién una expresion del tipo
(Do+Drz+- - -+ Dpa™)c* sin(az)+(Fo+ Fiz+- - -+ Fpz™)c* cos(az),

donde hay que determinar, mediante la sustitucion en la ecua-

cién, los valores de los distintos D; y F;.
7. Si el término independiente es la suma de k elementos,

calculamos una solucién, h;(z), para cada una de las k ecuaciones
que resulta de considerar la parte homogénea de la primera y

como término independiente el sumando que corresponda,
Yotn + @1(Z)Yztn—1 + - + an(2)ye = bi(T).
La solucién a la primera es
h(z) = hi(x) + ho(z) + - - - + he(x).
Ejemplo 2.4.5. Resolvamos la ecuacién en diferencias de orden tres
Yots — 2otz + Yoi1 — 2y = 1 + 4z — 22°.
La ecuacion homogénea asociada es

Yz43 — 2Yzq2 + Y241 — 2y, =0
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con polinomio caracteristico p(A) = A3 — 2A%2 + X — 2.

Resolviendo el polinomio caracteristico, vemos que tiene tres raices,
dos complejas y conjugadas de mddulo uno y de arqgumento £7/2, +i,
y una real y simple, 2. Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion

homogénea es

c12% + ¢ cos(m/2)z + cgsin(m/2)x.

Ya que el término independiente de la ecuacién es 1+ 4x — 2x2, va-
mos a buscar una solucion del tipo h(z) = t, +tox +t3x2. Sustituyendo

tenemos

1+4zx — 222 = h(z+3)—2h(z+2)+h(z+1) —2h(z)
= —2t; — 2tox — 2322 + 2t3.

Ahora tan sélo hay que comparar los coeficientes

—2t 4+ 23 =1
—2t2 = 4
oty = —2

y por lo tanto t, = 1/2, ts = —2 y t3 = 1. La solucion particular es
h(z) =1/2 — 2z + z°.

Para terminar este ejemplo, la solucion general es

y(z) = 2% + czcos(m/2)x + czsin(n/2)x + 1/2 — 2z + 22
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Para construir el sistema equivalente, tenemos que hacer el cambio de

variables

{ Yiz = Yz - Yiz+1 = Y22
Y2z = Yz41 Y2241 = Yzy2 = Y2z — 2Y1o + 1

que, como ya veremos mds adelante, tiene por solucion
T
yi(z)\ [ 01 a), [ -zl
ya(z) —9 3 Co 2t _ g 2

2-2% 142 e 2% _ 41
- + r+1
2-292% —1429% C2 27— -2

La solucion de (2.6) es

y(z)=p(x)=2-2")er + (-1 +2%)cp + 2* —z — 1.



Capitulo 3

Sistemas de Ecuaciones en

Diferencias

Pasemos ahora a estudiar como resolvemos un problema en diferen-
cias cuando el nimero de variables es superior a uno, es decir, sistemas

de ecuaciones en diferencias finitas.

En el capitulo dedicado a las aplicaciones se puede apreciar que
los sistemas de ecuaciones en diferencias aparecen cuando tratamos de
analizar situaciones en las que participan distintos elementos econdmi-

cos, como por ejemplo, demanda-precio-oferta, varios paises, etc.

En este capitulo estudiaremos los sistemas de ecuaciones en dife-

rencias, haciendo un especial hincapié en los sistemas de coeficientes

27
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Cuando aparezcan desplazamientos de x superiores a x + 1, por
ejemplo x + t, diremos que el sistema es de orden t. Este tipo de
sistemas lo estudiaremos mas tarde. Aqui sélo adelantamos que su

resolucién pasa por asociarle un sistema de orden uno.

En adelante, utilizaremos la expresiéon matricial de los sistemas de

ecuaciones, por lo que denotaremos mediante
Y1‘+1 = A(.I?)Yz,
a todo sistema lineal y homogéneo de primer orden.

Proposicién 3.1.2. Dado el sistema (3.1) tenemos que
Y(z) = A(x — 1)A(zx — 2)--- A(0)Y(0)

es la solucion general del mismo.

Demostracion.- Vamos a realizar la demostracién de este resultado

de forma recurrente.
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Llamaremos sistema homogéneo asociado a (3.2) al sistema,

Yz+1 = A(:L')YI

Al igual que ocurria para las ecuaciones no homogéneas, la relacién
entre las soluciones del sistema no homogéneo y el homogéneo asociado

es la de cualquier sistema lineal.

Teorema 3.2.1. La solucion general de un sistema de ecuaciones en
diferencias no homogéneo se obtiene sumando una solucion particular

del sistema y la solucidn general del sistema homogéneo asociado.

Siguiendo la analogia existente entre los sistemas de ecuaciones li-
neales y las ecuaciones lineales, el anterior teorema nos permite enun-
ciar los pasos a realizar para calcular la solucién general de un sistema

lineal no homogéneo de ecuaciones en diferencias:

» resolver el sistema homogéneo asociado;

» encontrar una solucién particular al sistema no homogéneo.

Visto ya como se resuelve un sistema homogéneo, vamos a dotarnos
de una herramienta para calcular la solucién particular: el método de

variacion de las constantes, enunciado en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. (Variacién de las constantes) La inica solucion de
la ecuacion
Yz+1 = A(-T)Yz + b(l‘),









CAPITULO 3. SISTEMAS EN DIFERENCIAS 35

Para aplicar las formulas anteriores de resolucion de sistemas en
diferencias, necesitamos obtener la potencia x—ésima de la matriz del

sistema de ecuaciones homogéneo. En este caso la matriz es
2 1
A= ,
0 2

20 271

cuya potencia es

A® =
0 2°
El cdlculo anterior lo hemos realizado aplicando el algoritmo de Putzer

que explicaremos en el apéndice A.
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Por lo tanto',

T e ( ISE @) R0 () )

Nota.- Cuando la sucesién b(z) es constante, podemos intentar bus-

car una solucién particular constante.

'Recordemos al lector que

z+1

Sai= o
i=1

1—a '’

Ziai: (a= U@+ Do —az+2+a, a#1

(a—1)
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3.3. Sistemas de orden superior a uno

El paso de un sistema de orden superior a uno a otro de orden uno
podremos hacerlo mediante cambios de variables andlogos a los reali-
zados en la ecuacién de orden n para construir un sistema equivalente.

Para su exposicién estudiaremos el siguiente ejemplo concreto.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el sistema de ecuaciones de orden 2

{ylx+2 = y1z+l+2y1z+2y2z

Y2242 = Yoz+1

FEn este caso, para reducir el orden, tenemos que recurrir al siguien-

te cambio de variables

Piz = Uiz
P2z = Y1az+1
Giz = Y2z
| @22 = Y2211

El sistema equivalente al primero que se obtiene tras el cambio es

4

DPiz+1 = D2z
Q1z+1 = Q22

DP2z+1 = 2P1z + Q1o + P2

L PQ2z+1 = Q22
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luego
00 10)
Piz4+1 Pix
q1z+1 _ 0001 Az
P2z+1 21 1 0 P2z
q2c+1 000 1) Q2

Segun hemos visto en la seccion anterior, la solucidn general de este

sistema de ecuaciones es

0010
pl(I) (53] C1
000 1
alz) | _ 2 —16H| @
p2(z) 2 110 c3 cs
T C C
%(z) 000 1) 4 4

con H la matriz
27l L 4(—1)F 25 4+2(=1)F 25F1 —2(-1)T —3+2° —(-1)
0 0 0 6
2742 —4(—1)® 271 —2(—1)" 2724 2(=1)* -3+ 27! 4 (-1)"

0 0 0 1

Por lo tanto, la solucién de nuestro sistema de orden 2 es:

{ ui(z) = p(a)

Y2(z) = qi(x)









Capitulo 5

Aplicaciones

Este capitulo lleva a la practica todas las técnicas y conceptos vis-
tos en los capitulos precedentes. Aqui haremos un estudio tedrico y
aplicado de problemas econdémicos que se abordan desde las ecuacio-
nes en diferencias: algunos modelos econémicos bésicos y problemas

relacionados con las operaciones financieras.

Para los célculos numéricos utilizaremos el programa de calculo

simbdlico MapleV R5 y su paquete LREtools (ver [10]).
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El comando rsolve resuelve las ecuaciones en diferencias permi-
tiendo el uso de pardametros en su escritura. Las variables hay que in-
truducirlas como se aprecia en el ejemplo, P; es P(t), e indicar median-
te {P(t)} que queremos resolver la ecuacion respecto de esa variable.
Es ficil apreciar que la salida obtenida mediante el uso del programa
tiene un aspecto menos agradable, aunque por supuesto equivalente,
al que nosotros hemos expresado. Este hecho siempre ocurre cuando
atacamos la resolucién de un problema mediante el ordenador. Recor-
damos al lector que el ordenador es, entre otras cosas, una potente
herramienta de célculo, pero que los resultados que de él se obtienen
deben ser interpretados y reescritos para una mejor comprension de

los mismos.

Volviendo a nuestro problema, estudiemos la evolucion de este bien

en funcién de los parametros de los que depende.

Si hacemos tender ¢ — 00, tenemos que el comportamiento del
precio P, dependerd del valor del cociente —d/b. Si d/b > 1, tenemos
que el precio P, dispara su valor en el tiempo, por lo que el modelo
econémico estard abocado al fracaso. En cambio, si d/b < 1, tenemos
que

lim P; = P,,

t—oo
lo que econémicamente significa que las condiciones del mercado esta-
bilizaran el precio de nuestro bien haciéndolo tender al de equilibrio

P.. Veamos la evolucién en la figura 5.1, que por su aspecto suele
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sm\
s(@y----- / =

P(1)Pe P(2)P(0)

Figura 5.1: Ciclo de la telarana

denominarse ciclo de la telarana.

Si estudiamos la trayectoria temporal del precio de nuestro bien,

obtenemos la figura 5.2.

En este apartado dejamos como ejercicio para el lector el estudio de
las distintas conclusiones econdmicas que se pueden extraer de permitir

la variacién de los pardmetros a, b, c y d dentro de los niimeros reales.

5.1.1. Ejemplo numérico

Partamos ahora de un supuesto econémico concreto:

St=—3+4pt_1
D, =18 — 3F;
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producidas para su almacenaje. Por lo tanto, la renta creada por los
empresarios en el periodo t, y que denotaremos por Y;, estd regida por

la ecuacién en diferencias

Yt=ut+at+w.

Otra hipdtesis que afiadimos a nuestros planteamientos es que las
producciones de cada periodo se planean en funcién de las ventas en
el periodo anterior. Vamos a suponer que las ventas en un periodo
dependen proporcionalmente de la renta en el mismo periodo y que la
produccién para un periodo t es igual a las ventas reales del periodo

anterior. Esto nos da una nueva ecuacion en diferencias
Uy = T}/t—l)
con r una constante en el intervalo (0, 1).

En cuanto a la produccién destinada al almacenaje en un periodo
t, vamos a suponer que es igual a la diferencia entre las ventas reales

y las esperadas en el periodo t — 1, es decir,
ap = us — U1 = 1Y) — 1Y 0.

Con esta hipdtesis se consigue mantener una produccién acorde a la
demanda del mercado.
Las tres hipdtesis anteriores nos proporcionan una ecuacion en di-

ferencias de segundo orden que regula el comportamiento de la renta

th+2 — 27"}/;5_’_1 —+ T'}/; = w. (51)
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5.4. Modelo de crecimiento multiplicador

- acelerador o de Samuelson

Consideremos, realizando algunas modificaciones al modelo ante-
rior, un problema econémico que se resuelve mediante una ecuacién

en diferencias de segundo orden.

Sea Y; la renta nacional de un determinado pais, C; el consumo
total e I; la inversién total. Supongamos que las relaciones que existen

entre estos indicadores son las siguientes ecuaciones lineales:

Y, = Ci+ 1,
Cip1 = bY;+a
Iiy1 = c(C1 —Cy)

con a, b, ¢ constantes.

La primera de las ecuaciones (condicién de equilibrio) nos dice que
la renta nacional se divide en consumo e inversion. La segunda refleja
la hipétesis de que el consumo en el periodo t + 1 es una funcién lineal
de la renta en el periodo ¢. La ultima nos dice que la inversién en
un periodo es proporcional al incremento del consumo respecto del
periodo anterior. Esta dltima condicion es la que diferencia el modelo
de crecimiento multiplicador del modelo de crecimiento multiplicador-

acelerador.

Despejamos de nuestras ecuaciones tanto C; como I; para obtener
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0, equivalentemente, en
ap + a1 < 1, Q1o + as < 1.

En este caso, todos los autovalores de la matriz A tienen médulo es-

trictamente menor que uno, y por lo tanto lim A" =0y
n—oo

n—1 (o]
lim » A=) A" =(I-A)7",
r=0 r=0

luego

lim y(n) = (I - 4)7'Q,

n—oo
lo que se interpreta como los ingresos nacionales de ambos paises al-
canzan el equilibrio independientemente de los valores iniciales de in-

gresos, es decir, el sistema es estable.

5.5.1. Ejemplo numérico
Consideremos el problema con los valores numéricos
ya(n +1) 05 0’6 Yy2(n) 20 /'’
y con los valores iniciales

y1(0) = 500, e y2(0) = 650.

Si lo resolvemos tenemos
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600
500
4001

3001

2001

Figura 5.10: Trayectorias temporales de un modelo de comercio

> rsolve({yl1(n+1)=0.4*y1(n)+0.3*y2(n)+25,
> y2(n+1)=0.5%y1(n)+0.6%y2(n)+20, y1(0)=500, y2(0)=650},
> {yi1(@),y2@)}P);

525 .9, 1075 ,1. 1600
{yi(n) = 5 (ifi) 4“‘1@;‘ (ifi) + 35

75 . 1075 1 . 2450
Y2(n)—7(1—0) ~ 13 (1—0) +——9 }

Representando las trayectorias (figura 5.10) de las coordenadas de la

solucién general vemos que ambas convergen, y por lo tanto el comercio
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es estable con valor de equilibrio
Yie I y1(n) 1600/9
= 111m =
ye | "\ 12(n) 2450/9
5.6. Un modelo de crecimiento de pobla-

cion

Vamos a considerar un modelo de crecimiento del nimero y tipo de
trabajadores en una estructura piramidal de ventas, es decir, en la que
cada vendedor capta a su vez distintos vendedores. Supongamos que
el niumero de trabajadores crece de manera constante, i.e. la cantidad
de vendedores después de un periodo es un multiplo constante de la

del periodo anterior.

Una forma de que esto suceda es, por ejemplo, que cada generacion
de vendedores sea distinta y cada trabajador capte una media de r
nuevos vendedores antes de dejar la empresa. Si p, denota el nimero
trabajadores transcurridos n periodos, tenemos que las suposiciones

anteriores se traducen en una ecuacién en diferencias de orden uno,
Pn = TPn—1,
cuya resolucién ya hemos planteado en temas anteriores, obteniéndose

Pn = TnPO-
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En este caso, haciendo un breve estudio de la trayectoria temporal, es
facil ver que el nimero de trabajadores aumenta sin cota si r > 1, y

disminuye a cero si r < 1. En el caso r = 1, se mantiene constante.

Para representar con mayor exactitud la realidad, vamos a intro-
ducir un modelo que permita distinguir dos tipos de vendedores, en
practicas (no captan nuevos vendedores) y veteranos, y asignar unas

tasas de captacion.

Sea pjn—1 €l nimero de vendedores en practicas en el afo n — 1,
y sea p, -1 €l nimero de veteranos. Se supone que una determinada
proporcion, a, de vendedores en précticas llegan a veteranos, abando-
nando el resto la empresa, y que cada veterano capta una media de k
nuevos vendedores cada afio. Ademas, la proporcién de veteranos que

permanecen en la empresa de un ano para otro es (3.

Agrupando las informaciones anteriores, llegamos al sistema de

ecuaciones lineales en diferencias de orden uno:

DPin = kpv,n—l
Dvn = apj,n—1+ﬂpv,n—1

; 0 k
6 pp = App_1 donde p, = Pin yA= . Ya conocemos
Pun a f
la resolucién de este sistemas de ecuaciones,

pn = A"po, (5.2)

donde py es el vector de las cantidades iniciales de vendedores vetera-
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nos y en practicas. Debido a la existencia de parametros en la matriz
A, es muy dificil dar una expresién mediante la cual podamos estudiar
la evolucién de nuestros trabajadores. Vamos a realizar ese estudio
utilizando los conceptos relacionados con la diagonalizacién de una

matriz que exponemos en el apéndice A.

Supongamos que la matriz A tiene dos autovalores reales y distintos

A1 ¥ Az, con autovectores asociados vy y vp respectivamente, es decir,
A’U1 = /\1’1)1, AU2 = )\2’()2.

En tal caso, existiran unos determinados ai,as € R, tales que py =
a1v; + agve. Por lo tanto, la solucién del sistema (5.2), quedaria rees-

crita como la expresiéon
— n n
DPn = al/\lvl + a2/\21}2.

Al suponer ambos autovalores distintos, podemos considerar, sin pérdi-

da de generalidad, que |A;/A\2| > 1, y por lo tanto
ATL
pn = AT (alvl + /\—éagza) ~ ayATv; para n suficientemente grande.
Esto quiere decir que a la larga la distribucién de vendedores en practi-

cas y veteranos se estabiliza y es proporcional a v;. Cada grupo cam-

biard por un factor \; cada afo.
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> pv(n)=1/4%pj(n-1)+1/2*pv(n-1)},{pj (@) ,pv(n) });

DI e W 3 -1, 1,3, . 3 3.,
(pi(n) = 3 () pi0) = 5 ()" pv(0) + 5 ()7 pi(0) + 5 ()" pv(0),
_._1—_1n' 1_1n 1§n' §3n
pv(n) = =2 ()" pi(0) + 7 ()" pv(0) + 7 ()" Pi(0) + 7 ()" pv(0)}
Estudiando la trayectoria temporal de este problema podriamos
concluir que, en un tiempo razonable, y si no mejora nuestra gestion

de personal, nos quedaremos sin empleados ya que,

Pjn — 0 Y Pvn — 0.

5.7. Operaciones financieras de capitali-
zacion compuesta y de descuento con

tasa de interés constante

Se denomina Operaciéon Financiera a todo intercambio de capitales
que se realiza en distintos momentos de tiempo. En toda operacién
financiera se intercambian dos conjuntos de capitales denominados
prestacién y contraprestacion. La prestacion estd formada por todos
aquellos capitales que se compromete a entregar la parte que inicia la
operacién, el prestamista o acreedor. La contraprestacion estd forma-
da por los capitales que entregara la parte contraria, el prestatario o

deudor.
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Vista la anterior introduccién, complicaremos un poco este tipo de
operaciones, estudiando el efecto del interés compuesto en una cuenta

bancaria con depdsitos y reintegros.

Sea w; el saldo de una cuenta en el periodo ¢, sea ¢; la cantidad
retirada para consumo e y; el depédsito en el periodo £. Si la tasa de
interés, r, permanece constante, la ecuacién que rige la evolucion del
saldo es

wy = (1 + r)we—1 + (yr — ¢1)- (5.3)

Resolviendo esta ecuacion en diferencias de primer orden con coefi-

cientes constantes, tenemos que

> rsolve( {w(t)=(1+r)*w(t-1)+(y(t)-c(t)),w(0)=w0},{w(t)});

w(t) = wl(l+r)t+ ('Z (=(1 4 )=t c(to))>

o=1

(Z (1+7)(t=to) (t0)>

0=

0, equivalentemente,

w(t) = (L+7)we+ Y _(1+7) "y — c). (5.4)

i=1

La formula de w; dada en (5.4) puede interpretarse, en términos
econdmicos como sigue: las disponibilidades actuales w; reflejan el in-

terés percibido por el depdésito inicial wg, con los ajustes del interés
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Utilizando la férmula (5.4), tenemos en el tercer mes un saldo de

w(3) = 500(1 + 0'05) + (100 — 70)(1 + 005)?
+ (150 — 40)(1 + 0'05) + (50 — 50)
= 727'39

El valor descontado en el instante ¢t = 0, de la cantidad w(3) es
(1+0'05)%w(3) = 628'34.

Es decir, el valor en euros del momento ¢ = 0, de la cantidad del tercer

mes es aproximadamente 628'34.

5.8. Operaciones financieras de capitali-
zacion compuesta y de descuento con

tasa de interés variable

Dada una cantidad inicial Cy, y considerando un tipo de interés

variable, i;, en cada periodo, tendremos:

0 1 2 n

| 1 - e e me o
I T T

Co a Ci Iz Cy tn - C,




[/
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Asi se dird que una renta es anual o de frecuencia uno, renta

mensual o de frecuencia doce...

» Al extremo inferior del primer subintervalo, en nuestro caso el

cero, se le denomina origen de la renta.

= El punto n, extremo superior del dltimo subintervalo recibe el
nombre de fin de una renta. En ocasiones se desconoce o no

estd definido el final de una renta.

s El tiempo que media entre el origen y el final n — 0, se llama

duracion de la renta.

Las rentas financieras se pueden clasificar en funcién de las carac-
teristicas que presentan los distintos elementos que la forman. Asi una
renta sera constante, si todos los términos que la componen son iguales
y sera variable, cuando las cuantias de sus términos no son iguales y en
general, los términos varian en progresion aritmética o en progresién
geométrica. Una renta puede ser anual, fraccionada o de periodicidad
superior al anio dependiendo de que sus capitales venzan cada ano,
renta anual, cada mes, cada trimestre... o en periodos superiores al
ano: bienios, trienios... Cuando los vencimientos de los términos tiene
lugar al principio del periodo la renta se denomina prepagable, y si
por el contrario, los capitales vencen al final del periodo, la renta es
pospagable. Segin el nimero de términos que tienen las rentas, éstas

pueden ser temporales, cuando tienen un nidmero de términos finito,
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o perpetuas si es de infinitos términos. Cuando una renta se valoran
en un punto comprendido entre el origen y el final, es decir dentro
del intervalo (0,n) de la renta, se le conoce como renta inmediata, si
la renta es valorada en un momento anterior al origen de la renta, se
denomina diferida, llamandose diferimiento al periodo de tiempo que
transcurre desde el momento de la valoracién y el origen de la renta.
Por 1ltimo, cuando la renta se valora en algin momento posterior a

su final se le conoce como renta anticipada.

Cuando tenemos una renta previamente definida, es decir, cono-
cemos los capitales de la renta y esta elegida una ley financiera de
valoracion de los capitales, denominamos wvalor capital o valor finan-
ciero de una renta en un determinado momento, al capital que en dicho
momento resulta equivalente financieramente a todos los términos o
capitales de la renta, es decir, a la suma de los valores que en aquel
momento tienen los términos de la renta. Como valores financieros
destacables de una renta se encuentran el valor actual y el valor final.
El valor actual o inicial de una renta es el capital equivalente finan-
cieramente a todos los términos de la renta en el origen de la misma;
y el valor final de la renta es el capital equivalente financieramente a
todos los términos de la renta en el final de la misma. La valoracién

de las rentas en la préctica, se realiza con leye financieras compuestas.

Consideremos una renta financiera temporal de n términos anuales

de cuantias Ci, Cy, ..., C, inmediata y postpagable como en la figura
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obtener este valor actual, trasladamos todos los términos de la renta
al momento cero, esto es, actualizamos todos los capitales que forman
la renta al tanto de interés compuesto anual ¢. El planteamiento es
andlogo a la figura 5.12 considerando C; = 1, Vj = 1,...,n. En este
caso, al valor actual se denota por a,-;, donde n indica en nimero
de términos o la duracién de la renta, e i el tanto de interés a que se

valora la renta. Por lo tanto
i = (1407 (L4024 + (L) ™

Este sumatorio es la suma de los n términos de una progresion geomé-

trica decreciente de razén (1 + 7). De ello tenemos que

)T ()4 1= (1)
oot = - (1+4)! I

En general, si el término constante de la renta es de cuantia a, el
valor actual sera:

Vo = aan—.

El valor final de la renta, es el capital equivalente a todos los térmi-
nos de la renta en su momento final, es la suma de los montante de
los términos de la renta en el momento n, y se obtiene capitalizamos
en n todos los capitales que forman la renta y la suma de esos mon-
tantes ser4 el valor final. El planteamiento es andlogo a la figura 5.13

considerando C; =1,Vj =1,--- ,n.



1-(1+9" (144 (14" -1
1—(1+1) B i '

e
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Q 1 2 n—1 n
1 1 1 1

(1+4)7! <—|

(1+4)72

(1 _+_Z')1—n

y se denota de manera diferente:
I+ (14907 + Q402+ + 1+

a“n—‘i =

1—(1+3
(

C14) = (14 i)ana

Si el término constante de la renta es de cuantia «, el valor actual sera:
% = Qln—.
En este caso, el valor final se calcula siguiendo el comportamiento

de la gréafica
Jg—1 n

0
1

1
|
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Al igual que ha pasado con el valor actual, el valor final se denota por
(I1+4)"—1

§nmi = (14+0)+(1+0)°+ 4+ (1+0)" = ——(141) = (1+1)sp-i

Si la cuantia de los términos es «, el valor final sera:
Vn = Oéén_.i.

También los valores d,-; v §,-; verifican sendas ecuaciones sencillas en

diferencias.

Ejemplo 5.9.1.1. El Sr. X debe pagar al Sr. Z 30000 u.m. al principio
de cada ano durante 10 anos, y le propone sustituir dichos pagos por
uno solo. ;Cudnto deberd pagar hoy el Sr. X si el tanto de valoracion es
el 7% de interés compuesto anual? ;Cudnto habrd de pagar si decide
hacerlo en un solo pago pero dentro de 10 anios? Mostremos el grifico

de este problema:

[\)
w
o
ot
(@]
\]
oo
Ne)
—
o

> 4+
(%)
S 4+
[o%)
S +
W
o
W
o
w
S 4+
(%)
S+
(%)
S+

0 1
I %
30 30 3

Tenemos

W = 30000410, = 30000 x 75152322 = 225456'96
Vie = 30000s10-7 = 30000 x 14'783599 = 44350799

Si una renta se valora en un momento anterior a su origen, mo-
mento d, pasard de ser inmediata a convertirse en diferida. Por tanto,
el valor actual de una renta diferida se obtendrd actualizando en d el

valor actual de la inmediata. Asi para la renta pospagable:






1—(1+4)"
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Ejemplo 5.9.3.2. Nos prestan 3000000 u.m. que nos comprometemos
a devolver en 10 pagos anuales y vencidos una vez pasados 3 anos de
efectuado el préstamo, de forma que cada uno sea superior al anterior

en 1.500 u.m.. Calcular la cuantia de los pagos. (i = 10%.)
Aqud utilizaremos d/Vy = (1 + i)V, por lo tanto,

10 x 1500 x (1 4 0'1)710

3000000 = (1 +0'1)"3 |ay0-¢1(a + 1500/0'1) — 1

Despejando de esta expresion y realizando los cdlculos de cada pago

obtenemos:

a = 644254'47 a; = 645754'17 a3 = 64725417
agy = 648754'17 a5 = 650254'17 «as = 651754'17
ar = 653254'17 ag = 65475417 a9 = 656254'17
ay = 657754'17

Para la renta variable en progresiéon aritmética temporal inmediata
y prepagable, el valor actual serd:
0 1 2 j—1 n

1 |
I T T

o a+h a+2h a+jh

(a4 h)(1 +i)‘1j
(o +2R)(1 +4)72
(a+ jh)(1 +1)t







(1+i)"g" -

1

q— (1+1)
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La amortizacién estd formada por una prestacién tnica, (Cy,0),
que se denomina principal o nominal prestado, y una contrapresta-
cién por lo general miultiple. Los capitales de la contraprestacion,
(a1,1),(an,2),...,(as,n), se destinan a pagar los intereses devenga-

dos por el capital prestado y devolver el capital prestado.

Como en toda operacién financiera, los compromisos de las partes
(prestacién y contraprestacién) deben ser financieramente equivalen-

tes, de acuerdo con un criterio financiero de valoracién elegido.

El deudor paga peridédicamente los intereses y procede también al re-
embolso periédico del principal. Estas cantidades globales pagadas en
cada vencimiento se denominan términos amortizativos. Cada término
comprende el interés o cuota de interés y la parte de capital que se

reembolsa o cuota de amortizacion.

Al ser un reembolso periédico, la deuda va reduciéndose poco a
poco, y podemos diferenciar un capital amortizado (ya pagado) y un
capital pendiente de amortizar (que hay que pagar aidn); el primero

aumenta y el segundo disminuye con cada cuota de amortizacién.

El interés se calcula para cada periodo sobre el capital pendiente

de amortizar.

El esquema de la amortizacion sera el siguiente:
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0 1 2 n

Co o3 Qs - ay,

Para el estudio de la amortizacién de un préstamo, se suelen utilizar

distintos métodos. Los mas destacables son los siguientes:

» Método francés o de amortizaciéon progresiva.
= Método americano.

s Método de cuotas de amortizacidn constante.

5.10.1. Método francés

En este tipo de préstamo los términos amortizativos (), y las anua-
lidades, si se pagan anualmente, son constantes y se abonan por ven-

cido.

La cuantia constante de los términos amortizativos ha de ser sufi-
ciente para abonar los intereses del capital pendiente en cada periodo
y para amortizar una parte de la deuda, de tal forma que al final del

plazo que se senale en el contrato, n, quede cancelado el préstamo.

El método francés también es conocido como progresivo porque a

medida que transcurre el tiempo, las cuotas destinadas a la amortiza-
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cién del capital van siendo mayores. Légicamente, las cuotas de interés

van disminuyendo ya que la anualidad (suma de ambas) es constante.

Econémicamente, las magnitudes o elementos que intervienen en

un préstamo son:

- Capital prestado, principal o nominal del préstamo, Cy. Importe
del capital que entrega el prestamista, que es igual al capital que

entrega el prestatario.

- Capital pendiente de amortizar, Cy. Es la parte del capital que
queda pendiente de amortizar tras pagar el término amortiza-
tivo del ano k. Este valor se rige por una ecuacién lineal no

homogénea de coeficientes constantes y en diferencias
Ck = (1 + i)Ck_l — &,

cuya solucién es
1—(1+4)F

Ce=(1+)*Co—a/i)+ali=1+)C+a -

El capital pendiente se expresa pues como

Cy = (1 + i)kCO — (Sk—;-

Despejando a obtenemos el término amortizativo.

- Cuota de interés, I;. El interés que hay que pagar cada ano se

obtiene como resultado de aplicar el tanto unitario de interés, ¢,
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y la amortizacion del principal que se realiza en el periodo k es
a —iCroy = a1 4 4)F717

cantidad que comienza siendo muy pequena y que después crece ex-

ponencialmente en 1 + 1.

En el primer vencimiento de la hipoteca, se amortiza sélo a(1+14)™"

del principal, el resto es interés.

Ejemplo numeérico

Queremos adquirir un bien inmueble valorado en 150000 euros. Co-
mo la mayoria de los espanioles no disponemos de esa cantidad en
metalico, tenemos que recurrir a un préstamo hipotecario si queremos
comprar el bien. Supongamos que tenemos que pedir un préstamo
hipotecario de 120000 euros. Vamos a suponer también que hemos en-
contrado una ganga bancaria que nos ofrece una hipoteca al 5% de

interés fijo.
La ecuacién en diferencias que regiria nuestra hipoteca, y por tanto

nuestra vida en los préximos anos, es

bt+1 = (]- + 0/05)bt — z,

con solucién
> rsolve({b(t)=(1+0.05)*b(t-1)~z, b(0)=120000},{b(t)});
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Ejemplo numérico

Una empresa solicita un préstamo de 10000 euros que se va a amor-
tizar en 5 anos por el sistema americano, cada ano se pagaran los
intereses generados y al final del quito ano se devolverd el importe del
préstamo. El banco aplica un tipo de interés anual del préstamo del
8 % y para constituir los 10000 euros le ofrece la posibilidad de reali-
zar aportaciones anuales a un fondo de reconstruccién que remunera

al 5% anual.

El importe de los intereses que pagara la empresa al final de cada
uno de los 5 anos sera de I, = Cyi, es decir, de 10000 - 0’08 = 800.

En el fondo la empresa ingresard cada afo: 3 = 1+1+50)2_1 = 1809'75.

0705
El desembolso que cada ano realiza la empresa es por tanto, de un
importe igual a: 800 + 1809’75 = 2609’75 euros.

El saldo que presenta el fondo al final de cada afio es Fj = (55,
donde

Fo= 18097500001 — 180975
F, = 1809750001 — 370999
Fy = 180975001 — 570504
Fy = 18097504001 7800/25
Fy = 1809750001 — 10000

El capital pendiente de reconstruir cada ano serd igual a Cp =
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Co— Fj :
C, = 10000 — 1809’75 = 819025
Cy = 10000 — 370999 = 629001
Cs = 10000 — 5705’24 = 4294’76
Cy = 10000 — 780025 = 2199’75
Cs = 0

5.10.3. Método de cuotas de amortizacion cons-

tantes

Mediante este método tratamos de amortizar un préstamo de cuan-
tia Cy a un tipo de interés i, con n pagos, siendo el importe del capital
amortizado igual en cada periodo, es decir, las cuotas de amortizacion
son todas de la misma cuantia: A; = A, =--- = A, = A. Como hemos
dicho, las cuotas de amortizacién son todas de la misma cuantia, no
asf la cantidad que devolvemos al prestamista en cada periodo {ay)

que incluira el pago de intereses.

Como la suma de todas las amortizaciones pagadas hasta el instante
n tienen que sumar el principal, tenemos que nA = Cy, y por lo tanto

el importe de cada una de ellas es

A:CO/TL

El capital pendiente de amortizar se rige por una muy simple ecua-
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Esta cuota de amortizacién forma parte, junto con los intereses
devengados en cada periodo, del término amortizativo o anualidad del

préstamo oy = A 4+ Cy_1% donde:

a; = A+Cy. = 1500

ay = a;—iCy/n = 1400

a3 = ag—iCy/n = 1300

ag = a3—iCy/n = 1200

as = a4 —iCy/n = 1100
y el importe del principal al final de cada afo serd Cy, = Cy — kA =
Co — kCy/n, donde:

Co = 5000
Cy = 5000—5000/5 = 4000
Cy = 5000-2%0 = 3000
Cy = 5000-3%2 = 2000
Cy = 5000-4%50 = 1000
Cs = 0

Los intereses que se pagan cada uno de estos b anos estdn regidos

por la expresion I, = Cy_q1 :

I, = 5000-0'10 = 500
I, = 4000-0'10 = 400
Is = 3000-0'10 = 300
I, = 2000 -0'10 = 200
Is = 1000-0'10 = 100






Capitulo 6

Problemas Propuestos

En este capitulo planteamos una serie de problemas resolubles me-
diante las técnicas que se exponen en el libro. Para evitar el calculo ma-
nual engorroso se aconseja al lector el uso de un programa informéatico

como, por ejemplo, MapleV.
Ejercicio 6.1.- Demostrar con detalle la proposicién 2.2.2.
Ejercicio 6.2.- Demostrar la veracidad de la ecuacién (2.5).

Ejercicio 6.3.- Resolver las ecuaciones:

Lo Yots = Yora — 17943 + 53Yzi2 — 56yz11 + 20y, = 0, con y(0) =
Ly(1)=2,9(2) =3, y(3) =dey(4) =5

2. Yz+3 — Yz+2 = 0.

113
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3. Yors — 25Usra + 331Ysss — 1855940 + 5096y,.1 — 5488y, = 0.

4. Yo+3+4Yz+2+0Yrr1+2y, = 7, con y(O) =2, y(l) =3,e y(2) =4

9. Yz43 — OWoq2 + BYp1 — 4y, =27+ 4 3%

6. Yoo~y =7.

Ejercicio 6.4.- Resolver los sistemas en diferencias:

1 Yz4+1 =
Y2241 =

YN z+1
2. < Yoz+1

Y3 z+1

251 241
25Y2241
25Y3 241
( 20U1z11

llyl z+1
4. ¢ 1ypepn

11y3x+1

—3Y1z + 224
_4y1x + 3y2m

_3y1z + Ysz +1
—3y2z + 1
Yz — 3y3$ + 1

2y12 — 12y, — 16y3, — 8ysz
= 46y1: + 34y2, — 38y3. + 56ys.
= T4y1z — 4y2z — 22y3, + 394z
= 6y1z + 24yz; — 18y3; + 91ys,

=  —(57+32)y1z + (27 + 4)y2, + (47 + 8)y32
—(10m + 20)y1 5 + (47 — 14)ya, + (87 + 16)ys,
= —(157m+30)y1, + (67 + 12)y2, + (127 + 2)y3,
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Ejercicio 6.5.- Dadas las ecuaciones en diferencias correspondientes

a un modelo de la telarana,

Il

Dt = 20 - 4Pt
S, 8+ (1/8)P,_,

Averiguar:

1. Si partiendo de un precio cualquiera en el periodo 0, eventual-

mente se alcanzard -o no- el precio de equilibrio.

2. Si el punto de equilibrio del mercado es el de maximo gasto por

parte de los demandantes.

Ejercicio 6.6.- Si las funciones de demanda y oferta en un mercado

competitivo son, respectivamente:

D, = 10—-3FR
S¢ = 5+ PF,

Calcular el precio que se verificard en el periodo 8 y el precio de
equilibrio si se parte de una situacién en que el precio en t = 0 es 1

debido a un defecto temporaneo en la oferta.

Ejercicio 6.7.- En un mercado competitivo de ecuaciones D; = 100 —
3P,y 5; =20+ 0,5P,_1, establecer la estabilidad del equilibrio.

Ejercicio 6.8.- Si colocamos 1000 euros a una tasa de interés mensual

del 3% ;qué capital tendremos dentro de dos meses?
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Ejercicio 6.9.- ;Qué capital tengo que depositar hoy en la Caixa
para recibir dentro de seis meses 2200 euros si la entidad me ofrece un

interés del 2 % mensual?

Ejercicio 6.10.- ;Qué capital tendré dentro de cuatro afos si deposito
300 euros al final de cada afio en una entidad que ofrece el 5% anual

compuesto?

Ejercicio 6.11.- ;jCuanto debo ahorrar durante 10 meses para tener
1500 euros al final de los mismo, si me ofrecen un interés del 0,5%

compuesto mensual?

Ejercicio 6.12.- Una persona tiene un capital de 30000 euros y le
ofrecen la posibilidad de cambidrselo por una renta semestral que per-
cibirfa durante tres afios. Si el tipo de interés que le han ofrecido es el

2,5 % semestral compuesto, calcular el importe de la renta semestral.

Ejercicio 6.13.- Si por la compra de una maquinaria hay que pa-
gar todos los meses 150 euros durante dos anos, calcular el precio de
contado de la maquinaria si suponemos un tipo de interés mensual

compuesto del 0,325 %.

Ejercicio 6.14.- La empresa Rovican S.A. ha concertado un préstamo
a un tipo de interés del 6,75 % anual para ser amortizado por una de

las dos opciones siguientes:

s mediante una anualidad constante de 1750 euros durante 4 anos.
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= entregando p euros dentro de un afio y otros p dentro de dos

anos.

Calcular la cuantia de p para que las dos formas sean equivalentes.

Ejercicio 6.15.- Una entidad financiera concede un préstamo de 6000
euros, por un plazo de 5 afios, amortizable mediante pagos anuales

constantes y con un tipo de interés anual del 12 %. Calcular:

1. Anualidad constante que amortiza el préstamo.

2. Importe que corresponde a la amortizacion de capital y a los

intereses.

3. Evolucién del capital pendiente y del capital amortizado

Ejercicio 6.16.- El Banco Pastor concede un préstamo de 20000 euros
para su amortizacién por el método americano en 5 anos a un tipo de
interés del 6% anual. El deudor concierta por otra parte un fondo
de reconstruccién por la misma duracién, a un tipo de interés del
4%, comprometiéndose a depositar al final de cada ano la cantidad
constante necesaria para formar el principal percibido en préstamo.

Estudiar la evolucion de las dos operaciones.

Ejercicio 6.17.- Calcular la cuantia de un préstamo concedido hace
cinco anos al 7% anual para ser amortizado mediante 8 cuotas de

amortizacion anuales constantes, si en estos momentos, y acabada de
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cobrar la tercera anualidad el capital pendiente de amortizar, es de
4695’4 euros.



Apéndice A
Potencias de una Matriz

En este apéndice vamos a estudiar dos métodos clasicos para cal-
cular la potencia n—ésima de un matriz real, cdlculo necesario para

resolver un sistema de ecuaciones lineales en diferencias.

A.1. Diagonalizaciéon de una matriz

Dada una matriz real A € M (R), llamaremos autovalor de A a
cualquier nimero A (real o complejo), tal que Av = v, para algin v
vector no nulo. Esta definicién puede ser escrita de manera equivalente

COomo
(A=A =0,

119
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Diremos que A es diagonalizable sobre los nimeros reales si existe

una matriz real y diagonal, D, y otra inversible, P, tal que
A=PDP !

La relacion entre los conceptos de autovalor y autovector, y la diago-

nalizacién de A se recoge en el siguiente teorema.

Teorema A.1.3. A es diagonalizable sobre los niumeros reales si y

solo si se verifican:

s todos los autovalores son reales;

» la multiplicidad, m;, de cada autovalor, X;, como raiz de p(A),
coincide con la dimension de V();), para todos los autovalores
(supongamos que hay t distintos). Ademds, k =mq + - + m,.

S consideramos la matriz diagonal,

A1

At
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donde cada autovalor aparece tantas veces en la diagonal como multi-

plicidad tiene, y la matriz

con {w},...,w, } base de V();), tenemos que

A=PDP

El uso de la diagonalizacién para el cdlculo de la potencia n—ésima

de una matriz la recogemos en las siguientes igualdades:

A*=(PDP™"? = PDP'PDP ! = PD*P!
A = (PDP™Y)3 = PD*P'PDP! = PD3pP!

A* = (PDP7Y)* = PD*"'P"'PDP™! = PD*P™}

La ventaja estriba en que elevar a una potencia una matriz diagonal

es sumamente sencillo:

z

by b
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Ejemplo A.1.4. Sea la matriz

resolviendo su polinomio caracteristico obtenemos sus autovalores:
PA) =X —6X2+9A—4=0= X =4, N =X3=1.

Para calcular el espacio vectorial V (A1), resolvemos el sistema de ecua-

ciones dado por

V(4) = {v](A - 4I)v = 0}

-2 1 1
(%] n
= ” 1 -2 1 v | =
vs 11 =2 vs
=< (1,1,1) >.
Andlogamente

V(1) =< (~1,0,1),(=1,1,0) > .



Por el teorema A.1.3 sabemos que

z

I -1 -1 4 00
Af=1(1 0 1 010
1 1 0 001

1 -1 -1 4 0 0

=11 0 1 0 1* 0

1 1 0 0 0 1°

4742 4 -1 4* -1
=1/31 4°-1 4*4+2 4° -1

47 —1 4 -1 4°+2
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Un primer hecho que nos permitird afirmar la igualdad (A.1) se
deduce de que M(x) =0, Vz > k, ya que

k
M(k) = T](4 - D) =p(4) =0.
i=1
Probemos (A.1) por induccién sobre z.
Si consideramos n = 0, trivialmente
AY =T = (0)M(0) + pa(0)M (1) + - - + ur(0)M (k — 1),
con p1(0) =1y pp(0) = -+ = uk(0) = 0.

Supuesto cierto el resultado para x, probémoslo para x + 1 :

Zuy ]—1]

_ZNJ JAM(j — 1)

AP = AA% =

—Zug §)+ AM@G —1)]

=Zuj($) +Z/fu )M (G- 1)
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k

= i @MG - 1)+ (@) \M G - 1)

. =1
= (@M M) + Y (151(2) + Ajpg () M (G = 1)
Tomando |
m(z +1) = p (),
,U](.’E-{-l) :/1/]—1(1')'4‘)\]'#](1’)7 v.] :27 aka
Ml(o) =1,
pa(0) = -+ = we(0) =0

queda probado (A.1).

Para explicitar los coeficientes p1;(z), sélo tenemos que calcularlos

de forma recurrente obteniendo:
z—1
px) =X, pi(z) =D N (), Vi =2,k (A2)
i=0

Ejemplo A.2.1. Consideremos la matriz

Los autovalores de esta matriz son Ay =1, y Ay = A3 = 3.
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Hemos visto antes que es posible escribir

ZNJ M(5—1).

Calculemos ahora cada uno de los elementos necesarios.

Por definicion M(0) = I,

MA)=A-M)=|0 0 0

4 -4 4
—4 0 -2
M@2)=(A=ADMOMO)=]| 0 0 0
8 0 4

Los coeficientes pj(x), los obtenemos mediante la recurrencia (A.2),

con lo que podemos explicitarlos como :

pi(z) = AT =1

z

i 3 -1
pa(z) =) 37" = 5
i=1

-1
1 o 2r3% 1 —3T 4+ 1
- 5223 - 4
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Tenemos pues que

100 0 2 -1
3F -1
A* = 010 5 0 0 O +

001 4 —4 4

-4 0 -2

2r3* 1 -3 +1

1 0 0

8 0 4
—2x3* 1 +3* 3 -1 —z3°!

= 0 1 0

4 231 -23% 2x3°°t 437



Apéndice B

Demostracion de 2.3.3 y
2.3.4

Vamos a introducir dos operadores lineales que nos ayudaran a

realizar las demostraciones que buscamos.

Definiciéon B.0.2. Denotaremos por A, al operador que actia de la

sigutente manera
AYz = Yot1 — Yo
y por E, al que actia

Eye = yYzia.
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Si denotamos por I al operador identidad, i.e. Iy, = y,, tenemos

que A = E — I. Trivialmente tenemos también que E*y, = 5.4

Es facil ver que dado un polinomio
p(\) = aph\* + - + ay,

se tiene que

Ap(\) = agkA*! + términos de grado <k —1
A?p(N) = agk(k —1)X\*"2 4+ términos de grado < k — 2
Akp()\) = aok!

AFFip(\) = 0, Vi>1.
Consideremos ahora un polinomio en el operador E de orden k,
q(E) = boEk -+ blEk_l + -+ ka

Lema B.0.3. Dado el polinomio q(E), a una constante y g(x) una

funcion discreta, se tiene

q(E)(a®g(x)) = a®q(aE)(g9(z)).
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Para comenzar tenemos que

(B = AD)™z A7 = X (LE = NI)™a?
— )\f+m1Amixs

=0
Por lo tanto, Vi =0, ...,t,

(z+n) A" +ap(z4+n — 1A 4 g, 282
I
(E = AD)™ - - (E — A I)™z°)\?
I
0.

Lo que prueba el primer apartado.

El segundo apartado es atin més sencillo de probar ya que si A =
r(cos a+isin @), es una raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién

(B.1) con multiplicidad m, su conjugado, A, también es una rafz.

Dadas las soluciones z°A* y x°A\*, también son soluciones las com-

binaciones lineales:

ZNT 4 25\ TINE — 25 )\F

x°r® cos(az) = 5 y z’r®sin(az) = 5

con 0 < s < m.

Demostracion del Teorema 2.3.4









Apéndice C

Otra demostracion del

Teorema 2.2.5

C.1. Aplicaciones lineales

En este apéndice vamos a dar una demostracién alternativa del
teorema 2.2.5 utilizando para ello las aplicaciones lineales. Dados dos
espacios vectoriales sobre un cuerpo k, V y W, llamaremos aplicacién

lineal de V en W y lo denotaremos por
f: VoW,

a cualquier aplicacién f de V en W tal que verifique:
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Un tipo de aplicaciones lineales muy importantes dentro del dlgebra

lineal son los isomorfismos.

Definicién C.1.2. Diremos que una aplicacién lineal, f : V — W, es

un isomorfismo si:

» f(u) = f(v) & u = v (propiedad llamada inyectividad). Esta
propiedad es equivalente a f(u) =0 u = 0.

» YVwe W, Ju eV tal que f(v) = w (propiedad llamada sobreyec-
tividad). Esta propiedad es equivalente a dim f(V) = dim W.

Si f es un isomorfismo podemos afirmar que no soélo lleva siste-
mas de generadores en sistemas de generadores, sino que transforma

bases en bases, es decir, si {s1,...,s;:} es una base de S, entonces

{f(s1),..., f(s:)} es una base de f(S5).

Diremos que dos espacios vectoriales son isomorfos si existe un iso-
morfismo entre ellos. En tal caso, si V' y W son isomorfos, se suele
escribir V = W.

Desde el punto de vista del dlgebra lineal, dos espacios vectoriales
isomorfos tienen la misma estructura y propiedades, por lo que se
identifican, pasando de uno a otro mediante el isomorfismo que los

conecta.

Ejemplo C.1.3. Los ejemplos mds bdsicos de espacios vectoriales iso-
morfos son R™™ = M, .(R), R* = R,_;[z], donde Mpxm(R) de-
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Demostracién.- Sean u,v € R". ®(u+ v) = Yy, €s la Unica solucién
de la ecuacién lineal con la condicién inicial u + v, es decir, yy4,(0) =
ULHV1, - -+ s Yuso(n—1) = up+uv,. Por otro lado, ®(u)+®(v) = yu+y, €s
otra solucién a la ecuacién en diferencias con las condiciones iniciales
(Y +40)(0) = ug +v1, ..o, (Yu + Yu)(n — 1) = uy + vy,. Por la unicidad

de soluciones tenemos que

P(u+v) = d(u) + 0(v).

Andlogamente, si consideramos el escalar A € R, ®(Au) = Ad(u),
ya que ambas son soluciones de la ecuacién con la condicién inicial

)\(ul,...,un). ]

Proposicién C.1.6. La aplicacion ® es un isomorfismo, y por lo

tanto,
R"™ = Sol(n).

Demostracién.- Sean u,v € R™ y tales que ®(u) = ®(v). En tal caso,
existird una solucién, y, de la ecuacién (2.1) tal que ®(u) = ¢(v) = y.
Por unicidad, tenemos que '

uz(y(O),...,y(n—l)) =,

y por lo tanto ® es inyectiva.

La sobreyectividad es ain maés sencilla de probar. Dada una solucién

de la ecuacién en diferencias, y, es facil apreciar que

y=2(y(0),-.,y(n-1))).
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Corolario C.1.7. En las condiciones anteriores:

» dim R = dim Sol(n).

» Dada una base de R™, {e1,...,e,},

{®(e1),...,D(en)}

es una base de Sol(n).

Notese que este corolario es equivalente al teorema 2.2.5.
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Siendo esta opcién de depésito mejor que la primera ((1 + 7/2)2 >
1+r).

Mas generalmente, si afladimos un (p/n) % de interés en n momen-

tos, el principal pasados t anos queda como sigue
k(1 +r/n)™.
Cuanto mayor es n, mejor es la inversién para el depositario.

En la préactica, hay un limite para la frecuencia en que se puede
anadir a las cuentas de ahorro. Sin embargo, si consideramos que n —
oo el principal se traduce en

lim k(14 7/n)™ = ke™.

n—00

A este limite se le denomina interés compuesto, y a r tasa o tipo de

interés.
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