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Prólogo

Este trabajo es una introducción desde el punto de vista matemático 
a las ecuaciones en diferencias, especialmente a las lineales, encami­
nado principalmente a resolver problemas económicos y empresariales 
cimentados en este tipo de ecuaciones. A pesar de ello, su contenido 
y exposición ha sido desarrollado para que pueda servir como apuntes 
de trabajo a cualquier persona que quiera introducirse en el mundo de 
las ecuaciones en diferencias.

Las aplicaciones que aquí se plantean pueden ser comprendidas sin 
necesidad de grandes conocimientos empresariales o económicos. Al­
gunos planteamientos económicos utilizan ecuaciones en diferencias 
muy simples, por lo que su resolución dentro del marco puramente 
práctico suele hacerse mediante una simple recurrencia. Para este tipo 
de problemas hemos intentado conjugar las técnicas recurrentes usa­
das en economía con un planteamiento desde el punto de vista de las 
ecuaciones en diferencias.
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Matemáticamente, este texto es autocontenido y para su total com­
prensión sólo son necesarias algunas nociones básicas de álgebra lineal. 
Para ello se ha abordado el desarrollo teórico introduciendo demostra­
ciones sencillas y la menor cantidad posible de notaciones. Las demos­
traciones están insertadas tras cada enunciado. Sólo las pruebas de la 
proposición 2.3.3 y del teorema 2.3.4 las incluimos en el apéndice B 
por su tecnicismo. En el apéndice C damos una demostración alter­
nativa del teorema 2.2.5 mediante el uso de las aplicaciones lineales. 
Los desarrollos que aquí se plantean se basan en textos matemáticos 
clásicos y en el desarrollo natural, para un matemático, de los dis­
tintos conceptos, estudiando primero las propiedades de los objetos y 
después sus técnicas de cálculo.

Introducimos el uso del ordenador como una herramienta de reso­
lución de problemas numéricos, así como un método para obtener las 
soluciones de una ecuación en diferencias con coeficientes no necesa­
riamente numéricos. Una vez conocidas las técnicas que planteamos de 
resolución de las ecuaciones en diferencias, podemos emplear el orde­
nador, que aplicará dichas técnicas para ahorrarnos el tedioso trabajo 
manual. El software que empleamos en este libro es MapleV, un cono­
cido programa de cálculo simbólico comercial.
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Capítulo 1

Introducción

Las ecuaciones en diferencias son empleadas generalmente para des­
cribir un fenómeno en el transcurso del tiempo cuando éste se considera 
discreto. Si un cierto bien de mercado tiene un comportamiento discre­
to, por ejemplo los precios de las mercancías agrícolas, en el momento 
concreto n + 1 su valor, x(n + 1), dependerá del valor alcanzado en el 
instante n. Este tipo de comportamiento se formaliza en una ecuación 
en diferencias:

x(n + 1) = /(x(n)).

Un claro ejemplo de la aplicación de este tipo de ecuaciones al 
campo de la economía lo encontramos en la amortización de una ad­
quisición en pagos fraccionados, donde cada uno de los cuales tiene 
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

una parte de pago de intereses y otra de amortización del principal.

Sea p(n) el capital que queda por amortizar tras n pagos de la 
cantidad g(n) a un tipo de interés fijo, r, en cada periodo.

La formalización matemática de este modelo está basada en que la 
parte pendiente de pago del capital tras n + 1 periodos, p(n + 1), es 
igual a la existente tras n pagos, p(n), más los intereses generados en 
el periodo n + 1, rp(n). menos el pago del periodo n + 1, + 1). Por
lo tanto, la ecuación que rige la evolución del capital pendiente es

p{n + 1) = p(n) + rp(n) — g(n + 1).

Equivalentemente, y suponiendo que el débito inicial era p0. tenemos

p(n + 1) = (1 + r)p(n) - g(n + 1), con p(0) = p0.

Esta ecuación, por su simplicidad, puede ser resuelta mediante una 
simple iteración:

PW = Po

PÓ) = (1 + ÓPo -5(1)

p(2) = (1 +r)p(l) - ^(2)

= (1 + Ó2p0 - (1 + r)p(l) - ^(2)

p(3) = (1 + r)p(2) - g(3)

= (1 + r)3p0 - (1 + - (1 + ÓaW - ^(3)
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Siguiendo esta iteración, llegamos a obtener una expresión para el 
capital pendiente en el instante n,

n— 1
p(n) = (1 + r)np0 - + 1).

k=0

Si consideramos que los pagos que efectuamos son constantes, p(n) = 
T, tenemos

p(n) = (1 + Ónp0 - ((1 + r)n - 1) .
\r /

Este es un simple, pero extremadamente útil ejemplo de la formula­
ción de problemas económicos mediante las ecuaciones en diferencias.

A pesar de la simplicidad de algunas aplicaciones de las ecuaciones 
en diferencias a la economía, el interés de su estudio se basa en que 
éstas nos permiten establecer resultados cualitativos, como por ejem­
plo el comportamiento de la solución cuando el tiempo crece mucho, el 
efecto de la variación de distintos parámetros sobre el comportamiento 
de nuestro problema, etc. Este tipo de estudios no pueden abordarse 
con facilidad si aplicamos una simple recurrencia a nuestro problema.

Otro punto a favor de este estudio es la obtención de una fórmula 
explícita del valor que estamos estudiando. Ello nos permite evitar en 
gran medida los problemas derivados del redondeo que se plantean al 
utilizar un método recursivo en la determinación de las soluciones.
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En el desarrollo de este tema vamos a ver algunos aspectos de las 
soluciones y técnicas de resolución de ecuaciones lineales en diferencias. 
También introduciremos el concepto de estabilidad de las ecuaciones 
desde un punto de vista eminentemente práctico mediante el estudio 
de problemas con base económica.



Capítulo 2

Ecuaciones Lineales en
Diferencias

2.1. Ecuaciones en diferencias

Sea x una variable discreta e independiente, es decir, una variable 
que toma valores espaciados (en nuestro caso de manera uniforme). 
Este conjunto puede reducirse sin pérdida de generalidad, y así lo 
haremos en adelante, a un conjunto de números enteros consecutivos 
mediante un cambio de variable. Supongamos que nos dan un conjunto 
de valores equidistantes x', con un intervalo de separación r y que 
comienza por un valor cualquiera x'o. En este caso tenemos el conjunto 
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x'o, x'o + r, x'o + 2r,.... El cambio de variable que realizaremos será

íx ir a
x =---------.

r
Con este cambio, x valdrá cero cuando x' = x'o, valdrá uno cuando 
x' — x'o + r, etc. Consideraremos pues que x G {0,1,2,...}.

Denotaremos por y a la sucesión {y^O),y(lf y^), • • ■}, siendo cada 
y(x) el término correspondiente a un valor concreto de x. Las suce­
siones pueden también ser consideradas funciones discretas, es decir, 
funciones que toman sus valores sobre un conjunto discreto. Recorda­
mos al lector que una sucesión es un conjunto ordenado de elementos.

Definición 2.1.1. Llamaremos ecuación en diferencias de orden n 
en la variable independiente x a una ecuación que relacione n valores 
consecutivos de una sucesión, es decir, una expresión de la forma

G(y(x + nf y(x + n - 1),..., y(x + 1), y(xf x) = 0.

Una solución de dicha ecuación es toda sucesión que la satisfaga.

Usualmente también se suelen definir este tipo de ecuaciones de­
notando por yx+n a la expresión y(x + ri). Esta es la notación que 
emplearemos en este libro. A las soluciones las seguiremos denotando 
por z/(0),7/(1),7/(2),...

Siguiendo el lenguaje matemático usual, llamaremos solución gene­
ral de la ecuación al conjunto de todas las soluciones. Como ya plantea­
remos más adelante, la solución general dependerá de unos parámetros 
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que vendrán determinados por unas condiciones iniciales. Llamaremos 
solución particular a la que se obtiene de fijar unas condiciones inicia­
les y determinar los parámetros correspondientes.

Ejemplo 2.1.2. La ecuación

IJx+l Ux I — o

es una ecuación en diferencias de orden uno, y sus soluciones son 
todas las progresiones aritméticas de diferencia 7, es decir, todas las 
sucesiones de la forma

y(x) — A + 7x

donde A es una constante cualquiera. Imponiendo la condición inicial 
?/(0) = 3, obtenemos que A = 3. La solución particular para la misma 
es la sucesión {3,10,17,...}, cuyo término general es

y(x) = 3 + 7x.

Como ya hemos expuesto en la introducción, vamos a estudiar, por 
su gran importancia y número de aplicaciones, las ecuaciones lineales 
en diferencias. Comencemos por las homogéneas, es decir, aquellas 
cuyo término independiente es nulo.
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2.2. Ecuaciones lineales y homogéneas

Definición 2.2.1. Una ecuación en diferencias lineal y homogénea de 
orden n es una ecuación en diferencias donde la relación que nos liga 
los distintos valores de la sucesión es lineal. Más explícitamente, es 
toda expresión de la forma

Vx+n + (A^yx+n— 1 H" ‘ ' H" dn—l^^yx+l Y ^n^^yx 0 (2-1)

donde ai(x),..., an(x) son funciones discretas en x, y an(x)
no es idénticamente nula.

Un ejemplo de ecuación de orden cuatro es

y(x + 4) + sinrr y(x + 2) — 3xy(x + 1) + y(x) = 0

en la que Oi(t) = 0, a2{x) = sino;, a3(x) — —3X, a^x) = 1.

Diremos que la ecuación es de coeficientes constantes si, como su 
propio nombre indica, los coeficientes aj(x) son constantes.

Una vez definido el tipo de ecuaciones con las que nos vamos a 
enfrentar, nos planteamos una cuestión básica: ¿podemos conocer algo 
sobre la estructura algebraica del conjunto de sus soluciones? Y la 
respuesta es afirmativa.

Proposición 2.2.2. Las soluciones de una ecuación en diferencias 
lineal y homogénea de orden n forman un espacio vectorial.
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Demostración.- Nuestras soluciones son un subespacio vectorial del 
espacio vectorial de las sucesiones en la variable x. □

La proposición anterior juega un papel muy importante en el des­
arrollo de las ecuaciones lineales en diferencias, ya que permite apli­
car a su estudio todos los conceptos y resultados del álgebra lineal: 
dependencia e independencia lineal, sistemas de generadores, base, di­
mensión, etc. En particular, resolver una ecuación lineal (o sistema 
de ecuaciones lineales) en diferencias, es equivalente a dar una base 
del espacio vectorial de las soluciones. ¿Cuántos elementos tiene una 
base de este espacio? Vamos a probar que el espacio de las soluciones 
tiene dimensión igual al orden de la ecuación (teorema 2.2.5). Para 
ello comencemos viendo unos resultados preliminares.

Teorema 2.2.3. (Existencia y unicidad). Dada una ecuación lineal 
en diferencias de orden n, y dados n números reales, existe una única 
solución a la ecuación cuyos n primeros valores son los números dados.

Demostración.- Fijemos las notaciones. Consideremos los n números 
reales ko, ki, kz,..., kn^ G R, y la ecuación (2.1).

La demostración se realiza fácilmente gracias a la recurrencia defi­
nida por la propia ecuación.

Tomemos la sucesión cuyos primeros términos son

= k0,...,y(n-T) = k^.



CAPÍTULO 2. ECUACIONES LINEALES EN DIFERENCIAS 10

Los siguientes vienen determinados por la propia ecuación:

y(n) = -ai(0)y(n - 1)---------an(0)y(0)

= -ai(0)A:„_i---------an(O)ko

y(n + 1) = -a^yíri)---------an(l)y(l)

La sucesión y(n) así definida es una solución de la ecuación que verifica 
las condiciones iniciales del teorema.

La unicidad de la solución viene determinada por la propia recurren­
cia, ya que, por construcción, no existe otra solución distinta con los 
mismos valores iniciales.

Notaremos mediante

y(k0,ki,-;kn-i')

a dicha única solución. □

Por lo tanto, cada solución de una ecuación viene determinada por 
el vector formado por los primeros n términos de la misma, y recípro­
camente, cada vector real con n componentes determina una única 
solución. Esto establece una biyección entre el espacio vectorial R" y 
el espacio de las soluciones de la ecuación (2.1), y por lo tanto, ambos 
espacios son isomorfos y tienen igual dimensión, es decir, dimensión n. 
Además, este isomorfismo nos permite calcular una base del espacio 
de las soluciones a partir de una base de Rn. Con ello acabamos de 
probar en teorema 2.2.5 mediante el uso de aplicaciones lineales (ver 
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apéndice C para más detalles de esta demostración). En cualquier ca­
so, vamos a seguir en esta sección un razonamiento más básico para 
la obtención del teorema 2.2.5.

Por lo tanto, otro resultado previo que necesitamos para calcular la 
dimensión del espacio de las soluciones nos lo da esta proposición.

Proposición 2.2.4. Dos soluciones de la ecuación (2.1), son lineal­
mente independientes si y sólo si, los vectores de R” dados por sus 
primeros n valores son linealmente independientes.

Demostración.- Supongamos que u y v son dos soluciones linealmente 
independientes pero que (u(0),..., u(n — 1)), (v(0),..., v(n — 1)) no lo 
son. Entonces existirán dos números a, (3 6 R tales que

a(u(0),... ,u(n— l))+/?(v(0),... ,v(n-1)) = 0, conoó^Ü (2.2)

Consideremos la solución de la ecuación (2.1), w = au + /3v. Por (2.2), 
tenemos que los primeros valores de w son nulos, es decir, w(0) = 
• • • = w(n — 1) = 0.

De otro lado, la sucesión idénticamente nula también es una solución 
de la ecuación con los mismos n valores iniciales que w, y por lo tanto, 
por unicidad, w = au + /3v = 0. Esto contradice el hecho de que u y 
v son linealmente independientes.

Pasemos a probar la implicación recíproca. Supongamos para ello 
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que
(«(0),... ,u(n - 1)) y (u(0),..., v(n - 1))

son dos vectores linealmente independientes, y que existen a y (3 es­
calares no nulos a la vez y tales que

au + /3v — 0.

En particular, esta igualdad implica que

au(x) + (3v(z) = 0, — 0,..., n — 1,

y por lo tanto

o(u(0),... ,u(n — 1)) + /^(O),..., v(n — 1)) = 0.

Esto contradice las hipótesis y nos permite afirmar que u y v son 
linealmente independientes. □

Teorema 2.2.5. Si {ei,..., en} es una base de Rn, entonces

> lJe2 , • • • ; Ven }

es una base de las soluciones de (2.1). Por lo tanto, la dimensión del 
espacio de soluciones de la ecuación es n.

Demostración.- Dado que los vectores e¿ son linealmente indepen­
dientes, también lo son las soluciones yei. Para ver que forman una 
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base, sólo nos falta probar que constituyen un sistema de generadores 
del espacio de las soluciones.

Consideremos u una solución de la ecuación con sus correspondien­
tes valores iniciales (u(0),... ,u(n — 1)) G R". En tal caso, tenemos 
que existen cq,..., an números reales tales que

(«(0),..., u(n — 1)) = «iCi + ■ ■ ■ + anen.

Es trivial ver que v — aiyei + - ■ - + anyen es una solución de la ecuación 
con los valores iniciales

M0),..., v(n - 1)) = «16! -I------ F anen = (u(0),..., u(n - 1)).

Por la unicidad de soluciones tenemos que

u — v — aiyei + • • • + Oinyen.

Esto prueba que cualquier solución de nuestra ecuación puede ex­
presarse como una combinación lineal de las soluciones yei, y por lo 
tanto que forman un sistema de generadores. □

Puesto que las soluciones de (2.1) forman un espacio vectorial de 
dimensión n, bastará encontrar n soluciones independientes para ob­
tenerlas todas mediante combinaciones lineales. El teorema anterior 
nos dota de una forma de calcular dicha base. Dada una base de R"-, 
{ei,..., en}, por comodidad la canónica, buscamos las soluciones par­
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ticulares yei,. . . , y£n que verifican

( Vx+n 4“ (^yx+n— 1 4“ ‘ ' 4“ Clní^yx o
( yei = e¿

lo cual resolveremos siguiendo la recurrencia de la propia ecuación.

La solución general es

y = QZ/ei 4- • • • 4- cny£ri

donde c¿ con constantes arbitrarias.

En la sección siguiente trataremos el caso de las ecuaciones con co­
eficientes constantes, es decir, aquellas ecuaciones del tipo (2.1) donde 
cada a^x) es una constate. Para los casos de coeficientes constantes 
tendremos algunos métodos más sencillos para calcular las soluciones 
particulares.

2.3. Ecuaciones lineales y homogéneas 

con coeficientes constantes

Consideremos ahora la ecuación

yx+n 4“ ®l?/x+n—1 4- ’ ’ ’ 4- dnyx 0 (2.3)

donde ai,..., an son números reales arbitrarios y an 0.
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Para la resolución de este tipo de ecuaciones introduciremos una 
herramienta clave, el polinomio característico.

Definición 2.3.1. Llamaremos polinomio característico asociado a la 
ecuación homogénea (2.3) al polinomio de grado n,

p(X) = A"+ 1 + • • • + an.

Nótese que al haber impuesto la condición an 0, tenemos asegu­
rado que p(0) 0.

Este polinomio es la llave para caracterizar una base de las solucio­
nes de la ecuación anterior, ya que mediante el conocimiento de sus 
raíces, tendremos todos los elementos de una base de sus soluciones.

Lema 2.3.2. Dada la ecuación (2.3) y su polinomio característico 
p(A). Entonces:

1. Si Ao es raíz de p(A), A§ es solución de (2.3).

2. Si a + ib es raíz1 de p(X), rx cos(cur), rx sin(nz) son soluciones 
de (2.3), siendo r el módulo y a el argumento de a + ib.

Recordamos al lector que cualquier número complejo a+ib puede ser expresado 
de la forma r[cos(a) + isin(a)] con r € R y a € [0,2%). El número r = Va2 + &2 
recibe el nombre de módulo de a + ib y a = arctan | el de argumento.
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Demostración.- Consideremos Ao una raíz de p(A), y sustituyamos Aq 
en la ecuación (2.3):

A^ + mA^ + .-. + Mg Aq(Aq + alAg 1 + • • • + Un

= Agp(Ao)

= 0

Lo que prueba el primer apartado.

Centrémonos ahora en el caso complejo, es decir,

Aq = a + ib — r(cos a + i sin a) G C.

Como Ao es raíz de p(A), también lo es su conjugado Ao = a — ib — 
r(cos a — i sin o), y por lo tanto,

Aq = rx(cos^ax) + i sin(ax)) y Aq = rx(cos(ax) — i sin(cur)),

son soluciones de la ecuación (2.3), así como sus combinaciones lineales

□
Proposición 2.3.3. Consideremos la ecuación homogénea (2.3) y su 
polinomio característico p(A). Entonces:

1. Si Ao es raíz de p(A) con multiplicidad m,

Ag^Ag,...,^-^

son soluciones de la ecuación en diferencias.
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2. Si a + ib, a —ib son complejos conjugados soluciones dep(X) = O 
con multiplicidad m, entonces

rx cos(qz), xrx cos(ax),..., xm~\x cos(a;r)

rx sin(aT), xrx sin(az),..., xm~xrx sin(ax)

son soluciones de la ecuación en diferencias.

Demostración.- Ver apéndice B. □

Teorema 2.3.4. Las soluciones dadas por la proposición anterior for­
man una base de las soluciones de la ecuación (2.3).

Demostración.- Ver apéndice B. □

Ejemplo 2.3.5. Resolvamos la siguiente ecuación en diferencias fini­
tas:

yx+4 — Re+3 + 3i/a;_|_2 + yx+i — Ayx = 0.

La ecuación característica es

p(A) = A4 - 4A3 + 3A2 + A - 4 = (A - 2)2(A2 - 1),

que tiene por raíces el 2 con multiplicidad 2, el 1, y el — 1, ambos con 
multiplicidad 1.
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Por la proposición 2.3.3, las soluciones (o la solución general) de 
esta ecuación en diferencias son

y(x) = ci2x + c2x2x + c3(-l)x + c4,

con ci, C2, C3, c4 6 R.

2.4. Ecuaciones lineales no homogéneas

Siguiendo nuestro estudio pasamos ahora a las ecuaciones no ho­
mogéneas, es decir, aquellas en las que el término independiente es no 
nulo. Con las notaciones que hemos ido fijando a lo largo de este libro 
la deñnición de este tipo de ecuaciones queda como sigue.

Definición 2.4.1. De manera explícita, diremos que una ecuación 
lineal no homogénea de orden n es toda expresión de la forma

yx+n + a^x^+n-i-]------ Lan(x)yx = b(x) (2.4)

donde los coeficientes y el término independiente son funciones discre­
tas en la variable x, y an(x) y b(x) son no nulas. Cuando u^t), ..., 
an(x) son constantes, diremos que la ecuación es de coeficientes cons­
tantes.

Llamaremos ecuación homogénea asociada a (2.4), a la ecuación

yx+n 4“ (.^yx+n—1 4~ • • • + an(x)yx — 0
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Ejemplo 2.4.2. Dada la ecuación lineal y no homogénea de orden 3, 

yx+3 - 3*yx+1 = Inx,

la ecuación homogénea asociada es

yx+3 3 yx+i — 0.

De nuevo el conocimiento de la estructura algebraica del conjunto 
de las soluciones de una ecuación lineal es clave en su resolución. Se 
puede demostrar fácilmente el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3. La solución general de una ecuación en diferencias 
no homogénea se obtiene sumando una solución particular de la misma 
y la solución general de la ecuación homogénea asociada.

El teorema anterior reduce la búsqueda de la solución general de 
una ecuación lineal y no homogénea a:

■ determinar la solución general de la ecuación homogénea asocia­
da;

■ determinar una solución particular de la no homogénea.

Como el primer punto ya lo hemos tratado en la sección anterior, 
sólo nos falta ver algoritmos para calcular la solución particular de la 
ecuación no homogénea, resolviendo con ello el cálculo de la solución 
general de (2.4).

Comencemos con uno de los métodos más conocidos.
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2.4.4. Método de los Coeficientes indeterminados

Consideremos la ecuación

yx+n d* o-Au^yx+n—1 d- ■ ■ ’ d"

con b(x) 0 A y pW su polinomio característico.

El método conocido como de los coeficientes indeterminados con­
siste en buscar una solución particular u(x) atendiendo a la forma del 
término independiente. Nosotros distinguiremos los siguientes casos:

1. Si el término independiente es del tipo b(x) — acx. con a, c 6 R\ 

{0} y p(c) 0, buscaremos una solución particular de la forma 
h(x) — Dcfi siendo D una constante. Para calcular la constante 
que desconoceríamos, vamos a suponer que efectivamente DU 
es una solución de la ecuación. En tal caso,

acx — h(x + n) d- aih(x + n — 1) + • • • d- anh(x)

= (Dcx+n + a^Dc^-1 + ■ • • + anDcx)

= Dcx(cn + a^1 d- • • • d- an)

= Dcxp(c)

Como estamos suponiendo que p(c) / 0, tendríamos que

D = p(c)
Aquí se aprecia claramente la necesidad de la condición inicial 

í 0-
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2. En el caso anterior, si p(c) = 0, consideraremos h(x) — Dxcx, 
donde D es una constante a determinar. De nuevo sustituimos  
en la ecuación,

2

2p'(A) = nA"-1 + ai(n — l)An-2 + • ■ • + an-\, es la derivada del polinomio 
característico p(A).

acx — h(x + n) + aih(x + n — 1) 4- • • • 4- anh(x)

= D(x + n)cx+n 4-------- F Danxcx

= Dcx[^x + n)cn 4---- 4- anx\

= De [(xc 4- ■ ■ ■ 4- Ojnx^ 4~ (nc 4- ■ ■ ■ 4- Gn_rc)]

= Dcx[xp(c) 4- cp'(c)]

= Dcx+1p\c)

A la vista del desarrollo anterior, si la derivada del polinomio 
característico no se anula en c, habríamos terminado, ya que

g 
D = ——. 

cp'(c)

Si tanto el polinomio característico como su derivada se anula­
sen en c, pero no su segunda derivada, buscamos una solución 
particular del tipo

h(x) = Dx2cx.

En el caso en que se anule tanto el polinomio característico como 
todas las derivadas hasta la í-ésima (c es una raíz de p(A) con
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multiplicidad t), buscamos una solución del tipo

Dx^. (2.5)

El valor de D lo obtendríamos de manera análoga a los casos 
anteriores.

3. Si el término independiente es un polinomio de grado m, busca­
mos como posible solución un polinomio

Dq + D\X + • ■ • + Dmxm,

donde los Di los calcularíamos sustituyendo la solución en la. 
ecuación.

4. Si el término independiente es del tipo sin(ax) ó cos(ax) con 
a 6 R \ {0}, buscamos como posible solución una expresión del 
tipo

sin(ax) + D2 cos(az),

donde hay que determinar, mediante la sustitución en la ecua­
ción, los valores de los distintos Di.

5. Si el término independiente es del tipo cx sin(mr) ó c® cos(ax) con 
a, c G R\ {0}, buscamos como posible solución una expresión del 
tipo

cx(Di sin(az) + D2 cos(az)),

donde hay que determinar, mediante la sustitución en la ecua­
ción, los valores de los distintos Di.
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6. Si el término independiente es del tipo sin(mr) (análoga­
mente para xrncx cos(ax)) con a, c 6 R \ {0}, buscamos como 
posible solución una expresión del tipo

----- \-Dmxm)cx sin(ax)+(Fo+Fix-\----- \-Fmxm)cx cos(az),

donde hay que determinar, mediante la sustitución en la ecua­
ción, los valores de los distintos Di y Fi.

7. Si el término independiente es la suma de k elementos,

b(x) = b^x) + b2(x) -I------ 1- bkfx\

calculamos una solución, h^x), para cada una de las k ecuaciones 
que resulta de considerar la parte homogénea de la primera y 
como término independiente el sumando que corresponda,

yx+n + ai(x)7/l+n_i + • • ■ + an(x)yx = b^x).

La solución a la primera es

h(x) — hi(x) + /i2(z) H------ 1- hk(xí

Ejemplo 2.4.5. Resolvamos la ecuación en diferencias de orden tres

yx+3 - 2yx+2 + yx+1 - 2yx = 1 + 4x - 2x2.

La ecuación homogénea asociada es

yx+% ^yx+2 + yx+i ^yx — 0 
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con polinomio característico p(A) = A3 — 2A2 4- A — 2.

Resolviendo el polinomio característico, vemos que tiene tres raíces, 
dos complejas y conjugadas de módulo uno y de argumento ±7r/2, ±i, 
y una real y simple, 2. Por lo tanto, la solución general de la ecuación 
homogénea es

C121 + C2 cos(7r/2)z + C3 sin(7r/2)z.

Ya que el término independiente de la ecuación es l+4x —2x2, va­
mos a buscar una solución del tipo h(x) = ti + tzx + t^x2. Sustituyendo 
tenemos

1 4- Áx — 2x2 = h(x + 3) — 2h(x 4- 2) 4- h(x 4-1) — 2h(x) 
= —2t\ — 2^2^ — 2t^x2 4“ 2¿3-

A hora tan sólo hay que comparar los coeficientes

—2¿i 4- 2í3 = 1
-2í2 - 4

-2t3 = -2

y por lo tanto ti = 1/2, t? = —2 y t^ = 1. La solución particular es 
h(x) = 1/2 — 2x 4- x2.

Para terminar este ejemplo, la solución general es

y(E) = Ci2x 4- c2 cos(tt/2)x 4- C3 sin(7r/2)a; 4- 1/2 — 2x 4- x2.
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2.4.6. Sistema de ecuaciones equivalente

Este método consiste en asociar a una ecuación de orden arbitrario, 
mediante un cambio de variables, un sistema de ecuaciones lineales 
en diferencias de orden 1. En el siguiente capítulo estudiaremos en 
profundidad dichos sistemas.

El cambio de variables necesario es

yix — Ux 

y^x — yx+i 
<

ynx ' yx+n—1

Una vez realizado este cambio obtenemos el sistema lineal de ecuacio­
nes en diferencias

yi a:+l — y2x

y2x+i — y^x

< ;

yn—lx+l — ynx

Vnx+1 = ^l^^ynx ^^^Un—lx ’ ' ' ^ní^yi x d" 5(.í )

Tras resolver el sistema, tenemos que y(x) = 2/i(rr) es la solución 
general a nuestra ecuación de orden n.

Ejemplo 2.4.7. Consideremos la ecuación

yx+2 3yx+i d- 2,yx — 1 (2.6)
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Para construir el sistema equivalente, tenemos que hacer el cambio de 
variables

yix

y^x

Vx

yx+i

yix+i — y2x

y2x+l — yx+2 — 3?/2a; 2y^x + 1

que, como ya veremos más adelante, tiene por solución

yiW

y2^

2 — 2X

2 — 22x

La solución de (2.6) es

y(x) = y^x) = (2 - 2T)ci + (-1 + 2T)c2 + 2X - x - 1.



Capítulo 3

Sistemas de Ecuaciones en
Diferencias

Pasemos ahora a estudiar como resolvemos un problema en diferen­
cias cuando el número de variables es superior a uno, es decir, sistemas 
de ecuaciones en diferencias finitas.

En el capítulo dedicado a las aplicaciones se puede apreciar que 
los sistemas de ecuaciones en diferencias aparecen cuando tratamos de 
analizar situaciones en las que participan distintos elementos económi­
cos, como por ejemplo, demanda-precio-oferta, varios países, etc.

En este capítulo estudiaremos los sistemas de ecuaciones en dife­
rencias, haciendo un especial hincapié en los sistemas de coeficientes 

27



CAPÍTULO 3. SISTEMAS EN DIFERENCIAS 28

constantes.

Al igual que ocurría con las ecuaciones con una sola incógnita, los 
métodos de resolución de los sistemas de coeficientes constantes y las 
expresiones de las soluciones son, en general, más sencillas.

3.1. Sistemas homogéneos de primer or­

den

Definición 3.1.1. Llamaremos sistema de ecuaciones en diferencias 
de primer orden a toda expresión de la forma:

x+l, • • • , Pni+l yixi ■ ■ ■ i ynxt — o

Om(yi x+l> • • • > ynx+li yixi ■ • • i ynxi — 0

donde cada Gi representa una función en 2n + 1 variables.

En particular, el sistema diremos que es lineal y homogéneo de pri­
mer orden si es del tipo

{
yix+l — an(x)ylx d" ‘ ’ d~ Oan(%')ynx

; (3.i)
ynx+1 = ^nl^^yix A ‘ ' A ^nn^^ynx

con cada aij^x) función discreta en la variable x.
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Cuando aparezcan desplazamientos de x superiores a x + 1, por 
ejemplo x + t, diremos que el sistema es de orden t. Este tipo de 
sistemas lo estudiaremos más tarde. Aquí sólo adelantamos que su 
resolución pasa por asociarle un sistema de orden uno.

En adelante, utilizaremos la expresión matricial de los sistemas de 
ecuaciones, por lo que denotaremos mediante

^+i = A(x)Yx,

a todo sistema lineal y homogéneo de primer orden.

Proposición 3.1.2. Dado el sistema (3.1) tenemos que

Y(x) = A(x - l)A(z - 2) ■ • • A(0)Y(0)

es la solución general del mismo.

Demostración.- Vamos a realizar la demostración de este resultado 
de forma recurrente.

y(i) = A(o)y(o)

y(2) - A(i)y(i) = A(i)A(o)y(o)

Y(x) = A(x — l)---A(0)y(0)

□
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De manera análoga a lo que ocurría en el capítulo anterior, si consi­
deramos que el sistema es de coeficientes constantes, la solución general 
adquiere una expresión más simple.

Corolario 3.1.3. La solución general de un sistema homogéneo y de 
coeficientes constantes es:

= ^y(o).

Demostración.- Análoga a la demostración de la proposición 3.1.2 
considerando A(rr) = A matriz constante. □

En el apéndice A, veremos diversos métodos para calcular Ax.

Ejemplo 3.1.4. Consideremos el sistema con coeficientes constantes

La solución general viene dada por la expresión

con Ci y C2 dos constantes que vendrán determinadas por las condicio­
nes iniciales que se impongan.
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Calculando Ax, obtenemos que la solución, en este caso, es

4
= (cx + c2)3x - c22x 

y2(x) = c22x

3.2. Sistemas no homogéneos de primer 

orden

Pasemos a estudiar los sistemas no homogéneos. Diremos que un 
sistema lineal no homogéneo de ecuaciones en diferencias de primer 
orden es uno del tipo

{
Vix+i = ----------I-ain^ynx Tb^x)

= (3-2)

IJnx+i — ^ni^^yix d- ■ ■ ■ 3- ann(^x')ynx + bn(x^

con cada üij^x) y bi(x) funciones discretas en z y algún b^x) no idénti­
camente nulo.

Utilizando por comodidad la notación matricial, consideraremos la 
siguiente escritura de un sistema no homogéneo de primer orden:

Yx+1 = A(x)Yx + b(x\
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Llamaremos sistema homogéneo asociado a (3.2) al sistema

Yx+1 = A(xfYx.

Al igual que ocurría para las ecuaciones no homogéneas, la relación 
entre las soluciones del sistema no homogéneo y el homogéneo asociado 
es la de cualquier sistema lineal.

Teorema 3.2.1. La solución general de un sistema de ecuaciones en 
diferencias no homogéneo se obtiene sumando una solución particular 
del sistema y la solución general del sistema homogéneo asociado.

Siguiendo la analogía existente entre los sistemas de ecuaciones li­
neales y las ecuaciones lineales, el anterior teorema nos permite enun­
ciar los pasos a realizar para calcular la solución general de un sistema 
lineal no homogéneo de ecuaciones en diferencias:

■ resolver el sistema homogéneo asociado;

■ encontrar una solución particular al sistema no homogéneo.

Visto ya como se resuelve un sistema homogéneo, vamos a dotarnos 
de una herramienta para calcular la solución particular: el método de 
variación de las constantes, enunciado en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. (Variación de las constantes) La única solución de 
la ecuación

Yx+1 = A(x)Yx + b(x),
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con la condición inicial y(0), es

(
x—1 \ a:—1 / x—1 \n -4(0 y(o) + £ n b^’
1=0 / 1=0 \j=i+l /

donde

(
x—1 \
IPiom 

i=0 /

es la solución del sistema homogéneo con la condición inicial y(0), y

E 
1=0

x—1

6(0,

es la solución particular del sistema no homogéneo para la condición 
inicial Y(0) = 0.

Demostración.- Vamos a realizar la demostración de una forma sen­
cilla, mediante recurrencia.

y(i) = A(o)y(o) + 6(0)
y(2) = A(l)y(l) + 6(1) = A(l)A(0)y(0) + A(l)6(0) + 6(l)
y(3) = X(2)V(2) + 6(2)

= 4(2)>l(l)A(0)y(0) + 4(2)4(l)6(0) + A(2)6(l) + 6(2)

Mediante este desarrollo, llegamos fácilmente a que

(
x—1 \ x—1
[piom+E 

2=0 / 2=0

X— 1 n 
j=l+l

6(z).



CAPÍTULO 3. SISTEMAS EN DIFERENCIAS 34

La unicidad de esta solución viene impuesta por construcción.

Por la proposición 3.1.2, tenemos que

(
X — 1 \
n y(°) 

i=0 /

es la solución del sistema homogéneo con la condición inicial y(0), y 
por la propia recurrencia

x—1 / x—1 \

jz (n
i=0 \J=¿+1 /

es la solución particular del sistema no homogéneo para la condición 
inicial y(0) = 0. □

De nuevo, si consideramos la restricción a ecuaciones con coeficien­
tes constantes, simplificamos la expresión obtenida.

Corolario 3.2.3. Si el sistema es de coeficientes constantes, A(x) =
A, la solución, para la condición inicial y(0), queda como sigue:

X— 1
Y(x) = AXY (0) + A^-^í)

i=0

Ejemplo 3.2.4. Resolvamos el sistema con coeficientes constantes



CAPÍTULO 3. SISTEMAS EN DIFERENCIAS 35

Para aplicar las fórmulas anteriores de resolución de sistemas en 
diferencias, necesitamos obtener la potencia x—ésima de la matriz del 
sistema de ecuaciones homogéneo. En este caso la matriz es

cuya potencia es

El cálculo anterior lo hemos realizado aplicando el algoritmo de Putzer 
que explicaremos en el apéndice A.
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Por lo tanto1,

1 Recordemos al lector que

(a — 1)(^ + l)^4-1 — ax+2 + a

Nota.- Cuando la sucesión b(x) es constante, podemos intentar bus­
car una solución particular constante.

a - ax+1
1 — a

^1^ = 

i=l

, a A 1
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3.3. Sistemas de orden superior a uno

El paso de un sistema de orden superior a uno a otro de orden uno 
podremos hacerlo mediante cambios de variables análogos a los reali­
zados en la ecuación de orden n para construir un sistema equivalente. 
Para su exposición estudiaremos el siguiente ejemplo concreto.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el sistema de ecuaciones de orden 2

í yiz+2 = yix+1 + tyix + x 

[ y2x+2 = 3/207-1-1

En este caso, para reducir el orden, tenemos que recurrir al siguien­
te cambio de variables

Pi x — yix

P2x — yi a?+l 
<

Qix — y2x

0.2 x = y2 x+1

El sistema equivalente al primero que se obtiene tras el cambio es

Pl x+1 — P2x

01 x+1 — 02x
<

P2x+1 ~ “¿Pl x + 01 x + P2x 

02 x+1 ~ 02 x
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luego

( Plx+l

Qi x+1

Plx+1

\ Q2z+1 /

1 

o

1 

o

/ O O 

o o 

2 1 

O O

Según hemos visto en la sección anterior, la solución general de este 
sistema de ecuaciones es

/ Pi(z) 

9i(^) 

P^x)

\ 92 (x) /

con H la matriz
/ 2^+i+4(-1)^ 21 + 2(—1)® 2*+1 - 2(—l)x -3 + 2* - (—l)^ \

OOO 6

2^+2 -4(-i)* 2l+1 - 2(-l)x 2x+2+2(-1)x —3 + 2®+1 + (-1)®

\ O O O 1 /

Por lo tanto, la solución de nuestro sistema de orden 2 es:

91 (^) = Pi(^) 

92^) = 91W



Capítulo 4

Introducción a la Estabilidad

Supongamos que una economía evoluciona según una cierta ecua­
ción o sistema de ecuaciones en diferencias. Como hemos visto, si se 
imponen un número adecuado de condiciones iniciales, hay una única 
solución. Al variar alguna condición inicial, también lo hacen las solu­
ciones. Una pregunta importante que surge de este planteamiento es: 
¿qué influencia tendrá sobre el comportamiento de las soluciones para 
valores grandes de x unos cambios en las condiciones iniciales?

El estudio del comportamiento de las soluciones es muy interesan­
te dentro del mundo económico, ya que determinará la viabilidad del 
modelo económico o problema que estemos estudiando. Que las solu­
ciones tiendan (cuando hacemos tender x a infinito) a un determinado 
valor, llamado valor de equilibrio, nos demostraría que nuestro modelo 
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económico se estabilizará con el paso del tiempo. Por otro lado, si nues­
tras soluciones oscilan o divergen, el modelo que estamos planteando 
no tiene visos de ser aplicable por su inestabilidad.

Estas consideraciones no sólo son aplicables a variaciones en las 
condiciones iniciales, sino que también pueden ser aplicables al estudio 
de variaciones sobre parámetros que aparezcan en nuestro problema 
económico y, por lo tanto, en las ecuaciones que planteemos.

El estudio de la estabilidad lo asociaremos al estudio de las trayec­
torias temporales de las soluciones de nuestras ecuaciones.

En el capítulo 5 tratamos ejemplos económicos donde aparece el 
concepto de estabilidad desde este punto de vista, es decir, el estudio 
del comportamiento divergente o convergente de las soluciones.



Capítulo 5

Aplicaciones

Este capítulo lleva a la práctica todas las técnicas y conceptos vis­
tos en los capítulos precedentes. Aquí haremos un estudio teórico y 
aplicado de problemas económicos que se abordan desde las ecuacio­
nes en diferencias: algunos modelos económicos básicos y problemas 
relacionados con las operaciones financieras.

Para los cálculos numéricos utilizaremos el programa de cálculo 
simbólico MapleV R5 y su paquete LREtools (ver [10]).

41
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5.1. Ajuste dinámico del precio de un 

bien en el mercado. Modelo de la te­

laraña

Este modelo se ajusta muy bien al comportamiento de, por ejem­
plo, los precios de los productos agrícolas, cuya oferta en el periodo 
actual depende de los precios que se alcanzaron en la campaña agrícola 
anterior, y su demanda depende de los precios de la actual campaña.

Este modelo podemos plantearlo en los siguientes términos:

1. La oferta en un determinado periodo depende de los precios en 
el periodo anterior. Esto se traduce en una ecuación en diferen­
cias que nos liga la oferta y los precios, la relación existente la 
supondremos lineal,

St = —c + dPt-i-

2. Al igual que la oferta, vamos a suponer que la demanda tiene un 
comportamiento lineal en función del precio, y que, como parece 
lógico, ésta depende del precio del mismo periodo,

Dt = a — bPt.

3. La última hipótesis garantiza el buen funcionamiento de nuestro 
modelo, la oferta es igual a la demanda, con lo que no tenemos 
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excedentes de producción ni carencias en el mercado que altere 
su comportamiento,

Dt = St.

Podemos suponer inicialmente que los parámetros que aparecen en 
nuestras ecuaciones son todos estrictamente positivos, i.e. a, b,c,d > 0.

La tercera ecuación nos permite plantear una única ecuación en 
diferencias donde nuestra incógnita es el precio del bien,

Pt+i — —d/bPt + (a + c)/b.

Aplicando las técnicas vistas en este libro, tenemos que la solución 
general de este ecuación es

P^t^^-P^-d/b^ + P^

donde Pe = es el llamado precio teórico de equilibrio.

El cálculo anterior de la solución general podemos realizarlo di­
rectamente mediante el programa de cálculo simbólico que vamos a 
emplear en este libro:

> rsolve({P(t+l)=-(d/b)*P(t)+(a+c)/b},{P(t)});

p(«) = p(o) (-j)'-
(a + c)(A)‘ a + c 

b + d b + d
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El comando rsolve resuelve las ecuaciones en diferencias permi­
tiendo el uso de parámetros en su escritura. Las variables hay que in- 
truducirlas como se aprecia en el ejemplo, Pt es P(t), e indicar median­
te {P(í)} que queremos resolver la ecuación respecto de esa variable. 
Es fácil apreciar que la salida obtenida mediante el uso del programa 
tiene un aspecto menos agradable, aunque por supuesto equivalente, 
al que nosotros hemos expresado. Este hecho siempre ocurre cuando 
atacamos la resolución de un problema mediante el ordenador. Recor­
damos al lector que el ordenador es, entre otras cosas, una potente 
herramienta de cálculo, pero que los resultados que de él se obtienen 
deben ser interpretados y reescritos para una mejor comprensión de 
los mismos.

Volviendo a nuestro problema, estudiemos la evolución de este bien 
en función de los parámetros de los que depende.

Si hacemos tender t —> oo, tenemos que el comportamiento del 
precio Pt dependerá del valor del cociente —d/b. Si d/b > 1, tenemos 
que el precio Pt dispara su valor en el tiempo, por lo que el modelo 
económico estará abocado al fracaso. En cambio, si d/b < 1, tenemos 
que

lím Pt = Pe, t—KX
lo que económicamente significa que las condiciones del mercado esta­
bilizarán el precio de nuestro bien haciéndolo tender al de equilibrio 
Pe. Veamos la evolución en la figura 5.1, que por su aspecto suele
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Figura 5.1: Ciclo de la telaraña 

denominarse ciclo de la telaraña.

Si estudiamos la trayectoria temporal del precio de nuestro bien, 
obtenemos la figura 5.2.

En este apartado dejamos como ejercicio para el lector el estudio de 
las distintas conclusiones económicas que se pueden extraer de permitir 
la variación de los parámetros a,b,cyd dentro de los números reales.

5.1.1. Ejemplo numérico

Partamos ahora de un supuesto económico concreto:

St = -3 +

Dt = 18 - 3Pt
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Figura 5.2: Trayectoria temporal del modelo de la telaraña

Introduciendo la ecuación de equilibrio, Dt = St, hay que resolver

—3 + 4Pf_1 = 18 —3F).

Realicemos este cálculo mediante MapleV (figura 5.3).

Por lo tanto, la solución general es

/-4V
P(t) = (-3 + P(0)) — +3 

\ ó J

Si representamos (figura 5.4) esta función para un valor inicial P(0) = 
5, vemos que no es estable (aunque eso ya lo sabíamos porque 4/3 > 1). 
La representación de la trayectoria de las soluciones de una ecuación 
en diferencias se realiza mediante el comando REplot. Este comando 
forma parte de la librería de MapleV LREtools, por lo que antes de 
ejecutarlo debemos cargar esa librería mediante ”with(LREtools):”. 
REplot funciona introduciendo los siguientes datos:
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Maple V Release 5 - [Untitled (1)]
B File Edil View ¡nsett Formal Options Window Help

-|g|x
JSjxJ

[ > ^'solve ((3-4 *P (t -1) 18 3 *P (t) } , {P (t) )) ”

(P(í) = -3 —V 
.3;

i+ 3 + P(0)^yJ }

Time: 5.3s Bytes: 2.25M Available: 419M / 53%

Figura 5.3: Cálculo con Maple

% Maple V Release 5 - [Untitled (1)] -[□Tx

> REplot(-3+4*P(t-1)=18-3*P(t),P(t),{P(0)=5},0..20);

-200 ¿

-400 ¿

600 ¿

400 ¿

200 ¿

Time: &3s Bytes: 2.294 Available 416M / 51 %

Figura 5.4: Trayectoria temporal
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■ La ecuación que queremos representar.

■ La variable de la cual queremos ver su evolución.

■ El valor inicial de dicha variable. Si la ecuación fuese de grado n, 
tendríamos que introducir n valores (recordar el teorema 2.2.3).

■ Los valores sobre los cuales queremos que se represente la solu­
ción de nuestra ecuación. En nuestro ejemplo hemos representa­
do la solución para los valores de t entre cero y veinte.

Si consideramos otro supuesto económico

St = -5 + 3Pt_x

Dt = 4 - 2Pt

P(0) = 4

y lo introducimos en el ordenador, obtenemos
> rsolve({-2+P(t-l)=5-3*P(t),P(0)=4},{P(t)});

q _ i 7

Al representar esta función (figura 5.5) vemos que el precio se estabiliza 
en lo cual es evidente estudiando el límite de P(t) cuando t tiende 
a infinito.
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Figura 5.5: Trayectoria temporal

5.2. Existencias en almacén

Un modelo matemático en el que intervienen el tipo de ecuacio­
nes que nos ocupa, las ecuaciones en diferencias, es el que regula las 
existencias en los almacenes.

Este modelo se fundamenta en las siguientes hipótesis: en primer 
lugar, los empresarios producen, en cada periodo, una determinada 
cantidad de productos para su venta, y otra determinada cantidad 
para mantener un nivel de existencias adecuado al mercado. Vamos 
a suponer que los empresarios realizan una inversión neta fija w en 
cada periodo, y vamos a denotar por ut al número de unidades de un 
bien producidas en un periodo y dedicadas a la venta, y por at a las 
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producidas para su almacenaje. Por lo tanto, la renta creada por los 
empresarios en el periodo t, y que denotaremos por Yt, está regida por 
la ecuación en diferencias

Yt = UtIat+w.

Otra hipótesis que añadimos a nuestros planteamientos es que las 
producciones de cada periodo se planean en función de las ventas en 
el periodo anterior. Vamos a suponer que las ventas en un periodo 
dependen proporcionalmente de la renta en el mismo periodo y que la 
producción para un periodo t es igual a las ventas reales del periodo 
anterior. Esto nos da una nueva ecuación en diferencias

ut = rYt-i,

con r una constante en el intervalo (0,1).

En cuanto a la producción destinada al almacenaje en un periodo 
t, vamos a suponer que es igual a la diferencia entre las ventas reales 
y las esperadas en el periodo t — 1, es decir,

at = ut - ut^ = rYt-x - rYt_2.

Con esta hipótesis se consigue mantener una producción acorde a la 
demanda del mercado.

Las tres hipótesis anteriores nos proporcionan una ecuación en di­
ferencias de segundo orden que regula el comportamiento de la renta

YM - 2rYt+l + rYt = w. (5.1)
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El polinomio característico de la ecuación anterior es A2 — 2rA + r, 
con raíces

r ± iy/\r(r — 1)| = ^(cos a ± i sin a),

con coso = y/r, y sin a = \/l — r. Sabemos que las raíces anteriores 
son complejas porque r G (0,1)

Por consiguiente, las soluciones de la ecuación homogénea son del 
tipo

ciVr* cos(at) + C2\/r* sin(a!t).

Dado que el término independiente es una constante, buscamos otra 
constante, /, para calcular, sustituyendo, la solución particular de la 
ecuación no homogénea,

f -2rf + rf = w f = ------ .
1 — r

Por lo tanto, la expresión que rige el comportamiento de nuestra renta 
en este modelo es:

Yt = ciVr* cos(at) + c2Vr* sin(at) + w
1 — r

Nótese que el modelo anterior se estabiliza en una renta de equili­
brio igual a Ye = dado que el límite de Yt es Ye cuando t crece 
indefinidamente. Esto es debido a que Y tiende a cero a causa de la 
hipótesis re (0,1). La aparición de funciones trigonométricas nos per­
mite deducir que el comportamiento de la renta será oscilante hasta 
llegar al valor de equilibrio.
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Figura 5.6: Cálculo con Maple

Proponemos al lector que intente resolver la ecuación (5.1) mediante 
el uso del ordenador. Con ello apreciará que el ordenador no es una 
máquina milagrosa, sino un potente compañero de cálculos que no es 
capaz de resolver casi nada sin nuestra ayuda.

5.2.1. Ejemplo numérico

Partamos ahora de los siguientes valores numéricos: r = 1/3 y w = 
500. La cuestión es ¿cuál será el comportamiento de la renta Yt regida 
por la ecuación (5.1) y los valores iniciales U(0) = 100 eF(l) = 250?

Usemos el ordenador para el cálculo e interpretemos la salida de la 
figura 5.6.

Es fácil apreciar que la salida que nos ha proporcionado el programa
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Figura 5.7: Trayectoria temporal

Maple no tiene el formato que nosotros esperábamos. Nos aparece una 
letra I que corresponde con el número complejo i. La diferencia entre 
nuestra notación y la empleada por el ordenador estriba en que él 
no utiliza la notación trigonométrica de los números complejos tal y 
como nosotros la utilizamos en la proposición 2.3.3. Esta diferencia 
de notación no implica que ambos resultados no sean equivalentes. 
Hemos insistido a lo largo de este libro que el uso del ordenador es 
muy ventajoso, pero que siempre los resultados obtenidos deben ser 
tratados con la debida cautela.

La figura 5.7 representa la trayectoria temporal de la renta. En ella 
se aprecia que la renta se estabiliza en un valor aproximado de 1000 
unidades. Estudiando el valor de equilibrio de la ecuación (5.1) vemos
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que el valor de equilibrio es exactamente ese.

5.3. Modelo de crecimiento multiplicador

Veamos ahora un modelo que nos permite estudia el comporta­
miento del consumo en función de la renta y las inversiones en unos 
determinados periodos.

Supongamos que el consumo en el periodo t depende linealmente 
de la renta en el periodo anterior, esto es,

Ct = a + bYt^.

Los parámetros a y b. que suponemos verifican las condiciones a > 0 
y b G (0,1), reciben los nombres de consumo autónomo y propensión 
marginal al consumo respectivamente. El parámetro b representa el 
porcentaje de variación de Ct en función de Lt-i.

En este modelo se considera que la inversión, It, permanece cons­
tante e igual a I.

La condición que permite controlar el modelo, y que este sea econó­
micamente aceptable, es que, en el mismo periodo, la suma del consu­
mo y la inversión sea igual a la renta,

Yt = Ct + It.
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Mediante una simple sustitución en las ecuaciones anteriores, tene­
mos la ecuación en diferencias de primer orden

Y+i — bYf = a + I,

cuya solución general es
> rsolve({Y(t+l)-b*Y(t)=a+l},{Y(t)}) ;

{Y(i) = Y(0) b‘ + - ^±1}
—1 + o —1 + 0

o escrita de forma más convencional

Y(t) = kE + 44, con k = Y(0) + 44- 
l — o l—o

El parámetro k recibe el nombre de multiplicador. Este modelo es 
estable porque hemos supuesto b G (0,1), lo que hace que Y(t) tienda a 

cuando t crece infinitamente. Ese es por tanto el valor de equilibrio.

5.3.1. Ejemplo numérico

Consideremos ahora un supuesto económico con los datos:

Ct - 60 + (0'8)^-!

It = Io + NI = 70 + 10 = 80

K(0) = 600

Resolvamos, mediante el uso del ordenador, esta ecuación consideran­
do la condición de equilibrio Yt = Ct + It :
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Figura 5.8: Trayectoria temporal

> rsolve({Y(t+l)-0.8*Y(t)=140, Y(0)=600},{Y(t)});

4
{Y(t) = -100 (-^ + 700}

5

El estudio de su trayectoria (figura 5.8) nos muestra que con los datos 
de partida tenemos un modelo estable cuyo valor de equilibrio es 700.
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5.4. Modelo de crecimiento multiplicador 

- acelerador o de Samuelson

Consideremos, realizando algunas modificaciones al modelo ante­
rior, un problema económico que se resuelve mediante una ecuación 
en diferencias de segundo orden.

Sea Yt la renta nacional de un determinado país, Ct el consumo 
total e It la inversión total. Supongamos que las relaciones que existen 
entre estos indicadores son las siguientes ecuaciones lineales:

Yt = Ct + It 
Ct+1 = bYt + a 
4+i = 0(^+1 — Ct)

con a, b, c constantes.

La primera de las ecuaciones (condición de equilibrio) nos dice que 
la renta nacional se divide en consumo e inversión. La segunda refleja 
la hipótesis de que el consumo en el periodo t + 1 es una función lineal 
de la renta en el periodo t. La última nos dice que la inversión en 
un periodo es proporcional al incremento del consumo respecto del 
periodo anterior. Esta última condición es la que diferencia el modelo 
de crecimiento multiplicador del modelo de crecimiento multiplicador- 
acelerador.

Despejamos de nuestras ecuaciones tanto Ct como It para obtener 
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una ecuación sólo en Yt. Para eliminar las variables Ct e It, considera­
mos distintos valores de t :

K+2 = &t+2 + A+2

Ct+2 = bYt+i +a

A+2 = C^Ct+2 ~ G+l)

Realizando ahora sustituciones, llegamos a una única ecuación en di­
ferencias de segundo orden en las variables Yt, Yt+i) Yt+2

dt+2 — ^(1 + c)Rí+i + bcYt = a.

Como la expresión de su resultado es excesivamente farragosa, no la 
incluimos, dejando al lector como ejercicio que la introduzca en la 
programa MapleV.

5.4.1. Ejemplo numérico

Consideremos un ejemplo con valores iniciales 7(0) = 20, C(0) = 30 
e y(0) = 50, y b = 0'5, a = 50 y c = 2. Por lo tanto, la ecuación para 
este ejemplo del modelo de crecimiento multiplicador-acelerador es

Yt+2 - 1'5^ - Yt = 50.

Cuya solución es
> rsolve({Y(t+2)-(l.5)*Y(t+l)-Y(t)=50, Y(0)=50, Y(l)=165},
> W)});

{Y(t) = -y(^)í + 962í-^}
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Figura 5.9: Trayectoria temporal

Como podemos apreciar en la representación de su trayectoria tem­
poral (figura 5.9), este modelo con las condiciones iniciales dadas no 
es estable.

5.5. Un modelo de comercio

Vamos a considerar un modelo que de comercio entre dos países 
j = 1,2. Vamos a denotar por yj(n) al producto nacional de cada 
país en el periodo n, por Cj{n) al consumo total, ij las inversiones 
netas que suponemos constantes, Xj(n) las exportaciones, mj(n) las 
importaciones y d/n) los consumos domésticos.
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Los periodos en los que dividimos el tiempo serán de igual longitud, 
es decir, vamos a considerar que n € {0,1,2,...}.

Para cada país, vamos a considerar una serie de restricciones para 
cada periodo n. Formulémoslas sobre el primer país. El producto na­
cional es igual a la suma de los gastos en consumo, la inversión neta 
y las exportaciones menos las importaciones, equivalentemente,

yi(n) = ci(n) + i^ + x^n) - m^n).

Otra restricción es, el consumo doméstico es igual al consumo total 
menos las importaciones,

diín) = Ci(n) —

Combinando ambas ecuaciones obtenemos una única

yi(n) = + h + x^n).

Análogamente, tenemos una ecuación equivalente para el segundo país

y?(n) = d2(n) + i2 + x2(n).

Una obviedad que reducirá la notación de nuestro planteamiento es 
la siguiente: al considerar sólo dos países, las exportaciones de uno y 
las importaciones del otro son iguales,

mi(n) = x2(n), = a?i(n).
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Para que el modelo tenga viabilidad económica, tenemos que añadir 
una nueva hipótesis al mismo: el consumo doméstico, dj(n), y las im­
portaciones, en el periodo n+1 son proporcionales a los ingresos 
nacionales en el periodo anterior. Por lo tanto,

d^n + 1) = m^n + 1) = u2i?/i(n),
d2(n + 1) = a22y2(n\ m2(n + 1) = ai2Z/2(n).

Consideramos que aij > 0, i,j = 1,2.

Al final de las distintas consideraciones, llegamos a que nuestro 
modelo de comercio satisface las siguientes ecuaciones:

/ y^n+T) 

\ y2(n+ 1)

Usando el método de variación de las constantes, tenemos que el pro­
ducto nacional viene dado por:

n— 1
= A>(0) + 52 ArQ

r=0

donde Q = (U i2)í y A = (a0)

Para que la economía sea estable, debe ocurrir que la suma de los 
consumos domésticos y las importaciones en el periodo n + 1 sea menor 
que los productos nacionales en el periodo n, lo que se traduce en las 
desigualdades:

dj(n + 1) + mj(n + 1) < yj(n) j = 1, 2
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o, equivalentemente, en

all + a21 < 1, ®12 + a22 < 1-

En este caso, todos los autovalores de la matriz A tienen módulo es­
trictamente menor que uno, y por lo tanto lím An = 0 y n—>oo

72—1 OO

r=0 r=0

luego
lím y(n) = (I - A^Q, 

72—>OO

lo que se interpreta como los ingresos nacionales de ambos países al­
canzan el equilibrio independientemente de los valores iniciales de in­
gresos, es decir, el sistema es estable.

5.5.1. Ejemplo numérico

Consideremos el problema con los valores numéricos 

í?/i(n + 1)
1)

0'4 0'3
0'5 0'6

y con los valores iniciales

S/i(0) = 500, e 7/2(0) = 650.

Si lo resolvemos tenemos
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Figura 5.10: Trayectorias temporales de un modelo de comercio

> rsolve({y1(n+1)=0.4*y 1(n)+0.3*y2(n)+25,
> y2(n+l)=0.5*yl(n)+0.6*y2(n)+20, yl(0)=500, y2(0)=650}, 
> {yl(n),y2(n)});

525 9
~T (10

1075 1 1600

1075 2450

Representando las trayectorias (figura 5.10) de las coordenadas de la 
solución general vemos que ambas convergen, y por lo tanto el comercio
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es estable con valor de equilibrio

1600/9
2450/9

5.6. Un modelo de crecimiento de pobla­

ción

Vamos a considerar un modelo de crecimiento del número y tipo de 
trabajadores en una estructura piramidal de ventas, es decir, en la que 
cada vendedor capta a su vez distintos vendedores. Supongamos que 
el número de trabajadores crece de manera constante, i.e. la cantidad 
de vendedores después de un periodo es un múltiplo constante de la 
del periodo anterior.

Una forma de que esto suceda es, por ejemplo, que cada generación 
de vendedores sea distinta y cada trabajador capte una media de r 
nuevos vendedores antes de dejar la empresa. Si pn denota el número 
trabajadores transcurridos n periodos, tenemos que las suposiciones 
anteriores se traducen en una ecuación en diferencias de orden uno,

Pn = rp^, 

cuya resolución ya hemos planteado en temas anteriores, obteniéndose

Pn = rnp0.
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En este caso, haciendo un breve estudio de la trayectoria temporal, es 
fácil ver que el número de trabajadores aumenta sin cota si r > 1, y 
disminuye a cero si r < 1. En el caso r = 1, se mantiene constante.

Para representar con mayor exactitud la realidad, vamos a intro­
ducir un modelo que permita distinguir dos tipos de vendedores, en 
prácticas (no captan nuevos vendedores) y veteranos, y asignar unas 
tasas de captación.

Sea pjn—i el número de vendedores en prácticas en el año n — 1, 
y sea pv,n-i el número de veteranos. Se supone que una determinada 
proporción, a, de vendedores en prácticas llegan a veteranos, abando­
nando el resto la empresa, y que cada veterano capta una media de k 
nuevos vendedores cada año. Además, la proporción de veteranos que 
permanecen en la empresa de un año para otro es /3.

Agrupando las informaciones anteriores, llegamos al sistema de 
ecuaciones lineales en diferencias de orden uno:

&Pj,n—l @Pv,n— 1

' 4 j j ( Ppn \ a í 0
o pn = Ap^ donde pn = y A =

y Pv,n J y Ct
la resolución de este sistemas de ecuaciones,

Pn = Anp0,

. Ya conocemos

(5.2)

donde p0 es el vector de las cantidades iniciales de vendedores vetera­
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nos y en prácticas. Debido a la existencia de parámetros en la matriz 
A, es muy difícil dar una expresión mediante la cual podamos estudiar 
la evolución de nuestros trabajadores. Vamos a realizar ese estudio 
utilizando los conceptos relacionados con la diagonalización de una 
matriz que exponemos en el apéndice A.

Supongamos que la matriz A tiene dos autovalores reales y distintos 
Ai y A2, con autovectores asociados rq y v2 respectivamente, es decir,

Aví = AiVi, Av2 = A2W2-

En tal caso, existirán unos determinados Ui,a2 € R, tales que po = 
«íUi + a2v2. Por lo tanto, la solución del sistema (5.2), quedaría rees­
crita como la expresión

Pn = oqA^ + a2A2W2-

Al suponer ambos autovalores distintos, podemos considerar, sin pérdi­
da de generalidad, que |Ai/A2| > 1, y por lo tanto

Pn = ^
A2 

aiD + -^«2^2
A?

UiA”wi para n suficientemente grande.

Esto quiere decir que a la larga la distribución de vendedores en prácti­
cas y veteranos se estabiliza y es proporcional a iq. Cada grupo cam­
biará por un factor Ai cada año.
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5.6.1. Ejemplo numérico

Consideremos nuestro planteamiento de empresa con los valores

Pj,n — 6/Qpv,n—1

Pv,n f/2pyn—1 + ‘̂ /^Pv,n—1

Al plantear este sistema al ordenador, obtenemos 
> rsolvet {pj(n)=6/9*pv(n-l), 
> pv(n)=l/2*pj(n-l)+2/3*pv(n-l)},{pj(n),pv(n)});

3—1 1—1 1 1
{pjH = 7(^-)”pj(O)- —)npv(0) + -pj(0) + -pv(0),

PVW = -| (^)n pj(0) + 2 (^)n pv(0) + | pj(0) + | pv(0)} 
o ó 4 o o 4

Es fácil ver que, independientemente de los valores iniciales pj(0) y 
A,(0), la cantidad y tipo de empleados de nuestro sistema piramidal 
se estabilizará en

Pyn -> l/4pj(0) + l/2pv(0)
Pv,n -♦ 3/8pj(0)+ 3/4p„(0)

Por otro lado, si consideramos un nuevo sistema

Pj,n — 3 / 4pVfn—l

Pv,n — I / Apj,n—1 T l/2pv,n—1

Tenemos
> rsolve( {pj(n)=3/4*pv(n-l),
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> pv(n)=l/4*pj(n-l)+l/2*pv(n-l)},{pj(n),pv(n)}) ;

3 _ i 3—1 13 ,3 ,3ÍPjW = ¡ (T)”pj(O) - (T)”pv(O) + - (|)~ pj(O) + - (-)” pv(O), 

1—1 1—1 13 33
pv(n) = -- (—rPj(O) + - (—)"pv(O) + - (-)" pj(O) + - ^jnpv(O)}

Estudiando la trayectoria temporal de este problema podríamos 
concluir que, en un tiempo razonable, y si no mejora nuestra gestión 
de personal, nos quedaremos sin empleados ya que,

Pj,n 0 y pv,n -> 0.

5.7. Operaciones financieras de capitali­

zación compuesta y de descuento con 

tasa de interés constante

Se denomina Operación Financiera a todo intercambio de capitales 
que se realiza en distintos momentos de tiempo. En toda operación 
financiera se intercambian dos conjuntos de capitales denominados 
prestación y contraprestación. La prestación está formada por todos 
aquellos capitales que se compromete a entregar la parte que inicia la 
operación, el prestamista o acreedor. La contraprestación está forma­
da por los capitales que entregará la parte contraria, el prestatario o 
deudor.
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En toda operación financiera ha de verificarse la equivalencia entre 
los capitales que constituyen la prestación y los capitales de la con­
traprestación en base a un criterio financiero de valoración de dichos 
capitales.

De acuerdo con el criterio de valoración de los capitales, se distingue 
entre operación financiera de capitalización y operación financiera de 
descuento.

Operación financiera de capitalización

Se denomina así a toda operación financiera en la que se cambia 
un capital disponible, o con vencimiento en un determinado momento, 
por otro capital disponible en un momento de vencimiento posterior.

0 n
\---------------------- 1

c0 capitalización cn

El capital (Cn,n) es el capital equivalente a (Cq,0), y su cuantía, 
en unidades monetarias, es mayor que Cq :

Cn > Co, Cn = C0 + AC0.

El incremento que experimenta Cq al someterse a la operación de 
capitalización durante el intervalo (0, n) se denomina interés de la 
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operación y se denota por ACo- Al incremento experimentado por la 
unidad de capital en una unidad de tiempo se le denomina tasa o tanto 
de interés.

En las operaciones de duración superior al año, suele ser habitual 
que los intereses sean productivos, es decir, los intereses se acumulan 
al capital al final de cada periodo para producir nuevos intereses en el 
periodo siguiente.

Consideremos un capital financiero (Cq,0), colocado en una opera­
ción de n periodos consecutivos en la que el tanto unitario correspon­
diente a cada periodo es i.

Al finalizar el primer periodo, el capital equivalente se convierte en 
Co + íCq :

0 1
I---------------------- 1

Co CAPITALIZACIÓN Co + iC0

Como los intereses no se abonan al prestamista sino que se acumulan 
al capital, al final del segundo periodo tendremos:

0 1 2
I--------------------- 1------------ 1

Co C0(l + Ó2Co + íCq
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Continuando con esta operación en los periodos sucesivos, alcanzare­
mos al final (periodo n) el siguiente capital:

0 12 n।----------- 1----------- j--------------------------

Co-------- * Co + iC0 ----- C0(l + i)2----------------------- *Cn(l +

Los anteriores planteamientos económicos siguen una construcción 
recurrente, permitiendo esto la utilización de las ecuaciones en dife­
rencias: el capital obtenido al final del periodo t (Ct), corresponde a 
la suma del capital del periodo t — 1 y el interés que éste ha generado:

Ct = Ct-i + iCt-i = (1 + i)Ct-i.

Resolviendo la ecuación homogénea en diferencias de primer orden con 
coeficientes constantes, tenemos que

> rsolvef {C(t)=(l+i)*C(t-l),C(0)=C0},{C(t)});

{C(t) = 00(1 + ^}

o, equivalentemente,

C(t) = (1 + í^Cq, Fórmula de capitalización compuesta.

El coeficiente (1 + recibe el nombre de factor de capitalización y 
aparece tabulado en las tablas financieras.

Si queremos averiguar el interés devengado por el capital Cq en un 
tiempo n, sólo tenemos que realizar una sencilla operación:

I = Cn - Co = (1 + ^0 - Co = Co [(1 + i)n - 1].
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Las fórmulas anteriores presuponen que el interés se añade al ca­
pital al final de cada periodo (año), pero, frecuentemente, se acuerda 
que la capitalización se efectúe con una unidad de tiempo inferior al 
año (mes, trimestre, semestre, etc.). A esta opción se le conoce como 
capitalización fraccionada.

En general, si denotamos por m a la frecuencia de capitalización, es 
decir, el número de partes en que dividimos el año, podemos considerar 
una capitalización fraccionada de cada periodo m :

0 1/m 2/m 3/m 4/m nm/m।----- 1----- (----- (----- 1-----------------------
G) *" C^/^ Cz/m Gs/m*- C^lm *"

Ahora el capital obtenido seguiría la ecuación lineal en diferencias

g = (i+g = (i+imymc0

con im = (1 + iy/m — 1.

En el caso que el fraccionamiento de capitalización, m, tienda a 
infinito, se introduce el concepto de capitalización continua. En este 
caso (ver apéndice D para más detalles) se obtendría:

G = lím (1 + im)tmC0 = G lím t—»oo t—»oo
= G lím =t—^oo

donde p = In (1 + if
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Vista la anterior introducción, complicaremos un poco este tipo de 
operaciones, estudiando el efecto del interés compuesto en una cuenta 
bancaria con depósitos y reintegros.

Sea wt el saldo de una cuenta en el periodo t, sea ct la cantidad 
retirada para consumo e yt el depósito en el periodo t. Si la tasa de 
interés, r, permanece constante, la ecuación que rige la evolución del 
saldo es

wt = (1 + + (yt - ct\ (5.3)

Resolviendo esta ecuación en diferencias de primer orden con coefi­
cientes constantes, tenemos que

> rsolve( {w(t)=(l+r)*w(t-l)+(y(t)-c(t)),w(0)=w0},{w(t)});

(
t '

(-(1 + c(to))
¡0=1

(i \
(1 + í')^-y(^o) j

o=l /

o, equivalentemente,
t

w(t) = (1 + r^wo + ~ ci)
¿=i

(5.4)

La formula de wt dada en (5.4) puede interpretarse, en términos 
económicos como sigue: las disponibilidades actuales wt reflejan el in­
terés percibido por el depósito inicial wq, con los ajustes del interés 
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percibidos por los sucesivos depósitos y el perdido en los sucesivos re­
integros.

Operación financiera de descuento

Una operación financiera de descuento es aquella en la que se cambia 
un capital que vence en un momento futuro, por otro capital que vence 
en el presente.

0 n
I----------------------- 1

r DESCUENTO

Como consecuencia de adelantar la disponibilidad del capital Cn, 
éste experimenta una disminución o descuento, de la forma

Cn - D = Co.

La fórmula de descuento compuesto la obtendremos como la recíproca 
de la capitalización compuesta:

Co = (l + z)-íCí.

(1 + i)-t recibe el nombre de factor de descuento.

En general, el descuento sufrido en el periodo n es

D = Cn — Cq = C^fl — (1 + z)-"].
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Volviendo sobre nuestro ejemplo de la cuenta bancaria, si multi­
plicamos cada término de (5.4) por el factor de descuento, (1 + r)-í, 
tenemos

t
(1 + = w0 + 22(1 + - Ci).

í=i

Si t = 0 representa el día de hoy, (1 + r)-tw(í) es el valor actual 
descontado de los fondos en el instante t, es decir, el valor que tendría 
hoy el bien en el instante t. Esto es utilizado habitualmente para tener 
una visión relativa, respecto del día de hoy, de la cuantía de nuestro 
bien en un instante futuro.

5.7.1. Ejemplo numérico

Planteemos ahora un simple ejemplo numérico de esta aplicación. 
Vamos a suponer que conocemos los primeros movimientos de una 
cuenta corriente a tipo de interés del 5 % y con un capital inicial de 
500 euros. Por yt vamos a denotar a los ingresos en la cuenta en el mes 
t, y por ct las extracciones en el mismo instante.

Ingresos Extracciones

yi = ioo ci = 70
7/2 = 150 c2 = 40

7/3 = 50 c3 = 50
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Utilizando la fórmula (5.4), tenemos en el tercer mes un saldo de

w(3) = 500(1 + 0'05)3 + (100 - 70)(1 + 0'05)2

I------------ 1------------ k-
_ z^ ^2 z~<Oq “ Oí ► 02

+ (150 - 40)(l + 0'05) + (50 - 50) 

= 727'39

El valor descontado en el instante t = 0, de la cantidad w(3) es

(1 + 0'05)"3w(3) = 628'34.

Es decir, el valor en euros del momento ¿ = 0, de la cantidad del tercer 
mes es aproximadamente 628'34.

5.8. Operaciones financieras de capitali­

zación compuesta y de descuento con 

tasa de interés variable

Dada una cantidad inicial Co, y considerando un tipo de interés 
variable, ij, en cada periodo, tendremos:

0 1 2 n

Cn
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Por lo tanto, la operación de capitalización compuesta que resulta 
está regida por la ecuación en diferencias homogénea de primer orden:

Ct — (1 + it)Ct-i,

cuya solución es

(t \
n^+b) K- 
j=i /

En este caso el factor de capitalización tiene por expresión

Vamos a considerar ahora que la tasa de interés es variable sobre 
nuestra cuenta bancaria. La ecuación en diferencias correspondiente 
es similar a (5.3) salvo que el tipo de interés no es fijo

wt = (1 + rt)wt-x + (yt - ct).

Su resolución nos da
> rsolve({w(t)=(l+r(t))*w(t-l)+(y(t)-c(t)),w(0)=w0},{w(t)});

t-i
< w(t) = ( (1 + r(.nl + 1)))

_nl=O

y(n2 + 1) — c(n2 + 1)
-n2
n (i+r(-^+1))

-ni =0 /

y
+ w0 >

A
o, escrito de manera equivalente,

t

w0 +
k=l

(w - q). (5-5)
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Nósete que en la salida producida por el programa MapleV, -ni y 
„n2 representan dos parámetros propios utilizados en el producto en 
la suma.

De nuevo nos aparece el concepto de factor de descuento, Dt, dado, 
en este caso, por

Dt = —---- -------- ■ nL(i+^

Multiplicando cada término de (5.5) por Dt obtenemos el valor 
actual de nuestra cuenta bancaria

Dtwt = w0 + £2^ (Vk - ck)

= wQ + 52^1 Dk(yk - ck).

5.8.1. Ejemplo numérico

Vamos a plantear un pequeño ejemplo numérico de manera análoga 
al planteamiento que hicimos al considerar el interés constante. De 
nuevo, yt será el ingreso y ct las extracciones. El ingreso inicial es de 
1000 euros, y rt denota los distintos tipos de interés en cada periodo.

Interés Ingresos Extracciones
n = 0'12 yi = 250 ci = 300
r2 = 0'15 y2 = 600 c2 = 100
r3 = 0'10 ya = 800 C3 = 400
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Por (5.5), tenemos que el capital tras 3 periodos de tiempo es 

w(3) = 1000(1 + 0'12)(l + 0'15) (1 + 0'10)

+ (250 - 300)(l + 0'15)(l + 0'10)

+ (600 - 100) (1 + 0'10) + (800 - 400)

= 2303'55.

El valor actual de la cantidad anterior lo calculamos mediante el 
uso del factor de descuento

D3 =

obteniendo D3w(3)

1
(l + 0'12)(l + 0'15)(l + 0'10)’ 

1625'88 euros.

5.9. Rentas financieras

Cuando en lugar de tener un capital en un momento determina­
do, tenemos una sucesión de capitales disponibles en una sucesión de 
tiempos, decimos que tenemos una renta. Así, por ejemplo, si tenemos 
una cuenta corriente por la que percibimos trimestralmente unos inte­
reses, podemos decir, que con esos intereses disfrutamos de una renta 
financiera.

Por tanto, la existencia de renta exige:

■ La existencia de varios capitales.
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0 1
1-------------------- 1---------

2______ ¿______________ _n

C1 c2 -------------- - cn

Figura 5.11: Gráfico de una renta financiera

■ Que los vencimientos sean equidistantes, es decir, que los capi­
tales venzan cada año, cada mes... pero siempre con la misma 
periodicidad.

Gráficamente se puede representar una renta por el esquema tem­
poral de la figura 5.11.

En una renta financiera se distinguen los siguientes elementos:

■ Los capitales de la renta, Ci, C^,... ,Cn reciben el nombre de 
términos de la renta, siendo n el número de términos de la renta.

■ Al intervalo (0, n) se le denomina intervalo financiero de la renta.

■ Los subintervalos (0,1), (1, 2),..., (n — 1, n) reciben el nombre de 
periodos de la renta. Cuando el periodo de la renta es un año, la 
renta es anual y los términos reciben el nombre de anualidades, 
si el periodo de la renta es un mes la renta se llama mensual, 
y los términos reciben el nombre de mensualidades, y llamamos 
frecuencia al número de capitales disponibles dentro del año.
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Así se dirá que una renta es anual o de frecuencia uno, renta 
mensual o de frecuencia doce...

■ Al extremo inferior del primer subintervalo, en nuestro caso el 
cero, se le denomina origen de la renta.

■ El punto n, extremo superior del último subintervalo recibe el 
nombre de fin de una renta. En ocasiones se desconoce o no 
está definido el final de una renta.

■ El tiempo que media entre el origen y el final n — 0, se llama 
duración de la renta.

Las rentas financieras se pueden clasificar en función de las carac­
terísticas que presentan los distintos elementos que la forman. Así una 
renta será constante, si todos los términos que la componen son iguales 
y será variable, cuando las cuantías de sus términos no son iguales y en 
general, los términos varían en progresión aritmética o en progresión 
geométrica. Una renta puede ser anual, fraccionada o de periodicidad 
superior al año dependiendo de que sus capitales venzan cada año, 
renta anual, cada mes, cada trimestre... o en periodos superiores al 
año: bienios, trienios... Cuando los vencimientos de los términos tiene 
lugar al principio del periodo la renta se denomina prepagable, y si 
por el contrario, los capitales vencen al final del periodo, la renta es 
pospagable. Según el número de términos que tienen las rentas, éstas 
pueden ser temporales, cuando tienen un número de términos finito, 
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o perpetuas si es de infinitos términos. Cuando una renta se valoran 
en un punto comprendido entre el origen y el final, es decir dentro 
del intervalo (0, n) de la renta, se le conoce como renta inmediata, si 
la renta es valorada en un momento anterior al origen de la renta, se 
denomina diferida, llamándose diferimiento al periodo de tiempo que 
transcurre desde el momento de la valoración y el origen de la renta. 
Por último, cuando la renta se valora en algún momento posterior a 
su final se le conoce como renta anticipada.

Cuando tenemos una renta previamente definida, es decir, cono­
cemos los capitales de la renta y esta elegida una ley financiera de 
valoración de los capitales, denominamos valor capital o valor finan­
ciero de una renta en un determinado momento, al capital que en dicho 
momento resulta equivalente financieramente a todos los términos o 
capitales de la renta, es decir, a la suma de los valores que en aquel 
momento tienen los términos de la renta. Como valores financieros 
destacables de una renta se encuentran el valor actual y el valor final. 
El valor actual o inicial de una renta es el capital equivalente finan­
cieramente a todos los términos de la renta en el origen de la misma; 
y el valor final de la renta es el capital equivalente financieramente a 
todos los términos de la renta en el final de la misma. La valoración 
de las rentas en la práctica, se realiza con leye financieras compuestas.

Consideremos una renta financiera temporal de n términos anuales 
de cuantías Ci, C%, ■ ■ ■ ,Cn inmediata y postpagable como en la figura
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“----4----4.... ... v.
c, c2 c„

Cí(l + z) 1 ■*

C2(l + ¿)-2-----------------------------

c„(l + z)’^-------------------------------------------------------------------

Figura 5.12: Gráfico del valor actual de una renta financiera

5.11. El valor financiero de la renta en el origen, o valor actual de la 
renta, será el capital equivalente en el origen a todos los términos de la 
renta, esto es, la suma de los valores actuales de todos los capitales de 
la renta de la figura 5.12. El valor actual de la renta, que representamos 
por fio, es:

n

fio = C*i(l + z) 1 + C^fl + z) 2 + ■ • • + Cn(l + z) n — (7r(l + z) r
r=l

Para calcular el valor final trasladamos todos los términos de la renta 
al final del intervalo como se aprecia en la figura 5.13. Representando 
por Vn al valor final, éste es

n

fin = (71(l+z)” 1+(72(l+z)Ti 2 + - • - + (7n_/(l+z) + (7n = ^2 Cr(l+z)rí-r 
r=l

Una pregunta crucial y que permite el desarrollo de todos los con­
ceptos de la renta como una aplicación de las ecuaciones en diferen-
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O

C2
n-j

n-2

Figura 5.13: Gráfico del valor final de una renta financiera

cias es, ¿cuánto vale nuestra renta en el instante jl Para ello tenemos 
que plantearnos que nuestra renta en ese instante será el resultado de 
sumar el valor en ese instante, Cj, la actualización de los valores pos­
teriores respecto a ese periodo Yír=j+i ^(1 + 0J-r> Y Ia capitalización 
de los valores anteriores 52^=1 + 02 es decir,

n j-i

v¡ = Cj+ 12 +^j~r+12
r=j+l r=l

Por lo tanto, mediante unos sencillos cálculos, vemos que el comporta­
miento de este valor se rige por una ecuación en diferencias de orden 
uno

^■ = (1 + ^-1,

cuya solución es Vj = (1 + í^Vq. Este párrafo es la llave que nos 
permite interpretar en términos de ecuaciones en diferencias todos los 
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planteamientos de una renta, dotando a estos de una base matemática 
sólida.

Este sería el esquema y la operativa para calcular los valores de 
una renta en general, a continuación calcularemos los valores para los 
distintos tipo de renta que hemos destacado.

5.9.1. Rentas constantes

Vamos a comenzar considerando en primer lugar las rentas cuyos 
términos son todos de igual cuantía y de vencimiento anual, con du­
ración finita y el momento de su valoración coincide con el origen y 
final de la misma, es decir, las rentas constantes anuales temporales 
inmediatas y pospagables.

Así, si tenemos una renta de n términos, de cuantía constante e 
igual a la unidad, podemos representarla gráficamente de la forma 
siguiente:

0____ f____ 4........
1 1 1

El valor actual de esta renta es el capital equivalente financieramente 
a todos los términos de la renta, en el origen, momento 0, es decir, 
es la suma de los valores actuales de cada uno de sus términos. Para 



CAPÍTULO 5. APLICACIONES 86

obtener este valor actual, trasladamos todos los términos de la renta 
al momento cero, esto es, actualizamos todos los capitales que forman 
la renta al tanto de interés compuesto anual i. El planteamiento es 
análogo a la figura 5.12 considerando Cj = l,Vj = 1,... ,n. En este 
caso, al valor actual se denota por an-,¿, donde n indica en número 
de términos o la duración de la renta, e i el tanto de interés a que se 
valora la renta. Por lo tanto

dn-,i — (1 + i) 1 + (1 + ?) 2 + • • • + (1 + í) n.

Este sumatorio es la suma de los n términos de una progresión geomé­
trica decreciente de razón (1 + i)-1. De ello tenemos que

En general, si el término constante de la renta es de cuantía a, el 
valor actual será:

Vq — CWZn-1j.

El valor final de la renta, es el capital equivalente a todos los térmi­
nos de la renta en su momento final, es la suma de los montante de 
los términos de la renta en el momento n, y se obtiene capitalizamos 
en n todos los capitales que forman la renta y la suma de esos mon­
tantes será el valor final. El planteamiento es análogo a la figura 5.13 
considerando Q = 1, Vj = 1, • • • , n.
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En este caso, al valor final se denota por sn^i. Por lo tanto

sn^i — 1 + (1 + í) + (1 + í)“ + • • • + (1 + í)n \

progresión geométrica de razón (1 + z). Luego

Si la cuantía de los términos es a, el valor final será:

Un — n-í-

Trivialmente, la relación entre sn^i y an^ es

Sn-’i ^n-T 0 •

Nótese que los valores de sn^i y an^l están regidos por sendas ecuacio­
nes en diferencias finitas como vimos en la ecuación (5.6). El análisis 
de estas relaciones se la dejamos al lector como ejercicio.

Si ahora consideramos que los términos de la renta constante anual 
temporal inmediata vencen al principio de cada año, la renta es pre­
pagable y el esquema correspondiente será:

0---- i____i________
1 1 1

El valor actual se rige ahora por el gráfico:
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O 1 2 n — 1 n
I------------ 1------------ 1--------------- 1------- 1
111 1

(1 + z)-1 - --------

(l + ¿)"2 ------------------------------

(i + iy~n^---------------------------------------------------------

y se denota de manera diferente:

1 + (1 + z)-1 + (1 + z)“2 + ••• + (! + i)1-n

Si el término constante de la renta es de cuantía a, el valor actual será:

Vq — Qídn—1¿

En este caso, el valor final se calcula siguiendo el comportamiento 
de la gráfica

0 1 2 j ~ 1 ___________L n1 '

1
1______

1 1

► i i)

_______ - ¿1 _L jU"-1

_______ _ (l + z)n-2
_______ . (l + i)n-J'
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Al igual que ha pasado con el valor actual, el valor final se denota por 
(1 — 1

Sn-,i — (l + i) + (l + i)2 + ’ ' * + (1 + ?)” = ------- :-------(1+0 = (1 + 0sn-n•

Si la cuantía de los términos es a, el valor final será:

Un CXSn->i'

También los valores án^i y sn_,i verifican sendas ecuaciones sencillas en 
diferencias.

Ejemplo 5.9.1.1. El Sr. X debe pagar al Sr. Z 30000 u.m. al principio 
de cada año durante 10 años, y le propone sustituir dichos pagos por 
uno solo. ¿Cuánto deberá pagar hoy el Sr. X si el tanto de valoración es 
el 7% de interés compuesto anual? ¿Cuánto habrá de pagar si decide 
hacerlo en un solo pago pero dentro de 10 años? Mostremos el gráfico 
de este problema:

0123456 789 10
I---- 1---- I---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1---- 1----1

30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

Tenemos

Vo = 30000^7 = 30000 x 7'5152322 = 225456'96
Vio = 3OOOOs1o^7 = 30000 x 14'783599 = 443507'99

Si una renta se valora en un momento anterior a su origen, mo­
mento d, pasará de ser inmediata a convertirse en diferida. Por tanto, 
el valor actual de una renta diferida se obtendrá actualizando en d el 
valor actual de la inmediata. Así para la renta pospagable:



CAPÍTULOS. APLICACIONES 90

d 0 1 2  n
I------- 1-------- 1-------- 1---------------- 1

d/Vo------- Vq a a ----------------------  a

de donde el valor actual de la renta temporal diferida y pospagable 
d/Vo, será:

d/V0 = (1 + i)~daan^.

Ejemplo 5.9.1.2. Las condiciones de pago de la compra de un piso 
son las siguientes:

■ hay que pagar 650000 u.m. en el momento de formalizar el con­
trato.

■ 1000000 a la entrega de llaves que tendrá lugar 2 años después 
de la formalización de la compra.

■ 350000 u.m. anuales durante 10 años, venciendo el primer pago 
un año después de la entrega de llaves.

Si el tipo de interés para la valoración es el 9 %. Calcular el valor del 
piso en el momento de formalizar el contrato.

Valor = 650000 + 1000,000(1 + 0'09)-2
+ (1 + 0'09)-2 x 35OOOOaio^9
= 650000 + 841679'99 + 350000 x 0'8416799 x 6'4176576
= 3382244'7
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Y si el vencimiento de los términos de la renta es al comienzo del 
año, la renta diferida será prepagable por lo que el esquema de la renta 
es el siguiente:

d 0 1 2 _____________ n — 1 n
II II1 1 --

d/V0~------ Vo
II II

a a a

y su valor actual
d/V0 = (1 + i) daán^.

5.9.2. Rentas perpetuas

Son aquellas rentas de infinitos términos y por tanto de duración 
indefinida.

0 1
1------------ 1-----

2-------1------------------------

1 1 -------------------------------------

El valor actual lo representamos por el símbolo a^i y será el valor de
la renta temporal cuando n tiende a oo :

^oo-<i — lim an-ií hm
n—>oo n—>oo

Si los términos de la renta son de cuantía a, el valor actual de esta 
renta será: Vn = aU u 2
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En cuanto al valor final en este tipo de rentas no se puede calcular, 
puesto que no sabemos cuando será ese momento.

Si los términos de la renta unitaria vencen al principio de cada año,

0 1 2I------------ |------------ ।------------------------
1 1 1 -------------------------------------

el valor actual de esta renta será igual a:

.. .. v l-(l + z)“nZl A 1 + *
a^i = lim an^ = lim -------- : (1 + i) = ——. 

n—>oc n—>oo 2------------- Z

Si los términos de la renta son de cuantía a, el valor actual de esta 
renta será:

Ejemplo 5.9.2.1. Se va a fundar una institución benéfica que empe­
zará a funcionar dentro de 5 años. El señor Valcarcer desea hacer una 
donación anual de 1000000 u.m. a partir de que la institución empie­
ce a funcionar. ¿ Qué capital tendrá que invertir hoy en su banco para 
este fin? El banco le abona el 12% anual.

d¡V0 = «ÜilEÍ 
= 1000000<l±^ 

0'12 
= 4728557'1 u.m.
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5.9.3. Rentas variables

Rentas variables son aquellas rentas en las que los términos son 
diferentes. En general, se distinguen dos tipos de rentas variables: en 
progresión, aritmética y en progresión geométrica

Las rentas variables en progresión aritmética son aquellas en las que 
los términos de la renta varían año a año en una cantidad constante 
h.

El esquema de una renta temporal inmediata pospagable variable 
en progresión aritmética de primer término a, es el siguiente:

0 12 nI----------- 1------------------- (----------------------------------------

a a + h a + (n — l)ñ
a(l + i)-1 ------- 1

(a + h)(l + i)~2 ---------------------

(a + (n - l)ñ)(l + -------------------------------------------------

El valor actual será el valor de la renta en el momento cero, o sea, 
será la suma de todos los términos que componen la renta valorados 
en el momento cero,

K = an^(a + h/i) - nh^ + —. (5.7)

El valor de la renta en el instante j, Vj, se corresponde con la suma del 
valor en j, a + (j — l)ñ, la suma de las actualizaciones de los valores 
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posteriores, 52"=j+i(l + r(Q + (r ~ l)fi), Y Ia capitalización de los 
anteriores, ^=1(1 + iy~r(ct + (r — l)h), es decir,

Vj = (1 + ' r(a + (r - + (o + (j - l)/i),
r=l,r/j

ecuación análoga a (5.6), que nos dice que la renta se rige por la 
ecuación en diferencias

V) = (1 + i)!/-,.

Por lo tanto, el valor final lo podemos obtener como,

k = (i+trv0,

o escrito con notación más económica,

*n “b fi/í) 7 •

Ejemplo 5.9.3.1. Un préstamo de 1000000 u.m. se quiere amortizar 
durante 20 años a final de cada uno de ellos con una anualidad al 5 % 
de interés compuesto anual, siendo cada año 1000 u.m. mayor que el 
anterior. Determinar el valor de la primera anualidad.

Para ello usaremos la expresión (5.7),

1000000 = a„(Q + 1000/0'05) - 20 x 1000 + °'05)^°
0'05

=> a = 72339'624 u.m.
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Ejemplo 5.9.3.2. Nos prestan 3000000 u.m. que nos comprometemos 
a devolver en 10 pagos anuales y vencidos una vez pasados 3 años de 
efectuado el préstamo, de forma que cada uno sea superior al anterior 
en 1.500 u.m.. Calcular la cuantía de los pagos, (i — 10%.)

Aquí utilizaremos d/VQ = (1 + i) dVo, por lo tanto,

3000000 = (1 + 0' 1) ~3 a10^0' i (a +1500/0'1) 10 x 1500 x (1 + O'l)-10 
O7!

Despejando de esta expresión y realizando los cálculos de cada pago 
obtenemos:

a = 644254'47 a2 = 645754'17 a3 = 647254'17
a4 = 648754'17 a5 = 650254'17 a6 = 651754'17
a7 = 653254'17 a8 = 654754'17 a9 = 656254'17
a10 = 657754'17

Para la renta variable en progresión aritmética temporal inmediata 
y prepagable, el valor actual será:

0 1 2 j - 1 n
I------------ I------------ 1--------------- 1------- 1
a a + h a

(o + + z)-1*
(o + 2/i)(l + z) ■*
(a +jh)(l+iT J *-----------------

“I- 2/z CE jh
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luego
v í nh(l + iy-n
Vo = an^a + h z)----------- ;------- .

i
El valor final se obtendrá mediante la capitalización del inicial.

Las rentas variables en progresión geométrica son aquellas rentas 
en que cada término es igual al anterior multiplicado por una can­
tidad constante llamada razón. La razón suele venir dada mediante 
un crecimiento o disminución porcentual que siempre recaerá sobre el 
término anterior. Si designamos por a la cuantía del primer término y 
por q la razón de variación de cada término con respecto al anterior, 
el esquema de una renta temporal inmediata y pospagable variable en 
progresión geométrica, será el siguiente:

0____L____'........
a aq aqn~l

a(l + ¿)-1 -------

aq(l + i)-2 ■*--------------------------

a<7n-1(l + i)~n •*--------------------------------------------------------------

De nuevo,
V, = (1 + 2)^-1 => Vj = (1 + i)jV0.

En este caso, la fórmula del valor actual es, 
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y si la renta es prepagable tendremos

Vo = a (1 + i).

Como ya vimos en casos anteriores, si la renta es perpetua, hay que 
estudiar el límite para n tendiendo a infinito de Vq, es decir,

(i + í)-V-i hm a---------- ---------- — 
n—>oo q — O + i)

estudio que dejamos al lector. Como indicación, considérense los casos 
a partir de9=l+zyQ7¿l + í. ,

5.10. Operación financiera de amortiza­

ción

Las operaciones de amortización o préstamos son operaciones finan­
cieras en las que una persona llamada prestamista o acreedor, entrega 
a otra, prestatario o deudor, en un determinado momento un capi­
tal, y esta segunda persona se compromete a reembolsar o devolver el 
capital y a pagar los intereses correspondientes según las condiciones 
pactadas.

Las condiciones pactadas hacen referencia principalmente a la forma 
y plazo de devolución y al tipo de interés.
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La amortización está formada por una prestación única, (Cq, 0), 
que se denomina principal o nominal prestado, y una contrapresta­
ción por lo general múltiple. Los capitales de la contraprestación, 
(oq, 1), (a2, 2),..., (an, n), se destinan a pagar los intereses devenga­
dos por el capital prestado y devolver el capital prestado.

Como en toda operación financiera, los compromisos de las partes 
(prestación y contraprestación) deben ser financieramente equivalen­
tes, de acuerdo con un criterio financiero de valoración elegido.

El deudor paga periódicamente los intereses y procede también al re­
embolso periódico del principal. Estas cantidades globales pagadas en 
cada vencimiento se denominan términos amortizativos. Cada término 
comprende el interés o cuota de interés y la parte de capital que se 
reembolsa o cuota de amortización.

Al ser un reembolso periódico, la deuda va reduciéndose poco a 
poco, y podemos diferenciar un capital amortizado (ya pagado) y un 
capital pendiente de amortizar (que hay que pagar aún); el primero 
aumenta y el segundo disminuye con cada cuota de amortización.

El interés se calcula para cada periodo sobre el capital pendiente 
de amortizar.

El esquema de la amortización será el siguiente:
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0____________ •_____________4_________________________--

Cq «1 Q2 * Qn

Para el estudio de la amortización de un préstamo, se suelen utilizar 
distintos métodos. Los más destacadles son los siguientes:

■ Método francés o de amortización progresiva.

■ Método americano.

■ Método de cuotas de amortización constante.

5.10.1. Método francés

En este tipo de préstamo los términos amortizativos (a), y las anua­
lidades, si se pagan anualmente, son constantes y se abonan por ven­
cido.

La cuantía constante de los términos amortizativos ha de ser sufi­
ciente para abonar los intereses del capital pendiente en cada periodo 
y para amortizar una parte de la deuda, de tal forma que al final del 
plazo que se señale en el contrato, n, quede cancelado el préstamo.

El método francés también es conocido como progresivo porque a 
medida que transcurre el tiempo, las cuotas destinadas a la amortiza­



CAPÍTULO 5. APLICACIONES 100

ción del capital van siendo mayores. Lógicamente, las cuotas de interés 
van disminuyendo ya que la anualidad (suma de ambas) es constante.

Económicamente, las magnitudes o elementos que intervienen en 
un préstamo son:

- Capital prestado, principal o nominal del préstamo, Cq. Importe 
del capital que entrega el prestamista, que es igual al capital que 
entrega el prestatario.

- Capital pendiente de amortizar, Ck- Es la parte del capital que 
queda pendiente de amortizar tras pagar el término amortiza- 
tivo del año k. Este valor se rige por una ecuación lineal no 
homogénea de coeficientes constantes y en diferencias

Ck = (1 + i)Ck-i — a,

cuya solución es
1 _ (1 _L

Ck = (1 + rfíCo — a/i) + ct/i = (1 + Í^Cq + a-------7------ .

El capital pendiente se expresa pues como

Ck = (1 + i)kCo — ask^,.

Despejando a obtenemos el término amortizativo.

- Cuota de interés, Ik. El interés que hay que pagar cada año se 
obtiene como resultado de aplicar el tanto unitario de interés, i, 
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al capital que queda pendiente por amortizar del año anterior, 

CU:
Ik — iCk-i-

El interés del primer año será L = iC0.

- Cuota de amortización, Ak. Es la parte del principal que se amor­
tiza en el año A; o la parte de la anualidad que se destina a la 
amortización del principal

Ak = a — Ik.

Esta cantidad también se corresponde con la diferencia, entre los 
capitales pendientes de dos periodos consecutivos:

Ak = Ck_\ — Ck.

Al permanecer constantes las anualidades, tenemos que a = 
Ik-i + Ak_x = Ik + Ak. Si sustituimos la cuota de interés por 
su valor en función del capital tenemos:

0 = Ik-i + Ak~i — Ik — Ak = iCk-2 + Ak_\ — iCk-i — Ak

= i(Ck-2 — Ck-i) + Ak~i — Ak

= iAk_-[ + Ak~i — Ak

Este resultado nos muestra que la cuota de amortización se rige 
por una ecuación lineal y homogénea en diferencias de primer 
orden,

Ak — (1 + Í)Ak_\,
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cuya solución es
Ak = (1 + i)k xAi.

Es fácil apreciar que la cuota de amortización sigue una progre­
sión geométrica de razón (1 + z).

- Total amortizado, Tk. El total amortizado o capital amortiza­
do hasta la k—ésima amortización, es la suma de las cuotas de 
amortización pagadas hasta el momento k,

k
Tk = Ai + A2 + ■ ■ • + Ak — 5 Aj, 

j=i

o equivalentemente,

k—i

Tk = Ai + (l+í)Ai + - ■ ■ + (1+í)fc 1 A] = Ai y ^(l+z)J = AiSk^i- 
j=o

Con esto, tenemos que el capital pendiente de amortizar es

fc—i

Ck = Co - Tk = Co - Ai J2(l + iy = Co - A^.
j=0

Apliquemos todos estos conceptos a un ejemplo concreto. Conside­
remos que una familia recibe un préstamo hipotecario B en el instante 
0 (capital principal). Supongamos que la tasa de interés fijada, i, per­
manece constante por periodo y que todos los vencimientos son iguales 
y de una cuantía a hasta la cancelación de la hipoteca en n periodos. El 
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capital pendiente de amortizar, Ck en el periodo k, verifica la ecuación 
en diferencias

Ck = (1 + i^Ck-i — a,
con Co = B y Cn = 0.

La ecuación anterior es una ecuación en diferencias de primer orden 
y con coeficientes constantes por cuya resolución obtenemos

Ck = (1 + i)k (B — a/i) + a/i.

Como Cn = 0, despejando Co tenemos B = Cq = a^2£=1(l + i)~k- 
Con ello podemos afirmar que el préstamo original es igual al valor 
actual descontado de n plazos iguales a a comenzando en el periodo 
1.

Despejando ahora a tenemos que 

oí = iB +
(1 +i) niB 

1 - (1 + i)-n (5-8)

y por lo tanto, la amortización en cada periodo es ligeramente superior 
al interés iB.

Despejando en las ecuaciones anteriores, podemos dar otra expre­
sión del capital pendiente

Así, en el periodo k, el interés del capital pendiente en el periodo k — 1 
es

zC/fc-! = Ct (1 - (1 + ,
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y la amortización del principal que se realiza en el periodo k es

a-iC^ = a(l + i)k-1-n

cantidad que comienza siendo muy pequeña y que después crece ex­
ponencialmente en 1 + i.

En el primer vencimiento de la hipoteca, se amortiza sólo a(l + i)~n 
del principal, el resto es interés.

Ejemplo numérico

Queremos adquirir un bien inmueble valorado en 150000 euros. Co­
mo la mayoría de los españoles no disponemos de esa cantidad en 
metálico, tenemos que recurrir a un préstamo hipotecario si queremos 
comprar el bien. Supongamos que tenemos que pedir un préstamo 
hipotecario de 120000 euros. Vamos a suponer también que hemos en­
contrado una ganga bancaria que nos ofrece una hipoteca al 5 % de 
interés fijo.

La ecuación en diferencias que regiría nuestra hipoteca, y por tanto 
nuestra vida en los próximos años, es

bt+i = (1 + 0'05)6¿ - z, 

con solución
> rsolve({b(t)=(l+0.05)*b(t-l)-z, b(0)=120000},{b(t)});
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21 21
{b(í) = 120000 (-)¿ - 20 + 20 z}

Si queremos que nuestra deuda dure, por ejemplo, 20 años, tenemos 
que pagar cuotas de (ver (5.8))

z = 0'05 • 120000 +
(l + 0'05)-2°0'05- 120000

1 - (1 + O'O5)-20
9629'11.

Mensualmente serían aproximadamente 802'42 euros.

Es de destacar que del pago del primer año, sólo 

9629'11 • (1 + O'O5)“20 = 3629'11 

son pago del principal, y el resto, 6000 euros, son intereses.

5.10.2. Método americano

Este método se caracteriza porque el prestatario se compromete a 
pagar periódicamente sólo los intereses del capital prestado, Cq. y a de­
volver éste íntegramente al final del plazo estipulado. Las magnitudes 
de este préstamo son:

- Términos amortizad vos:

«i = a? = • • • — a:n-1 = íCq, an = iC0 + Cq.

- Cuota de interés:

lo — -^2 — ‘ ’ — In — ÍCq.
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- Cuota de amortización:

Ai = A2 = • • ■ = An_i = 0, An = Cq.

- Capital pendiente de amortización:

C1 = C2 = --- = Cn^^ Co, Cn = 0.

- Total amortizado:

Ti = T2 = ■ ■ • = Tn-\ = 0, Tn = Cq.

Para poder disponer en su día del principal, Co, el prestatario pue­
de destinar periódicamente a un fondo de reconstrucción la cantidad 
constante necesaria para que al final de los n periodos, el importe de 
ese fondo sea igual al principal.

Por lo tanto, el principal Cq se reconstruye mediante una nueva 
operación, independiente de la primera, que se caracteriza por ser una 
operación financiera con prestación múltiple y una sola contrapresta­
ción. El acreedor del fondo es el deudor de la primera operación y el 
deudor es usual que sea un nuevo ente. Además las condiciones pac­
tadas en cuanto a tipo de interés no tienen porqué coincidir con la 
operación de préstamo.

Para el fondo, denotaremos por:

- (3 al término impositivo o cantidad constante que reconstruye el 
capital Cq (cuota de reconstrucción).
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- Fk al capital reconstruido (o saldo del fondo) hasta el momento 
k.

- j al tipo de interés concertado.

- C'k al capital pendiente de reconstrucción.

Esta nueva operación financiera vuelve a representar un comporta­
miento matemático regido por una ecuación en.diferencias.

Dado que al final de nuestros ingresos en el fondo tenemos que 
cubrir el principal del préstamo, 

n-1 1 _ ¿1 i ñ\n
C0 = Fn = (3^(1+j) = (3----- (5.9)

i=o

Para conocer el valor del término impositivo necesario para cubrir 
nuestro préstamo, tenemos que despejarlo de la ecuación (5.9), (3 = 
Cq/sn^j. El saldo del fondo en el instante k será

7^ o CoFk — — ^0 •
Sn—ij ^n-ij

Al coincidir la misma persona en las dos operaciones, préstamo y 
fondo, el desembolso total que periódicamente tendrá que realizar será:

a' = íCq + (3,

y el capital pendiente de reconstruir

C'k — Cq — Fq — Cq ~ ^Sk-nj-
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Ejemplo numérico

Una empresa solicita un préstamo de 10000 euros que se va a amor­
tizar en 5 años por el sistema americano, cada año se pagarán los 
intereses generados y al final del quito año se devolverá el importe del 
préstamo. El banco aplica un tipo de interés anual del préstamo del 
8% y para constituir los 10000 euros le ofrece la posibilidad de reali­
zar aportaciones anuales a un fondo de reconstrucción que remunera 
al 5 % anual.

El importe de los intereses que pagará la empresa al final de cada 
uno de los 5 años será de E = Coi, es decir, de 10000 • 0'08 = 800.

En el fondo la empresa ingresará cada año: /3 = = 1809'75.
0^05

El desembolso que cada año realiza la empresa es por tanto, de un 
importe igual a: 800 + 1809'75 = 2609'75 euros.

El saldo que presenta el fondo al final de cada año es Fk = /3sk-,j, 
donde

Fi = 1809'75 = 1809'75x 0 05

F, = 1809'75 (1+00',°055)2~1 = 3709'99

F3 = 1809'75 = 5705'24
F4 = 1809'75 = 7800'25
F5 = 1809'75 = 10000

El capital pendiente de reconstruir cada año será igual a Ck =



CAPÍTULO 5. APLICACIONES 109

co - Fk :
c. = 10000 - 1809'75 = 8190'25
c2 = 10000 - 3709'99 = 6290'01
c. = 10000 - 5705'24 = 4294'76
c, = 10000 - 7800'25 = 2199'75
C. = 0

5.10.3. Método de cuotas de amortización cons-

tantes

Mediante este método tratamos de amortizar un préstamo de cuan­
tía Cq a un tipo de interés i, con n pagos, siendo el importe del capital 
amortizado igual en cada periodo, es decir, las cuotas de amortización 
son todas de la misma cuantía: Ai — A2 — • • • = An = A. Como hemos 
dicho, las cuotas de amortización son todas de la misma cuantía, no 
así la cantidad que devolvemos al prestamista en cada periodo (a^) 
que incluirá el pago de intereses.

Como la suma de todas las amortizaciones pagadas hasta el instante 
n tienen que sumar el principal, tenemos que nA = Co, y por lo tanto 
el importe de cada una de ellas es

A = C0/n.

El capital pendiente de amortizar se rige por una muy simple ecua­
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ción en diferencias

Ck — Ck-x — Co/n,

cuya solución es Ck = (1 — k/n)Co. La cuota de interés es

Ik = iC^ = i(l - (k - l)/n)C0. (5.10)

Los términos amortizativos verifican en este caso una relación en 
diferencias:

ak = h + Ak = ak-\ — iCo/n, 

cuya solución es

(k - l)iC0
ak - «i----------------n

= (i + l/n)C0 - ~ 1)?C° = (1 + f(l + n - fe)) —
n n

Es fácil apreciar que los término amortizativos varían en progresión 
aritmética de razón —iCo/n.

Ejemplo numérico

Un banco ofrece a determinada persona un préstamo de 5000 euros 
a un tipo de interés de 10% anual, para que lo vaya amortizando 
anualmente en 5 años mediante cuotas de amortización constantes y 
al final del año.

La cuota de amortización del préstamo será = 1000.
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Esta cuota de amortización forma parte, junto con los intereses 
devengados en cada periodo, del término amortizativo o anualidad del 
préstamo = A + Ck-ii donde:

«i = A + Coi- = 1500
q2 = «i — iCo/n = 1400
«3 = a2 —iCo/n = 1300
«4 = a3 — iCo/n — 1200
a5 = a4 — iCo/n = 1100

y el importe del principal al final de cada año será Ck — Cq — kA = 
Co — kCo/n, donde:

Co = 5000
C1 = 5000 - 5000/5 = 4000
C2 = 5000 - 2^ = 3000

= 5000 - 3^2 = 2000° 5
Ci = 5000 -4^ = 1000
C. = 0

Los intereses que se pagan cada uno de estos 5 años están regidos 
por la expresión Ik = Ck-ii :

L = 5000-0'10 = 500
I2 = 4000-0'10 = 400
/3 = 3000-0'10 = 300
d4 = 2000-0'10 = 200
E = 1000-0'10 = 100





Capítulo 6

Problemas Propuestos

En este capítulo planteamos una serie de problemas resolubles me­
diante las técnicas que se exponen en el libro. Para evitar el cálculo ma­
nual engorroso se aconseja al lector el uso de un programa informático 
como, por ejemplo, MapleV.

Ejercicio 6.1.- Demostrar con detalle la proposición 2.2.2.

Ejercicio 6.2.- Demostrar la veracidad de la ecuación (2.5).

Ejercicio 6.3.- Resolver las ecuaciones:

1- ^+5 - 2/^+4 - 17^+3 + 537/Z+2 - 56^+1 + 20^ = 0, con y(ty =
1,3/(1) = 2, 2/(2) = 3, 2/(3) = 4 e 2/(4) = 5.

2- yx+3 yx+i — 0.
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3- yx+5 ~ 25^+4 + 331^+3 - 1855^+2 + 5096^+1 - 5488^ = 0.

4. ^+3+41/^2+57/i+1+2^ = 7, con y(0) = 2, y(l) = 3, e 1/(2) = 4.

5. yx+3 - 5yx+2 + 8^+1 - 4yx = 2® + 4 • 3X.

6- y%+2 Vx — 7.

Ejercicio 6.4.- Resolver los sistemas en diferencias:

1. <
yix+i — 

k 1/2 z+1 =

3i/i x 4" 2t/2x

~4t/i x + 3?/2x

1/1 x+1 — —3t/i x + y3x + 1
2. J/2x+l — ~3t/2x + 1

?/3x-|-l = i/ix ~ 3y3x + i

257/1^+1 — 72y4x 12t/2x 161/3^ S?/4x

3. < 251/2 x+i = 46t/i x + 341/2 x - 381/3 x + 56t/4 x
257/3a:+1 = 74yix — 47/23; ~ 221/33; + 39y4x

k 251/4x4-1 = 62/13; + 241/23; - 18t/3x + 9ly4x

iiyix+i = -(5tt + 32)i/i x + (2% + 4)y2x + (4tt + 8)7/33;
4. 111/2 x+l = -(10% + 20)7/13; + (4% - 14)y2x + (8% + 16)7/33;

111/3x4-1 = -(15% + 30)1/13; + (6% + 12)y2x + (12% + 2)7/33;
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Ejercicio 6.5.- Dadas las ecuaciones en diferencias correspondientes 
a un modelo de la telaraña,

/ Dt = 20 — 4Pt
\ St = 8+ (1/8)^

Averiguar:

1. Si partiendo de un precio cualquiera en el período 0, eventual­
mente se alcanzará -o no- el precio de equilibrio.

2. Si el punto de equilibrio del mercado es el de máximo gasto por 
parte de los demandantes.

Ejercicio 6.6.- Si las funciones de demanda y oferta en un mercado 
competitivo son, respectivamente:

í A = 10 — 3Pt

( St = 5 + Pt-i

Calcular el precio que se verificará en el período 8 y el precio de 
equilibrio si se parte de una situación en que el precio en t = 0 es 1 
debido a un defecto temporáneo en la oferta.

Ejercicio 6.7.- En un mercado competitivo de ecuaciones Dt = 100 — 
3Pt y St = 20 + Q,5Pt-i, establecer la estabilidad del equilibrio.

Ejercicio 6.8.- Si colocamos 1000 euros a una tasa de interés mensual 
del 3 % ¿qué capital tendremos dentro de dos meses?
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Ejercicio 6.9.- ¿Qué capital tengo que depositar hoy en la Caixa 
para recibir dentro de seis meses 2200 euros si la entidad me ofrece un 
interés del 2 % mensual?

Ejercicio 6.10.- ¿Qué capital tendré dentro de cuatro años si deposito 
300 euros al final de cada año en una entidad que ofrece el 5 % anual 
compuesto?

Ejercicio 6.11.- ¿Cuánto debo ahorrar durante 10 meses para tener 
1500 euros al final de los mismo, si me ofrecen un interés del 0,5% 
compuesto mensual?

Ejercicio 6.12.- Una persona tiene un capital de 30000 euros y le 
ofrecen la posibilidad de cambiárselo por una renta semestral que per­
cibiría durante tres años. Si el tipo de interés que le han ofrecido es el 
2,5% semestral compuesto, calcular el importe de la renta semestral.

Ejercicio 6.13.- Si por la compra de una maquinaria hay que pa­
gar todos los meses 150 euros durante dos años, calcular el precio de 
contado de la maquinaria si suponemos un tipo de interés mensual 
compuesto del 0,325 %.

Ejercicio 6.14.- La empresa Rovican S.A. ha concertado un préstamo 
a un tipo de interés del 6,75% anual para ser amortizado por una de 
las dos opciones siguientes:

■ mediante una anualidad constante de 1750 euros durante 4 años.
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■ entregando p euros dentro de un año y otros p dentro de dos 
años.

Calcular la cuantía de p para que las dos formas sean equivalentes.

Ejercicio 6.15.- Una entidad financiera concede un préstamo de 6000 
euros, por un plazo de 5 años, amortizable mediante pagos anuales 
constantes y con un tipo de interés anual del 12 %. Calcular:

1. Anualidad constante que amortiza el préstamo.

2. Importe que corresponde a la amortización de capital y a los 
intereses.

3. Evolución del capital pendiente y del capital amortizado

Ejercicio 6.16.- El Banco Pastor concede un préstamo de 20000 euros 
para su amortización por el método americano en 5 años a un tipo de 
interés del 6% anual. El deudor concierta por otra parte un fondo 
de reconstrucción por la misma duración, a un tipo de interés del 
4%, comprometiéndose a depositar al final de cada año la cantidad 
constante necesaria para formar el principal percibido en préstamo. 
Estudiar la evolución de las dos operaciones.

Ejercicio 6.17.- Calcular la cuantía de un préstamo concedido hace 
cinco años al 7% anual para ser amortizado mediante 8 cuotas de 
amortización anuales constantes, si en estos momentos, y acabada de 
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cobrar la tercera anualidad el capital pendiente de amortizar, es de 
4695’4 euros.



Apéndice A

Potencias de una Matriz

En este apéndice vamos a estudiar dos métodos clásicos para cal­
cular la potencia n—ésima de un matriz real, cálculo necesario para 
resolver un sistema de ecuaciones lineales en diferencias.

A.l. Diagonalización de una matriz

Dada una matriz real A e Atfc(R), llamaremos autovalor de A a 
cualquier número A (real o complejo), tal que Av = Xv, para algún v 
vector no nulo. Esta definición puede ser escrita de manera equivalente 
como

(A - XI)v = 0,
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donde I es la matriz identidad de orden k. La anterior ecuación tiene 
solución no nula si y sólo si det(A — XI} = 0. Esta última condición 
nos permite definir el concepto de polinomio característico asociado a 
una matriz.

Definición A. 1.1. Llamaremos polinomio característico asociado a 
la matriz A al polinomio

p(A) = det(A — XI).

Lema A.1.2. Ai es un autovalor de A si y sólo si p(Aj = 0.

Demostración.- Trivial. □

Es bien conocido (teorema de Cayley-Hamilton) que toda matriz 
anula su polinomio característico.

Denotaremos por

p(X) = A^ + GiA^ 1 + • • ■ + Ufc

al polinomio característico asociado a la matriz A (que consideraremos 
mónico).

Dado el autovalor Ai, llamaremos autovector asociado a Ai a cual­
quier vector que verifique Av = Axv. Al espacio vectorial formado por 
todos los autovectores asociados a Ai, lo denotaremos por V(Ai).
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Diremos que A es diagonalizable sobre los números reales si existe 
una matriz real y diagonal, D, y otra inversible, P, tal que

A = PDP-1.

La relación entre los conceptos de autovalor y autovector, y la diago- 
nalización de A se recoge en el siguiente teorema.

Teorema A.1.3. A es diagonalizable sobre los números reales si y 
sólo si se verifican:

■ todos los autovalores son reales;

■ la multiplicidad, mi, de cada autovalor, A¿, como raíz de p(A), 
coincide con la dimensión de V(A¿), para todos los autovalores 
(supongamos que hay t distintos). Además, k = mi + • • • + mt.

Si consideramos la matriz diagonal,
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donde cada autovalor aparece tantas veces en la diagonal como multi­
plicidad tiene, y la matriz 

P =

con {wj,..., base de tenemos que

A = PDP~\

El uso de la diagonalización para el cálculo de la potencia n—ésima 
de una matriz la recogemos en las siguientes igualdades:

A2 = (PDP-1)2 = PDP^PDP-1 = PD2P-1

A3 = (PDP-1)3 = PD^-'PDP-1 = PD3P~1

Ax = (PER-1)* = PD^P^PDP-1 = PDXP~1

La ventaja estriba en que elevar a una potencia una matriz diagonal 
es sumamente sencillo:
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Ejemplo A.1.4. Sea la matriz

/ 2 1 1 >

A = 121 ,

V 1 2/
resolviendo su polinomio característico obtenemos sus autovalores:

p(A) = A3 - 6 A2 + 9 A - 4 = 0 => Ai = 4, A2 = A3 = 1.

Para calcular el espacio vectorial V(Ai), resolvemos el sistema de ecua­
ciones dado por

V(4) = {v\(A-M)v = 0}

=<(1,1,1)>.

Análogamente

E(l)=< (—1,0,1), (—1,1,0) > .
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1 -1

1

1

1/3

-1/3

-1/3

1/3

-i

-1/3

2/3

2/3

-1/3/

O

1

1

1/3 \

A.2. Algoritmo de Putzer

Continuando con las notaciones de la anterior sección, vamos a dar 
un método para calcular la potencia n—ésima de A basado en encon­
trar una escritura del tipo

k

A’ = (A^)
1=1

donde M(j) = (A-Xj^M^j-1) con M(0) = I, y son funciones 
escalares.
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Un primer hecho que nos permitirá afirmar la igualdad (A.l) se 
deduce de que M(x) = 0, Vz > k, ya que

k

mw==°-
i=i

Probemos (A.l) por inducción sobre x.

Si consideramos n = 0, trivialmente ■

A° = I = + /z2(0)M(1) + • • • + ^M(k - 1), 

con ¿¿i(0) - 1 y //2(0) = • • • = /zfc(0) = 0.

Supuesto cierto el resultado para x, probémoslo para x + 1 :

Ax+1 = AAX = A
■ k

- 1)
.1=1

k
= '^Hj(x)AM(j - 1) 

l=i
k= 22 +

1=1
k—1 k

j=i l=i
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k k

= - 1) + 22 ~ !)
1=2 1=1

k

= + 22 Oi-i(z) + XjUÉxÉ ~ 1)
1=2

Tomando

m(x+ 1) =

Pj(x + 1) = + Xj^x), Vj = 2,..., k,

Mi(0) = 1,

M0) = • • • = /z¿(0) = 0

queda probado (A.l).

Para explicitar los coeficientes Hj{x\ sólo tenemos que calcularlos 
de forma recurrente obteniendo:

x—1
MiW = Ai, ^(x) = 22 AJ-1-1^-^/), ^3 = 2, • • •, k. (A.2)

í=0

Ejemplo A.2.1. Consideremos la matriz

< 1 2 -1

A= 0 1 0

\ 4 —4 5 /

Los autovalores de esta matriz son Ai = 1, y A2 = A3 = 3.
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Hemos visto antes que es posible escribir

3

- 1).
J=i

Calculemos ahora cada uno de los elementos necesarios.

Por definición M(0) = I,

M(l) = (A- AJ) = 0 0 0

\ 4 -4 4 /

/ —4 0 —2 \

M(2) = (A - A37)M(l)M(0) = 0 0 0

\ 8 0 4 /

Los coeficientes pfixfi los obtenemos mediante la recurrencia (A.2), 
con lo que podemos explicitarlos como :

pfix) = Ai = 1

3* - 1
2

i=l

X

2x3^] - 3® + 1
4
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Tenemos pues que

Ax

/ 1

O

\O

o o \ /o

O 1/ \4

2 -1

0 0 +

—4 4/

O
O

/ -4

O
\ 8 O

-2

O

4 /

/ —2z3x-1 + 3X 31 - 1 -zS*"1 \

O 1 O

\ 4Z3*-1 -2 3* 2 Z3*-1 + 3* /



Apéndice B

Demostración de 2.3.3 y
2.3.4

Vamos a introducir dos operadores lineales que nos ayudarán a 
realizar las demostraciones que buscamos.

Definición B.0.2. Denotaremos por △, al operador que actúa de la 
siguiente manera

= yx+i - Vx

y por E, al que actúa

Eyx — yx+i-
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Si denotamos por I al operador identidad, i.e. Iyx = yx, tenemos 
que A = E — I. Trivialmente tenemos también que Ekyx = yx+k-

Es fácil ver que dado un polinomio

p(A) = aoXk + • • • + ak,

se tiene que

Ap(A) = aofcAfe_1 + términos de grado < k — 1
A2p(A) = aok(k — l)Afc~2 + términos de grado < k — 2

Nkp(X) = aokl
Nk+lp(X) = 0, Vi > 1.

Consideremos ahora un polinomio en el operador E de orden k,

q^E) = b0Ek + b^-1 + • • • + bkI.

Lema B.0.3. Dado el polinomio q(E), a una constante y g(x) una 
función discreta, se tiene

q(E)(axg(x)) = axq(aE)(g(xf).
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Demostración.- Nótese que El(axg(x)) = ax+lg(x + i), y por lo tanto, 

{b0Ek 4--- 1- bkI)(axg(x^ = b0Ek(axg^ 4 k bkI{axg(x^ 

= boax+kg(x + k) + ■ ■ ■ + bkaxg(x') 

= ax (boakg(x + -------P bkg(x))

= ax(boakEk^(xÉ^^ 

= axq(aE)(g(xy)

□

Tomemos la ecuación lineal y homogénea en diferencias con coefi­
cientes constantes

Ux+n + ^iyx+n—i + ■ ■ ■ 4- anyn — 0, (B.l)

con an 0, y A, una raíz de su polinomio característico con multipli­
cidad Vi = 0,..., t.

La relación existente entre la ecuación en diferencias (B.l) y el 
operador E es:

y%+n + Q’i.yx+n—i T ■ ■ ■ 4- cinyn — (E T a^E 4- ■ ■ • T anI^yx 

= ^E-\oir^--{E-xtirtyx

Demostración de la Proposición 2.3.3

Probemos en primer lugar el primer apartado de la proposición. Sea 
xsXx con 0 < s < mi. Vamos a ver que xsXx es una solución‘de (B.l). 

bótese que n = mo + mi 4- • • • + mt y Xi A 0, Vi = 0,..., t.
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Para comenzar tenemos que

(E - XJ^x^^ = X^XiE - X^x3

= 0

Por lo tanto, Vi = 0,..., t,

(x + n)sXx+n + + n - 4-------F anxsXx
ii

(E - X0Ejm° ■■■(E- Xtiyn^X?
II

0.

Lo que prueba el primer apartado.

El segundo apartado es aún más sencillo de probar ya que si A = 
r(cos a+i sin a), es una raíz del polinomio característico de la ecuación 
(B.l) con multiplicidad m, su conjugado, A, también es una raíz.

Dadas las soluciones xsXx y xsXx, también son soluciones las com­
binaciones lineales:

xsXx + xsXx . xsXx - xsXx
x r cos(ax) —----- —------  y x r sm(cuc) =--------------

con 0 < s < m.

Demostración del Teorema 2.3.4



APÉNDICE B. DEMOSTRACIONES 133

Si consideramos una combinación lineal igualada a cero de las so­
luciones de (B.l), tenemos que

„0\x । —। । „mn—l_0 . „,t \x . । „mt—l„,t _  nao^o + oi^A0 H Vx Qmo-Mo^ fatmt 3 amt-iN — T

o, equivalentemente,

Po^Ag + • • • + P(z)A* = 0,

con P^x) polinomio en x.

Como Aq, • • • , A* son linealmente independientes, Pq(x) = ••• = 
Pt(x) = 0, lo que implica que los coeficientes de cada Pi(x\ i.e. 
Qq, ..., i, son nulos por ser linealmente independientes los mo­
nomios 1, x,...,

Por lo tanto,

W.zA;,.. .,£”•»-% .... A^Af,... .^'-‘A’} (B.2)

es un conjunto de n soluciones linealmente independientes de la ecua­
ción en diferencias (B.l). El teorema 2.2.5 nos indica que es una base 
de las soluciones.

Si una raíz A, es compleja, también será raíz su conjugada, la cual 
vamos a suponer que es A¿/. Si sustituimos en (B.2) la solución xsX^, 
por la solución xsr¿ cos(cqx), y xsX^,, por xsr¿, sin(ai,x), para 0 < s < 
mi — 1, seguimos teniendo un conjunto de n soluciones independientes 
de (B.l).





Apéndice C

Otra demostración del
Teorema 2.2.5

C.l. Aplicaciones lineales

En este apéndice vamos a dar una demostración alternativa del 
teorema 2.2.5 utilizando para ello las aplicaciones lineales. Dados dos 
espacios vectoriales sobre un cuerpo k, V y W. llamaremos aplicación 
lineal de V en W y lo denotaremos por

a cualquier aplicación f de V en W tal que verifique:
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■ /(u) g IV, Vu g V.

■ f(u + u) = f(u) + /(v), Vu, v EV.

- f(Xu) = Xf^u), Vu G V, VA G k.

A f(u) G W lo llamaremos imagen de u G V.

La principal característica de una aplicación lineal es que respeta 
las propiedades de los espacios vectoriales.

Lema C.l.l. Dada una aplicación lineal f : V —> W, se tiene que:

■ Si S es un subespacio vectorial de V, entonces f(S) es un subes­
pacio vectorial de W.

■ Es más, si es un sistema de generadores de S, en­
tonces {/(sj,..., es un sistema de generadores de f^S).

Para dar una aplicación lineal es suficiente con conocer las imágenes 
de los elementos de una base de V, 13 = {ui,...,un}. Si queremos 
obtener la imagen de u G V, utilizaremos el siguiente proceso:

1. Obtener u = AjUi H------ 1- Xnun. Esto es posible porque 13 es una 
base de V.

2- /(u) — f(XiUi + • • • + XnUn) — Xyf^uó + • • • + Xnf(un).
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Un tipo de aplicaciones lineales muy importantes dentro del álgebra 
lineal son los isomorfismos.

Definición C.1.2. Diremos que una aplicación lineal, f : V W, es 
un isomorfismo si:

■ f(u) = /(v) u — v (propiedad llamada inyectividad). Esta 
propiedad es equivalente a f(u) = 0 O u = 0.

■ Vw € W, Bu E V tal que f(u) = w (propiedad llamada sobreyec- 
tividad). Esta propiedad es equivalente a dim/(V) = dimlU

Si f es un isomorfismo podemos afirmar que no sólo lleva siste­
mas de generadores en sistemas de generadores, sino que transforma 
bases en bases, es decir, si es una base de S, entonces
{/(si),..., f(st)} es una base de f(Sf

Diremos que dos espacios vectoriales son isomorfos si existe un iso­
morfismo entre ellos. En tal caso, si V y W son isomorfos, se suele 
escribir V = W.

Desde el punto de vista del álgebra lineal, dos espacios vectoriales 
isomorfos tienen la misma estructura y propiedades, por lo que se 
identifican, pasando de uno a otro mediante el isomorfismo que los 
conecta.

Ejemplo C.1.3. Los ejemplos más básicos de espacios vectoriales iso­
morfos son Rnxm = AfnxmW, donde .Mnxm^) de­
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nota el espacio de las matrices reales de orden n x m, y Rn_i[rr] el 
espacio vectorial de los polinomios en la variable x y con coeficientes 
reales de grado n — 1. Se deja como ejercicio al lector explicitar los 
isomorfismo existentes entre estos espacios vectoriales.

Teorema C.1.4. Si V y W son isomorfos, entonces:

■ dim V — dim W.

■ {iq, ..., rzn} es una base de V si y sólo si , f(un)}es
una base de W.

Para poder aplicar los resultados anteriores a la demostración del 
teorema 2.2.5 tenemos primero que probar que existe un isomorfismo 
entre Rn y el espacio de las soluciones de una ecuación lineal y ho­
mogénea en diferencias de orden n, ecuación (2.1). A este espacio de 
las soluciones lo denotaremos por Sol(n), y por {ei,..., en} a una base 
de R".

Sea $ : R" Sol(n) la aplicación tal que

= Vu,

donde yu es la única solución que existe a nuestra ecuación en diferen­
cias con la condición inicial u € R" (ver teorema 2.2.3). Trivialmente, 
esta aplicación está bien definida.

Lema C.1.5. La aplicación í es lineal.
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Demostración.- Sean u,v E Rn. + v) = yu+v es Ia única solución 
de la ecuación lineal con la condición inicial u + v, es decir, yu+v(0) = 
Ui+vi,..., yu+v(n-Ó = un+vn. Por otro lado, í>(u)+$(-u) = yu+Vv es 
otra solución a la ecuación en diferencias con las condiciones iniciales 

{yu + yóW = «1 + D, • • •, (yu + yó(n = un + vn. Por la unicidad 
de soluciones tenemos que

+ v) = $(«) + $(v).

Análogamente, si consideramos el escalar A G R, í>(Au) = A$(u), 
ya que ambas son soluciones de la ecuación con la condición inicial 
A(ui,..., un^). O

Proposición C.1.6. La aplicación $ es un isomorfismo, y por lo 
tanto,

Rn Sol(n).

Demostración.- Sean u, v E R" y tales que <L(u) = $(v). En tal caso, 
existirá una solución, y, de la ecuación (2.1) tal que $(u) = = y.
Por unicidad, tenemos que

“ = (,y^,...,y(n- 1)) = v,

y por lo tanto $ es inyectiva.

La sobreyectividad es aún más sencilla de probar. Dada una solución 
de la ecuación en diferencias, y, es fácil apreciar que

í/ = $((y(0),...,?/(n-l))).
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□

Corolario C.1.7. En las condiciones anteriores:

■ dim Rn = dim Sol(n).

■ Dada una base de Rn, {ei,..., en},

{í(ei),...,$(en)}

es una base de Sol(n).

Nótese que este corolario es equivalente al teorema 2.2.5.



Apéndice D

Tipos de Interés

Después de t años, un depósito de k unidades monetarias a un 
interés anual del p % crecerá hasta

fc(l + rf (donde r = p/100).

Esta fórmula presupone que el interés se añade al principal a finales de 
cada año. Supongamos que, en vez de esto, se pagan los intereses cada 
6 meses, pero sólo un p/2% del principal. Tras 6 meses, el principal 
habrá aumentado hasta

k + k^ = k^ + r/2^

Por tanto, el principal queda multiplicado por l + r/2 
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Siendo esta opción de depósito mejor que la primera ((1 + r/2)2 > 
1 + r).

Más generalmente, si añadimos un (p/n) % de interés en n momen­
tos, el principal pasados t años queda como sigue

k(l + r/n/A

Cuanto mayor es n, mejor es la inversión para el depositario.

En la práctica, hay un límite para la frecuencia en que se puede 
añadir a las cuentas de ahorro. Sin embargo, si consideramos que n —> 
oo el principal se traduce en

lím k^ + r/ny* = kert. n—>oo

A este límite se le denomina interés compuesto, y a r tasa o tipo de 
interés.
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