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Resumen

El desarrollo de este trabajo comienza con una breve descripcion de las
ideas de la geometria fractal, donde se explica de forma breve las ideas prin-
cipales, las cuales dan origen a una geometria que describe mas realistamente
formas presentes en la naturaleza, ya que “las nubes no son esferas, las monta-
nas no son conos, ni las costas son circulos” (Mandeldrot, 1982). Los trabajos
del matematico Felix Hausdorff y del fisico Lewis Fry Richardson, ayudaron
al matematico Benoit Mandelbrot a crear una nueva geometria llamada Geo-
metria Fractal. La seccion 2 habla sobre los origenes y la construccion de
esta geometria, ademas se describen conceptos importantes como el Opera-
dor de Hutchinson, dimension fractal y auto similaridad, conceptos que son
importantes para la obtenciéon de imagenes fractales.

En la seccion 3 estudiamos el algoritmo del Juego del Caos y como es-
te algoritmo puede ser usado para observar graficamente como secuencias
aparentemente aleatorios como lo es el ADN presentan patrones muy bien
definidos, siendo estas imagenes fractales a las cuales llamaremos firmas ge-
nomicas. Deben tenerse algunas consideraciones importantes como el punto
semilla, el tablero de juego y la localizacién de puntos en las imégenes resul-
tantes.

Posteriormente estudiamos brevemente las cadenas de Marcov y la rela-
cién que estas presentan con las secuencias de ADN, y como las propiedades
de las cadenas Marcovianas pueden ser aplicadas al ADN, también son es-
tudiadas las matrices de transicion y algunos ejemplos que ilustran este tipo
de cadenas.

En la seccién 5 se exponen algunos aspectos biologicos importantes como
lo es la sintesis de proteinas la cual fue el parteaguas para la investigacion
de la seccién 6 en la cual se estudia la exencion del Juego del Caos para
secuencias proteicas, en la cual se presentan algunas limitaciones, siendo dos
de ellas que que las regiones dentro de las firmas genémicas no son homo-
géneas y por otro lado la superposiciéon de puntos en la misma, motivo por
el cual en la secciéon 7 se presenta un nuevo algoritmo el cual es usado para
generar fractales estrictamente autosimilares. Posteriormente obtenemos al-
gunas iméagenes de secuencias de proteinas las cuales son comparadas con las
mismas imagenes de secuencias de proteinas obtenidas en la seccion 6.



1. Introduccion

La geometria fractal es una de las ramas de las matematicas mas co-
nectada con la naturaleza ya que esta puede reproducir algunos fenémenos
de la misma, tal es el caso de las secuencias genémicas y de aminoacidos.
La geometria fractal nos permite visualizar patrones subyacentes en dichas
secuencias. Es en 1990 que H. Joel Jeffrey presenta una técnica mediante
la cual es posible representar imagenes complejas mediante la iteracion de
transformaciones contractivas (sistemas de funciones iteradas), transforman-
do asi una secuencia de letras (ADN) en una secuencia de puntos las cuales
se encontraran dentro de un cuadrado unitario dando como resultado una
imagen tunica para cada secuencia, esta serd la huella digital de la misma.
Las firmas genémicas son obtenidas mediante un mapeo, el cual transforma
una secuencia genémica en una distribucion de puntos los cuales pueden pre-
sentar regiones de saturacion o escasez de puntos. Son estas regiones las que
caracterizan a las secuencias y con las cuales se puede hacer un estudio de
las mismas.

Después de la publicacion del trabajo de Jeffrey fue publicado el primer
trabajo en el cual se proponia una generalizaciéon del método anterior para
investigar regularidades y patrones en la estructura primaria de proteinas,
otra de las motivaciones para este nuevo campo de investigacién es para
probar métodos de prediccion de estructuras (Fiser et all., 1994), pero este
método presenta algunas limitaciones como lo es la superposicion de puntos,
es por esto que en este trabajo es usado un algoritmo con el cual es posible
obtener fractales estrictamente autosimilares (Tzanov, 2015) usando un fac-
tor de contraccién caracteristico, de tal forma que la secuencia de letras de
las secuencias proteicas son codificadas a una secuencia de puntos los cuales
viviran dentro de un poligono regular de 12 lados, elegido de esta forma ya
que fueron agrupados los aminoacidos dependiendo de su grado de hidrofo-
bicidad. De esta forma es posible obtener firmas genémicas es las que los
puntos no se sobreponen, lo cual ayudara a darle una caracterizacion esta-
distica apropiada.



2. Geometria Fractal

Cuando nos detenemos a observar la naturaleza podemos observar que

gran parte de los elementos que la conforman son objetos poco uniformes,
por lo que puede surgir una pregunta: ;Estos objetos poco simétricos pueden
medirse mediante métodos convencionales?, es decir ;Se mide igual la lon-
gitud de una recta que la longitud de una costa? Esta es una pregunta que
es resuelta mediante la Geometria Fractal. Esta es una rama de las mate-
maticas que se considera relativamente joven ya que en 1982 el matematico
polaco Benoit Mandelbrot acuna el término “Fractal” el cual proviene del
latin (fractus) y significa fraccionado o irregular. La caracteristica mas po-
derosa de esta geometria es su capacidad de explicar, modelar y reproducir
muchos fenémenos presentes en la naturaleza, los cuales no pueden ser estu-
diados por la Geometria Euclidiana.
Para llegar a esta poderosa forma de ver las cosas fueron necesarias tres men-
tes poderosas las cuales se desenvolvieron en diferentes campos de la ciencia,
por un lado se tenia un desarrollo sobre medidas en todas las dimensiones
posibles y por otro lado una investigacion practica sobre la medicion de cos-
tas, hasta ese momento eran dos trabajos sin relaciéon aparente, pero anos
después un matematico prodigioso encontraria la relacion entre estos dos tra-
bajos, culminando en una nueva formulacién de la Geometria.

En esta seccion se describiran brevemente los desarrollos que realizaron
Felix Hausdorff, Lewis Fry Richadson y Benoit Mandelbrot y la generacién
de fractales matematicos.

A pesar de que el término “Fractal” nace en 1982 es mucho tiempo atras
que nacen figuras geométricas peculiares para la época, las cuales fueron
marginadas por los estudiosos de la época, una de estas creaciones fue desa-
rrollada en el siglo X7X por el matematico ruso Georg Ferdinand Ludwig
Philipp Cantor el cual cuestioné el concepto de dimensién. En mateméaticas
la dimension de un espacio se define como el nimero de coordenadas que se
necesitan para determinar la posicion de un punto, esto llevd a Cantor a un
extrano tipo de geometria inspirada en la naturaleza como puede observarse
en el conjunto que lleva su nombre.

Contemporaneos a este conjunto nacieron otras curvas que presentan caracte-
risticas peculiares las cuales eran extranas para la época, una de estas curvas
fue creada por el matematico Giuseppe Peano al exponer sus ideas sobre



curvas continuas que recubrian todo el plano siendo un conjunto denso del
plano, este tipo de curvas se obtendria mediante una secuencia de curvas
continuas sin intersecciones las cuales convergen a una curva limite, mien-
tras que en 1904 Helge Von Koch publica su articulo titulado “Acerca de
una curva continua que no posee tangentes y obtenida por los métodos de
la geometria elemental” presentando asi la llamada curva de Koch la cual
es una curva cerrada continua en todos sus puntos pero no diferenciable en
ningin punto. Debido a las irregularidades y peculiaridades de estas curvas
es que fue imposible clasificarlas de tal forma que fueron consideradas como
“monstruos matematicos” sin utilidad, pero estos serian ejemplos tempranos
de lo que se conocerian como fractales.

2.1. Medida y Dimensién de Hausdorff

El problema de medicién de longitudes de objetos irregulares (como los

que se encuentran en la naturaleza) evidencié la necesidad de redefinir en
una forma maés precisa los conceptos de medicién asociados a un objeto y la
dimensién del mismo.
Imaginemos que se desea medir el largo de una curva, una primera aproxi-
macién para medir esta curva se obtiene al reemplazar dicha curva por una
poligonal como se muestra en la Figura 1, para esto se utiliza una escala y
se toma un punto en la curva de tal forma que manteniendo una abertura
fija en un compas se recorrerda todo el perimetro de la curva sustituyendo
asi la curva original por un polgono de N lados. Para obtener una primera
aproximacion de la longitud se tomara € como la longitud de cada uno de los
lados del poligono, teniendo asi que la longitud se obtendra con el ntimero
de lados de la poligonal y el tamanio de las mismas, es decir N - €. Para hacer
entonces una mejor aproximacion de la medicién se tendria que dibujar un
poligono con mayor ntimero de lados, los cuales seran mas cortos que el de
la poligonal anterior, por lo que el nimero de lados dependera de la longitud
de los mismos, de modo que la aproximacion para la longitud de la curva se
puede escribir como

L=N(e)- ¢ (1)



Figura 1: Poligonal de lado ¢.

Dado que esto es solo una aproximaciéon podemos definir la medida de la
longitud de la curva mediante el limite a que tiende la expresién (1) cuando
el niimero de lados tiende a infinito o dicho de otra forma cuando la longitud
de los lados del poligono tiende a cero, siendo esta ultima la defincion que
usaremos. En lugar de longitud de la curva definiremos M; como la medida
de un conjunto que sabemos que es unidimensional en el ejemplo que estamos
analizando de una curva, escribiremos entonces la siguente expresion.

M1 = lima_mN(é‘> - € (2)

En forma analoga cuando tratamos de determinar el area de una region
irregular, lo que se harfa es usar una cuadriculado con cuadros de area 2 y
entonces contar cuantos de estos cuadros estan dentro de la region de interés,
de modo que la medida del area estara dada por la siguiente expresion:

M, = lim._,oN(e) - €2 (3)



Figura 2: Cuadricula de una superficie irregular.

Donde N(g) es el nimero de cuadros de arista € como se muestra en la
Figura 2. Del mismo modo si tenemos un volumen se usara una red tridimen-
sional de cubos de volumen £® como se muestra en la Figura 3, de tal forma
que la medida de volumen estard definida como se muestra en la siguiente
expresion.

M, = lim._oN(e) - & (4)

Figura 3: Cuadricula para un volumen.

Las expresiones (2), (3) y (4) constituyen la base de nuestras mediciones
usuales de perimetro, area y volumen. En general estamos acostumbrados a
pensar que las dimensiones son niimeros enteros pero son matematicos nota-
bles como Hausdorff y Besicovich los que se mostraron interesados por refinar
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la idea de magnitud, proponiendo asi diversas generalizaciones de la idea de
dimensién. El principal problema de los conjuntos irregulares radicaba en
que las medidas utilizadas hasta entonces eran incapaces de plasmar su ta-
maifio. Una de estas medidas era la medida de Lebesgue la cual se utilizaba
normalmente para medir conjuntos en R" y se asocia con el concepto de di-
mension topoldgica, la cual nos permite hacernos una idea del tamano que
tiene un conjunto y poder asi compararlo con otros conjuntos. Es hasta 1919
que el matematico aleméan Felix Hausdorff desarroll6 una generalizacion mé-
trica del concepto de dimension de un espacio topoldgico introduciendo la
notacion de medida de un conjunto en todas las dimensiones posibles, par-
tiendo de la idea utilizada para llegar a las expresiones (2), (3) y (4). Dado
un conjunto M la medida de Hausdorff de un conjunto (H,(M)), donde « es
la dimensién del conjunto, estara dada por el nimero minimo de esferas de
didmetro € que adoquinan al conjunto como se muestra en la Figura 4, esto
se expresa en la ecuacién (5).

M, = lim._,oN(e) - €* (5)

Figura 4: Tipos de adoquines para la costa de Inglaterra.

Es necesario encontrar una relacién entre el nimero de esferas (o cualquie-
ra que sea la figura geométrica que adoquine al conjunto) y el didmetro de
estas al momento de adoquinar un conjunto u objeto. Cada conjunto tendra
una medida especifica que depende de la dimension « del conjunto. Algunos
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ejemplos se muestran a continuacion:

1. Objetos unidimensionales como una linea o el intervalo unitario, se

tiene:

N()-e=1L
N()=L-e!

2. Objetos bidimensionales:
N()-e2=A
N()=A-¢?

3. Objetos tridimensionales:
N()- &=V
N()=V.e3

Se observa que N(¢) cumple una ley de potencias donde el exponente es
la dimensién del objeto, al generalizar se esperaria que N(g) para valores
pequenos de €, se comporte como:

N(e) = A(i)D (6)
Donde D es una cantidad caracteristica del conjunto M.
Una vez encontrada la relacion del nimero de esferas necesarias para adoqui-
nar un objeto es posible encontrar la expresion de la medida de Hausdorff,
para esto se sustituye la expresion (6) en la expresion (5), lo cual implica la
siguiente ecuacion:

o sia< D
H, (M) = Alim._pc* P ={ A sia=D (7)
0 sia>D

La expresién (7) implica que existe una dimension caracteristica del con-
junto M para la cual la medida de Hausdorff proporciona un valor diferente
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de cero o infinito (Figura 5), donde H, (M) es nula para dimensiones mayo-
res que la Dimension de Hausdorff (D) y es infinita para dimensiones
menores que D, es decir, si se mide un area con esferas la dimensiéon de Haus-
dorff seréd cero y si se mide un area con lineas la dimensiéon de Hausdorff serd
infinita.

o< I

Hal M) e = [}

o > [}
0 >

Figura 5: Dimensién de Hausdorff.

2.2. Richardson y la longitud de las costas

Histéricamente muchos paises han entrado en conflictos debido a la me-
diciéon de fronteras, la discrepancia que cada lado de las fronteras reportaba
se presentaba como una causa culminante en muchos problemas territoriales.
Fue hasta 1961 que se comisioné al fisico Lewis Fry Richadson para determi-
nar la longitud de la costa oeste de Inglaterra, para esto Richardson tomé un
mapa a escala y procedié a medir la costa usando el Método de Arquimides,
este consiste en aproximar la costa mediante una poligonal a escala ¢, con
lados iguales y contar el nimero de lados N(g); de la poligonal, obteniendo
asi la longitud de la costa a escala €1, como se observa en la expresién (1)
donde L(¢); es la longitud de la costa.

L(e); = N(e)1e4 (8)

Pero esta cantidad es so6lo una estimacion de la longitud de la costa, para
obtener una mejor aproximacion Richardson construyé poligonales cada vez
mas pequenas tomando escalas mas finas, obteniendo asi una secuencia de
longitudes {L(e1), L(e2), -+, L(e,)} con g, < g,-1 < -++ < €9 < &1 obser-
vando asi que el valor de la longitud aumentaba conforme se reducia la escala
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de la poligonal, es decir, la longitud no convergia a un valor finito si no que
crecia con tendencia al infinito como se describe en 9.

L = lim.,oN(e)e = 00 9)

De este modo Richardson observé que la longitud dependia de la escala
con la que se midiera un objeto, esta relacién de dependencia fue obtenida al
graficar el logaritmo de la longitud total contra el logaritmo de la longitud
del lado de la poligonal obteniendo asi una relaciéon lineal:

In(L) = —|m|lne + Inb (10)

Reescribiendo la expresién anterior tenemos:

L = b= (11)

donde L es la longitud de la costa y € es la longitud de un lado de la
poligonal o escala.
La expresion (11) muestra claramente que se satisface una ley de potencias,
asi que al usar esta expresion se pueden comparar dos segmentos de una costa
para un mismo valor de € aun cuando la longitud de cada una sea infinita,
es decir:

Li(e) = bie™ ™ Ly(e) = bye™I™ (12)

Comparando las dos secciones de la costa se tendra:

L2(€) . b2
L1(€) B 171

donde esta razén no dependera de la longitud de la poligonal. Por lo tanto
la extension de ciertas partes de la costa pueden ser comparadas, no por sus
longitudes si no por sus coeficientes . Asi, encontré que la forma de medir
la extensiéon de la costa por el método de Arquimedes la cual se utiliza para
curvas lisas no puede aplicarse para medir las costas de Inglaterra, por lo
que Richardson investigd en enciclopedias y almanaques la longitud de las
fronteras terrestres entre diferentes paises y para la sorpresa de Richardson

(13)
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llego a la conclusion que los paises limitrofes habian medido con diferentes
escalas la longitud de sus fronteras, como se observa en la figura 6.

Costs |
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Figura 6: Resultados de Richardson.

Dado un objeto las cubiertas que pueden usarse para cubrir al objeto
pueden ser esferas o cuadrados, para el caso de objetos planos serd mas
simple cubrirlos con cuadrados, si tomamos la Costa de Gran Bretania y
la cubrimos con cuadriculas de diferentes tamafios como se muestra en la
figura (7) y queremos medir su longitud como se planteé en el problema de
Richardson para cada cuadricula que dibujemos sobre la costa tendremos un
nimero N (g1) de cuadrados que se necesitaran para cubrir la costa, al tomar
cuadriculas cada vez mas finas se encuentra un arreglo de la forma:
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Figura 7: Diferentes cuadriculas aplicadas al mapa de la Costa de Gran Bre-
tana.

Siguiendo entonces el procedimiento que realizé Richardson se debe pro-
ceder a graficar los puntos de coordenadas:

(—lne, , InN(g,.)) (14)

A estos puntos se les ajustard una recta usando el método de minimos
cuadrados, asi que la pendiente de la recta serd la dimension de Hausdorff y
su ordenada al origen es la medida de Hausdorff de la costa en dimensién D,
esto puede verse en la Figura (8).
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Figura 8: Grafica log-log de los resultados mostrados en la Figura 7.

2.3. Dimension Fractal

Los resultados de Richardson y Hausdorff aparecen en areas distintas
del conocimiento, pero es en 1967 cuando Benoit Mandelbrot encuentra la
conexion entre estos trabajos, empezando por la presencia de leyes de poten-
cias en ambos trabajos, por otro lado Mandelbrot descubrié que el extrano
comportamiento del que hablan Richardson y Hausdorff es habitual en la na-
turaleza. Para ahondar méas en la conexion entre los dos trabajos partamos
por observar que en el caso de Richardson se presenta una dependencia entre
la longitud y la escala, mientras que en el caso de Hausdorff la ley de poten-
cias gobernard el nimero minimo de esferas que se requieren para adoquinar
efectivamente un conjunto, como se muestra en el siguiente recuadro.
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Richardson Hausdorff

Relacién entre la escala y el nimero de seg- | Numero de esferas para adoquinar: N(g) =
mentos de la poligonal optima: L(g) = be~™! | Ae=IP|

Longitud: L = lim._oN(g)e Medida: M, (M) = lim._oN(g)e®

Podemos observar que la longitud es la medida de Hausdorff en dimension
1, de tal forma que esto nos permite establecer una relacién entre la pendien-
te de la recta trazada de la grafica log — log de Richardson y la dimension
de Hausdorff.

Es decir Richardson encuentra que la longitud de la costa tiende a infinito
cuando € — 0 siguiendo una ley de potencias:

N(g) = be~ImI=1 (15)

En la cual es posible identificar el ntimero de lados de la poligonal (15)
con el nimero 6ptimo de esferas para adoquinar la costa, es decir de la ley
de potencias de Hausdorff se obtiene:

beImi=t = A~ IDI (16)

donde A = b por lo tanto D = 1+ |m|, siendo esta la Dimensidn de la cos-
ta. De esta forma las ideas de Hausdorff nos permiten entender los resultados
de Richardson, mientras el trabajo de Richardson nos permite encontrar un
algoritmo para encontrar la dimensiéon de Hausdorff de un objeto.

2.4. Algoritmo de Mandelbrot o construccion de frac-
tales por un iniciador-generador

Hasta ahora hemos hablado de curvas que presentan caracteristicas pe-
culiares por las cuales fueron llamadas monstruos matematicos, pero ahora
es necesaria una definicion que nos permita agrupar todas las caracteristicas
que presentan estas curvas o conjuntos fractales. Describir todas las caracte-
risticas que debe tener un conjunto fractal es muy complicado, el matemético
britanico Kenneth Falconer afirma que en lugar de dar una definicion de un
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fractal se debe considerar que un fractal debe cumplir ciertas condiciones,
las cuales pueden o no cumplirse para otros conjuntos fractales ya que no to-
dos los fractales cumplen todas las condiciones. Un fractal debe considerarse
como un conjunto con ciertas propiedades caracteristicas, algunas de estas
propiedades son las siguientes:

1. Estructuras finas: Esto significa que no importa cuantas veces amplie-
mos una parte de la imagen fractal, siempre se obtendra una nueva
imagen que mostrara mas detalles.

2. Autosimilaridad: En algin sentido los conjuntos son autosimilares, en la
naturaleza aparecen conjuntos fractales que no son exactamente iguales
en si mismos pero muestran una autosimilaridad estadistica, es decir
que una ampliacion de una pequena parte del fractal mostrara propie-
dades estadisticas similares a la de todo el fractal pero no exactamente
lo mismo.

3. Dimension topologica menor que su dimensién de Hausdorft.
4. Definicién algoritmica recursiva sencilla.

5. Son conjuntos muy irregulares para ser descritos en lenguajes geomé-
tricos tradicionales.

Para comprender mejor estos conjuntos fractales y algunas de sus propie-
dades es necesario conocer los procesos dinamicos que los crean. Uno de los
hechos mas sorprendentes de la geometria fractal y la teoria del caos es que
en presencia de un patréon complejo es muy probable que un proceso muy
simple se encuentre detras. El algoritmo que se usara para generar un fractal
puede comenzar con un pedazo de recta, un triangulo, un cuadrado o algu-
na otra figura L, este segmento inicial se conoce como el iniciador, después
se toma una regla (ya sea de reduccién o traslacién) la cual es aplicada al
iniciador, de tal forma que el iniciador se transformara completando asi la
etapa de construccion base conocida como generador, una vez completada
esta etapa se aplicara nuevamente al objeto tantas veces como se desee.
Para observar graficamente como se genera un fractal veamos un pequeno
ejemplo: Tomaremos la recta unitaria [0, 1] como nuestro iniciador, el cual
se dividira en tres partes iguales sustituyendo la parte central con dos seg-
mentos de igual tamafio que los segmentos restantes. Los segmentos que se
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agregaran al centro formaran un tridngulo equilatero. Este proceso se repeti-
ra en cada segmento resultante variando la escala en cada repeticion, en este
caso la escala hara referencia a la longitud de los segmentos. El resultado
de este proceso se observa en la Figura 9, dos propiedades interesantes de
esta curva son que la longitud entre dos puntos cualesquiera es infinita y que
aunque esta curva tenga una longitud infinita tiene un area cero. Esta curva
fue creada por el matematico Helge Von Koch.

Paso 0 - Iniciador

Paso 4

Paso 1 Generador [,J"'{
e

E ~
" .nf‘hgﬁ%
. Paso 6

Paso 3

Figura 9: Construccion de la curva de Koch.

La curva de Koch es un ejemplo de una curva sin rectas tangentes que esta
conformada de esquinas en todas partes de tal forma que no se puede adaptar
una recta tangente a ninguno de los puntos. Si se realiza un algoritmo de este
estilo sucesivamente para cada uno de los conjuntos resultantes se construira
paso a paso un objeto fractal, este tipo de algoritmos estardn relacionados
con la metafora de la Maquina Copiadora de Reduccion Multiple la cual se
discutira en la siguiente seccion.

2.4.1. La metafora de la Maquina Copiadora de Reduccién Mul-
tiple (MRCM)

La geometria fractal proporciona un medio para descomponer los pa-
trones y formas de la naturaleza en elementos primitivos, de esta forma es
posible visualizar a la naturaleza en una forma peculiar, la cual tiene su pro-
pio lenguaje donde sus elementos son las Transformaciones Primitivas y sus
palabras son Algoritmos Primitivos, estas son representadas por la Metdfo-
ra de la Mdquina Copiadora de Reduccion Muiltiple (MRCM). La
metafora plantea una copiadora que tiene un sistema de lentes independien-
tes, cada uno de los cuales reducen una imagen de entrada y la colocan en
un lugar en especifico que caracteriza al sistema de lentes que se esté usando,
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generando asi un ensamble con todas las copias reducidas que producira una
imagen final como salida para una MRCM. Para obtener una imagen final
determinada usando la MRCM se deben de especificar las siguientes condi-
ciones:

1. Numero de lentes del sistema.

2. Ajuste del factor de reducciéon para cada sistema de lentes individual-
mente.

3. Configuracién del sistema de lentes para el montaje de las copias.

Cabe mencionar que la idea crucial de esta maquina es que funcione en un
Ciclo de retroalimentacion, es decir su propia salida se retroalimenta como su
nueva entrada una y otra vez, de tal forma que una copia de una maquina de
este tipo revela todas las caracteristicas geométricas de la maquina, veamos
un ejemplo para comprender como funcionan estas maquinas.

Como fue mencionado anteriormente se necesita una imagen inicial la cual
se muestra en la Figura 10 (A), ahora debemos especificar el sistema de len-
tes, este reducira % la imagen de entada y la copiara 3 veces, después colocara
cada copia en los vértices de un triangulo equilatero como se observa en la
Figura 10 (B), esta serd ahora la imagen de entrada del sistema de lentes de
la MRCM, de tal forma que ahora se reducira % el ensamble mostrado en (B)
y se copiara tres veces colocando cada copia en las esquinas del mismo trian-
gulo equildtero en el que se colocaron las primeras copias (Figura 10 (C)),
este proceso se repetira tantas veces como se desee, como aparece en la Figu-
ra 10 (E). Si esta maquina se repite un gran numero veces el resultado serd
una imagen conocida como el famoso Tridngulo de Sierpinski (Figura 10 (F)).
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Figura 10: Ejemplo de una Maquina Copiadora de Reduccién Multiple con
un sistema de tres lentes.

La estructura principal de la imagen final de una MRCM se observa en
la primera copia que produce la maquina, esta copia es un collage de las
imégenes transformadas por los lentes que conforman la MRCM (Figura 10
(B)). Al aplicar la MRCM a la imagen iniciadora también se determina la
calidad de la aproximacion, cuando la distancia de la copia al objetivo es
pequena entonces sabemos por el Principio de mapeo de contraccion que la
imagen final no esta lejos de la imagen generadora.

La parte fundamental de los MRCM serd el sistema de lentes, ya que no
importa la imagen inicial que se le introduzca a la maquina siempre se ob-
tendra una secuencia de imagenes que tienden hacia una misma imagen final
llamada atractor la cual caracteriza a esa maquina copiadora de reduccion
multiple. Una caracteristica peculiar de estas maquinas es que si se comienza
el proceso con el atractor este no cambiara, con esto se dice que el atractor se
deja invariante ante la MRCM. Esto puede quedar mas claro si lo compara-
mos con un experimento: imaginemos que tenemos un tazoéon y dentro de este
hay una pequena pelota la cual se puede colocar en diferentes posiciones ini-
ciales de donde puede ser soltada, la pelota por consiguiente descansara en el
fondo del tazon sin importar de donde parta, pero si se empieza colocando la
pelota justo en la parte inferior del tazén esta no se movera (Peitgen, 2002).
En esta analogia el tazén corresponderd a la MRCM vy las posiciones iniciales
de la pelota corresponden a las imégenes iniciales que se le introducen a la
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maquina, por otro lado observar el camino de la pelota a cada tiempo co-
rresponde a ejecutar la maquina repetidamente y el punto de descanso de la
pelota corresponde a la imagen resultante en esa repeticion, mientras que el
fondo del tazén representara el atractor de la maquina. Podriamos pregun-
tarnos si es posible tener mas de un atractor y esto pasaria si tuviéramos un
tazén con mas de un fondo pensando en el ejemplo anterior.

Algunos resultados hechos por Felix Hausdorff y Stefan Banach demostra-
ron que “cualquier MRCM siempre tiene una imagen final tnica, es decir un
unico atractor” no importa la combinaciéon de los sistemas de lentes de la
MRCM una vez que el sistema de lentes contraiga las imagenes. Esta ma-
quina proporciona una introduccion a lo que se conoce como sistemas de
funciones iteradas (IFS) los cuales estan representados por el sistema de len-
tes de la MRCM, cada lente representara a una Transformacion Lineal Afin.
En resumen la MRCM es un arreglo de sistemas de lentes que contraen ima-
genes, la cual genera un sistema dinamico ya que la maquina se ejecuta en
un entorno de retroalimentacién que conduce a una secuencia de iméagenes
Ag, A1, As, - -+, Ay , donde Ag es una imagen inicial arbitraria. La secuencia
de imagenes conducira a una imagen final A, que sera independiente de la
imagen inicial Ag, si se elige A,, como imagen inicial la MRCM se dejara a
la imagen A, invariante, es decir no se modificara la imagen bajo las trans-
formaciones lineales. Podemos decir asi que A, es un punto fijo del IFS o
dicho de otra forma, A, es el atractor del sistema dindmico (IFS).

2.5. Propiedad de Autosimilaridad

En el ejemplo de la curva de Koch pudimos observar que si contaramos
con un lente de buena calidad y observaramos con él una pequena parte del
conjunto, esta parte serfa congruente ! con la imagen global. Recordemos que
dos de las caracteristicas principales de un conjunto fractal son que dichos
conjuntos tienen detalles en todas las escalas y que presenten autosimilari-
dad. Un conjunto F' en R"™ es autosimilar cuando F' estd compuesto de N
copias idénticas a él, las cuales son el resultado de transformaciones contrac-
tivas con factores de escala 1,79, -+ , 7. Cuando 1y =19 = -+- =1, =17 se
dice que F' es autosimilar con respecto a la razén r y al entero ¢, de tal forma

1Se dice que dos conjuntos son congruentes (F ~ G), si son idénticos, excepto por
desplazamientos o rotaciones, es decir serd semejante consigo mismo o autosemejante.
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que la aplicacién de esta transformacién al subconjunto F' de H(z) define un
nuevo conjunto r(F) = r(x) : x € F.[9] Esta propiedad de autosimilaridad se
observa en la curva de Koch (Figura 9) la cual es el resultado de un proceso
iterativo donde cada copia del generador esta escalada, para la curva de Koch
el factor de contraccion es de r = % Podemos entonces definir a un objeto
autosimilar de la siguiente forma:

F=U_ F|F~r(F) donde F,NF;+#0 (17)

Hasta el momento hemos analizado el caso en que los factores de contrac-

cion son iguales, donde la ecuacion de dimension de autosimilaridad se aplica
ya que todas las copias tienen la misma escala, pero estos factores pueden ser
diferentes; Los conjuntos autosimilares fueron estudiados por P. A. P. Moran
en 1946, Moran estudié aquellos conjuntos fractales cuyos elementos estan
escalados por diferentes cantidades o razones, lo que lo llevé a desarrollar una
ecuacion mediante la cual fue posible calcular la dimension de autosimilari-
dad de objetos fractales autosimilares mas generales. La ecuacién de Moran
esta escrita de la siguiente forma: 1 = r¢ + -+ + 1%, donde cada uno de los
r; saisface que 0 < r; < 1. La ecuacion de Moran tiene una solucién tinica y
dicha solucién es la dimensién de autosimilaidad d = d,.
Este tipo de autosimilaridad no sera la tnica, en la naturaleza podemos en-
contrar objetos como las nubes, montanas, plantas, el cuerpo humano, etc.,
los cuales no presentan una autosimilaridad geométrica o exacta (con todos
los factores de escala iguales). Existe otro tipo de autosimilaridad, esta es
la autosimilaridad estadistica la cual se presenta en la naturaleza, estos con-
juntos estan compuesto por N copias escaladas de si mismo y es idéntica en
todos los momentos estadisticos.

2.5.1. Conjunto Autosimilar

Un conjunto acotado S, es autosimilar con respecto a la razén r y a un
entero n cuando:

S=5USU---US, con S;NS,=0 (18)

Donde Sy, es congruente con el conjunto 7(.S) el cual se obtiene al aplicar
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una compresiéon r al conjunto S, es decir r(S) = {C(z)|x € S}. Dos con-
juntos son congruentes cuando ambos son idénticos excepto por rotaciones
o traslaciones, de tal manera que los conjuntos congruentes S, se pueden
escribir de la siguiente manera:

Sy =R-C(S) = wi(S) = A(S) + b (19)

La matriz A es el producto de las matrices de compresion C por la matriz
de rotacion R y el vector b se obtiene de la matriz de traslacion, esto nos
permite obtener las transformaciones afines w;, asociadas con el subconjunto

Sk-

2.6. Sistemas de funciones iteradas (IFS)

Un sistema de funciones Iteradas (IFS) estd formado por un conjunto de
n transformaciones contractivas:

W = (wi(2), -+ wn(x)) tal  que |wi(y) —wi(z)| < rile -yl

donde x € R" y la distancia entre dos puntos d = |z — y|, asi:

W = UL wi(x); genera P puntos

W?(z) = Wo W(z) = Wo U wi(z) = U UL, wi(z)wi(z); genera P? puntos

Y entonces W"(x) genera P™ puntos, para transformaciones contractivas:
F = Lim, . W"(z)

Donde F' es un conjunto fractal que no depende del punto inicial y es
Unico para un IFS contractivo.
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Un sistema de funciones iteradas (IFS) es un conjunto de mapeos lineales,
ya que estos tienen la propiedad de transformar las rectas en rectas, estas
transformaciones estan expresadas de la siguiente forma:

w(ir)=A-r+b (20)

Donde r es el vector de posiciéon de un punto en el plano, A es una matriz
2x2 con elementos a;; y b es un vector de traslacion con componentes b;.
Los sistemas de funciones iteradas estdn conformados por transformaciones
afines, las cuales pueden verse como un sistema dindmico en el plano, como
se muestra en la siguiente expresion:

Tpy1 = 11Ty + Q12Yn + by

Ynt1 = 21Ty + A22Yn + b2 (21)

Esta transformacion es un mapeo que transforma a un punto (x,,y,) del
plano en otro punto (,11, Yni1)-
Estas transformaciones modificaran la distancia entre los objetos a los cua-
les se les aplique, es decir, dados dos puntos P y () la distancia entre ellos
cambiard al aplicarles la expresion (20) de la siguiente forma:

lw(P) —w(@) <s- 1P =Q (22)

El ntimero s el cual satisface la desigualdad anterior se conoce como Cons-
tante de Lipschitz para W, esta constante es necesaria para la clasificacion
de las transformaciones afines. Hay tres tipos de transformaciones lineales
afines, estas son: Contractiva para s < 1, de simetria para s = 1y Ezpan-
sivas para s > 1. La constante de Lipschitz para las transformaciones (21)
estara dada por la siguiente expresion:

s = \/a11a22 — Q12021 (23)

Nosotros estaremos interesados en las transformaciones lineales afines
contractivas para la generacion de fractales, en el ejemplo de la metafora
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de la MRCM las transformaciones lineales afines contractivas estan represen-
tadas por los lentes de la maquina, de tal forma que el sistema de lentes de la
maquina seria un IFS. Los fractales como hemos mencionado anteriormente
estan presentes en la naturaleza como en montanas, costas, nubes, plantas,
etc., estos pueden ser generados mediante la iteraciéon de una o mas trans-
formaciones afines. Un IFS es una transformacién recursiva del tipo:

() = € 0) G2+ 6) o

Para obtener una imagen final deseada se pueden usar varias transforma-
ciones afines, este método se conoce como un sistema de funciones iteradas
(IFS), un ejemplo puede verse en la siguiente figura.

‘ Imagen Inicial

-2 -1 0 1 2

Figura 11: Helecho de Barnsley.

Para encontrar el conjunto atractor de W usaremos la siguiente definicién:

’ Definicién 1

Si el conjunto atractor es el mismo para todos los puntos en una region C,
se dice que C es la cuenca de atraccién del atractor A:

C={r:A=1lm, . W"(r)}

Pero ;qué pasara cuando el IFS se aplica a un conjunto de puntos, en
particular cuando se aplica al intervalo unitario?
Ejemplo 2.1: El conjunto de Cantor

Consideremos la transformacién de conjunto valuado (se le denomina asi
ya que a cada punto r se le asocian dos puntos que se obtienen al aplicar w;
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y wy al vector r) formado por las siguientes transformaciones:

z
3
2

Estas transformaciones afines estan definidas en el intervalo [0, 1]. Expre-
semos todos los valores del intervalo [0, 1] en base 3 para poder realizar un
andlisis de la funcién de conjunto valuado W = {wy, ws}, entonces tenemos:

wi(z) =

N bl
pit

Donde b; solo podra tomar valores 0,1 y 2, asi al aplicar cada transfor-
macién tendremos:

Thase3 — 0.b1b2b3 e = (26)

x
(g)base:a = 0.001b2b3 - - - (27)
r 2
(5 + g)base?: = 0.2b1b3b3 - - - (28)

De esta forma podemos ver que al aplicar la transformacion w; a un nu-
mero en el intervalo [0, 1] se agrega un 0 despues del punto, en tanto que al
aplicar wy se agregard un 2 después del punto, de tal forma que se correran
todas las demas cifras significativas un lugar a la derecha. Utilizando estos
resultados para las primeras 4 iteraciones de la funcion W tendremos:

W () = {0.0b1bobs - - - ,0.2bybobs - - - }

W2(z) = {0.00b1bobs - - -, 0.02b1babs - - - 0.20b1bobs - - -, 0.22b1boby - - - }
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W3 () = {0.000b1bobs - - - , 0.002b1bobs - - - 0.020b1bbs - - -, 0.022b,bybs - -
0.200b1babs - -, 0.202b1bobs - - - 0.220b1bsbs - - - ,0.222b1bybs - - - }

W(z) = {0.000001bobs - - - ,0.0002b1bybs - - - 0.0020b3bobs - - -, 0.0022bbabs - - -
0.0200b1bsbs - - - ,0.0202b;bobs - - - 0.0220b1bsbs - - -, 0.0222b1bobs - - -
0.2000b;babs - - - ,0.2002b1bobs - - - 0.2020b1babs - - - ,0.2022bbobs - - -

0.2200b;babs - - - ,0.2202b1bobs - - - 0.2220b1bobs - - - ,0.2222b1bobs - - - }

Asi después de n iteraciones se tendra un conjunto de 2™ elementos, los
cuales se obtienen al considerar todos los posibles arreglos de los primeros
n digitos significativos, a este conjunto se le conoce como el Conjunto de
Cantor.

Una propiedad importante de estos atractores es que es independiente del
punto inicial. Al realizar W (L) = wy Uwa(Lg) con Ly el intervalo unitario lo
que hara el operador W es dividir a Lj en tres partes iguales y eliminando el
intervalo del centro por lo que los intervalos restantes tendran una longitud
de % como se observa en la Figura 12.

imiciador

1° fteracion
— EE——— 27 teracidén
3" iteracion

4’ tteracion
Figura 12: Conjunto de Cantor.

Una vez que se tiene el intervalo con el agujero en el centro como se ve en
la primera iteracion de la Figura 12, wy tomara los intervalos de la primera
iteracion y hara dos copias reducidas de longitud %, colocando una copia en
el origen y la segunda en % (segunda iteracion), asi la longitud de las copias
serd Lo = % Al realizar cada iteracion se reducira la longitud de las copias
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por un factor de %, por lo que para la n-ésima iteracion cada segmento tendra
longitud L,, = %

Los mapeos contractivos satisfacen la condicién de contractividad promedio
de FElton, la cual entre otras cosas garantiza que el atractor es independien-
te del punto inicial. Por otro lado cabe mencionar que todos los puntos del
dominio de definicién deforman la cuenca del atractor A, es por esto que el
atractor no depende del punto inicial por que todos los puntos llevaran al
atractor.

2.6.1. Operador de Hutchinson

En la seccion anterior se habld acerca de las transformaciones lineales
afines las cuales son el mecanismo que hace funcionar a las MRCM’s, si el
proceso se realiza iterativamente lo que se obtiene es la unién del conjunto
de transformaciones w, las cuales formaran lo que es llamado el Operador de
Hutchinson W el cual tiene la siguiente forma:

W(A) = w;(A) Uwg(A) Uwg(A) U+ - Uwn(A) (29)

Donde w; conz =1,--- , N representan a las transformaciones lineales afi-
nes contractivas con factor de contraccion ¢;, las cuales pueden no ser iguales.
Las imagenes resultantes de la aplicacién de las transformaciones w; nos pue-
den llevar a preguntarnos ;Cémo se pueden comparar imagenes? Esta es una
pregunta fundamental para comprender a los Sistemas de Funciones Itera-
das (IFS). Felix Hausdorff propuso un método para determinar la distancia
entre imagenes la cual lleva su nombre: Distancia de Hausdorff h(A, B), in-
troducir esta distancia nos lleva a hablar acerca de secuencias de imégenes
Ag, Ay, Ag, - -+, Ai las cuales tenderan a un limite A, siempre y cuando la
distancia de Hausdorff h(A,, Ax) — 0 cuando k — oo, donde las imégenes
A estardn cada vez mas cerca unas de otras tras cada iteracion del IFS.

Por otro lado, Hutchinson demostré que W es una contraccién con res-
pecto a la distancia de Hausdorff por lo que el principio de mapeo de contrac-
cién se puede aplicar a la iteracién del operador de Hutchinson (W), como
se muestra en la ecuacién (30):
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h(W(A),W(B)) <c-h(A,B) con 0<c<1 (30)

Debido a esto al tomar cualquier imagen Ag para iniciar la iteracion del
IF'S la secuencia generada sera:

Ap1 = W(Ag), con k=0,1,23,--- (31)

Una de las caracteristicas fundamentales de este principio indica que la
rapidez con la cual se llegara al atractor al aplicar el sistema de funciones
iteradas dependera de la métrica que se use ya que cuanto menor sea la rela-
cién de contraccién mejor sera la estimacion de la velocidad de convergencia
del IFS. Pero como fue mencionado anteriormente el principio de mapeo de
contraccion se aplicarda a W asi que la secuencia tenderd a una imagen dis-
tinguida que sera el atractor A, del IFS. La siguiente imagen muestra un
atractor el cual fue obtenido mediante un operador de Hutchinson, el cual se
ejemplifica graficamente en los cuadros pequeiios de la derecha. 2

o2 w3(Sp)

w1(So) | 2 (So)

00 01 02 03 04 05

Figura 13: Ejemplo de la aplicaciéon del Operador de Hutchinson a un cua-
drado.

El principio de mapeo de contracciéon también tiene como caracteristica
la estimacion de la velocidad con la que se llegard a la imagen limite A,
pero ;Como se vera esto reflejado en el operador de Hutchinson?, como se

2Para mas ejemplos dirigirse al Apéndice C.
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mencion6 anteriormente este operador es conformado por la unién de varias
transformaciones de contracciéon w; que tendran un factor de contraccion c;
el cual nos ayudara a calcular que tan lejos estamos del atractor. Lo que se
estimard serd la rapidez con la que el IFS producird la imagen final (atrac-
tor) al aplicar el operador de Hutchinson. Para esto se aplicard el operador
de Hutchinson una vez a la imagen Ag ya que el factor de contraccién ¢ de
W es determinado por la contraccién w; pero como son varias contracciones
se tendran ¢; factores de contraccion y solo necesitamos uno. Este factor de
contraccion serd el de valor mas grande de todos los factores de contraccion,
es decir, ¢ = maz{c;} asi la eficiencia del IFS estd determinada por esta
contraccion individual.

2.6.2. Punto fijo de un IFS

Una IFS asocia a cada punto en el plano un conjunto de puntos en R2.
Como fue mencionado anteriormente, un Fractal autosimilar puede generarse
por medio de un sistema de funciones iteradas siempre y cuando las transfor-
maciones sean contractivas y todas las regiones w;(A) no tengan puntos en
comin con cada wy(A), es decir, que no haya superposiciones entre las imé-
genes, asi el atractor de la transformacién W serd un fractal autosimilar. El
conjunto atractor es la unién de todos los conjuntos wy(A), wa(A), -+, wy(A)
con w; los mapeos afines, cuando las n transformaciones afines contractivas
se aplican a un conjunto en el plano se obtienen copias reducidas de este
conjunto, obteniendo asi:

W(A) = w;(A) Uws(A) U- - Uw,(A) (32)

El conjunto atractor A, de una IFS se define como:

Ao = limy, .o W™ (1) (33)

Hutchinson demostro que si se considera como el conjunto inicial el propio
fractal, es decir el atractor A, entonces se cumple que el conjunto sera in-
variante y al aplicar el operador W este arrojara como resultado al conjunto
A, esto se expresa en la ecuacion (34).
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W(Aw) = wi(Ase) Uws(A) U+~ Uwp(As) = Ao (34)

2.6.3. Distancia entre elementos de una secuencia y su atractor

Dada una secuencia de elementos a,1 = wg(a,) en un espacio métrico
completo (X) para que estos elementos conformen un conjunto autosimilar
deben cumplir las siguientes propiedades:

1. Hay un atractor tinico Ay = lim,_o0(ay)
2. A es invariante wg(As) = Ao

3. Hay una estimacion a priori para la distancia desde a, al atractor,

nd(ao,al)
d(ay, Ax) < ¢ e

En esta seccion estudiaremos mas a detalle la propiedad 3 de contraccion
de w, para lo cual derivamos:

d(w(ag, Ax)) = d(w(ag),w(As)) < C - d(ag, Ax) (35)

Aplicando la desigualdad del tridngulo se obtiene que:

d(ap, As) < d(ag,w(ag)) + d(w(ap), Aso)

< d(ag,w(ap)) + ¢ - d(ag, A) (36)
Ast:

d(agp,w(ag))

d Ay) <
(a()J OO) = 1— ¢

De la misma manera:
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d(a’n7 an+1>

As) <
A, As) < S (37)
Para todo n =0,1,2,--- finalmente:
d(an7 an—‘rl) S - d(an—la an)
S 02 : d(an—Qa an—l)
<.
S Cn . d(ao, al) (38)
Llegando asi a la siguiente propiedad:
d(an, As) < 10_ d(ag, a1) (39)

Esto nos permite predecir el nimero de iteraciones n que se deben hacer
para acercarse al atractor.

2.7. Sistema de Funciones Iteradas con Probabilidad
(IFSP)

Como se ha visto en secciones anteriores en la metafora de la maquina
copiadora de reduccion multiple los sistemas de funciones iteradas pueden
aplicarse repetidas veces a un punto o imagen de entrada, pero hasta el
momento no hemos hablado sobre el orden en el cual deben aplicarse las
transformaciones afines w, a estos puntos o imégenes. Existen dos posibles
casos en las cuales se pueden aplicar las trasformaciones a un conjunto de
entrada (o iniciador), el primero de ellos es siguiendo un orden establecido
(este caso serd estudiado con méas detalle en la seccion 3), el segundo caso
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es elegir a cada transformacion afin aleatoriamente, esta tultima sera el caso
que se estudiard en esta seccion, para esto comencemos con una metafora
que nos ayudara a visualizar este tema.

2.7.1. MaAquina copiadora de reduccién aleatoria (FRCM)

En la Seccién 2.4.1 hablamos sobre la metafora de la Maquina Copiado-
ra de Reduccién Multiple (MRCM) la cual es 1til para construir imagenes
fractales mediante algoritmos simples, estas maquinas constan de un sistema
de lentes que reducirdn una imagen de entrada, posteriormente copiaran la
imagen y desplazaran estas copias a posiciones que estaran determinadas por
la configuracién de la MRCM, esto puede verse graficamente en la Figura 14,
en donde la imagen de entrada sera un circulo y la configuracién de la MRCM
serd un triangulo equilatero.

/  copying maching /

Figura 14: Representaciéon de una MRCM con una configuracion triangular
(Peitgen, 2002).

Pero ahora se hara una modificacion a esta metafora en la cual para cada
iteracion se elegird una transformacién wy al azar, para esto a cada wy se
le asignarda una probabilidad, esta serd una MRCM “aleatoria” o “Fortune
Wheel Reduction Copy Machine (FRCM)”, en la que los puntos acumulados
formaran la imagen final. Un esquema del funcionamiento de esta méquina
puede verse en la Figura 15.
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Figura 15: Esquema de la Fortune Wheel Reduction Copy Machine (FRCM)
(Peitgen, 2002).

Una caracteristica interesante de esta maquina es que la imagen final de
una MRCM es decir el atractor puede ser generado también por una FRCM.
Como fue mencionado en secciones anteriores una MRCM esta determinada
por N contracciones lineales afines wy, ws, - -+ ,wy, las cuales generan una se-
cuencia de imagenes donde la imagen final de la maquina esta descrita por el
Operador de Hutchinson, una FRCM esta dada por las mismas transforma-
ciones afines contractivas wy, ws, - -+ , wy, pero ahora a estas transformaciones
se les asignaran las probabilidades p1, po, - -+ ,py > 0. Al asignar estas proba-
bilidades a las trasformaciones se tendra un IF'S distinto al usado en secciones
anteriores, el cual llamaremos sistema de funciones iteradas recurrentes.

2.7.2. Sistema de Funciones Iteradas Recurrentes

Estos sistemas fueron introducidos por M. Barnsley, J. Elton y D. Har-
din[9], estos sistemas son una generalizacién de los sistemas de funciones
iterados en los que se utiliza una Cadena de Markov ? |, esta cadena es utili-
zada para impulsar un sistema de mapeos w; : X — X coni=1,2,--- N
donde X es un espacio métrico completo (Barnsley, 1993), esto es descrito
en la siguiente definicion:

3Para més informacién dirigirse a la seccién 4.
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] Definiciéon 2 \
Un Sistema de funciones iteradas recurrente consiste de un IF'S
{X;wi,ws, -+ ,wn} con X un espacio subyacente
y una matriz {P;; € [0,1] : 4,5 =1,2,--- , N}, la cual describe
las probabilidades de transicién entre estados para un proceso de
Markov a tiempos discretos (Barnsley, 1993).

Ejemplo 2.2: Algoritmo para un IFS Recurrente

Imagine que se tiene un sistema de tres transformaciones afines (w1, ws, ws),
las cuales etiquetaremos con los niimeros 1,2 y 3 respectivamente, a las cua-
les se les aplicara el siguiente procedimiento:

1. Tome un punto inicial (xg,ys) € R?, es recomendable que el punto de
partida se encuentre lo méas cerca posible del atractor, de tal forma que
se elegira (zo, o) = (0,0).

2. Elija un estado inicial s; del conjunto 1,2, 3, es decir elija una trans-
formacién afin de partida.

3. Asigne una probabilidad de transicién py,|s, (donde s; serd el siguiente
estado del sistema) y aplique al punto inicial, de tal forma que se ob-
tendra un punto asociado al estado en el que se desee estar, es decir:

(21, y1) = ws, (0, Y0)

4. Seleccione sy € 1,2, 3 con probabilidad ps,|s; y aplique al punto anterior

de tal forma que se obtendra el siguiente punto:
($2> 92) = Wsy (1'17 yl)

5. Repetir los pasos anteriores tantas veces se desee, de tal forma que en
la n—ésima iteracion se tendra s, € 1,2,3 con probabilidad ps,s;, ob-
teniendo:

(wnv yn) = Ws, (xn—la yn—l)
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De tal forma que se obtendra un conjunto de puntos que dardn como re-
sultado una imagen final que sera el atractor del sistema. Las probabilidades
de transicion entre estados para este tipo de sistemas deberan cumplir las
siguientes condiciones:

1. La suma de las probabilidades de transicién desde un estado dado hacia
los demas estados sera:

N
Yop=1 (40)
j=1

donde los subindices indican en qué estado esta el sistema y hacia qué
estado va a transicionar respectivamente.

2. Para cualquier estado inicial ¢ y cualquier estado final j existe una se-
cuencia de nimeros enteros k,l,--- ,m € {1,2,--- N} tal que:

Pik Pei 0 Pmlj >0 (41)

La condicion 1 expresa que si el sistema se encuentra en algin estado 7 en
la n—ésima iteracién en la (n+1)—ésima iteracion el sistema se encontrara en
algin estado dado; Por otro lado la condicion 2 indica que si el sistema esta
en el estado i, entonces existe una probabilidad finita de llegar al estado j en
un niimero finito de pasos para cualquier par de enteros 4, j € {1,2,--- , N}. 4

En las Tablas 1 y 2 se muestran algunos ejemplos de algoritmos de IFS’s

recurrentes, en cada caso el espacio métrico es R? y las transformaciones li-
neales afines seran de la forma:

N bn\ [x; en) (X
(D6 w

Tabla 1.Sistema con transiciones prohibidas.

4Para mas referencias dirigirse a la Seccién 4
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W, an b, Cn d, en fn Pnl1 Enl2 Cnl3
1 0.5 0 0 0.5 0 0 0.3 0.7 0

2 0.5 0 0 0.5 0 128 0 0.6 0.4
3 0.5 0 0 0.5 128 128 0.5 0 0.5

Para el sistema descrito en la Tabla 1 algunos de los estados seran prohi-
bidos si la transicién es desde un estado en especifico, por ejemplo la probabi-
lidad de pasar del estado 2 al estado 1 es cero por lo tanto no hay transiciéon
del estado 2 al estado 1 como se observa en la Figura 16.

Figura 16: Esquema de transiciones posibles entre estados para el sistema
descrito en la Tabla 1.

Tabla 2.Sistema sin transiciones prohibidas.

w, | ap b, Cn d, | en Jn | Pap | €nj2 | €nj3
1 05 |0 0 05 |0 0 0.3 106 |0.1
2 05 |0 0 05 |0 128 | 0.1 |05 [04
3 05 |0 0 05 | 128 | 128 |04 |04 |0.2

En este sistema todas las transiciones entre estados son posibles, un es-
quema de estas transiciones se muestra en la Figura 17.
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1 .

Figura 17: Esquema de transiciones entre estados correspondiente al sistema
descrito en la Tabla2.

Una caracteristica peculiar de estos sistemas es que es posible conocer
el estado en el que se encuentra el sistema en la n—ésima iteracion si se
conoce la tltima transformacién que se aplicé a la tltima entrada (ya sea
punto o imagen) del sistema y viceversa, es decir, se dice que el sistema esta
en el estado ¢ si la dltima transformacion que se aplicd a la entrada fue w;.
En las figuras anteriores se mostré de forma grafica como es que el sistema
puede transicionar, pero ;Como se veria el atractor de un IFS recurrente?
La Tabla 3 muestra un sistema que consta de 4 transformaciones afines las
cuales representan a los estados del sistema y sus respectivas probabilidades
de transicion.

Tabla 3.Ejemplo de IF'S Recurrente.

Wy | an b, Cn d, en fn
1 05 |0 0 05 |0 0
2 05 |0 0 0.5 |0 0.5
3 05 |0 0 0.5 |05 |05
4 05 |0 0 0.5 105 |0

A cada transformacion se le asigna una probabilidad, para este ejemplo
son:
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P1 0.1
pa | 0.5
D3 0.4
P4 0

El resultado obtenido después de 10, 000 iteraciones tomando como punto
inicial (0,0) sera el conocido Tridngulo de Sierpinski el cual se muestra en
la Figura 18, este sera el atractor del IFS recurrente presentado en la Tabla
3, en la figura podemos observar cémo se presentan regiones en las que hay
mas puntos y se ven un poco mas azules y secciones en las cuales se observan
muy pocos puntos, esto se debe a las probabilidades que se le asignaron a
cada transformaciones.

Figura 18: Tridangulo de Sierpinski con probabilidades.
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3. Juego del Caos

La idea que tenemos sobre la aleatoriedad en imégenes nos dice que las
estructuras o patrones que se crean aleatoriamente se ven mas o menos arbi-
trarios o tal vez pueden presentar alguna estructura pero que probablemente
no sea muy interesante, pero esta afirmacion no es del todo cierta. En los anos
ochenta del siglo pasado el matematico britanico Michael Barnsley propuso
un método de generacion de fractales a partir de los vértices de un poligono y
un punto “al azar”, esta iteraciéon geométrica es conocida como FEl Juego del
Caos, este método demuestra como la aleatoriedad puede generar imagenes
con patrones muy interesantes.

El juego del caos nos ayuda a visualizar los procesos de aleatoriedad que
presentan estructuras complejas, este juego tiene un algoritmo sencillo mate-
maticamente hablando pero muy poderoso, el cual describiremos a continua-
cion: Imaginemos que tenemos un dado cuyas seis caras estan etiquetadas
con los ntimeros 1,2 y 3, identificando 6 con 1, 5 con 2 y 4 con 3. Este dado
serd el generador de niimeros aleatorios de base 3 para nuestro ejemplo. Los
nimeros aleatorios que aparecen a medida que echamos el dado (por ejemplo
2,3,2,2,1,2,3,2,3,1,--+) impulsardn al proceso. Dicho proceso serd regido
por un tablero de juego con una configuracién especifica para cada juego,
de tal forma que es posible obtener una figura resultante caracteristica para
cada tablero de juego, en este caso debido a la base 3 de nuestro dado toma-
remos como tablero a un triangulo equilatero, el cual sera etiquetado con los
valores 1,2 y 3 en cada uno de sus vértices, como se observa en la Figura 19.

1 2

Figura 19: Tablero para el juego del caos de base 3.

El juego del caos no solo esta regido por un tablero si no por un conjunto
de reglas que se describen a continuacion:
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1. Se elegird un punto inicial arbitrario en el tablero o cerca del tablero,
denotaremos a este punto como z.

2. Se tirard el dado y dependiendo de la etiqueta que salga (1,2, o 3) se
trazard una recta imaginaria del punto zy a la esquina que haya salido.
Supongamos que sale un 2, para generar el nuevo punto z; trazaremos
una recta imaginaria entre el punto anterior zy y la esquina marcada
con la etiqueta 2 y se marcara el punto medio de dicha recta imaginaria.

3. Repetiremos el proceso k veces, después de k tiradas se habra generado
una secuencia de puntos zi, 29, - , 2, de tal forma que la siguiente
tirada generard el punto zp.1, el cual se colocard en el punto medio
entre el punto anterior z; y la esquina aleatoria que resulte de lanzar
el dado. Este proceso es visualizado en la Figura 20.

Figura 20: Representacion de algunos puntos del juego de caos.

Pareceria que se obtendra solo un conjunto de puntos que no mostraran
nada interesante pero esto no es asi, si se realiza este proceso un buen ntme-
ro de veces digamos para 10,000000 iteraciones se podra observar un patron
muy interesante como se muestra en la Figura 21, la imagen resultante es
conocida como el Triangulo de Sierpinski.
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Figura 21: Imagen resultante después de 10,000000 iteraciones.

De esta manera se observa como la aleatoriedad puede crear una forma
perfectamente determinista, es decir podemos observar una relacién entre
aleatoriedad y fractales deterministas. Como observamos al lanzar el dado
no es posible saber donde se dibujara el punto debido a que serd un punto
aleatorio, sin embargo, el patron que dejara el conjunto de puntos resultantes
es absolutamente predecible.

3.1. El Juego del Caos de Jeffrey (CGR)

El estudio de secuencias biologicas es una rama de investigacién en creci-
miento, pero el estudio de estas secuencias es sumamente complicado debido
a que estas son cadenas de caracteres simbdlicos conformadas por una gran
cantidad de elementos, pero es en 1990 que H. Joel Jeffrey en su trabajo
“Chaos Game Representation of Gene Structure” desarrollé un método que
permite transformar una secuencia biolégica (ADN o ARN) a una secuen-
cia numérica mediante una extension del juego del caos, dichas secuencias
numéricas conservan las mismas caracteristicas de la secuencia original, este
método es conocido como Representacion del juego del caos (CGR) o Juego
del caos de Jeffrey. Este algoritmo esta conformado por un sistema de cuatro
funciones contractivas que estaran asociadas a cada base de la secuencia, de
esta forma se establece una relacion biunivoca entre una secuencia biologica
y un conjunto de puntos dentro de un cuadrado unitario, obteniendo asi un
diagrama de dispersion el cual serd una representacion grafica de la secuencia
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genomica. Este método nos permite representar e investigar patrones presen-
tes en una secuencia los cuales no pueden ser observados mediante métodos
clasicos de estadistica. Las representaciones graficas de las secuencias geno-
micas seran figuras caracteristicas de cada secuencia o dicho de otra forma
seran la firma gendémica de la secuencia, la cual muestra patrones globales
de la secuencia al igual que patones de subsecuencias. Dicha firma genémica
serd el “atractor” de su respectivo operador de Hutchinson.

Este método es utilizado como una herramienta para visualizar secuencias
gendémicas o incluso partes de secuencias. En este caso el campo de interés
seran las secuencias de ADN y ARN las cuales estan formadas por 4 nu-
cleétidos (Adenina, Citosina, Guanina, Timina/Uracilo) asi la base estard
conformada por 4 letras {A,C,G,T/U}.

3.1.1. Algoritmo de Jeffrey para representacion de puntos para
secuencias de genomicas

Como fue mencionado anteriormente este método es una extension del
juego del caos de modo que se construird un tablero de juego para la re-
presentacién de secuencias genémicas (ADN y ARN), el tablero serd un
cuadrado unitario () cuyos vertices estaran etiquetados con las bases del
alfabeto que conforma a las secuencias gendémicas cuyas coordenadas son
A(0,0);C(0,1); G(1,1); T/U(1,0), definiremos a los vértices presentes en la
secuencia genémica como V(zy,yy) con V = A C,G, T para secuencias de
ADN, una vez establecido el tablero de juego tomaremos un punto semilla el
cual estara localizado en el centro del cuadrado unitario (), este punto inicial
tendrd coordenadas Py = (z¢ = %, Yo = %) Para determinar el siguiente pun-
to Pi(x1,y1) se tomara el punto medio del segmento P,V cuyas coordenadas
estan dadas por:

1
T, = 5(%0 + QZ\/>
1
= 5(90 +yv) (43)
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Donde la forma matricial de la expresion (43) estara definida de la si-

guiente manera:
1 Zo fiavd
P =wy(Fy) = |2 + (.2 44
—anr = (59) (30) + (3 (44

De tal forma que los siguientes puntos seran producidos por la aplicacion
sucesiva del mismo proceso, esto se expresa en la ecuacion (45).

P, =wy, (P,1) (45)

Para la representacion del juego del caos se trazarda un punto para cada
base de la secuencia, los puntos son trazados a medio camino entre el punto
previo y la esquina correspondiente a la base de cada subsecuencia sucesiva,
es decir se tomaran las bases en el orden en el que aparezcan en la secuencia
genomica, de esta forma la secuencia de ADN podra expresarse como una
secuencia de puntos producidos por la aplicacion iterativa de (45). Es posi-
ble notar una relacion entre el Algoritmo del Juego de Caos de Jeffrey y el
Mapeo de Bernoulli, esta relaciéon nace de una de las caracteristicas mas
importantes del algoritmo del juego del caos de Jeffrey , estd es la corres-
pondencia biunivoca entre la secuencia de puntos P ={P, P, --- P,}
y la secuencia genémica (SG), debido a que la CGR es un mapeo uno a uno,
P es tunica para cada genoma. Asi conociendo las coordenadas de un punto
cualquiera P, es posible obtener las coordenadas de P,_; usando una re-
presentacion binaria para las coordenadas X y Y de los vértices. El proceso
analitico para la construcciéon de la CGR es tomar el punto medio entre el
punto anterior y uno de los vértices, es decir:

Tp = i(xn—l + xV)
1
Yn = i(yn—l + yV) (46)

Si tomamos la relacion inversa de la expresion anterior, tendremos:
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Tp_1 = 2x,modl

Yn—1 = 2ypmodl (47)

Donde mod]1 lo que implica es que los valores obtenidos de los puntos no
saldran del cuadrado unitario, recordemos que el mapeo de Bernoulli estara

dado por la expresion (48) y este mapeo se muestra graficamente en la Figura
22.

2 st x <05

20 —1 st x>0.5

Figura 22: Mapeo de Bernoulli.

3.1.2. Generacién de regiones mediante el uso de la CGR

En la seccién anterior analizamos el mapeo del juego del caos de Jeffrey
para generar secuencias de puntos, si recordamos en la secciéon 2.1 se describié
la idea de Hausdorff sobre las cubiertas que pueden adoquinar a un objeto y
como estas ayudan a la obtencién de su dimension, para el caso de las CGR
es posible adoquinar con cubiertas cuadradas los puntos que conforman a la
imagen final, estas seran regiones dentro del cuadrado (), para generar estas
regiones se usara un conjunto de transformaciones afines asociadas a la se-
cuencia gendmica. Se asociard una funcion contractiva a cada base principal
de una secuencia, es decir que a una secuencia de ADN se le asociara un IFS,
las cuales estan dadas por las siguientes expresiones:
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1
wa =wy(Ry) = [2)

= O

Ni= O

)
wczwv(PO):< )
)

PR @ PR
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o= O
N———— N—— N——

D=0 | =

wag = CUV(P()) =

X [ -

De esta forma al aplicar las transformaciones al cuadrado unitario )
se obtienen los subcuadrados: w4(Q) = Qa,wc(Q) = Qc,we(Q) = Q¢ v
wr(Q) = Qr de lado % Estas transformaciones conforman el Operador de
Hutchinson W' (ecuacion 50), el cual se observa en la Figura 23.

= O

W(Q) = wa(Q) Uwe(Q) Uwe(Q) Uwr(Q) (50)

w(Q)

Figura 23: Aplicaciéon del operador de contraccion al cuadrado unitario.

El operador de Hutchinson es aplicado también a regiones que se en-
cuentran dentro de (), este operador es usado para construir cubiertas de
diferentes tamanos para los puntos obtenidos de la aplicacion de las trans-
formaciones afines, es decir cuando W es aplicado dos veces a () se tiene:
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WQ(Q) = UV2 UV1 Wy, © Wy, (Q) = UV2 UV1 QV2V1 (51)

Donde Qy,y, representa los subcuadrados o cubiertas los cuales estaran
definidos por los subindices V,V;, asi tendremos una cuadricula con 42 cuadra-
dos de lado (3)? donde Qv,v, C Qv es decir el sub-subcuadrado Qv,y, estard
dentro del subcuadrado Qy, asf para k aplicaciones tenemos 4* subcuadrados
de lado (%)k que conformaran (), siendo () invariante bajo W. La secuencia
de ADN generard un gran nimero de cuadrados de lado [%, (3)%, -+, ($)V],

27 \2 2
dichos cuadrados satisfacen la siguiente propiedad:

QVNVN—l'“Vzvl - QVNVN—l‘“VQ c--C QVNVN—I C QVN C Q (52)

Podriamos pensar que el usar regiones en lugar de puntos no tiene rela-
cion, pero esto no es asi debido a que al usar regiones se tomaran los puntos
medio de estas, es decir Py es el punto medio de @, P = wy, (P ) es el punto
medio de Qv,, P» = wy, 0wy, (Py) es el punto medio de Qy,y,, asi sucesiva-
mente Py = wy, o ---owy, (F) serd el punto medio de Qv ...v; -

De forma que WN(Q) es la cubierta de Q, la cual estard conformada
por 4% cuadrados en los cuales habra subsecuencias con sufijos que indican
en que subcuadrado se encuentran. Cada subcuadrado o cubierta adoqui-
nara aun solo punto el cual es el resultado de una subsecuencia de vértices
Vn(Vy = A, C,G,T) que estard dada por la secuencia genémica, es decir
dado el trinucledtido ViV,V5 este se encontrara en el subcuadrado Qyv,v,,
esto serd discutido con més detalle en la siguiente seccion.

3.1.3. Representacion grafica de secuencias genémicas usando IFS

Para la representacion del juego del caos se traza un punto para cada sitio
de la secuencia, los puntos se trazan a medio camino entre el punto previo y
la esquina correspondiente a la base de cada subsecuencia sucesiva, es decir se
tomaran las bases en el orden en el que aparezcan en la secuencia genémica,
como se puede ver en la Figura 24. Los puntos en una CGR correspondientes
a una base de la secuencia son trazados en el cuadrante etiquetado con di-
cha base. Es decir, como se mencioné anteriormente el diagrama CGR estara
conformado por 4 cuadrantes principales, los cuales son el resultado de la
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aplicacion de una funcion contractiva aplicada al cuadrado unitario.

Po Po

@ "o

N P1

©
Figura 24: Primeros tres pasos de una secuencia S = GAT.

Cada cuadrante contiene todos los puntos que estan a medio camino entre
la esquina etiquetada con la base correspondiente al cuadrante y un punto an-
terior, por ejemplo si tenemos la secuencia genémica Sy = AAGTCCTCCAGAG - - -,
la representacion del juego del caos asocia una secuencia de puntos S P dentro
del cuadrado unitario. En la Figura 25 es posible observar como cada punto
correspondiente a una base dada estara en el cuadrante etiquetado por la
misma base.
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Figura 25: Visualizacin de puntos en cuadrantes.

Esta correspondencia entre puntos y subsecuencias continia de manera
recursiva a subcuadrantes, sub-subcuadrantes, etc. Por ejemplo la subsecuen-
cia dinucledtida AT dara lugar a un punto en el sub-subcuadrante A que se
encuentra en el cuadrante 7" (Figura 26 a), el trinucleétido T'AG proporciona
un punto en el sub-subcuadrante T' que se encuentra en el subcuadrante A
que se encuentra en el cuadrante G (Figura 26 b).
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Figura 26: Divisién de subcuadrantes

Al estudiar una secuencia de caracteres en este caso el ADN nos permi-
te tener dos procesos sutilmente diferentes, uno de ellos es la aplicacion de
funciones, es decir la aplicacién del IFS que caracteriza la secuencia; esta
aplicacion se da de acuerdo al orden de apariciéon de las bases en la secuen-
cia. De esta forma la subsecuencia debera aplicarse de izquierda a derecha,
por otro lado el segundo proceso es de localizacion de subcuadrantes, donde
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dado un subcuadrante podemos encontrarlo al usar la propiedad de las se-
cuencias como las de ADN que genera una gran coleccion de subcuadrados.
Esto significa que para el proceso de localizacién leeremos en orden inverso
al proceso de aplicacién de funciones es decir leerd de derecha a izquierda.
La propiedad de localizacion es una propiedad de interés ya que una de las
caracteristicas méas notorias en la CGR de la secuencia de la region beta glo-
bina humana (Jeffrey, 1992) es la regién escasamente que se observa en dicho
diagrama, esta region se repite en toda la CGR, presentando una propiedad
de autosimilaridad. La mayor parte de esta region de escasez esta localizada
en el subcuadrante superior izquierdo, que corresponde al dinucleétido C'G.
En otras palabras, una escasez relativa de dinucledtidos C'G esta inicada por
el subcuadrante C'G' escasamente lleno.
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Figura 27: CGR de la secuencia de la regién de beta globina humana
(HSHBB, 73326pb).
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Figura 28: CGR de la Amanita muscaria mitochondrion.

La escasez de llenado en el subcuadrante GC' indica la rareza del dinucle6-

tido C'G, esto a su vez significa que hay pocos trinucle6tidos que contienen el
dinucleétido CG, es decir los dinucleétidos ACG,CCG,GCG, TCG,CGA,CGC,CGG
y CGT se llenardn escasamente. Las primeras cuatro subsecuencias (XCG)
con X = A,C,G, T, estaran dentro del subcuadrante GC', por lo que ya
se encuentran en una region de escasez. Las otras cuatro subsecuencias, es
decir, (CGX) se encontraran fuera del subcuandrante C'G, ya que el ulti-
mo caracter de estas subsecuencias indicard en que regién (subcuadrante)
estard dicha subsecuencia, similarmente para los 16 sub-sub-subcuadrantes
correspondientes a las secuencias (CGXY') tambien se llenaran escasamente
al igual que las 64 regiones (CGXY Z) o las 256 (CGXY ZW) regiones, sus
subcuadrantes serdn cada vez mas pequenos (XTZW podran tomar el valor
de cualquiera de las bases de las secuencias: A,C,G o T).
Pero ;Por qué son importantes estas zonas de escases en la CGR?, Goldman
(Goldman, 1993) propone que a través de estas regiones es posible recrear la
CGR de una secuencia genémica en particular (en este caso la region beta
globina humana), es decir es posible recrear los patrones de una secuencia
mediante la unién de todas las regiones escasamente llenas, esto es posible a
través de una representacion matematica de una secuencia, como se muestra
en la Figura 29.
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Figura 29: Recreacion de la secuencia de la regién de beta globina humana
mediante la mezcla de las regiones escasamente llenas (Jeffrey, 1990).

La CGR de la Figura 29 también muestra una mayor densidad de puntos
en sus diagonales A—G y C'—T'. Estos puntos son causados por subsecuencias
repetidas de dinucleétidos (AG) o (CT), por ejemplo AGAGAGAGAGAGAGAG - - -,
en esta subsecuencia el primer par estd dado por el dinucleétido AG el cual
se encuentra en el subcuadrante GA, después tendremos el siguiente par el
cual es GA, esto se debe a la forma en la que se aplican las funciones corres-
pondientes a cada nucledtido de la secuencia, en la cual se recorre un lugar
hacia la derecha en la secuencia, ahora este par estara en el subcuadrante
AG, de esta forma después de muchas iteraciones se llenaran densamente las
diagonales.

El k—ésimo punto trazado en el CGR de una secuencia corresponde a la
primera subsecuencia inicial de la secuencia k—larga, y no a ninguna subse-
cuencia posterior hasta la resolucion de la pantalla, por lo tanto existe una
correspondencia uno a uno entre las subsecuencias (ancladas al inicio) de un
gen y los puntos de la CGR, esto es descrito por el siguiente teorema:
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Teorema 3.1

Existe un mapeo uno a uno entre las secuencias y el interior del cuadrado unitario,
en el que el k—ésimo punto trazado en la CGR de una secuencia corresponde a la primer
subsecuencia inicial de k de la secuencia, y ninguna otra subsecuencia (hasta
la resolucion de la pantalla) por lo tanto, existe una correspondencia
entre las subsecuencias (ancladas al inicio) de una secuencia y los puntos de la CGR (Goldman

Hasta el momento se ha hecho menciéon de secuencias ya determinadas
como lo son las secuencias gendmicas en las cuales se pueden visualizar pa-
trones presentes en dichas secuencias, pero si en su lugar se tomara una
secuencia aleatoria con las mismas probabilidades ;Qué patrones observare-
mos? La respuesta es sencilla, se obtendra un cuadrado uniformemente lleno
(Figura 30), pero si por el contrario se asignaran diferentes probabilidades
a los caracteres de la secuencia tomando las etiquetas A,C,G y T jQué se
obtendria? En este caso apareceran bandas horizontales y verticales (Figura
31) en el diagrama, ya que dentro de cada subcuadrante se encuentran regio-
nes correspondientes a todas las etiquetas las cuales tendran su probabilidad.

Figura 30: Secuencia de 20000 caracteres con las mismas probabilidades.
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Figura 31: Secuencia de 20000 caracteres con diferentes probabilidades.
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4. Cadenas de Markov

Una generalizacion directa de los procesos estocdsticos independientes es

la de los procesos Markovianos, que fueron estudiados por primera vez por el
matematico ruso A. A. Markov, mejor conocidos como cadenas de Markov.
Estas cadenas involucran transiciones entre valores de una variable estocasti-
ca discreta E a diferentes tiempos. Para definirlas, supongamos que tenemos
un experimento con k posibles resultados (Ef"), B E,ﬁ"’), teniendo una
secuencia temporal de procesos en los cuales uno y solo uno de los k eventos
pueden ocurrir a cada tiempo (el superindice denota el ntimero del expe-
rimento). Se define una cadena de Markov, cuando la probabilidad de que
ocurra cada uno de los estados en la (n + 1)—ésima repeticién dependa solo
del resultado del n—ésimo experimento.
Asumamos que el tiempo es medido en pasos discretos, es decir, t = s7 donde
s es un entero y 7 es un intervalo de tiempo fundamental. De tal forma que
para un paso de t = 0 a t = 7 la probabilidad p;; de que para t = 0 ocurra
E; y al tiempo 7 que ocurra Ej estard dada por:

N
Pij = Zpi\j “Di (53>
i=1

Donde p;; es la probabilidad conjunta la cual denota la probabilidad de
que ocurra el par ij, p; es la probabilidad de que a ¢ = 0 ocurra el estado
E; y pyj; es la probabilidad condicional la cual indica que dado que a ¢ = 0
ocurrio el estado E; al tiempo 7 ocurrird el estado Ej, esta cantidad tambien
es conocida como la probabilidad de transicion del estado E; al estado Ej y
contiene toda la informacion posible acerca del mecanismo de transicion en
un paso. Una condiciéon necesaria para los procesos Markovianos es que las
probabilidades de transicién no cambien en el tiempo, asi esta probabilidad
no depende del instante n en el que ocurra la transicion. Para ejemplificar
un proceso markoviano consideremos los siguientes experimentos.

Ejemplo 4.1: Extracciéon de canicas.
Tenemos dos bolsas una roja (bolsa 1) y una azul (bolsa 2) con canicas en

su interior. La bolsa 1 contiene 3 canicas rojas y 2 canicas azules, mientras
que la bolsa 2 contiene 3 canicas rojas y 7 canicas azules. El experimento
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consiste en sacar una canica de una de las bolsas, se registra su color para
inmediatamente ser devuelta a la bolsa de la cual fue extraida. La siguiente
canica sera extraida de la bolsa que tiene el mismo color de la tultima canica
extraida.

Para cada extraccién se tienen 2 estados posibles, obtener una canica
roja o una canica azul. La probabilidad de conseguir una canica roja en la
(n + 1)—ésima extraccion depende solo de la canica que se obtuvo en la
n—eésima extraccion, ya que esto es lo que determinard de que bolsa se ex-
traerd la siguiente canica (Sandefur, 1990).

Una de las caracteristicas principales de los procesos markovianos es que
sus probabilidades de transicion no cambien, en este ejemplo cada canica que
es extraida de las bolsas es regresada a la bolsa de donde fue extraida, por
lo tanto la probabilidad de sacar una canica roja o azul de la bolsa 1 o de
la bolsa 2 no cambia, de tal forma que denotaremos a p(n) como la probabi-
lidad de que en la n—ésima extraccion la canica sea roja y q(n) = 1 — p(n)
serda la probabilidad de que la n—ésima extraccion la canica sea azul. Por
lo tanto la probabilidad de que la primer canica extraida de la bolsa 1 sea
roja serd p(1) = 2 = 0.6 y la probabilidad de que sea azul serd (1) = 0.4.
Para el siguiente caso se busca conocer cudl es la probabilidad de que la
segunda canica extraida sea roja, es decir p(2); Para esto se tienen dos po-
sibilidades, en el primer caso cuando la primer canica extraida es roja y la
segunda canica es roja, esto serd denotado como rr y la probabilidad de
que esto ocurra es p,.., el segundo caso es que la primer canica sea azul y la

segunda canica sea roja y estara denotada como ar con una probabilidad p;..

Para obtener p(2) se tienen que calcular las probabilidades de cada uno
de los casos y sumarlos, es decir:

p(2) = prr + Par (54)

Para obtener la probabilidad conjunta rr tenemos que observar que este
es un proceso de dos etapas, en la primera etapa se obtiene una canica roja en
la primera extraccién (dado que estamos en la bolsa 1) y la probabilidad de
que esto ocurra es p(1) = 0.6, en la segunda etapa es obtener una canica roja
en la segunda extraccion dado que estamos en la bolsa 1 y la probabilidad
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de que esto ocurra es de 0.6 la probabilidad de obtener una canica roja en la
primera y en la segunda extracciéon (probabilidad conjunta) es el producto
de las probabilidades individuales:

prr = pipp1(n) = (0.6)p(1) = (0.6)* = 0.36

Donde en la notacion p;j; el primer sub-indice indica el proceso que ya
paso y el segundo sub- indice indica el proceso que va a ocurrir. Para obtener
ahora la probabilidad conjunta ar nuevamente tendremos un proceso de dos
etapas, donde en la primera etapa se obtiene una canica azul en la prime-
ra extraccion (dado que estamos en la bolsa 1) con lo que tendriamos una
probabilidad de ¢(1) = 0.4 y la segunda etapa es obtener una canica roja en
la segunda extraccion pero esta extraccion seria de la bolsa 2 dado que la
canica anterior fue azul, de tal forma que la probabilidad de que esto suceda
es 0.3, nuevamente por el principio de multiplicacién utilizado anteriormente
la probabilidad conjunta del caso 2 es:

Par = p2pg(n) = (0.3)q(1) = (0.3)(0.4) = 0.12

De esta forma la probabilidad de que la segunda canica extraida sea roja
es:

ps = 0.6p(1) + 0.3¢(1) = 0.36 + 0.12 = 0.48

La misma légica es usada para calcular la probabilidad de sacar una cani-
ca azul en la segunda extraccion (g(2)), pero este caso es mas simple debido
a que ya conocemos p(2), de modo que:

@ =1—p(2)=0.52

Ahora bien ;Cudl sera la probabilidad de que la (n + 1)—ésima canica
extraida sea roja? Para responder esta pregunta nuevamente tendremos dos
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casos, el caso 1 es que la n—ésima canica sea roja y la canica (n + 1) sea
roja, denotada por rr, mientras que el caso 2 es que la n—ésima canica sea
azul y la canica (n+ 1) sea roja, denotada como ar, cabe mencionar que solo
se numeraran las dos ultimas canicas extraidas, asi la probabilidad de que
la (n+1)—ésima canica extraida sea roja estara descrita por la expresién (55).

p(n+1) = prr + Par (55)

Para calcular la probabilidad rr tendremos dos etapas, en la primera eta-
pa en la n—ésima extraccién obtenemos una canica roja con una probabilidad
p(n) y en la segunda etapa la extraccién (n+ 1) serd una canica roja, es decir
se extraera la siguiente canica de la bolsa roja, de tal forma que la probabi-
lidad de que esto ocurra es py; = 0.6, teniendo asi:

DPrr = O6p(n)

De manera similar para obtener la probabilidad de ar tendremos:

Par = 0.3¢(n)

Sumando estos dos casos:

p(n+1) = 0.6p(n) + 0.3¢(n) (56)

Ya que debemos obtener una canica roja o una canica azul en la n—ésima
extraccion se deberd cumplir la siguiente condicién [11]:

p(n)+4q(n) =1 o q(n) =1-p(n) (57)
Sustituyendo entonces (57) en (56) obtendremos el siguiente sistema di-
namico de primer orden:

p(n+1) =0.6p(n)+0.3(1 —p(n)) =0.3p(n) + 0.3 (58)
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Definamos ahora p;(n) como la probabilidad de que ocurra el estado E}
en la n—ésima repeticion del experimento, por lo tanto pa(n),-- -, pm(n) se-
ran las probabilidades de que ocurran los estados F»,--- E,, en la n—ésima
repeticion respectivamente. Ya que uno de los m estados debe ocurrir en la
n—ésima repeticiéon, se deduce que:

prFpat e+ pm(n) =1 (59)

En la Teoria de cadenas de Markov se habla de ciertos sistemas fisicos
en los que a cada instante de tiempo pueden estar en uno de los estados
Ey, Es,--- | By y alterar su estado solo a tiempos tq,t9,- - ,t,, veamos un
ejemplo.

Ejemplo 4.2: Caminata aleatoria.

Imagine que una particula ubicada en una Inea recta se mueve a lo
largo de la linea a través de impactos aleatorios que ocurren a tiempos
ty,t9,t3,---. La particula puede estar en puntos con coordenadas integra-
lesa,a+1,a+ 2,--- ,b, donde en los puntos a y b hay barreras reflectantes.
Cada impacto desplaza la particula a la derecha con probabilidad p y a la
izquierda con probabilidad ¢ = 1 — p siempre que la particula no se encuen-
tre en alguna de las barreras. Si la particula esta en una barrera cualquier
impacto lo trasferira una unidad dentro del espacio entre las barreras. Como
se observa en la Figura 4.1, en el caso (1) la particula solo tendra la opcion
de moverse una unidad a la derecha terminando asi en la posiciéon a + 1, si
ahora la particula se encuentra en la posicién a + 1 (caso (2)) se tendran dos
posibilidades una sera que la particula se desplace una unidad a la derecha
y la otra sera que se desplace una unidad a la izquierda.
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Figura 32: Particula en una caminata aleatoria entre barreras reflectantes.

Esta descripcion se aplicara a cada posicion que la particula pueda tomar
a lo largo de la recta ab. Como podemos ver las probabilidades de transi-
cién son una parte fundamental de los procesos markovianos, por lo tanto
es necesario profundizar un poco mas en el tema. Nos limitaremos a estu-
diar las caracteristicas més elementales para cadenas de Markov homogéneas.

Hasta el momento hemos estudiado sistemas en los cuales existen solo dos
estados, pero ;Qué pasara cuando el sistema tenga mas estados?. Imaginemos
que tenemos un sistema con m estados y queremos calcular la probabilidad
de que en la (n+1)—ésima repeticion del experimento el sistema se encuentre
en el estado Fy, dado que para este sistema hay m estados, existen m formas
de que esto ocurra. El primer caso es que en la n—ésima repeticion y en la
(n 4+ 1)—ésima repeticién se obtenga Ej, este caso estard expresado como
E 1 Eq, el segundo caso es que en la n—ésima repeticion obtengamos Fs y en
la siguiente repeticién se obtenga F4, descrito como FsFE, y para el caso m se
tendra que en la n—ésima repeticion el sistema se encuentre en el estado F,,
y en la repeticién (n+1) el sistema pasara al estado Ej, es decir E,,, E;. Como
podemos observar tendremos procesos de dos etapas (como en el ejemplo 1),
donde en la primera etapa se tiene el estado F; para la n—ésima repeticién
y E; para la (n + 1)—ésima repeticién con i,j = 1,2,--- ,m. Por lo tan-
to la probabilidad conjunta estard dada por la expresiéon (53), para nuestro
ejemplo para el caso 1 el sistema estard en el estado Ej, el cual tendra una
probabilidad p;(n), pero dado que queremos que el sistema pase de este esta-
do al estado E; tendremos una probabilidad de transicion p;j;, teniendo asi
que la probabilidad conjunta para el primer caso estara dada de la siguiente
forma:
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p(casol) = plupl(”)

De la misma forma para los m casos posibles tendremos:

p(caso2) = P2\1p2(”)

p(casom) = pp1pm(n)

De tal forma que p;); es la probabilidad condicional de E;E;, que indica
la probabilidad de que ocurra E; en la siguiente repeticiéon dado que E; ya
ocurrié en la repeticiéon anterior. Sumando las probabilidades de estos casos
se tendra la probabilidad de obtener E; en la (n + 1)—ésima repeticion:

p1(n+1) = pipp1(n) + popp2(n) + - -+ 4 P Pm(n)

Este proceso se repetird para los demas estados, es decir si queremos
ahora que en la (n+ 1)—ésima repeticion el sistema se encuentre en el estado
E;, con j =2,3,---,m, tendremos el siguiente sistema de ecuaciones:

p2(n + 1) = prap1(n) + p2pp2(n) + - - - + PmjePm(n)

Esto nos dard un sistema dinamico de m ecuaciones, que podemos expre-
sar en forma matricial como:

P(n+1)=QP(n) (60)
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Donde P(n) es el vector de probabilidad asociado con la cadena de
Markov y estara definido como:

pi(n)
Pn+1)=| : (61)
pm(n)

Y Q sera la matriz de transicion la cual se expresa en la ecuacién (62).

Qn:pm o Qe = Pk
5 K r (62)

Qr =pe1 - Qrk = Drjk

Ya que cada componente pj«) de P(k) es la probabilidad de que el evento
E; ocurra en la k—ésima repeticion, se debera cumplir la siguiente condicion:

0<pk)<1 (63)

Esto significa que cada componente del vector P(k) debe estar en el in-
tervalo [0,1], por otro lado ya que alguno de los eventos E; debe ocurrir,
la suma de los componentes de P (k) debe ser igual a 1. Debido a que cada
uno de los componentes de () es una probabilidad, todos los valores en la
matriz de transicion estaran en el intervalo [0, 1], por otro, lado dado que en
las transiciones el sistema debe pasar por uno y solo uno de los estados las
columnas de la matriz cumplen la siguiente propiedad:

Zpi\j:]w (2217277k>)
J

Para comprender estos procesos con varios estados veamos algunos ejem-
plos.

Ejemplo 4.3: Matriz de transicion para barreras reflectantes.
Vamos a escribir la matriz de transicién para el caso descrito en el ejemplo
2 de la particula en una caminata aleatoria entre dos barreras reflectantes. Si

denotamos E; como el evento que indica que la particula esté en el punto con
coordenadas a, Fs es el evento en el cual la particula estd en un punto con
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coordenadas a+1y Es con s = b—a—+ 1 estard en un punto con coordenadas
b, de esta forma la matriz de transiciéon estara dada como:

010 O 0
g 0 p O 0
Q=0 ¢ 0 p 0
000 -+ 1 0

Ejemplo 4.4: Matriz de transicién para barreras absorbentes.

Describamos ahora la matriz de transiciéon de una particula en una cami-
nata aleatoria entre barreras absorbentes. La notacion y condiciones perma-
necen igual que en el ejemplo anterior pero en este caso cuando la particula
pasa al estado F o al estado E, la particula permanecera en estos estados
con probabilidad igual a 1.

1000 0
g 0 p O 0
Q=10 ¢ 0 p 0
00 0O 1

4.1. Condiciones para la matriz de transicién

Los elementos de la matriz de transicién deben satisfacer algunas condi-
ciones, una de estas es la siguiente condicion:

0<py; <1 (64)

Esto se debe a que los elementos de la matriz de transicion son probabi-
lidades. Ademas debido a que la transicién del estado Ei(s) al estado Ej(»sﬂ)
para el proceso (s) y (s + 1) respectivamente debe definitivamente pasar por

(s+1)

uno y solo uno de los estados E;" ", se cumple la siguiente condicion:

Z:pﬂj = 17 (Z = 1’27 e 7k>) (65)
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La cual indica que los estados son mutuamente exclusivos y colectivamen-

te exhaustivos. Por otro lado la matriz de transicion serd estocastica puesto
que la suma de los elementos de cada renglon serd igual a 1.
Uno de los principales problemas en la Teoria de cadenas de Markov con-
siste en determinar las probabilidades de transicion del estado EZ»(S) (para el
s—ésimo proceso) al estado EJ(»S+”) después de n procesos. Para comprender
mas a fondo estas probabilidades se examinaran algunos procesos interme-
dios, para esto se tomara el proceso (s +m) donde uno de los posibles esta-
dos es E&**™ con (1 < r < k), la probabilidad de dicha transicién es igual
a Py,.(m) y la probabilidad de dicha transicién del estado E+™ al estado
E;Hn) es P,j(n —m). De la expresion (54) obtenemos una generalizacién de
las probabilidades conjuntas, esta es la ecuacion de Chapman-Kolmogorov
(expresién 66).

k
Pyj(n) = _ Py (m) - Pryj(n —m) (66)
r=1
Asi la matriz de transicién después de n procesos sera:
P1|1(n) P1|2(n) R PHk(TL)
Qu=| : : : (67)
Pepn(n)  Pyp(n) -+ Pyr(n)

De acuerdo con (66) se tiene la siguiente expresién matricial:

Qn = Qm : anma (O <m< n) (68>

Y de esta relacion podemos observar que para m =1y n = 2:

Q:=Qi Qi =Q,?

Para n = 3:

Qs=Q1-Q=Q2- Q1 = Qy°
Y en general para cualquier n:
Qn = an (69>
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Notemos un caso especial de la expresién (66), en el que el paso intermedio
esm = 1:

Pij(n) = 2_:1 By - Fyjj(n —m) (70)

4.2. Clasificaciéon de posibles estados

La clasificacion de estados para cadenas de Markov se realiza en conjun-
tos contables y finitos de estados. Se tendran dos tipos de estados para estas
cadenas, uno de estos es llamado estado no esencial (o transitorio), es decir
E; es un estado no esencial si existe un estado £} para un proceso n tal
que P;j(n) > 0 pero P;;(m) = 0 para todo m, por lo tanto para un estado
transitorio es posible pasar de un estado a otro con probabilidades positivas
pero ya no es posible regresar al estado inicial.

Un ejemplo de estos estados se puede observar en el ejemplo 4.4 que ana-
liza a una particula dentro de barreras absorbentes, en este ejemplo todos los
estados excepto F; y Ey son transitorios ya que sin importar en qué estado
se encuentre la particula esta puede alcanzar cualquiera de los estados, E; y
E, con probabilidades P;j;(n) > 0 mediante un numero finito de pasos pero
una vez que la particula llega a estos estados no puede regresar de ellos (las
barreras reflectantes) a ningtn otro estado, es decir P;j;(m) = 0.

El segundo tipo de estados son los estados esenciales, un estado FE; es
esencial si este transiciona a un estado E; y eventualmente puede regresar al
estado F; después de haber salido de él, es decir la probabilidad de pasar de
un estado a otro en el proceso n serd P;;(n) > 0, mientras que la probabilidad
de regresar al estado inicial en un proceso m sera FPj;(m) > 0. Si E; y I}
son tales que para ambos se mantienen estas desigualdades. Dados ciertos m
y n entonces se les llamara comunicantes. De este modo si E; se comunica
con F; y E; se comunica con Ej, entonces F; también se comunicard con
E)., teniendo de este modo estados conexos, de tal forma que sera posible
ir de un estado a cualquier otro; Expresado de otra forma un estado FE; es
recurrente si pj; = 1y transitorio si p;; < 1. Si Ej es recurrente y la cadena
comienza en L, entonces regresa a F; con probabilidad 1. Si, en cambio,
E; es transitorio, hay una probabilidad positiva e igual a 1 — p;; de que si
la cadena comienza en Ej;, nunca regresara a ese estado. Si £j es un estado
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absorbente p; = 1y por lo tanto p;; = 1, de modo que un estado absorbente
es necesariamente recurrente.

4.2.1. Probabilidades limitantes.

Como lo hemos mencionado anteriormente la parte fundamental de estos
procesos Markovianos seran las probabilidades condicionales de transicién.
Dada la probabilidad inicial P(0) lo que se buscara obtener serd la probabi-
lidad al siguiente paso P(1) que estard dada por la siguiente expresion:

P(1) = P(0)-Q (71)

De tal forma que para el siguiente paso se tiene que:

P(2)=P(1)-Q="P(0)- Q’ (72)

Asi después de n pasos la probabilidad sera:

P(n) =P(0)- Q" (73)

Hasta ahora solo hemos analizado las probabilidades de transicién para
tiempos cortos, es decir para n pequenas, pero ;Qué pasara cuando n tiende
a infinito?. Una pregunta importante en el desarrollo a tiempos largos es
si el sistema tiene algo de memoria de su estado inicial o de transiciones
de mas estados a algin estado final, es decir, ;El estado final depende del
estado inicial a tiempos largos? Para responder esta pregunta analizaremos
el siguiente teorema:

’ Teorema 4.1 ‘

Si para algin s > 0 todos los elementos de la matriz de transicion Q°
son positivos (matriz de transicion reqular), entonces existen nimeros
constantes p;(j = 1,2,--- , k) tales que independientemente del
subindice i se mantiene la igualdad:
limy 00 Py);(n) = P; (Gnedenko, 1997).

El Teorema 4.1 expresa que para cada columna de (¢ la diferencia entre
el maximo elemento y el minimo elemento de la matriz de transicién tiende
a cero conforme s tiende a infinito, esta demostracién no se realizard en este
trabajo pero para mas informacion ir a la referencia (Gnedenko, 1997). Para
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probar el Teorema 4.1 debemos tener en cuenta algunas propiedades impor-
tantes de las probabilidades de transicion:

L

I1.

La mayor de las probabilidades P;j;(n) no puede aumentar con el cre-
cimiento de n y la menor no puede disminuir:

limy—soomini<i<i Py j(n) = D (74)
limy, oemazi<i<pPijj(n) = Dy (75)
El maximo de la diferencia F; (n) — Py; (n) con (i,0=1,2,--- k) tien-

de a cero cuando n tiende a infinito, es decir se tomara la diferencia
entre la probabilidad de transicion mas grande y la mas pequena de la
matriz Q°, como se expresa en la siguiente ecuacion:

limys0omazi<ii<k| Pijj(n) — Py;(n)] =0 (76)

De esta forma para tiempos grandes p; —p; = pj, es decir la probabilidad
de transicion del estado ¢ al j para n tendiendo a infinito no dependera del
estado inicial ¢ como se muestra en la Figura 33.

Py

Figura 33: Transicion de estados para tiempos grandes.

Una matriz estocéstica ) es llamada regular si todos los elementos de
alguna potencia de la matriz de transicion @)° son positivas. Si @) es regular
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entonces el vector de probabilidad P(s) tiende a un tnico vector de proba-
bilidad fijo 7, de tal forma que se acerque a un estado estacionario, cabe
mencionar que las componentes de 7 son todas positivos. La secuencia de
potencias de @, Q?, @3, --- tenderdn a una tnica matriz de transicién esta-
cionaria como es mencionado en el Teorema 4.1, cuyas filas son cada una el
vector estacionario :

P(S) = & = (m,ma, -+ ,m) (77)
Doénde:
Ty Mo -+ T
limsooQ® =M= | : =+ = (78)
Ty Mo -+ T

Ahora bien si multiplicamos al vector de probabilidad inicial P(0) por la
matriz M, se obtendra un vector estacionario:

P, =P(0)-M (79)

De tal forma que cada vez que se aplique la matriz de transicion Q al
vector estacionario P la matriz de transicién no modificara al vector, siendo
esta una propiedad importante del vector estacionario. Para demostrar esto
partamos de la siguiente expresion:

P,-Q=P(0)-M-Q (80)

Y haciendo uso de la expresion (78) se tiene que:

M- Q = (lim,-Q") - Q = lim, . Q"' =M (81)

Sustituyendo la expresién anterior en la expresion (80):

y usando la expresion (79) se llegara a la siguiente ecuacion:

Pst ’ Q = PSt <82>

Esta sera la propiedad mas importante de los sistemas estocasticos que
estudiaremos aqui. Es posible notar que la expresion (82) es una ecuacién
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de eigenvalores donde el vector Py, es eigenvector de la matriz () con eigen-
valor 1 debido a que P4 no cambia, por lo que ahora estaremos interesados
en encontrar el eigenvector correspondiente al eigenvalor 1 ya que este sera
el vector estacionario; Veamos un ejemplo que nos ayude comprender mejor
estas definiciones.

Ejemplo 4.5: Bolsas de canicas

Supongamos que tenemos tres bosas de canicas una bolsa roja, una azul
y una amarilla. La bosa roja contiene 2 canicas rojas, 3 azules y 5 amarilla, la
bolsa azul contiene una roja, 5 azules y 4 amarillas y la bolsa amarilla contiene
3 rojas, 1 azul y 6 amarillas. Una canica es sacada de una de las bolsas, su
color es registrado y la canica es regresada inmediatamente a la bolsa de
donde fue extraida, la siguiente canica es extraida de la bolsa cuyo color sea
igual al de la canica extraida anteriormente. Definiremos E; como el estado
que corresponde a extraer una canica roja, Es como el estado que corresponde
a extraer una canica azul y F3 como el estado que corresponde a extraer una
canica amarilla. De esta forma si se acaba de extraer una canica roja (E)
sabemos que la siguiente canica se extraera de la bolsa roja. Este experimento
estard descrito por las siguientes probabilidades (Gnedenko, 1997):

pip =02 pop =03 p31 =05
P2 = 0.1 pojp =05 p3p =04 (83)
P1s = 0.3 P23 = 0.1 D33 = 0.6

Expresando las ecuaciones en (83) en su forma matricial tendremos:
0.2 0.1 0.3

Q=03 05 01 (34)
0.5 04 0.6

Podemos observar que los nimeros de cada columna de QQ suman a 1 ya
que los elementos de la matriz Q son las proporciones de canicas rojas, azules
y amarillas en cada bolsa (para cada columna). Ahora bien lo que buscamos
serd la solucion general al sistema dinamico, es decir:

P(n+1)=QP(n) (85)

Es facil observar que la matriz Q es una matriz regular, de tal forma que
es posible encontrar su vector de probabilidad estacionaria, por lo tanto es
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necesario resolver la ecuacion de eigenvalores (82):

Pst'Q_]-:O

Como fue mencionado se tomara el eigenvalor A = 1 para cumplir la
condicién necesaria de las matrices regulares, por lo que tenemos:

—08 0.1 03) [z 0
P, (Q-1)| 03 —05 01 |[y]=]0 (86)
05 04 —06) \z 0

Resolviendo la ecuacion anterior se obtendra el siguiente vector de pro-
babilidad estacionario:

16 17 37
70 70 70)

Asi las potencias de una matriz estocdstica regular Q se acercaran a
una matriz de estado estacionario M, de tal forma que @ = P(0) - M. Las
cadenas de ADN son cadenas de Markov regulares por lo tanto contiene
solamente estados esenciales, es decir en estas cadenas se puede ir de un
estado a cualquier otro sin restricciones.

Pst = ( (87>
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5. Revision de algunos aspectos de Biologia
Molecular

Existen dos tipos de acidos nucleicos los cuales son estructuralmente y
quimicamente distintos, estos son el ribonucleico (ARN) que se presenta cuan-
do el azicar es ribosa y el cual es conformado por una cadena simple y el
otro tipo es el desoxirribonucleico (ADN) cuya estructura se conforma de
una cadena doble y sera aquel cuya aztcar es la desoxirribosa. E1 ARN y
ADN son polimeros formados por largas cadenas de nucleétidos, siendo esta
la pieza fundamental de los acidos nucleicos. Los nucle6tidos son moléculas
organicas formadas por la unién covalente de una pentosa (aziicar), una base
nitrogenada y un grupo fosfato.

Bases nitrogenadas: Las bases nitrogenadas son los componentes que
contienen la informacién genética, son moléculas formadas de dtomos de car-
bono y nitréogeno que crean anillos heterociclicos aromaticos Purina y Piri-
midina, de tal forma que las bases nitrogenadas se derivan en dos tipos:

» Bases nitrogenadas puricas: Estas son la Adenina (A) y la Guanina
(@), ambas forman parte del ADN y del ARN.

» Bases nitrogenadas pirimidinicas: Estas son la Timina (7), la Ci-
tosina (C') y el Uracilo (U). La Timina y la Citosina intervienen en la
formacion del ADN, mientras que en el ARN apareceran la Citosina y
el Uracilo.

Pentosa: Azucar formado por una cadena de cinco &tomos de carbono;
estos azucares pueden ser ribosa que estara presente en el ARN o la desoxi-
rribosa que se encuentra en el ADN.

Acido fosférico: Consiste en un dtomo de oxigeno rodeado por cuatro
atomos de fésforo y estd unido al carbono 5’ de la pentosa. Cada nucledtido
puede contener uno, dos o tres grupos fosfatos. Si el nucle6tido posee solo un
grupo fosfato se dird que este se encuentra estable y para cada grupo fosfato
adicional el nucledtido se volverd mas inestable, asi el enlace del fosforo y
fosfato libera energia al romperse por hidrolisis. El grupo fosfato le otorga al
nucleo un enlace de alta energia, por lo que son tomados como fuentes para
la transferencia energética por parte de las células.
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Los nucleétidos esencialmente son ensamblados de uno en uno por la
célula y después se agrupan de diferentes formas que dependen del acido
nucleico, en el proceso de replicaciéon en el caso del ADN o en el llamado
proceso de transcripcion o produccién del ARN. Los nucledtidos entonces
tendran la siguiente estructura:

C <
Grupo Base nitrogenada
fosfato

Figura 34: Estructura del Nucledtido

Los nucleétidos tienen caracteristicas importantes, una de las mas impor-
tantes es la forma en la que se unen las diferentes bases nitrogenadas, estas
cumplen con una regla que especifica que la base Ademina (A) solamente se
une con la base Timina (7') a través de un puente de hidrégeno doble y la
base Guanina (G) se une a la base Citocina (C') mediante un puente triple
de hidrogeno esta regla se cumple para el ADN mientras que para el caso del
ARN la base Timina se cambia por la base Uracilo (U) y el resto de la regla
de conexion permanece igual que en el ADN.

5.1. Funcidén y estructura de los acidos Nucleicos

Los acidos nucleicos son las biomoléculas portadoras de la informacion
genética y son los responsables de su transmision hereditaria en todos los
organismos. Son biopolimeros de elevado peso molecular los cuales estaran
formados por otras subunidades estructurales (mondmeros) que se repiten los
cuales son llamados nucleétidos. Los adcidos nucleicos tienen dos funciones im-
portantes una es almacenar la informaciéon genética para luego transformarla
en proteinas y la otra es que sirven como almacén de energia, por lo tanto
las secuencias de estas moléculas en el polimero puede transmitir érdenes
como: “haz una proteina”, “replicame”, “trasladame al nicleo”; etc. Una de
las cualidades de los acidos nucleicos es que son moléculas muy estables, esto
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es importante ya que para el proceso de transmision de informacion gené-
tica de una célula a otra es necesario que la molécula no se deshaga por si sola.

Los dos tipos importantes de acidos nucleicos ADN y ARN se encuentran
en todas las células procariotas, eucariotas y virus. El acido desoxirribo-
nucleico (ADN) codifica la informacién que la célula necesita para fabricar
proteinas; El ADN funciona como el almacén de la informacion genética y se
encuentra en los cromosomas del niicleo, las mitocondrias y los cloroplastos
de las células eucariotas. En el caso de las células procariotas el ADN se
encuentra en su inico cromosoma, mientras que el acido ribonucleico (ARN)
presenta diversas formas moleculares y participan en la sintesis de las pro-
teinas. El ARN interviene también en la transferencia de la informacion con-
tenida en el ADN hacia los compartimientos celulares, este acido nucleico se
encuentra en el ntcleo, el citoplasma, la matriz mitocondrial, el estroma de
cloroplastos de células eucariotas y en el citosol de células procariotas.

Se sabe que los acidos nucleicos constituyen el depésito de la informacion
de todas las secuencias de aminoacidos de todas las proteinas de la célula,
por lo que existe una relacion colineal entre las secuencias de acidos nuclei-
cos y proteinas que es llamado Cdédigo genético, la peculiaridad de esta
relacion establece que una secuencia de tres nucledtidos en un acido nucleico
corresponde a un aminodcido en una proteina.

5.1.1. Caracteristicas del ADN y ARN

Tanto el ADN como el ARN son moléculas que se encuentran presen-
tes en los organismos vivos para actividades esenciales, pero ;Cudles son las
diferencias entre estos acidos nucleicos? El ADN lleva la informacién nece-
saria para dirigir la sintesis de proteinas y la replicacion. La mayoria de las
moléculas de ADN poseen dos cadenas anti paralelas unidas entre si median-
te las bases nitrogenadas por medio de puentes de hidrégeno (bicatenaria),
donde la Adenina enlaza con la Timina mediante dos puentes de hidrégeno,
mientras que la Citocina enlaza con la Guanina mediante tres puentes de
hidrogeno, dicha secuencia de nucleétidos en el ADN determina el orden de
los aminodcidos en las proteinas. Por otro lado el acido ribonucleico (ARN)
es una molécula similar a la de ADN pero a diferencia del ADN el ARN es
una cadena sencilla (monocatenaria); La hebra de ARN tiene un eje consti-
tuido por un azucar (ribosa) y grupo de fosfato de forma alterna, unidos a
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cada azuicar se encuentra una de las 4 bases nitrogenadas (Adenina, Uracilo,
Citocina o Guanina) las cuales cumplen la siguiente regla de enlace entre
estas bases nitrogenadas:

A = U
cC = d

Hay diferentes tipos de ARN en la célula: ARN mensajero (ARNm),
ARN ribosomal (ARNr), ARN de transferencia (ARNt) y el
ARN nucleolar (ARNn), estas biomoléculas son necesarias para el proce-
so de traduccion de ADN a Proteina. Estos tipos de ARN son indispensables
para procesos intermedios ya que estas moléculas llevan fisicamente los ami-
noacidos al sitio donde se lleva a cabo la traducciéon y permiten que sean
ensamblados en las cadenas de proteinas en dicho proceso. E1 ARN dirige la
sintesis de aminoacidos, es decir, a diferencia del ADN no almacena direc-
tamente la informacién si no que funciona como puente para pasar de una
cadena de acidos nucleicos a una cadena aminoacidos.

5.1.2. Replicacién del DNA y formacion del RNA nucleolar

La replicacion del ADN es un proceso mediante el cual se duplica una mo-
lécula de ADN, cuando una célula se divide debe duplicar su genoma para
que cada célula hija contenga un juego completo de cromosomas. La repli-
cacion del ADN es probablemente uno de los procesos mas impresionantes
que realiza el ADN ya que cada célula contiene todo el ADN que necesita
para fabricar las demas células, este proceso es tan impresionante que noso-
tros mismos comenzamos siendo solo una célula y terminamos con billones
de ellas y durante ese proceso de division célular toda la informaciéon de una
célula tiene que ser copiada a la perfeccion a las otras células, eso es sorpren-
dente teniendo en cuenta que hay casi tres mil millones de pares de bases de
ADN para ser copiadas. La replicacion del ADN utiliza polimerasas, que son
moléculas dedicadas especificamente solo a copiar ADN.
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Figura 35: Replicacién del ADN

El proceso de replicacién del ADN (Figura 35) es el mecanismo que permi-
te al ADN sintetizar una copia idéntica, esta duplicacion del material genético
se produce de acuerdo con un mecanismo semiconservador (se dice que es se-
miconservador por que en cada una de las moléculas hijas se conserva una de
las cadenas originales), lo que indica que los dos polimeros complementarios
del ADN original al separarse sirven de molde cada una para la sintesis de
una nueva cadena complementaria de la cadena molde, de esta forma cada
nueva doble hélice contiene una de las cadenas del ADN original. Gracias a
la complementacion de las bases que forman la secuencia de cada una de las
cadenas de ADN, este tiene la importante propiedad de reproducirse idénti-
camente lo que permite que la informacién genética se transmita de una cé-
lula madre a las células hijas y es la base de la herencia del material genético.

En el proceso de replicacion la molécula de ADN se abre como una cre-
mallera por la ruptura de los puentes de hidrogeno entre las bases comple-
mentarias en puntos determinados llamados los origenes de replicacion. Las
proteinas iniciadoras reconocen secuencias de nucledtidos especificas en esos
puntos y facilitan la fijacion de otras proteinas que permitiran la separacion
de las dos hebras de ADN formandose una horquilla de replicacion. E1 ADN
polimerasa anade los nucledtidos complementarios a cada cadena original,
es decir a las plantillas que salen del desenrollamiento del ADN. En la ma-
yoria de los casos de replicacién es unidireccional, no obstante la replicacion
se puede considerar de forma general como bidireccional. En el proceso de
replicacion del ADN existe un mecanismo de correccion (funcién correctora)
que modifica los errores producidos durante la copia del ADN los cuales da-
rian lugar a mutaciones.
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5.1.3. Tipos y funciones del ARN

Existen dos tipos de ARN que estan implicados en la sintesis de proteinas,
estos son los codificantes y los no codificantes, estos seran el ARN mensaje-
ro, el ARN de transferencia y el ARN ribosomal. EI ARN codificante sera
el ARN mensajero (ARNm) el cual se encarga de llevar la informacion del
ADN a los ribosomas, ya que la secuencia de nucleétidos del ARNm deter-
minard la secuencia de aminodcidos de la proteina. Por otro lado los ARN no
codificantes seran el ARN de transferencia y el ARN ribosomal, el ARN no
codificante se origina a partir de genes propios, es decir intrones ° rechazados
durante el proceso de splicing . EIl ARN de transferencia (ARNt) y el ARN
ribosomico (ARNr) son elementos fundamentales en el proceso de traduccion.
Ciertos ARN no codificantes denominados ribozimas son capaces de catali-
zar reacciones quimicas como cortar y unir otras moléculas de ARN o formar
enlaces peptidicos entre aminoacidos en el ribosoma durante la sintesis de
proteinas.

Como fue mencionado estudiaremos cuatro tipos de ARN, estos son:

ARN mensajero (ARNm): Consiste en una molécula lineal de nu-
cle6tidos cuya secuencia de bases es complementaria a una porcién de la
secuencia de bases del ADN, el ARNm dicta con exactitud la secuencia de
aminodcidos en una cadena polipeptida, las instrucciones para la construc-
cion de dichas cadenas polipeptidas residen en tripletes de bases a las que
llaman codones. Estas cadenas de ribonucledtidos estan encargadas de llevar
la informacién sobre la secuencia de aminoécidos de la proteina desde el ADN
hasta el ribosoma, lugar en que se sintetizan las proteinas de la célula, es por
eso que recibe el apelativo de “mensajero”. Esta molécula también determi-
nara el orden en que se uniran los aminoacidos.

ARN de transferencia (ARNt): Esta molécula tiene aproximada-
mente 75 nucledtidos en su cadena y se pliega en una forma particular llamada

5Un intrén es una regién del ADN que forma parte de la transcripcién primaria de
ARN, pero a diferencia de los exones, son eliminados del transcrito maduro, previamente
a su traduccién.

6Proceso mediante el cual los intrones, es decir, las regiones no codificadoras de los
genes son separados del transcripto de ARN mensajero primario y los exones ( es decir la
regiones codificadoras) se unen para generar ARN mensajero maduro.

77



hoja de trébol plegada. E1 ARNt se encarga de transportar los aminoacidos
libres del citoplasma al lugar de sintesis proteica. Para trasladar estos ami-
noacidos a su posicion especifica es necesario que el ARNt presente un triplete
de nucleétidos llamado anticodén, el cual se une a su codéon complementario

que estara presente en el ARNm, esta conexiéon serd mediante puentes de
hidrégeno como se observa en la Figura 36.

MRNA
L By

AGCUGACCUAGCGGACAA

Secuemaa /

comrespondiente en ol
RNA mansmjere GAU S > Sm:m:;d.
[RNA) — [ - wresnucedtidos

1 RNA de

| A transferencia

Cadena de

\ Aminoicido
mnmau;—l).v" /M/E\'-" ﬂ(—
Figura 36: ARN de transferencia.

ARN ribosomal (ARNr): El ARNr es el componente catalitico de los
ribosomas, se encarga de crear los enlaces peptidicos entre los aminoacidos
del polipéptido en formacién durante la sintesis de proteinas (actiian como
ribozimas). Este tipo de ARN una vez transcrito pasa al niicleo donde se
une a proteinas, de esta manera se forman las subunidades de los ribosomas.
Para el proceso de sintesis del ARN ribosémico es necesario una molécula de
acido ribonucleico llamado ARN nucleolar.

ARN nucleolar (ARNn): Esta es una molécula larga formada por
una secuencia de unos 13, 000 nucleotidos que estara localizada y sintetizada
en el nicleo de las células eucariotas apartir de la transcripcion del ADN y
que es indispensable para la sintesis de la mayor parte del ARNr. E1 ARNn
se asocia a proteinas procedentes del citoplasma para formar las subunidades

de los ribosomas.
5.2. Sintesis de Proteinas

Uno de los procesos mas importantes en los seres vivos es la trasferencia
de informacién genética, el proceso por el cual esta informacion es transferida
del ADN a las proteinas se representa en la Figura 37 y es llamado Sintesis
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de Proteinas. Se conoce como sintesis de proteinas al proceso por el cual se
componen nuevas proteinas a partir de los veinte aminoacidos esenciales. En
este proceso se transcribe el ADN en ARN y posteriormente en aminoacidos,
que son las unidad més pequena de las proteinas, las cuales al agruparse for-
maran proteinas. En el proceso de sintesis los aminoacidos son trasportados
por el ARNt correspondiente para cada aminodcido hasta el ARNm donde
se unen en la posicion adecuada para formar las nuevas proteinas. La sintesis
de proteinas se realiza en los ribosomas situados en el citoplasma celular. Al
finalizar la sintesis de una proteina se libera el ARNm y este puede volver
a ser leido, incluso antes de que la sintesis de la proteina anterior termine
ya puede comenzar la siguiente sintesis, por lo cual el mismo ARNm puede
utilizarse por varios ribosomas.

‘ ADN Transeripcion ARN

Traduccion Aminoacido U"‘ﬁ"dem‘nﬂéﬂ‘dﬂs‘ Proteina

Figura 37: Esquema del proceso de la sintesis de proteinas.

Como se observara en secciones posteriores este proceso se realiza a través
de cambios de lenguajes, es decir se tendra una decodificacién de mensajes
genéticos ya que la informacién que sale del ADN solo cambiara de lenguaje
pero no se perderd la informacion en estos cambios. Dichos cambios de len-
guaje se presentan en dos etapas: la Transcripcion y la Traduccion, los cuales
se describiran con mas detalle a continuacion.

5.2.1. Transcripcion Genética

El ADN se encuentra en el nticleo pero la mayoria de su informacién debe
de salir del niicleo para ser expresada y esto sucederd gracias al ARN ya que
una de sus funciones es ser el mensajero que lleve esta informaciéon fuera del
niicleo para ser traducido a una proteina, este proceso es llamado Transcrip-
cion. La Transcripcion del ADN es el primer proceso de la expresion genética
mediante el cual se transfiere la informacion contenida en las secuencias de
ADN hacia las secuencias de proteinas utilizando diversos ARN intermedia-
rios. Durante la transcripcién genética la secuencia de ADN es copiada sin
pérdida de informacién a una secuencia de ARN mediante una enzima llama-
da ARN polimerasa (ARNp), la cual utiliza un molde de ADN de cadena
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sencilla para sintetizar una cadena complementaria de ARN agregando un
nuevo nucledtido al extremo 3'de la cadena (Figura 38).

17

N LC
AgNs.UGGUAGU‘;E/

MOdeADN Y AllcllcATICIAIG TIc 5

ARN polimerasa

Figura 38: ARN polimerasa.

La ARN polimerasa sintetiza una cadena de ARN complementaria a la
cadena molde de ADN, esta enzima sintetiza la cadena de ARN en direccion
5" a 3/, mientras que lee la cadena molde de ADN en direcciéon 3’ a 5. La
cadena molde de ADN y la cadena de ARN son anti paralelas. La enzima
avanza a lo largo de la cadena molde en direccién 3’ a 5" y al avanzar abre
la doble hélice del ADN, asi el ARN sintetizado solo se mantiene unido a la
cadena molde por un corto tiempo y luego sale de la polimerasa como una
cadena colgante para permitir que el ADN se vuelva a cerrar y formar una
doble hélice.

ATGACGGATCAGCCGCAAG GGAATTGGCGACATAA
UACUGCCUAGUCGGCGUU

ARNTranscripto

TACTGCCTAGTCGGCGTTCGCCTTAACCGCTGTATT

......................................

Figura 39: Cadenas de ADN con su respetivo ARNTranscripto o ARNm.

En el proceso de transcripcién una region de ADN se abre y una sola
cadena (cadena molde) sirve como plantilla para la sintesis de un transcrito
complementario de ARN (ARNm), esta cadena sera idéntica a la cadena de
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ADN excepto que el ARN tiene base de Uracilo (U) en lugar de base Timi-
na (T'), este proceso se ilustra en la Figura 39. Para comprender mejor este
proceso veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.1: Tomemos una secuencia de ADN la cual estd conformada
de dos cadenas a las cuales llamaremos codificante y molde. En la transcrip-
cién lo que se hace es tomar una hebra de la doble hélice (como se observa
en la Figura 40).

Cadena codificante

Al—T
Ti—A
Gl—
Al—T
Al—T
TI—A
G f—
—G

Cadena molde

Figura 40: Segmento de una cadena de ADN.

En el proceso de transcripcién se toma una cadena del ADN y se construye
una secuencia de ARN, donde este ARN serd el ARN mensajero ya que este
extraera la informacién del nicleo. Este proceso es muy parecido al proceso
de replicaciéon en el cual el nucleétido Uracilo se cambia por el nucleétido
Timina como se observa en la Figura 41.
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ARNm

Cadena molde

Figura 41: Secuencia de ARNm.

De tal forma que esta molécula puede separarse para asi tener una cadena
simple de ARNm que tendra toda la informacion de la molécula de ADN. En
el caso de un gen codificante el transcripto de ARN contiene la informacion
necesaria para sintetizar un polipéptido ” con una secuencia de aminoacidos
en particular. En este caso el transcripto de ARN que acttia como ARNm es-
tara relacionado con el polipéptido: Tyr — Leu— Arg. Cabe mencionar que las
células regulan cuidadosamente la transcripcion de forma que solo se trans-
criben los genes cuyos productos son necesarios en un momento determinado.
Cuando se transcriben diferentes genes no necesariamente se transcriben en
cantidades iguales, es decir, se produce un niimero diferente de moléculas de
ARN de cada gen si asi lo necesita el organismo.

5.2.2. Traduccion Genética

La traduccion es el segundo proceso de la sintesis proteica el cual ocurre
en todos los seres vivos. En la traduccién el ARN mensajero se decodifica
para generar una cadena especifica de aminoéacidos que formaran un polipép-
tido o una proteina, el cual se formara de acuerdo con las reglas especificas
por el codigo genético, es necesario que la traduccién venga precedida de un

"Un polipéptido es una subunidad de la proteina.
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primer proceso de transcripcion.

Las fases de la traduccion son tres: iniciaciéon, elongacion y terminacion
durante los cuales se va dando el crecimiento del polipéptido o proteina. El
c6digo genético describe la relacion entre la secuencia de pares de bases en un
gen y la secuencia correspondiente de aminoacidos que codifica. En el cito-
plasma de la célula el ribosoma lee la secuencia del ARNm en grupos de tres
bases para ensamblar la proteina, dichos grupos de tres bases son llamados
codones las cuales corresponden a un aminoacido.

Cabe mencionar que se debe de ser muy cuidadoso de la posicién donde
se empieza a tomar el codén ya que si se toma en un punto incorrecto en
la secuencia de ARNm el aminodcido correspondiente al codén en cuestion
sera erréneo. Una vez que se tienen los codones estos son emparejados con
sus respectivos aminoacidos por un tipo especifico de ARN, este es el ARN
de transferencia (ARNt) el cual acerca estas dos moléculas (Figura 42).

Aminoécido

ARNt

Anticodén

ARNm 3’

Figura 42: Union del aminoacido con su codon correspondiente.

Cabe mencionar que cada codén estard unido a su anti codén el cual sera
la secuencia presente en el ARNt como se observa en la Figura 42. De tal
forma que el aminoacido se va a pegar bajo el ARNt al extremo que tiene
las bases complementarias (en este caso el codén AUG se unira al anti codén
UAC). Este proceso se realiza para cada codén de tal forma que conforme
se agrupen los aminoacidos se formara una proteina. Una caracteristica im-
portante de mencionar es que el orden en el que se unen los aminoacidos
determina la forma, propiedades y funcién de una proteina.
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6. Extension del Juego del Caos para Protei-
nas

Desde la primera aplicacion del Juego del caos para secuencias genémicas
en 1990, diversas investigaciones se han centrado en extraer caracteristicas de
las imagenes CGR y mostrar que dichas caracteristicas pueden jugar un papel
importante en el estudio de secuencias genémicas. Debido al gran potencial
que este método presentaba para mostrar patrones subyacentes o sesgos hacia
algunos nucleétidos en secuencias de ADN, en 1994 Fiser, Tusnddy & Simon
(Fiser y Tusnady, 1994) plantearon una extension de la Representacién del
Juego del Caos de Jeffrey por primera vez, en este articulo se demuestra que
la CGR puede ser extendida de tal forma que puede ser aplicada para visua-
lizar y analizar las estructuras primarias y secundarias de proteinas.

La CGR puede ser generalizada para ser aplicable a secuencias de cual-
quier nimero de elementos base (es decir el alfabeto de la secuencia), de tal
forma que es necesario cambiar el tablero de juego que fue presentado en la
Seccion 3.1, el cual era un cuadrado debido a que las secuencias de ADN o
ARN tienen 4 bases (A, C, G, T/U);Para secuencias que tengan mas bases el
tablero del Juego del caos serd un poligono regular de n—lados, donde n es
el nimero de elementos que conforman el alfabeto de la secuencia.

El primer desarollo de esta extension planteaba un poligono regular de
20 lados donde cada vértice representaba un aminoécido (Fiser y Tusnady,
1994), pero una aplicaciéon tan generalizada sufre de serias limitaciones, una
de ellas es visualizar los patrones caracteristicos de la CGR de diferentes Fa-
milias de proteinas, otra limitacién se presenta en secuencias de aminoacidos
homologas pertenecientes a una familia en particular, ya que los residuos de
aminoacidos en diferentes posiciones son a menudo remplazados por sus-
tituciones conservativas manteniendo sus funciones invariantes, pero el
uso de la CGR de 20 vértices no permite analizar de forma adecuada una
secuencia de aminoacidos que presente substituciones conservativas ya que
la imagen resultante no mostrara las caracteristicas especificas de la secuen-
cia con dichas substituciones, por el contrario mostrara caracteristicas de
secuencias de aminoacidos similares, es decir al tener secuencias homologas
las cuales presentaran substituciones conservativas la imagen resultante po-
dria no ser de la secuencia que se esta estudiando, por lo cual fue necesario
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modificar el método desarrollado por Fiser, Tusnady & Simon a un poligono
de 12 lados y esto fue realizado por Basu, Pan Dutta & Das en su articulo
Chaos game representation of protein structure (Basu et al., 1997), de esta
forma secuencias de aminoacidos homologas pueden exhibir patrones tenien-
do entonces substituciones conservativas en las secuencias. Para el estudio de
Familias de Proteinas son usadas secuencias concatenadas de aminoacidos de
miembros pertenecientes a dicha familia.

En bioinformatica la CGR de 12 vértices es usada para comparar secuen-
cias de aminodcidos usado el método de Alineacion de secuencias, en el cual
son remplazados aminoacidos por otros que tengan propiedades bioquimicas
similares como: carga, hidrofobicidad, tamano, etc., es decir, dado el pépti-
do IDEAL (Isolucina, Aspartato, Glutamato Alanina y Leucina) puede ser
remplazado por el péptido MEEGL (Metionina, Glutamato, Glutamato,
Glicina y Leucina), pero no por el péptido SREYL (Serina,Arginina, Glu-
tamato, Tirosina y Leucina). En el primer caso se ha hecho una sustitucion
conservativa mientras que en el segundo caso se reemplazaron residuos por
otro diferentes. Los cuales no tienen las mismas caracteristicas.

Para poder entonces estudiar secuencias que presentan sustituciones con-
servativas es necesario reducir el nimero de vértices del poligono a 12 lados
agrupando aminodcidos ® similares, por ejemplo: Alanina (A) y Glicina (G)
estardan representados en un mismo vértice, mientras que la Isoleucina (I),
Leucina (L), Valina (V') y Metionina (M) estaran representados en otro vér-
tice, es decir, cada una de estas agrupaciones seran representadas por un
vértice como se observa en la Figura 43.

8En algunos articulos estos aminoacidos son llamdados residuos.
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Figura 43: Tablero de juego para la CGR de 12 vértices.

La siguiente tabla muestra todos los aminoacidos y sus respectivos coédigos
de una letra los cuales son usados para etiquetar la CGR de 12 lados.
Tabla 4.Aminoéacidos.

CODIGO DE UNA

CLASE AMINOACIDOS LETRA
Glicina, Alanina, Vali-
Alifatico na, Leucina, Isoleuci- | G,A,V,L, I
na
Contenido de Hidroxi- Ser1.na,/Clstelna, S.e le-
. nocisteina, Treonina, | S,C,U,T, M
lo o Azufre/Selenio .
Metionina
Ciclico Prolina P
Aromatico Fenllal‘ala/nlna, Tirosi- FY.W
na, Triptofano
Biasico H'IS.tldIIla, Lisina, Ar- H.K.R
ginina
Acido y sus amidas Aspartato, Glutamato D,E,N,Q

Aspagina, Glutamina

En el nuevo tablero de juego cada vértice del poligono representara a un
grupo particular de sustituciones conservativas de residuos de aminoacidos
permitiendo una representaciéon pictorica de los patrones caracteristicos de
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familias de proteinas. Este etiquetado de los vértices del poligono son orde-
nados con respecto a la hidrofobicidad normalizada decreciente de los grupos
de residuos en direcciéon anti horaria empezando con el grupo ILV M como
se observa en la Figura 43. Este etiquetado permite la derivacion de infor-
macion sobre la relativa densidad de residuos hidréfobicos e hidrofilos en la
secuencia primaria de proteinas de la CGR.

6.1. Algoritmo CGR de Proteinas

Como fue mencionado anteriormente este método es una extension del
método estudiado en la Seccién 3 en el cual nuestro tablero sera un poligono
regular de 12 vértices, los cuales estaran representados matematicamente por
la expresién (88), donde V;(1,0) es el primer vértice del poligono.

Vi(z) = cos
Vi(y) = sen

By
B con k=23 .12 (88)
Tﬂ-

El algoritmo usado para el juego del caos es el mismo que se presentd en
la Seccion 3.1 en el cual se trazara el primer residuo de la secuencia a medio
camino entre el centro del poligono y el vértice etiquetado con la primer letra
(residuo) de la secuencia, el siguiente punto serd trazado a medio camino
entre el punto anterior y el vértice etiquetado con el siguiente residuo de la
secuencia, este proceso se repetird L veces para una secuencia de longitud L.
Representando el IF'S del Juego del Caos como fue expresado en seccion 3.1.

% 0\ (mi—1 % .
Wi = 0 1 . + Vi con 221,2,3,-",_[/ (89)
2 yl—l 2

Veamos un ejemplo pictorico de este método, para esto graficaremos la
CGR de la secuencia MATW LS. El primer residuo (M) de la secuencia
debe ser graficado a medio camino entre el centro del poligono y el vértice
etiquetado como “I LV M“como se ve en la Figura 44(a). El segundo residuo
(A) sera entonces graficado a medio camino entre el primer punto y el vértice
etiquetado (AG), este proceso deberd repetirse hasta el dltimo residuo de la
secuencia (Figura 44 (b)).
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Figura 44: Ejemplo de CGR para una secuencia corta.

Las Figuras (63 - 65) muestra la CGR de algunas proteinas en la cuales
se pueden observar zonas de escasez y agrupaciéon de puntos °.

9Para ver més referencias dirigirse al Apéndice D
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Figura 46: CGR de la Familia de Proteinas Lysozyme.

La distribucion de puntos en la CGR vista en la Figura 63 no es alea-
toria, en esta imagen es posible observar que se presenta un agrupamien-
to de puntos en algunas regiones del poligono, lo cual implica que en es-
tas clases de proteinas la frecuencia de aparicion del dipeptido mn (con
m,n=1,L,V,M,R, K,D y E) son mucho més altas que las de otros dipep-
tidos, por ejemplo en el caso de la Hemoglobina se presenta una agrupacion
a lo largo de la regién que une los vértices ILVM — W.

Como fue mencionado un problema importante en la extension de la técni-
ca CGR para secuencias de proteinas individuales se refiere al nimero minimo
de residuos que podrian ser requeridos para generar patrones identificables.
Se ha reportado que para secuencias de nucledtidos al menos se requieren
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2000 bases para generar patrones (Basu et al., 1997). Pero en el caso del
numero de aminodacidos de la mayoria de proteinas sus secuencias son mas
pequenas por lo que para solucionar este problema se han concatenado se-
cuencias de aminodcidos que pertenezcan a una familia en particular y de
esta forma el nimero de residuos serd mayor de tal forma que se podran
generar patrones. Es importante mencionar que los patrones caracteristicos
de una familia de proteinas no dependen del niimero de secuencias sumadas
(concatenadas) o del orden en que se concatenan. Ademds una vez genera-
do el patrén, agregar mas secuencias de proteinas de la familia no altera el
patrén (Basu et al., 1997).

6.2. Conteo de rejilla de la CGR de Proteinas

El algoritmo para la CGR de proteinas permite una representacién grafica
de patrones en secuencias de aminoacidos, sin embargo, para una correcta
interpretacion de tales patrones seria util una caracterizacién matematica de
estos, para lo cual dividimos todo el poligono en 24 segmentos que estaran
etiquetados con los nimeros del 1 al 24 en serie como se muestra en la Figura
47 , esta cuantificacién se le llama Conteo de rejilla (Grid Counts). Esta es
una estimaciéon del porcentaje de puntos dibujados en diferentes regiones de
la CGR (grid points), permitiendo asi la cuantificacion de la no aleatoriedad
de los patrones.

-0.25 \ 21 16 10 5 {

P 18 12—y
ST
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 ) 025 050 075 100

Figura 47: Rejilla de la CGR de 12 vértices

El grid counts de la CGR de cualquier familia de proteinas depende solo
de la posicion relativa de diferentes grupos de residuos a lo largo de sus
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vértices y no del niimero u orden de las proteinas concatenadas (Basu et al.,
1997), de esta forma se describe una medida cuantitativa de las preferencias
si las hay en la CGR. En la Figura 47 se muestran algunos ejemplos.

©

Figura 48: Ejemplos de Grid counts.

Para cada segmento un contador (C; para el j—esimo segmento) se pone
en cero y se inicia en cero. Como cada punto es graficado dentro de la CGR
el contravalor del segmento en que el punto vive incrementara en 1 mante-
niendo todos los demas contravalores sin cambios. Por ejemplo si un punto
es graficado en el k—ésimo segmento, entonces ¢, = ¢, + 1y ¢; = ¢;(j # k).
El porcentaje de puntos que caen en diferentes segmentos de la cuadricula
son calculados tal que:

C.
Gj:(ﬁj) x 100, (j=1,2,3,---,24)

Donde N es el numero total de residuos en la secuencia graficada y G,
representa el porcentaje de puntos graficados dentro o en cualquier limite de
la j—ésima region.

6.3. Aplicacion del método CGR de 12 vértices

La representacion del Juego del Caos para Proteinas es un campo nuevo
de investigacion por lo que las aplicaciones de este método son hoy en dia
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un campo de investigaciéon en crecimiento. Algunas de las principales apli-
caciones de este método es en la comparaciéon o clasificacién de familias de
proteinas. Pero una de las aplicaciones mas interesantes hoy en dia es la
aplicacion de este método para la prediccion de interacciones ARN-Proteina
(RPIs) la cual juega un papel importante en una amplia gama de regulacio-
nes postranscripcionales tal como el empalme de ARN, transporte de ARN,
replicacion de ARN y traducciéon de ARNm. Identificar si un determinado
par de ARN-Proteina puede o no formar interacciones es un requisito previo
vital para diseccionar los mecanismos reguladores de los ARN funcionales
[14].

Esta es un area brevemente estudiada debido a que no se cuentan con
suficientes herramientas computacionales. En el articulo Prediction of RNA-
protein interactions using conjoint triad feature and chaos game representa-
tion de Hongchu, Wang & Pengfe es usado este método extendido del Juego
del Caos de Jeffrey junto al llamado Conjoint Triad Feature ( CTF), los
cuales proporcionan un grupo fundamental de caracteristicas las cuales son
usadas para determinar la presencia de interaccion ARN-Proteina.

Para la CG Rpyoteinas €l conjunto de caracteristicas contiene 24 caracteris-
ticas las cuales estan representadas por la cuadricula presenta en la seccién
anterior, mientras la CG R 4ry proporciona 16 caracteristicas las cuales estan
representadas por la cuadricula de la CGR para secuencias de ARN, estas
caracteristicas se observan en la siguiente figura.

LM c d|
> RK

V__—13

RK
/ N 1 2 3 4
14 8 \
1 ERN.

FY/L

20 15 9 RN 5 6 7 8
23 1\
o IN|
\24 /

As\zz . s/ 9
AN ! 13 14 15 16
N\L 14
P — ¥

(A) (8)

Figura 49: Tableros donde se representas las caracteristicas de las CGR de
proteinas y de ARN.
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7. Fractales estrictamente autosimilares com-
puestos por poligonos estelares

El uso de poligonos para generar imagenes fractales es un algoritmo muy
bien conocido (Seccién 2), algunos ejemplos son el conjunto de Cantor, el
cual estd conformado por segmentos de recta, otro ejemplo es el tridngulo
de Sierpinski el cual esta formado por un nimero infinito de triangulos o el
Helecho de Barnsley el cual estd formado por rectangulos, pero ;jqué pasard
si tomamos un numero arbitrario de vértices n € N, n > 27. En esta seccién
se discutird un poco sobre este caso.

Existen diferentes algoritmos que pueden generar objetos fractales, en es-
te trabajo se presentaron algunos de estos algoritmos como lo son la Maquina
Copiadora de Reduccion Miltiple (MRCM) y el Juego del Caos, pero existe
un algoritmo con el cual se pueden generar fractales estrictamente auto simi-
lares que estaran conformados por poligonos estrella, estos son poligonos
no convexos que estaran caracterizados por {n/m} con m,n € N, donde,
n > 2 es el namero de vértices del poligono y m < % indica cada cuantos
vértices se unira el vértice anterior con el siguiente.

Veamos un ejemplo de poligono estrella, para esto tomemos un circulo
unitario y dividamoslo en n segmentos iguales, en este caso n = 7, y se unira
el primer punto con el segundo inmediato, de tal forma que al repetir este
proceso el poligono se cerrard por completo (Figura 50 (a)), pero también es
posible unir el primer punto con el tercero inmediato (Figura 50(b)), de esta
forma podemos ver que hay diferentes formas de conectar los vértices entre
si, los cuales generan diferentes poligonos estrella.
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Poligono estrella {7/2} Poligono estrella {7/3}

Figura 50: Poligono estrella n = 7.

7.1. Algoritmo Tzanov

En este trabajo fueron estudiados dos algotimos importantes para la ge-
neracion de factales, en los cuales el factor de contraccion P no es muy estu-
diado, pero este es un elemento muy importante en la generacién de fractales
al igual que el valor m en cual indica vértices con el que se conectara el vértice
anterior.

Una vez que se ha elegido un poligono-{n/m} inicial este puede ser es-
calado por un factor P € (0,1), este nuevo poligono se copiard n veces y se
colocard en cada uno de los vértices del poligono semilla. Si repetimos este
proceso para cada uno de estos nuevos poligonos tendremos n? polégonos los
cuales serdn P? veces mds pequenios que el poligono-{n/m} inicial circuns-
crito en el circulo unitario.

El valor de P debe ser elegido cuidadosamente para que después de infi-
nitas aplicaciones el resultado sea un fractal estrictamente auto similar con-
formado por n poligonos estrella que NO se intersectan. Dado que P es un
factor de escalamiento se cumple el siguiente teorema.

’ Teorema 7.1

|

conjunto no vacio F: F = UN | S;(F), por lo tanto invariante para el
mapa S y F =N S*(E) (Tzanov, 2015)

Dados los mapeos Sy, -+, Sp: ||Si(x) — Si(y)|| < cil|lx — yl|, entonces 3 un inico
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Este teorema habla sobre el atractor del proceso de iteracion, este atrac-
tor poligonal es un fractal producido por infinitas contracciones (n’, cuando
i — o0) del poligono inicial, es decir, estard compuesto por infinitos poli-
gonos similares al inicial; pero una de las caracteristicas fundamentales de
estos fractales es que las copias reducidas del poligono inicial no deberan
sobreponerse pero pueden tocarse entre si, esta condicién restringe el valor
de P. Este parametro de escalamiento serd deducido de los valores n y m y
no dependera del didmetro del circulo que contenga al poligono semilla.

7.1.1. Parametros Py m

Para obtener la relacién para P(n,m) construyamos un poligono estre-
lla {n/m}, tomaremos m = 3, la Figura 51 esboza este poligono con O, el
centro del circulo S,, M es el punto de interseccién de la secante A, A, y
Az Ag, H es la proyeccién ortogonal de O, en A; A4 v L es la proyeccién or-
togonal de O, en A3A,. En la imagen es posible observar que el segmento de
linea M A, serd un segmento de linea del poligono estrella resultante después
del escalamiento del poligono inicial con respecto al punto A4 por el factor P.

Para conocer este valor de P es necesario analizar la Figura 51 (a). Dado
que el poligono inicial esta circunscrito en S,, L A30,A, = 27n entonces
LLO,Ay = 5 ya que A30, = A40,. Por otro lado £A;0,A3 = 4{ entonces
LA1ALA; = %” y £A10,H = 3;”, ya que S, con el centro en O, circunscribe
Ay, As y Ay, Ahora podemos deducir A Ay v A4M por el radio r de S,, va
que r = O,A; para i = 1,...,n, entonces AjAy; = 27"8671(3%). Para deducir
A4M encontraremos primero A4L, donde A;L = rsen(Z) entonces A;M =

AL rsen(%) MA,
cos(%r) - 005(2777) ' s A1 Ay’
forma sustituyendo los valores de A1 A4 y M A, obtenemos el valor del factor
de escalamiento para m = 3, el cual se muestra en la ecuaciéon (90).

de esta

De la Fugura 51 es posible observar que P =

MA, sen(T)
P = = n
(n,3) A1Ay 2cos(3)sen(3) (90)

n
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Figura 51: Bocetos de poligonos estrella {n/3} y {n/m} circunscritos en S,
y Sy respectivamente (Tzanov, 2015).

Este factor de escalamiento fue encontrado para un m especifico, pero
este procedimiento puede ser generalizado para cualquier m que cumpla la
condiciéon 1 < m < 5. En la Figura 51 (b) se observa el boceto de un poli-
gono entrella-{n/m} donde los puntos A; (para i =1,...,n) son los vértices
del poligono estrella y Oy es el centro del circulo circunscrito Sy, con radio
r, de tal manera que M es el punto de interseccion de la secante A1 A, 11y
A Aspy,, H es la proyeccion ortogonal de O, en A1 A, 11 v L es la proyeccion
ortogonal de O, en A,, A, 1. En la Figura 51 (b) observamos nuevamente

que P =

Dando el mismo tratamiento que en el ejemplo anterior £ LOyA,, 11 =
ya que A,,0p = A,,110y, por otro lado podemos obtener que £A;0,A,,
@ entonces £ A1 A1 A = @ y £A10H = ™% ya que S circuns-
cribe a Ay, A, v Apmar. Con esta infomacion es posible deducir entonces los

segmentos A; A1y Amy1 M, obteniendo que Ay A, 1 = 2rsen(™F).

s
n

Para deducir A,,,1M es necesario primero encontrar el el valor para el

segmento A, 1 L. La Figura 51 (b) muestra que A, 1L = rsen(”), de esta

A1l _ rsen(%)
cos(m—1)m/n ~ cog(lm=Lm)

forma encontramos que A,,; 1M = . Sustituyendo los

valores de A1 A,,11 vy M A, 11 podemos encontrar el valor de contracciéon P
para cualquier n y m, como se observa en la siguiente expresion.

MAna _ sen(D)

Pnm) = ——= =
(n.m) ArAn 2008(@)8671(%)

(91)
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Ya que deseamos evitar la autointerseccion de los conjuntos resultantes,
se enunciara el siguiente Teorema:

’ Teorema 7.2

|

IFS,donde n puntos de atraccién se encuentran en S*, siendo estos los
vértices de un poligono estrella-{n/m}, con un factor de atraccion
P = P(n,m) (ecuacion 91), entonces este conjunto fractal
no es autointersectante si y solo sim € [7, ﬁ], lo que
define de manera unica a P para un n dado (Tzanov, 2015).

Dado un conjunto fractal estrictamente auto similar obtenido como un atractor

El teorema 7.2 previene la autointersecciéon de los conjuntos resultantes
especificando una condiciéon para m, 7 < m < 7 + 1 ya que este valor juega
un papel importante, este parametro debera tener un valor inico a menos que
n sea divisible entre 4 sin residuos. En este caso cuando n es divisible entre 4
sin residuos con m € [%, § + 1] implicara que la ecuacién (91) producira dos
valores para P, para saber como seran estos valores tomemos n = 4a para
algin a > 0,a € N, usando la expresién (91):

Pi(n,m):n=4a,m=a Py(n,m):n=4a,m=a+1
— sen(zg) o sen( L)
e 28"3(%25;"% = 2cos<i%>s?g<;“1—i”>
Y _ sen(zq
N = e & P = en iE,
P, = sen( - P, = sen(4-)
V2c05(4Z )cos( £ )+ 2sen( X )sen () V2sen(95)cos( £ )+v/2cos(25 ) sen( )
p =Gy p, = snlig)
1 cos( ) +sen(-) 2 cos(J=)+sen(E)

(92)
Con estas condiciones podenos entonces generar fractales estrictamente
autosimilares que no se intersectan asi mismos.

7.2. Generacion de fractales usando IFS

El factor de contraccion y el factor m generaran atractores de IFS’s, es-
tos atractores pueden obtenerse usando la metéfora de la Maquina Copiadora
de Reduccion Multiple (MRCM) o mediante el método del Juego del Caos,
analizados en secciones anteriores, para esto primero definiremos una matriz
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que especifique el nimero de puntos (n) a lo largo del circulo unitario, estos
seran los vértices del poligono semilla. Se analizara primero el método usado
en la MRCM, en la cual se toman conjuntos para generar los fractales, para
comprender mejor este proceso analicemos un ejemplo.

Ejemplo 7.1: Poligono estrella de 5 vértices.

Tabla 5. Vértices del poligono {5/2} circunscritos en el circulo unitario.

Dada la condiciéon 1 < m <

X Y
0 1
0.9 0.3
0.6 -0.8
-0.6 -0.8
-0.9 0.3

5, en este caso m = 2 de esta forma el
primer punto se conctara con el segundo punto inmediato y este punto con
el segundo inmediato, este proceso se repetira hasta cerrar por completo el

poligono estrella, como se observa en la siguiente figura.

100 4

0.75 1

050 4

025 4

0.00 4

—0.25 1

—0.50 A1

—0.75 1

Vs

V1

Vi

W3

-0.75 -050 -0.25

000

98

025

050

075

Figura 52: Poligonos semilla de 5 vértices.




Este poligono sera el poligono semilla, para este caso el valor del factor de
contraccion serd P(5,2) = 0.382. Dado este factor de contraccién las copias
reducidas del poligono semilla serdn colocadas en cada uno de los vértices del
poligono semilla, después esta imagen resultante sera reducida por el factor de
contraccion P, esta imagen resultante serd copiada nuevamente y se colocara
en los vértices del poligono semilla, este proceso se repetira las veces que
deseemos para generar el fractal, en la Figura (53) podemos visualizar la
primera, segunda y cuarta iteracion respectivamente de este proceso.

-0.75 -050 -025 000 025 050 075 -0.75 -050 -025 000 025 050 075

-075 -050 -025 000 025 050 075

Figura 53: Primera, segunda y cuarta iteracion del IFS con poligono estrella
inicial {5/2}.

El Juego del Caos también es un algoritmo descrito por un Sistema de
Funciones Iteradas al igual que el método de la MRCM, este método genera
un subconjunto matematico en el plano que estara definido como el atrac-
ctor. Como fue mencionado en la seccién 3, para este algoritmo es necesario
tener un tablero de juego, en este caso el tablero de juego sera el poligono
estrella semilla.

El algoritmo nos dice que partiendo del centro del tablero tomaremos un
dado cuyas caras corresponderan a cada uno de los vértices del poligono,
dicho de otra forma tendremos un generador aleatorio de vértices, los cua-
les tendran las mismas probabilidades. Una vez que un vértice se obtiene se
dibujara una linea imaginaria entre el centro del tablero y el vértice que se
obtuvo y trazaremos un punto, pero en lugar de ser el punto medio como
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se estudio en la seccién 3 este punto se trazard con proporcién P(n,m), el
cual dependera del valor de contraccién del poligono estrella que se use como
inciador del proceso, este punto serd ahora nuestro punto inicial, entonces
nuevamente se generard un vértice aleatorio y se trazara un punto entre el
punto anterior y el vértice aleatorio, pero este punto dependera del valor de
P. Tomemos el ejemplo anterior, donde n = 5, m = 2 y el factor de con-
traccién es P(5,2) = 0.38. En la Tabla 5 podemos observar los vértices del
poligono estrella, este algoritmo puede escribirse como un conjunto de trans-
formaciones afines, como se observa en las siguientes expresiones.

w1 = wy; (po) = <0'§ ) 0.%8) @) * <(1)>

s = (7 5) ()¢ (05) @

La union de estas transformaciones después de un ntimero considerable
de iteraciones nos dara como resultado un conjunto fractal (Figura 54).
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Figura 54: Conjunto fractal para un poligono inicial {5/2} con 10000 puntos.

7.3. Dimension fractal

La condicién de no autointerseccion en estos conjuntos fractales F, /my
es una condicion indespensable que nos permitira calcular la Dimension de
Hausdorff (Dimg Fn/my) resolviendo la expresién (94):

ancfimHF{”/m} =1 (94)
i=1
Donde n indica el nimero de mapeos de similitud S; (Teorema 7.1) y ¢;
es la relacién de contraccion, estas relaciones seran del tipo 0 < ¢; < 1. Pero
por otro lado sabemos que Y., ¢; = nP(n,m), de esta forma al sustituir
esta expresién en (94) y despejando la dimensién de Hausdorff, obtenemos
la siguiente expresion:

—In(n)
In(P(n,m))

Para comprobar esta expresion podriamos obtener la dimensién de Haus-
dorff para n = 2 y m = 1,estos valores definiran a una recta y cuya dimensién
de Hausdorff serd 1, como se esperaba. Como se ha mencionado en esta sec-
cion los valores de n y m juegan un papel importante en el estudio de estos

dimHF{n/m} = (95)
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conjuntos fractales, el caso de la dimensiéon de Hausdorff no sera la excep-
cién, ya que conforme n tienda a infinito, dim gy Fy,/m) tiende a 1. Dado que
Fin/my esté inscrito en el mismo circulo en que el poligono-{n/m} inicial esta
inscrito, conforme n — oo el F, /) estara arbitrariamente cercano al circulo
en que el poligono-{n/m} inicial estd inscrito.

7.3.1. Algoritmo Tzanov para Secuencias Proteicas

Hasta el momento la generacion de estos conjuntos fractales se da debido
a secuencias aleatorias, las cuales indican el orden en el que se aplicaran los
mapeos S;, pero nosotros estamos interesados en usar secuencias no aleatorias
como lo son las secuencias proteicas. En la Seccién 6 se presento la extension
del Juego del Caos en la cual el tablero de juego era un poligono regular de
12 lados, en el que cada vértice representaba a un grupo, en los cuales los
miembros de dichos grupos presentaban el mismo grado de hidrofobicidad,
pero en las iméagenes resultantes es posible ver que los puntos dentro de la
CGR se sobreponen lo que impide un analisis completo de las secuencias
usadas. Al hacer uso de los poligonos estrella este problema es eliminado ya
que la condicion fundamental del algoritmo Tzanov especifica que las copias
reducidas del poligono semilla no se intercepten. La Figura (??) muestra el
conjunto fractal para un poligono estrella con n = 12 y m = 4 para una
secuencia aleatoria, en la cual todos los vértices del poligono inicial tienen
las mismas probabilidades.
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Figura 55: Conjunto fractal generado por IFS hecho de puntos que se en-
cuentran en F(ip/4).

En las siguientes figuras se observan algunas familias de proteinas, en
las cuales se observa mas claramente las proporciones de los aminoacidos en
dichas familias. En este caso el factor de contraccion sera P(12,4) = 0.2113.

Figura 56: Conjunto fractal de la Familia de proteinas Lysozyme.

103



G -
- Hd
{of “ .
[ AT Y
H T -t e g M
. - L]
- := .'l .-'f:_.. [ e n w7
- . .
Y " R
- N
T “
’ . "
.
- R
] . LI
a .
-~ Cd
Y. " - [ -
o » -
-t
" L
-
- [ -
Ve,
~

Figura 57: Conjunto fractal de la Familia de proteinas Rab.

En estas figuras es posible observar con mayor facilidad las zonas de
escasez o sobrepoblacion en las diferentes regiones del poligono estrella, de
esta forma es posible observar cuales son los aminoacidos de mayor poblacion

en alguna familia de proteinas.
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8. Conclusiones

La Representacion del Juego del Caos es un método que puede ser aplica-
do en diversos campos de la ciencia siendo uno de ellos la Biologia Molecular,
donde este método muestra un gran potencial en la obtencién de caracteristi-
cas subyacentes en secuencias de aminoéacidos. En este trabajo se observaron
algunas aplicaciones del Juego del Caos y como este algoritmo puede ser
usado en secuencias gendmicas, pero también fue posible observar las limi-
taciones que este método presenta al ser usado en secuencias proteicas, es
por esto que fue implementado un nuevo algoritmo que generara firmas ge-
noémicas en las que los puntos de la grafica de dispersién no se sobrepongan,
de tal forma que se puedan estudiar las caracteristicas intrinsecas de dichas
secuencias como la hidrofobicidad o los sesgos que presentan las familias de
proteinas sobre algunos aminoacidos. Como pudimos observar el Algoritmo
de Tzanov soluciona el problema de superposicién presentado por el Algorit-
mo del Juego del Caos cléasico, ya que las imagenes CGR resultantes de este
método solo muestran ciimulos de puntos y al hacer una caracterizacion esta-
distica, la rejilla no es la adecuada ya que algunas regiones son mas grandes
que otras. Al usar poligonos estrella como cubiertas del fractal resultante de
la iteracion del IFS presentado en la Secciéon 7 con un factor de contraccion
P(12,4) ~ 0.211324865, nos ayuda a que los puntos de la secuencia proteica
no se sobrepongan debido a la condicién de no autointerseccén de las cubier-
tas, esta condicion no solo nos ayuda a observar los patrones presentes en
las secuencias de proteinas sino que nos ayudara a asignarle una dimension
fractal a los conjuntos resultantes de cada familia de proteinas, pero este
trabajo sera presentado en trabajos futuros.

La importancia de este trabajo es mostrar que este es un nuevo campo
de investigacion en el cual las caracteristicas obtenidas de las CGR’s pueden
ayudar al estudio de procesos bioldgicos como la replicacion de ARN, empal-
me de ARN o traduccion de ARNm los cuales son procesos importantes en los
organismos o puede ser usado para estudiar las interacciones ARN-Proteina
(Wang y Wu, 2018).

Por otro lado cabe mencionar que aunque el algoritmo de Tzanov elimina
una de las limitaciones presentadas por el Algoritmo del juego del caos para
proteinas, aun se presentan limitaciones en este algoritmo, uno de ellos es que
este método solo puede ser aplicado a familias de proteinas y no a proteinas
sola, debido al nimero de puntos que debe tener una firma genémica para
presentar patrones visibles. Esta serd una de las incégnitas que se desea
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abordar en trabajos futuros.

9. Perspectivas a futuro

Debido a que este campo de investigaciéon se encuentra en crecimiento
las proyecciones a trabajos futuros son muy amplias, debido al proceso de
investigacion realizado para este trabajo se presentan algunas proyecciones
de trabajos futuros que muestran gran potencial debido a las nuevas herra-
mientas computacionales, las cuales son usadas en trabajos de actualidad.

1. Caracterizacion de familias de proteinas por su dimension fractal.

2. Clasificacion de proteinas mediante sus imédgenes CGR y el uso de redes
neuronales.

3. Prediccion de interaciones ARN-Proteina.
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10.

10.1.

Partiendo de la construccion del conjunto de Cantor, el paso n+ 1 descri-
be el comportamiento del tamano del didmetro de las esferas necesarias para
adoquinar cada paso y el nimero de esferas necesarias para ello, esto puede
ser visto en la siguiente tabla para algunos pasos.

Apéndice A

Dimensién del conjunto de Cantor

Tabla 1.

Numero de paso

Imagen

Diametro

Numero de esferas

1

m

=]

N(g)=@)°

2

|

N(e) = (2)!

3

m

¥

N(e)=(2)*

nt+l

m

3|

N(g) =@

™
Il

L= | | —

R ey R e

— [ [

Tomaremos ahora el logaritmo natural del Diametro y del Nimero de
esferas para el n-ésimo paso:

In(e,) =In(5)" InN(e,) =1In(2)"

In(e,) =1n n(;) InN(g,) = Inn(2)

Dividiendo estas expresiones:

In N(an)) _ In(2)
In(e,) ~  In(3)
In N(z,) = EE?; In(s,)
InN(e,) = —E‘lgi In(s,)



Si nombramos D = E%’ entonces la expresion anterior puede ser escrita

como:
InN(e,) = —Dln(e,)

Ne, =¢.P (96)

n

Ahora de la expresién para la medida de Hausdorff:
H, = ll_r% N(ep)en (97)

Y como podemos ver regresamos a la expresion (7) para la Medida de
Hausdorff, teniendo entonces tres casos posibles:

a>D — H,=0

a<D — H,=

a=D — H,=A

Obteniendo asi la dimensién fractal del Conjunto de Cantor ya que D =

In2 onotnces o = 22 = (0.63093.
In3>? In3
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11. Apéndice B

11.1. Dimensién del conjunto de Koch

Se tomara el mismo procedimiento que se aplico en el conjunto de Cantor,
para esta curva el didmetro de las esferas que adoquinan al conjunto serd
en = (3)" y el nimero de esferas para adoquinar serd N(e,,) = (4)" tomando
el logaritmo natural de ambas expresiones:

In(e,) = nln(;)

In N(g,) = nln(4)

Y dividiéndolas:

InN(e,),  In(4)
In(e,) ) In(3)
InN(e,) = —iig; In(e,)
Entonces:
Ne, = ale

Obteniendo la dimension del conjunto para la cual la medida de Hausdorff

es finita.
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12. Apéndice C

12.1. Imagenes Fractales aplicando el Operador de Hut-

chinson

10

08 S{]

06

04
w3(So)

o L
w1(Sa) | w2 (Sp)

00 02 04 06 08 10

Figura 58: Fractal 1.

00 w3 (Sg)

wy(Sp) L
,7 w3 (Sp)

Figura 59: Fractal 2.
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00 02 04 06 08 10
Figura 60: Fractal 3.
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Figura 61: Fractal 4.
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Figura 62: Fractal 5.

13. Apéndice D

13.1. CGR de Familias de Proteinas

DE
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—0.25
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—0.75
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Figura 63: CGR de la Familia de Proteinas Hemoglobina.
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Figura 64: CGR de la Familia de Proteinas Rab.
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Figura 65: CGR de la Familia de Proteinas Lysozyme.
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Figura 66: CGR de la Familia de Proteinas Familia Hsp90.
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