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para obtener el grado de

Maestra en Ciencias (Matemáticas)
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que hicieron a este trabajo, y por su tiempo prestado.

A todos aquellos que de una manera u otra han colaborado en la rea-

lización de este trabajo, pero en particular al doctor Gabriel Daniel Villa

Salvador y al Centro de Investigación y de Estudios Avanzados del Instituto
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Resumen

La Hipótesis de Riemann en Campos de Funciones es el análogo, ya

resuelto, en campos de funciones de la famosa Hipótesis de Riemann. La

definición de la función zeta ζK(s) de un campo de funciones K proviene de

la extensión natural de la función usual de Riemann:

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
.

Se sabe que ζ(s) tiene una extensión meromorfa al plano complejo, con un

único polo en s = 1, el cual es simple con residuo 1. Más aún, ζ(s) tiene ceros

en s = −2n, n ∈ N y éstos son llamados los ceros triviales de ζ(s). Por otro

lado, ζ(s) no tiene ceros diferentes a los triviales en C\{s | 0 ≤ Re s ≤ 1}. La

Hipótesis de Riemann establece que los ceros de ζ(s), aparte de los triviales,

están en la recta Re s =
1

2
.

La Hipótesis de Riemann sigue siendo un problema abierto. Sin embargo,

para campos de funciones congruentes (es decir, cuyo campo de constantes

es finito) la respuesta śı se conoce y es positiva. Esto fue demostrado por

André Weil en 1941.

Teorema (Hipótesis de Riemann en Campos de Funciones).

Sea K/k un campo de funciones congruente. Entonces, los ceros de la función

zeta ζK(s) están en la ĺınea Re s =
1

2
.

Como consecuencia tenemos que si K/k es un campo de funciones con-

gruente, donde |k| = q, N1 el número de divisores primos de grado 1 en K

v



vi RESUMEN

y g el género de K, entonces

|N1 − (q + 1)| ≤ 2g
√
q.

En el trabajo de tesis se presentan una demostración, basada en la de Enrico

Bombieri, de la Hipótesis de Riemann en Campos de Funciones y algunas

aplicaciones de este resultado, entre ellas: si K es un campo de funciones

congruente de género 0, entonces K es un campo de funciones racionales.

También, se presentan todos los posibles campos de funciones congruentes

K con número de clases 1 y género mayor que 0.
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2.3. Consecuencias de la Hipótesis de Riemann . . . . . . . . . . . 51
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Introducción

El Problema de Basilea abre las puertas a la Función Zeta, la cual es el

objeto matemático de la Hipótesis de Riemann. El Problema de Basilea se

refiere a la serie:
∞∑
n=1

1

n2
.

El problema fue resuelto en 1735 por Leonhard Euler quien encontró que

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Alrededor de 1740, Euler considero la serie

∞∑
n=1

1

ns

para valores enteros positivos de s.

La definición de la Función Zeta, ζK(s), de un campo de funciones K

proviene de la extensión natural de la Función Zeta de Riemann:

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
, para s ∈ C, Re s > 1.

La función ζ(s) tiene una extensión meromorfa al plano complejo, con un

único polo en s = 1, el cual es simple con residuo 1. Más aún, ζ(s) tiene ceros

en s = −2n, n ∈ N y éstos son llamados los ceros triviales de ζ(s). Por otro

lado, ζ(s) no tiene ceros diferentes a los triviales en C\{s | 0 ≤ Re s ≤ 1}. La

ix



x INTRODUCCIÓN

Hipótesis de Riemann, propuesta por Bernhard Riemann en 1859, establece

que los ceros de ζ(s), aparte de los triviales, están en la recta Re s =
1

2
.

La Hipótesis de Riemann sigue siendo un problema abierto. Sin embargo,

para campos de funciones congruentes la respuesta śı se conoce y es positiva.

Esto fue demostrado por Helmut Hasse para campos de género 1 en 1936 y

por André Weil para el caso general en 1941.

La demostración de la Hipótesis de Riemann que presentaremos se debe

esencialmente a Enrico Bombieri, la cual es probablemente la más sencilla

de las conocidas, pero aun ésta es bastante técnica.

En el presente trabajo se hace un estudio cuidadoso del tema, se presen-

tan con detalle las demostraciones de casi todos los resultados y se añaden

algunos ejemplos.

En el Caṕıtulo 1 tratamos campos de funciones congruentes, es decir,

campos de funciones con campo de constantes finito. En este caṕıtulo estu-

diamos la Función Zeta y las Series L, aśı como sus ecuaciones funcionales.

Además hallamos expĺıcitamente ζK(s) para un campo de funciones eĺıpticas

K sobre k, con número de clases h y para K = k(x, y) con ym = x, m ∈ N.

El Caṕıtulo 2 está dedicado a la Hipótesis de Riemann en campos de fun-

ciones congruentes (Teorema 2.2.10). La demostración la hacemos en varias

etapas. Primero se demuestra que las condiciones presentadas en el Teorema

2.1.8 son equivalentes. Después el objetivo es probar que las condiciones del

Teorema 2.1.8 se cumplen para cualquier campo de funciones congruentes

K; en el camino hacia nuestro objetivo nos encontraremos (Teorema 2.2.4)

con una cota superior, en términos de q y del género de K, para N1−(q+1),

donde N1 es el número de divisores primos de grado 1 en K y q es la car-

dinalidad del campo de constantes, la cual no es suficiente para deducir la

Hipótesis de Riemann. Para obtener una cota inferior, se ha de proceder

todav́ıa con más cuidado.

Como aplicación de la Hipótesis de Riemann presentamos algunas es-

timaciones del número de divisores primos de grado n en un campo de
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funciones congruente K/k. Otra consecuencia inmediata es que si K/k es

un campo de funciones congruente de género 0, entonces K es un campo

de funciones racionales. También se presentan todos los posibles campos

de funciones congruentes K con número de clases 1 y género mayor que 0,

se prueba que el Invariante µ de Iwasawa es igual a cero para campos de

funciones congruentes y se comenta acerca de un análogo al Teorema de

Brauer-Siegel para campos de funciones congruentes.

En el apéndice que está hacia el final del trabajo se presentan algunas

definiciones y resultados a los que se hace referencia.
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Caṕıtulo 1

Campos de Funciones

Congruentes

En este caṕıtulo estudiamos la Función Zeta y las Series L, aśı como sus

ecuaciones funcionales y la Fórmula del Producto para la Función Zeta. Co-

mo ejemplos, presentamos expĺıcitamente ζK(s) para un campo de funciones

eĺıpticas K sobre k, con número de clases h y para K = k(x, y) con ym = x,

m ∈ N.

1.1. Extensiones de Constantes

Sean k y l campos finitos, k ⊆ l, k = Fq, l = Fqf , q = pu, p primo,

u ≥ 1. Notemos que k = {x ∈ Fp | xq = x}, l = {x ∈ Fp | xq
f

= x}, donde

f = [l : k] y Fp es la cerradura algebraica de Fp.

Definición 1.1.1. Un campo de funciones K/k se llama congruente si k

es finito.

Observemos el campo de constantes de la extensión de constantes en el

siguiente ejemplo.

1



2 CAPÍTULO 1. CAMPOS DE FUNCIONES CONGRUENTES

Ejemplo 1.1.2. Sean k0 un campo de caracteŕıstica p > 0, u, v dos ele-

mentos algebraicamente independientes sobre k0. Sean k = k0(u, v) y x

una variable sobre k. Sea K = k(x, y) tal que yp = uxp + v. Se tiene

[K : k(x)] = 1 o p.

Sea k′ el campo de constantes de K. Veremos que k′ = k. Si k′ 6= k,

entonces [k′ : k] = [k′(x) : k(x)] | [K : k(x)], luego, [k′ : k] = p y K = k′(x).

Por tanto y = u1/px+v1/p ∈ k′(x), por lo que u1/p, v1/p ∈ k′ y p = [k′ : k] ≥[
k
(
u1/p, v1/p

)
: k
]

=
[
k
(
u1/p, v1/p

)
: k
(
u1/p

)] [
k
(
u1/p

)
: k
]

= p · p = p2, lo

cual es absurdo. Aśı tenemos que k′ = k.

Sea l0 = k
(
v1/p

)
y sea L = Kl0. Entonces l0

⋂
K = k, u1/p =

y − v1/p

x
∈

Kl0 = L, por lo tanto el campo de constantes l de L contiene propiamente

a l0 pues l ⊇ k
(
u1/p, v1/p

)
% l0.

Consideremos K/k un campo de funciones congruente y l una extensión

finita de k. Sea L = Kl la extensión de constantes, [l : k] = f . En el ejemplo

anterior vimos que, en general, es posible que el campo de constantes de

L = Kl contenga propiamente a l. El siguiente teorema prueba que esto no

sucede en el caso de campos de funciones congruentes.

Teorema 1.1.3. Sean K/k un campo de funciones congruente, l una exten-

sión finita de k y L = Kl una extensión de constantes. Entonces el campo

de constantes de L es l.

Demostración. Sean l = k(ξ) y f = [l : k]. Entonces

Irr(ξ, x, k)|xqf − x =
∏
α∈ l

(x− α).

Se tiene L = Kl = Kk(ξ) = K(ξ) con Irr(ξ, x,K)|Irr(ξ, x, k), por lo que

Irr(ξ, x,K) ∈ K[x]
⋂
l[x] = k[x], es decir, Irr(ξ, x,K) = Irr(ξ, x, k). Entonces

[L : K] = degIrr(ξ, x,K) = degIrr(ξ, x, k) = [l : k] = f . Si l′ denota el

campo de constantes de L, con l ⊆ l′, entonces L = Kl′ y por lo tanto,

[l′ : k] = [L : K] = [l : k] = f , lo cual implica que l′ = l.
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Teorema 1.1.4. Sea L = Kl. Entonces [L : K] = [l : k]. Para A ∈ DK ,

dL(A) = dK(A), más precisamente, dL(conK/LA) = dK(A). Finalmente,

gL = gK .

Demostración. En el Teorema A.32, se afirma la existencia de λL/K ∈ Q+,

tal que dL(A) =
dK(A)

λL/K
, para A ∈ DK y se tiene que λL/K =

[l : k]

[L : K]
. Por

el Teorema 1.1.3 se tiene que λL/K = 1 y por lo tanto dL(A) = dK(A), para

A ∈ DK .

Ahora sea A ∈ DK . Se tiene:

LK(A) = {x ∈ K | υP(x) ≥ υP(A), ∀ P ∈ PK},

LL(A) = {y ∈ L | υP(y) ≥ υP(A), ∀ P ∈ PL}.

Sea y =
n∑
i=1

aixi, ai ∈ l, xi ∈ LK(A). Entonces

υP(y) = υP

(
n∑
i=1

aixi

)
≥ mı́n

1≤i≤n
{υP(aixi)} = mı́n

1≤i≤n
{υP(ai) + υP(xi)}

≥ mı́n
1≤i≤n

υP(xi) = mı́n
1≤i≤n

υP(xi) ≥ υP(A) = υP
(
conL/K(A)

)
,

donde P = P |K (recordemos que L/K no tiene divisores ramificados [Teo-

rema A.31]). Esto demuestra que, lLK(A) ⊆ LL(A).

Rećıprocamente, sea y ∈ LL(A), es decir, υP(y) ≥ υP(A), ∀ P ∈ PL.

Sea y =
n∑
i=1

aixi, ai ∈ l, xi ∈ K. De hecho, si l = k(ξ), [l : k] = f , entonces

podemos escribir, y = a0 + a1ξ + ... + af−1ξ
f−1, ai ∈ K. Sean y(1) = y,

y(2), ..., y(f) los conjugados de y. Se tiene que

y(i) = a0 + a1ξ
(i) + ...+ af−1

(
ξ(i)
)f−1

.
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Resolviendo estas ecuaciones para las a′is, obtenemos:

ai =

det



1 ξ(1) . . . y(1) . . .
(
ξ(1)
)f−1

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

1 ξ(f) . . . y(f) . . .
(
ξ(f)

)f−1



det



1 ξ(1) . . .
(
ξ(1)
)i

. . .
(
ξ(1)
)f−1

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

1 ξ(f) . . .
(
ξ(f)

)i
. . .

(
ξ(f)

)f−1



=
bi
ci

con ci ∈ k∗, bi =

f∑
j=1

tjy
(j), tj ∈ l.

Puesto que y(j) es conjugado de y y A ∈ DK , tenemos y ∈ LL(A) ⇒
y(j) ∈ LL(A). Por lo tanto

υP(ai) = υP

 f∑
j=1

tj
ci
y(j)

 ≥ mı́n
1≤j≤f

υP

(
tj
ci
y(j)

)
= mı́n

1≤j≤f
υP

(
tjc
−1
i y(j)

)
= mı́n

1≤j≤f

(
υP(tj) + υP(c−1

i ) + υP(y(j))
)

= mı́n
1≤j≤f

(
υP(tj)− υP(ci) + υP(y(j))

)
= mı́n

1≤j≤f
υP

(
y(j)
)

= mı́n
1≤j≤f

υP

(
y(j)
)
≥ υP(A) = υP(A),

luego ai ∈ LK(A), de donde lLK(A) ⊇ LL(A), aśı lLK(A) = LL(A).

En particular, tenemos

ll(A) = dimlLL(A) = dimkLK(A) = lk(A).

Sea A ∈ DK un divisor tal que

dK(A) = dL(A) > máx{2gK − 2, 2gL − 2}.
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Por el Teorema de Riemann-Roch (Corolario A.25), se tiene

ll(A
−1) = dL(A)− gL + 1, lk(A

−1) = dK(A)− gK + 1.

Puesto que ll(A
−1) = lk(A

−1) y dL(A) = dK(A), concluimos gL = gK .

Teorema 1.1.5. Sean P un lugar de L = Kl y P = P |K . Entonces

l(P) = k(P)l.

Demostración. Si L/l es cualquier extensión de K/k y P es un lugar de L

sobre un lugar P de K, entonces el campo residual k(P) = ϑP/P, puede

ser encajado de manera natural en l(P) = ϑP/P.

Puesto que P = P |K se tiene que ϑP
⋂
K = ϑP y P

⋂
K = P, de donde

el mapeo natural ϑP/P −→ ϑP/P es un monomorfismo de campos. Además

l(P) ⊇ l y l(P) ⊇ k(P). Ahora bien, se tiene que k(P)l ⊆ l(P).

Sea z ∈ ϑP . Entonces escribamos z =

f−1∑
i=0

aiξ
i, ai ∈ K, donde l = k(ξ).

Basta probar que ai ∈ ϑP. Ahora, si z(i) es un conjugado de z, entonces

z(i) = zσ ∈ ϑPσ , σ ∈ Gal(l/k) y argumentando como en la demostración del

Teorema 1.1.4, ai =

f∑
i=0

tiz
(i), ti ∈ l, z(i) ∈ ϑP(i) . Por lo tanto ai ∈ ϑP.

1.2. Divisores Primos en Extensiones de Constan-

tes

Sean k = Fq, l = Fqf , K/k un campo de funciones congruente y L = Kl

la extensión de constantes. Sea P un lugar de K y sean P1,P2, ...,Ph los

lugares de L sobre P. Sabemos que P no es ramificado y conL/K(P) =

P1 · · · Ph. Como l/k es siempre de Galois (de hecho ćıclica), L/K es de

Galois y dL/K(Pi/P) = d, 1 ≤ i ≤ h. Por el Teorema A.30 se tiene que
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dh = f = [l : k]. Ahora bien, si dK(P) = [k(P) : k] = r, esto implica que

k(P) = Fqr . Similarmente, si dL(Pi) = [l(Pi) : l] = s, entonces l(Pi) = Fqfs .

De donde, k(P)l = FqrFqf = Fq[r,f ] = Fqfs . Por lo tanto fs = [r, f ] =
rf

(r, f)
,

es decir, s =
r

(r, f)
.

Entonces, dL(Pi) = s =
dK(P)(
dK(P), f

) .
De la Proposición A.29, se tiene que dL(Pi)[l : k] = dL/K(Pi/P)dK(P),

es decir, sf = dr, entonces d =
sf

r
=

r

(r, f)

f

r
=

f

(r, f)
, y por otro lado

tenemos que h =
f

d
=

f
f

(r,f)

= (r, f).

Esto está resumido en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.1. Sean P un lugar de K y P1,P2, ...,Ph los lugares de

L = Kl sobre P y [l : k] = f . Entonces:

(1) dL/K(Pi | P) =
f(

dK(P), f
) .

(2) h =
(
dK(P), f

)
.

(3) dL(Pi) =
dK(P)(
dK(P), f

) .

Ahora estudiaremos el grupo de clases CK,0 = DK,0/PK . Recordemos

que CK ∼= CK,0
⊕
Z, con CK = DK/PK .

Teorema 1.2.2. Sea K/k un campo de funciones congruente. Entonces

| CK,0 |<∞.

Demostración. Demostremos primero que si m ∈ N, el número de divisores

enteros de grado m es finito.

Sea A un divisor entero de grado ≤ m y tengamos en cuenta que k es

finito. Entonces A =
∏

P∈ PK

PυP(A) = Pα1
1 · · ·P

αr
r , con Pi divisores primos

y αi ≥ 0, de aqúı que dK(A) =
r∑
i=1

αidK(Pi) ≤ m, de donde obtenemos
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que r ≤ m, dK(Pi) ≤ m, αi ≤ m. Como k es finito, el número de divisores

primos de un grado dado es finito. Por lo tanto el número de divisores enteros

de grado m ∈ N es finito.

Sean m ≥ gK y C una clase de grado m. Por el Teorema de Riemann-

Roch [A.23] tenemos que N(C) = d(C)−gK +1+N(WC−1) con W la clase

canónica, entonces N(C) ≥ d(C)− gK + 1 = m− gK + 1 ≥ 1 y por lo tanto

C contiene al menos un divisor entero A de grado m. Aśı tenemos que el

conjunto Cm que consiste de las clases de grado m es finito. Esto es

| Cm |=| {C | d(C) = m} |<∞.

Ahora sean M un divisor de grado m ≥ gK y ϕ : CK,0 −→ Cm, definida

por ϕ(A) = AM.

Veamos que ϕ está bien definida y es inyectiva. Sean A, B ∈ CK,0.

Tenemos: A = B ⇔ ∃ x ∈ K∗ tal que A = B(x)K ⇔ ∃ x ∈ K∗ tal que

AM = B(x)KM = BM(x)K ⇔ ϕ(A) = ϕ(B).

∴ ϕ está bien definida y es inyectiva.

Finalmente, veamos que ϕ es suprayectiva.

Sea D un divisor de grado m, entonces DM−1 es de grado 0 y

ϕ(DM−1) = DM−1M = D, ∴ ϕ es suprayectiva.

Concluimos

| CK,0 |=| Cm |<∞.

Notación. hK = h =| CK,0 | denotará el número de clases del campo K.

Proposición 1.2.3. El número de divisores enteros en una clase C de K

es igual a
qN(C) − 1

q − 1
, q = |k|.

Demostración. Se tiene que N(C) es el máximo número de divisores enteros

linealmente independientes de C sobre k (Proposición A.22).

Sean A1, ...,An ∈ C, donde n = N(C), un conjunto maximal de divisores

enteros linealmente independientes de C sobre k. Tomemos A un divisor
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arbitrario de C, entonces tenemos que
Ai
A

= (xi)K , xi ∈ K∗, satisfaciendo

que {x1, ..., xn} es un subconjunto maximal linealmente independiente de

L(A−1) sobre k pues como (xi)K = A−1Ai, ∀i, tenemos x1, ..., xn ∈ L(A−1).

Sea ϕ : L(A−1)\{0} −→ {C ∈ C | C es un divisor entero} definida por:

ϕ(α) = (α)KA. Veamos que ϕ está bien definida.

Sean α, β ∈ L(A−1)\{0}. Tenemos, ϕ(α) = ϕ(β) ⇔ (α)KA = (β)KA ⇔
(α)K = (β)K ⇔ ∃ y ∈ k∗ tal que β = αy. Luego ϕ está bien definida y

precisamente q − 1 elementos de L(A−1)\{0} toman el mismo valor.

Sea B ∈ C un divisor entero. Tenemos BA−1 = (α)K para algún α ∈
L(A−1)\{0}. Luego ϕ(α) = (α)KA = B. Por tanto ϕ es suprayectiva.

Ahora bien, como | L
(
A−1

)
\{0} |= qn − 1, del hecho anterior tenemos

que el número de divisores enteros en C es
qn − 1

q − 1
=
qN(C) − 1

q − 1
.

Definición 1.2.4. Sea ρK = ρ := mı́n{n ∈ N | ∃ A ∈ DK , d(A) = n}.

Por tanto, existe un divisor entero de grado n ⇔ ρ | n. Como la clase

canónica es de grado 2g − 2, se tiene que ρ | 2g − 2, con g el género de K.

Probaremos más adelante que ρ = 1.

Teorema 1.2.5. Sean n múltiplo de ρ y An el número de divisores enteros

de grado n. Entonces, si n > 2g − 2, se tiene An = h

(
qn−g+1 − 1

q − 1

)
.

Demostración. Tenemos que

An =
∑

C∈ CK
d(C)=n

(número de divisores enteros en C) =
∑

C∈ CK
d(C)=n

qN(C) − 1

q − 1
.

Ahora, por el Teorema de Riemann-Roch (Corolario A.25) y ya que

n > 2g − 2, tenemos que N(C) = d(C)− g + 1 = n− g + 1.

Puesto que hay h clases de C de grado n, se tiene por la Proposición

1.2.3 que

An = h

(
qn−g+1 − 1

q − 1

)
.
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1.3. Función Zeta y Series L

Definición 1.3.1. Para un divisor primo P de K, a la cardinalidad de k(P)

le llamamos la norma de P y la denotamos por N(P).

Notemos que si fP = [k(P) : k] = dK(P) y |k| = q, entonces

N(P) = |k(P)| = qdK(P).

La definición anterior se puede extender para un divisor entero

A =
∏

P ∈ PK

PυP(A)

por

N(A) =
∏

P ∈ PK

N(P)υP(A) =
∏

P ∈ PK

qdK(P)υP(A) = q
∑

P∈PK
dK(P)υP(A)

= qdK(A)

pues dK(A) =
∑

P ∈ PK

dK(P)υP(A).

Claramente se tiene que N(AB) = N(A)N(B), para A,B ∈ DK .

Definición 1.3.2. Se define la Función Zeta de K por:

ζK(s) =
∑

A entero

1(
N(A)

)s =
∑

A entero

q−dK(A)s.

Teorema 1.3.3. La serie ζK(s) converge absoluta y uniformemente en sub-

conjuntos compactos de {s ∈ C | Re s > 1}.

Demostración. Sea t =
2g − 2

ρ
.

Entonces

ζK(s) =
∑

A entero

1(
N(A)

)s =
∑

A entero

1

qdK(A)s

=
∞∑
n=0

Aρn
qnρs

=
t∑

n=0

Aρnq
−nρs +

∞∑
n=t+1

Aρnq
−nρs.
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Por el Teorema 1.2.5 y puesto que t =
2g − 2

ρ
, se tiene que

∞∑
n=t+1

Aρnq
−nρs =

h

q − 1

∞∑
n=t+1

(qnρ−g+1 − 1)q−nρs.

Ahora,

∞∑
n=t+1

|
(
qnρ−g+1 − 1

)
q−nρs | =

∞∑
n=t+1

(
qnρ−g+1 − 1

)
q−nρRe s

=
∞∑

n=t+1

(
qnρ−(g−1) − 1

)
q−nρRe s

=
∞∑

n=t+1

(
qnρ−nρRe s−(g−1) − q−nρRe s

)
=

1

qg−1

∞∑
n=t+1

(
q1−Re s

)nρ
−

∞∑
n=t+1

(
q−Re s

)nρ
.

Hagamos la sustitución u := q−ρs, Bn := Aρn. Entonces definimos

ZK(u) := ζK(s) =
∞∑
n=0

Bnu
n.

La clase canónicaW es de grado 2g−2, hay (h−1) clases C de grado 2g−2

diferentes a la clase W y se tiene que N(W ) = g, N(C) = (2g− 2)− g+ 1 =

g − 1 para C 6= W , y d(C) = 2g − 2 (Corolarios A.24 y A.25).

Por lo tanto

A2g−2 =
∑

C∈ CK
d(C)=2g−2

qN(C) − 1

q − 1
=
qg − 1

q − 1
+ (h− 1)

(
qg−1 − 1

q − 1

)

y Aρn = h

(
qρn−g+1 − 1

q − 1

)
, para n >

2g − 2

ρ
.
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Proposición 1.3.4. Sea t =
2g − 2

ρ
. Entonces:

Bj − (qρ + 1)Bj−1 + qρBj−2 = 0, para j > t+ 2,

Bt+2 − (qρ + 1)Bt+1 + qρBt = qg+ρ−1.

Demostración. Para j > t+ 2, tenemos:

jρ > (t+ 2)ρ = tρ+ 2ρ = 2g − 2 + 2ρ ≥ 2g (pues 2ρ− 2 ≥ 0),

(j − 1)ρ > (t+ 1)ρ = tρ+ ρ = 2g − 2 + ρ ≥ 2g − 1 (pues ρ− 1 ≥ 0),

(j − 2)ρ > tρ = 2g − 2.

Por lo tanto

Bj − (qρ + 1)Bj−1 + qρBj−2

= Ajρ − (qρ + 1)A(j−1)ρ + qρA(j−2)ρ

=
h

q − 1

[
(qjρ−g+1 − 1)− (qρ + 1)(q(j−1)ρ−g+1 − 1) + qρ(q(j−2)ρ−g+1 − 1)

]
=

h

q − 1

[
qjρ−g+1 − 1− qjρ−g+1 + qρ − q(j−1)ρ−g+1 + 1 + q(j−1)ρ−g+1 − qρ

]
= 0

porque cada Ajρ cumple la hipótesis del Teorema 1.2.5.

Por otro lado,

Bt+2 − (qρ + 1)Bt+1 + qρBt

= Atρ+2ρ − (qρ + 1)Atρ+ρ + qρAtρ

= A2g−2+2ρ − (qρ + 1)A2g−2+ρ + qρA2g−2

=
h

q − 1

[
(q2g−2+2ρ−g+1 − 1)− (qρ + 1)(q2g−2+ρ−g+1 − 1)

]
+qρ

[
qg − 1

q − 1
+ (h− 1)

(
qg−1 − 1

q − 1

)]
=

h

q − 1
(qρ − qg+ρ−1) + qρ

(
qg − 1

q − 1

)
+ (h− 1)qρ

(
qg−1 − 1

q − 1

)
=

h

q − 1
(qρ − qg+ρ−1 + qρ+g−1 − qρ) +

1

q − 1
(qρ+g − qρ − qρ+g−1 + qρ)

=
1

q − 1
(qρ+g−1+1 − qρ+g−1) =

1

q − 1

(
qρ+g−1(q − 1)

)
= qρ+g−1.
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Ahora consideremos:

(1− u)(1− qρu)ZK(u)

=
(
1− (1 + qρ)u+ qρu2

)
ZK(u)

=
∞∑
n=0

Bnu
n −

∞∑
n=0

(1 + qρ)Bnu
n+1 +

∞∑
n=0

qρBnu
n+2

=
∞∑
n=0

(
Bn − (1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
un (con B−1 = B−2 = 0),

=

t+2∑
n=0

(
Bn − (1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
un (Proposición 1.3.4.)

=
(
B0 − (1 + qρ)B−1 + qρB−2

)
+
(
B1 − (1 + qρ)B0 + qρB−1

)
u

+

t+2∑
n=2

(
Bn − (1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
un

= B0 +
(
B1 − (1 + qρ)B0

)
u+

t+2∑
n=2

(
Bn − (1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
un

= 1 +
(
B1 − (qρ + 1)

)
u+

t+2∑
n=2

(
Bn − (1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
un

= 1 +
(
B1 − (qρ + 1)

)
u+

t+1∑
n=2

(
Bn − (1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
un + qg+ρ−1ut+2,

ya que B0 = A0 = 1, pues el único divisor entero de grado cero es η.

Es decir, (1−u)(1−qρu)ZK(u) ∈ Z[u] es un polinomio de grado t+2, al

cual denotamos por PK(u). Tenemos PK(u) = a0+a1u+a2u
2+. . .+at+2u

t+2,

con a0 = 1, a1 = B1 − (qρ + 1), at+2 = qg+ρ−1.

Teorema 1.3.5. La función ZK(u) es una función racional y satisface que

ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qρu)
,

donde PK(u) ∈ Z[u] es un polinomio de grado t+ 2 =
2g − 2

ρ
+ 2.

Además, ĺım
u→1

(1− u)(1− qρu)ZK(u) = PK(1) = h
qρ − 1

q − 1
.
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Demostración. Poniendo B−1 = B−2 = 0, tenemos:

PK(1) =

t+2∑
n=0

(Bn −
(
1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
=

t+2∑
n=0

(
Bn −Bn−1 − qρBn−1 + qρBn−2

)
= Bt+2 −B−1 − qρ

(
Bt+1 −B−2

)
= Atρ+2ρ − qρAtρ+ρ

= A2g−2+2ρ − qρA2g−2+ρ

= h

(
q2g−2+2ρ−g+1 − 1

q − 1

)
− qρh

(
q2g−2+ρ−g+1 − 1

q − 1

)
=

h

q − 1

(
qg+2ρ−1 − 1− qg+2ρ−1 + qρ

)
=

(
qρ − 1

q − 1

)
h.

Ahora,

ĺım
u→1

ZK(u)(1− u)(1− qρu) = ĺım
u→1

PK(u)(1− u)(1− qρu)

(1− u)(1− qρu)

= ĺım
u→1

PK(u)

= PK(1) = h
qρ − 1

q − 1
.

Corolario 1.3.6. ZK(u) tiene un polo simple en u = 1.

Para probar la igualdad ρ = 1, necesitamos otra expresión de ζK(s).

Teorema 1.3.7. (Fórmula del Producto)

ζK(s) =
∏

P ∈ PK

(
1−N(P)−s

)−1
, Re s > 1.

Demostración. Sean P primo y d(P) = n. Entonces

aP =
(
1−N(P)−s

)−1 − 1 =
1

1− q−ns
− 1 =

q−ns

1− q−ns

=
1

(1− q−ns)qns
=

1

qns − 1
.
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Se tiene que | qns − 1 |≥| qns | −1 = qnα − 1, con α = Re s > 1.

Por lo tanto, | aP |≤
1

qnα − 1
≤ 2

qnα
.

Ahora,

| {P|d(P) = n} |≤ An = h

(
qn−g+1 − 1

q − 1

)
, con n > 2g − 2.

Entonces se tiene que:

∑
n>> 0

| aP | ≤
∞∑
n=0

h

(
qn−g+1 − 1

q − 1

)
2

qnα

=
h

q − 1
q−g+1

∞∑
n=0

2

qn(α−1)
− h

q − 1

∞∑
n=0

2

qnα
<∞,

por lo tanto,
∏

P ∈ PK

(
1−N(P)−s

)−1
es absolutamente convergente.

Reorganizando los términos del producto, obtenemos:∏
P ∈ PK

(
1−N(P)−s

)−1
=

∏
P ∈ PK

(
1

1−N(P)−s

)

=
∏

P ∈ PK

 ∞∑
nP=0

(
N(P)−nPs

)
=

∑
N (Pα1

1 · · ·P
αr
r )−s ,

donde la suma se toma sobre todos los conjuntos de primos {P1, . . . ,Pr},
αi ≥ 0, para i = 1, ..., r. Por lo tanto,∑

P1,...,Pr
αi≥ 0

N(Pα1
1 · · ·P

αr
r )−s =

∑
A entero

1(
N(A)

)s = ζK(s).

Sean |k| = q, l = Fqf , L = Kl, la extensión de constantes. Queremos

comparar ζL(s) con ζK(s) cuando f = ρ. Ahora, para P, lugar de K se

tiene ρ | dK(P) y si P1, . . . ,Pr son los primos de L sobre P, entonces (por

el Teorema 1.2.1) r =
(
dK(P), ρ

)
= ρ. Aśı pues, siempre hay ρ factores en

L sobre cualquier divisor primo de K dado.
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Además, tenemos dL(Pi) =
dK(P)(
dK(P), ρ

) =
dK(P)

ρ
.

Por otro lado, N(Pi) = (qρ)dL(Pi) = qρdK(P)/ρ = qdK(P) = N(P).

Por lo tanto

ζL(s) =
∏
P ∈ PL

(
1− 1

N(P)s

)−1

=
∏

P ∈ PK

∏
P|P

(
1− 1

N(P)s

)−1


=
∏

P ∈ PK

(
1− 1

N(P)s

)−ρ
=

 ∏
P ∈ PK

(
1− 1

N(P)s

)−ρ
= ζK(s)ρ.

Es decir, ζL(s) = ζK(s)ρ. Por otra parte, por el Corolario 1.3.6, tanto

ζL(s) como ζK(s) tienen un polo de orden 1 en s = 0 (o en u = 1 con el

cambio de variable u = q−ρs), luego ζK(s)ρ tiene un polo de orden ρ en

s = 0. De aqúı se sigue que ρ = 1.

Aśı, hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 1.3.8. (F. K. Schmidt) Sea K/k cualquier campo de funciones

congruente y sea

ρ = mı́n{n ∈ N | ∃ A ∈ DK , d(A) = n}.

Entonces ρ = 1.

Corolario 1.3.9. Tenemos que ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qu)
, donde u = q−s,

PK(u) ∈ Z[u] es de grado 2g, PK(u) = 1 + (A1 − (q + 1))u + · · · + qgu2g,

PK(1) = h, el número de clases de K.

Demostración. Se hab́ıa puesto t =
2g − 2

ρ
, por lo que Bn = Aρn = An,

t = 2g − 2 y
qρ − 1

q − 1
= 1, ya que ρ = 1.

En el Teorema 1.3.5 teńıamos que
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PK(1) = h
qρ − 1

q − 1
y ZK(u) =

PK(u)

(1− u)(1− qρu)
, PK(u) ∈ Z[u] un polinomio

de grado t+ 2 =
2g − 2

ρ
+ 2.

Ahora sustituyendo las expresiones anteriores en el Teorema 1.3.5 obte-

nemos algo de lo requerido.

Por otro lado,

(1− u)(1− qρu)ZK(u) = 1 +
(
B1 − (qρ + 1)

)
u

+
t+2∑
n=2

(
Bn − (1 + qρ)Bn−1 + qρBn−2

)
un

= 1 +
(
A1 − (q + 1)

)
u+ · · · · · ·+ qgu2g.

Corolario 1.3.10. Si K es un campo de funciones congruente de género 0,

entonces

ZK(u) =
1

(1− u)(1− qu)
.

Demostración. Se sigue del Corolario 1.3.9.

Ahora estudiaremos las series L de un campo de funciones congruente.

Definición 1.3.11. Un caracter χ de orden finito del grupo de clases CK

es un homomorfismo χ : CK −→ C∗, de tal manera que existe n ∈ N con

χn = 1. Es decir, χ(CK) ⊆ {ξ ∈ C | ξn = 1, para algún n ∈ N}.
Un caracter χ se puede extender a los divisores, χ : DK −→ C∗,

χ(A) = χ(APK), PK la clase principal.

Definición 1.3.12. Dado un caracter χ de orden finito sobre DK , se define

la serie L asociada a χ por:

L(s, χ,K) =
∑

A entero

χ(A)
1(

N(A)
)s , s ∈ C, Re s > 1.
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Teorema 1.3.13. La serie
∑

A entero

χ(A)
1(

N(A)
)s converge absoluta y uni-

formemente en subconjuntos compactos de {s ∈ R | Re s > 1}.

Demostración. Se sigue del Teorema 1.3.3 y del hecho de que |χ(A)| = 1

para todo A ∈ DK .

La fórmula del producto se sigue inmediatamente del Teorema 1.3.7.

Teorema 1.3.14. Para L(s, χ,K) tenemos

L(s, χ,K) =
∏

P ∈ PK

(
1− χ(P)

N(P)s

)−1

, Re s > 1.

1.4. Ecuaciones Funcionales

Consideremos el caso g = gK = 0. Entonces

ZK(u) =
1

(1− u)(1− qu)
o ζK(s) =

1

(1− q−s)(1− q1−s)
.

Se tiene:

q−sζK(s) =
1

(1− q−s)(qs − q)
=

1

q−s(qs − 1)q(qs−1 − 1)

= qs−1 1

(1− qs)(1− qs−1)
= qs−1ζK(1− s).

Es decir, q−sζK(s) = qs−1ζK(1− s), si g = 0.

Para g > 0, consideremos u = q−s y ZK(u) = ζK(s).

Tenemos que ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qu)
, donde

PK(u) = a0 + a1u+ · · ·+ a2gu
2g, a0 = 1, a2g = qg.

Teorema 1.4.1. Para 0 ≤ i ≤ 2g, se cumple a2g−i = aiq
g−i.
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Demostración. Para i = 0, a2g−0 = a2g = qg = a0q
g−0.

En general tenemos ai = Ai−(q+1)Ai−1 +qAi−2, donde Ai es el número

de divisores enteros de grado i.

Recordemos, Ai =
∑

C∈ CK
d(C)=i

qN(C) − 1

q − 1
.

Por el Teorema de Riemann-Roch [A.23], se tiene que

N(C) = d(C)− g + 1 +N(WC−1) = i− g + 1 +N(WC−1).

Ahora bien, d(WC−1) = 2g − 2− i y cuando C recorre todas las clases

de grado i, WC−1 recorre todas las clases de grado 2g − 2− i.
Como hay h clases de cada grado, con h el número de clases de K, se

tiene que (q − 1)Ai =
∑

d(C)=i

qN(C) −
∑

d(C)=i

1 =
∑

d(C)=i

qN(C) − h.

Aśı,

(q − 1)Ai + h =
∑

d(C)=i

qN(C) =
∑

d(C)=i

qi−g+1+N(WC−1)

= qi−g+1
∑

d(C)=i

qN(WC−1) = qi−g+1
∑

d(C)=2g−2−i

qN(C)

= qi−g+1((q − 1)A2g−2−i + h).

Por lo tanto

(q − 1)A2g−2−i =
(q − 1)Ai + h

qi−g+1
− h,

(q − 1)A2g−1−i = (q − 1)A2g−2−(i−1) =
(q − 1)Ai−1 + h

qi−g
− h,

(q − 1)A2g−i = (q − 1)A2g−2−(i−2) =
(q − 1)Ai−2 + h

qi−g−1
− h.
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Entonces

a2g−i = A2g−i − (q + 1)A2g−i−1 + qA2g−i−2

=
1

(q − 1)

[(
(q − 1)Ai−2 + h

qi−g−1
− h
)

−(q + 1)

(
(q − 1)Ai−1 + h

qi−g
− h
)

+ q

(
(q − 1)Ai + h

qi−g+1
− h
)]

= qg−i(qAi−2 − (q + 1)Ai−1 +Ai)

+
h

q − 1

(
1

qi−g−1
− 1− (q + 1)

qi−g
+ (q + 1) +

q

qi−g+1
− q
)

= qg−iai

+
h

q − 1

(
1

qi−g−1
− 1− 1

qi−g−1
− 1

qi−g
+ q + 1 +

1

qi−g
− q
)

= qg−iai.

Corolario 1.4.2. Se tiene que

PK

(
1

qu

)
= q−gu−2gPK(u), u1−gZK(u) = (qu)g−1ZK

(
1

qu

)
.

Demostración. Tenemos:

PK

(
1

qu

)
= a0 + a1

(
1

qu

)
+ · · ·+ a2g

(
1

qu

)2g

=
1

(qu)2g

2g∑
i=0

ai(qu)2g−i = q−2gu−2g
2g∑
i=0

aiq
g+g−iu2g−i

= q−gu−2g
2g∑
i=0

aiq
g−iu2g−i = q−gu−2g

2g∑
i=0

a2g−iu
2g−i

= q−gu−2gPK(u).

También:

ZK

(
1

qu

)
=

PK
(

1
qu

)(
1− 1

qu

)(
1− q

qu

) =
q−gu−2gPK(u)( qu−1

qu

)( qu−q
qu

)
=

q−gu−2gPK(u)
q

(qu)2 (qu− 1)(u− 1)
=

q−gu−2gPK(u)
1
qu2 (qu− 1)(u− 1)

=
q−gu−2gPK(u)

(qu− 1)(u− 1)
qu2 = q1−gu2(1−g) PK(u)

(1− u)(1− qu)

= q1−gu2(1−g)ZK(u).
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El Corolario 1.4.2 es la ecuación funcional de la función zeta en términos

de la variable u = q−s. Se tiene que ζK(s) = ZK(q−s) y por lo tanto, en

términos de la variable s, tenemos:

Teorema 1.4.3. (Ecuación Funcional para la Función Zeta) Se tiene:

qs(g−1)ζK(s) = q(1−s)(g−1)ζK(1− s), para s ∈ C.

En particular, ζK(s) es una función meromorfa en todo el plano complejo

C, con polos simples en{
s | q−s = u ∈

{
1,

1

q

}}
=

{
a+

2πj

ln q
i

∣∣∣∣∣j ∈ Z, a = 0, 1

}
.

Demostración. Sea u = q−s. Entonces

qs(g−1)ζK(s) = u1−gZK(u) = (qu)g−1ZK

(
1

qu

)
= q(1−s)(g−1)ZK(qs−1) = q(1−s)(g−1)ζK(1− s).

Ahora, en ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qu)
, el denominador se hace cero en

u = 1 y en u =
1

q
. Por otro lado, PK(1) = h 6= 0 (Corolario 1.3.9) y

PK

(
1

q

)
= q−gPK(1) = q−gh 6= 0 (Corolario 1.4.2).

Entonces

ĺım
u→q−1

(u− q−1)ZK(u) = ĺım
u→q−1

(
uq − 1

q

)
ZK(u)

= ĺım
u→q−1

−q−1(1− uq)ZK(u)

= ĺım
u→q−1

(
−1

q

)(
(1− uq)PK(u)

(1− u)(1− uq)

)
= ĺım

u→q−1

(
−1

q

)(
PK(u)

1− u

)
=

(
−1

q

)(
PK
(

1
q

)(
1− 1

q

)) =
−PK

(
1
q

)
q − 1

=
−q−gPK(1)

q − 1

=
−q−gh
q − 1

=
−h

qg(q − 1)
=

−h
qg+1 − qg

6= 0
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es decir ĺım
u→q−1

(u− q−1)ZK(u) existe y es diferente de cero.

También,

ĺım
u→1

(u− 1)ZK(u) = ĺım
u→1

(u− 1)PK(u)

(1− u)(1− uq)
= ĺım

u→1

−(1− u)PK(u)

(1− u)(1− uq)
= ĺım

u→1

−PK(u)

(1− uq)
=
−PK(1)

1− q
=
−h

1− q
=

h

q − 1
6= 0

es decir ĺım
u→1

(u− 1)ZK(u) existe y es diferente de cero.

Por lo tanto, u = 1 y u = q−1 son los únicos polos de ZK(u) y son

simples.

En términos de la variable s tenemos:

u = q−s = 1⇔ qs = es ln q = 1⇔ s ln q = 2πji, j ∈ Z

⇔ s =
2πj

ln q
i, j ∈ Z,

u = q−s = q−1 ⇔ qs = q ⇔ q(s−1) = 1⇔ e(s−1) ln q = 1

⇔ (s− 1) ln q = 2πji, j ∈ Z⇔ s =
2πj

ln q
i+ 1, j ∈ Z.

Volviendo a las series L, sea χ un caracter de orden finito.

Proposición 1.4.4. Si χ(CK,0) = 1, entonces

L(s, χ,K) = ζK

(
s− 2πiα

ln q

)
,

donde C0 es una clase de grado 1 y χ(C0) = e2πiα. Equivalentemente,

L(s, χ,K) = ZK(e2πiαu).

Demostración. Se tiene que CK ∼= CK,0
⊕
〈C0〉 con la identificación siguiente;

si C es una clase arbitraria de grado n, C = CC−n0 Cn0 . Entonces

χ(C) = χ(CC−n0 )χ(Cn0 ) = χ(C0)n = e2πiαn.
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Luego:

L(s, χ,K) =
∑

A entero

χ(A)(
N(A)

)s =
∑

C′ ∈ CK,0

∑
A ∈ C′Cn0
A entero

∞∑
n=0

χ(A)(
N(A)

)s
=

∑
C′ ∈ CK,0

∑
A ∈ C′Cn0
A entero

∞∑
n=0

e2πiαnq−ns

=
∑

C′ ∈ CK,0

∑
A ∈ C′Cn0
A entero

∞∑
n=0

q

(
2πiα
ln q
−s
)
n

=
∑

A entero

1

N(A)

(
s− 2πiα

ln q

) =
∑

A entero

(
N(A)

)−(s− 2πiα
ln q

)

= ζK

(
s− 2πiα

ln q

)
.

En este desarrollo hemos usado que,

q
2πiα
ln q = eln q

2πiα
ln q

= e
2πiα
ln q

ln q
= e2πiα.

También que,

ζK

(
s− 2πiα

ln q

)
= ZK

(
q−sq

2πiα
ln q

)
= ZK

(
e2πiαu

)
.

Corolario 1.4.5. Si χ(CK,0) = 1, entonces la serie L satisface la ecuación

funcional:

qs(g−1)L(s, χ,K) = χ(W )q(1−s)(g−1)L(1− s, χ,K),

donde W es la clase canónica y χ es el conjugado de χ, es decir,

χ(A) := χ(A) = χ(A−1).

Demostración. Utilizando la notación de la Proposición 1.4.4 y la ecuación
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funcional del Corolario 1.4.2, tenemos con u′ = e2πiαu,

qs(g−1)L(s, χ,K) = qs(g−1)ZK(u′) = qs(g−1)qg−1(u′)2(g−1)ZK

(
1

qu′

)
= q(s+1)(g−1)q−s(2g−2)(e2πiα)2g−2ZK

(
1

qu
e−2πiα

)
= q(s+1)(g−1)−2s(g−1)(e2πiα)2g−2ZK

(
e−2πiα

qu

)
= q(1−s)(g−1)(e2πiα)2g−2ZK

(
e−2πiα

qu

)
,

utilizando que (u′)2(g−1) = u2(g−1)(e2πiα)2g−2 = q−s(2g−2)(e2πiα)2g−2.

Puesto que d(W ) = 2g − 2, χ(W ) = (e2πiα)2g−2, χ(C0) = e−2πiα, se

tiene:

qs(g−1)L(s, χ,K) = q(1−s)(g−1)χ(W )ZK

(
q
s−1− 2πiα

ln q

)
= q(1−s)(g−1)χ(W )ζK

(
1− s+

2πiα

ln q

)

y L(1 − s, χ,K) = ζK

(
1− s−

(
−2πiα

ln q

))
= ζK

(
1− s+

2πiα

ln q

)
, de

donde, qs(g−1)L(s, χ,K) = q(1−s)(g−1)χ(W )L(1− s, χ,K).

La ecuación funcional del Corolario 1.4.5 se cumple para cualquier carac-

ter de orden finito. Sin embargo necesitamos dar una demostración diferente

a la dada para el caso χ(CK,0) = 1.

Sea χ tal que χ(CK,0) 6= 1. Entonces CK,0 6= {1} y por lo tanto g > 0

(Proposición A.27). Sea C ′0 una clase de grado 0 tal que χ(C ′0) 6= 1. Entonces

tenemos,

χ(C ′0)
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0) =
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C ′0C0) =
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0),

es decir,
(
χ(C ′0)− 1

) ∑
C0 ∈ CK,0

χ(C0)

 = 0, y puesto que, χ(C ′0) 6= 1, se

sigue que,
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0) = 0.
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Sea C1 una clase de grado 1. Entonces

(q − 1)L(s, χ,K) = (q − 1)
∑

A entero

χ(A)
1(

N(A)
)s

=

∞∑
d(C)=0

(q − 1)

(
qN(C) − 1

q − 1
χ(C)q−d(C)s

)

=
∞∑
n=0

∑
C0 ∈ CK,0

χ(C0C
n
1 )q−ns

(
qN(C0Cn1 ) − 1

)
=

∑
C0 ∈ CK,0

χ(C0)
∞∑
n=0

χ(C1)n
(
qN(C0Cn1 ) − 1

)
q−ns

=
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0)

2g−2∑
n=0

χ(C1)n
(
qN(C0Cn1 ) − 1

)
q−ns

+
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0)
∞∑

n=2g−1

χ(C1)n
(
qN(C0Cn1 ) − 1

)
q−ns.

La segunda suma se hace 0 pues
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0) = 0. Por lo tanto

(q − 1)L(s, χ,K) =
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0)

2g−2∑
n=0

χ(C1)nqN(C0Cn1 )q−ns

−
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0)

2g−2∑
n=0

χ(C1)nq−ns.

Otra vez usando que
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0) = 0, obtenemos:

(q − 1)L(s, χ,K) =
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0)

2g−2∑
n=0

χ(C1)nqN(C0Cn1 )q−ns.

Poniendo u = q−s, obtenemos:

(q − 1)L(s, χ,K) =

2g−2∑
d(C)=0

χ(C)qN(C)ud(C),

el cual es un polinomio en u de grado ≤ 2g − 2.
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Ahora, el coeficiente de u2g−2 es,

a =
∑

d(C)=2g−2

χ(C)qN(C) =
∑

C0∈ CK,0

χ(WC0)qN(WC0).

Por el Teorema de Riemann-Roch [A.23] obtenemos:

N(WC0) = d(WC0)− g + 1 +N(C−1
0 ) y N(C−1

0 ) = 0, si C0 6= PK ,

N(PK) = 1, por lo que, N(WC0) = 2g − 2 − g + 1 = g − 1, si C0 6= PK y

N(W ) = g.

Por lo tanto

a =
∑

C0 ∈ CK,0
C0 6=PK

χ(W )χ(C0)qg−1 + χ(W )qg

= χ(W )
∑

C0 ∈ CK,0

χ(C0)qg−1 + χ(W )(qg − qg−1)

= qg−1(q − 1)χ(W ) 6= 0.

Luego (q − 1)L(s, χ,K) es un polinomio de grado 2g − 2 y el coeficiente

ĺıder es (q − 1)χ(W )qg−1.

Aplicando nuevamente el Teorema de Riemann-Roch [A.23] obtenemos:

(q − 1)L(s, χ,K) =

2g−2∑
d(C)=0

χ(C)qN(C)ud(C)

=

2g−2∑
d(C)=0

χ(C)qd(C)−g+1+N(WC−1)ud(C)

= qg−1u2g−2χ(W )

2g−2∑
d(C)=0

χ(CW−1)q−2g+2+d(C)+N(WC−1)ud(C)−2g+2

= qg−1u2g−2χ(W )

2g−2∑
d(C)=0

χ(WC−1)qd(W−1C)+N(WC−1)ud(W−1C)

= qg−1u2g−2χ(W )

2g−2∑
d(C)=0

χ(WC−1)qN(WC−1)

(
1

qu

)d(WC−1)

= qg−1u2g−2χ(W )

2g−2∑
d(C)=0

χ(C)qN(C)

(
1

qu

)d(C)

= qg−1u2g−2χ(W )(q − 1)L(1− s, χ,K)

= qg−1q−2s(g−1)(q − 1)χ(W )L(1− s, χ,K).
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Por lo tanto L(s, χ,K) = q(g−1)(1−2s)χ(W )L(1− s, χ,K), o de otra ma-

nera qs(g−1)L(s, χ,K) = q(1−s)(g−1)χ(W )L(1− s, χ,K).

Resumiendo, tenemos:

Teorema 1.4.6. (Ecuación Funcional para las Series L) En un campo de

funciones congruente K/k, |k| = q, sea W la clase canónica. Sea χ un

caracter de orden finito. Entonces

qs(g−1)L(s, χ,K) = χ(W )q(1−s)(g−1)L(1− s, χ,K).

Finalizamos este caṕıtulo relacionando las series L con la función zeta

de una extensión de constantes.

Sean K/k un campo de funciones congruente, k = Fq y sean l = Fqr ,

L = Kl. Sea χj el caracter de K tal que χj(C) = e
2πij
r en todas las clases

C de grado 1, por lo tanto χj(CK,0) = 1, j = 1, . . . , r. Entonces tenemos el

siguiente resultado:

Teorema 1.4.7.

ζL(s) =

r∏
j=1

L(s, χj ,K).

Demostración. Primero notemos que si a, b ∈ N, entonces se tiene

a∏
n=1

(
1− e

2πinb
a z

)
=
(

1− z
a

(a,b)

)(a,b)
.

En efecto, las ráıces de

a∏
n=1

(
1− e

2πinb
a z

)
son z = e

−2πinb
a , n = 1, . . . , a.

Si d = (a, b), entonces,
2πinb

a
=

2πindb1
da1

=
2πinb1
a1

, con a = da1,

b = db1, (a1, b1) = 1. Se tiene el conjunto de ı́ndices

{1, 2, . . . , a} = {1, . . . , a1, a1 + 1, . . . , 2a1, . . . , (d− 1)a1 + 1, . . . , da1 = a}
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y

2πi(a1 + t)b1
a1

= 2πib1 +
2πitb1
a1

, 1 ≤ t ≤ a1

de aqúı que,

e
−2πi(a1+t)b1

a1 = e−2πib1e
−2πitb1
a1

pero, e−2πib1 = cos(−2πb1) + i sin(−2πb1) = 1 + 0, por lo que,

e
−2πi(a1+t)b1

a1 = e
−2πitb1
a1 ,

es decir, las ráıces se repiten exactamente d veces y éstas son

{
e
−2πitb1
a1

}a1

t=1

las cuales son a1−ráıces de 1. Se tiene

e
−2πitb1
a1 = e

−2πitb
a , t = 1, . . . , a1 =

a

d
=

a

(a, b)
.

Ahora,

ζL(s) =
∏
P ∈ PL

(
1− 1

(N(P))s

)−1

=
∏

P ∈ PK

∏
P|P

(
1− q−srdL(P)

)−1

=
∏

P ∈ PK

∏
P|P

(
1− q−s

rdK (P)

(dK (P),r)

)−1

(Teorema 1.2.1).
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Hay (r, dK(P)) factores P|P, por lo tanto

ζL(s) =
∏

P ∈ PK

{
1−

(
N(P)

)−s r
(r,dK (P))

}−(r,dK(P)
)

=
∏

P ∈ PK

r∏
n=1

(
1− 1(

N(P)
)s e 2πin

r
dK(P)

)−1

=
r∏

n=1

 ∏
P ∈ PK

(
1− e

2πin
r
dK(P)(

N(P)
)s
)−1


=

r∏
n=1

 ∏
P ∈ PK

(
1−

(
N(P)

)−s
q
dK(P) 2πin

r ln q

)−1


=

r∏
n=1

 ∏
P ∈ PK

(
1−

(
N(P)

)−(s− 2πin
r ln q

))−1


=
r∏

n=1

ζK

(
s− 2πin

r ln q

)
=

r∏
n=1

L(s, χn,K) (Proposición 1.4.4).

Ejemplo 1.4.8. Sea k un campo finito con |k| = q. Sea K un campo de

funciones eĺıpticas sobre k con número de clases h. Entonces

ζK(s) =
1 +

(
h− (q + 1)

)
q−s + q1−2s

(1− q−s)(1− q1−s)
.

Demostración. Sea K un campo de funciones eĺıpticas sobre k, entonces

gK = g = 1.

Por otro lado tenemos que u = q−s y

ζK(s) = ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qu)
,

con PK(u) ∈ Z[u] un polinomio de grado 2g = 2, de aqúı que

PK(u) = a0 + a1u+ a2u
2, con a0 = 1, a1 = A1− (q+ 1) y a2 = qg = q, pero

A1 = h

(
q1−g+1 − 1

q − 1

)
= h

(
q1−1+1 − 1

q − 1

)
= h.

De aqúı que

ZK(u) =
1 +

(
h− (q + 1)

)
u+ qu2

(1− u)(1− qu)
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ζK(s) =
1 +

(
h− (q + 1)

)
q−s + qq−2s

(1− q−s)(1− qq−s)
.

Por lo tanto

ζK(s) =
1 +

(
h− (q + 1)

)
q−s + q1−2s

(1− q−s)(1− q1−s)
.

Ejemplo 1.4.9. Sean k un campo finito, con |k| = q y K = k(x, y) con

ym = x, m ∈ N. Entonces

ζK(s) =
1

(1− q−s)(1− q1−s)
.

Demostración. Tenemos que si ym = x,m ∈ N, entonces y = m
√
x de aqúı que

K = k(x, y) = k(x, m
√
x) = k( m

√
x), porque x = ( m

√
x)m.

Entonces K = k( m
√
x) es un campo de funciones racionales sobre k, luego

gK = g = 0.

Por lo tanto

ζK(s) =
1

(1− q−s)(1− q1−s)
.
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Caṕıtulo 2

Hipótesis de Riemann

En el caṕıtulo anterior definimos la función zeta de un campo de funcio-

nes. Esta definción proviene de la extensión natural de la función usual de

Riemann:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Se sabe que ζ(s) tiene una extensión meromorfa al plano complejo, con un

único polo en s = 1, el cual es simple con residuo 1. Más aún, ζ(s) tiene ceros

en s = −2n, n ∈ N y éstos son llamados los ceros triviales de ζ(s). Por otro

lado, ζ(s) no tiene ceros diferentes a los triviales en C\{s | 0 ≤ Re s ≤ 1}. La

Hipótesis de Riemann establece que los ceros de ζ(s), aparte de los triviales,

están en la recta Re s =
1

2
. Esto último sigue siendo un problema abierto.

Sin embargo, para los campos de funciones la respuesta śı se conoce y es

positiva. Esto fue demostrado por André Weil en 1941 y el objetivo principal

de este caṕıtulo es dar una demostración de la Hipótesis de Riemann para

campos de funciones y algunas aplicaciones.

2.1. El Número de Divisores Primos de Grado 1

Sea k = Fq un campo finito. Uno de nuestros objetivos es estimar el

número de divisores primos de grado n en el campo de funciones congruente

31
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K/k. Para ello usaremos frecuentemente la Función µ de Möbius y las Iden-

tidades de Newton. En seguida las presentaremos y probaremos algunas de

sus propiedades principales.

Definición 2.1.1. Una función aritmética en Q es cualquier función

f : N −→ Q. La Función µ de Möbius es la función µ : N −→ Q, donde,

si n =
r∏
i=1

paii es su descomposición en primos, entonces

µ(n) =


1 si n = 1,

(−1)r si a1 = . . . = ar = 1,

0 en cualquier otro caso.

Lema 2.1.2. Se tiene

∑
d|n

µ(d) = ε(n) =

{
1 si n = 1,

0 si n > 1.

Demostración. Si n = 1,
∑
d|1

µ(d) = ε(1) = 1.

Si n > 1, n =

r∏
i=1

paii , con r ≥ 1, pi primo, ai ≥ 1.
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∑
d|n

µ(d) = µ(1) +
∑
d|n

d producto de primos distintos

µ(d)

= µ(1) +
∑
pi1 |n

µ(pi1) +
∑

pi1pi2 |n

µ(pi1pi2) + . . .+∑
pi1pi2 ···pir−1

|n

µ(pi1pi2 · · · pir−1)

+
∑

pi1pi2 ···pir−1
pir |n

µ(pi1pi2 · · · pir−1pir)

=

(
r

0

)
(−1)0 +

(
r

1

)
(−1)1 +

(
r

2

)
(−1)2 + · · ·+(

r

r − 1

)
(−1)r−1 +

(
r

r

)
(−1)r

=

r∑
m=0

(
r

m

)
(−1)m

=
(
1 + (−1)

)r
= 0.

Teorema 2.1.3. (Fórmula de Inversión de Möbius) Sean f , g dos funciones

aritméticas tales que

g(n) =
∑
d|n

f(d)

para n ∈ N. Entonces

f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
=
∑
d|n

g
(n
d

)
µ(d).

Demostración. Para dos funciones aritméticas h y k cualesquiera definimos

el producto h ∗ k por

(h ∗ k)(n) =
∑
d|n

h
(n
d

)
k(d) =

∑
d|n

h(d)k
(n
d

)
.

Éste es el llamado producto de convolución . El conjunto de las funciones

aritméticas junto con ∗ es un anillo conmutativo con elemento identidad ε.

ε(n) =

{
1 si n = 1,

0 si n > 1.
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Además, si denotamos por 1 a la función constante con valor 1, se tiene del

Lema 2.1.2 que

(µ ∗ 1)(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
1(d) =

∑
d|n

µ(d)1
(n
d

)
=
∑
d|n

µ(d) = ε(n),

es decir, µ = 1−1. Ahora bien, se tiene que

g(n) =
∑
d|n

f(d),

es decir, g = f ∗ 1, por lo que f = g ∗ 1−1 = g ∗ µ, es decir,

f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
.

Ahora sean k cualquier campo y K = k(X1, X2, . . . , Xn) el campo de

funciones racionales en n variables y sea f(T ) =
n∏
i=1

(T − Xi) ∈ K[T ].

Entonces

f(T ) = Tn − σ1T
n−1 + σ2T

n−2 − . . .+ (−1)sσsT
n−s + . . .+ (−1)nσn,

donde σs es el s-ésimo polinomio elemental simétrico en X1, X2, . . . , Xn, es

decir,

σ0 = 1

σ1 =
n∑
i=1

Xi

σ2 =
∑
i<j

XiXj

...
...

σs =
∑

i1<...<is

Xi1 · · ·Xis

...
...

σn = X1 · · ·Xn.

Sea ρm = Xm
1 + . . .+Xm

n , m ≥ 1 y ρ0 = n.
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Teorema 2.1.4. (Identidades de Newton) Se tiene:

ρm − ρm−1σ1 + . . .+ (−1)m−1ρ1σm−1 + (−1)mσmm = 0, 1 ≤ m ≤ n− 1, y

ρm − ρm−1σ1 + . . .+ (−1)nρm−nσn = 0, m ≥ n.

Demostración. Consideremos las series T 1−nf ′(T ) en el campo de las series

de Laurent K
(
(T )
)

(K cualquier campo de caracteŕıstica 0). Tenemos:

T 1−nf ′(T ) = T 1−nf(T )
f ′(T )

f(T )

= T 1−n

(
n∑
i=0

(−1)iσiT
n−i

)(
n∑
i=1

1

T −Xi

)

= T

(
n∑
i=0

(−1)iσiT
−i

)(
n∑
i=1

∞∑
m=0

Xm
i T
−m−1

)

=

(
n∑
i=0

(−1)iσiT
−i

)( ∞∑
m=0

ρmT
−m

)

=

∞∑
m=0

(
m∑
s=0

(−1)sσsρm−sT
−m

)
,

donde σj = 0, para j > n.

Por otro lado,

T 1−nf ′(T ) = T 1−n

(
n−1∑
m=0

(n−m)(−1)mσmT
n−m−1

)

=

n−1∑
m=0

(n−m)(−1)mσmT
−m.

Igualando coeficientes en los desarrollos anteriores obtenemos las Iden-

tidades de Newton.

Proposición 2.1.5. Sea ψ(d) el número de polinomios mónicos irreducibles

de grado d en Fq[T ]. Entonces

ψ(n) =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
qd.
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Demostración. Se tiene que para n ∈ N, el campo de descomposición de

Xqn − X es Fqn . Si f(x) es mónico irreducible de grado d, d | n, entonces

Fqd ⊆ Fqn y por lo tanto f(x) | Xqn −X.

Rećıprocamente, si f(x) | Xqn−X y f(x) es mónico irreducible de grado

d, entonces el campo de descomposición de f(x), Fqd , está contenido en Fqn

y por lo tanto d | n.

Luego

Xqn −X =
∏
d|n

∏
deg f=d
f mónico

irreducible

f(x).

Ahora, si contamos los grados obtenemos que, qn =
∑
d|n

dψ(d). Por la

Fórmula de Inversión de Möbius aplicada a f y g, las dos funciones aritméti-

cas definidas por f(n) = nψ(n) y g(n) = qn respectivamente, y consideramos

además que g(n) = qn =
∑
d|n

dψ(d) =
∑
d|n

f(d), para n ∈ N, tenemos que,

nψ(n) = f(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
g(d) =

∑
d|n

µ
(n
d

)
qd.

Recordamos que k = Fq. Denotamos por kr a Fqr , la extensión de grado

r ≥ 1 de k. Si K es un campo de funciones con campo de constantes k, Kr

denota la extensión de constantes Kkr = Kr y Kr tiene a kr como su campo

exacto de constantes. Sean ZK(u) = ζK(s) la función zeta de K, u = q−s

y sean Zr(v) = ζKr(s) la función zeta de Kr, v = (qr)−s = q−rs = ur.

Entonces, Zr(v) = Zr(u
r).

El Teorema 1.4.7 prueba que ζKr(s) =
r∏
j=1

L(s, χj ,K), donde χj es el

caracter tal que χj(C) = ξjr en todas las clases C de grado 1, ξr = e
2πi
r ,

j = 1, . . . , r.

Ahora bien, por la Proposición 1.4.4

L(s, χj ,K) = ζK

(
s− 2πij

r ln q

)
.
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Se tiene

ζK

(
s− 2πij

r ln q

)
= ZK

(
q−sq

2πij
r ln q

)
.

Puesto que, q
2πij
r ln q = eln q

2πij
r ln q

= e
2πij
r ln q

ln q
= e

2πij
r = ξjr , tenemos,

Zr(u
r) = Zr(v) = ζKr(s) =

r∏
j=1

L(s, χj ,K) =
r∏
j=1

Zr(ξ
j
ru).

Es decir, hemos demostrado:

Teorema 2.1.6. Si Kr es la extensión de constantes de grado r del campo

K, se tiene

ZKr(u
r) =

r∏
j=1

ZK(ξjru), donde u = q−s, ξr = e
2πi
r .

Si K0 = Fq(x), entonces tenemos Z0(u) = ZK0(u) =
1

(1− u)(1− qu)
y

ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qu)
= Z0(u)PK(u), de aqúı que PK(u) =

ZK(u)

Z0(u)
.

Ahora bien, PK(u) =

2g∑
i=0

aiu
i con a2g−i = aiq

g−i, 0 ≤ i ≤ 2g, a0 = 1,

a2g = qg, a1 = A1 − (q+ 1), con A1 el número de divisores enteros de grado

1 = número de divisores primos de grado 1. Se tiene deg(PK(u)) = 2g y si

ω−1
1 , . . . , ω−1

2g son las ráıces de PK(u), entonces PK(u) =

2g∏
i=1

(1− ωiu).

Proposición 2.1.7. Se tiene qg =

2g∏
i=1

ωi, N − (q + 1) = −
2g∑
i=1

ωi, donde N

es el número de divisores primos de grado 1. Más aún,

PK(u) = 0⇔ PK

(
1

qu

)
= 0.

En particular, como

PK(ω−1
i ) = 0, tenemos PK

(
ωi
q

)
= 0.
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Demostración. De PK(u) =

2g∑
i=0

aiu
i =

2g∏
i=1

(1− ωiu) se sigue que

qg = a2g =

2g∏
i=1

(−ωi) =

2g∏
i=1

ωi; N − (q + 1) = a1 = −
2g∑
i=1

ωi.

Por otro lado, la ecuación funcional de PK(u) (Corolario 1.4.2) nos dice

que PK

(
1

qu

)
= q−gu−2gPK(u), por lo tanto

PK(u) = 0⇔ PK

(
1

qu

)
= 0.

Como ω−1
i es ráız de PK(u) tenemos que

ωi
q

=
1

qω−1
i

también es ráız de

PK(u).

Para 1 ≤ i ≤ 2g, sea ω′i =
q

ωi
. Se tiene que ω′i = ωi ⇔

1

ωi
=
ωi
q
⇔ ω2

i =

q ⇔ ωi = ±√q, por lo tanto podemos renumerar las inversas de las ráıces

de PK(u) como:

ω1, ω
′
1, . . . , ωf , ω

′
f ,
√
q, . . . ,

√
q,−√q, . . . ,−√q

con f ≤ g, ωi 6= ω′i, ωiω
′
i = q, i = 1, . . . , f . Sea t el número de veces que

aparece
√
q y s el número de veces que aparece −√q, por lo que 2f + t+s =

2g.

Puesto que qg =

2g∏
i=1

ωi, se tiene qg = qfqt/2(−1)sqs/2, se sigue que s es

par y por lo tanto t también es par.

En particular podemos tomar f = g, esto es, las ráıces de PK son,

ω1, ω
′
1, . . . , ωg, ω

′
g, donde ωiω

′
i = q, i = 1, . . . , g.

Aśı pues, tenemos PK(u) =

g∏
i=1

(1− ωiu)(1− ω′iu).

Teorema 2.1.8. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Los ceros de la función zeta ζK(s) están en la ĺınea Re s =
1

2
.
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(ii) Los ceros de la función ZK(u) están en el ćırculo |u| = q−1/2.

(iii) Si ω1, . . . , ω2g son las inversas de las ráıces de PK(u), entonces

|ωi| =
√
q, i = 1, . . . , 2g.

Demostración.

(i)⇔ (ii). Se sigue del hecho de que u = q−s, |u| = q−Re s, ZK(u) = ζK(s).

(ii) ⇔ (iii). Observemos que ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qu)
y PK(1) = hK 6= 0,

PK

(
1

q

)
= q−gPK(1) 6= 0. Por lo tanto las ráıces de ZK(u) son las ráıces de

PK(u) y éstas son ω−1
i . Aśı que (ii) es equivalente a que |ω−1

i | = |ωi|−1 =

q−1/2, es decir, |ωi| =
√
q.

Nuestro objetivo es probar:

Hipótesis de Riemann. Las condiciones del Teorema 2.1.8 se cumplen

para todo campo de funciones congruente.

La demostración se hará en varias etapas.

Proposición 2.1.9. Sea N el número de divisores primos de grado 1 en K.

Entonces, si la Hipótesis de Riemann se cumple, |N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q.

Demostración. Se tiene que N − (q + 1) = −
2g∑
i=1

ωi (Proposición 2.1.7), por

lo que

|N − (q + 1)| ≤
2g∑
i=1

|ωi| = 2g
√
q.

Proposición 2.1.10. Sea r ∈ N. La Hipótesis de Riemann se cumple para

el campo K ⇔ se cumple para el campo Kr.

Demostración. Se tiene por el Teorema 2.1.6 y el comentario que le sigue
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que

PKr(u
r) =

ZKr(u
r)

Z0,Kr(u
r)

=

r∏
j=1

ZK(ξjru)

Z0(ξjru)
=

r∏
j=1

PK(ξjru)

=
r∏
j=1

2g∏
i=1

(1− ωiξjru) =

2g∏
i=1

(1− ωri ur).

Aśı, PKr(u
r) =

2g∏
i=1

(1− ωri ur) y por lo tanto ωr1, . . . , ω
r
2g son los inversos

de los ceros de PKr(u
r). Aśı pues, |ωi| =

√
q ⇔ |ωri | =

√
qr, observando que

qr = |Fqr | y Fqr es el campo de constantes de Kr.

Sea Nr el número de divisores primos de grado 1 en Kr. Entonces:

Proposición 2.1.11. Si existe c > 0 tal que |Nr − (qr + 1)| ≤ cqr/2 para

todo r, entonces la Hipótesis de Riemann se cumple para K.

Demostración. Sea PK(u) =

2g∏
i=1

(1− ωiu).

Aplicando el operador D = −u d
du

ln a ambos lados tenemos:

D
(
PK(u)

)
= −u d

du
ln

(
2g∏
i=1

(1− ωiu)

)
= −u

(
2g∑
i=1

d

du
ln(1− ωiu)

)

=

2g∑
i=1

ωiu

1− ωiu
=

2g∑
i=1

∞∑
n=1

ωni u
n =

∞∑
n=1

(
2g∑
i=1

ωni

)
un.

Se tiene (Proposición 2.1.7) que −
2g∑
i=1

ωni = Nn − (qn + 1). Nuestra

hipótesis implica que:∣∣∣∣∣
2g∑
i=1

ωni

∣∣∣∣∣ = |Nn − (qn + 1)| ≤ cqn/2.

Por lo tanto, si R es el radio de convergencia de la serie

∞∑
n=1

(
2g∑
i=1

ωni

)
un,
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se tiene que R = ĺım
n→∞

sup

(∣∣∣∣∣
2g∑
i=1

ωni

∣∣∣∣∣
)−1/n

≥ ĺım
n→∞

sup
(
cqn/2

)−1/n
= q−1/2,

es decir, R ≥ 1
√
q
.

Por otro lado, D
(
PK(u)

)
=

2g∑
i=1

ωiu

1− ωiu
implica que las únicas singula-

ridades son u = ω−1
i , 1 ≤ i ≤ 2g, por lo que mı́n

1≤i≤2g
|ω−1
i | = R ≥ q−1/2, es

decir, |ωi| ≤
√
q, 1 ≤ i ≤ 2g.

Finalmente, por la Proposición 2.1.7 tenemos que

qg =

2g∏
i=1

|ωi| ≤
2g∏
i=1

√
q = qg, lo cual implica que |ωi| =

√
q, 1 ≤ i ≤ 2g.

2.2. Demostración de la Hipótesis de Riemann

Nuestro objetivo ahora es probar que las condiciones del Teorema 2.1.8

se cumplen para cualquier campo de funciones congruente K. Sea k = Fq el

campo de constantes de K.

Primero notemos que para probar esto, por la Proposición 2.1.10 se puede

suponer, extendiendo el campo de constantes si fuese necesario:

(I) q = a2 es un cuadrado,

(II) q > (g + 1)4, g el género de K,

(III) K tiene un divisor primo de grado 1.

En efecto, K2 = KFq2 tiene como campo de constantes a Fq2 , q2 es un

cuadrado. Como q2 > 1, existe n tal que q2n = (qn)2 > (g + 1)4, por lo

que K2n = Fq2nK tiene como campo de constantes a Fq2n y el género de

K2n es igual a g (Teorema 1.1.4) y q2n > (g + 1)4. Finalmente, si P es un

divisor primo de grado m en K y P está sobre P en K2nm = Fq2nmK, por

el Teorema 1.2.1 se tiene que dL(P) =
m

(m, 2nm)
=
m

m
= 1. Entonces K2nm

satisface (I), (II), (III).
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Aśı pues, podemos suponer que K satisface (I), (II), (III). Sea N el

número de divisores primos de grado 1 en K. Si σ ∈ Aut(K/Fq), para

cada lugar P, Pσ es un lugar de K y las valuaciones respectivas satisfacen

υPσ(x) = υP(σ−1x).

Sea F̃q la cerradura algebraica de k := Fq y sea K̃ la cerradura algebraica

de K. Consideremos el Automorfismo de Frobenius:

ρ : K̃ → K̃, ρ(x) = xq, ρ ∈ Aut(K̃/k).

Sea P un divisor primo de K. Para cualquier σ ∈ Aut(K/k) considere-

mos Pσ el divisor primo correspondiente. Expĺıcitamente, si ϕP es el lugar

asociado a P, ϕPσ es el lugar σϕP dado por

ϕPσ(α) = σϕP(α) = ϕP(σ−1α),

para α ∈ K.
Definimos Pq como el divisor primo dado por el Automorfismo de Fro-

benius ρ, es decir,

ρϕP(α) = ϕPq(α) = ϕP(ρ−1α) = ϕP(α1/q) = ϕP(α)1/q.

Observemos que Pq no es la q-potencia de P.

Tenemos que los anillos de valuación de P y Pq están dados por:

ϑP =
{
α ∈ K|ϕP(α) 6=∞

}
y ϑPq =

{
α ∈ K|ϕPq(α) = ϕP(α)1/q 6=∞

}
.

Por lo tanto ϑP = ϑPq , es decir, ϕP y ϕPq son equivalentes. Usaremos la

notación P = Pq para indicar que ϕP = ϕPq en lugar del significado usual.

Proposición 2.2.1. Tenemos que P = Pq si y sólo si dK(P) = 1.

Demostración. Recordemos que dK(P) = [ϑP/P : k] y que

ϕP : K → (ϑP/P)
⋃
{∞}; ϕPq : K → (ϑPq/P

q)
⋃
{∞}.
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Por lo que se tiene,

ρϕP(y) = ϕP(y)1/q = ϕP(y) para todo y ∈ K
⇔ ϕP(y) = ϕP(y)q para todo y ∈ K
⇔ ϕP(y) =∞ o ϕP(y) ∈ Fq para todo y ∈ K
⇔ ϑP/P = ϑPq/P

q = Fq ⇔ dK(P) = dK(Pq) = 1.

La Proposición 2.2.1 es uno de los resultados principales que estaremos

usando en la demostración de la Hipótesis de Riemann. De hecho, losN1 = N

divisores primos de grado 1 en K/k son precisamente aquellos tales que

P = Pq.

Tenemos que la Hipótesis de Riemann es equivalente al hecho de que

|N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q (Proposiciones 2.1.9, 2.1.10 y 2.1.11).

Por lo tanto, es suficiente mostrar que para alguna r suficientemente

grande y Kr := KFqr , se satisface |Nr− (qr+1)| ≤ 2gqr/2, donde Nr denota

el número de lugares P tales que Pqr = P.

La demostración de la Hipótesis de Riemann que presentamos se debe

esencialmente a Enrico Bombieri ([1], [2], [13]).

La idea es construir una función u sobre K tal que todos los lugares de

grado 1, con una excepción, sean ceros de u y, por otro lado, el grado de u

no sea demasiado grande.

Se tiene q = a2, pongamos m = a− 1, n = a+ 2g, r = m+ an. Entonces

la desigualdad

N − (q + 1) < (2g + 1)
√
q

se escribe

N −1 < q+2g
√
q+
√
q = a2 +2ga+a = a(a+2g)+a = an+m+1 = r+1,

es decir, N − 1 ≤ r.
Sea G un divisor primo de grado 1 en K/k. Entonces

L
(
G−1

)
⊆ L

(
G−2

)
⊆ . . . ⊆ L

(
G−n

)
⊆ . . . .
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Además como G−n
∣∣G−(n−1), por el Teorema A.20 tenemos que

l (G−n) + d (G−n) ≤ l
(
G−(n−1)

)
+ d

(
G−(n−1)

)
, por lo tanto,

0 ≤ l (G−n)− l
(
G−(n−1)

)
≤ d (Gn) + d

(
G−(n−1)

)
= n− (n− 1) = 1.

Sea t ∈ N y sea It el conjunto de las i′s tales que 1 ≤ i ≤ t y que satisfacen

l
(
G−i

)
− l
(
G−(i−1)

)
= 1. Para cada i ∈ It, sea ui ∈ L

(
G−i

)
\L
(
G−(i−1)

)
.

El divisor de polos de ui es ηui = Gi.

Proposición 2.2.2. El sistema {ui|i ∈ It} es una k−base de L(G−t).

Demostración. Si
∑
i∈ It

aiui = 0, ai ∈ k con algún ai 6= 0, υG(aiui) = −i,

por lo que cada sumando no cero tiene valuación diferente a cada una de

las demás; por lo tanto ai = 0 para todo i ∈ It y por lo tanto el sistema

{ui|i ∈ It} es linealmente independiente.

Por otro lado,

l(G−t) =

t∑
i=1

dimk
L(G−i)

L(G−(i−1))
=

t∑
i=1

δi,

con

δi =

{
0 si i /∈ It,
1 si i ∈ It,

por lo que l(G−t) = |It| = |{ui|i ∈ It}| lo cual prueba que {ui|i ∈ It} es base

de L(G−t).

Como caso particular de la Proposición 2.2.2 tomemos t = m = a− 1 =
√
q − 1, a es una potencia de la caracteŕıstica, n = a+ 2g. Aśı, el conjunto

L (G−n)
a

= {ya|y ∈ L (G−n)} ⊆ Ka es un k−espacio vectorial de la misma

dimensión que L (G−n).

El espacio M =

{∑
i∈ Im

uiy
a
i |yi ∈ L

(
G−n

)}
es un k−espacio vectorial

generado por U = {uiuaj |i ∈ Im, j ∈ In}. Notemos que como a =
√
q es

una potencia de la caracteŕıstica, Ka es un campo.

Proposición 2.2.3. El conjunto U es linealmente independiente sobre k.
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Demostración. Como uaj ∈ Ka y k ⊆ Ka, es suficiente probar que

{ui|i ∈ Im} es linealmente independiente sobre Ka.

Supongamos
∑
i∈ Im

uiy
a
i = 0 con algún yi 6= 0. Esto implica que dos

elementos tienen la misma valuación (Proposición A.18), es decir, ∃ yi 6=
0, yj 6= 0, i 6= j, con υG(uiy

a
i ) = υG(ujy

a
j ), es decir, −i + aυG(yi) = −j +

aυG(yj), luego i ≡ j mód a. Puesto que i, j ∈ Im, 1 ≤ i, j ≤ m = a− 1 < a,

contradicción.

Como consecuencia de la Proposición 2.2.3 tenemos que

dimkM = |U | = |Im||In| = l(G−m)l(G−n).

Por el Teorema de Riemann-Roch se tiene la desigualdad:

dimkM = l(G−m)l(G−n) ≥ (m− g + 1)(n− g + 1)

= (a− g)(a+ g + 1) = a2 + a− g(g + 1) = q +
√
q − g(g + 1).

Ahora consideremos el k−espacio vectorial,

M ′ =

{∑
i∈ Im

uai yi|yi ∈ L
(
G−n

)}
.

Para i ∈ Im y yi ∈ L (G−n) se tiene uai yi ∈ L(G−amG−n). Luego M ′ ⊆
L (G−amG−n).

Nuevamente por el Teorema de Riemann-Roch (Corolario A.25), puesto

que dK(GamGn) = ma + n = a2 − a + a + 2g = q + 2g > 2g − 2, se tiene

dimkM
′ ≤ l(G−amG−n) = (q + 2g)− g + 1 = q + g + 1.

Ahora bien, por la elección q > (g + 1)4, se tiene

√
q − g(g + 1) > (g + 1)2 − g(g + 1) = g + 1.

Es decir, dimkM ≥ q +
√
q − g(g + 1) > q + g + 1 ≥ dimkM

′.

Sea θ : M →M ′, θ

(∑
i∈ Im

uiy
a
i

)
=
∑
i∈ Im

uai yi.



46 CAPÍTULO 2. HIPÓTESIS DE RIEMANN

Entonces θ es k−lineal ya que kq = k y puesto que dimkM > dimkM
′,

ker θ 6= {0}. Aśı, existen yi ∈ L(G−n), i ∈ Im no todos cero tales que∑
i∈ Im

uai yi = 0. En particular se tiene que u :=
∑
i∈ Im

uiy
a
i ∈ L(G−r)\{0}, u ∈

ker θ. Si P es cualquier divisor primo de grado 1 de K/k con P 6= G, entonces

ϕP(yi) 6=∞, ϕP(ui) 6=∞, i ∈ Im. Por la Proposición 2.2.1, P satisface P =

Pq, entonces para todo α ∈ K, se tiene que ϕP(α) = ϕPq(α) = ϕP(α)1/q, o

equivalentemente, ϕP(α) = ϕP(α)q, por lo que ϕP(α) ∈ Fq. Esto implica que

para a =
√
q = pt se obtiene que ϕP(α)a = ϕP(α). Entonces, de

∑
i∈ Im

uai yi =

0 obtenemos: ϕP(u)a =
∑
i∈ Im

ϕP(ui)
aϕP(yi)

q =
∑
i∈ Im

ϕP(ui)
qϕP(yi) = 0.

Aśı pues, P está en zu, el divisor de ceros de u. Luego
∏
P 6=G

degKP=1

P|zu y

por lo tanto dK

( ∏
P6=G

degKP=1

P

)
= N − 1 ≤ dK(zu) = dK(ηu) ≤ dK(Gr) = r.

Aśı pues, hemos probado:

Teorema 2.2.4. Se tiene N − (q + 1) < (2g + 1)
√
q.

Para finalizar la demostración de la Hipótesis de Riemann debemos ahora

hallar una cota inferior para N−(q+1). La cota superior que hemos obtenido

no es suficiente para deducir la Hipótesis de Riemann. Por ejemplo, si K es

un campo de género uno y si ω1 y ω2 son las inversas de las ráıces de PK(u),

entonces ω1 = q y ω2 = 1 satisfacen que N = q−
2g∑
i=1

ωi+1 = q−q−1+1 = 0,

ω1ω2 = q, pero |ω1| 6=
√
q.

Para obtener una cota inferior, consideremos θ ∈ Aut(K/k) un auto-

morfismo y sea k̃ la cerradura algebraica de k. Sea K̃ = Kk̃. Extendemos

θ a θ̃ ∈ Aut(K̃/k) definiendo θ̃(α) = αq para todo α ∈ k̃. Sea P cual-

quier divisor primo de grado d. Sea Kd = KFqd . Entonces, del Teorema

1.2.1 tenemos que P se descompone en d divisores primos de grado uno
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P1, . . . ,Pd en Kd. Sean ϕP, ϕPq , ϕPθ , ϕPi , ϕPqi , ϕP θ̃i
los lugares asociados

a P, Pq, Pθ, Pi, Pqi , P θ̃i , 1 ≤ i ≤ d, respectivamente.

Se tiene que ϕPθ(x) = ϕP(θ−1x) y ϕPq(x) = ϕP(x)1/q. Para x ∈ K,

tenemos

ϕP θ̃i
(x) = ϕPi(θ̃

−1x) = ϕP(θ−1x) = ϕPθ(x)

y

ϕPqi (x) = ϕPi(x)1/q = ϕP(x)1/q.

Para α ∈ Fqd ,

ϕP θ̃i
(α) = ϕPi(θ̃

−1α) = ϕPi(α
1/q) = ϕPqi (α).

Por lo tanto Pq = Pθ ⇔ Pqi = P θ̃i para todo 1 ≤ i ≤ d.

Definimos N (θ) :=
∑

Pθ=Pq

dK(P). De lo anterior tenemos que N (θ) es el

número de divisores primos P de Kk̃/k̃ tales que P θ̃ = Pq.
De manera análoga a como se hizo con el Teorema 2.2.4 se puede probar:

Teorema 2.2.5. Con la notación de arriba se tiene

N (θ) − (q + 1) < (2g + 1)
√
q.

Proposición 2.2.6. Sea K un campo de funciones sobre k. Sea L una ex-

tensión geométrica de Galois de K con grupo de Galois G. Si θ ∈ Aut(L/k)

es tal que θ(K) = K, entonces

N (θ)(K) = [L : K]−1
∑
σ ∈ G

N (θσ)(L).

Demostración. Sean P un divisor primo de L/k y P = P|K . Los lugares de

L sobre Pθ son los lugares (Pθ)σ, σ ∈ G y sobre Pq está el lugar Pq por lo

que Pθ = Pq ⇔ ∃ σ ∈ G tal que (Pθ)σ = (Pθσ) = Pq.
Tenemos que si P,P1,P2 son divisores primos en L sobre un divisor pri-

mo P de K, puesto que G actúa transitivamente en {P ∈ PL|P|P}, se tiene
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que si ϕP1 y ϕP2 denotan los lugares que corresponden a P1,P2, respectiva-

mente, entonces | {σ ∈ G | ϕσP1 = ϕP2} |= | {σ ∈ G | ϕσP = ϕP} |.
Ahora bien, ϕσP = ϕP ⇔ ϕσP(x) = ϕP(σ−1x) para todo x ∈ ϑP ⇔

σ−1x − x ∈ kerϕP = P para todo x ∈ ϑP ⇔ σ−1x ≡ x mód P para todo

x ∈ ϑP ⇔ σ−1 ∈ IL/K(P | P)⇔ σ ∈ IL/K(P | P), el grupo de inercia de P
sobre P.

Por lo tanto, | {σ ∈ G | ϕσP1 = ϕP2} |= eL/K(P | P), el ı́ndice de rami-

ficación de P sobre P. Sea I = IL/K(Pθ | Pθ).

Aśı:∑
σ ∈ G

N (θσ)(L) =
∑
σ ∈ G

∑
Pθσ=Pq

dL(P) =
∑

Ψ ∈ G/I

∑
σ ∈ I

∑
PθΨσ=Pq

dL(P)

=
∑

Ψ ∈ G/I

∑
PθΨ=Pq

eL/K

(
Pθ | Pθ

)
dL(P)

=
∑

Pθ=Pq

∑
P|P

eL/K (P | P) dL/K (P | P) dK(P)

= [L : K]
∑

Pθ=Pq

dK(P) (Prop. A.29, Teorema A.30)

= [L : K]N (θ)(K).

Sea θ ∈ Aut(K/k) de orden finito y sea E = K〈θ〉 el campo fijo. Entonces

K/E es una extensión ćıclica con grupo de Galois 〈θ〉. Necesitaremos la

siguiente proposición.

Proposición 2.2.7. Sea E/k un campo de funciones congruente. Entonces

existe un elemento x ∈ E\k tal que E/k(x) es separable.

Demostración. Como existe un divisor de grado 1 (Teorema 1.3.8), tenemos

que existe un divisor primo P de E de grado t con (t, p) = 1, p = car k.

Sea m ∈ N tal que m > 2g − 1 y (m, p) = 1. Entonces, por el Teorema de

Riemann-Roch (Corolario A.26), existe un elemento x ∈ E tal que ηx = Pm.

Por tanto [E : k(x)] = mt y (mt, p) = 1, p = car E, lo cual implica que

E/k(x) es separable.
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Sean K, θ y E como antes.

E K

k(x)

Sean x ∈ E\k con la propiedad de la Proposición 2.2.7, K̂ la cerradura

de Galois de K/k(x) y k̂ el campo de constantes de K̂. Tanto K̂ como Kk̂

tienen como campo de constantes a k̂. Entonces θ se extiende a un elemento

de Aut(K̂/k̂(x)).

E K Kk̂ K̂

k(x) k̂(x)

Extendiendo constantes de K̂ si fuese necesario, podemos suponer que si

| k̂ |= q̂, entonces q̂ = a2 es un cuadrado, q̂ > (g
K̂

+ 1)4, q̂ > (g
Kk̂

+ 1)4 =

(gK + 1)4 y K̂ tiene un divisor primo de grado 1.

Aśı pues, podemos suponer que K/k satisface:

1. K/k tiene un elemento x ∈ K\k tal que K/k(x) es separable, K̂ la

cerradura de Galois de K/k(x) tiene campo de constantes k,

2. |k| = q = a2 es un cuadrado, q > (ĝ + 1)4, ĝ = g
K̂

,

3. K̂/k tiene un divisor primo de grado 1.

Proposición 2.2.8. Sean m = [K̂ : K], n = [K̂ : k(x)], θ ∈ Aut(K/k).

Entonces N (θ) − (q + 1) ≥ −n−m
m

(2ĝ + 1)
√
q.

Demostración. Sea H = Gal(K̂/K), G = Gal(K̂/k(x)). Entonces θ ∈ G,
m = |H|, n = |G|.

Se tiene por la Proposición 2.2.6,

N (θ)(K) =
1

m

∑
h∈ H

N (θh)(K̂) y q + 1 = N(k(x)) =
1

n

∑
σ∈ G

N (σ)(K̂),
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y por el Teorema 2.2.5∑
σ ∈ G

N (σ)(K̂) =
∑
h ∈ H

N (θh)(K̂) +
∑

σ ∈ G\θH

N (σ)(K̂)

≤
∑
h ∈ H

N (θh)(K̂) +
∑

σ ∈ G\θH

((q + 1) + (2ĝ + 1)
√
q)

=
∑
h ∈ H

N (θh)(K̂) + (n−m) ((q + 1) + (2ĝ + 1)
√
q) .

Como
∑
σ ∈ G

N (σ)(K̂) = n(q + 1), se tiene:

∑
h ∈ H

N (θh)(K̂) ≥ n(q + 1)− (n−m)
(
(q + 1) + (2ĝ + 1)

√
q
)

= m(q + 1)− (n−m)(2ĝ + 1)
√
q.

Finalmente, como
∑
h ∈ H

N (θh)(K̂) = mN (θ)(K), tenemos

N (θ)(K) ≥ (q + 1)− (n−m)

m
(2ĝ + 1)

√
q.

Corolario 2.2.9. Sea K/k un campo de funciones congruente y sea θ un

elemento de orden finito de Aut(K/k). Entonces k tiene una extensión finita

k′ con q′ elementos tal que existe una constante c > 0 de manera que para

todo r ≥ 1 la extensión k′r de grado r de k′, K ′r = Kk′r, satisface

| N (θ)
(
K ′r
)
−
((
q′
)r

+ 1
)
|≤ c

(
q′
)r/2

.

Demostración. Sea k′ una extensión de k que satisface la Proposición 2.2.8 y

el Teorema 2.2.5. Entonces los números n, m, ĝ obtenidos en la Proposición

2.2.8 se mantienen fijos para extensiones de constantes (Teorema 1.1.4), por

lo que para todo r ≥ 1, se tiene |k′r| = (q′)r,

−(n−m)

m
(2ĝ + 1)

(
q′
)r/2 ≤ N (θ)

(
K ′r
)
−
((
q′
)r

+ 1
)
≤ (2ĝ + 1)

(
q′
)r/2

.

Con c = máx

{
(n−m)

m
(2ĝ + 1), 2ĝ + 1

}
obtenemos lo requerido.

Finalmente tenemos:
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Teorema 2.2.10. (HIPÓTESIS DE RIEMANN) Sea K/k un campo de

funciones congruente, donde |k| = q. Entonces:

(I) Los ceros de la función zeta ζK(s) están en la ĺınea Re s =
1

2
.

(II) Los ceros de la función ZK(u) están en el ćırculo |u| = q−1/2.

(III) Si ω1, . . . , ω2g, son las inversas de las ráıces de PK(u), entonces

|ωi| =
√
q, i = 1, . . . , 2g.

(IV) Si N1 denota el número de divisores primos de grado 1 en K, entonces

|N1 − (q + 1)| ≤ 2g
√
q.

Demostración. Se sigue del Teorema 2.1.8, las Proposiciones 2.1.9, 2.1.10,

2.1.11 y el Corolario 2.2.9.

2.3. Consecuencias de la Hipótesis de Riemann

Una consecuencia inmediata de la Hipótesis de Riemann es:

Teorema 2.3.1. Sea K/k un campo de funciones congruente de género 0.

Entonces K es un campo de funciones racionales.

Demostración. Si N es el número de divisores primos de grado 1 en K,se

tiene, aplicando la Proposición 2.1.9, |N − (q + 1)| ≤ 2g
√
q = 0, es decir,

N = q + 1, por lo que K tiene divisores primos de grado 1. El resultado se

sigue del Teorema A.28.

Nuestro objetivo ahora es estimar el número de divisores primos de grado

n en K/k.

Teorema 2.3.2. Si K = Fq(x) es el campo de funciones racionales sobre Fq

y ni es el número de divisores primos de grado i en K, entonces n1 = q+ 1

y ni =
1

i

∑
d|i

µ

(
i

d

)
qd, ∀ i > 1.
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Demostración. Los divisores primos distintos a P∞ están en correspondencia

biyectiva con los polinomios irreducibles mónicos (Teorema A.19). Como P∞

es de grado 1, el resultado se sigue de la Proposición 2.1.5.

Ejemplo 2.3.3. Sea K = F2(x) el campo de funciones racionales sobre F2

por el Teorema 2.3.2 tenemos que:

n1 = q + 1 = 2 + 1 = 3, es decir, tenemos 3 divisores primos de grado

1 en F2(x) que corresponden a x, x+ 1 y
1

x
.

n2 =
1

2

∑
d|2

µ

(
2

d

)
2d =

1

2

(
µ

(
2

1

)
21 + µ

(
2

2

)
22

)
=

1

2

(
−2 + 22

)
=

1

2
(2) = 1, es decir, tenemos 1 divisor primo de grado 2 en F2(x) que

corresponde a x2 + x+ 1.

n3 =
1

3

∑
d|3

µ

(
3

d

)
2d =

1

3

(
µ

(
3

1

)
21 + µ

(
3

3

)
23

)
=

1

3

(
−2 + 23

)
=

1

3
(6) = 2, es decir, tenemos 2 divisores primos de grado 3 en F2(x),

los cuales corresponden a x3 + x2 + 1 y x3 + x+ 1.

Generalizaremos el método anterior para estimar el número de divisores

primos de grado m en cualquier campo de funciones K sobre k = Fq.

Sean K/k un campo de funciones, x ∈ K\k, [K : k(x)] < ∞. Sea ζ0(s)

la función zeta de k(x) y ζ(s) la función zeta de K. Sea Nm el número de

divisores primos de grado m en K. Se tiene por el Teorema 1.3.7:

ζ(s) =
∏
P∈ PK

(
1− 1

(N(P))s

)−1

=

∞∏
m=1

(
1− 1

qms

)−Nm
, Re s > 1.
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Entonces

ζ ′(s)

ζ(s)
= [ln ζ(s)]′ =

[ ∞∑
m=1

−Nm

(
ln

(
1− 1

qms

))]′
=

∞∑
m=1

−Nm (ln(qms − 1)− ln(qms))′

=
∞∑
m=1

−Nm

(
(qms − 1)′

qms − 1
−m ln q

)
=

∞∑
m=1

−
(

(m ln q)qms

qms − 1
−m ln q

)
Nm

=

∞∑
m=1

−
(

(m ln q)qms −m ln q(qms − 1)

qms − 1

)
Nm

=
∞∑
m=1

−
(

(m ln q)qms − (m ln q)qms +m ln q

qms − 1

)
Nm

=
∞∑
m=1

−m(ln q)Nm

(
1

qms − 1

)
= −

∞∑
m=1

(ln q)mNm

qms

(
qms

qms − 1

)
= −

∞∑
m=1

(ln q)mNm

qms

( ∞∑
r=0

1

qrms

)

= − ln q

( ∞∑
m=1

∞∑
r=0

mNm

q(r+1)ms

)

= − ln q

( ∞∑
m=1

∞∑
r=1

mNm

qrms

)

= − ln q

( ∞∑
t=1

ct
qts

)
,

con ct =
∑
m

mNm, donde m recorre los números naturales tales que existe

r ∈ N con rm = t, es decir, ct =
∑
m|t

mNm.

Aśı tenemos:

ζ ′(s)

ζ(s)
= − ln q

∞∑
t=1

∑
m|t

mNm

 1

qts
, Re s > 1.
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En particular para K = k(x), tenemos:

ζ ′0(s)

ζ0(s)
= − ln q

∞∑
t=1

∑
m|t

mnm

 1

qts
, Re s > 1.

Por otro lado, ζ0(s) =
1

(1− q1−s)(1− q−s)
, por lo que

ζ ′0(s)

ζ0(s)
= [ln ζ0(s)]′ =

(
− ln

(
1− q1−s)− ln

(
1− q−s

))′
= −

(
(1− q1−s)′

1− q1−s +
(1− q−s)′

1− q−s

)
= − ln q

(
q1−s

1− q1−s +
q−s

1− q−s

)
= − ln q

(
q1−s 1

1− q
qs

+ q−s
1

1− 1
qs

)

= − ln q

(
q1−s

( ∞∑
n=0

qn

qns

)
+ q−s

( ∞∑
n=0

1

qns

))

= − ln q

( ∞∑
n=0

q1−sqn + q−s

qns

)
= − ln q

( ∞∑
n=0

q−s
(
qn+1 + 1

)
qns

)

= − ln q

( ∞∑
n=0

qn+1 + 1

qs(n+1)

)
= − ln q

( ∞∑
n=1

qn + 1

qns

)
.

En particular, igualando coeficientes, obtenemos que
∑
m|t

mnm = qt + 1,

fórmula que es equivalente a la del Teorema 2.3.2.

Notación. Sean f(x), g(x) dos funciones de variable real. Si g(x) ≥ 0,

ponemos f = O(g) si existe una constante c > 0 tal que |f(x)| ≤ c|g(x)|
para x suficientemente grande.

Teorema 2.3.4.

ζ ′(s)

ζ(s)
= − ln q

∞∑
t=1

∑
m|t

mNm

 1

qts
, Re s > 1

y

nm =
qm

m
+O

(
qm/2

m

)
.
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Demostración. La primera parte ya se probó en el transcurso de los co-

mentarios anteriores. Ahora, por el Teorema 2.3.2 nm =
1

m

∑
i|m

qiµ
(m
i

)
=

qm

m
+

1

m

∑
i|m
i 6=m

qiµ
(m
i

)
.

Por lo tanto∣∣∣∣nm − qm

m

∣∣∣∣ ≤ 1

m

∑
i≤m

2

qi =
qm/2

m

∑
i≤m

2

qi−m/2

 ≤ qm/2

m

∞∑
r=0

1

qr

=
qm/2

m

(
1

1− 1
q

)
, ∀ m > 1.

Por un lado tenemos que
ζ ′(s)

ζ(s)
= − ln q

∞∑
t=1

∑
m|t

mNm

 1

qts
y por otro

lado
ζ(s)

ζ0(s)
= PK(q−s) =

2g∏
i=1

(
1− ωi

qs

)
, donde ω1, . . . , ω2g son las inversas de

las ráıces de PK(u), con u = q−s y |ωi| =
√
q por la Hipótesis de Riemann.

Ahora bien, (
ln

(
ζ(s)

ζ0(s)

))′
=
(
ln
(
PK(q−s)

))′
⇒ (ln (ζ(s))− ln (ζ0(s)))′ =

(
ln

(
2g∏
i=1

(1− ωiq−s)

))′

⇒ ζ ′(s)

ζ(s)
− ζ ′0(s)

ζ0(s)
=

(
2g∑
i=1

ln(1− ωiq−s)

)′
=

2g∑
i=1

(
ln(1− ωiq−s)

)′
=

2g∑
i=1

ln q
ωiq
−s

1− ωiq−s
= ln q

2g∑
i=1

ωiq
−s

1− ωiq−s

= ln q

2g∑
i=1

∞∑
n=1

ωni q
−ns = ln q

∞∑
n=1

sn
qns

,

donde sn =

2g∑
i=1

ωni .
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Por otro lado,
ζ ′(s)

ζ(s)
− ζ ′0(s)

ζ0(s)
= − ln q

∞∑
t=1

∑
m|t

m(Nm − nm)

 1

qts
.

Por lo tanto
∑
m|t

m(Nm − nm) = −st.

Por la Fórmula de Inversión de Möbius, haciendo f(m) = m(Nm−nm) y

g(t) = −st tales que −st = g(t) =
∑
m|t

f(m) =
∑
m|t

m(Nm − nm), obtenemos

t(Nt − nt) = f(t) =
∑
m|t

µ

(
t

m

)
g(m) = −

∑
m|t

µ

(
t

m

)
sm, es decir,

Nt = nt −
1

t

∑
m|t

µ

(
t

m

)
sm, con sm =

2g∑
i=1

ωmi .

Como |ωi| = q1/2, deducimos:

t|Nt − nt| ≤
t∑

m=1

|sm| ≤
t∑

m=1

2g∑
i=1

|ωi|m =
t∑

m=1

2gqm/2

= 2gq1/2 q
t/2 − 1

q1/2 − 1
.

Por lo tanto, Nt = nt +O

(
qt/2

t

)
.

Resumiendo tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.5. Sea K/k un campo de funciones congruente, donde k =

Fq. Si nm y Nm denotan los divisores primos de grado m en k(x) y K

respectivamente, entonces:

nm =
1

m

∑
d|m

µ
(m
d

)
qd, para m > 1 y n1 = q + 1,

Nm = nm +O

(
qm/2

m

)
.

Además, ∑
d|m

d(Nd − nd) = −sm,

m(Nm − nm) = −
∑
d|m

µ
(m
d

)
sd,
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con sd =

2g∑
i=1

ωdi , con µ la Función µ de Möbius.

Corolario 2.3.6. Sea K/k un campo de funciones congruente, donde k =

Fq. Si Nm denota los divisores primos de grado m en K, entonces

Nm =
qm

m
+O

(
qm/2

m

)
.

Demostración. Tenemos por el Teorema 2.3.5 que:

∃ c1 > 0, tal que |Nm − nm| ≤ c1

∣∣∣∣∣qm/2m

∣∣∣∣∣ = c1
qm/2

m
para m suficientemen-

te grande y ∃ c2 > 0, tal que

∣∣∣∣nm − qm

m

∣∣∣∣ ≤ c2

∣∣∣∣∣qm/2m

∣∣∣∣∣ = c2
qm/2

m
para m

suficientemente grande, entonces∣∣∣∣Nm −
qm

m

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Nm − nm + nm −
qm

m

∣∣∣∣ ≤ |Nm − nm|+
∣∣∣∣nm − qm

m

∣∣∣∣
≤ c1

qm/2

m
+ c2

qm/2

m
= (c1 + c2)

qm/2

m
= c

qm/2

m
= c

∣∣∣∣∣qm/2m

∣∣∣∣∣ ,
luego ∃ c = (c1 + c2) > 0, tal que

∣∣∣∣Nm −
qm

m

∣∣∣∣ ≤ c

∣∣∣∣∣qm/2m

∣∣∣∣∣ para m suficiente-

mente grande y por lo tanto Nm =
qm

m
+O

(
qm/2

m

)
.

Finalizamos esta sección relacionando el número de divisores enteros con

el número de divisores primos, aśı como comparando el número de divisores

primos en extensiones de constantes.

Proposición 2.3.7. Sea K/k un campo de funciones congruente, donde

k = Fq y sea Kn, para cada n ∈ N, la extensión de constantes de K de

grado n, es decir, Kn = KFqn. Sea Nj el número de divisores primos de

grado j en K y sea N
(n)
1 el número de divisores primos de grado 1 en Kn.
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Entonces:

N
(n)
1 =

∑
d|n

dNd y Nn =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
N

(d)
1 .

Demostración. Por el Teorema 1.2.1 tenemos que si d|n y P es un divisor

primo de grado d en K, entonces P se descompone en (d, n) = d divisores

primos de grado
d

(d, n)
= 1 en Kn. Por tanto, para cada primo de grado d

en K obtenemos d primos de grado 1 en Kn. Rećıprocamente, si P es un

primo de grado 1 en Kn, P = P|K , entonces por la Proposición A.29 se

tiene 1 ·n = dK(P)dKn/K(P|P), luego, dK(P)|n. Por tanto N
(n)
1 =

∑
d|n

dNd.

Ahora, por la Fórmula de Inversión de Möbius aplicada a f(d) = dNd y

g(n) = N
(n)
1 , obtenemos nNn = f(n) =

∑
d|n

µ
(n
d

)
g(d) =

∑
d|n

µ
(n
d

)
N

(d)
1 .

Ahora, como en el caṕıtulo anterior, denotemos por An al número de

divisores enteros de grado n. Recordemos que

An =
∑

d(C)=n

qN(C) − 1

q − 1
para todo n y que An = h

(
qn−g+1 − 1

q − 1

)
para n > 2gK − 2, h el número de clases de K.

Teorema 2.3.8. Se tiene que

An =
∑

k1+2k2+···+nkn=n
ki≥0

n∏
i=1

(
ki +Ni − 1

ki

)
,

donde la suma recorre las particiones de n, es decir, las n-tuplas (k1, . . . , kn)

con ki ≥ 0,

n∑
i=1

iki = n.

Demostración. Damos dos pruebas una anaĺıtica y otra de carácter combi-

natorio. Primero recordemos que f(x) =
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn para |x| < 1, por

lo tanto si derivamos p− 1 veces en ambos lados obtenemos:

1

(1− x)p
=

∞∑
n=0

(
n+ p− 1

p− 1

)
xn, |x| < 1.
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Ahora la función zeta es ZK(u) =
∞∑
n=0

Anu
n, u = q−s.

Por otro lado,

ζK(s) =
∏

P∈ PK

(
1− 1

(N(P))s

)−1

=
∞∏
n=1

(
1− 1

qns

)−Nn
=

∞∏
n=1

(
(qns − 1)−1

(qns)−1

)Nn
=
∞∏
n=1

(
q−ns

q−ns

(
qns

qns − 1

))Nn
=

∞∏
n=1

(
1

1− q−ns

)Nn
=

∞∏
n=1

(
1

1− un

)Nn
=

∞∏
m=1

 ∞∑
km=0

(
km +Nm − 1

Nm − 1

)
(um)km

 , luego

ZK(u) = 1 +

∞∑
t=0

 ∑
k1+2k2+···+nkn=n

ki≥0

t∏
i=1

(
ki +Ni − 1

Ni − 1

)ut.

Puesto que

(
ki +Ni − 1

Ni − 1

)
=

(
ki +Ni − 1

ki

)
, la igualdad se tiene al igua-

lar los coeficientes.

Ahora damos una demostración de tipo combinatorio.

Sea g(k1, . . . , kn) el número de distintos productos de k1 primos de grado

1, k2 primos de grado 2, . . . , kn primos de grado n.

Se tiene que g(k1, . . . , kn) =
n∏
i=1

fi(ki), donde fi(ki) es el número de

productos de ki primos de grado i.

En general, si P1, . . . ,PNi son todos los primos de grado i, un producto

de ki de ellos tiene la forma general Pa1
1 · · ·P

aNi
Ni

con a1 + · · ·+ aNi = ki.

Estos productos se pueden hacer corresponder de manera biyectiva con

las elecciones de Ni−1 elementos de un conjunto de ki+Ni−1 elementos, a

saber: los elementos: a1, a1+a2+1, . . . , a1+· · ·+aNi+(Ni−1), como se indica:
P1 . . .P1 t P2 . . .P2 t . . . t PNi

. . .PNi

↔ ↑ ↔ ↑ ↑ ↔
a1 a1 + 1 a2 a1 + a2 + 2 a1 + · · · + aNi−1 + (Ni − 1) aNi

y por lo tanto fi(ki) =

(
ki +Ni − 1

Ni − 1

)
.
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Aśı pues,

An =
∑

k1+2k2+···+nkn=n

g(k1, . . . , kn) =
∑

k1+2k2+···+nkn=n

n∏
i=1

fi(ki)

=
∑

k1+2k2+···+nkn=n

n∏
i=1

(
ki +Ni − 1

Ni − 1

)
.

2.4. Campos de Funciones con Número de Clases

Pequeño

Por el caṕıtulo anterior tenemos, que si PK(u) es el numerador de la

función zeta de un campo de funciones congruente, entonces

PK(u) = a0 +a1u+ · · ·+a2gu
2g, u = q−s, a2g−i = aiq

g−i, a0 = 1 y a2g = qg.

Además, ai = Ai − (q + 1)Ai−1 + qAi−2.

Por otro lado,

PK(u) =

2g∏
i=1

(1− ωiu), |ωi| = q1/2, 1 ≤ i ≤ 2g.

Finalmente,

h = PK(1) =

2g∑
i=0

ai =

g−1∑
i=0

ai + ag +

2g∑
i=g+1

ai =

g−1∑
i=0

ai +

g−1∑
i=0

a2g−i + ag

=

g−1∑
i=0

(ai + a2g−i) + ag =

g−1∑
i=0

(
ai
(
1 + qg−i

))
+ ag

=

2g∏
i=1

(1− ωi).

Proposición 2.4.1. Sean g = gK el género y h = hK el número de clases

de K. Sea S(q, g, r) = (q − 1)
[
q2g−1 + 1− 2gq(2g−1)/2

]
− r(2g − 1)(qg − 1).

Entonces, si S(q, g, r) > 0, se tiene que h > r.
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Demostración. Sea K2g−1 la extensión de constantes de grado 2g − 1 de K.

Por la Hipótesis de Riemann, aplicada a K2g−1 con campo de constantes

Fq2g−1 (K2g−1 también es de género g), si N ′1 es el número de divisores

primos de grado 1 en K2g−1, entonces∣∣N ′1 − (q2g−1 + 1
)∣∣ ≤ 2gq(2g−1)/2

por lo que N ′1 ≥ q2g−1 + 1− 2gq(2g−1)/2.

Ahora bien, si d|2g − 1, un primo de grado d en K se descompone en

(d, 2g − 1) = d primos de grado
d

(d, 2g − 1)
= 1 en K2g−1 (Teorema 1.2.1).

Por otro lado, si un primo de grado 1 en K2g−1 se restringe a un primo

de grado d, entonces por la Proposición A.29 se tiene que d|2g − 1.

También se tiene que, a lo más 2g − 1 lugares de grado 1 en K2g−1 se

pueden restringir al mismo lugar en K. Si P1, . . . ,Ps son primos de grado 1

que se restringen al mismo primo P en K, s ≤ 2g − 1, P(2g−1)/dK(P) es un

divisor entero de grado 2g − 1 en K. Aśı, con a lo más 2g − 1 divisores de

grado 1 en K2g−1 obtenemos un divisor entero de grado 2g− 1 en K. Como

hay N ′1 lugares de grado 1 en K2g−1, existen al menos

N ′1
2g − 1

≥ q2g−1 + 1− 2gq(2g−1)/2

2g − 1

divisores enteros de grado 2g − 1 en K.

Se tiene,

A2g−1 = h

(
qg − 1

q − 1

)
≥ q2g−1 + 1− 2gq(2g−1)/2

2g − 1
.

Por lo tanto

h ≥
(
q2g−1 + 1− 2gq(2g−1)/2

)
(q − 1)

(2g − 1)(qg − 1)
= R.

Ahora tenemos que,

h ≥ R =

(
q2g−1 + 1− 2gq(2g−1)/2

)
(q − 1)

(2g − 1)(qg − 1)

=
S(q, g, r) + r(2g − 1)(qg − 1)

(2g − 1)(qg − 1)

=
S(q, g, r)

(2g − 1)(qg − 1)
+ r,
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entonces, si S(q, g, r) > 0 y como (2g − 1)(qg − 1) > 0, tenemos que
S(q, g, r)

(2g − 1)(qg − 1)
> 0, por ello R > r, lo cual implica que h > r.

Tenemos que, derivando con respecto a g,

S(q, g, 1) = (q − 1)
[
q2g−1 + 1− 2gq(2g−1)/2

]
− (2g − 1)(qg − 1),

y

S′(q, g, 1) = (q − 1)
[
(2 ln q)(q2g−1)−

(
(2g ln q)(qg−1/2) + 2qg−1/2

)]
− [(2g − 1)(ln q)qg + 2(qg − 1)]

= (q − 1)
[
(2 ln q)(q2g−1)− (2g ln q)(qg−1/2)− 2qg−1/2

]
− [(2g ln q)qg − (ln q)qg + 2qg − 2]

= (2 ln q)qg
[
(qg−1)(q − 1)− gq−1/2(q − 1)− g +

1

2

]
−2qg−1/2(q − 1)− 2qg + 2

= (2 ln q)qg
[
(qg−1)(q − 1)− g(q1/2 − q−1/2)− g +

1

2

]
−2qg+1/2 + 2qg−1/2 − 2qg + 2

= (2 ln q)qg
[
(qg−1)(q − 1)− g(q1/2 − q−1/2 + 1) +

1

2

]
−2qg(q1/2 − q−1/2 + 1) + 2

= 2qg
[
ln q(qg−1)(q − 1)− (g ln q + 1)(q1/2 − q−1/2 + 1) +

ln q

2

]
+2.

Sea S1(q, g, 1) = ln q(qg−1)(q − 1)− (g ln q + 1)(q1/2 − q−1/2 + 1) +
ln q

2
.

Entonces

S′1(q, g, 1) = (ln q)2(qg−1)(q − 1)− ln q(q1/2 − q−1/2 + 1)

= ln q
[
ln q(qg−1)(q − 1)− (q1/2 − q−1/2 + 1)

]
.

Si S2(q, g, 1) = ln q(qg−1)(q−1)−(q1/2−q−1/2+1) , tenemos S′2(q, g, 1) =

(ln q)2(qg−1)(q − 1) > 0.

Ahora podemos ver que S(q, g, 1) es creciente como función de g para

q = 4, g ≥ 2 o q = 3, g ≥ 3 o q = 2, g ≥ 5.
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Si q = 4, g ≥ 2, tenemos que S2(4, 2, 1) = 12 ln 4− 5

2
> 0, lo cual implica

que S′1(4, 2, 1) > 0, y como además S′2(q, g, 1) > 0, para q = 4, g ≥ 2,

tenemos S′1(q, g, 1) es creciente y positiva, para q = 4, g ≥ 2.

Ahora S1(4, 2, 1) =
15

2
ln 4 − 5

2
> 0, lo cual implica que S′(4, 2, 1) > 0,

y como además S′1(q, g, 1) > 0, para q = 4, g ≥ 2, tenemos S′(q, g, 1) es

creciente y positiva, para q = 4, g ≥ 2 y por lo tanto S(q, g, 1) es creciente

para q = 4, g ≥ 2.

Si q = 3, g ≥ 3, tenemos que S2(3, 3, 1) = 18 ln 3 −

(
2 +
√

3√
3

)
> 0, lo

cual implica que S′1(3, 3, 1) > 0, y como además S′2(q, g, 1) > 0, para q = 3,

g ≥ 3, tenemos S′1(q, g, 1) es creciente y positiva, para q = 3, g ≥ 3.

Ahora S1(3, 3, 1) =
37

2
ln 3− (3 ln 3 + 1)

(
2 +
√

3√
3

)
> 0, lo cual implica

que S′(3, 3, 1) > 0, y como además S′1(q, g, 1) > 0, para q = 3, g ≥ 3,

tenemos S′(q, g, 1) es creciente y positiva, para q = 3, g ≥ 3 y por lo tanto

S(q, g, 1) es creciente para q = 3, g ≥ 3.

Si q = 2, g ≥ 5, tenemos que S2(2, 5, 1) = 16 ln 2 −

(
1 +
√

2√
2

)
> 0, lo

cual implica que S′1(2, 5, 1) > 0, y como además S′2(q, g, 1) > 0, para q = 2,

g ≥ 5, tenemos S′1(q, g, 1) es creciente y positiva, para q = 2, g ≥ 5.

Ahora S1(2, 5, 1) =
33

2
ln 2− (5 ln 2 + 1)

(
1 +
√

2√
2

)
> 0, lo cual implica

que S′(2, 5, 1) > 0, y como además S′1(q, g, 1) > 0, para q = 2, g ≥ 5,

tenemos S′(q, g, 1) es creciente y positiva, para q = 2, g ≥ 5 y por lo tanto

S(q, g, 1) es creciente para q = 2, g ≥ 5.

Por otro lado,

S(4, 2, 1) = 3(50− 32) = 54 > 0,

S(3, 3, 1) = 2(179− 54
√

3) > 0,

S(2, 5, 1) = 2(117− 80
√

2) > 0.

En consecuencia, tendremos:
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Teorema 2.4.2. Se tiene que hK > 1 si q = 4, g ≥ 2; q = 3, g ≥ 3; q = 2,

g ≥ 5.

Por otro lado:

Teorema 2.4.3. Si g ≥ 1, entonces para q ≥ 5, hK > 1.

Demostración. Sea PK(u) =

2g∏
i=1

(1−ωiu) el numerador de la función zeta de

K. Entonces, por la Hipótesis de Riemann tenemos:

h = PK(1) =

2g∏
i=1

(1− ωi) =

∣∣∣∣∣
2g∏
i=1

(1− ωi)

∣∣∣∣∣ =

2g∏
i=1

|1− ωi|

≥
2g∏
i=1

(|ωi| − 1) =

2g∏
i=1

(
√
q − 1) = (

√
q − 1)2g

≥ (
√
q − 1)2 ≥ (

√
5− 1)2 > 1,

por lo tanto, h > 1.

Aśı pues, vemos que es muy limitado nuestro número de posibilidades

para que un campo K tenga número de clases 1. Si g = 0, h = 1, pero si

g ≥ 1, sólo es posible h = 1 cuando: q = 4, g = 1; q = 3, g = 1, 2; q = 2,

g = 1, 2, 3, 4.

Podemos estudiar la función S(q, g, r) para diversos valores de r y dar

criterios para que h > r. Aqúı sólo presentamos los resultados para 2 ≤ r ≤
10 enumerando las posibilidades para g y q. Esto de ninguna manera nos dice

que dada una posible terna (q, g, r) tal que S(q, g, r) ≤ 0, necesariamente

exista un campo con género g, campo de constantes Fq y que tenga número

de clases h = r.

Teorema 2.4.4. Sea K un campo de funciones congruente con campo de

constantes k = Fq con género g ≥ 1 y número de clases h, 2 ≤ h ≤ 10.

Entonces tenemos:
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(i) Si h = 2, entonces q = 2, 3, 4 y

si q = 4, g = 1,

si q = 3, g = 1 o 2,

si q = 2, g ≤ 5.

(ii) Si h = 3, entonces q ≤ 7, g ≤ 6.

(iii) Si h = 4, entonces q ≤ 8, g ≤ 6.

(iv) Si h = 5, entonces q ≤ 9, g ≤ 7.

(v) Si h = 6, entonces q ≤ 11, g ≤ 7.

(vi) Si h = 7, entonces q ≤ 13, g ≤ 7.

(vii) Si h = 8, entonces q ≤ 13, g ≤ 8.

(viii) Si h = 9, entonces q ≤ 16, g ≤ 8.

(ix) Si h = 10, entonces q ≤ 17, g ≤ 8.

Demostración. Únicamente obtendremos, para un valor de h fijo, una cota

superior para q. Anteriormente (demostración del Teorema 2.4.3) obtuvimos

que h ≥ (
√
q − 1)2g, entonces h

1
2g ≥ √q − 1, de donde h

1
2g + 1 ≥ √q, luego

(h
1
2g + 1)2 ≥ q. Por lo tanto q ≤

(√
h+ 1

)2
.

Si h = 2, tenemos que q ≤
(√

2 + 1
)2
< 5.83, luego q ≤ 5.

Ahora si h = 3, tenemos que q ≤
(√

3 + 1
)2
< 7.47, luego q ≤ 7.

Si h = 4, tenemos que q ≤
(√

4 + 1
)2

= 9, luego q ≤ 9.

Si h = 5, tenemos que q ≤
(√

5 + 1
)2
< 10.47, luego q ≤ 10.

Si h = 6, tenemos que q ≤
(√

6 + 1
)2
< 11.89, luego q ≤ 11.

Si h = 7, tenemos que q ≤
(√

7 + 1
)2
< 13.29, luego q ≤ 13.

Si h = 8, tenemos que q ≤
(√

8 + 1
)2
< 14.65, luego q ≤ 14.

Si h = 9, tenemos que q ≤
(√

9 + 1
)2

= 16, luego q ≤ 16.

Si h = 10, tenemos que q ≤
(√

10 + 1
)2
< 17.32, luego q ≤ 17.
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Observación. El Teorema 2.4.4 puede ser mejorado fijando primero

h, después g y finalmente los posibles q. Por ejemplo, si h = 10, g = 6,

necesariamente q = 2 y no q ≤ 17 como está enunciado en el teorema.

A continuación enunciamos el teorema que nos da todos los posibles

campos K con número de clases 1 (con género ≥ 1). La demostración se

basa en un análisis detallado de la función PK(u).

Teorema 2.4.5. (LEITZEL, MADAN & QUEEN) [9, 10] Se tiene que, sal-

vo isomorfismo, existen exactamente siete campos de funciones congruentes

K/Fq con número de clases 1 y género g 6= 0. Si K = Fq(X,Y ) es tal

campo, entonces los siete campos están definidos por:

(I) q = 2, g = 1, Y 2 + Y = X3 +X + 1,

(II) q = 2, g = 2, Y 2 + Y = X5 +X3 + 1,

(III) q = 2, g = 2, Y 2 + Y = (X3 +X2 + 1)(X3 +X + 1)−1,

(IV) q = 2, g = 3, Y 4 +XY 3 +(X2 +X)Y 2 +(X3 +1)Y +(X4 +X+1) = 0,

(V) q = 2, g = 3, Y 4 + (X3 +X + 1)Y + (X4 +X + 1) = 0,

(VI) q = 3, g = 1, Y 2 = X3 + 2X + 2,

(VII) q = 4, g = 1, Y 2 + Y = X3 + α, α ∈ F4\{0, 1}.

A continuación detallamos una de las técnicas para probar este tipo de

resultado. Sea

1 = h = PK(1) =

2g∑
i=0

ai =

g−1∑
i=0

((
qg−i + 1

)
ai
)

+ ag.

Sea sn =

2g∑
i=1

ωni , donde PK(u) =

2g∏
i=1

(1−ωiu). Entonces, por el Teorema

2.3.5, tenemos que −sn =
∑
d|n

d(Nd − nd).



2.4. CAMPOS DE FUNCIONES CON NÚMERO DE CLASES PEQUEÑO67

Ahora,

u−2gPK(u) = u−2g
2g∏
i=1

(1− ωiu) = u−2g
2g∏
i=1

u(u−1 − ωi) =

2g∏
i=1

(u−1 − ωi)

= u−2g
2g∑
i=0

aiu
i = a0u

−2g + a1u
−2g+1 + · · ·+ a2g,

es decir, ω1, . . . , ω2g son las ráıces de u−2gPK(u) = QK(v), con v = u−1. Se

tiene queQK(v) = b0+b1v+· · ·+b2gv2g =

2g∏
i=1

(v−ωi) con bi = a2g−i = qg−iai,

b2g = a0 = 1.

Por las Identidades de Newton (Teorema 2.1.4), se tiene: b2g−i = ai =

(−1)2g−iσi = (−1)iσi, donde σi es el i−ésimo polinomio elemental simétrico

en ω1, . . . , ω2g, por lo que sm + sm−1a1 + · · ·+ s1am−1 +mam = 0, 1 ≤ m ≤
2g − 1.

Aśı:

s1 + a1 = 0, a1 = −s1,

s2 + s1a1 + 2a2 = 0, a2 =
−s2 − s1a1

2
=
s2

1 − s2

2
,

a3 = −s
3
1 − 3s1s2 + 2s3

6
,

a4 =
s4

1 − 6s2
1s2 + 8s1s3 + 3s2

2 − 6s4

24
, etc.

Por otro lado, como

nd =


q + 1 , d = 1

1

d

∑
f |d

µ

(
d

f

)
qf , d > 1

y

sn = −
∑
d|n

d(Nd − nd),
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obtenemos, después de hacer todas las sustituciones:

a1 = N1 − (q + 1),

2a2 = s2
1 − s2 = (N1 − (q + 1))2 +

∑
d|2

d(Nd − nd)


= (N1 − (q + 1))2 + ((N1 − n1) + 2(N2 − n2))

=
(
N2

1 − 2N1(q + 1) + (q + 1)2
)

+

(N1 − (q + 1)) + 2

N2 −
1

2

∑
f |2

µ

(
2

f

)
qf


=

(
N2

1 − 2N1(q + 1) + (q + 1)2
)

+

(
(N1 − (q + 1)) + 2

(
N2 −

1

2

(
µ

(
2

1

)
q1 + µ

(
2

2

)
q2

)))
= N2

1 − 2N1(q + 1) + (q + 1)2 +N1 − (q + 1) + 2N2 − (−q + q2)

= N2
1 − 2N1(q + 1) + (q + 1)2 +N1 + 2N2 − (1 + q2)

= N2
1 − 2N1(q + 1) + (q2 + 2q + 1) +N1 + 2N2 − (1 + q2)

= N2
1 − (2q + 1)N1 + 2N2 + 2q.

Para g ≥ 1, se tiene N1 ≤ 1, pues si existiesen dos divisores primos de

grado 1, digamos P1,P2, puesto que h = 1,
P1
P2

= (x) seŕıa principal y por

tanto [K : k(x)] = deg(ηx) = deg(P2) = 1 (Teorema A.21); por lo que g = 0,

lo cual es absurdo. Aśı N1 ≤ 1.

Ahora, si q = 3, g = 2, obtenemos:

PK(1) = h = (q2 + 1)a0 + (q + 1)a1 + a2

= 10 + 4a1 + a2 =
−6 +N1 +N2

1 + 2N2

2
.

Por lo tanto h = 1⇔ N2
1 +N1 + 2N2 = 8.

Por otro lado, por la Hipótesis de Riemann, se tiene que los rećıprocos
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de las ráıces de PK(u) son:
√

3e±iθ1 ,
√

3e±iθ2 , por lo que:

PK(u) =
(
1−
√

3eiθ1u
) (

1−
√

3e−iθ1u
) (

1−
√

3eiθ2u
) (

1−
√

3e−iθ2u
)

=
(
1−
√

3e−iθ1u−
√

3eiθ1u+ 3u2
)(

1−
√

3e−iθ2u−
√

3eiθ2u+ 3u2
)

=
(
1−
√

3[(cos θ1 − isenθ1) + (cos θ1 + isenθ1)]u+ 3u2
)(

1−
√

3[(cos θ2 − isenθ2) + (cos θ2 + isenθ2)]u+ 3u2
)

=
(
1− 2

√
3 cos θ1u+ 3u2

) (
1− 2

√
3 cos θ2u+ 3u2

)
= 1 +

(
−2
√

3 cos θ1

)
u+ 3u2 +

(
−2
√

3 cos θ2

)
u

+12 cos θ1 cos θ2u
2 − 6

√
3 cos θ2u

3 + 3u2 − 6
√

3 cos θ1u
3 + 9u4

= 1 + (−2)
√

3(cos θ1 + cos θ2)u+ (6 + 12 cos θ1 cos θ2)u2

+(−6)
√

3(cos θ1 + cos θ2)u3 + 9u4

Comparando coeficientes obtenemos:

a1 = N1 − (q + 1) = N1 − 4 = −2
√

3(cos θ2 + cos θ1)

⇒ cos θ2 + cos θ1 =
−(4−N1)

−2
√

3
=

(4−N1)
√

3

(2
√

3)
√

3
=

(4−N1)
√

3

6

⇒ cos θ2 + cos θ1 =
(4−N1)

√
3

6

2a2 = N2
1 − (2q + 1)N1 + 2N2 + 2q = N2

1 − 7N1 + 2N2 + 6

= 24 cos θ1 cos θ2 + 12

⇒ cos θ1 cos θ2 =
N2

1 − 7N1 + 2N2 − 6

24
.

Como N2
1 +N1 + 2N2 = 8, obtenemos:

cos θ1 cos θ2 =
N2

1 − 7N1 + 2N2 − 6

24

=
N2

1 − 7N1 + 2N2 − 6 +N1 −N1

24

=
N2

1 +N1 + 2N2 − 8N1 − 6

24

=
8− 8N1 − 6

24
=

2− 8N1

24

=
2(1− 4N1)

2(12)
=

1− 4N1

12
.
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Sea
f(x) = (x− cos θ1)(x− cos θ2)

= x2 − x cos θ2 − x cos θ1 + cos θ1 cos θ2

= x2 − (cos θ2 + cos θ1)x+ cos θ1 cos θ2

= x2 +

(
(N1 − 4)

√
3

6

)
x+

(
1− 4N1

12

)
=

12x2 + 2
√

3(N1 − 4)x+ (1− 4N1)

12
,

es decir, cos θ1, cos θ2 son las ráıces de f(x). Sin embargo notemos que se

tiene:

0 ≤ (1− cos θ1)(1− cos θ2) = f(1) =
12 + 2

√
3(N1 − 4) + (1− 4N1)

12

=
(12− 8

√
3 + 1) +N1(2

√
3− 4)

12
< 0,

lo cual es absurdo. En consecuencia, si q = 3 y g = 2, entonces necesaria-

mente h > 1.

Ejemplo 2.4.6. Consideramos el caso I del Teorema 2.4.5, es decir, el campo

K = F2(X,Y ) donde Y 2 + Y = X3 +X + 1. Entonces h = 1, q = 2, g = 1.

Tenemos PK(u) = 1− 2u+ 2u2 pues a1 = h− (q + 1) = 1− (3) = 2.

Las ráıces de PK(u) son ω−1
1 =

1 + i

2
y ω−1

2 =
1− i

2
. Luego ω1 =

2

1 + i

y ω2 =
2

1− i
. Observamos |ω1| =

∣∣∣∣ 2

1 + i

∣∣∣∣ =
2√

12 + 12
=

2√
2

=
√

2 y

|ω2| =
√

2.

2.5. El Número de Clases de Campos de Funciones

Congruentes

Sea K/Fq un campo de funciones congruente. Su función zeta está dada

por ZK(u) =
PK(u)

(1− u)(1− qu)
, donde PK(u) =

2g∑
i=0

aiu
i, a2g−i = aiq

g−i

para 0 ≤ i ≤ 2g, y g = gK es el género de K (Teorema 1.4.1). Entonces

PK(1) = hK es el número de clases de K (Corolario 1.3.9).
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Sea Kn := KFqln la extensión de constantes de grado ln, donde l es un

primo racional (q = pt, l = p o l 6= p). Entonces

ZKn(ul
n
) =

ln∏
j=1

ZK(ξjlnu),

donde ξln es cualquier ln−ésima ráız primitiva de 1 en C∗ (Teorema 2.1.6).

Tenemos PK(u) =

2g∏
i=1

(1 − α−1
i u) donde α1, . . . , α2g son las ráıces de

PK(u). Aśı que PKn(ul
n
) =

2g∏
i=1

ln∏
j=1

(1− α−1
i ξjlnu).

Por lo tanto, si hn es el número de clases de Kn, tenemos:

hn
h

=
PKn(1)

PK(1)

=

2g∏
i=1

 ln∏
j=1

(1− ξjlnα
−1
i )


2g∏
i=1

(1− α−1
i )

=

2g∏
i=1

ln−1∏
j=1

(1− ξjlnα
−1
i )

 (1− ξlnlnα−1
i )


2g∏
i=1

(1− α−1
i )

=

2g∏
i=1

ln−1∏
j=1

(1− ξjlnα
−1
i )

 (1− α−1
i )


2g∏
i=1

(1− α−1
i )

=

2g∏
i=1

ln−1∏
j=1

(1− ξjlnα
−1
i ).

Teorema 2.5.1. Con la notación de arriba, sea len una potencia exacta de

l que divide a hn. Entonces

en = λn+ γ
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para n suficientemente grande, con 0 ≤ λ ≤ 2g y γ ∈ Z.

Demostración. Tenemos

hn
h

=

ln−1∏
j=1

2g∏
i=1

(1− ξjlnα
−1
i ) =

ln−1∏
j=1

PK(ξjln).

Ahora, PK(T ) ∈ Z[T ], por lo tanto PK(T ) tiene la forma

PK(T ) = 1 + a1T + . . .+ qgT 2g. Sea

RK(T ) = PK(T + 1) = 1 + a1(T + 1) + . . .+ qg(T + 1)2g

= b0 + b1T + . . .+ b2gT
2g.

Tenemos,

PK(ξjln) = RK(ξjln − 1) = b0 + b1(ξjln − 1) + . . .+ b2g(ξ
j
ln − 1)2g. (2.1)

Notemos que RK(−1) = PK(0) = a0 = 1. Por lo tanto existe 0 ≤ λ ≤ 2g

tal que l - bλ. Elegimos el mı́nimo λ con esta propiedad.

En el campo de números ciclotómicoQ(ξln)/Q, l es totalmente ramificado

y (l) = (1− ξln)ϕ(ln) =
(

1− ξjln
)ϕ(ln)

para todo (j, l) = 1, donde ϕ es la

función fi de Euler. Sea L = (1− ξln) el ideal primo de Q(ξln) arriba de l,

es decir, υL (1− ξln) = 1. Si j = lmj1, m < n, (j1, l) = 1, entonces

1− ξjln = 1− ξj1
ln−m = (1− ξln)l

m

u

con u una unidad en Q(ξln). Por lo tanto υL

(
1− ξjln

)
= lm = υl (j) . En-

tonces, en (2.1) tenemos

υL

(
bi

(
ξjln − 1

)i)
= υL(bi) + iυL

(
ξjln − 1

)
= υl(bi)ϕ(ln) + iυl(j).

Sea ξ una ráız ln−ésima primitiva de 1. Entonces, para 0 ≤ i ≤ λ− 1,

υL

(
bi
(
ξj − 1

)i) ≥ ϕ(ln) + i > λ = υL

(
bλ (ξ − 1)λ

)
para n tal que ϕ(ln) > λ− i.
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Para λ < i ≤ 2g,

υL

(
bi (ξ − 1)i

)
≥ i > λ = υL

(
bλ (ξ − 1)λ

)
.

Por lo tanto, para una ráız ln−ésima primitiva ξ de 1 con ϕ(ln) > λ,

υL (PK (ξ)) = υL (RK (ξ − 1)) = λ. (2.2)

Sea n0 ∈ N tal que ϕ(ln0) > λ. Para n− 1 > λ tenemos

hn
hn−1

=
hn
h

 1(
hn−1

h

)
 =

ln−1∏
j=1

PK(ξjln)

ln−1−1∏
j=1

PK(ξj
ln−1)

=
∏
ξ

PK(ξ),

donde el último producto corre a través de todas las ráıces ln−ésimas pri-

mitivas de 1.

Usando (2.2) y el hecho de que hay ϕ(ln) ráıces ln−ésimas primitivas de

1, obtenemos:

υl(hn) = υl(hn−1) + υl

∏
ξ

PK(ξ)


= υl(hn−1) +

1

ϕ(ln)
υL

∏
ξ

PK(ξ)


= υl(hn−1) +

1

ϕ(ln)
φ(ln)λ = υl(hn−1) + λ.

Por lo tanto

υl(hn) = λ(n− n0) + υl(hn0) = λn+ (υl(hn0)− n0λ) = λn+ γ.

Observemos que el Teorema 2.5.1 dice que el Invariante µ de Iwasawa

para campos de funciones congruentes es 0.
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2.6. Análogo al Teorema de Brauer-Siegel

El Teorema de Brauer-Siegel es un teorema en campos númericos, es

decir, extensiones finitas de Q. Para un campo númerico F , sean d su dis-

criminante, R su regulador y h su número de clases. Entonces

Teorema 2.6.1. (Brauer-Siegel) Se tiene que ĺım
|d|→∞

ln(hR)

ln
√
|d|

= 1

El propósito de esta sección es presentar un análogo a este resultado. Sea

K/k un campo de funciones congruente con k = Fq. Todas las extensiones

de K consideradas en esta sección tienen precisamente a k como su campo

de constantes.

Tenemos que nm, Nm son el número de divisores primos de grado m

en los campos de funciones racionales k(x) y K, respectivamente, entonces

(Teorema 2.3.5):

∣∣∣∣nm − qm

m

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
d|m
d<m

µ
(m
d

)
qd

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
[m/2]∑
d=1

qd = q
q[m/2] − 1

q − 1

≤ 2
(
q[m/2] − 1

)
= 2q[m/2] − 2 < 2q[m/2] ≤ 2qm/2

∴

∣∣∣∣nm − qm

m

∣∣∣∣ < 2qm/2

|Nm − nm| =
1

m

∣∣∣∣∣∣
∑
d|m

µ
(m
d

)
sd

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

m

(
m∑
d=1

∣∣∣∣∣
2g∑
i=1

ωdi

∣∣∣∣∣
)

≤ 1

m

(
m∑
d=1

(
2g∑
i=1

|ωdi |

))
=

1

m

(
m∑
d=1

(
2g∑
i=1

|ωi|d
))

=
1

m

(
m∑
d=1

(
2g∑
i=1

qd/2

))

=
2g

m

m∑
d=1

qd/2 =
2g

m
q1/2 q

m/2 − 1

q1/2 − 1
≤ 2g

m
2(qm/2 − 1)

=
4g

m
(qm/2 − 1) =

4gqm/2

m
− 4g

m
≤ 4gqm/2

m
≤ 4gqm/2

∴ |Nm − nm| ≤ 4gqm/2.
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Ahora bien, el número de divisores enteros de grado 2g es

A2g = h
qg+1 − 1

q − 1
,

y se tiene

N2g ≥ n2g − 4gqg >
q2g

2g
− 2qg − 4gqg =

q2g

2g
− (4g + 2)qg.

Luego h
qg+1 − 1

q − 1
= A2g ≥ N2g >

q2g

2g
− (4g + 2)qg, por lo tanto

h >
q − 1

qg+1 − 1

(
q2g

2g
− (4g + 2)qg

)
=

qg

2g

(q − 1)

qg(qg+1 − 1)

(
q2g − (4g + 2)2gqg

)
=

qg

2g

[
(q − 1)

(qg+1 − 1)
(qg − (4g + 2)2g)

]
≥ qg

2g

(
q − 1

q

)2

=
qg

2g
(C),

donde g es suficientemente grande y C =

(
q − 1

q

)2

.

Teorema 2.6.2. Si k permanece fijo, entonces ĺım inf
g→∞

lnh

g ln q
≥ 1.

Demostración. Se tiene h ≥ qg
C

2g
, C una constante y g suficientemente

grande. Por tanto lnh ≥ g ln q + lnC − ln 2g,

lnh

g ln q
≥ g ln q + lnC − ln 2g

g ln q
= 1 +

lnC

g ln q
− ln 2g

g ln q

y el lado derecho tiende a 1 cuando g → ∞, ya que ĺım
g→∞

lnC

g ln q
= 0 y

ĺım
g→∞

ln 2g

g ln q
= ĺım

g→∞

2
2g

ln q
= ĺım

g→∞

2

2g ln q
= ĺım

g→∞

1

g ln q
= 0, de lo cual se sigue

el teorema.

Para obtener un análogo al Teorema de Brauer-Siegel debemos probar

que ĺım sup
g→∞

lnh

g ln q
≤ 1. Esto sigue siendo un problema abierto. Probaremos

que el resultado śı se cumple con una restricción.
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Sea {Kα}α∈Λ una colección de campos de funciones congruentes, todos

ellos con campo de constantes k. Para α ∈ Λ, sea mα = ı́nf{[Kα : k(x)]|x ∈
Kα\k} y sea gα > 0, el género de Kα. Dado ε > 0, existe un subconjunto

finito Γ de Λ tal que ∀ α ∈ Λ\Γ se cumple
mα

gα
< ε.

Teorema 2.6.3. Para una colección de campos como la de arriba, se tiene

ĺım
m
g
→0

lnh

g ln q
= 1, con g el género de K, h el número de clases de K y m el

mı́nimo entero tal que existe x ∈ K\k con [K : k(x)] = m.

Demostración. Para un divisor entero A de K tenemos por el Teorema de

Riemann-Roch [A.23] l(A−1) ≥ d(A)− g + 1, por lo que An ≥ h
qn−g+1 − 1

q − 1
(ver Teorema 1.2.5) y por lo tanto si ζK(s) es la función zeta de K, s ∈ R,
s > 1, entonces

ζK(s) =
∞∑
n=0

Anq
−ns ≥

∞∑
n=g

Anq
−ns ≥

∞∑
n=g

h
qn−g+1 − 1

q − 1

1

qns

=
h

qgs

∞∑
n=g

qn−g+1 − 1

q − 1

1

q(n−g)s =
h

qgs

∞∑
n=0

qn+1 − 1

q − 1

1

qns
=

h

qgs
ζ0(s),

donde ζ0(s) es la función zeta de k(x).

Aśı, ζK(s) ≥ h

qgs
ζ0(s), s ∈ R, s > 1.

Por otro lado, ζK(s) =
∏
P∈PK

(
1− 1

N(P)s

)−1

.

Sea P un divisor primo de K de grado relativo t, P = P|k(x). Entonces

d(P)t = d(P) y N(P) = qd(P) = qtd(P) y

1− 1

N(P)s
= 1− 1

qd(P)s
= 1− 1

q(d(P))ts
≥
(

1− 1

qd(P)s

)t
,

pues si α > 1,

1− 1

αt
=
αt − 1

αt
=

t∏
i=1

(α− ξit)

αt
=

t∏
i=1

(
1− ξit

α

)
,
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donde ξt es una ráız t−ésima de 1 primitiva

⇒ 1− 1

αt
=

∣∣∣∣1− 1

αt

∣∣∣∣ =
t∏
i=1

∣∣∣∣1− ξit
α

∣∣∣∣ ≥ t∏
i=1

∣∣∣∣|1| − ∣∣∣∣ξitα
∣∣∣∣∣∣∣∣ =

t∏
i=1

∣∣∣∣∣1−
∣∣ξit∣∣
α

∣∣∣∣∣
≥

t∏
i=1

(
1−

∣∣ξit∣∣
α

)
=

(
1− 1

α

)t
.

Por tanto, si P1, . . . ,Pr son los divisores primos de K sobre P y cada

grado relativo es ti, entonces
r∑
i=1

ti ≤ m = [K : k(x)], luego

r∏
i=1

(
1− 1

N(Pi)s

)
≥

r∏
i=1

(
1− 1

N(P)s

)ti
≥
(

1− 1

N(P)s

)m
.

De donde

ζK(s) =
∏
P∈PK

(
1− 1

N(P)s

)−1

≤
∏

P∈Pk(x)

(
1− 1

N(P)s

)−m
= ζ0(s)m.

Entonces ζ0(s)m ≥ ζK(s) ≥ h

qgs
ζ0(s). Luego, ζ0(s)m−1 ≥ h

qgs
. Tomando

logaritmos, se tiene que (m− 1) ln ζ0(s) ≥ lnh− gs ln q, entonces

s ≥ lnh

g ln q
− (m− 1) ln ζ0(s)

g ln q
.

Sean ε > 0 y s = 1 + ε. Existe un subconjunto finito Γ de Λ tal que

∀ α ∈ Λ\Γ se cumple
mα

gα
<

ln q

ln ξ0(s)
ε.

Entonces mα − 1 < mα <
ln q

ln ξ0(s)
gαε, luego

(mα − 1) ln qξ0(s)

gα ln q
< ε.

Aśı,

1 + ε ≥ lnhα
gα ln q

− ε.

Por lo que ĺım sup
m
g
→0

lnh

g ln q
≤ 1.

El resultado se sigue de lo anterior y el Teorema 2.6.2.
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Teorema 2.6.4. Sea K/k un campo de funciones congruente con |k| = q,

género g y número de clases h. Se tiene
(√
q − 1

)2g ≤ h ≤ (√q + 1
)2g

.

Demostración. Puesto que h = PK(1) = |PK(1)| =

2g∏
i=1

|1 − ωi|, |ωi| =
√
q

tenemos
√
q − 1 ≤ |1 − ωi| ≤

√
q + 1, y por lo tanto

(√
q − 1

)2g ≤ h ≤(√
q + 1

)2g
.

Corolario 2.6.5. Con las hipótesis del Teorema 2.6.4 y g > 0 tenemos

2 ln
(√
q − 1

)
2 ln q

≤ lnh

g ln q
≤

2 ln
(√
q + 1

)
ln q

Demostración. Tenemos por el Teorema que

ln
(√
q − 1

)2g ≤ lnh ≤ ln
(√
q + 1

)2g
⇒ 2g ln

(√
q − 1

)
≤ lnh ≤ 2g ln

(√
q + 1

)
⇒

2g ln
(√
q − 1

)
g ln q

≤ lnh

g ln q
≤

2g ln
(√
q + 1

)
g ln q

⇒
2 ln

(√
q − 1

)
ln q

≤ lnh

g ln q
≤

2 ln
(√
q + 1

)
ln q

.

Ahora, para n > 2g−2, se tiene An = h

(
qn−g+1 − 1

q − 1

)
(Teorema 1.2.5).

Por otro lado, An =
∑
p(n)

n∏
i=1

(
ki +Ni − 1

ki

)
, donde p(n) es el conjunto de

particiones de n (Teorema 2.3.8).

Tomando n = 2g − 1, obtenemos la igualdad:

h

(
q(2g−1)−g+1 − 1

q − 1

)
= h

(
qg − 1

q − 1

)
= A2g−1 =

∑
p(2g−1)

2g−1∏
i=1

(
ki +Ni − 1

ki

)
.

Sea M = máx
p(2g−1)

2g−1∏
i=1

(
ki +Ni − 1

ki

)
.

Entonces M ≤ h
(
qg − 1

q − 1

)
≤ |p(2g − 1)|M .
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Además, es un resultado conocido que

|p(2g − 1)| < eT
√

2g−1, T = π

(
2

3

)1/2

.

Por lo tanto se tiene M ≤ h
(
qg − 1

q − 1

)
≤ eT

√
2g−1M . Aśı,

lnM ≤ ln

(
h

(
qg − 1

q − 1

))
≤ ln

(
eT
√

2g−1M
)

⇒ lnM ≤ lnh+ ln (qg − 1)− ln(q − 1) ≤ ln
(
eT
√

2g−1
)

+ lnM

⇒ lnM ≤ lnh+ ln (qg − 1)− ln(q − 1) ≤ T
√

2g − 1 + lnM

⇒ lnM

g ln q
≤ lnh

g ln q
+

ln (qg − 1)− ln(q − 1)

g ln q
≤ T

√
2g − 1

g ln q
+

lnM

g ln q

Ahora bien,

ĺım
g→∞

ln (qg − 1)− ln(q − 1)

g ln q
= ĺım

g→∞

qg ln q

qg − 1

ln q
= ĺım

g→∞

qg ln q

(qg − 1) ln q

= ĺım
g→∞

qg

(qg − 1)
= 1

y

ĺım
g→∞

T
√

2g − 1

g ln q
= ĺım

g→∞

1

2
T (2g − 1)−1/22

ln q
= ĺım

g→∞

T√
2g − 1 ln q

= 0,

de donde se tiene que ĺım
g→∞

lnh

g ln q
existe ⇔ ĺım

g→∞

lnM

g ln q
existe.

En este caso, ĺım
g→∞

lnh

g ln q
= ĺım

g→∞

lnM

g ln q
− 1.

Por lo tanto, probar el análogo al Teorema de Brauer-Siegel equivale a

probar que ĺım sup
g→∞

lnM

g ln q
≤ 2.
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Apéndice A

Definiciones y Resultados

Referimos a [13] para las demostraciones.

Definición A.1. Sea k cualquier campo. Un campo de funciones al-

gebraicas K sobre k es una extensión de campos K de k, finitamente

generada, con grado de transcendencia r ≥ 1. El campo K recibe el nombre

de campo de funciones de r variables. Cuando K es un campo de fun-

ciones de una variable, sólo lo llamamos campo de funciones y escribimos

K/k para denotarlo.

Definición A.2. Sean K/k y L/l dos campos de funciones. Se dice que L

es una extensión de K si K ⊆ L y l ∩K = k.

Definición A.3. Sea L/l una extensión de K/k. Se dice que L/K es una

extensión de constantes si L = Kl.

Definición A.4. Sea K/k un campo de funciones. A la cerradura algebraica

de k en K, esto es, el campo k′ = {α ∈ K | α es algebraico sobre k} se le

llama el campo de constantes de K.

Definición A.5. Dado un campo de funciones K, al grupo abeliano libre

generado por los elementos de PK se le llama grupo de divisores de K y

es denotado por DK , donde PK = {P | P es un divisor primo de K}.
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Definición A.6. Sea A un divisor. Definimos el grado de A, el cual será de-

notado por dK(A) o d(A) en caso de no haber confusión, por

dK(A) =
∑

P∈PK

fPυP(A), donde A =
∏

P∈PK

PυP(A).

Definición A.7. Sea S un conjunto de divisores primos de K y sea A un

divisor. Entonces se define

Γ(A|S) = {x ∈ K|υP(x) ≥ υP(A) para todo P ∈ S}.

Definición A.8. Sea A cualquier divisor de K. Denotamos por LK(A) o

L(A) al k−espacio vectorial Γ(A|PK), esto es,

L(A) = {x ∈ K|υP(x) ≥ υP(A) para todo P ∈ PK}.

Definición A.9. Dado x ∈ K∗, se define el divisor principal de x en K

por (x)K =
∏

P∈PK

PυP(x). Si no hay confusión posible, escribiremos (x) en

lugar de (x)K .

Definición A.10. El conjunto de los divisores principales {(x)K |x ∈ K∗}
es un subgrupo de DK . Este subgrupo es denotado por PK y es llamado

el subgrupo de divisores principales de K. El cociente CK = DK/PK

es llamado el grupo completo de clases de divisores de K o grupo de

clases de K.

Definición A.11. Un elemento x ∈ K∗ se llama divisible por un divisor

A, lo cual será denotado por A|x, si A|(x)K . Si x, y ∈ K∗, ponemos x ≡
y mód A si x = y ó A|x− y.

Definición A.12. Se define el grado de una clase C ∈ CK por d(C) =

d(A), donde A es cualquier divisor que pertenece a C.
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Definición A.13. Sea DK,0 := ker d = {A ∈ DK |d(A) = 0} el subgrupo

de divisores de grado 0 .

Definición A.14. El grupo CK,0 = DK,0/PK se denomina grupo de clases

de divisores de grado 0 .

Definición A.15. Si CK,0 es finito, al número hK = |CK,0| se le llama el

número de clases del campo K.

Definición A.16. Sea C ∈ CK . Se define la dimensión de la clase C

por N(C) = l(A−1), A ∈ C cualquiera. Equivalentemente, N(C) = l(A),

para cualquier A−1 ∈ C.

Definición A.17. A la clase C que consiste de los divisores de las diferen-

ciales no cero de un campo de funciones se le llama la clase canónica y se

le denota por W = WK .

Proposición A.18. Sean K cualquier campo y υ una valuación sobre K.

Si
n∑
i=1

ai = 0, n ≥ 2, entonces existen i 6= j tales que υ(ai) = υ(aj).

Teorema A.19. Se tiene que {υf , υ∞|f(x) ∈ k[x] es mónico e irreducible}
son todas las valuaciones υ sobre k(x) tales que υ(a) = 0 para a ∈ k∗.

Además todas ellas son inequivalentes a pares y el campo residual es una

extensión finita de k de grado igual al grado de f(x) y 1, respectivamente.

Finalmente, todas las valuaciones son discretas.

Teorema A.20. Para cualquier divisor A, l(A) = dimk L(A) <∞. Si A|B,

l(A) + d(A) ≤ l(B) + d(B).

Teorema A.21. Para x ∈ K\k, d(zx) = d(ηx) = N = [K : k(x)].

Proposición A.22. Sea C ∈ CK una clase cualquiera. Entonces tenemos

que N(C) es igual al máximo número de divisores enteros linealmente inde-

pendientes de C. En particular este número es finito.
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Teorema A.23. (TEOREMA DE RIEMANN-ROCH) Sea K/k un campo

de funciones y sea C ∈ CK una clase cualquiera. Sea W la clase canónica y

g el género de K. Entonces

N(C) = d(C)− g + 1 +N
(
WC−1

)
.

Equivalentemente, si A es cualquier divisor y ω cualquier diferencial

diferente de cero, se tiene

l
(
A−1

)
= d(A)− g + 1 + l

(
(ω)−1

K A
)
.

En otras palabras, se tiene

δ(A) = l
(
A−1

)
+ d(A−1) + g − 1 = l

(
(ω)−1

K A
)

= N
(
WC−1

)
,

para A ∈ C.

Corolario A.24. Sea W la clase canónica. Entonces

N(W ) = g, d(W ) = 2g − 2.

Además N(PK) = 1 y d(PK) = 0 y para C0 ∈ CK,0 tal que C0 6= PK ,

tenemos que N(C−1
0 ) = 0 y d(C0) = 0.

Corolario A.25. Si A es un divisor tal que d(A) > 2g− 2 ó d(A) = 2g− 2

y A /∈ W , entonces l(A−1) = d(A) − g + 1 y en particular l(A−1) ≥ g − 1.

Equivalentemente, si C ∈ CK es tal que d(C) > 2g − 2 ó d(C) = 2g − 2 y

C 6= W , entonces N(C) = d(C)− g + 1 y en particular N(C) ≥ g − 1.

Corolario A.26. Sea P un divisor primo y sea n > 2g−1 (n > 0, si g = 0).

Entonces existe un elemento x ∈ K tal que ηx = Pn, es decir, (x)K =
B

Pn
,

B divisor entero primo relativo a P.

Proposición A.27. Si K/k es cualquier campo de funciones tal que

gK = 0, entonces CK,0 = {1} y en consecuencia, hK = 1.
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Teorema A.28. Sea K/k un campo de funciones. Si K = k(x) entonces

gK = 0. Rećıprocamente, si gK = 0, entonces K es un campo de funciones

racionales o es una extensión cuadrática de k(x). Más aún, K contiene

divisores primos de grado 1 o 2. Finalmente, K = k(x) ⇔ existe al menos

un divisor primo de grado 1.

Proposición A.29. Si dL(P) = [l(P) : l], dK(P) = [k(P) : k], entonces

dL(P)[l : k] = dL/K(P/P)dK(P).

Teorema A.30. Sea L/l una extensión de K/k. Sea P un lugar de K y

sean P1,P2, ...,Ph los lugares de L sobre P. Entonces

[L : K] =
h∑
i=1

dL/K(Pi | P)eL/K(Pi | P).

Teorema A.31. Sea L/l una extensión algebraica separable de K/k y su-

pongamos que L = Kl, es decir, L es una extensión de constantes de K.

Entonces no hay divisores primos de L ramificados o inseparables sobre K.

Teorema A.32. Sea L/K una extensión arbitraria de campos de funciones.

Existe λL/K ∈ Q, λL/K > 0, que depende sólo de L y de K, tal que para

todo A ∈ DK , dL(A) =
dK(A)

λL/K
. En particular dL(A) = 0 ⇔ dK(A) = 0 y

por lo tanto conL/K induce un homomorfismo de grupos

conL/K : CK,0 −→ CL,0.

Finalmente, si [L : K] <∞, entonces λL/K =
[l : k]

[L : K]
.
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Conclusiones

En este trabajo se presentó una demostración de la Hipótesis de Riemann

en campos de funciones congruentes, la cual nos dice que si K/k es uno de

tales campos con |k| = q, entonces:

(I) Los ceros de la función zeta ζK(s) están en la ĺınea Re s =
1

2
.

(II) Los ceros de la función ZK(u) están en el ćırculo |u| = q−1/2.

(III) Si ω1, . . . , ω2g, son las inversas de las ráıces de PK(u), entonces

|ωi| =
√
q, i = 1, . . . , 2g.

(IV) Si N1 denota el número de divisores primos de grado 1 en K, entonces

|N1 − (q + 1)| ≤ 2g
√
q.

Este último punto nos fue de gran utilidad para muchas de las aplicacio-

nes.

Entre las consecuencias de la Hipótesis de Riemann en campos de funcio-

nes congruentes obtuvimos que si K es un campo de funciones congruente

de género 0, entonces K es un campo de funciones racionales.

Se determinó el número ni de divisores primos de grado i en Fq(x) y se

ilustró con un ejemplo en F2(x). Esto nos ayudó en la estimación del número

Nm de divisores primos de grado m en cualquier campo de funciones K sobre

Fq. Se obtuvo una relación del número Nm con el número An de divisores

enteros de grado n y con el número N
(d)
1 de divisores primos de grado 1 en

la extensión de constantes de grado d.
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88 CONCLUSIONES

Nos auxiliamos de la función S(q, g, r) para obtener que si q = 4, g ≥ 2,

o bien q = 3, g ≥ 3, o bien q = 2, g ≥ 5, entonces el número de clases

hK es mayor que 1. Además, si g ≥ 1 y q ≥ 5, tenemos hK > 1, vemos

que es muy limitado nuestro número de posibilidades para que un campo K

tenga número de clases 1. En efecto, si g = 0, h = 1, pero si g ≥ 1, sólo es

posible h = 1 cuando: q = 4, g = 1; q = 3, g = 1, 2; q = 2, g = 1, 2, 3, 4.

En el Teorema 2.4.5 se presentan todos los posibles campos con número de

clases 1 y género mayor que 0. En un ejemplo verificamos expĺıcitamente la

Hipótesis de Riemann para el primer caso de los mencionados en el teorema

anterior.

Para poder probar un análogo al Teorema de Brauer-Siegel debemos

tener que ĺım sup
g→∞

lnh

g ln q
≤ 1, lo cual es un problema abierto. Sin embargo

probamos que el resultado śı se cumple con una restricción.
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