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Introduccion

Uno de los problemas principales en finanzas matematicas es el de ma-
ximizar la utilidad esperada de la riqueza terminal de un inversionista que
participa en un mercado financiero. La relevancia de su estudio radica en la
nocion basica de que un agente econémico, al participar como inversionista
en un mercado financiero, busca satisfacer una expectativa sobre su rique-
za. Dicha expectativa difiere en cada individuo e, incluso, en cada inversion.
Dos de los factores principales que determinan qué espera el agente de su
riqueza inicial al participar en un mercado, son el monto de riqueza terminal
y el riesgo en que se incurre. Estas dos consideraciones son capturadas en
una funcion de utilidad, la cual refleja las preferencias del inversionista ante
variaciones en los niveles de riesgo y monto de la riqueza. Son estas caracte-
risticas las que diferencian el problema de maximizar la utilidad esperada y
el de maximizar el monto de la riqueza terminal o el de minimizar el riesgo
de un decremento en la riqueza.

Existen distintos enfoques desde los que se aborda este problema. En el
marco de tiempo continuo fue estudiado por primera vez por Robert Merton
en dos publicaciones de 1969 y 1971. Mediante el uso de métodos de control
optimo estocéastico, Merton derivé una ecuacion diferencial parcial no lineal,
conocida como ecuaciéon de Bellman, para la funcién de valor del problema de
optimizacién. Y presento la soluciéon en forma cerrada de esta ecuacién, para
los casos de funcion de utilidad de potencia, exponencial y logaritmica. La
ecuacion de Bellman de programacion estocéstica esta basada en el supuesto
de procesos de Markov. El enfoque moderno al problema de maximizacién de
la utilidad esperada, que permite evitar el supuesto de procesos de precios de
Markov, se basa en caracterizaciones duales de portafolios, ofrecidas por la
existencia de medidas de probabilidad equivalentes a la medida de probabili-
dad original y por lo cual puede hacerse un cambio de medida. Estas medidas
reciben el nombre de medidas martingala, debido a que los procesos estocas-



ticos que modelan los precios descontados de los activos que componen el
mercado deben satisfacer la propiedad de martingala bajo estas medidas de
probabilidad.

Al invertir en un mercado financiero se tiene la intencion de hacer un
reclamo por un monto mayor en un horizonte de tiempo determinado. Dado
un reclamo de la riqueza, puede presentarse el caso de que exista una estra-
tegia de inversion mediante la cual se puede alcanzar el monto reclamado, asi
como puede presentarse el caso contrario. La posibilidad de estas situaciones
da lugar a una clasificacion de los mercados financieros. Un primer tipo son
los mercados completos, en los que cualquier reclamo puede ser alcanzado
mediante una estrategia de inversion. Los mercados incompletos, por otra
parte, son aquellos en los que se puede presentar un reclamo que no se puede
satisfacer con alguna estrategia. En términos de medidas de probabilidad;
en un mercado completo se cuenta con una unica medida equivalente a la
medida original, que cumple con los requerimientos necesarios para poder
hacer el cambio de medida; mientras que en los incompletos no es tnica la
medida que los satisface.

Para el caso de mercados financieros completos, esta metodologia de mar-
tingalas fue desarrollada por Stanley R. Pliska en [Pl 86]. En donde se prueba
que la utilidad marginal de la riqueza terminal del portafolio 6ptimo es pro-
porcional a la densidad de la medida martingala.

El estudio de la metodologia en mercados financieros incompletos tiene
un mayor grado de dificultad. Fue presentado por He y Pearson [HePea 91],
y por Karatzas et al. [KLSX 91]. La idea principal es resolver un problema
variacional dual y después encontrar la solucion del problema original por
dualidad convexa. El estudio de la maximizaciéon de la utilidad esperada en
modelos de mercados incompletos es de particular importancia, debido a que
tienen una mayor cercania con la realidad en comparaciéon con los mercados
completos, en los que cualquier reclamo puede ser alcanzado mediante alguna
estrategia de inversion.

Este trabajo presenta una introducciéon a los conceptos basicos de finan-
zas matemaéticas y su aplicacion en el desarrollo de la teoria utilizada para
poder plantear y resolver el problema de optimizar un portafolio de inversion
en mercados completos e incompletos, con respecto a una funcién de utili-
dad, mediante un enfoque que aprovecha las ventajas que ofrece la teoria de
dualidad convexa. Este enfoque es el que presenta Walter Schachermayer en
[Sc 03]. Esta teoria se desarrolla en etapas para facilitar su entendimiento.
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Primero se tratan modelos de mercados financieros definidos sobre espacios
de probabilidad finitos, tanto completos como incompletos, lo cual reduce las
dificultades técnicas. Posteriormente se discute sobre las ideas principales de
la teoria general para modelos sobre espacios de probabilidad de dimensiéon
infinita. Se acompana cada uno de estos casos con ejemplos de mercados, en
los que se corroboran los supuestos necesarios para hacer uso de los resultados
presentados y, de forma adicional, se obtienen las estrategias que permiten
generar los reclamos contingentes que optimizan la utilidad esperada de una
inversion.

Objetivo

Presentar la metodologia en que consiste el enfoque moderno para resolver
el problema de optimizar la utilidad esperada de la riqueza terminal de un
portafolio de inversion en un mercado incompleto, acompanada de ejemplos
practicos que muestren su implementacion.

Contenido

El trabajo se desarrolla en 3 capitulos, basandose ampliamente en el ar-
ticulo de W. Schachermayer [Sc 03]. El primero introduce los conceptos bési-
cos de finanzas matematicas en el marco simplificado que ofrecen los modelos
de mercado de un solo periodo, siguiendo la presentacion de Pliska [P1 97].
El objetivo es brindar un panorama del problema que se trata y del enfoque
con el que se aborda, de una forma accesible y breve.

El segundo capitulo se restringe al caso de un espacio de probabilidad
finito, con la finalidad de reducir las dificultades tedricas que se presentan
en los teoremas principales y en su lugar se gana una mayor claridad en el
entendimiento de las ideas béasicas que presentan los problemas de finanzas
matematicas. En este capitulo se enuncia y demuestra un teorema de exis-
tencia y unicidad de la estrategia de inversion éptima, asi como su relacion
con el problema dual. El teorema tiene su versiéon para mercados completos y
otra para incompletos. En esta tltima, el resultado se basa en encontrar una
medida martingala equivalente 6ptima, con respecto a la funciéon conjugada
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de la funcién de utilidad. El capitulo finaliza con ejemplos de cada tipo de
modelo sobre espacios de probabilidad de dimension finita, para presentar la
forma de aplicar los resultados y, adicionalmente, se obtienen las estrategias
de inversién mediante las cuales se alcanza el optimizador que se enuncia en
el teorema.

En el Gltimo capitulo se trata el problema de la maximizaciéon de utilidad
y de su teoria de dualidad para un modelo general, es decir, sobre un espacio
de probabilidad infinito. En este caso se deben imponer algunas condiciones
de regularidad para obtener un resultado de existencia, similar al que se en-
cuentra en el caso de un espacio de probabilidad finito. Se explica que se
puede dar una condicion necesaria y suficiente, la cual trata sobre el compor-
tamiento asintotico de la funciéon de utilidad y recibe el nombre de elasticidad
asintotica razonable. Este término se debe a una interpretaciéon econémica y
esta relacionado con la aversion al riesgo relativa de la funcion de utilidad.
Una observacion importante es que la condiciéon de regularidad se hace tni-
camente sobre la funcion de utilidad, sin imponer alguna condicion adicional
al proceso estocastico que modela los precios de los activos que componen al
mercado financiero. De igual forma, en este capitulo se presentan ejemplos
de cada tipo de modelo sobre espacios de probabilidad de dimensién infinita.
En este caso, el teorema no indica la forma del optimizador, lo cual si se pue-
de observar en los ejemplos y, ademas, se presentan también las estrategias
mediante las que se alcanza el optimizador de cada problema.

En los apéndices se pueden encontrar los antecedentes teéricos que se
requieren para desarrollar la metodologia que resuelve el problema. Se pre-
sentan los elementos necesarios de la teoria de probabilidad y procesos esto-
casticos, asi como algunos resultados de analisis funcional y anélisis convexo
que se requieren para poder demostrar la validez de los principales teoremas
de este estudio. Posteriormente se presenta la teoria de optimizacién convexa
que se requiere para poder desarrollar la solucion del problema en cuestion.
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Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Modelos de mercado de un solo periodo

1.1.1. Portafolios de inversién

Un mercado financiero se compone de un conjunto de activos, cuyo precio
varia con el tiempo, afectados por diversos factores econémicos. El objetivo
de los participantes es obtener rendimientos al invertir en el mercado. Para
la toma de decisiones se estudian los mercados con la ayuda de modelos,
los cuales son representaciones simplificadas basadas en supuestos. En esta
seccion se presenta un primer tipo de modelo, en el que se consideran dni-
camente dos tiempos, el inicio y el final de un periodo determinado. Esta
seccion esta ampliamente basada en [P1 97].

La variable que se utiliza para denotar los dos momentos en que se ob-
serva el valor de la inversion es ¢, tomando los valores cero y uno. Las cir-
cunstancias con las que se cuenta al inicio del periodo se suponen conocidas,
al pensarse como actuales, sin embargo, se tiene incertidumbre sobre las
que se presentaran al final del periodo. En este caso se supone que se co-
nocen los posibles estados del mundo, que conforman un espacio muestral
finito Q = {wy,ws,...,wy}, ademdas de sus probabilidades, las cuales son
estrictamente positivas para cada estado, para alguna medida de probabili-
dad P, sobre Q. Los precios de los activos se modelan mediante un proceso
S = ((Sf)i=0.1)%,. Donde d denota el niimero de activos disponibles en el
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES

mercado. De esta forma, la variable S indica el precio del activo 7 al tiem-
po t. El precio SP corresponde a un activo libre de riesgo. Sin pérdida de
generalidad, siempre se puede considerar el precio inicial S = 1, ya que se
puede elegir este activo como numeéraire, es decir, la unidad estandar base.
Recibe la denominacién "libre de riesgo"debido a que su precio solamente
es afectado por una tasa de interés no negativa. FEn este caso se considera
una tasa de interés determinista, denotada por la constante no negativa r, es
decir, Sy =1 +r.

Estrategias de inversion

Dadas las especificaciones previas que conforman el modelo, se define una
estrategia de inversion como un vector H = (Hy, Hy, ..., Hy) en R donde
la primera entrada indica un monto a invertir en el activo libre de riesgo y las
siguientes d, la cantidad de cada activo disponible a mantener durante todo
el periodo. La posibilidad de que las entradas de H sean negativas, se explica
por la posibilidad de realizar ventas en corto, o de mantener préstamos.

La valuacion de cada estrategia estd dada por el proceso X = (X)1—0.1,
donde

d
X = HoS{ + ) H;S}, (1.1)

i=1

para t = 0, 1. Si se denota por AS? a la variacion en el precio del activo 4, es

decir, Si — S¢; se puede definir un proceso para las ganancias por
d
G =Hyr+ Y HAS (1.2)
i=1

de donde puede observarse que X; = Xy + G. Con la finalidad de estudiar la
relacion que existe en las variaciones de los precios asociados a los activos,
se definen los procesos de precios, valor y ganancias descontados. El primero
se obtiene descontando con respecto al proceso S°, es decir, Si* = Si/SP. El
proceso del valor descontado es

d
X;=Hy+ ) HS/ (1.3)

i=1



1.1. MODELOS DE MERCADO DE UN SOLO PERIODO

y el proceso de ganancias descontadas es
d
G* =) HAS" (1.4)
i=1

Son observaciones importantes las igualdades X} = X, /S v X7 = X + G*.
Tomando en cuenta los conceptos definidos hasta este punto, es posible com-
parar estrategias de inversion tomando en cuenta sus valores al inicio y final
del periodo, asi como sus procesos de ganancias. Estas comparaciones serian
suficientes para elegir entre las posibles estrategias. Es claro que este modelo
es muy simple ain, por lo que dista mucho de la realidad. En los mercados
financieros existen muchas situaciones no previstas en estos conceptos que
dificultan la valuaciéon y eleccion de estrategias. Es por estas circunstancias
que deben considerarse méas conceptos que acerquen el modelo a la realidad.

Oportunidades de arbitraje

Un primer caso de interés es el pensar en estrategias que puedan otorgar
ganancias sin que exista el riesgo de pérdidas. En los mercados financieros, los
inversionistas buscan maximizar sus rendimientos, sujeto a una minimizaciéon
del riesgo o, en caso inverso, buscan minimizar su riesgo sujeto a un nivel
de ganancia. En caso de que existieran estrategias como las previamente
mencionadas, serian identificables y todo mundo optaria por ellas.

Un primer concepto relacionado con este tipo de situaciones es el de es-
trategia dominante, el cual hace una comparacién entre las valuaciones al
final del periodo de dos estrategias que tienen un mismo valor al inicio. La
definicién concreta es la siguiente:

Definiciéon 1.1. Sean H, H' dos estrategias tales que Xo = X}; se dice
que H es dominante si Xi(w) > X|(w) Yw € Q. Donde Xy, X1 son las
valuaciones de la estrategia H, mientras que X, X| son las valuaciones de
la estrategia H'.

Lo que indica esta definicion es la posibilidad de existencia de estrategias
que inician con el mismo valor y que, sin embargo, una de ellas tiene un valor
mayor al final del periodo sin importar cuales sean las circunstancias que se
presenten, es decir, de forma segura se tendra una mayor ganancia.
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Existen caracterizaciones que expresan de forma méas dramética la tras-
cendencia que tiene la existencia de este tipo de estrategias.

Proposicion 1.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

= Fxiste una estrategia dominante.
» Eziste una estrategia con Xo =0 y X;(w) >0 Vw € Q.

» Ezriste una estrategia con Xo <0 y X1(w) > 0 Vw € Q.

Como ya se menciono, el primer tipo de estrategia, que es la dominante,
indica que existe una estrategia que en cualquier escenario terminara con un
valor mayor al de otra con el mismo valor inicial. El segundo tipo de estra-
tegia indica que, partiendo de no hacer una inversion, existe la probabilidad
de tener una ganancia sin tener riesgo de pérdida. La existencia del tercer
tipo de estrategia tiene una implicaciéon de impacto conceptual atin mayor.
Partiendo de una riqueza negativa, o un estado de endeudamiento, se da que
en cualquier escenario al final del periodo esa riqueza habra aumentado al
pasar de ser negativa a nula o, incluso, ser positiva.

La existencia de este tipo de estrategias esta claramente fuera de lo que
se espera en un mercado real, por lo que se requiere agregar al modelo una
restriccion para evitar que éstas se susciten. La forma de asegurar su ausencia
es que exista una medida lineal de precio, la cual es un vector no negativo
= (m(w1),...,m(wy)) que cumple

X5 = m(w)X{(w),
we
para toda estrategia H.
De esta forma, si una estrategia tiene un valor mayor que otra al tiempo

1, bajo cualquier escenario, entonces también tendra un valor inicial mayor,
evitando asi la existencia de estrategias dominantes.

Sustituyendo los valores de X y X7, en la condiciéon que satisface el
vector para ser medida lineal de precio, se tiene la igualdad

Ho+ ) H:S =) w(w)

i=1 weN

Hy+ Y  H;Si*(w)| . (1.5)

i=1




1.1. MODELOS DE MERCADO DE UN SOLO PERIODO

Al tomar H; =0 para ¢ =1,...,d se tiene que

Zﬁ(w) =1, (1.6)
weN
por lo que 7w se puede considerar como una medida de probabilidad sobre €.
Si en lugar de considerar como cero a todas las H;,7 > 1, se toma una de
ellas diferente a cero, se obtiene la igualdad

=3 ()i (w). (1.7)

weN

Reciprocamente, si se toman como ciertos estos dos hechos para m, se
cumple también la condicién para que sea medida lineal de precio. Por lo
tanto, 7 es medida lineal de precio si y sélo si es una medida de probabilidad
sobre € que cumple 1.7.

Al entenderse m como una medida de probabilidad, se puede interpretar
que el valor descontado al inicio del periodo es la esperanza bajo w del valor
descontado al final del periodo. Y de forma similar para el precio descontado
de cada activo.

Se han considerado pares de estrategias con un mismo valor inicial y
que el valor de una de ellas es mayor al de la otra en cualquier escenario
al final del periodo. Con un enfoque un tanto distinto, se dice que la ley de
un solo precio se cumple si no existen dos estrategias que tengan un mismo
valor descontado al tiempo uno bajo cualquier escenario, siendo que su valor
inicial es distinto. Por otro lado, si la ley de un solo precio no se cumple, se
puede construir una estrategia dominante, partiendo de las estrategias con
mismo valor final y diferente valor inicial.

En los casos de las estrategias dominantes, se tiene como consecuencia
que un inversionista tiene a su disposicion la posibilidad de iniciar con una
riqueza cero y sin riesgo alguno obtener al final del periodo una ganancia, bajo
cualquier escenario. Este tipo de escenarios son muy drasticos y por ello se
descarta su consideracion, sin embargo, existen estrategias que se encuentran
més acercadas a la realidad, al relajar la condiciéon de que el valor final
sea estrictamente positivo para cualquier escenario que se suscite. A estas
estrategias se les conoce como oportunidades de arbitraje, y se encuentran
definidas por tres caracteristicas.

Definiciéon 1.3. Se dice que una estrategia H es una oportunidad de arbi-
traje si satisface:
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u X():O:
u XlZan

« E[X,] > 0.

Esta sutil diferencia hace un cambio que acerca a la realidad estas estrate-
gias que desequilibran al mercado. En estas, sigue sin haber riesgo de pérdida,
solamente que al iniciar con un valor cero ya no se tiene la certeza de terminar
con alguna ganancia en todos los escenarios. Aqui existe la oportunidad de
tener alguna ganancia en algin escenario. De hecho, al ser E[X7] > 0, se tiene
que Xj(w) > 0, al menos para un w. De estas observaciones se sigue que la
existencia de estrategias dominantes garantiza la existencia de oportunidades
de arbitraje, aunque el reciproco no es necesariamente cierto.

Un par de caracterizaciones de las oportunidades de arbitraje son los
siguientes conjuntos de condiciones.

Proposicion 1.4. Una estrategia es una oportunidad de arbitraje si y solo
St

n Xg = 07

= X7 >0,y

» E[X}] > 0.

Este primer conjunto de condiciones se sigue del hecho de que S > 0
para ambos tiempos. De este conjunto se puede construir el siguiente par
de condiciones, que también es una equivalencia con las condiciones en la
definiciéon de oportunidad de arbitraje.

Proposiciéon 1.5. Una estrategia es una oportunidad de arbitraje si y solo
St
= G20,y

» E[G*] > 0.



1.1. MODELOS DE MERCADO DE UN SOLO PERIODO

1.1.2. Medidas de probabilidad neutrales al riesgo

Para anular la posibilidad de que existan estrategias dominantes, se in-
trodujo el concepto de medida lineal de precio. Sin embargo, atin pueden
presentarse oportunidades de arbitraje, por lo que se requieren introducir
medidas de probabilidad que asignen un valor estrictamente positivo para
cada escenario w.

Definiciéon 1.6. Sea Q una medida de probabilidad sobre Q, se dice que Q
es una medida de probabilidad neutral al riesgo, si satisface:

" Qw)>0Vwe, y
» EQ[AS*] =0, i=1,..,.d.

Dado que Si* es una constante para i = 1,...d, se sigue de la segunda
condicion y de la linealidad de la esperanza que Eq[S{*] = Si* para los d
activos disponibles en el mercado. Es decir, se mantiene la observaciéon de
que el valor esperado del precio descontado de un activo, al final del periodo,
es justamente su precio descontado inicial, bajo una medida de probabilidad
neutral al riesgo Q.

De la definicién de oportunidad de arbitraje, se tiene que es una estra-
tegia que cuenta con una probabilidad estrictamente positiva de hacer una
ganancia en al menos un escenario, sin riesgo de pérdida. Lo cual implica,
activo por activo, que se cumple alguna de las siguientes condiciones.

» AS™(w) >0 Vw € Q, con AS™(w) > 0 para algin w € Q.

» AS™(w) <0 Vw e Q, con AS*(w) < 0 para algin w € Q.

Por lo que Eq[AS™] no podria ser igual a cero en cualquiera de los dos
casos, para cualquier medida de probabilidad, Q, anulando asi la posibilidad
de existencia de medidas de probabilidad neutrales al riesgo. De forma inver-
sa, la existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo Q, indica
que Eq[AS™] = 0 para cualquier activo . Por lo tanto, no se podria contar
con que algin activo cumpla alguna de las caracteristicas mencionadas pre-
viamente para los incrementos de sus precios descontados, eliminando asi la
posibilidad de existencia de oportunidades de arbitraje.
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES

A continuacién, se presenta una primera version del resultado central de
la teoria de valuacion de activos por no-arbitraje, conocido como el teorema
fundamental de valuacién de activos, el cual prueba la equivalencia entre la
existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo y el cumplimiento
de la condicion de no arbitraje en un mercado. Mas recientemente, este resul-
tado se conoce también como primer teorema fundamental de valuacién de
activos, debido a la introduccién del segundo teorema fundamental de valua-
cion de activos, el cual muestra que un mercado que cumpla la condiciéon de
no arbitraje es completo si y solo si existe una tinica medida de probabilidad
neutral al riesgo.

Proposicién 1.7. (Teorema fundamental de valuacidon de activos).
Existe una medida de probabilidad neutral al riesgo si y solo si no existen
oportunidades de arbitraje.

Demostracion. La explicacion previa a la afirmacién muestra la recipro-
ca implicacion cuando se trabaja con un solo activo a la vez, aun asi, la
afirmacion es valida aun cuando se trabaje con dos o mas activos a la
vez. Al trabajar con mas de un activo, las implicaciones se complican
en su explicacion, por la interaccidén que existe entre los activos. Esta,
interaccion puede devenir en tres posibles situaciones con respecto a las
medidas de probabilidad neutrales al riesgo; puede darse la existencia
con condicién de unicidad, existencia de una infinidad de ellas o puede
no existir medida de probabilidad neutral al riesgo alguna.

Para el caso en el que se tienen dos o mas activos, se considera
al conjunto de variables aleatorias G*, denotado por W. Donde cada
elemento es la ganancia descontada de una estrategia H. Se considera
también al conjunto A como el ortante no negativo de RY, donde N es
el nimero de posibles escenarios a presentarse al tiempo 1. Se observa
entonces que existe una oportunidad de arbitraje si y solo si WNA # ().
Por otra parte, si se considera WN A = (), por el teorema de separacion
se implica la existencia de un rayo en W+, cuyos puntos, exceptuando
el origen, tienen componentes positivas. Uno de estos puntos tiene,
adicionalmente, la caracteristica de que sus componentes suman uno.
Este punto se entiende como una medida de probabilidad. Se tiene
entonces el indicio de que WN A = 0 si y sélo si WE NPT # . Donde
Pt es el conjunto de puntos en el ortante no negativo de RY cuyos
componentes son todos positivos y suman uno. Tomando d estrategias
tales que sus componentes del segundo al d + 1—ésimo coinciden con
los vectores de la matriz identidad de d x d, se puede observar que AS™
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1.1. MODELOS DE MERCADO DE UN SOLO PERIODO

EW,i=1,...,d;y, por lo tanto, todos los elementos de W+ NP+ son
medidas de probabilidad neutrales al riesgo. Por otra parte, si se toma
Q medida de probabilidad neutral al riesgo, se tiene que para cualquier
estrategia H se cumple Eq[G*] = 0, ya que Eq[AS*| =0;i=1,...,d.
Por lo tanto Q € Wt NPT, es decir, W NP+ es el conjunto de todas
las medidas de probabilidad neutrales al riesgo. FEn otras palabras, se
confirma que no existen oportunidades de arbitraje si y solo si existe
una medida de probabilidad neutral al riesgo. ]

1.1.3. Valuaciéon

Después de definir el modelo de un solo periodo, los conceptos que pueden
alejarlo de la realidad y las formas de evitar caer en estas situaciones, se
introducen ahora conceptos sobre valuacion y se identifican tipos de mercados
en los que se haran estas valuaciones.

Reclamos contingentes

Un reclamo contingente es una variable aleatoria K que representa el
valor de un pago a realizarse al tiempo terminal. Se puede interpretar este
pago como parte de un contrato entre dos partes al tiempo inicial ¢ = 0, en
el que un vendedor acuerda pagarle a un comprador el monto K(w) en el
tiempo terminal si w resulta ser el estado del mercado en dicho momento.
Por lo tanto, el valor de dicha variable va a depender de la ocurrencia del
escenario w. La aleatoriedad de este pago se encuentra en el desconocimiento
al inicio del periodo del escenario a suscitarse al tiempo final. El problema
de interés es obtener el valor inicial k£ que resulte justo para ambas partes,
mediante el cual se crea el compromiso de cumplir con el reclamo contingente
al final del horizonte de tiempo. Debido a la teoria de valuacion enfocada en
el concepto de arbitraje, es usual que el valor justo para ambas partes en el
contrato al tiempo cero sea tnico.

Un reclamo contingente K es replicable si existe una estrategia H tal que
X; = K. A la estrategia que cumple esta caracteristica se le conoce como
portafolio replicante y se dice que genera a K. Si se denota por k al valor de
K al tiempo cero y se considera que k # Xy, entonces se puede generar una
ganancia | k— X | si se sigue la estrategia H o —H, dependiendo si k— X es

9



CAPITULO 1. ANTECEDENTES

positivo o negativo, sin incurrir en riesgo de pérdida. Si k = X, ain podria
existir la posibilidad de generar una ganancia sin riesgo si es que existe una
estrategia H' que también genera a K, pero tiene un valor inicial X{ # Xo.
En otras palabras, se podria generar atin una ganancia sin riesgo si la ley de
un solo precio no se cumple. Este escenario puede ser cubierto mediante la
existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo e, incluso, con la
existencia de una medida lineal de precio.

Como se ha mencionado previamente, si existe una medida de probabi-
lidad neutral al riesgo, Q, entonces Eq[X]] = X para cualquier estrategia
H. Adicionalmente, si se tiene un reclamo contingente K, replicable, y la ley
de un solo precio se cumple, lo cual estd garantizado ante la existencia de
Q; entonces el valor inicial £ de K es el valor al inicio del periodo, X, de
su correspondiente portafolio replicante. Estas dos observaciones dan lugar
al siguiente enunciado.

Proposiciéon 1.8. Principio de valuaciéon neutral al riesgo. En un
modelo de un solo periodo libre de oportunidades de arbitraje, el valor ini-
cial de un reclamo contingente K es Eq[K/S}|, donde Q es una medida de
probabilidad neutral al riesgo.

1.1.4. Mercados completos e incompletos

Aun dada la existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo,
el principio de valuacién enunciado no es siempre aplicable. Esto depende de
que el reclamo contingente sea replicable. Se introduce ahora una clasificacion
de los modelos de mercados.

Definicién 1.9. Se dice que un modelo es completo si todo reclamo contin-
gente puede ser generado por una estrategia, en otro caso se llama incompleto.

Para los modelos completos se cuenta con la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.10. Si no existen oportunidades de arbitraje, un modelo
es completo si y solo si el numero de escenarios que se pueden presentar
al final del periodo Q = {wi,...,wn}, coincide con el nimero de vectores
independientes en {SY,S1,...,S%}. Donde cada uno de los elementos de este

congunto es un vector, cuyas entradas son la valuacion en cada w,, n =
1,...,N.
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1.1. MODELOS DE MERCADO DE UN SOLO PERIODO

La verificacion de este hecho es sencilla al observar que lo que se pide es
que la matriz cuyas columnas son los vectores indicados tenga rango NV, siendo
que tiene N filas. De esta forma, denotando a dicha matriz por A y viendo
a K como un vector cuyas entradas son los valores del reclamo contingente
ante cada escenario w,,n = 1,..., N. Entonces el sistema AH = K tiene
solucién. Donde H es un vector de tamano d + 1 que se interpreta como el
portafolio replicante de dicho reclamo contingente K.

Otra observacion 1til para valuar en mercados completos esta dada por:

Proposicién 1.11. Un reclamo contingente es replicable si y solo si Eq[K/SY})
toma el mismo valor para toda medida de probabilidad neutral al riesgo Q.

De donde se sigue:

Proposicion 1.12. (Segundo teorema fundamental de valuacion de
activos).

Un mercado es completo si y solo si existe una tinica medida de probabi-
lidad neutral al riesgo.

Con estas consideraciones, se tiene la forma de valuar cualquier reclamo
contingente en un modelo completo que es mediante el principio de valuacién
neutral al riesgo. Sin embargo, para los modelos incompletos, este principio
nos da la forma de valuar iinicamente los reclamos contingentes replicables.

En un mercado incompleto, se tiene que buscar entonces la forma de
valuar los reclamos contingentes que no sean replicables. El precio, o los
precios adecuados, que deben tener al inicio del periodo se pueden aproximar
con los valores de reclamos contingentes replicables.

Se definen los siguientes valores.

V.(K)=inf{Eq[J/S}]: J > K, J replicable}.
V_(K) = sup{Eq[J/S}] : J < K, J replicable}.

Ambos conjuntos involucrados estan bien definidos, dado que cualquier
miltiplo de S? es un reclamo contingente alcanzable y existen multiplos tanto
mayores como menores a K.
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES

Si se denota por M al conjunto de todas las medidas de probabilidad
neutrales al riesgo sobre () y éste es no vacio, se cumplen ademas las siguientes
igualdades para cualquier reclamo contingente K:

Vi(K) = sup{Eq[K/5Y] : Q € M},
V_(K) = inf{Eq|K/5Y] : Q € M},

En el caso en que el reclamo contingente sea replicable, estos valores son
los mismos y coinciden con su valuaciéon mediante el principio de valuacion
neutral al riesgo. Con esto se tiene entonces la forma de valuar cualquier
reclamo contingente, tanto en mercados completos como incompletos. Todo
esto es para un modelo de un solo periodo, con N posibles escenarios al
tiempo 1 y d activos con riesgo disponibles en el mercado.

1.1.5. Portafolios 6ptimos

Al contar con un procedimiento para valuar cualquier estrategia en mo-
delos completos e incompletos, se requiere un criterio para reconocer la es-
trategia que genera un mayor incremento en la riqueza durante el periodo
considerado.

Definicién 1.13. Sea U : R — R una funcion diferenciable, concava y

estrictamente creciente, entonces a U(x) se le llama la utilidad de la riqueza
x.

El criterio por considerar es la utilidad esperada del valor del portafolio
al tiempo terminal uno, definida por la expresion:

E[U(X,)] = 3 P)U(X, (). (1.8)

weN

Tomando en cuenta este criterio, la mejor estrategia a elegir es aquella
que tenga la mayor utilidad esperada del valor terminal del portafolio.

Por lo tanto, el problema de interés es
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mazximizar BE[U(X7)]
H
€H (1.9)

sujeto a Xo = 1.

Donde H es el conjunto de todas las estrategias de inversiéon. Un pri-
mer aspecto relevante en este problema es si tiene soluciéon cuando existen
oportunidades de arbitraje, para lo cual se presenta la siguiente proposicion.

Proposicion 1.14. Dado un monto inicial Xo = x, si existe una estrategia
que mazimice E[U(Xy)], entonces no existen oportunidades de arbitraje.

Demostracion. Sea H una solucion de (1.9) y supéngase que H es una
oportunldad de arbltraje entonces la estrategia H := H + H satisface

T+ Z H,AS™ =z + Z H;AS™ + Z H,AS™ >z + Z H;AS™. (1.10)
=1 =1 =1 =1

La desigualdad se cumple debido a que H es una oportunidad de
arbitraje y, de hecho, la desigualdad es estricta al menos para un w € Q.
Dado que U es estrictamente creciente y P(w) > 0 Vw € Q, se tiene que
la esperanza de la utilidad de la riqueza terminal es mayor para la
estrategia H que para la estrategia H, lo cual contradice que H es una
solucion optima de (1.9). O

Por (1.7), la proposicion 1.14 implica que si existe solucion al problema
(1.9), entonces existe una medida de probabilidad neutral al riesgo. De hecho,
existe una relacion entre la estrategia 6ptima y esta medida de probabilidad.

Proposicion 1.15. Si H es una estrategia que mazimiza E[U(X,)], en-
e P)S0)U'(X,(2)
w)SY(w 1w
W) = , 1.11
A= Es () )

es una medida de probabilidad neutral al riesgo.

Si se considera una tasa de interés constante, entonces SY = S§(1 +r) es
constante, por lo que de 1.11, se tiene que

Q) _ U'(X,(w))
Pw)  EIU'(X,)]
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A % se le conoce como la densidad del precio del estado w y se denota
por Z(w). Entonces se observa que cuando se tiene una tasa de interés cons-
tante, la densidad de precio de estado es proporcional a la utilidad marginal

de la riqueza terminal.

Aun cuando la existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo
no garantiza la existencia de una estrategia que maximice la utilidad esperada
para cualquier funcién U y cualquier monto, siempre se pueden encontrar
alguna funcion de utilidad y un monto para los que si se puede.

Definicién 1.16. Se dice que un modelo es viable si existe una funcion
U:R — R y un monto inicial x, tales que U es concava y estrictamente
creciente, y tal que existe H cuya E[U(X})] es mdzima.

Por lo mencionado previamente a la definicion, se tiene:

Proposicion 1.17. Un modelo de mercado es viable si y solo si existe una
medida de probabilidad neutral al riesgo Q.

La suficiencia de esta proposicion es facil de verificar si se considera x
arbitrario y

(X)) = X ) g

va que E[U(X,)] =z VH € H.

El problema de optimizar el portafolio es un problema de optimizacion
convexa estandar, por lo que se puede trabajar con las condiciones de primer
orden, que es un sistema de d ecuaciones y d incognitas. Sin embargo, estas
ecuaciones pueden ser no lineales en H y, por lo tanto, ser dificiles de resolver.
Una técnica alterna se obtiene con la medida de probabilidad neutral al
riesgo. Este método se basa en que la funcion objetivo H — E[U(X1)] es igual
a la composiciéon de dos funciones. Una primera funcion H — X; que mapea
estrategias en variables aleatorias que representan el valor del portafolio al
tiempo ¢ = 1. Y otra funcion X; — E[U(X})] que mapea variables aleatorias
en numeros reales. Por lo que primero se identifica el valor X; que maximiza
E[U(X,)] sobre el conjunto de las posibles variables aleatorias y después se
calcula la estrategia H que genera esta X, es decir, la estrategia que replica
el reclamo contingente Xj.

El segundo paso es facil, si se elige correctamente el conjunto de variables
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aleatorias posibles en el primer paso, entonces la estrategia que replique a
X corresponde al valor inicial especificado x.

En el primer paso, si el modelo es completo, se especifica el conjunto
de variables aleatorias posibles, llamado conjunto de riquezas alcanzables,
por W, = {W € RY : Eq[W/S}] = z}. Esto se debe a que para cualquier
estrategia H con Xy = z se tiene Eq[X;/S}] = z por el principio de valuacion
neutral al riesgo. Inversamente, para cualquier reclamo contingente W € W,
existe una estrategia H tal que Xg = x y X; = W, ya que el mercado es
completo.

El primer paso es resolver el problema

maximizar E[U(W)]

. (1.12)
sujeto a W eWw,,

lo cual se hace con ayuda de un multiplicador de Lagrange y. El problema
1.12 es equivalente a

maximizar E[U(W)] — yEq[W/S]],

donde el multiplicador de Lagrange y se elige de tal forma que la solucién de
1.1.5 satisfaga
Eq[W/S)] = x.

Tomando la densidad del precio de estado Z = Q/P la funcion objetivo de
1.1.5 es

E[U(W)] —yEq[W/S{] = Y PW)UW(w)) —yZ(w)W (w)/S7(w)]-

weN

Tomando W que satisfaga la ecuacion, se satisfacen las condiciones de primer
orden y se tiene una ecuacion para cada w de la forma

U'(W(w)) =yZ(w)/SP(w).
Para calcular W se tiene entonces
W(w) = IlyZ(w)/SY(w)],

donde I denota a la funcion inversa de U’. De donde también se observa que
el valor correcto para y es aquel que cumpla

Eqll(yZ/81)/S1] = =.
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Portafolios 6ptimos en mercados incompletos

En el caso de los modelos incompletos se requiere de mas trabajo para
identificar el conjunto de riquezas alcanzables. Con ese conjunto se calcula
la riqueza alcanzable 6ptima y posteriormente la estrategia que genera dicha
riqueza, al igual que en los modelos completos. El enfoque estandar no es
mucho mas complicado en modelos incompletos que en completos, por lo que
la ventaja del método basado en la medida de probabilidad neutral al riesgo
disminuye en el caso de modelos incompletos.

El conjunto de riquezas alcanzables con una riqueza inicial x, esta dado
por

W, = {W € RY : Eq[W/S)] = z,vQ € M}.

Sin embargo, esta definiciéon no es préactica dado que M es infinito en los
modelos incompletos. Dado que M es la interseccion de un subespacio lineal
y el conjunto de medidas de probabilidad positivas, se puede obtener una
base en el sentido de programacion lineal Q,,Q,,...,Q,, de M, donde los
coeficientes de cualquier combinacion lineal de estos vectores que genere un
elemento de M suman uno. Por lo que Eq[W/S}] =2z VQ € M siy solo
si Eqs[W/SY] = x; j =1,...,m. Y, por lo tanto

W, ={WeRY :EqW/S)| =2, j=1,..,m}.
Por lo que el problema de optimizacion 1.12 para mercados incompletos es

maximizar E[U(W)]
, 0 , (1.13)
sujeto a Eq(W/Sil =2, j=1,...,m.

El cual se puede resolver incorporando m multiplicadores de Lagrange con
respectivas densidades de precio de estado Z7/ = Qj /P, con lo que equivale
a resolver el problema de la forma:

maximizar E[U(W)] — iij[ZjW/Sﬂ (1.14)

Jj=1

Las condiciones de primer orden para cada w € {2 son:
U'(W(w) =47 (w)/S).
j=1
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Si se denota por [ a la inversa de U’ las condiciones de primer orden pueden
ser escritas

W(w) =1y 4,2’ (w)/S]). (1.15)
j=1
Al substituir los valores de los multiplicadores de Lagrange que satisfagan
E[Z/ Ty ZY S + ...+ ym Z™ /SN /S =2, j=1,...,m; (1.16)

en las condiciones de primer orden, se obtiene la soluciéon 6ptima de 1.13. Esta
solucion es la riqueza alcanzable 6ptima, con la cual se calcula la estrategia
Optima.
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1.1.6. Ejemplos

Ejemplo 1.18. Considérese un modelo con d = 1 activos, N = 3 posibles
estados, S} =9, r=1/5y

w _ Siw) Si'w) P)

w12 10 2/3
wy 48/5 8 1/6
wy 42/5 7 1/6

Dado que una medida de probabilidad neutral al riesgo debe satisfacer
(1.6) y (1.7), se obtiene que este es un modelo incompleto con una infinidad
de medidas de probabilidad neutrales al riesgo de la forma

Q=(0,2—-30,20—1), con 1/2<6<2/3.

Para formar una base de M se pueden tomar los valores 0 =1/2 y 6 = 2/3,
con los que se obtiene:

Q, = (1/2,1/2,0) Z'=(3/4,3,0)
Q, =(2/3,0,1/3) Z*=(1,0,2).

Si se toma como funcion de utilidad U(z) = In(z), entonces U'(z) = 1/x
y su inversa es I(y) = 1/y, por lo que el sistema de ecuaciones (1.16) es:

2 1
3y1 +4y2 6y

8 n 1
9+ 12y, 6ys
Cuya dnica solucion no negativa es

y1 = 0.371333z71  y, = 0.628667x 1,

por lo que la ecuacion (1.15), de la riqueza alcanzable dptima, da como re-
sultado:

1.3228z, w=w;

X

W(w) = =< 1.0772 =
() 0.371333Z(w)(5/6) + 0.62866722(w)(5/6) e

0.9544z, w = w3
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Se cuenta con una tercera tactica en el caso de los modelos incompletos,
la cual consiste en incorporar uno o mas activos ficticios de tal forma que el
modelo se vuelva completo, sin agregar oportunidades de arbitraje y agregar
restricciones que eviten que se tomen posiciones en esos activos.

Para agregar los activos ficticios se trabaja con la matriz:

S%)<w1) Si(u}l) Sb(wl)
A Sy (.W2) S (:W2) ) S (.W2)
Stwn) St(ww) - Sf(ww)

la cual tiene rango menor a N, dado que el modelo es incompleto. Se agre-
gan columnas no negativas para que la matriz tenga rango N, sin agregar
oportunidades de arbitraje. A continuacion, se presenta un ejemplo.

Ejemplo 1.19. Tomando el mismo modelo del ejemplo 1.18 se observa que
solamente debe agregarse una columna para completar el rango y sea N = 3.

6/5 12 S2(w)
A= 6/5 48/5 S%(w»)
6/5 42/5 S2(ws)

Se pueden asignar los valores (10,42/5,48/5) a esta columna con lo que la
matriz tiene rango 3. Dado que todas las medidas de probabilidad en el modelo
original son de la forma @ = (0,2 — 30,20 — 1), con 1/2 <0 < 2/3, se
puede tomar 0 = 5/8, con lo que se tiene @ = (5/8,1/8,2/8) y se obtiene
que S§ = Eq|(5/6)S3] = 97/12.

Al contar con todos estos valores, se procede a trabajar como se haria en
un mercado completo, contemplando restricciones para no tomar posiciones
en el activo ficticio.
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Capitulo 2

Modelos en espacios de
probabilidad finitos

2.1. Modelos en espacios de probabilidad fini-
tos

En esta seccion se considera un espacio de estados finito Q@ = {wy,ws, ...,wn },
con la finalidad de presentar de forma mas accesible lo que es un modelo de
un mercado financiero y algunos resultados que posteriormente se van a ge-
neralizar. En este caso, los espacios L°(Q2, F, P), L'(Q, F,P) y L=(Q, F,P),
definidos sobre el espacio de probabilidad finito (€2, F,P), son isomorfos a
RY. Sin embargo, se especifica cada uno de estos espacios para mantener en
mente el espacio con el que se trabaja en la generalizacion de los resultados.

2.1.1. Estrategias de inversion

A diferencia de los modelos de un solo periodo, al tratar con modelos con
un horizonte finito de tiempo T, se requiere de un submodelo que describa la
informacion disponible a los inversionistas dentro de este horizonte de tiempo.
Informacion mediante la cual se determinan los precios de los activos. Este
submodelo consiste en una filtracion (F;)7_, de Q. La definicion de filtracion,
asi como otros elementos importantes de probabilidad y procesos estocéasticos
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FINITOS

que se emplean en adelante, se encuentra en el apéndice A.

Definicidn 2.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad finito con espacio
de estados Q0 = {wy, ws, ...,wn }, un modelo de un mercado financiero finito es
un proceso estocdstico S = (Sy)_, = (S?, S}, ..., SHL,, adaptado al espacio

de probabilidad filtrado (0, F, (F)E,, P).

Sin pérdida de generalidad se asume que JF es trivial, que Fr = F es el
conjunto potencia de Q y que P(w,) > 0 para 1 < n < N. Adicionalmente
se asume que SY = 1 parat=0,1,...,T.

Definicién 2.2. Una estrategia de inversion del mercado financiero S es un
proceso Ri-valuado H = (H,)L, = (H}, H?, ..., H)L |, adaptado al espacio
de probabilidad filtrado (Q, F, (F:)1_y, P), que es predecible, es decir, que cada
H,; es F;_1-medible.

Al conjunto de estrategias de inversiéon del mercado financiero S se le
denota por H.

En este caso, la integral estocéstica (H -S) = ((H - S);)L, esta dada por:

t
(H-S) =) (HyASy), t=0,..T,

k=1

donde (.,.) denota al producto interior en R y AS, = S; — S;_; para t =
1,..,T.

Las variables aleatorias (H - S)r son las funciones de pago que un in-
versionista puede replicar al tiempo T con inversion inicial cero siguiendo la
estrategia H, dependiendo del estado w en el que se encuentre el mercado en
ese tiempo.

Definicion 2.3. FEI subespacio K = {(H - S)r : H € H} de L°(Q), F, P) es

llamado el conjunto de reclamos contingentes alcanzables al precio 0.

De forma similar, el espacio afin I, es el conjunto de reclamos contin-
gentes alcanzables al precio a, con a € R, es decir, el conjunto de variables
aleatorias a + (H - S)r con H € H.Y representa a las funciones de pago que
un inversionista puede replicar al tiempo 7' con inversion inicial a siguiendo
la estrategia H.
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En el desarrollo de este estudio es de utilidad el conjunto de otro tipo de
reclamos contingentes, llamados superreplicables. Reciben este nombre debi-
do a que, para cada uno de ellos, siempre existe otro reclamo contingente que
es alcanzable, iniciando con la misma riqueza, y que lo acota superiormente.
Es decir, se puede seguir una estrategia mediante la cual se alcance un re-
clamo mayor o igual al deseado y posteriormente, de ser necesario, se puede
deshacer del dinero sobrante.

Definicién 2.4. Se dice que un reclamo contingente g € L>®(Q, F, P) es
superreplicable al precio 0 si existe un reclamo contingente f, alcanzable al
precio 0, tal que f > g.

Se denota por C al conjunto de reclamos contingentes superreplicables al
precio 0.

Puede observarse que C es convexo, dado que para g;,9o € Cy A € [0,1]
existen f1, fo € K tales que g1 < f1 y go < fo. Claramente (1 — \)g; + Aga <
(1 = N)fi + Afa y este ultimo pertenece a K. Lo que es mas, C es un cono
convexo ya que para cualquier A > 0y g € C, existe f € K tal que \g < \f
y Af € K. Adicionalmente, se observa que C contiene al ortante negativo

L>(Q, F,P), ya que cualquier funcién en este ortante esta acotado por la
funcion {0} € K.

De forma similar, se puede definir a C,, el conjunto de reclamos contin-
gentes superreplicables al precio a, que se obtiene al trasladar al conjunto C
por la funciéon al.

2.1.2. Condicién de no arbitraje

Una de las pocas condiciones que se requieren del mercado financiero para
que se mantengan vélidos los resultados desarrollados para este enfoque de
optimizacién, es que satisfaga la ausencia de oportunidades de arbitraje, por
lo que es de suma importancia caracterizar esta condicién para este marco.

Definicién 2.5. Un mercado financiero S satisface la condicion de no ar-
bitraje (N A) si

KnLL(Q,F,P)={0}
0, equivalentemente,

CNLY(Q,F,P)={0}
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donde 0 denota a la funcion idénticamente igual a cero.

Definicidon 2.6. Sea (0, F, P) un espacio de probabilidad, una medida de
probabilidad Q sobre el espacio medible (2, F) es absolutamente continua

respecto a P st P(A)=0= Q(A)=0 VAeF.

Definicién 2.7. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad, una medida de
probabilidad Q sobre el espacio medible (0, F) es equivalente a P, y se denota
Q ~ P, si Q es absolutamente continua respecto a P y P lo es respecto a Q.

Definicién 2.8. Una medida de probabilidad Q sobre el espacio medible
(Q,F) es una medida martingala equivalente para el mercado S, definido
sobre el espacio de probabilidad (0, F, P), si Q@ ~ P y S es una martingala

bajo Q.

Se denota por M*(S) al conjunto de medidas de probabilidad martingala
equivalentes para S y por M%(S) al conjunto de medidas de probabilidad
absolutamente continuas respecto a P, bajo las cuales S es martingala. La
letra e es por equivalentes y la letra a se refiere a absolutamente continuas
con respecto a P. Usualmente se identifica a la medida Q en (€2, F) con su
derivada de Radon-Nikodym Z = % € L1(Q, F,P), la cual es una variable
aleatoria positiva casi seguramente que cumple E[Z] =1y

Q(A) /A Z(w)dP(w), VA€ F.

Lema 1. Para una medida de probabilidad Q en (Q, F) las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(1) Qe M*(5),
(ii) Eq[fl=0 VfeKk,

(iii) Eqlg] <0 Vg eC.

Demostracion. (i) = (ii)

Sea f € K, existe H € H predecible tal que f = (H-S)z. Por lo tanto

T

= Eq[HiAS.

k=1

Eqlf] = Eq[(H - S)r] = Eq | Y | HiAS)

k=1
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Para cada uno de estos sumandos, dado que F,_; C Fr = F, se cumple
Eq[HiAS)] = Eq[Eq[HrASk|Fi—1]]
y, dado que H es predecible, lo anterior es igual a
Eq[HiEq[ASk|Fi-1]] = Eq[HrEq[Sk — Sk-1]Fr-1l].

Por la linealidad de la esperanza y el hecho de que S es martingala bajo
Q, es igual a

Eq[Hi(EQ[Sk|Fi-1] — EQ[Sk-1|Fk-1])] = Eq[Hk(Sk-1 — Sk-1)] = 0.
Por lo tanto Eq[f] = Eq[HrASk] = 0 para cualquier f € K.

(id) = (4id)

Se sigue de la definicion de C.

Supongase que S no es martingala bajo Q, entonces existe f € K tal
que Eq[f] # 0. En particular, existe f = (H - 5)r € K tal que Eq[f] >0
ya que si se tiene ' = (H' - S)r € K que cumple Eq[f’] < 0, basta con
tomar H = —H'. Se puede entonces encontrar una g € L>*(Q, F,P) tal
que 0 < g < fy por lo tanto Eq[g] > 0, lo cual es una contradiccién al
inciso (ii). O

A continuacion se presenta el resultado central de la teoria de valuacion
de activos por no-arbitraje para este marco.

Teorema 2.9. Teorema fundamental de valuacion de activos.
Para un mercado financiero S, modelado sobre un espacio de probabilidad

filtrado de dimension finita (Q, F, (F;)L,, P), se cumple la condicion de no-
arbitraje (NA) si y solo si M®(S) # .

Demostracion. =)

El teorema de separaciéon de Hahn-Banach indica, para dimensiones
finitas, que se pueden separar conjuntos convexos no vacios disjuntos
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por un hiperplano inducido por un funcional lineal, asumiendo que
alguno de los conjuntos es compacto y el otro cerrado, para obtener
una separacion estricta.

Por hipotesis se cumple (NA), es decir, KN LP(Q, F,P) = {0}, por
lo que los conjuntos convexos K y LE(Q2, F,P) \ {0} son disjuntos.

Si se considera la envolvente convexa de vectores unitarios (1,,3)3
en L(Q, F,P), dada por

N N
P = {Zunl{wn} T O,Zun = 1} ,
n=1 n=1

se observa que es un subconjunto compacto y, por el supuesto de
(NA), es disjunto de K. Por lo que se puede separar de forma estricta
a los conjuntos P y K por un funcional lineal Q € L'(Q, F,P). Esto
quiere decir que se pueden encontrar o < f tales que

EqQlf]=(Q,f) <a, feKk,

Eq(hl =(Q,h) >3, heP.

Como K es un espacio lineal, se tiene que a > 0. Sin pérdida de
generalidad, puede considerarse o = 0 y se tiene entonces que 5 > 0.
Por lo tanto (Q,1) > 0 y se puede normalizar Q de tal modo que
(Q,1) = 1. Como Q es estrictamente positivo en cada 1, , se tiene que
Q es una medida de probabilidad en (2, F) equivalente a P, tal que se
cumple la condiciéon (i7) del lema 1 y, por lo tanto, Q € M¢(S).

<)
Sea Q € M*(S), entonces por el lema 1 se tiene que
EQ [g] S O, qg c C.

Supongase que no se cumple la propiedad de (NA), es decir, existe
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geCNLE, g#0.Y dado que Q ~ P, esto implica
Eqlg] > 0,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto S satisface (NA). []

Corolario 2.10. Sea S un mercado que satisface (NA) y f € L>(Q, F, P)
un reclamo contingente alcanzable tal que

f:a+(HS)T

para alguna a € R y alguna estrategia H. Entonces la constante a y el proceso
(H - S) estan determinados de forma tnica y satisfacen, para cada Q €

ME(S5),
a=Eqlf], v a+(H-S):=EqlflF] para 0<t<T.

Demostracion. Con respecto a la unicidad de a € R, supdéngase que
existen dos representaciones distintas de f, es decir, f =a; + (H; - S)r
y [ =ay+ (Hy - S)r, con a; # ay. Sin pérdida de generalidad, se puede
tomar a; > as, con lo cual a; — ay > 0. Si se parte de la observacion

f=a1+ (Hy-S)r =as+ (Ha- 9)r,
se tiene que
) — a2 = (Hl : S)T - (H2 : S)T = ((H1 - Hz) : S)T

lo que indica que la estrategia H; — H, genera un resultado estrictamente
positivo al tiempo 7', lo cual es una contradiccion al supuesto de (N A).

Con respecto a la unicidad de H - S, supongase que f = ay+ (H;-S)r
y [ =as+(Hy-S)r con (Hy-S), (Hs-S) no idénticas, es decir, que para al-
guna t € (0,7) se cumple (H;-S); # (Hy-S);. Sin pérdida de generalidad,
se puede considerar que existe un evento A := (H, - S); > (Hy - S); y este
evento pertenece a F;. Al definir la estrategia H := (Hy — Ha)yat,1] S€
produce una oportunidad de arbitraje, ya que (H - S)r = 0 fuera de A
y (H-S)r=(Hy-S):— (H2-S): >0en A, lo cual contradice el supuesto
de (NA).

Sea Q € M*(S), dado un proceso predecible H se tiene que el pro-
ceso (H - S) es una martingala bajo Q. Al tomar f =a+ (H-S)r, se
tiene

Eq[fl =Eqla+ (H - S)r] = a+Eq(H - S)r = q,
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y
Eqlf|F] = Eqla+ (H - S)r|F] =a+EqQ[(H - S)r|F] =a+ (H-95),.

[]

2.1.3. Relacién polar de C y cono(M“(S))

Se denota por cono(M°(S)) y cono(M*(S)) a los conos generados por
los conjuntos convexos M¢(S) y M?(S), es decir, a los conos més pequenos
que contienen a M°®(S) v M?(S), respectivamente. Se presentan algunos
conceptos, como los muestra Schaefer [Sch 66|, para hacer clara la relacion
polar que existe entre estos conos y el cono C.

Definicidn 2.11. Sea (€,&') un par de espacios vectoriales en dualidad de
separacion via el producto escalar (.,.), el polar C° de un conjunto C C € se
define como

C'={ge&:(fg)<1VfeC}

En el caso en que C es cerrado bajo la multiplicaciéon con escalares posi-
tivos, por ejemplo, en conos convexos, el polar C° se puede definir de forma
equivalente por

C'={ge& :(fg) <0VfeC}

Una consecuencia del teorema de Hahn-Banach es el teorema bipolar,
el cual establece que el bipolar de un subconjunto de un espacio vectorial
localmente convexo es igual a su envolvente convexa cerrada.

Teorema 2.12. (Teorema bipolar).

Sea (F,G) una dualidad. Para cualquier subconjunto A C F, el bipolar
A% es la envolvente convera o(F,G)-cerrada de AU {0}.

Se sique del teorema bipolar que para subespacios A C F, A = A" siy
solo si A es cerrado para o(F,G).

El espacio L°(Q), F,P) dotado de la topologia de convergencia en me-
dida no es localmente convexo. Brannath y Schachermayer muestran en
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[BrSc 99| un anélogo del teorema bipolar para subconjuntos del ortante po-
sitivo L9 (2, F,P) al ponerlo en dualidad consigo mismo y obtienen que el
bipolar de un subconjunto de LY (Q,F,P) es igual a su envolvente solida,
convexa y cerrada.

Teorema 2.13. (Teorema bipolar para L} (Q, F,P)).

Para un conjunto C C LY(Q, F, P) el polar C° es un subconjunto sdlido,
convezo, cerrado de L% (Q, F, P).

El bipolar
C¥={feLLQF P): E[fgf <1, VgecC’

es el conjunto solido, convexo, cerrado de LSL(Q,}", P) mds pequeno que con-
tiene a C.

Con estas consideraciones se pone atencién ahora en el caso del cono C C
L>(Q, F,P) de los reclamos contingentes superreplicables al precio 0. En el
caso finito-dimensional este cono convexo es cerrado al ser la suma algebraica
del espacio lineal cerrado K y el cono poliédrico cerrado L>(Q2, F, P). Por lo
que, del teorema bipolar, se tiene que C es igual a su bipolar C%.

Proposicion 2.14. Sea S un mercado financiero que satisface (N A). En-
tonces el polar de C es igual a cono(M*(S)) y M(S) es denso en M*(S).
Por lo tanto, las siguientes afirmaciones son equivalentes para un elemento
g € L>*(Q,F,P)

(1) gecC,

(i1) Eqlg] <0 Vg€ M),

(iii) Eqlg] <0 Vg € Me(5).

Demostracion. Como se hizo notar previamente C O L>=(Q, F,P) y, por
definicion para g € C° se tiene que (f,g) <0 Vf e C, por lo que C° C

Le (92, F,P). De esta observacion y del hecho que Q € M%(S) & Eqlg] <
0 Vg € C, presentado en el lema 1, se sigue que C° = cono(M?(S)).

Del teorema 2.9 y el supuesto de (NA) existe Q* € M*(S). Si se

toman Q € M%(S) y 0 < u <1 se tiene que pQ" + (1 — u)Q € M4(S9), lo
cual implica la densidad de M¢(S) en M%(S)
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(i) & (i7) La equivalencia de (i) y (i) se sigue de la igualdad C° =
cono(M?(S)) y del teorema bipolar.

(ii) < (iid)

Se sigue de la densidad de M¢(S) en M“(S). ]

2.1.4. Valuacién por no arbitraje

El siguiente teorema precisa la informacion sobre los posibles precios para
un reclamo contingente f que se puede obtener del principio de no arbitraje.

Se dice que a € R es un precio libre de arbitraje paraun f € L>(Q, F,P),
si al introducirlo al mercado financiero S como un reclamo contingente que
al tiempo t = T paga el monto aleatorio f puede ser vendido o comprado a
precio a al tiempo t = 0, sin crear una oportunidad de arbitraje. En otras
palabras, si C/* denota al cono generado por C y el espacio lineal generado por
f—a, entonces a es un precio libre de arbitraje para f si C/*NLe(Q, F,P) =

{0}.

Teorema 2.15. Valuacion por no arbitrage. Sea S un mercado finan-
ciero que satisface (NA) y sea f € L>(S, F, P). Sean

7(f) = sup{Eq[f] : Q@ € M*(S)},
n(f) = inf{Eq[f] : @ € M*(S)}.
Entonces n(f) =7(f) o n(f) <7(f).

En el primer caso f es alcanzable al precio w(f) == n(f) =7(f), es decir,
f=n(f)+ (H-95)r para algin H € H; por lo tanto n(f) es el unico precio
libre de arbitraje para f.

En el sequndo caso {Eq[f] : @ € M®(S)} es igual al intervalo abierto

17(f),7(f)], que es el conjunto de precios libres de riesgo para el reclamo
contingente f.

Demostracion. El conjunto 7 = {Eq[f] : Q € M*(S)} forma un intervalo
no vacio, acotado en R.
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Un numero a pertenece a Z si y solo si a es un precio libre de riesgo
para f, ya que, suponiendo que a € Z se puede encontrar Q € M¢(S5)
tal que Eq[f —a] = 0y, por lo tanto, C** N LY (Q, F,P) = {0}. Por otra
parte, si se supone que C*NLY(Q, F,P) = {0}, y se hace notar que ¢/
es un cono convexo cerrado al ser la suma, algebraica del espacio lineal
generado por (K, f — a) y el cono poliédrico cerrado L>*(Q, F,P), se
tiene que existe una medida de probabilidad Q ~ P tal que Q|¢r. < 0.
Esto implica que Eq[f — a] =0, es decir, a € Z.

En el caso frontera, se supone que a es el supremo de Z, es decir, a =
7(f) € Z y se considera el reclamo contingente f — 7(f); por definicion
se tiene que Eq[f — 7(f)] < 0, VQ € M*(S) y por lo tanto, por la
proposicion 2.14, que f—7(f) € C. Se puede encontrar g € K tal que g >
f=m(f). Si el supremo de Z es alcanzado, es decir, si existe Q" € M¢(S)
tal que Eq+[f] = 7(f), entonces se tiene que 0 = Eq-[g] > Eq:[f—7(f)] =
0, que en vista de Q" ~ P implica que f —7(f) = g; lo que quiere decir
que f es alcanzable al precio 7(f). Esto implica que Eq[f] = 7(f), V
Q € M4(S), y por lo tanto Z se reduce a {7(f)}.

Por lo tanto, si n(f) < 7(f), 7(f) no puede estar en el intervalo Z,
por lo que es abierto en el lado derecho. Al tomar —f en lugar de f,
se obtiene un anéalogo para el lado izquierdo de Z, que por lo tanto es

igual a Z =]z (f), @(f)[. 0

Corolario 2.16. Mercados financieros completos.

Para un mercado financiero S que satisface la condicion de no arbitraje
(NA), las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Me°(S) consiste en un solo elemento Q.
(17) Cada f € L>(2, F, P) se puede representar de la forma
f=a+(H-S)r, paraalginacR y H € H.
En este caso a = Eq[f], la integral estocdstica (H - S) es unica y se tiene
que
Eq[f|Fi] = EQ[fl + (H - S), ¢=0,...,T.

Demostracion. (i) = (ii)
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Se sigue del teorema previo.

(ii) = (i)

f=a+ (H-957, paraalgina € Ry H € H implica que, para
elementos Q,, Q, € M*(S), se cumple Eq [f] = a = Eq,[f]; por lo tanto

basta con notar que si M¢(.S) contiene dos elementos diferentes Q;, Q,,
se puede encontrar f € L*(Q, F,P) tal que Eq,[f] # Eq,[f]- []
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2.2. Maximizacion de la utilidad

En esta seccion se busca calcular una estrategia de inversion 6ptima en
mercados completos e incompletos, cuyo espacio de probabilidad esta definido
sobre un espacio de estados finito. Para ello se requiere definir una medida
de desempero.

2.2.1. Funcioén de utilidad

La medida que se utiliza es la esperanza de la funcion de utilidad U : R —
R U {—00}, la cual refleja las preferencias del inversionista frente al riesgo y
debe cumplir con el siguiente importante supuesto.

Supuesto 1. (Condiciones de regularidad usuales). Una funcion de
utilidad U : R — R U {—o00} satisface las condiciones de regularidad usuales
si es creciente en R, continua en {U > —oo}, diferenciable, estrictamente
concava en el interior de {U > —oo} y satisface

U'(00) := lim U'(z) = 0.

T—r00

El comportamiento de U’ en el otro extremo del dominio de U se analiza en
dos casos:

caso 1: dom(U) = (0,00) y U satisface

U'(0) := lim U'(z) = oc.

z—0

caso 2: dom(U) =R y U satisface

U'(—00):= lim U'(z) = o0

T—r—00

Ejemplo 1. 1. Un tipo de funcion de utilidad que cumple el caso 1 del
supuesto 1 es el de las funciones con aversion relativa al riesgo constante,
conocidas como funciones CRRA. Estas funciones son de la forma:

1

=t ae(0,00)\ {1}

In(x), a=1

U(z) =
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donde x > 0 y « es el coeficiente de aversion absoluta al riesgo, el cual estd

definido por 75/(/5)6) )

La funcion es creciente, continua, diferenciable, estrictamente concava y

satisface
U'(c0) = lim U'(z) = lim 27 = 0.

T—00 T—00

Al tomar dom(U) = (0, 00), satisface

U'(0) =1lm U'(z) = lim ™% = oo.
z—0 z—0
Ejemplo 2. 1. Las funciones con aversion al riesgo absoluta constante,
conocidas como funciones CARA, son un tipo de funcion que satisface las
condiciones del caso 2 del supuesto 1. Son de la forma:

—Qx

U(z) = , x€R,

donde o > 0 es el coeficiente de aversion al riesgo.

La funcion es creciente, continua, diferenciable, estrictamente concava y

satisface
U'(oco) = lim U'(z) = lim e™** = 0.

T—00 T—r00

Al tomar dom(U) = R, satisface
U'(0)= lim U'(z) = lim e ** = co.

T—r—00 Tr—r—00

2.2.2. Caso completo

Se puede plantear el problema de maximizar la utilidad esperada de la
riqueza terminal al definir la funcion de valor

uw(z) :=sup E[U(z+ (H - S)r)], « € dom(U). (2.1)

HeH

Para realizar la maximizacion de la utilidad de un portafolio se replantea
la funcion de valor u, definida en (2.1), como un problema de optimizacion
convexa. En este cambio de planteamiento se introduce un tipo de instrumen-
tos, llamados activos Arrow y denotados por 1y,,. Un activo de este tipo
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paga 1 al tiempo 7', si en ese momento el estado del mercado es w, y paga 0
en cualquier otro estado. Al denotar por g, a la probabilidad de ocurrencia
del estado w,, n = 1,..., N, bajo la medida de probabilidad Q, se tiene la
siguiente expresion para el valor esperado del activo 1y,,}:

Eq[l(w,.] = Z 1w,y (wi) Qwi) = Qlwn] = -

Por el corolario 2.16, cada activo 1y, se puede representar como 1y, =
a+ (H-S)r, donde a = Eq[1y,,3]; por lo tanto 1,y = Qlw,] + (H - S)r,
para alguna H € H.

Sea (X7(w,))M_; = (&)Y, la variable aleatoria que representa el valor
del portafolio IT = (x, H) al tiempo terminal 7T'. Por el corolario 2.16, al ser
Me(S) = {Q}, se tiene que Xy = Eq[Xr] 4+ (H - S)r, para una integral
estocastica tinica (H - S). Puede observarse que esta variable aleatoria puede
ser dominada por otra variable aleatoria de la forma x + (H - S)7, siempre

que Eq[X7] esté dominada por un valor z, es decir,
Xr = Eq[X7]+ (H - S)r <z + (H-S)r & Eq[Xr] <z

De forma mas explicita, la variable aleatoria (X7(w,))™_, = (£,)Y_, puede
ser dominada por una variable aleatoria de la forma x + (H - S)r = = +
Zthl H,AS; siy solo si Eq[X7] = ij:l Gn&n < x, donde g, es el precio del
activo Arrow 1y, 3. La finalidad de denotar a X7 (wy,) por &, es enfatizar que
el problema que se va a plantear es una maximizacién céncava en RY con

una restriccion lineal.

De esta forma, al tomar en cuenta una riqueza inicial fija = € dom(U), se
puede reinterpretar la funcion de valor u, definida en (2.1) para plantear el
problema de optimizacion:

maximizar Ep[U(X7)] = anU(Sn)
n=1 (2.2)

N
sujeto a Eq[X7r] = Z nén < .
n=1

Para resolver este problema se define su lagrangiano por
N N
n=1 n=1
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Con una factorizacion se obtiene otra expresion del lagrangiano, dada por

L&, s vy y) Zm( (n) —y— §n)—|—yx. (2.4)

Para corroborar que, en efecto, el planteamiento de este problema es igual
al de la funcion de valor definida en (2.1), se presentan algunas funciones:

Sea

(I)(fl, -~-7€N) = ;I;%L(fl, -~-a€N;y)v gn S d0m<U)’ (25)

si (&1, ..., {n) se encuentra en la region admisible del problema (2. 2) es decir,

27]:7:1 Qngn S €, entonces (I)(fi,...,&v) = L(gla--ngvO) = Zn 1pn (gn)

mientras que si se encuentra fuera de la regiéon admisible Zf:le @nén > T,
entonces O (&, ...,Ey) = —

Al considerar el supremo sobre la region admisible se tiene

N
sup By, 6n) = sup Y palU(6) = ula), (2.6)

25:1 gnén<zx =
con lo cual se corrobora que este problema de maximizacion es un replantea-

miento de la funcion u(zx).

Se define ahora

U(y) = sup L&, 8n0y)s ¥y >0, (2.7)

ST

si se considera la forma del lagrangiano (2.4) con y > 0, entonces (2.7) se
puede separar en N problemas de optimizacién independientes, de la forma

maximizar U(,) — yq—nfn
sujeto a & € R

El planteamiento de estos N problemas independientes facilita la observacion
de una forma alterna de escribir a la funcién ¥, en términos de la funciéon
conjugada de la funcion de utilidad.

De acuerdo con la definicién 3.44, la conjugada convexa de una funciéon
convexa f : RY — R U {+oco}, estd dada por f*(z*) = sup{(z*,z) — f(x) :
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z € RV}, Por lo que para una funcién concava U : R — RU{—o0} su funcién
conjugada V' esta dada por

Vi(n) = Sgtelﬂg[U(ﬁ) —ngl, n>0, (2.8)

la cual es la transformada de Legendre de z — —U(—x).

Ejemplo 1. 2. Para la funcién de utilidad

1

==t ae(0,00)\ {1}

In(x), a=1

U(z) =

su funcion conjugada estd dada por

-«

SUD eRr [% — xy] = O‘ylia_l, a€ (0,00)\ {1}

Viy) =
sup,eglln(z) — xy] = ln(i) -1, a=1
Ejemplo 2. 2. En el caso de la funcion de utilidad

—QxT

Uz) = ‘ , x€eR,

su funcion conjugada es

V(y) = sup {_e_m - xy] =

zeR o

SRS

(Iny) —1).

Las condiciones usuales de regularidad para la funcion de utilidad U,
presentadas en el supuesto 1, tienen un simil en supuestos de regularidad
para su funciéon conjugada V. Las condiciones de regularidad presentadas
para ambas funciones presentan una relaciéon de implicacién mediante una
formula que se presenta mas adelante, llamada féormula de inversion.

Supuesto 2. La funcion V : R, — R, conjugada de la funcion U, satis-
face los supuestos usuales de reqularidad, si es finito valuada, diferenciable,
estrictamente conveza en (0,00) y satisface

V'(0) := 11113(1] V'(y) = —o0, (2.9)

y su comportamiento al tender a infinito cumple alguno de los siguientes
casos, que se corresponden con los casos del supuesto 1:

. ’ I S / —

caso 1: ?}LIEO V(y) = glgr(l) Ulx), ?}LIEOV (y) = 0.

caso 2: lim V(y) =0 lim V'(y) = oc.
Yy—00 Yy—o0

37



CAPITULO 2. MODELOS EN ESPACIOS DE PROBABILIDAD
FINITOS

Ejemplo 1. 3. Para las funciones CRRA se tiene que

-1

V'(y)=—y=, ae€(0,00),

por lo que
ImV'(y) =—0c0 y lim V'(y) =0.
y—0 Yy—00
Ademds
1 a€(01)
lim V(y) =
yHOO

—o0, «a>1.

Es decir, la funcion conjugada V' cumple el caso 1 del supuesto 2.

Ejemplo 2. 3. Al derivar la funcion conjugada de las funciones CARA se
obtiene

Sus limites en 0 e 00 son

lImV'(y) = —c0 y lim V'(y) = oo.

y—0 Yy—o0
Adicionalmente

lim V(y) = oc.

Yy—00

Por lo tanto, estas funciones cumplen el caso 2 del supuesto 2.

Proposiciéon 2.17. Si U satisface el supuesto 1, entonces V' satisface el
supuesto 2 y la formula de inversion

() = if[V () +ngl, £ € dom(U).

Inversamente, si 'V satisface el supuesto 2, entonces la funcion U, definida
en la formula de inversion, satisface el supuesto 1.

Adicionalmente, —=V'(y) es la funcidn inversa de U'(x) y se denota por

I.

Demostracion. U : R — R U {—o0} es concava y creciente, entonces
V(n) = supeep[U(§) — né] es finito valuada.

Sea a € R,

V(y) =suplU(§)—yé] <a=U(r)—yr<a VreR&U(r)<atyr VreR
£eR
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En particular, si a = V(y), para alguna y > 0, entonces
Ulx) <V(y)+yz, VYreR.

Lo cual implica la formula de inversién.

[]

Con estas observaciones sobre la funcion conjugada V', se puede redefinir
a la funcion W, al tomar n = yg—z en (2.8) y sustituirlo en la expresion del
lagrangiano (2.4):

U(y) = ipn‘/ <yq—”> +yz.

n=1 Pn

Que es la funcién a minimizar del problema dual. El primer sumando
recibe el nombre de funcién de valor dual, y se denota

N
Gn
v(y) ==Y pV (yp—) , y>0.
n=1 n

Esta funcion v hereda las propiedades del supuesto 2, al ser una combi-
nacién convexa de V. Su derivada es

=S () -5 (1))

n

Del supuesto 2 se observa que si dom(U) = (0, 00), entonces V'(y) varia
de —oo a cero. Al ser V diferenciable y estrictamente convexa, su derivada es
creciente, por lo que para un z € dom(U) existe un tnico § = g(x), tal que
V'(g(x)) = —x. De forma similar, si dom(U) = R, existe un unico g(z) en el
cual la derivada de v toma el valor —z. La notacion y(z) es para expresar
que el valor de y depende de = y que este valor es el tinico minimizador de
la funcion dual W(y).

Al ser g el minimizador del problema dual, la valuacién del lagrangiano

(2.4) en (&, ..., x) alcanza su Gnico maximo, que satisface:
F ~ dn
U'(&) = y(iﬂ)p—,
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para cada n € {1,..., N}. Lo cual es equivalente a

A ~ qn
b1 (i)™, (2.10)
donde I es la funcion inversa de U’.

De forma abreviada, se tiene que

fnf W(y) = f(0(y) + 29) = v(3(@)) + 23(2) = L, b, i@)). (2:11)

y>0

Que L se maximice en (él, o €N y(x)) implica que

De aqui se observa

N
D b = 1. (2.12)
n=1

Por lo tanto

N
L(éb ) éNa Q(SE)) = anU(én)
n=1

Para relacionar esta tltima expresion con la funcién de valor u, se retoma
la expresion (2.6) y se hace notar que (&, ...,£x) se encuentra dentro de la
region admisible, como se muestra en (2.12); lo cual implica que

u(@) > 3 paU(En). (2.13)

Por otra parte, para (£, ...,&y) en la region admisible y g(x) > 0, se cumple

anU(fn) < anU<§n> - @(J}) (Z qnn — :I)) = L(§17 75N7@(I))

Esta tiltima expresion alcanza su maximo en (él, s éN), es decir, su maximo
es L(&1,...,&n, §(x)). En particular, la definicion (2.6) se hace sobre la region
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admisible, por lo que

N

u(z) < L(é)l; 75N7g(x)) = anU(én) (214)

n=1

De (2.13) y (2.14) se sigue

u(z) = anU(gn) (2.15)

Para regresar a la notacion anterior, se denota al optimizador X7 (w,) =
&n, paran=1,...,N.

De (2.11) y (2.15) se observa que las funciones u y v son conjugadas, ya
que

~

inf (v(y) + zy) = v(y(z)) + 2y(z) = u(x), =€ dom(U).

y>0

De donde se sigue que u/(z) = y(x) para x € dom(U). Ademés, por la formula
de inversion, u hereda las propiedades de U del supuesto 1.

A continuacién, se presenta un teorema que enuncia los resultados pre-
viamente demostrados. (Teorema 2.3 de [Sc 03]).
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Teorema 2.18. (Q finito, mercado completo).

Sea S = (S;)L, un mercado financiero definido sobre un espacio de pro-
babilidad finito filtrado (Q, F, (F;),, P) que satisface M*(S) = {Q}, y sea
U una funcion de utilidad que satisface el supuesto 1. Si se denota por u(x)
y v(x) a las funciones de valor

u(x) = sup ElU(X7)], z€dom(U), (2.16)
v(y)=FE {V (y%)] , y>0. (2.17)

Entonces:

(1)  Las funciones u(x) y v(y) son conjugadas y u hereda las propiedades
de U del supuesto 1.

(17)  Fl optimizador XT(x) de la funcidn u existe, es tnico y satisface

dQ
dP

~

Xr(x )—]< Zg) 0, equivalentemente, y—= = U'(Xr(z)),

donde x € dom(U), y > 0 se relacionan via u'(x) =y o, equivalentemente,
v = —(y).

(1ii) Se cumplen las siguientes formulas para u' y v':

/(z) = Ep[U"(R,(2))], '(y) =Eq {v( zg)]

i) = BRG], ) = e [0 (422)]

Demostracion. Los incisos (i) y (i) fueron demostrados previamente.
(iid)

Para la primera férmula, se observa del inciso (ii) que v/(z) = y, por
lo que se tiene

_ i _ g, [,99
y—qun— Pay - =Ep {ydP} ~

n=1
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Para obtener la expresion de v/(y) tnicamente se deriva (2.17), para

obtener
/ an / dn
0V =FEo |V - .
Z ! ( ) @ <ypn ) }

Del inciso (i7) se tienen las igualdades v/(x) =y y y‘fl?, = U'(Xr(z)), asi
que por (2.12) se sigue

v (2) = yEq[Xr(z)] = Y Xr()yan = anXT JU' (X (2))

= EP[XT(:E)U,(XT(x))]'

Finalmente
q al q Yy q
y'(y) = yEq lV’ (y—”ﬂ =y> .V (y—”) => puy—V’ (y—")
_ dQ.,, [ dQ
= Ep [yﬁv (yﬁ)]

2.2.3. Caso Incompleto

Para el caso incompleto primero se hace la observacion de que el conjunto
de medidas martingala es un politopo convexo que tiene un niimero finito de
puntos extremos {Q',...,Q"}. Para cada 1 < m < M se identifica a Q™
con las probabilidades (q¢}", ..., ¢¥).

El problema de optimizacion es:

maximizar Ep[U(X7)] = anU(fn)
(2.18)

sujeto a  Eqm[Xp] = qu"bgn <z m=1,.. M.

Para resolverlo se integran M multiplicadores de Lagrange 7,,, los cua-
les también deben satisfacer n,, > 0 Vm € {1,..., M} para satisfacer las
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condiciones KK'T; por lo que el lagrangiano es:

N M N
L(Slv "'7§Na m, 777M) = ZPHU(S’M) - Z Thm (Z q'r:ﬂgn - l’) .
n=1 m=1 n=1
Denotando y = 00y Dy fom = 22, f1 = (i, ooy fiar) ¥
M
QN = Z :qum7
m=1
se observa que el lagrangiano puede escribirse como

N N
n=1

n=1

donde Q = (q1, ..., qn) € M*(S).

La funcién a optimizar en este caso es

U(y, Q) =Y pV (yq—"> +yr, y>0,Qe M)

Pn

La minimizacion se hace en dos pasos, primero fijando y > 0 y se minimiza

sobre M*(S)

U(y)= inf W > 0.
() aenf s (v.Q), v

El minimizador Q(y) = (G1(y), ..., qn(y)) es tnico y de forma similar al caso
completo, se llega al valor que optimiza la funciéon original:

£,=1 (g(x)@”(y)) . (2.19)

DPn

En resumen, el valor que maximiza la esperanza de la funcién de utilidad
es (2.10) para modelos completos y (2.19) para incompletos, donde I es la
funcion inversa de U’ y §(x) = Ep[U’(X7)].
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2.3. Ejemplos

Ejemplo de mercado completo con ¢ finito (Modelo Bino-
mial)

Se presenta el modelo binomial como un ejemplo de mercado financiero
que satisface las condiciones y resultados del teorema 2.18.

Se modela el precio de un solo activo con riesgo en el transcurso de una
secuencia de periodos de tiempo. En cada periodo existen dos posibilidades
para el precio. Puede elevarse por un factor © > 1 o puede decrecer por un
factor d, 0 < d < 1. Para cada periodo, la probabilidad de que el precio incre-
mente esta dada por p, por lo que la probabilidad de que el precio disminuya
es el complemento 1—p. Se observa que para cada periodo, el comportamiento
de precio se determina por una variable aleatoria con distribucién Bernoulli,
mientras que el nimero de incrementos acumulados en cada periodo sigue
una distribucion binomial.

Un proceso estocastico {B; : t = 1,2, ...} es un proceso Bernoulli con pa-
rametro p, si las variables aleatorias By, B, ... son independientes y P (X, =
1)=1-P(X,=0) =p.

Un proceso estocastico {V; : t = 1,2, ...} tal que N, = X;+...4+ X}, donde
las variables X7, X, ... corresponden a un proceso Bernoulli con parametro
p, se llama proceso binomial con parametro p.

Definicién del modelo

Un mercado financiero S = (S;)L_,, definido sobre un espacio de proba-

bilidad finito filtrado (2, F, (F:)L,, P), sigue un modelo de precio binomial
siSg >0y

Sy = Spu™d™NM t=1,2,..,T; 0<d<1<u
donde N; es un proceso binomial con parametro p > 0.

Como consecuencia de esta definicién del mercado S, se sigue que
t
P(S; = Spu"d"™™) = P(N, = n) = < )p”(l —p)", paran=0,1,..,t
n
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En cada periodo t, la variable S; puede tomar ¢+ 1 valores distintos y se llega
a ellos mediante 2¢ trayectorias distintas.

El modelo es completo

Para verificar que el modelo es completo y por lo tanto sirva como ejemplo
del teorema, se debe corroborar la existencia de una tnica medida de proba-
bilidad martingala. Para que el proceso S sea martingala bajo una medida
de probabilidad Q, se requiere que se cumpla la relacion

Eq[Si1|Fi] = S:, paracadat=0,1,..,T;
es decir,
Eq[SouMtrtd ™t =Nevt | F] = Sou™td'™™,  para cadat =0,1,..,T — 1.

Si se denota por ¢ = Q(N;41 = N, + 1|F;) a la probabilidad condicional bajo
la medida Q de que el siguiente movimiento en el precio del activo sea un
incremento, dada la informacion que se tiene al tiempo ¢t (¢t =0,1,...,7 — 1),
la condicion anterior es equivalente a las siguientes condiciones:

q[Sou™Hd N + (1 — @)[Sou™td™ M = Spud N

quiMtd"™ N[y — d] = uMd" N1 — d]

1—d

u—d

Dado que 0 < d < 1 < u, se cumple que 0 < g < 1. Con esto se corrobora que

existe una medida de probabilidad martingala Q y dado que la condicion que
se debe cumplir es la misma para cualquier t y w € €2, la medida es tnica.

q:

La medida martingala est4 dada por

Quw)=q¢"1—-¢" ™,

para cualquier estado w € ) que consista en n incrementos y T — n decre-
mentos.

La distribucion de S; bajo la medida martingala es
t
Q(S, = Spu"d'™") = ( )q"(l — )™, n=01,..,t (2.20)
n
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Maximizacién de la utilidad esperada

Se considera un mercado S = (SP, S}T_,) en el que el precio del activo con
riesgo S1 sigue un modelo binomial. El mercado es completo y si se considera
la funcion de utilidad U(z) = In(x), que satisface las condiciones usuales de
regularidad planteadas en el supuesto 1.2, entonces pueden corroborarse los
resultados que se presentan en el teorema 2.3.

Si se plantea el problema

maximizar Ep[U(X7)] = ZPnU(fn)
n=i (2.21)

sujeto a Eq[Xr] = Z Gnén < .

Su lagrangiano esta dado por

L&y € y) anln €n) — (Z Inén — ) : (2.22)

equivalente a

L(&, ..., &N, Y) an (ln (&) —y— fn) +yx. (2.23)

Para plantear el problema dual se define la funcién

\Il(y) = S'LLp& ..... fN,yL(fla-'-agNay)' (224)

De la expresion (2.23) se observa que obtener el valor de la funcion U se
puede separar en N problemas de la forma

Maximizare, eo,00)n(&n) — yzq)—nﬁn

Para resolver estos problemas se ocupa la funcion conjugada, que para la
funcion de utilidad céncava esta dada por

1
V(n) = sup[in(§) — ng] = In (—) - L
3 n
Se puede observar que U satisface la formula de inversion, ya que
1
inf[V(n) + n¢] = inf[in (5> — 141l = In(§).
n n
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Ademas V'(y) = _71, por lo que —V” es la inversa de U. Con esta definicion
de V se puede reexpresar la funcion ¥ como

S () = (n(32) )

n=1

Si se toma la definicion de la funcion v

ooy ()] S () S (o)

y el hecho de que para un z € dom(U) existe un tnico ¢ tal que

N, 1
V' (9) = ==
2 T

entonces se tiene que § = %, por lo que

inf ¥(y) = Er {v( 21(3)} —i—xy—;pnln (xi”)

~

La valuacion del Lagrangiano con g fijo se maximiza en un (él, . &N) que
debe satisfacer

U'(&,) = ggq—”, para cadan=1,...,N;

n

lo que implica que
¢n=x—, n=1,..,N. (2.25)

Con lo que se corrobora que

L&, o én, §) an (ln &) — 5 ) + gr = anln (x];—) , (2.26)

es decir, R R
IfW(y) = L(&, v, 9) = ul2). (2.27)

~

Se hace la observacion de que en (€1, ..., £y ), la restriccion de (2.21) satisface

la igualdad
N N »
n=1 n=1

n
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Se tiene entonces que el valor del portafolio al tiempo 7', siguiendo la
estrategia que optimiza la utilidad esperada para una riqueza inicial z, esta
dado por Xr = x%. Al ser T cualquier horizonte de tiempo finito, se puede
expresar un resultado similar para el valor 6ptimo del portafolio en cualquier
tiempo t =0,1,...,T.

Sea w, la unién de los eventos que consisten en n = 0, 1...,¢ incrementos
de precio hasta el tiempo ¢ y sean p,, ¢, g, ¢ sus respectivas probabilidades con
respecto a las medidas Py Q, descritas en (2.3) y (2.20); entonces se puede
expresar el valor 6ptimo del portafolio al tiempo t por

Xi(wn) = x%. (2.29)
n,t

Estrategia de inversi6on

Si se denota por H = (H?, H})T_, al proceso que representa la estrategia
de inversion y, considerando que SY = 1 para cualquier tiempo ¢, se puede
expresar el valor 6ptimo del portafolio al tiempo ¢ por

X, = H’ + H}S}. (2.30)

En cada periodo, los valores fff y I:Itl se establecen en el tiempo t y se
mantienen hasta el tiempo t+1, por lo que antes de ser modificados se cumple

Xy = HY + H!SL . (2.31)

Para poder caracterizar a la estrategia H en términos de los parametros
conocidos p, u, d; se utiliza (2.30) y se reformula (2.31) en términos de S}. Da-
do que St1+1 tiene los posibles valores uS} y dS} para cualquier ¢, se analizan
dos casos.

Caso 1: S% ; = uS}

De (2.29) se tiene

Prn+1t+1
:E—

Xt+1(wTL+1) = g 53 Xt(wn)g. (2.32)

n+1,t+1 Gn,t 4
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Por otra parte, de (2.29) y (2.30) se obtiene

HM w,)S) = 2220 — F%w,). (2.33)
Qnt
De (2.31) y (2.32) se sigue
HOw,) + H (w,)uS! = Xt(wn)g. (2.34)

Al sustituir (2.33) en (2.34) se obtiene la ecuacion

H (wy) + (x@ - Hto(wn)> w= a2t (2.35)
Qn.t Qn,t q

De donde se obtiene

g n:]ﬁ(p_q“). 2.36
t(w) an’t q(l—u) ( )

Esta expresion se sustituye en (2.33) para obtener

H'SNw, :xzﬂ(l— p—qu)' 2.37
¢S on) Gt q(1 — u) (2:87)

Caso 2: S}, = dS}

De (2.29) y (2.31) se sigue

N A ~ n n 1—
Xip1(wn) = HO(wn) + H (wn)Spsi1 = a2ttt = oLt 2 7P (9 3g)
qn,t+1 Qn,t 1 - q
es decir,
) R it 1 —
Af(wa) + A} (wn)dS} = a2t =L (2.39)
Qnt - q

En este caso se mantiene vélida la expresion (2.33) y al sustituir en (2.39) se
obtiene

~ 1— p
HO(w, +( Prt — H(w )d— Pnt . 2.40
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De donde se sigue que

O (wy) = a2t (1_p_d(1_q>> = g lnt <M> (2.41)

Qnt (1 - Q>(1 - d) Qnt Q(l - u)

Entonces se observa que f]to(wn) coincide en ambos casos. Por lo tanto
H}S}(w,) también coincide. Puede observarse que en ambas expresiones se
presenta la porcion del valor del portafolio al tiempo ¢ que debe asignarse a
cada activo y mantenerse hasta al tiempo ¢ + 1.

En términos de los pardmetros p,u,d; al tiempo ¢t = 0,1,....7T — 1, la
porcion del valor del portafolio que debe invertirse en el activo sin riesgo es
u(l—d)— (u—d)p

(u—1)(1—-4d)

(2.42)

En el activo con riesgo se invierte el complemento y se mantiene esta asig-
nacion hasta que el precio S' haya cambiado en el tiempo ¢ + 1.

El modelo con algunos datos

Considérese que el activo con riesgo inicia con un precio S§ = 10. En cada
periodo el precio incrementa en un factor u = 1.4 con probabilidad p = 0.55
o disminuye en un factor d = 0.6 con probabilidad 1 — p. Se toman en cuenta
T = 3 periodos y una riqueza inicial de x = 100.

De acuerdo con (2.3)

con lo que se puede obtener:

u(l—d)— (u—d)
(u—1)(1—d)

P~ 0.75 (2.43)

que es la proporcion del valor del portafolio que debe invertirse en el acti-
vo libre de riesgo. Como puede observarse, esta proporciéon no depende del
periodo ¢, por lo que se mantiene sin cambio en los 3 periodos.

En el siguiente esquema se muestran las diferentes trayectorias que puede

seguir el valor del portafolio y las reasignaciones que se deben hacer en cada
periodo.
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H? 9075 X5 1331
H? 82.5—>90.75Tﬁ§5§ 42.35
H}S} 33.5+30.25i
A 9075 X3 108.9
gAY 75825 His} 18.15
Hisi 35%275
HY  74.25 Xz 108.9
4 0 g2.5-»74.25 | HLS! 34.65
H3S3 16.5—b24.75i
HY 7::1.254“)?3 89.1
HY 75 H}S} 14.85
H3s¢ 25
H] 7425 X3 1089
H) 67.5-%74.25 | H3S} 34.65
H3S} 31.5-%24.75
R i;‘jg 7425 X5 891
> 75 »67.5 H1S) 14.85

ALsl 15 %225

\J

H) 6075 | X3 89.1
HY 67.5-%60.75 | HiS} 28.35
H1S} 13.5+20.25i
H3

Hy 60.75 , X; 729
His} 12.15

Como se muestra, al tiempo ¢t = 0 el valor del portafolio es x = 100 y
se distribuye con 75 unidades en el activo sin riesgo y 25 en el activo con
riesgo. Al tiempo t = 1 el precio S] puede incrementar a 14 o disminuir a 6.
En caso de incrementar el portafolio tendria un valor de 110, con las mismas
75 unidades en el activo sin riesgo y 35 unidades en el activo con riesgo.
Este nuevo valor se redistribuye con las mismas proporciones, con lo que el
activo libre de riesgo queda con 82.5 unidades. Se continua de esta forma y
se obtienen los T+ 1 = 4 posibles valores para el portafolio: 133.1, 108.9,
89.1 y 72.9; a los que se puede llegar mediante 27 = 8 trayectorias distintas.

Al seguir esta estrategia, la riqueza terminal esperada es EE[X3] = 103.0301,
con una utilidad esperada E[U(X3)] &~ 4.62. Si se considera la estrategia de
mayor riesgo, en la que se invierte toda la riqueza en el activo con riesgo
durante los 3 periodos, se obtiene una riqueza terminal esperada E[X3] =
112.4864, sin embargo, la utilidad esperada es E[U(X3)] ~ 4.47; donde se
observa la diferencia entre optimizar la utilidad y el valor del portafolio.
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2.3. EJEMPLOS

Ejemplo de mercado incompleto con ¢ finito (Modelo Tri-
nomial)

De forma similar al modelo binomial, se presenta un modelo de un merca-
do financiero que contempla un solo activo con riesgo. En este caso el precio
del activo con riesgo puede modificarse de 3 formas diferentes en cada perio-
do. Esta modificacién en el nimero de posibles cambios del precio resulta en
hacer incompleto el modelo.

El modelo consiste entonces de un activo con riesgo, cuyo precio se ve
afectado por una secuencia de factores en el transcurso de determinados
periodos de tiempo. En cada periodo existen tres posibilidades para el precio.
Se contempla un incremento del precio por un factor u > 1, lo cual puede
ocurrir con una probabilidad p,; un decremento por un factor d < 1, con
probabilidad pg; o una variaciéon por un factor intermedio m, tal que d <
m < u, con probabilidad p,, =1 — p, — p4.

Hasta un tiempo ¢t € N, el nimero de veces que el precio inicial Sy se ha

afectado por los factores u, m, d esta dado por un vector aleatorio (Uy, My, Dy)
con distribucion de probabilidad multinomial con parametros (; py, Pm, Pa):

noo
— — J— — 1,102,123
P(Ut =N, Mt = Na, Dt - n3> - nl!ng!nglpu P Pg s

donde n; + ny + n3 = t.

Definicién del modelo
El proceso de precio de un activo (S;)L,, definido sobre un espacio de
probabilidad finito filtrado (Q, F, (F;)I_,, P), sigue un modelo de precio tri-
nomial si S > 0y
S, = SouVtmMdP t=1,2,...,T; 0<d<l<u,d<m<u

donde (Uy, My, D;) es un vector multinomial con parametros (t; pu, Dm, Pd)-

Por lo que las probabilidades de que el activo tome alguno de sus valores
posibles en cada tiempo t estd dado por una expresion de la forma

P(St = SounlmTLang) = P(Ut =N, Mt = ng,Dt = 7’L3), ny +no +ng = t.
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En cada periodo ¢, la variable S; puede tomar, a lo més, (¢t + 1)(¢t + 2)/2
valores distintos y se llega a ellos mediante 3 trayectorias distintas.

El modelo es incompleto

Para verificar que el modelo es incompleto, se debe corroborar la exis-
tencia de una infinidad de medidas de probabilidad martingala. Para que el
proceso S sea martingala bajo una medida de probabilidad Q, se requiere
que se cumpla la relacion

Eq[Si+1|F:] = S:, paracadat=0,1,..7 —1;
es decir,

Eq[SouVtttmM+1qP+1| F] = SpuV*mMtdPt, para cadat=0,1,...T — 1.

Se hace la observacion de que con la informacion que se tiene al tiempo t,
los valores que puede tomar S; 1 son Syu, Sym, Sid. Si se denota por q., Gm, G4
a las probabilidades condicionadas a F;, bajo una medida de probabilidad
Q, de que el valor de Sy sea Syu, Sym o S;d, respectivamente, se tiene que
la medida Q debe cumplir:

GuSi + ¢ Sem + qaSyd = S, t=0,1,....,T — 1.
Ademas, las probabilidades condicionales deben satisfacer

QU+Qm+Qd:1~

Las dos condiciones anteriores que debe satisfacer una medida de proba-
bilidad para ser medida martingala plantean un sistema de ecuaciones. Una
forma de presentar las posibles soluciones del sistema es la siguiente:

- —d
g =—— %, (2.44)

uUu—m u—m

u—1 u—d

u—m u—m
max{ 2L 0} < g < =Y (2.46)
X .
m—d’ UWS 7w

Las cotas de ¢4 garantizan que ¢, y ¢,, sean positivas y menores a uno.
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Las cotas entre las que debe encontrarse el valor ¢; son distintas, siempre
que u # m y d # 1, lo cual se satisface desde que se establece d < m < u
en la definicién del modelo. De esta forma, g; puede tomar una infinidad de
valores, dando lugar a una infinidad de soluciones del sistema de ecuaciones
que representan las condiciones para que una medida sea medida martingala.
De esta forma se corrobora que el mercado financiero es incompleto.

Las medidas martingala satisfacen

X €T X
QW) =4, ¢d,*s 1 +a+a3=T
para cualquier estado w € €2 que consista en x; incrementos por el factor u, x5,
modificaciones por el factor m v x3 decrementos por el factor d. En total hay
m trayectorias diferentes que consisten en ese nimero de movimientos
de cada tipo y se considera a cada trayectoria como un estado diferente w.

Maximizaciéon de la utilidad esperada

Se considera un mercado S = (S?, S})L, que consiste en un activo libre de
riesgo y de un solo activo con riesgo, cuyo precio sigue un modelo trinomial.
El mercado es incompleto y si se considera la funcion de utilidad U(z) =
In(x), que satisface las condiciones usuales de regularidad planteadas en el
supuesto 1.2, entonces pueden corroborarse los resultados que se presentan
en el teorema 2.4.

Si se escribe el dominio sobre el que varian las X de la definicion de la
funcion u(x) como

C(r) = {Xr € LY(Q, F,P)|Eq[X7] < 2,VQ € M“(9)},

entonces se puede replantear esta funciéon u como un problema de optimiza-
cion, de la forma

N
maximizar Ep[U(Xr)] = anU(gn)
n=1

N (2.47)
sujeto a Eqm[X7r] = qu‘fn <z, m=1,.. M.
n=1
Su lagrangiano esta dado por
N M N
L(gla "'7£N7 i, "'777]\4) = anln(gn) - Z TIm (Z q:zngn - .73) ) (248)
n=1 m=1 n=1
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equivalente a

N M
L(&1, s &Ny sy o) = Z (ln €n) — ﬁmqn >+Z Nme, (2.49)
n=1 m=1

donde (&1, ...,En) € dom(U)™, (m,...,nu) € RY.

Se denotan y=m + ...+ v, Hm = %7 H= (:ulv JMM) y

M
Q=D Q™
m=1
Se puede escribir el lagrangiano como

L(fla ~-~7£Nay7 an (ZTL gn —Yy— §n> +yl', (250)

que es una expresion analoga a la que se tiene en el caso completo.

Para plantear el problema dual se define la funcién

U(y,Q) = SUP L&, én,y, Q). (2-51)

§1,08N

La minimizacion de ¥(y, Q) se hace en dos pasos. Del teorema se tiene
que existe una unica medida martingala Q que la minimiza para una y fija,
de tal forma que

Por lo que al determinar Q se llega a una expresion de ¥ analoga a la
que se tiene en el caso completo.

De esta forma se obtienen

~ 1 A Pn
Yy Sn =T
x dn

Esto indica que el valor del portafolio al tiempo T, siguiendo la estrategia
que optimiza la utilidad esperada para una riqueza inicial x, estad dado por
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Xr= x%. T es un horizonte de tiempo finito, lo que indica que pueden ob-
tenerse expresiones similares para el valor 6ptimo del portafolio en cualquier

tiempo t =1, ...,T.

Estrategia 6ptima

En el modelo existen 3! trayectorias distintas que puede seguir el precio del
activo con riesgo hasta un tiempo ¢t. Cada una consiste en ny incrementos por
el factor u, ny modificaciones por el factor m y ns decrementos por el factor
d, de tal forma que ny + no + n3 = t. A cada uno de los valores distintos que
se pueden alcanzar al tiempo t se puede llegar mediante m trayectorias,
por lo que, sin pérdida de generalidad, se puede denotar por w,,, n, n, al evento
que consiste en ny, ny, ng variaciones por los factores u, m, d respectivamente;
sin distincion de la trayectoria por la que se haya llegado a ese valor. Sean
Dy namait Y Qnyna.ns:t 128 TEspectivas probabilidades de este evento con respecto
a las medidas P y Q, entonces se puede expresar el valor 6ptimo del portafolio
al tiempo t por

Xy (W mpimy) = Tomumznst (2.52)

Qny nansit

De forma analoga al caso del modelo binomial, al denotar por H =
(HY, H)I_, al proceso que representa la estrategia de inversion 6ptima, se
tienen las expresiones:

X, = H?+ H!S], (2.53)
Xy = HY + H!S} . (2.54)

Para poder obtener una expresion de la estrategia H en términos de los
parametros conocidos u, m, d, py, Pm, Pa; se utiliza (2.53) y se expresa (2.54)
en términos de S}. Este procedimiento se considera en 3 distintos casos,
determinados por los posibles valores que puede tener SI}Jrl en términos de
S}. De forma similar a como se present6 en el modelo binomial, los 3 casos
llegan a la misma determinaciéon de la estrategia, por lo que se presenta aqui
solamente uno de los casos.

Caso S/, , = dS} :
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De (2.52) se tiene

> Pri+1,na,ns5t+1 Pnynansit Pd 5 Pd
Xt+1(wn1+17n2,n3) =T =T P Xt(wnhm,na)
Ani+1,n2,n3;t+1 Qny,na,ns;t 4d

(2.55)

Al considerar (2.53), (2.54), (2.55) y el hecho que S}, = dS}, se obtiene

ﬁ?(wm,nz,ns) + ((EM - [:I?(wm,nzmg)) d= xM@ (2'56)

Qny,na,ns;t Qny,na,msit 4d

De donde finalmente se llega a la expresion

2 Pnynonast Dd 1
(@ ) = Pzt (T —d) . 2.57
t ( 1,12, 3) qn17n27n3;t qd 1 _ d ( )

Se hacen dos observaciones de esta tltima expresion. La primera es que
el factor xW es el valor 6ptimo del portafolio al tiempo ¢, por lo que el
factor restanlt’ez’cgrresponde a la proporcién de la riqueza que debe asignarse
al activo libre de riesgo para ser mantenida hasta el tiempo ¢+ 1. La segunda

observacion es que esta proporcion no depende del tiempo.

Por lo tanto, el monto que debe asignarse al activo con riesgo es

2 Pninans;it DPd 1
HSHwn, none ) = pemli2nse {1 — (—A — ) —} . 2.58
t t( 1,m2, 5) Gy g st Ga 1—d ( )

Muestra con valores determinados

Se considera que el activo con riesgo tiene un precio inicial de S? = 10. Los
factores de cambio son u = %, m = %, d= g con probabilidades respectivas
Py = %, D = %, Pd = %. Si se consideran T' = 2 periodos, por (2.44), (2.45),

(2.46), las medidas de probabilidad martingala deben satisfacer

1 +qq 2 —4qq 1
= 'm — s 5" 2.
T ¢ 3 O<qd<2 (2.59)

Qu

En este caso, la medida Q que minimiza (2.51) tiene g4 tal que minimiza
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oo (2) = () (i)

LB (950 N\, 9, (9100

Se minimiza en

V61 — 1

= 2.60
4d 20 ( )
Por lo tanto, la medida martingala 6éptima es
A 19+ v61 11 — /61 V61 —1
Q= 2 Vvo , , (2.61)
60 15 20

Con esta medida de probabilidad y la expresion obtenida en (2.57) se
pueden obtener las proporciones de la riqueza que deben asignarse a los
activos en cada periodo de tiempo. La porcion que debe asignarse al activo
libre de riesgo es aproximadamente 0.702562419, mientras que la porcién
para el activo con riesgo es aproximadamente 0.297437581.

En el siguiente esquema se muestran las diferentes trayectorias y las
asignaciones de riqueza a cada activo si se considera una riqueza inicial de
x = 100.
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H}  78.6149806
H}S} 46.5955318

HY  70.2562419-»78.6149806 H]  78.6149806
HiS}! 41.6412613-%»33.2825227 H35; 26.6260181

H)  78.6149806
H}S; 19.9695136

H)  66.0768726
H3S} 39.1641261

H)  66.0768726
H3S3 22.3795006

HY  70.2562419 H{  70.2562419-»66.0768726
HYSE 207437581\ HLS! 23.7950065-%27.9743758

H)  66.0768726
H1S} 16.7846255

H)  61.8975032
H1S} 36.6869909

HY  70.2562419-»61.8975032 H)  61.8975032
1

H1S} 17.8462549-»26.2049935 H}S3 20.9639948

\
/
\
/

H}  61.8975032
H}S} 15.7229961

Al seguir esta estrategia, la riqueza terminal esperada es E[Xz] ~ 102.3936557,
con una utilidad terminal esperada E[U(X,)] ~ 4.617. Si se considera, por
ejemplo, la estrategia de mayor riesgo, en la que se invierte toda la riqueza en
el activo con riesgo durante ambos periodos, se obtiene una riqueza terminal
esperada de E[X;] = 108.16, que es mayor a la de la estrategia 6ptima, pero
con una utilidad terminal esperada E[U(X,)] ~ 4.54589, la cual es menor a
la que se obtiene con la estrategia 6ptima.
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Capitulo 3

Modelos en espacios de
probabilidad infinitos

La generalizacion de los resultados previos hacia espacios de probabilidad
de dimensi6n infinita implica un mayor desarrollo tedrico para poder solven-
tar las nuevas dificultades que se presentan. Por ejemplo, el hecho de que
los espacios L°(Q, F, P), L'(Q, F,P) y L>=(Q, F,P) ya no son isomorfos. Su
estudio se justifica por la mayor cercania que existe de estos modelos con
los mercados financieros reales, en los cuales los posibles estados del mundo
son infinitos, determinando los infinitos posibles precios que pueden tener los
activos involucrados.

La descripcion general de los modelos contempla un espacio de proba-
bilidad filtrado (2, F, (F;)o<i<t, P), en donde Q es un conjunto infinito. El
mercado consta de d + 1 activos financieros, d de los cuales son activos con
riesgo y uno es libre de riesgo. El proceso S correspondiente a los precios
de los d activos riesgosos es una semimartingala con respecto a este espacio
filtrado con horizonte de tiempo finito 7'.

Existen dos complicaciones importantes que se deben tratar para poder
obtener resultados analogos a los obtenidos en el capitulo anterior, ahora para
el marco de un espacio de probabilidad de dimension infinita. El primero es
que, en general, la funciéon u(z) no satisface los supuestos de ser creciente,
estrictamente concava, continuamente diferenciable, u/(0) = oo, u'(c0) = 0.
Y la solucién 6ptima X, de la definicion de la funcion u(z), no existe. El
concepto clave para que se cumplan estas caracteristicas es una condicion

61



CAPITULO 3. MODELOS EN ESPACIOS DE PROBABILIDAD
INFINITOS

de regularidad en la funciéon de utilidad U, llamada elasticidad asintotica
razonable. El segundo tema es que se debe hacer una eleccién adecuada de
los conjuntos en los que X7 v Q pueden variar para obtener la optimizacion.
La eleccion de estos conjuntos es diferente para cada caso del supuesto 1,
es decir, para el caso 1, en el que dom(U) = R,, y para el caso 2, donde
dom(U) = R.

3.1. Caso 1. dom(U) =R,

3.1.1. Elasticidad asintdtica razonable

El primer concepto que se debe considerar para mantener los resultados
obtenidos es la elasticidad de la funcién de utilidad, la cual esta dada por
el cociente de la utilidad marginal U’(x) y la utilidad promedio U(x)/z. El
interés estd en su comportamiento asintoético, al hacer a x tender a infinito.
Que la utilidad marginal se aproxime a la utilidad promedio conforme x
tiende a infinito quiere decir que, para un agente econdémico cuya utilidad
estd modelada por la funcion U, el incremento de utilidad al variar de z
a x + 1, cuando z es grande, es aproximadamente igual al promedio del
incremento de utilidad al cambiar la riqueza de n a n + 1, donde n corre de
1,...,2 — 1. La utilidad marginal deberia ser substancialmente menor que la
utilidad promedio, por lo que a una funcién en la que se hacen arbitrariamente
cercanos se designa como no razonable, lo cual lleva a la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Sea U una funcién de utilidad que satisface el supuestol,
se dice que tiene elasticidad asintdtica razonable si

zU'(z)
FA,  (U)=Ilimsu <1

El siguiente lema muestra que para una funcién de utilidad céoncava se
cumple EA, (U) < 1.

Lema 2. Sea U una funcidon real-valuada, diferenciable, creciente, estricta-
mente concava; su elasticidad asintdotica (EA(U)) satisface

(i) U(co) = 0o & EA(U) € [0, 1],
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3.1. CASO 1. DOM(U) =R,

(17) 0<U(oo) <00« EA(U) =0,

(17i) —o0 < U(o0) <0< FEA(U) € [—00,0].
Donde U(oo) = lim, o U(2).

Demostracion. (i) Por la monotonicidad y la positividad de U’ se tiene
0<zU'(x)=(z—10)U'"(2)+U'(z) <[U(x)—UQ)|+U'(1). (3.1)
Por lo que para U(oo) = oo se cumple

) xU'(z) ., U(x)-=U(1)+U'(1)
0 < limsu < limsu
=l Uy NP U()

1. (32

(#7) Para cualquier zo > 0,
lim sup zU’(x) = lim sup(z — z0)U'(z) < limsup(U(z) — U(zy)). (3.3)
T—r00 T—r00 T—r00
Como U(o0) < oo, para cualquier € > 0 se puede elegir zy tal que
limsup U(x) — U(zo) < . (3.4)

T—r00

(i7i) De U(oco) < 0 se sigue que U(z) < 0 Va € Ry, por lo tanto

zU’ ()
Ty < 0 VreR,. ]

Existe una relacion entre el comportamiento asintotico de la elasticidad
de la funciéon de utilidad y el comportamiento asintotico de la aversion al
"
riesgo relativa, correspondiente a la misma funcion U, dada por -2 &)

UG
zU"(x)

lfm (-

mggz( U'<x>)’

entonces se puede aplicar la regla de L’'Hopital para obtener
/! / " "
i 2@ g, U@ U)o (C2U @)
T—00 U(m) T—00 U’(m) T—00 U’(IL’)

Si existe el limite

Esta relacion indica, siempre que el limite exista, que la elasticidad asin-
totica de U es estrictamente menor que uno si la aversion al riesgo relativa
asintotica es estrictamente positiva.
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3.1.2. Eleccién de los conjuntos para Xy Q

De forma andloga al teorema 2.18, en el modelo general de un espacio de
probabilidad infinito, se requiere plantear el problema de optimizaciéon y su
lagrangiano para resolverlo a través del problema dual. Para poder encontrar
el punto silla de este lagrangiano se requiere hacer uso del teorema minimax
en version infinito-dimensional. En [Sc 03], Schachermayer lo presenta de la
siguiente forma.

Teorema 3.2. Sean (€, F) espacios vectoriales localmente convezos en dua-
lidad de separacion, C C £, D C F un par de subconjuntos convezos y L(x,y)
una funcion definida sobre C' X D, concava en la primera entrada y convexa
en la sequnda. St uno de los conjuntos es compacto y el otro es completo,
entonces existe un punto silla (é, n) € C x D tal que

L(€,7) = sup inf L ,m) = inf sup L(&,n).
(&) up fnf (§,n) = inf up (&;m)

Para este problema, el planteamiento infinito dimensional el lagrangiano
esta dado por

L¥(Xr, Q) = BolU(X2)] ~ y(Ba[Xr — ) = BolU(Xr) —y 02Xy + yo.
(3.5)

En principio, X7 se encuentra en las funciones no negativas Fp-medibles
y Q en el conjunto de medidas martingala absolutamente continuas respecto

aP, M*(9).

Se observa que inf,~ qema(s) L™Y(Xr, Q) > —oo si y solo si Eq[X7] <
x YQ € M*(S). Asi como en el teorema 2.15 del caso finito, se puede
verificar que una variable no negativa X, satisface esta tltima condicién si
y solo si existe una estrategia admisible H tal que Xo <z + (H - 5)7.

Este resultado corresponde al teorema de supercobertura, que se demues-
tra en [KaQu 95] y que se generaliza para modelos semimartingala localmente
acotados y no acotados en [DeSc 94| y [DeSc 98], respectivamente.

Por lo tanto, se puede definir

C(x) ={Xre LS (Q,Fr,P): Xr <z+(H-S)r, Hadmisible}

={Xre LE)‘_(Q,,F@P) Eq[X7] <z VQ e MYS)}. (3.6)
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Por otra parte, se denota por D a la envolvente solida, convexa, cerrada
de M*(S) en L% (P) para poder usar el siguiente lema.

Lema 3. Sea A un subconjunto acotado, convezo, cerrado de LY (2, F, P).
Entonces para cualquier sucesion (h,)5e, € A existe una sucesion de com-
binaciones converas k, € conv(hy,, hypy1,...) que converge casi sequramente a
una funcion k € A.

Por lo tanto, al pasar de combinaciones convexas de sucesiones de opti-
mizacion (f,)02, en C,y (¢,)22, en D, se pueden encontrar limites en C y D
con respecto a convergencia casi segura. De esta forma, se tiene que

D= {YT € LY, Fr.P) : existe (Q,);2, € M*(S), ¥y < lim &} |

n—oo dP
(3.7)
Con estas definiciones se pueden garantizar dos equivalencias:
Xr €C(z) & Ep[XrYr] <1, VYr €D, (3.8)
Yr € D Ep[XrYr] <1, VXreC(x). (3.9)

Esta relacién es importante ya que en general el punto silla (XT,Q)
del lagrangiano no satisface que Q sea medida de probabilidad, solamente

satisface B [%} < 1, pero % siempre se encuentra en D.

Se observa entonces que C(x) y D son subconjuntos acotados, convexos
y cerrados de LSJF(P) y por el lema 3 se tiene una metodologia para encon-
trar limites puntuales usando combinaciones convexas, que se usa como un
sustituto de la compacidad.

Finalmente, se observa que C(z) y D son subconjuntos de LY (P). Por lo
que se puede utilizar el teorema minimax para encontrar el punto silla del

lagrangiano.

Bajo estas condiciones es posible plantear la generalizacion del teorema
2.18 para el caso 1.
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Teorema 3.3. (Q infinito, mercado incompleto, dom(U) =R,).

Sea S = (St)o<t<r un mercado financiero definido sobre un espacio de
probabilidad infinito filtrado (0, F, (Ft)o<i<r, P), sea U una funcion de uti-
lidad que satisface el supuesto 1 caso 1 y que tiene elasticidad asintotica
razonable. Si se denota por u(z) y v(z) a las funciones de valor

u(x) = ngg)( )E[U(XT)], z € dom(U), (3.10)
v(y) = }}’Tnepr[V(YT)], y > 0. (3.11)

Entonces:

(1) Las funciones u(x) y v(y) son conjugadas, continuamente
diferenciables, estrictamente concava la primera y convezra la sequnda en
(0,00) y satisfacen.

(i) Los optimizadores Xp(x) y Yr(z) de las funciones u y v eziste, son
iunicos y satisfacen

A~ ~ ~

Xr(z) = 1(Yr(y), Yr(y) = U'(Xz(@)),
donde x € dom(U), y > 0 se relacionan via u'(x) =y o, equivalentemente,
v =—v/(y).
(1ii) Se cumplen las siguientes formulas para u' y v':

Xr(2)U'(Xr(2))

u'(z) = Ep

] , V(y)=Ep

3.2. Caso 2: dom(U) =R

3.2.1. Elasticidad asintdtica razonable

Debido al cambio en el dominio de la funcién de utilidad, en este caso
se debe contemplar también el comportamiento asintético de la elasticidad
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cuando zx tiende a -oo, por lo que la definicion de elasticidad asintética razo-
nable contempla una condicién extra.

Definiciéon 3.4. Sea U una funcidn de utilidad que satisface el supuestol,
se dice que tiene elasticidad asintotica razonable st

/ !/
EA,(U) = limsup V(@) <1l y FEA_ (U)=liminf V(@) > 1.

T—00 U(ZL‘) T——00 u(;p)

Schachermayer muestra en [Sc 01| que esta condicion es necesaria y sufi-

ciente para la existencia del optimizador de la inversion para el caso dom(U) =
R.

3.2.2. Eleccién de los conjuntos para X7y Q

En esta seccién se debe asumir que la semimartingala S es localmente
acotada, ya que el caso de procesos no acotados localmente atin requiere mas
estudio.

Se mantiene la definicion de la funcion de valor

u(x) = ZggE[x +(H-S)7r]. z€R, (3.12)

donde H es el conjunto de estrategias admisibles, es decir, de estrategias
H tales que el proceso ((H - 5)t)o<t<r esta acotado por debajo. Esto con la
finalidad de excluir estrategias duplicantes y esquemas similares.

En general, la soluciéon 6ptima no es uniformemente acotada por debajo,
tipicamente con un minimo igual a —oc.

Para abordar este problema, para una funcion de utilidad U : R — R, se
definen los conjuntos

Cl(z) = {Gr € L°(Q, Fr,P) : 3H admisible tal que Gy <z + (H-S)r y

E[U(Gy)] < oo}
CU<.I') = {XT € LO(Q,JT"T,P;RU {+OO}) : U(XT) esta en la
LY(P)-cerradura de {U(Gr) : Gp € Ci(x)}}.
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Con lo que se replantea el problema (3.12) como

u(z) = sup E[U(X7)], ze€R (3.13)

XTECU(.Z’)

Las definiciones (3.12) y (3.13), de la funcion de valor u(z) coinciden,
debido a la forma en que se define Cyy(z). Al hacer el cambio de definicion se
obtiene una ventaja en la oportunidad de encontrar el maximizador para la
funcion.

En este caso, el dominio para el problema dual es M“(S), sobre el cual
siempre se encuentra el optimizador dual. Este hecho se prueba en [BF00].

Con estas consideraciones sobre los dominios de los problemas primal y
dual, se formula el resultado principal de esta seccion.

Teorema 3.5. (2 infinito, mercado incompleto, dom(U) = R).

Sea S = (St)o<t<r un mercado financiero definido sobre un espacio de
probabilidad infinito filtrado (0, F, (Ft)o<i<t, P), sea U una funcion de uti-
lidad que satisface el supuesto 1 caso 2 y que tiene elasticidad asintdtica
razonable. Si se denota por u(z) y v(z) a las funciones de valor

u(z) = sup E[U(Xr)], =z € dom(U), (3.14)
XreCy(x)
d

Entonces:

(1)  Las funciones u(x) y v(y) son conjugadas, continuamente
diferenciables, estrictamente concava la primera y convezra la sequnda en
(0,00) y satisfacen.

u'(—00) = —=v'(0) =v'(00) = 00, u'(00) =0.

(17)  Los optimizadores XT(m) y Q(y) de las funciones u y v existen, son
unicos y satisfacen

Xr() =1 (y%(ﬁ”) T )
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donde x € dom(U), y > 0 se relacionan via u'(x) =y o, equivalentemente,
v = —v'(y).

(7i1) Se cumplen las siguientes formulas para v’ y v':

(%)

dQ(y) ,, [ dQ(y)
v=ap " (y P )

' (z) = Ep[U'(Xr(2))], v'(y) = Eq

b

v (2) = Bp X (2)U' (X ()], 9o/(y) = Ee

3.3. Estrategia 6ptima

Los resultados previos muestran la forma en que se puede obtener la
riqueza terminal que maximiza la utilidad esperada. Un siguiente paso es
encontrar la estrategia de inversion mediante la cual se obtiene dicha riqueza
terminal. Los teoremas anteriores se prueban para mercados generales, en
esta seccion se presenta un enfoque para encontrar la estrategia de inversion
o6ptima para modelos de mercados financieros definidos sobre espacios de
probabilidad filtrados de la forma (2, F, (F;)o<t<r, P), donde la filtracion
F = (F)o<t<r es generada por un P-proceso de Wiener d-dimensional W.

El mercado financiero que se contempla consta de d activos con riesgo,
cuyos precios estan modelados por los procesos S?, ..., 5% y un activo libre
de riesgo, modelado por el proceso de precio S°.

Para obtener la estrategia de inversion 6ptima mediante este enfoque, se
consideran las dindmicas de los procesos de precio de los activos, las cuales
estan dadas por las ecuaciones

dS; = piSidt + SiojdW,, i=1,...d. (3.16)

Donde u', ..., u¢ son procesos F-adaptados que modelan la tasa de retorno de
cada activo con riesgo y o', ..., 0% son procesos d-dimensionales, F-adaptados
que modelan la volatilidad de los precios de los activos con riesgo.

Por su parte, el proceso de precio del activo libre de riesgo tiene dinamica
dada por la ecuacion

dS? = rSYdt, (3.17)
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donde la tasa r se asume constante.

La dinamica de los precios se puede expresar con notaciéon matricial como

dSt = D(St)/,btdt + D(St)O'tth, (318)
donde D(S;) denota a la matriz diagonal de d x d con los procesos S, ..., 54
en la diagonal, p; es un vector columna cuyas entradas corresponden a los
procesos !, ..., u? v o, denota a la matriz cuyas filas son los procesos vector

ol, ..., ol

Con el objetivo de obtener resultados explicitos en la busqueda de una
estrategia mediante la cual se llegue a la riqueza terminal que maximice la
utilidad esperada, usualmente se requiere suponer que el mercado es com-
pleto. Se asume entonces que la matriz de volatilidad o; es no singular para
toda t, de tal forma que el modelo descrito previamente es completo.

La derivada de Radon-Nikodym de Q con respecto de P es una variable
aleatoria integrable no negativa en Fp, que se puede denotar por Zr. Se
cumple entonces en Fr que Q << P, es decir, que Q es absolutamente
continua respecto de P y, por lo tanto, también lo es en F; para cualquier ¢ <
T. Entonces, por el teorema de Radon-Nikodym, existe un proceso {Z;;0 <
t < T} definido por

dQ

A este proceso Z se le conoce como proceso de verosimilitud para la
transformacion de medida de P a Q. Una observaciéon importante es que el
proceso Z es martingala con respecto a la medida P y la filtracion (F)o<i<7-

Con esta nueva notacion, se puede expresar al optimizador de la riqueza
terminal que maximiza la utilidad esperada por

~

Xr = I(yZr). (3.19)

Ademas, de la dinamica del proceso de precios (3.16) y el teorema de
Girsanov, se puede encontrar la dindmica del proceso Z, dada por

dZy = {o; ' (r — )} dW,

2
Zy =1, (3:20)

70



3.3. ESTRATEGIA OPTIMA

en donde ' denota la transpuesta y r denota al vector columna de dimension
d con el valor r en cada entrada. De donde se obtiene la férmula

z=eo{ [lo = praw. -3 [lo - wrash. o

Si se denota por Hy, = (H}, ..., HY) al vector de pesos relativos del porta-
folio, es decir, en el que cada H} representa la porcion del valor del portafolio
al tiempo t que se encuentra invertido en el activo 7, entonces la dindmica
del proceso de valor del portafolio estd dada por

dXt = Xthutdt—l—Xt(l — Ht].)?"dt—FXthO'tth, (322)

donde 1 € R? se compone de 1 en cada entrada. Entonces, si se considera el
proceso de valor descontado

X;‘—S—?

=e "X, (3.23)
entonces X* es una Q-martingala y de la formula de Ito, se tiene

De aqui es importante observar que la parte de la difusién se mantiene inva-
riante bajo transformaciones de Girsanov, por lo que la Q-dinamica de X*

€S
dX; = X} HyodWR, (3.25)

donde WQ = (WtQ){ogth} es un Q-proceso de Wiener.

Si se retoma la expresion (3.19), se puede definir al proceso X* por

X} = Eqle ™" X1|F). (3.26)

Dado que X* es una Q-martingala, se sigue del teorema de representacion
de martingalas que tiene dinamica

dX} = hyd W2, (3.27)

para algin proceso adaptado h.

De (3.25) y (3.27) se puede encontrar la estrategia H que genera la riqueza
terminal 6ptima Xy, al resolver la ecuacion

X:Htgt = ht' (328)
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Debido al supuesto de que o, es invertible, se puede obtener el proceso
vector de los pesos 6ptimos del portafolio

A 1 _
Ht = AX—,t*htO-t 1. (329)

De esta forma se puede encontrar la estrategia 6ptima H. Sin embargo,
esta forma no es explicita ain, ya que depende del proceso h; dado por el
teorema de representacion de martingalas, el cual es un teorema de existencia,
pero no indica cudl es su forma. Para obtener expresiones explicitas se toman
en cuenta los supuestos particulares de cada modelo.

3.4. Ejemplos

Ejemplo de mercado completo con ? infinito (Modelo Black-
Scholes)

Para ejemplificar los mercados completos sobre espacios de probabilidad
con dimension infinita se presenta una version simplificada del modelo Black
Scholes, conocido como modelo Black-Scholes estandar, compuesto de dos
activos financieros. Uno de ellos es un activo libre de riesgo y el otro un activo
riesgoso. El modelo se determina mediante las dindmicas de los procesos
correspondientes a los precios de ambos activos.

Definicion del modelo

Sean (2, F, (Fi)o<t<r, P) un espacio de probabilidad filtrado de dimen-
sion infinita y W = (W})o<i<r un P—proceso de Wiener, con F la filtracion
generada por W. Se define el modelo

dSt = ,LLStdt + O'Stth,

450 — 7SVt (3:30)

Donde S = (S)o<i<r es el proceso de precio del activo con riesgo, S =
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(SP)o<t< es el proceso de precio del activo libre de riesgo o cuenta bancaria.

Ausencia de arbitraje y completez del modelo

Se sabe que un modelo de mercado financiero cumple con ausencia de
oportunidad de arbitraje si existe una medida de probabilidad martingala. Si
se considera un espacio de probabilidad (2, F, (F:)o<t<r, P) en un intervalo
[0, T y una variable aleatoria no negativa Zr en Fr con E[Z7] = 1, se puede
definir una nueva medida de probabilidad Q en (€, Fr) por

dQ = ZrdP. (3.31)

Por cémo esté definida, puede observarse que Z7 es la derivada de Radon-
Nikodym de Q con respecto de P en Fr. Esto implica que Q es absoluta-
mente continua con respecto de P en Fr vy, por lo tanto, lo es para cualquier
Fi con t < T. De esta forma, por el teorema de Radon-Nikodym, existe un
proceso Z = (Z;)o<i<r definido por

d
Zt — d—g en .Ft. (332)

Una observacion importante es que el proceso Z es martingala con res-
pecto a la medida P y la filtracion F. Esto se sigue del hecho de que para
0<s<t<T,y para cualquier G € F, se cumple

/G iQ - /G Z.dP, (3.33)

ya que G € F;, C F;. Y por definiciéon de esperanza condicional se tiene que

/ Z,dP — / E[Z,|F.|dP, (3.34)
G G

es decir,

/G dQ = /G E[Z,|F.)dP. (3.35)

/G iQ — /G 7.,dP, (3.36)

para cualquier G € F,. Con lo que se concluye que

Pero también

Z, = E[Z,|F). (3.37)
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Si, de acuerdo con el teorema de representacion de martingalas, se define
el proceso Z = (Z;)o<t<r PO

dZt - etthWta (338)

entonces, por el teorema de Girsanov, se puede determinar al proceso W
por
AW, = 0,dt + dW2, (3.39)

donde W es un Q-proceso de Wiener.

Al tomar (3.39) en la dinamica del precio S, se obtiene

dS; = pSydt + 0Sy(0,dt + dWR) = Sy(p + 06,)dt + S,odW 2. (3.40)

De acuerdo con la Proposicion 10.23 que presenta Bjork en [Bj 09], la
medida de probabilidad Q ~ P es medida martingala si y solo si S tiene
dindmica

dSy = Syrdt + S,odW 2. (3.41)

Por lo tanto, la condicion para que Q sea medida martingala es
r=pu+ob, (3.42)

equivalente a que el proceso 6 del teorema de Girsanov esté dado por

o= telo,1] (3.43)

g

De esta forma se garantiza la existencia de una medida de probabilidad
martingala y, por consiguiente, la ausencia de oportunidad de arbitraje. Adi-
cionalmente, dado que la condicion que debe cumplir una medida equivalente
a P para ser medida martingala esta determinada por una constante, ésta es
unica, por lo que el mercado es completo.

Maximizaciéon de la utilidad esperada

Si se considera el mercado (S?, S;)o<i<r ¥ la funcion de utilidad de po-
tencia U(z) = £,z € (—oo,1) \ {0}, que satisface las condiciones usuales
de regularidad planteadas en el supuesto 1.2, entonces pueden corroborarse

los resultados obtenidos sobre la maximizacién de la utilidad esperada.
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De la funciéon de utilidad se obtiene directamente que

1

U'(z) =2*' vy, por lo tanto, I(y) =ya-1. (3.44)

De acuerdo con los resultados obtenidos, se sabe que las funciones

u(x)= sup B[L], v<y>=E{v (yj—g)] (3.45)

XreC(x) Q

son funciones conjugadas. Ademas, que existe el optimizador
. iQ dQ\ =t

Al retomar la definicion

Vin) = 22£[U(5> —n€], n>0, (3.47)
se obtiene -
V() = n=T— (3.48)

Por lo que la funcién del problema dual estd dada por
dAQ\+*1l-a| l1-a . dQ\ =1
— E — a—1 E —_ . 4
v(y) [(ydP) - ] — [(dP) ] (3.49)

Lo que implica que v'(y) = —E [(%)E} y%l Se sabe que este altimo

valor debe ser igual a —z, por lo que

a—1
x
y = — (3.50)
]
De esta forma se llega a que el optimizador (3.46) es
. x dQ o [
Xr(2) = —F————=— <—) =27, (3.51)
E [(%) a—1:| dP Ay
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donde Ag = E [(%)ﬁ].

Estrategia 6ptima

El optimizador Xr determina el valor del portafolio al tiempo T" que ma-
ximiza la utilidad esperada. Para poder determinar la estrategia que debe
seguirse para obtener este valor terminal, se debe determinar el proceso de
valor optimo X = (Xt)OStST- Se retoma entonces el hecho de que el proceso
de valor 6ptimo X, corresponde al valor descontado de un portafolio autofi-
nanciable y que, por lo tanto, X = (Xt)ogth debe ser una martingala bajo
Q, es decir,

1 €T 1
Ziiﬁl ‘ft‘| = 14—0]3(2[272‘71 |.Ft] (352)

T

0

El teorema de Bayes indica que para una variable aleatoria X sobre un
espacio (92, F,P), tal que X € L'(Q, F, Q) para una medida Q con derivada
de Radon-Nikodym Z = % en F, y para cualquier o-algebra G C F, se
cumple
Ep|Z - X|G]

e

Q- c.s. (3.53)

Entonces, considerando la observacion (3.37) de que Z es una P-martingala,
se puede escribir

1 EplZi - Z
EQ[Z,;fl ‘E] = P[ r Zt T|]:t]7 Q — C.S. (354)

De donde se obtiene la siguiente expresion para el optimizador

Xt:iEP[ZF\}—t]

e e (3.55)

Se busca una reinterpretacion de esta expresion para obtener una similar
a (3.51). Para ello se consideran (3.38) y (3.43) para obtener

az, = L z,aw,, (3.56)

g
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y por la formula de Ito esto lleva a que
t,. 1 [t _ 2
7y = exp {/ ! udWs — —/ (T ,u) ds p . (3.57)
g O 2 Jo o

Por lo que

Za1 :exp{/:(lf‘a) (“;r> dWs+%/OT (“;T)st}. (3.58)

Esta dltima expresion es similar a una derivada de Radon-Nikodym. Si
se define la P-martingala Z° por

e[ (s25) (50w (45 o)

(3.59)

entonces se puede escribir
231 = Zeap {% /OT ¢ _O‘a)z <” - r>2dt} . (3.60)
Con ello se puede reexpresar
Z%exp{%/OT q _O‘a)2 (M;T>2ds} |ft] . (3.61)

Por el teorema de Bayes esto es igual a

emp{%/OT T _O‘a)Q (“;T)st} m] , (3.62)

donde la esperanza Eq integra sobre la medida Q° cuya derivada de Radon-
Nikodym es Z°.

Ep|Z; ' |Fi] = Ep

Z'Eq
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A su vez, lo anterior es igual a

1 [f « p—r\>
Z0 - ds ¢-E
t““"p{2/o (1—a>2( o ) } °

y por (3.60) se llega a que estas expresiones son iguales a

6”’{%[ oy <M;T)2ds} ‘ft] ' (3.64)

o3[t () ]

(3.63)

Z5 By

Si se denota

At:EO

X, = Ll g (3.66)

De esta forma se cuenta con una expresion del proceso 6ptimo del valor
descontado del portafolio, similar a la expresion (3.51) del optimizador al
tiempo T'. Con este proceso de valor descontado del portafolio se determina
la estrategia que se debe seguir para maximizar la esperanza de la riqueza
terminal.

Si se denota por pua v 04 a las partes de la deriva y de la difusion del
proceso A, es decir,

dA; = Ayiadt + Ao 4d W, (3.67)
Con esto y considerando (3.66) y (3.56), se obtiene

a—1

Por otra parte, si se denota por H = (HE, ]f[t)ogth a la estrategia 6ptima,
mediante la cual se llega al valor terminal 6ptimo X7, donde HY es la fraccion
del valor del portafolio al tiempo t que se tiene invertido en el activo libre de
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riesgo y H, 1a correspondiente al activo con riesgo; se tiene que la dindmica
del proceso de valor no descontado del portafolio, X*, estd dada por

dX; = X;Hypdt + X; (1 — Hy)rdt + X; HodW,. (3.69)
De aqui se obtiene que la dindmica del proceso de valor descontado X, =

e X es ) o o
dX, = X, H,(u — r)dt + X, HiodW2. (3.70)

Se toma en cuenta que la parte de la difusién no cambia bajo transforma-
ciones de Girsanov, por lo que al comparar las partes de difusion de (3.68) y
(3.70), se observa que

Ho = (ail) (r;“) +oa. (3.71)

Al ser i1 y o deterministicas, A también lo es, por lo que o4 = 0. Por lo
tanto, la estrategia que se debe seguir para maximizar la utilidad terminal

esperada es
o o r=p r—p
il = (1 e T 1)02) | (3.72)
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Aplicaciéon del modelo con algunos datos

Se considera una riqueza inicial x = 1 que se invierte en un mercado que
consta de dos activos financieros, uno libre de riesgo y uno con riesgo. Para
este ejemplo se toman los precios diarios al cierre de la accion de CEMEX
de enero de 2016 a julio de 2018 para modelar al activo riesgoso. Con los
primeros dos afios y medio de datos (hasta el 4 de julio de 2018) se calcula la
tasa de retorno de la acciéon y su volatilidad. Con los datos que se presentan
en el anexo 1, se toma el promedio y la desviacion estdndar anualizados de
los rendimientos logaritmicos, con lo que se establece

= 0.175288660712637; o = 0.324549669301335. (3.73)

El mercado se complementa con un activo libre de riesgo. Se considera la
tasa de cetes a 28 dias correspondiente al cinco de julio de 2018 r» = 0.0772
como la tasa libre de riesgo y se toma como constante. Esto es debido a
que los datos que se emplean para estimar p y o corresponden a los precios
observados entre el cuatro de enero de 2016 y el cuatro de julio de 2018, y
posteriormente se toma como valor inicial Sy = 13.45 el precio de la accion
al cierre del cinco de julio de 2018 y se toma un horizonte de tiempo de 28
dias naturales, es decir, hasta el 2 de agosto de 2018; lo que corresponde a
20 dias de operacion de la accion (T = 20/252). De esta forma, la expresion
(3.30) del modelo es

dS; = 0.175288660712637.5,dt + 0.324549669301335.S,dW,

3.74
dS? = 0.07725dt, (3:74)

donde W; es un P-proceso de Wiener.

Como en (3.39), por el teorema de Girsanov se tiene
AW, = 0,dt + dW2,

donde W® es un Q-proceso de Wiener y el proceso 6, esta determinado por
(3.43), es decir, por la constante

r—p  0.0772 —0.175288660712637
o 0.324549669301335

0= ~ —0.302230043628745.

Este proceso representa la condicién requerida para que una medida Q
sea una medida de probabilidad martingala y, al estar determinada de forma
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tnica, la medida de probabilidad Q es tnica. Por lo tanto, el modelo es
completo.

La siguiente grafica presenta en color azul los precios observados de la
accion entre el primero de junio de 2018 y el dos de agosto del mismo ano.
Las lineas rojas son trayectorias simuladas que pudo tener el precio a partir
del 5 de julio de acuerdo con el modelo (3.74). La linea segmentada en color
amarillo muestra el precio de la accion contemplando tinicamente la tasa de
retorno y no la parte de la difusion.

Proyecciones del precio de la accién
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Fecha de operacion

El modelo de mercado es a tiempo continuo, sin embargo, se presentan
variaciones con periodicidad de un dia debido a que los datos con los que se
estiman los parametros son precios diarios. En la siguiente grafica se amplia
el nimero de trayectorias simuladas a 10,000, que proporcionan una imagen
mas amplia de los precios que se pueden presentar de acuerdo con el modelo.
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10

Dias de operacion simulados

El grafico anterior presenta el rango en el que se concentran los precios
que puede tomar la acciéon durante el horizonte de tiempo en consideracion,
sin embargo, solamente en las trayectorias mas alejadas de la linea marcada
por la tasa de retorno se puede apreciar que la concentracion disminuye. El
grafico siguiente muestra la distribucién empirica de los precios terminales
de estas trayectorias.
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Distribucion de S_T simulada

0.30
I

0.15
I

0.00
I
|
|

| | | | |
10 12 14 16 18 20

De esta forma se puede apreciar como disminuye la concentracion de los
precios terminales simulados al alejarse del precio terminal que se estima
sin considerar la parte de la difusién del modelo. Este precio se indica con
la linea azul, mientras que la linea verde corresponde al percentil 50 de las
simulaciones. Las lineas rojas indican los percentiles 2.5 y 97.5, es decir, que
el 95% de los precios simulados se encuentra entre 11.3 y 16.2.

Al considerar la funcion de utilidad de potencia, con pardmetro a =
0.06, se cumple con los requerimientos para poder utilizar los resultados

obtenidos en el enfoque dual de la maximizaciéon de utilidad. Entonces la
riqueza terminal que optimiza la utilidad esperada es

CE (@)ail _ AiozTall_ (3.75)

Donde la variable aleatoria Z7 esta dada por (3.21), es decir,

T _ 1 T _ 2 92
ZT:wm{/ ! %mg——/“ ! ﬂ’@ :aw{mmhﬂLiT}
0 o 2 Jo o 2
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De (3.75) y Ay = E [ZF] se puede calcular el valor esperado 6ptimo
para la funcion de utilidad de potencia, obteniendo

B{U(Xr(x)] = Z A} (3.76)

Considerando (3.60) se puede obtener

o3 i) o)

Por lo que, con los valores dados,

E[U(Xr(z))] = 16.6705232002231 (3.77)

Lo que quiere decir que un inversionista cuyas preferencias ante el riesgo y
rendimiento se modelan por la funcion de utilidad U(z) = %, al invertir una
riqueza inicial z = 1 en el mercado (3.74) con precios iniciales S§ = 10, Sy =
13.45 y tasa libre de riesgo r = 0.0772 a un horizonte de tiempo T' = 20/252;
tiene como utilidad esperada maxima E[U(X7)] ~ 16.6705232002231, al se-
guir la estrategia de inversion (3.72), que consiste en mantener durante todo
el lapso la misma composiciéon del portafolio, que asigna al activo libre de
riesgo (bono) y al activo con riesgo (accion CEMEX) las proporciones

A

r— r—
H=(1-
( (a—1)o?" (a — 1)0?

) ~ (0.00933091781775874, 0.990660082182241).
(3.78)

Ejemplo de mercado incompleto con 2 infinito (Modelo
con volatilidad estocastica.)

El modelo Black-Scholes que se present6 en el ejemplo anterior fue am-
pliamente usado en los mercados financieros reales durante més de una dé-
cada de forma satisfactoria, hasta que se presenté una caida importante en
el indice Dow Jones en 1987. Una de las causas principales de este suce-
so es que el modelo asume una volatilidad constante, lo cual no se asemeja
a la realidad. Esto dio lugar al desarrollo de nuevos tipos de modelos que
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consideran parametros estocésticos, o que dependen de factores econémicos
externos aleatorios. Al considerar procesos estocasticos para modelar para-
metros como la tasa de interés, la tasa de retorno o la volatilidad; se obtienen
generalizaciones del modelo Black-Scholes que tratan de modelar de forma
més precisa el precio de algiin activo financiero, siendo el modelo Heston uno
de los mas importantes.

Definiciéon del modelo

Castaneda y Hernandez [CaHer 05| resuelven un problema de inversion-
consumo 6ptimo para un modelo que es una generalizacion del de Black-
Scholes, en el que los coeficientes de la difusion que modela el precio del
activo con riesgo dependen de factores econémicos estocésticos. Se presenta
aqui una simplificacién de este problema, al considerar los coeficientes de
forma determinista, exceptuando la volatilidad, y se limita el problema a
uno de inversiéon tnicamente.

El mercado se compone de un activo libre de riesgo o cuenta bancaria, un
activo con riesgo y un factor econémico externo correlacionado que afecta a la
volatilidad del modelo. Sea (Wy;, Wo,) un P-proceso de Wiener bidimensio-
nal, definido sobre un espacio de probabilidad filtrado (2, Fr, (Ft)o<t<r, P).
Donde la filtracién que se muestra en el espacio es el aumento de la filtracién
(.E(W“’Wm))ogtgp El proceso que modela el precio del activo libre de riesgo
estéa dado por SP = €. La dinamica del precio no descontado del activo con

riesgo esta dada por
dSt = St[,udt + J(Yt)qu}, SO =1. (379)

Con o € C*(R) acotada, con primera y segunda derivada acotadas, y o(-) >
09, para alguna constante oy > 0. La dindmica del factor externo Y; esti
modelada por

dY, = g(Y,)dt + pdWy, + edWeoy, Yo =1y € R, (3.80)

con |p| < l,e =+/1—p%B#0yg(-) € CYR) con ¢'(-) acotada. El para-
metro p es el coeficiente de correlacion entre el proceso de Wiener W, y el
proceso de Wiener del factor externo W = pW; + eWs.

Sea m; el monto de capital que se mantiene en el activo con riesgo, la
dindmica del proceso de la riqueza del inversionista esta dada por
Xy —

dX, = o dS) + TS, Xo=x > 0. (3.81)
t t
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El proceso de riqueza asociado al proceso del monto 7; es la solucién de
la ecuacion integral

t t
X =z+ / [rXT 4+ (u—r)mslds + / 750 (Ys)dWis. (3.82)
0 0

El proceso m; determina una estrategia de inversion, denotada por 7. Se
dice que esta estrategia es admisible si X" > 0. Al conjunto de estrategias
admisibles se le denota por H(x,y).

Ausencia de arbitraje y completez del modelo

Se define la funcion 6 : R — R por

O(y) = ‘;(_y)r y€R. (3.83)

Se denota por M al conjunto de procesos progresivamente medibles (1;)o<t<r
tales que E fOT vidu < oo y la martingala local dada por

7" = enp {— /0 Y)Wy + vd W] — % /O ) + zﬂ]du} (3.84)

es una martingala Vy € R.
Entonces, para cada v € M se puede definir una medida de probabilidad

Q" sobre (2, Fr) por
dQ" = ZIdP. (3.85)

Se observa que Q" ~ Py 7V = dQ"/dP|z,, paratodar € Myt € [0,T].
Ademas, bajo la medida Q" el proceso bidimensional {(W},, W) }o<i<r
t t
Wy, =Wy + / (Y, )du y Wy, =Wy + / Vydu, (3.86)

0 0

es un proceso de Wiener, y se pueden escribir las dindmicas de los procesos
Y, v Z; como

Y, = [g(Yi) — pO(y;) — evi]dt + pdW7, + edWs,, (3.87)
dz! = ZY([0*(Y;) + vi]dt — 0(Y,)dWY, — v, dW,). (3.88)
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El proceso descontado del precio satisface

d {St} St (Y,)dW?,. (3.89)

I

Lo que implica que el proceso % es una Q"-martingala y por lo tanto M C
t

Me={Q:Q ~ P yS/SYes una Q-martingala Vy € R}, en el sentido
que Q" € M¢ VYve M.

El proceso descontado de la riqueza satisface
X7T
d|Zh] = Zo(V)awy, w e H(x,y). (3.90)
S S
Por lo que el proceso descontado X7/ S} es una Q”-martingala local continua
no negativa.

Maximizaciéon de la utilidad esperada

El problema del inversionista es

maximizar E[U(X])], sobre 7w € H(x,y). (3.91)

Por el Lema 2.2 de [CaHer 05] se puede escribir el problema del inversio-
nista original como un problema de optimizacién convexa, considerado como
el problema primal, descrito por

maximizar E[U(X7)]

sujeto a sup Eqv

[XT] | (3.92)

Para resolverlo se plantea el lagrangiano, dado por

¥ X
L (Xr,v) = BU(Xp)) - ABq | ok |+ 20 = B |U(Xp) — \SX 2T | 4 g,
S dP S0
(3.93)
El funcional dual es
Y(\v)= sup L*NXp,v), (3.94)

XrelC(x)
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donde C(z) = {Xr € L°(Q, Fr,P) : Eqv[Xr] <2 WYv e M}.

Con la funciéon conjugada de U

V(n) = sup[U(&) — né], (3.95)

€0

se puede reescribir el funcional dual como

Y(\) = E [v (Si%%)} o (3.96)

El problema dual consiste en

minimizar ¥()\,v) sobre A > 0,v € M. (3.97)

Al considerar la funcion de utilidad U(z) = In(z), se cumple con las
condiciones usuales de regularidad del supuesto 1, caso 1. También satisface
la elasticidad asintotica razonable (3.1), ya que EA .. (U) = 0. Por lo que este
modelo, con esta funcion de utilidad, cumple con las hipotesis del Teorema
3.3. Por lo tanto, el optimizador del problema primal esta dado por

Xp =1 (idQﬁ> | (3.98)

SY dP
donde (5\, ) es la solucion 6ptima del problema dual.
Para la funcion de utilidad logaritmica, la funcion conjugada (3.95) esta

dada por V(n) = —in(n) — 1. Por lo que el funcional dual (3.96) se puede
reescribir como

s xe- 1o ($) ()] e

Al considerar (3.85) y (3.84), se obtiene

U\ v)=Ar—1+In (ST%) + %E [/OTW(YU) + VQ]du} : (3.100)

Por lo tanto, el funcional dual se minimiza para v en 7 = 0, indepen-
dientemente de A, y ¥(\,7) se minimiza en \ = %; es decir, la solucion del
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problema dual se alcanza en

(\,0) = (%o) : (3.101)

De esta forma se obtiene que el optimizador (3.98) del problema primal

. g0
Xr = a2t (3.102)
ZT

Estrategia 6ptima

Para obtener la estrategia de inversion 7; mediante la cual se alcanza
la riqueza terminal Xr que maximiza la utilidad esperada, se obtiene la
dinamica dX, para poder compararla con (3.90). Para ello, primero se debe
obtener el proceso de riqueza 6ptimo X,.

Usando el teorema de Bayes y el hecho de que el proceso Z¥ es (F,P)-
martingala, se obtiene

X, E(Z)'Z\F)

L = —. 3.103
S EAIE 7 (3-10)
La dinamica del proceso 6ptimo de riqueza es
: St 0

Por (3.88), se tiene
- S_? 0 __ p2 e 1 0 _ p2 1
AX, = 25 (O(AWY, — 0(Yo)de) = X0V AW, — (Y)dr).  (3.105)
t
Se toma en cuenta que la parte de la difusiéon no cambia bajo transfor-

maciones de Girsanov, por lo que al comparar la parte de la difusion de esta
expresion de la dinamica del proceso de riqueza con (3.90), se observa que

frtG(Yt)dWﬂ = Xﬂ(ﬁ)dwﬂ, (3.106)
es decir,
Y s
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Conclusiones

El enfoque expuesto en el presente trabajo para la maximizacion de uti-
lidad de portafolios de inversiéon estd basado en la posibilidad de plantear el
problema del inversionista como uno de optimizacion convexa y aprovechar la
simplificacion que representa el resolver el problema dual que le corresponde.
Los modelos que se contemplan son muy generales, ya que se plantean bajo
supuestos minimos, tanto para los precios de los instrumentos financieros que
componen al modelo, como para la funcion de utilidad que refleja las prefe-
rencias del inversionista frente al riesgo y rendimiento. Los supuestos para
los modelos se limitan a considerar que los precios de los activos financieros
son semimartingalas, que la funciéon de valor del problema de maximizacién
de utilidad es finita y que el conjunto de medidas de probabilidad martingala
es no vacio, este ultimo requisito esta ligado al supuesto de que el mercado
satisface la condicion de no arbitraje.

Los resultados se presentan en cuatro teoremas, que corresponden a dis-
tintos casos, uno cada vez mas complicado que el anterior para facilitar su
entendimiento hasta obtener el caso mas complejo. Los primeros dos conside-
ran mercados completos e incompletos definidos sobre espacios de probabili-
dad de dimension finita. Esta consideracion facilité algunos aspectos técnicos
en las demostraciones de los teoremas, ya que reduce algunas dificultades de
analisis funcional a algebra lineal. Para los tltimos dos casos se consideran
mercados definidos sobre espacios de probabilidad de dimensién infinita. La
diferenciacion entre estos radica en el dominio de la funcion de utilidad que
se esté considerando, correspondiéndose con los casos del supuesto 1, es decir,
dom(U) = Ry o dom(U) = R. Se hizo la observacion de que en estos modelos
hay un requisito adicional para poder mantener un homologo a los resultados
obtenidos en el caso discreto, descrito como elasticidad asint6tica razonable.

Aun cuando los resultados obtenidos por D. Kramkov y W. Schacherma-
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yer consideran restricciones minimas y, por lo tanto, modelos muy generales;
su enfoque presenta ventajas frente a otros que se pueden encontrar en la
literatura. El primer enfoque para resolver problemas de maximizacién de
utilidad de portafolios en tiempo continuo fue el presentado por Merton. En
éste, la idea es interpretar el problema de maximizaciéon de portafolio co-
mo un problema de control estocéastico en el que las estrategias de inversion
se consideran como procesos de control y la riqueza del portafolio como el
proceso controlado. Se deriva la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman y se
encuentran soluciones para los casos de funcion de utilidad logaritmica, ex-
ponencial y de potencia. Una principal ventaja del enfoque de Schachermayer
sobre el de Merton es que no requiere que los procesos que modelan los precios
de las acciones satisfagan la propiedad de Markov. Otro enfoque es el llama-
do método martingala, presentado por Pliska, Cox y Huang, y Karatzas. Se
plantea sobre argumentos de dualidad convexa y permite transformar el pro-
blema de optimizacién de portafolio dindmica inicial en un problema estatico
y resolverlo sin requerimiento alguno de la propiedad de Markov. La adicion
del enfoque de Kramkov y Schachermayer con respecto al método martingala
incluye la definicion de condiciones necesarias y suficientes para el problema
de maximizaciéon de utilidad de la riqueza terminal de un portafolio.

En el trabajo de Schachermayer se presentan teoremas de existencia de
los optimizadores, tanto para el problema primal como para el dual, ademas
de la relacion que mantienen estos optimizadores entre si. En el presente tra-
bajo se presentaron ejemplos de modelos que satisfacen las hipotesis de estos
teoremas y que por lo tanto se pueden emplear para mostrar la aplicacion de
estos resultados. Adicionalmente se muestra la forma de obtener la estrategia
de inversion mediante la cual se puede llegar a la riqueza terminal que maxi-
miza la utilidad esperada. Esto permite presentar posibles trayectorias de los
precios y la forma en la que responde el inversionista siguiendo la estrategia.

El primer modelo presentado es el binomial. El mercado consiste en un
activo libre de riesgo y un activo cuyo precio sigue un proceso binomial. En
cada tiempo t = 1,2,...,T el precio de este activo puede incrementar en un
factor u > 1 con probabilidad 0 < p < 1, o puede disminuir por un factor
0 < d < 1 con probabilidad 1—p. Al tiempo T el precio puede alcanzar T+ 1
valores distintos, mediante 27 trayectorias distintas. Cada una de ellas es un
estado distinto del espacio de estados finito 2. Se corrobord que este modelo
es completo, al contar con una tnica medida de probabilidad martingala Q,
que debe satisfacer ¢ = i%fé, con ¢ la probabilidad condicional bajo la medida
Q de que el precio incremente al tiempo ¢ + 1, dada la informacién al tiempo
t. Estos aspectos permiten utilizar el teorema 2.9, al considerar la funcion
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de utilidad logaritmica. Al conocer la forma del optimizador del problema
Pn,t

primal, dada por X, (wn) = Ty Se plantea un sistema de dos ecuaciones para
poder encontrar la estrategia de inversion mediante la cual se obtiene dicho
optimizador. La estrategia consiste en asignar la proporcion f]’:ﬁ del valor del
portafolio en cada tiempo ¢ en el activo libre de riesgo y el complemento en el
activo con riesgo. Con esta informaciéon se tomaron en cuenta algunos datos
numéricos para mostrar un caso concreto. Esto permite tener una imagen
clara de la dindmica del precio a través del tiempo y la forma en que la
estrategia reasigna los montos para llegar a los valores finales del portafolio.
Al comparar graficamente la utilidad esperada de la riqueza terminal que se
obtiene en esta estrategia con la que se obtiene en las otras estrategias que
reasignan en proporciones constantes a través del tiempo, se puede observar
la diferencia entre maximizar la utilidad esperada y maximizar el monto
de la riqueza terminal. Es un enfoque distinto en el que se consideran las
preferencias del inversionista frente al rendimiento y también frente al riesgo.
Es una idea que se tiene identificada desde un principio, sin embargo, se
considera que este ejemplo ayuda a visualizarlo de forma més clara.

El modelo trinomial se utilizo para ejemplificar el caso de un mercado
incompleto sobre un espacio de probabilidad de dimension finita. Similar al
primer ejemplo, el mercado se compone por un activo libre de riesgo y un
activo con riesgo. En este caso se adiciona una modificacion intermedia del
precio por un factor m que se encuentra entre d y u. Este cambio deriva en
que el conjunto de medidas martingala ya no consiste en un solo elemento,
sino de una infinidad de ellos. Con estas caracteristicas del modelo y la fun-
cion de utilidad logaritmica fue posible emplear el teorema 2.18, llegando asi
a los optimizadores de los problemas primal y dual. Al conocer el optimiza-
dor fue posible obtener la estrategia de inversion mediante la cual se alcanza,

que en este caso consiste en asignar la proporcion (”—d — d) —L_ del valor del
qd 1-d

portafolio en cada tiempo t en el activo libre de riesgo, y el complemento en
el activo con riesgo. En este ejemplo es importante resaltar el hecho de que
no se cuenta con una expresion general para ¢y que determina a la medida de
probabilidad martingala 6ptima Q Esta medida de probabilidad se determi-
no6 para el caso particular en el que se plantearon algunos datos numeéricos.
La forma en que se obtuvo esta medida de probabilidad si seria la misma
para cualquier conjunto de datos que se determinen para este modelo.

Los modelos de marcado definidos sobre espacios de probabilidad de di-

mension infinita tienen un mayor grado de complejidad. Con el objetivo de
facilitar su entendimiento, se continué considerando mercados que se com-
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ponen TUnicamente de dos activos, uno con riesgo y uno libre de riesgo. Para
ejemplificar el caso completo se present6é el modelo de Black-Scholes. Gra-
cias al teorema de representaciéon de martingalas y al teorema de Girsanov
se pudo corroborar que el modelo es completo. Esto permite obtener el op-
timizador del problema primal de una forma maés sencilla. En este caso la
estrategia mediante la cual se llega a la riqueza terminal 6ptima para la
utilidad esperada también consiste en la asignacion de una proporcién cons-
tante del valor del portafolio. En este ejemplo se ocuparon valores reales que
presenté una accién histéricamente, para poder estimar los parametros del
modelo. Esto permiti6é presentar posibles trayectorias del precio modelado y
compararlas con la trayectoria real que siguio6 el precio a partir de una fecha
determinada. Las gréaficas presentadas permiten observar, mediante simula-
ciones, una aproximaciéon de la distribucién que tiene el precio terminal de
la acci6én modelada en un horizonte de tiempo finito.

El ejemplo de modelo incompleto sobre un espacio de probabilidad de
dimension infinita se obtiene de una generalizacion del modelo de Black-
Scholes. La generalizacion consiste en considerar procesos estocasticos para
modelar algin parametro, como la volatilidad, acercaAndose méas al compor-
tamiento real de los precios. Esta aleatoriedad en la volatilidad se encuentra
dada por un factor econémico externo que la afecta, lo que introduce un se-
gundo movimiento browniano en el modelo. Se presenta la forma que tienen
la infinidad de medidas martingala, con lo que se corrobora que el modelo es
incompleto. Todas estas caracteristicas se traducen en dificultades que hacen
mas complejo el modelo. Sin embargo, al considerarse junto con la funciéon de
utilidad logaritmica, se observa que cumple con las hipotesis del teorema 3.3,
con lo cual se pudo obtener la forma del optimizador del problema primal.

Se espera que este trabajo facilite el entendimiento del enfoque presentado
por D. Kramkov y W. Schachermayer sobre uno de los problemas de mayor
interés en las finanzas matematicas; al haber presentado la teoria que requiere
de forma sintética y desde un nivel bastante accesible, recorriendo un camino
que va incrementando la complejidad y que culmina con la presentacion de
algunos ejemplos practicos, que pretenden clarificar ain mas el objetivo de los
resultados y dar un paso extra al obtener de forma explicita las estrategias
de inversion mediante las cuales se logra replicar la riqueza terminal que
maximiza la utilidad esperada de un inversionista.

Como posible trabajo futuro, se podrian presentar ejemplos de mercados

més complejos, que contemplen una mayor cantidad de activos con riesgo o
parametros no deterministas; ademas de contrastar con otros enfoques. En un
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articulo de 2016, Christoph Czichowsky y Schachermayer abordan el tema de
la optimizacion de portafolios para modelos no semimartingala, por ejemplo,
modelos basados en movimiento Browniano fraccional (fBm). Por su parte, E.
Boguslava y Yu Mishura estudiaron el problema de maximizacion de utilidad
para una clase de mercados que incluye modelos sobre mBf y, en general,
para procesos Gausianos que satisfacen ciertas condiciones de regularidad en
sus funciones de covarianza. Un trabajo futuro podria estudiar los resultados
obtenidos para este tipo de mercados.
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APENDICE A: Probabilidad y
procesos estocasticos

En finanzas matematicas, los mercados financieros son modelados me-
diante procesos estocasticos que representan los precios de los activos que los
componen. Estos procesos estocasticos estan definidos sobre un espacio de
probabilidad; conformado por el espacio de los posibles estados en los que se
puede encontrar el mercado, una o-algebra de este espacio y una medida de
probabilidad. A su vez, las funciones que se ocupan en la optimizacion de la
utilidad esperada de un portafolio forman parte de los espacios vectoriales
de funciones definidos sobre dicho espacio de probabilidad, llamados espacios
LP.

Espacios L?

Siguiendo las definiciones de Williams [W 91], se introducen primero los
espacios LP, a partir de los cuales se define a los espacios LP.

Definicién 3.6. Sea X una variable aleatoria definida sobre un espacio de
probabilidad (2, F, P), se define a la esperanza de X por

E[X] = /Q XdP.

Definicién 3.7. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad se denota por
LYQ, F, P) al conjunto de las funciones F-medibles que son P-integrables,
es decir, el conjunto de variables aleatorias con esperanza finita:

LYQ,F,P):={X :Q— R|E[X] < oo}
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Definicidon 3.8. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, para p € [1,00)
se define

LP(Q,F, P) = {X : Q = R|E[|X]”] < co}.

Si se consideran a,b € RT, se puede observar que
(a+ b)? < [2max(a,b)]P < 2P(a? + bP),

por lo que LP es un espacio vectorial, para p € [1,00). Incluso son espacios
normados, al considerar el mapeo || - ||, : X — (E[X]?)(*/P) para definir una
norma, llamada norma-p. Sin embargo, no cumplen los requerimientos para
ser espacios con producto interno, debido a que para una variable aleatoria
X con norma-p igual a cero, lo mas que se puede decir es que esa variable
aleatoria tiene medida cero, es decir,

|X,]| =0 & X =0 casi seguramente (c.s.).

En anélisis funcional se cuenta con una forma de solucionar este problema,
al definir clases de equivalencia de funciones medibles. Si se tienen dos varia-
bles aleatorias (funciones medibles) X,Y sobre un espacio de probabilidad
(Q, F,P), tales que X =Y c.s., entonces se dice que son variables aleatorias
equivalentes, y se denota X ~ Y.

De esta forma, cualquier variable aleatoria es representante de todas las
que conforman su clase de equivalencia y asi, se puede identificar una clase
de equivalencia con cualquiera de sus representantes.

Se denota al espacio cociente L£P(Q, F,P)/ ~ por LP(Q), F,P), para p €
[1,00).

Se pueden definir estos espacios LP en términos del espacio L°, definido

en [BrSc 99):

Definicidon 3.9. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad se denota por
LY(Q, F, P) al espacio vectorial de clases de equivalencia de variables alea-
torias (funciones medibles) real-valuadas definidas sobre él.

Definiciéon 3.10. Sean p € [1,00) y (2, F, P) un espacio de probabilidad
se define

LP(Q,F,P):={f e LN,F,P): /Q |f(w)[Pdw < oc}.
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Definiciéon 3.11. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad, se define el
espacio vectorial

L>®(Q,F,P):={f e L°(Q,F,P): IM >0 tal que |f| < M c.5.}

Procesos de Wiener y martingalas

Definicién 3.12. Un proceso estocdstico (Wy)i=o es un proceso de Wiener
St

s W= W, = (d)Wipn — Wein, ts€[0,T), hel[-sT—t;

s Wy, =Wy, . Wy, — Wy | son v.a. independientes, para cualesquiera
tla t27 EERE) tn;

» W, ~ N(0,t), t>0;
» sus trayectorias son continuas.

Definicién 3.13. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, una coleccion
F = (Fi)i>0 de o-dlgebras de Q es una filtracion si

FsCF, 0<s<it.

Si (92, F,P) es un espacio de probabilidad y F = (F;);>¢ una filtracion,
a (2, F, (Fi)i>0, P) se le denomina espacio de probabilidad filtrado.

Definicién 3.14. Se dice que un proceso estocistico Y = (Y;)i>0 estd adap-
tado a una filtracion F = (F)i>0, Si

oY;) C F, Vt>0.

Definiciéon 3.15. A la filtracién conformada por las o-dlgebras generadas
por un proceso estocdstico, es decir,

Fr=0(Ys,s <),
se le denomina filtracion natural generada por Y.
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Definicidon 3.16. Se dice que un proceso estocdstico X = (X;)i>0 €s una
martingala a tiempo continuo respecto a una filtracion F = (F;)i>o, Si

» EX,| <00, t>0,
s X es F-adaptado,

» E[X|F)=X, 0<s<t

Integral de Itd

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, W = (W;);>o un proceso de
Wiener definido sobre este espacio, F = (F;)o<i<r la filtracion natural gene-
rada por Wy C = (C})o<i<r un proceso F-adaptado tal que

T
/ E[C%ds < o,
0
entonces existe la integral estocastica de It6 de C:

t
L(C) = / CLdw,.
0

Si C' es una funcion simple y t,_1 <t <'t,,

t n
/ CodW, =Y Cp (Wi, = Wy _,) + Co(Wy = W),
0 i=1

Si C' es un proceso que varia de forma continua en el tiempo o, incluso,
tiene saltos,

t t
/ CsdWy = lim CrdWs, 0<t<T,
0

n—0o0 0

donde (C™)5°; es una sucesion de procesos simples que converge a C.

Algunas propiedades importantes de la integral de Ito son:

= Como funcién del limite superior de integracion ¢, sus trayectorias son
continuas.
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» Es F-adaptado.

= Es lineal.

» Es una (F, P)-martingala.

= Satisface la propiedad de asimetria E[I2(C)] = [, E[C?]ds, t € [0,T].

= Su variacion cuadratica [1, I];(C) := lim,, o Z;:Ol L, (C) — I,(O)?
satisface [I, I],(C) = [ C?ds, t € [0,T]; donde 0 = tg < t; < ... < t, =
t es una particion de [0, ¢].

Definicién 3.17. Sea (2, F, F, P) un espacio de probabilidad filtrado, con
F la filtracion generada por un proceso de Wiener W. Se dice que {X;}i>0
es un proceso de Ité que toma valores en los reales si para toda t > 0

t t
Xt:X0+/ st3+/ H,dW,,
0 0

donde Ky, H; € L'[0,T] son procesos adaptados a JF;.

Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

Sea W un proceso de Wiener sobre un espacio de probabilidad (2, F, P);
F = (F)o<t<r la filtracién generada por W3 a,b : RT x R — R funciones
integrables de L'[0,t], L?[0,T], respectivamente; y X, una v.a. Fo-medible.
Una ecuacién estocastica lineal es una ecuacion de la forma

dXt = a(t, Xf)dt + b(t, Xt)th, con X(t()) — XO. (3108)

Un proceso X = (X;)i>0, F-adaptado, es solucion de (3.108) si

t

X(t) = X(to) + /ta(s,XS)ds +/ b(s, Xs)dWs.

to to

Sea f una funciéon dos veces continuamente diferenciable y X; un proceso
de Tto definido por

t t
X=Xy +/ Kds —l—/ H,dW, t>0,
0 0
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entonces se cumple la llamada formula de Tto:

F(X) = [(Xo) = /f JdxX, 4 1 /f” X,)Hds, t>0. (3.109)

Con lo que se puede obtener la solucién, por ejemplo, del llamado movi-
miento browniano geométrico

dS, = pSdt + oS, dW;,  S(0) =0, (3.110)

al considerar la funcion dos veces continuamente diferenciable, In, y seguir
las igualdades

a5 _ = pdt + odWy,
Sy
d[In(Sy)] = udt + O'th,
In(S,) — In(So) = / G Sids.
0

(3.111)
In(S) — In(Sp) = / (uds + odWs) / 5 0?S%ds,

0

In(S) — In(Sp) = (u— %02)23 + oW,

_ 1,2
St = Soe(“ 29 )t+0Wt.

Se presenta ahora los teoremas que se utilizan en el enfoque que se presen-
ta para determinar la estrategia que replica la riqueza terminal que maximiza
la utilidad esperada.

Teorema 3.18. (Teorema de representaciéon de martingalas)
Sean W un proceso de Wiener d-dimensional, F = (Fi)o<i<r la filtra-
cion generada por W y M una martingala F adaptada. FEzxisten procesos

F-adaptados determinados de forma iunica hq, ..., hg tales que M se puede
representar por

0) + Z /Ot hi(s)dWi(s), te[0,T). (3.112)

Si la martingala M es cuadrado integrable entonces hq,...hq € L2
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Teorema 3.19. (Teorema de Girsanov)

Sean WP un P-proceso de Wiener d-dimensional sobre un espacio de
probabilidad filtrado (Q, F, (Fi)o<i<r, P) y ¢ un proceso vector d-dimensional
adaptado. Dado un horizonte finito T' y definase un proceso L en [0,T] por

dL; = ¢;LdW,

3.113
L, -1 (3.113)
es decir,
L, = eo 92aWE=3 [liés|ds (3.114)
Asiumase que
Ep|Ly] =1, (3.115)
y definase la nueva medida de probabilidad Q en Fr por
d
LT == %, en ./—"T. (3116)
Entonces
AWE = ¢yt + dW .2, (3.117)

donde W€ es un Q— Proceso de Wiener.
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APENDICE B: Analisis funcional

La teoria de finanzas matemaéticas que se presenta tiene un enfoque orien-
tado al concepto de no arbitraje. Esta caracteristica trata sobre la ausencia
de estrategias de inversion que permitan la oportunidad de generar una ga-
nancia sin necesidad de incurrir en riesgo. En este contexto se presenta un
el teorema fundamental de valuacion de activos, cuyo planteamiento se hace
sobre conjuntos convexos y su demostracion se basa en elementos de anélisis
funcional. Adicionalmente, el problema principal, que es la maximizacion de
la utilidad esperada de una inversion, es de optimizacion convexa; motivos
por los que se requieren introducir los siguientes conceptos.

Se sigue el texto de Rockafellar [Ro 70| para presentar los términos que
se refieren a conjuntos y funciones afines y convexas.

Definicion 3.20. Un conjunto A C RY es un conjunto afin si satisface
(I-=Nzx+XlyeA Ve,ye AyreR.

En otras palabras, un subconjunto de RV es afin si contiene a las lineas
que pasan por cualesquiera dos de sus puntos. Puede demostrarse que los
subespacios de RY son los conjuntos afines que contienen al origen. Si se tiene
un conjunto que no contiene a un punto en particular, se puede considerar
su traslacion.

Definiciéon 3.21. Sean M C RN y a € RN. La traslacién de M por a es
el conjunto
M+a={x+a:2e M}

Por como esta definida, una traslacion de un conjunto afin es un conjunto
afin. Otro resultado importante que se presenta en [Ro 70| muestra que cada
espacio afin no vacio es paralelo a un tnico subespacio. La dimensién de un
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conjunto afin se define como la dimension del subespacio al que es paralelo.
A los espacios de dimension cero, uno y dos se les llama, respectivamente,
puntos, lineas y planos. A un conjunto afin de dimensiéon N — 1 en R se
le llama hiperplano. Mas adelante se da una definicién de este concepto,
que tiene una gran importancia en los resultados que se presentan sobre
conjuntos.

Definicidon 3.22. Un espacio afin es una terna (0, E, ¢) formada por un
congunto €2, un espacio vectorial E y una aplicacion ¢ : Q2 x Q — E que
cumple:

(1) YP € Q, yVu € E eziste un unico Q € Q tal que ¢(P,Q) = u

(“) ¢(P7Q) + ¢(Q7 R) - ¢(P7 R) VP,Q,R e

Definicién 3.23. Un conjunto C C RY es convexo si, dados x,y € C, se
cumple (1 — Nz + My € K, A € [0,1].

Por como estan definidos, todos los conjuntos afines son convexos, debido
a que los ultimos solo deben contener el segmento de linea cerrado entre dos
de sus puntos y no necesariamente a la linea completa. Un tipo de conjuntos
convexos sobre los que se trabaja en modelos de mercados financieros son los
CONOS CONVEXOs.

Definicién 3.24. Un cono convezo es un subconjunto C C RN convero,
no vacio, tal que si x € C' entonces \x € C', VA > 0.

Algunos resultados que se construyen sobre conjuntos convexos, por lo que
es de interés, al trabajar con un subconjunto de RY, el conocer al conjunto
convexo mas pequeno que lo contenga.

Definicion 3.25. La envolvente conveza de un conjunto S C RY es la
interseccion de todos los conjuntos converos que contienen a S y se denota

conv(S).

En [Ro 70| se demuestra que las intersecciones de conjuntos convexos son
convexas; asi como el hecho de que la envolvente convexa de un subconjunto
de RY es el conjunto convexo mas pequeiio que lo contiene.

Ademas de los conjuntos afines y convexos, se definen también a las fun-
ciones afines y convexas.
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Definicion 3.26. Sean S CRY y f: S — R U{—o00,+oo}. El conjunto

{(z,p) ;v e S peR u> f(o)}
se llama epigrafo de f y se denota epi f.

Definicién 3.27. Sean S C RN y f : S — RU {—o0, +o00}. Se dice que
f es una funcion conveza si epi f es un subconjunto convexo de RNt Una
funcion concava en S es una funcion cuyo negativo es funcion convera. Una
funcion afin en S es una funcion finita, convera y concava.

En torno a los conjuntos convexos, uno de los resultados principales que
se ocupa trata sobre poder separar un par de ellos mediante otro conjunto,
llamado hiperplano. Brezis [Bre 83| lo presenta de la siguiente forma:

Definiciéon 3.28. Un funcional lineal, o forma lineal, de un espacio vecto-
rial E sobre un campo K es un mapeo lineal f : E — K tal que

flet+y)=fl)+ fly), [fQz)=Af(z), Ve,yeE AeK,

Definicioén 3.29. Sea E un espacio vectorial, se designa por E* el dual
(topoldgico) de E, es decir, el espacio de las formas lineales y continuas
sobre . E* estd dotado de la norma dual:

/1

g~ = sup |f(z)] = sup f(x).
E E

xre re
lzll<1 llzll<1

Definicién 3.30. Sean E un espacio vectorial normado, f una forma lineal
sobre E no idénticamente nula y o € R. Un hiperplano es un conjunto H =
{r € E: f(z) = a}. Se dice que H es el hiperplano de ecuacion [f = af.

Proposiciéon 3.31. El hiperplano H de ecuacion [f = a] es cerrado si y
solo si f es continua.

Demostracion. Supdéngase que H es cerrado. Su complemento H® es
abierto y no vacio, ya que f es no nula, es decir, existe zq € E tal

que f(zo) # o

Sin pérdida de generalidad, supéngase que f(zo) < a. Sea r > 0 tal
que B(xg,r) C H¢, donde

B(zg,r) ={zx € E: ||z — x| < r},
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debe verificarse que f(x) < aVx € B(xg,r) para que f sea continua.

Supoéngase que existe un z; € B(xzg,7) tal que f(z1) > a. El segmento
de linea que une a zy y z; se encuentra dentro de la bola centrada en
zo de radio r, es decir,

{z: =1 —t)xg+tay : t € [0,1]} C B(xo,7). (3.118)

Por lo tanto f(z;) # « Vt € [0,1], pero f(z;) = « para t = %, lo

cual es una contradiccion. Por lo tanto f(z) < a Vo € B(xg,7) y asi f
es continua.

Reciprocamente, si se supone que f es continua, es claro que H es
cerrado. ]

Definicién 3.32. Sean E un espacio vectorial normado y A,B C E, se
dice que el hiperplano H de ecuacion [f = a| separa a A y B en sentido
estricto si existe € > 0 tal que

fe)<a—e VeeA y flx)>a+e VreB.

Con estas definiciones se puede presentar el teorema de Hahn-Banach,
el cual permite demostrar el llamado "teorema fundamental de valuacion de
activos", uno de los resultados principales en finanzas matematicas.

Teorema 3.33. (Hahn-Banach, forma geométrica).

Sean A, B subconjuntos converos, no vacios y disjuntos de un espacio
vectorial normado E. Supongase que A es cerrado y que B es compacto.
Entonces existe un hiperplano cerrado que separa a A y B en sentido estricto.

Demostracion. Sea C' € E un subconjunto convexo, abierto, no vacio.
Por traslacion, se puede suponer siempre que 0 € C. Para =z € E se

define
p(z) :=mf{a>0:a 'z € C}.

A p se le conoce como el funcional de Minkowski de C.
Se observa que para t > 0 se tienen las igualdades
p(tz) =mf{3>0: 8 tr e C} =mf{tpt ™' >0: 5 'tz € C}
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=timf{ft ' >0:8 "tz e C} =tinf{a>0:a o€ C}=tp(x).

Es decir,
p(tr) =tp(x), VreFE, t>0. (3.119)

Si se toma un elemento z € C, al ser C' abierto, existe un € > 0 tal que

(1+e)zeC

y por lo tanto
plr) < (14+¢)t <1,

es decir,
plz) <1 Vzel.

De forma inversa, si se considera un z € E tal que p(z) < 1, existe
un a > 0 tal que
p(r) <a <l

Entonces, por la definicién de p, se tiene que
atr e C.
Como C' es convexa y 0 € C, la combinacién convexa
ala™z) + (1 — )0,
pertenece a C, es decir, x € C.

Se tiene entonces que

C={zeE: p()<1} (3.120)

Sea zo € F tal que z ¢ C. Se define G = Rz y una funcién g en G
como g(tzg) = t. Si se toma z € G, entonces x = tzy para algin t € R.
Esto quiere decir que

g(x) = g(tz) =1t.
Sit >0, por (3.119) se sabe que

p(z) = p(tzo) = tp(zo).

Y como z ¢ C, por (3.120) se tiene que p(x) > 1, por lo tanto
p(z) =tp(zo) = t = g(x).
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Por otra parte, si t < 0, se tiene que g(x) < p(x), ya que p(z) > 0 por
definicion.

Como g(z) < p(x) Yz € G, se puede extender g en G a una funcion
fen E, tal que
fx)<plx) Veek

En particular, si z € C se tiene que p(x) < 1. Ademas, como xj € G,
f(zo) = g(x0) = 1.
Por lo tanto

f(x) < f(xo), Yxel, VzyeFE\C. (3.121)

Sise consideran A, = {z+ez:0€ A, 2€ B(0,e)} y B: ={y+ecz:y €
B,z € B(0,¢)} para un ¢ > 0 suficientemente pequeno, se tiene que A.,
B. son convexos abiertos, no vacios y disjuntos.

Por (3.121), para y. € B., existe una funcion f en E tal que

flae) < flye), Vi € A

Se puede fijar o € R tal que

sup f(ze) < nf f(ye)
x €A Ye€B:

Por lo que se obtiene
flx+ez) <a< fly+ez), Vee AVye B,Vze B(0,1).

Por lo tanto
flz)<a< fly), VreAVyeB.

Lo que demuestra que existe un hiperplano de ecuacion [f = a] que
separa a A y B en sentido estricto. ]

Las siguientes definiciones se toman de [Sch 66].

Definicién 3.34. Sean E, F espacios vectoriales sobre un campo K y sea
f una forma bilineal en E X F que satisfaga los axiomas de separacion:

1. f(xo,y) =0Vy € F = xy=0.
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2. f(z,y0) =0V € E =y, =0.

La tercia (E, F, f) se llama sistema dual o dualidad (sobre K ). También se
denota como (E,F,{,)) o (E,F).

Bourbaki presenta en [B 81| la siguiente aclaracion de lo que se considera
una dualidad de separacion.

Una dualidad (F, F') es de separacion en E si Vo # 0 en E existe y € F
tal que f(z,y) # 0. Es de separacion en F' si Yy # 0 en F existe x € E tal

que f(z,y) # 0.
La dualidad se llama de separacion si es de separaciéon en F' y en F.

Definicién 3.35. Sea (E, F) una dualidad y sea C C E, se define al polar
de C por
C'={y € F:Relx,y) <1 VreC}.

Si C' C E, el polar de C? es un subconjunto de E, al que se llama bipolar
de C'y se denota C,

Definicién 3.36. La topologia débil o(E,F) es la topologia mds gruesa
sobre E para la cual las formas lineales © — (z,y), y € F' son continuas.

Teorema 3.37. (Teorema Bipolar)

Sea (E, F) una dualidad. Para cualquier subconjunto C C E, el bipolar
C% es la envolvente convera o(E, F)-cerrada de C' U {0}.

Se sigue del teorema bipolar que para subespacios C C E, C = C% siy
solo si C' es cerrado para o(E, F).

Demostracion. C° es un subconjunto convexo de E que contiene a cero.
Ademés, es o(F, E)-cerrado, por lo que M es convexo, o(E, F)-cerrado
y contiene a cero. Por como esta definido, M°° D M. Si se denota por M,
a la envolvente convexa o(E, F')-cerrada de M U{0}, entonces M; C M.

Por otra parte, sea xy ¢ M;, como se mostro en el teorema de Hahn-
Banach, existe un hiperplano H que separa a M; y {zo} en sentido
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estricto. Como 0 € M;, H es de la forma H = {x € E : f(z) = 1} para
una forma lineal o(E, F)-continua. Esto implica que f es de la forma
f(z) = (x,y) para un tnico y € G.

Entonces
f(z) = Re(z,y0) V€ Fy algin y, € G.

Como 0 € My, se tiene Re(x,yo) < 1si x € M;. Por lo tanto R(zg, yo) > 1.
De donde se sigue que yo € MY C M°, por lo que xy ¢ M.

De esta forma se obtiene que M C M; y, por lo tanto, M =
M;. ]
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APENDICE C: Optimizacion
convexa

El problema principal que se estudia en el presente trabajo trata sobre
la maximizaciéon de la utilidad esperada de la riqueza final correspondiente
a una inversion, que es un problema de optimizaciéon convexa. Se presentan
los elementos de esta teoria que se emplean en la solucién del problema,
siguiendo a Rockafellar [Ro 70|, y Kuhn y Tucker [KuTu 51].

Definiciéon 3.38. Sea f una funcion de RY en [—oo, +00] y sea x un punto
en el que [ es finita. La derivada direccional de f en x con respecto al vector
d se define como el limite

, S+ Ad) — f(x)
o) =l B

En particular, si e; es el i-ésimo vector fila de la matriz identidad de
n X n, a la derivada direccional de f en z respecto a e; (f'(x,e;)) se le conoce
como la derivada parcial de f con respecto de la i-ésima entrada. Se denota
también %(w) o fi(x).

Definicién 3.39. Sea f una funcion de RN en [—oo,+o0] y sea x un
punto en el que [ es finita. Se dice que f es diferenciable si existe un vector
x* (necesariamente unico) que satisface:

2= @) = 2= )
e 2 — 7]

=0.

Al vector z*, si existe, se le llama gradiente de f en x y se denota por V f(z).

Supongase que f es diferenciable en z, entonces para todo y # 0

) 1 L) = J@) = (), ) _ [ y) = (@), 0)
A—0 Aly| Y '
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Por lo tanto f'(x,y) = (Vf(x),y), ¥y # 0. En particular (Vf(z),e;) =
fl(x), para i =1,..., N. Se tiene entonces que

VH0) = (L) o (o) = (50 (@)

Se sigue |KuTu 51| para presentar dos tipos de problemas. Por un lado,
se tienen los problemas de programacion lineal, en el que se busca maximizar
una funcioén lineal sujeta a un conjunto de restricciones de desigualdad o de
igualdad. Por otra parte, se presentan los problemas de valor silla, o minimax,
que consisten en encontrar un par de valores para una funcién de dos para-
metros. Los valores que se buscan en este tipo de problema deben maximizar
a la funcién en uno de los argumentos y minimizarla en el otro. Ademas de
introducir estos tipos de problemas, se presentan condiciones necesarias y su-
ficientes que deben satisfacer los optimizadores de estas funciones, conocidas
como condiciones de Kuhn-Tucker; asi como la relaciéon de equivalencia que
existe en la optimizaciéon de ambos problemas.

En los planteamientos siguientes, los elementos de R™ con n € N se con-
sideran como vectores columna. La notaciéon z ', para un z € R”, denota la
transpuesta de x. Las desigualdades del tipo = y indican que cada entrada
de x es mayor o igual a cada entrada de y.

Un problema de programacion lineal consiste en maximizar una funciéon
lineal

n
g(l') = Z CiZi,
i=1
donde x4, ..., x, son las entradas de x € R" y ¢y, ..., ¢, € R. Restringida por

m desigualdades lineales

n

fh(x) = by, — Zahixi >0, h=1,..,m;

i=1

y n desigualdades lineales



3.4. EJEMPLOS

Puede plantearse de la siguiente forma:

n
maximizar g(x) = E CiTy
=1

sujeto a fu(z) =bp — Zahixi >0, h=1,...m

Si se considera un mapeo diferenciable F' de vectores de R™ a vectores
de R™, es decir, que F(x), para x € R™, sea un vector cuyas componentes
fi(x), ..., fm(z) sean funciones diferenciables para = = 0. Y sea g(z) una
funcion diferenciable también definida para x = 0. Entonces se puede definir
un problema de programacion lineal de particular interés:

Problema de Maximo. Encontrar un 2° que maximice a g(z) res-
tringido por F(z) 20y x = 0.

Este problema puede transformarse en un problema equivalente de valor
silla (minimax). Se consideran las mismas funciones ¢, fi, ..., f;, y para « €
R"™, y € R™ se define a la funciéon Lagrangiana:

L(z,y) = g(z) + Z ynfu(@).

Problema de valor silla. Encontrar vectores no negativos z° € R",
y° € R™ tales que

L(z,y°) < L(2°y") < L% y), Yz =0,y 20. (3.122)

Sea L(z,y) : R™ x R™ — R una funcion diferenciable, se denota por

oL OLN oy g0 (9L LY
<8x17'-'7 axn) ('T Y )7 Ly - (8y17"-7 aym) (.T Y )7

a las derivadas parciales evaluadas en un par 2, 4°.

L=

xT

A continuacion, se listan las llamadas condiciones de Kuhn-Tucker, cuya
relevancia se muestra en dos lemas y dos teoremas que tratan sobre la ne-
cesidad y suficiencia de estas condiciones para que un punto (z°,9°) provea
una solucién al problema de maximo o al problema de valor silla.
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Condiciones de Kuhn-Tucker.

L0<0, L0'a%=0, 2°=0:; (3.123)

Lozo0, L0'y°=0, y*=o0. (3.124)

L(z,y°) £ L(a®y°) + LS (v —2°) Va,y 2 0; (3.125)
L(z°y) = L(2°,4°) + LOT(y —9°) Vz,y 2 0; (3.126)
0

Lema 4. Las condiciones (3 128) y (3.124) son necesarias para que z°,y
sean solucion del problema de valor silla.

Demostracion. Sean z.,° y° que satisfacen (3.122), entonces los compo-
nentes de L% y L2 se hacen cero, excepto posiblemente cuando las res-
pectivas componentes de 2° y y° son cero, en cuyo caso deben ser no po-
sitivas y no negativas respectivamente. Por lo tanto, se cumplen (3.123)

y (3.124). 0

Lema 5. Las condiciones (3.123), (3.124), (3.125) y (5.126) son suficientes
para que 2°,y° sean solucién del problema de valor silla.

Demostracion. Por (3.125) se tiene que
Lix,y) £ Ly’ + LY (x —a°).
De (3.123) se obtiene

LOT2 >0, paraz >0 L0740 = . 3.127
., P y L

T

Por lo que
Lz, y") < L(2,y°).

De forma similar, de (3.124) se observa que
T T
Lg y>0, paray=0 vy Lg y° = 0.
De donde se sigue que
L(z°¢%) £ L(2%,4°) + L0 (y — 4°).
Lo que por (3.126) implica

L(2%,¢°) £ L(2°, y).
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Teorema 3.40. Para que 2° sea solucion del problema de mdzimo junto
con algin y°, es necesario que satisfagan las condiciones (3.123) y (5.124)

para L(x,y) = g(z) +y' F(x).

Teorema 3.41. Para que 2° sea solucion del problema de mdzimo junto
con algin y°, es suficiente que satisfagan las condiciones (3.123), (3.124) y
(3.125) para L(z,y) = g(x) +y ' F(z).

Con estos pares de lemas y teoremas se obtiene el siguiente resultado, el
cual tiene una utilidad importante para resolver problemas de maximo, ya
que garantiza la equivalencia de su solucion con la de un problema de valor
silla, a partir de la funcién lagrangiana introducida anteriormente y bajo
ciertos supuestos de convexidad. Debido a esta relaciéon entre sus soluciones,
al problema de méaximo se le llama primal, mientras que al problema de valor
silla se le llama dual lagrangiano, o simplemente dual.

Teorema 3.42. (Teorema de equivalencia).

Sean f1, ..., fm, g funciones concavas y diferenciables para x = 0. Entonces

20 es solucion del problema de mdzimo, si y solo si, x° y algin y° son solucion

del problema de valor silla para L(z,y) = g(x) +y' F(z).

Demostracion. Se denota por

afn]” 9g 1"
0 __ 0 __
= |:al’1:| ’ g = laxl ’

a las derivadas parciales de F'y g valuadas en un 2°. De tal forma que
FY € Mpxn(R) y g € R™.

De donde puede observarse que

L0=g"+ FOTy0 L0 = F(z).

Yy

Como g es concava, se tiene
(1= 0)g(2°) + 0g(x) < g((1 - 0)2° + 0x),
para 0 <0< 1,2 =0y 2° = 0. Entonces, para 0 < 6 < 1, se cumple

(1= 6)a” +0) — (")

0 g
g(z) —g(x”) = 5
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Por lo que, al ser diferenciable, en el limite se obtiene

g(z) — g(2°) £ ¢°" (x — 2%),
es decir,
g(z) < g(a°) + ¢° ' (z — 2°).

De igual forma se cumplen desigualdades analogas para las funciones
fn, h =1, ...,m; por lo que se obtiene

F(z) £ F(2") + F°(z — 29).
Por lo tanto, para cualquier 3° = 0, se tiene

L(z,y°) = g(z)+y° F(x)
< ga®) + 1y P + (0 + 40 FO)(x — 2°)
= L(a%y%) + L2 (z —20).

Es decir, se cumple la condicion (3.125) por la concavidad y diferen-
ciabilidad de g, f1, ..., fi-

Por otra parte, para cualquier y = 0,
L(z%y) = g(°) +y F(z°)
= 9@ +y’ F@)+F@’) (v —y°)
= L")+ I8 (y—1").

En otras palabras, se cumple la condicion (3.126).

Sea z° solucion del problema méximo, por el teorema 3.40 satisface,
junto con algin ¢, las condiciones (3.123) y (3.124), para L(z,y) =
g(x) + y"F(x). Las condiciones (3.125) y (3.126) se cumplen por lo
expuesto anteriormente, por lo que el lema 5 implica que z° 3° son
solucion del problema de valor silla.

Inversamente, sean 2, 9° solucion del problema de valor silla. Por
el lema 4 se cumplen las condiciones (3.123) y (3.124). La condicion
(3.125) se cumple por la concavidad y diferenciabilidad de fi, ..., fin, 9;
por lo que el teorema 3.41 implica que 2° es soluciéon del problema de
maximo.

O]
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El dual es un problema minimax, en el que el optimizador es un valor
silla que minimiza uno de los argumentos de la funcién y maximiza el otro.
Sin embargo, puede plantearse como un problema de minimizacion, al definir
la siguiente funcion.

Funcién dual:
WU(y) = sup L(x,y).

20
Por lo que el planteamiento es el siguiente.

Problema dual:
minimizar W(y)

sujetoa  y = 0.

El problema de optimizacion que determina el valor de ¥(y) se denomina
subproblema dual.

La funciéon dual es concava, aunque el problema original no sea convexo.

Para poder obtener la funciéon del problema dual, se requiere introducir
dos nuevos conceptos.

Definicion 3.43. Sean C CRY y f: C — R diferenciable. La conjugada
de Legendre de la pareja (C, f) se define como el par (D, g) donde D es la
imagen de C' bajo el mapeo del gradiente Vf y g es la funcion en D dada
por la formula

g(a®) = (VH @), 2") = F(V )~} a")).
El pasar de (C, f) a la conjugada de Legendre (D, g), si estd bien definida,
se llama transformada de Legendre.

Dos funciones diferenciables f y g son una transformada de Legendre si
cada una de sus primeras derivadas son funcioén inversa de la otra: f = (¢/)~'.

Definicion 3.44. La conjugada conveza de una funcion f : RN — R U
{400} es una funcion f*: RN — RU {+oo} definida por

fr(@) = sup{(z*,2) — f(z) 12 € RY} = —inf{f(z) — (2", 2) : 2w € RY},
donde

N

(u,v) = Zuk-vk, para u,v € RY.
k=1
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Anexo 1. Precios de la accidon de

CEMEX

Fecha Precio Fecha Precio Fecha Precio Fecha Precio Fecha Precio Fecha Precio Fecha Precio
04/01/16]  8.43195 20/05/16] 11.3846] 03/10/16] 147692 17/02/17]  16.9904] 06/07/17] 17.700001] 17/11/17) 14.91 11/04/18 13.05
05/01/16] 831176 23/05/16]  11.4615] 04/10/16]  14.7115 20/02/17| 17.019199 07/07/17] 17.799999) 21/11/17 14.77 12/04/18 13.06
06/01/16]  8.20327) 24/05/16|  11.5288] 05/10/16]  14.9423 21/02/17| 17.307699) 10/07/17| 18.040001] 22/11/17 14.64] 13/04/18 12.89
07/01/16|  7.63683 25/05/16 11.625 06/10/16|  15.1154 22/02/17|  16.8269 11/07/17 18.16 23/11/17 14.85 16/04/18 126
08/01/16 7.1838| 26/05/16]  11.6538] 07/10/16] _ 15.0096 23/02/17 16.375] 12/07/17 18.26 24/11/17 14.65 17/04/18 12.92
11/01/16]  7.23928] 27/05/16]  11.5192] 10/10/16]  15.4038] 24/02/17]  16.2789 13/07/17) 17.98 27/11/17 14.44 18/04/18 13.05
12/01/16) 7.3872] 30/05/16 115 11/10/16] 153365 27/02/17| 16.807699 14/07/17) 18 28/11/17 14.6] 19/04/18 12.85
13/01/16]  7.13757| 31/05/16]  11.2788] 12/10/16] 152115 28/02/17| 16.355801 17/07/17) 17.57) 29/11/17 14.51 20/04/18 12.69
14/01/16|  7.35947| 01/06/16|  11.2308 13/10/16] 154615 01/03/17]  17.3654 18/07/17 17.17 30/11/17 14.26] 23/04/18| 12.86
15/01/16|  7.32249) 02/06/16 11.125 14/10/16| 153365 02/03/17|  16.6346 19/07/17| 17.200001] 01/12/17 14.06 24/04/18 125
18/01/16|  7.25777] 03/06/16|  11.4135] 17/10/16]  15.4519 03/03/17]  16.5865 20/07/17| 17.459999) 04/12/17 13.87 25/04/18 12.47
19/01/16]  6.95266] 06/06/16] 113654 18/10/16]  15.6731 06/03/17]  17.0096 21/07/17 17.91 05/12/17 13.77 26/04/18 12.16
20/01/16]  6.81398 07/06/16] _ 11.5962] 19/10/16]  15.8173 07/03/17]  16.6635 24/07/17) 17.9 06/12/17 13.6] 27/04/18 11.67
21/01/16 7.2855] 08/06/16]  11.9423 20/10/16] _ 16.0481 08/03/17]  16.4615 25/07/17) 17.93 07/12/17 13.89 30/04/18 11.7
22/01/16]  7.44268 09/06/16|  11.5769 21/10/16|  16.2789 09/03/17 16.5 26/07/17| 17.299999) 08/12/17 14.19) 02/05/18| 11.44
25/01/16]  6.90643 10/06/16|  11.2596] 24/10/16|  16.2885 10/03/17|  16.2789) 27/07/17 17.02 11/12/17, 14.29 03/05/18 11.44
26/01/16]  7.05436 13/06/16 11.125 25/10/16]  16.2211 13/03/17|  16.4135] 28/07/17 17.15 13/12/17, 14.47 04/05/18 11.54
27/01/16] 702663 14/06/16]  10.7981] 26/10/16| 16.230801" 14/03/17] 16.182699) 31/07/17] 17.200001] 14/12/17] 14.36 07/05/18 11.35
28/01/16] 721154 15/06/16]  11.1538] 27/10/16] _ 16.2115 15/03/17]  16.4615] 01/08/17] 17.610001] 15/12/17] 14.19 08/05/18 11.67
29/01/16]  7.58136 16/06/16]  11.2692] 28/10/16]  15.7981 16/03/17]  16.8269) 02/08/17) 17.52) 18/12/17] 14.32 09/05/18 11.67
02/02/16]  7.42419 17/06/16 115 31/10/16]  15.7308] 17/03/17|  16.7404] 03/08/17| 17.299999) 19/12/17 14.26] 10/05/18 11.68|
03/02/16|  7.76627 20/06/16|  11.7308| 01/11/16|  15.4808 21/03/17|  16.2596 04/08/17 17.5 20/12/17 14.49 11/05/18 11.72
04/02/16] 870932 21/06/16]  11.5865] 03/11/16] 155865 22/03/17 16.25 07/08/17 17.43 21/12/17 14.68 14/05/18 116
05/02/16]  8.55214 22/06/16]  11.6635| 04/11/16]  15.2212 23/03/17]  16.1635 08/08/17 17.25 22/12/17 14.71 15/05/18 11.57
08/02/16 7.9142] 23/06/16]  11.8942] 07/11/16] 16.019199 24/03/17]  16.0961 09/08/17) 17.17) 26/12/17 14.78 16/05/18 11.85
09/02/16] _ 7.68306 24/06/16] _ 10.8077] 08/11/16] _ 16.0961 27/03/17]  16.1539 10/08/17] 16.690001] 27/12/17 14.78 17/05/18 11.56
10/02/16|  7.67382] 27/06/16|  10.2019) 09/11/16|  15.7308 28/03/17]  16.0769 11/08/17) 165 28/12/17 14.75 18/05/18 11.67
11/02/16|  7.55362] 28/06/16|  10.2788| 10/11/16|  14.8846] 29/03/17|  16.0865 14/08/17| 16.610001] 29/12/17 14.7] 21/05/18 11.89
12/02/16]  7.83099) 29/06/16 10.5 11/11/16]  14.8173 30/03/17]  15.9231 15/08/17| 16.549999) 02/01/18 15.07 22/05/18 11.91
15/02/16] _8.08062] 30/06/16]  10.8654] 14/11/16] _ 14.8173 31/03/17]  16.2981 16/08/17 16.52 03/01/18 15.25 23/05/18 11.91
16/02/16]  8.12685] 01/07/16 10.875 15/11/16] _ 14.8942 03/04/17]  16.2885 17/08/17) 16.42 04/01/18 15.39 24/05/18 11.77
17/02/16) 8.848 04/07/16 10.75 16/11/16]  14.8942 04/04/17]  16.9039 18/08/17] 16.370001] 05/01/18 15.18 25/05/18 11.75
18/02/16]  8.51516] 05/07/16]  10.5096 17/11/16]  15.6154] 05/04/17| 16.807699) 21/08/17) 16.24] 08/01/18 15.15 28/05/18 11.67
19/02/16|  8.56139) 06/07/16|  10.5962| 18/11/16]  15.2885 06/04/17 16.75 22/08/17| 16.200001] 09/01/18 14.95 29/05/18 11.75
22/02/16]  9.06065 07/07/16]  10.9423] 22/11/16]  15.4808 07/04/17|  16.7981 23/08/17 16.15 10/01/18] 15.01 30/05/18 11.74
23/02/16 8.9497) 08/07/16]  11.0962| 23/11/16]  15.6346 10/04/17|  16.7789) 24/08/17] 16.110001] 11/01/18] 15.33 31/05/18 11.86
24/02/16] 898669 11/07/16]  11.5865) 24/11/16]  15.5062 11/04/17]  16.6635] 25/08/17) 16.16 12/01/18] 1531 01/06/18 11.84
25/02/16]  9.07914 12/07/16]  11.9231] 25/11/16]  15.9038 12/04/17]  16.2211] 28/08/17] 16.280001] 15/01/18] 15.37 04/06/18 12.01
26/02/16]  9.16235 13/07/16|  11.7981] 28/11/16|  15.6058 17/04/17| 16.057699) 29/08/17) 16.4 16/01/18 15.36) 05/06/18 1214
29/02/16|  9.24556 14/07/16|  11.9135| 29/11/16|  15.5577 18/04/17|  15.9038| 30/08/17| 16.889999) 17/01/18| 15.29 06/06/18 12.25
01/03/16]  9.63388 15/07/16 12 30/11/16]  15.3042 19/04/17| 157692 31/08/17| 16.709999) 18/01/18] 15.25 07/06/18 12.2
02/03/16]  9.62463 18/07/16]  12.4904] 01/12/16]  15.3042 20/04/17]  16.0385 01/09/17 16.84 19/01/18] 15.27 08/06/18 12.24
03/03/16 9.6801] 19/07/16]  12.0385] 02/12/16] 155385 21/04/17| 16.019199 04/09/17) 16.66 22/01/18 15.4] 11/06/18 12.7
04/03/16]  9.73558 20/07/16] _ 12.3558] 05/12/16]  15.8558 24/04/17]  16.2019 05/09/17) 16.42) 23/01/18 15.62 12/06/18 12.67
07/03/16]  10.1609 21/07/16|  12.1346) 06/12/16]  16.0481 25/04/17] 16,6731 06/09/17 16.34] 24/01/18 15.58 13/06/18 12.63
08/03/16|  9.80954 22/07/16|  12.2596] 07/12/16| 16.605801 26/04/17|  16.7885 07/09/17 16.16 25/01/18 15.43 14/06/18 12.89
09/03/16]  9.95747 25/07/16] 122981 08/12/16 17.375 27/04/17| 16.932699 08/09/17| 16.209999) 26/01/18 15.7] 15/06/18 12.87
10/03/16]  10.0314] 26/07/16]  12.5288] 09/12/16] 17.230801" 28/04/17]  16.6539 11/09/17] 16.120001] 29/01/18 15.51 18/06/18 12.65
11/03/16]  9.95747| 27/07/16]  12.8365) 13/12/16] _ 17.0096! 02/05/17] _ 16.7404 12/09/17] 16.209999) 30/01/18 15.77 19/06/18 12.71
14/03/16] _ 10.0869) 28/07/16] _ 13.4904) 14/12/16] _ 16.3846] 03/05/17| 16.559999 13/09/17) 15.98 31/01/18 15.48 20/06/18 12.88
15/03/16]  9.86501] 29/07/16|  13.7404 15/12/16|  15.9904] 04/05/17| 16.389999 14/09/17 16.15 01/02/18 15.34 21/06/18 12.55
16/03/16|  10.0962| 01/08/16|  13.7212] 16/12/16]  15.6731 05/05/17| 16.719999 15/09/17 16 02/02/18 15.21 22/06/18 12.75
17/03/16]  10.4105] 02/08/16|  13.4135] 19/12/16] 155673 08/05/17| 16.639999 18/09/17| 16.139999) 06/02/18 14.92 25/06/18 126
18/03/16] 110577 03/08/16]  13.6442] 20/12/16]  15.8558 09/05/17| 16.790001 19/09/17 16.24 07/02/18 14.7] 26/06/18 13.14
22/03/16]  11.5015 04/08/16] 13.7404] 21/12/16]  15.8654 10/05/17) 16.74 20/09/17) 16.65 08/02/18 14.03 27/06/18 12.94
23/03/16]  11.1132 05/08/16]  14.1538 22/12/16] _ 15.4808 11/05/17) 16.41 21/09/17] 16.719999) 09/02/18 13.96 28/06/18 13.01
28/03/16]  11.2981] 08/08/16|  14.0192 23/12/16|  15.4327 12/05/17| 16.309999) 22/09/17) 16.58 12/02/18 13.79) 29/06/18| 13.06
29/03/16|  11.2888 09/08/16|  14.4231] 26/12/16|  15.2885 15/05/17| 16.379999) 25/09/17 16.5 13/02/18| 13.78 02/07/18 12.69
30/03/16]  11.5107 10/08/16|  14.9038] 27/12/16| 16.019199 16/05/17 16.18 26/09/17| 16.469999) 14/02/18] 14.14 03/07/18 12.96
31/03/16]  11.6032 11/08/16]  15.1635] 28/12/16]  15.9423 17/05/17 15.82 27/09/17 16.42 15/02/18] 13.94 04/07/18 13.06
01/04/16]  11.6032 12/08/16] 153077 29/12/16] 157885 18/05/17) 15.58 28/09/17] 16.360001] 16/02/18] 13.91 05/07/18 13.45
04/04/16]  11.5107 15/08/16]  15.4327] 30/12/16] _ 15.9038 19/05/17) 15.96 29/09/17] 16.549999) 19/02/18] 13.93 06/07/18 1334
05/04/16]  11.5107 16/08/16 15.25 02/01/17|  15.9038 22/05/17 15.8 02/10/17 16.57) 20/02/18 13.52 09/07/18 13.45
06/04/16]  11.5292 17/08/16|  15.2115] 03/01/17|  15.9038 23/05/17 15.94 03/10/17| 16.559999) 21/02/18 13.28 10/07/18 13.31
07/04/16 11.409| 18/08/16|  15.1154] 04/01/17| 163461 24/05/17 15.68 04/10/17| 16.540001] 22/02/18 135 11/07/18 13.27
08/04/16]  11.4275 19/08/16]  15.1635| 05/01/17]  16.3654 25/05/17 15.52 05/10/17 16.49 23/02/18 13.23 12/07/18 13.05
11/04/16) 11.52 22/08/16]  15.1635] 06/01/17]  16.3654 26/05/17 15.55 06/10/17] 16.620001] 26/02/18 13.05 13/07/18 12.86
12/04/16]  11.6402] 23/08/16]  14.9712] 09/01/17| 16.192301" 29/05/17 15.52 09/10/17) 16.18 27/02/18 12.69 16/07/18 12.63
13/04/16]  11.7788] 24/08/16|  14.7788] 10/01/17]  16.2596] 30/05/17 15.71 10/10/17 15.91 28/02/18 12.45 17/07/18 12.58
14/04/16|  11.6402] 25/08/16|  14.2692| 11/01/17]  16.3654] 31/05/17 15.42 11/10/17 15.4] 01/03/18 13.1 18/07/18 12.82
15/04/16]  11.8713] 26/08/16]  14.9327] 12/01/17] 167115 01/06/17 15.71 12/10/17 15.09 02/03/18 13.1 19/07/18 12.78
18/04/16]  11.9083] 29/08/16]  15.0481] 13/01/17] 16.432699 02/06/17 15.94 13/10/17 15.29 05/03/18 13.01 20/07/18 12.73
19/04/16]  12.0192] 30/08/16]  14.9904] 16/01/17] 16.144199 05/06/17 15.89 16/10/17) 14.9 06/03/18 13.15 23/07/18 12.72
20/04/16 12.084] 31/08/16]  14.9712] 17/01/17] 17.057699 06/06/17| 16.120001 17/10/17) 15.34 07/03/18 13 24/07/18 13.17
21/04/16]  12.0655 01/09/16 14.875 18/01/17| 17.442301 07/06/17| 16.139999 18/10/17 15.21 08/03/18 13.55 25/07/18 13.23
22/04/16]  12.2134 02/09/16|  15.0481] 19/01/17|  17.4135 08/06/17| 16.389999 19/10/17 15.3 09/03/18 13.72 26/07/18 13.82
25/04/16]  11.9083 05/09/16|  15.1538] 20/01/17| 18192301 09/06/17| 16.799999 20/10/17 15.18 12/03/18] 13.55 27/07/18 13.93
26/04/16]  11.9083 06/09/16]  14.9904] 23/01/17| 18,0481 12/06/17) 16.84 23/10/17 15.46 13/03/18] 13.68 30/07/18 14.01
27/04/16 12.01 07/09/16] __ 14.8077] 24/01/17] 187885 13/06/17) 16.73 24/10/17) 15.89 14/03/18] 13.44 31/07/18 13.89
28/04/16]  12.1209 08/09/16] _ 14.8365 25/01/17]  19.1154 14/06/17) 16.73 25/10/17) 15.52) 15/03/18] 13.38 01/08/18 13.9
29/04/16]  12.2788 09/09/16|  14.2308 26/01/17| 18,5769 15/06/17| 16.530001] 26/10/17) 15.75 16/03/18| 13.07 02/08/18 13.78
02/05/16|  12.3077 12/09/16|  14.5385| 27/01/17|  18.6154 16/06/17, 16.6 27/10/17 15.75 20/03/18 12.62 03/08/18 13.88
03/05/16]  12.0192 13/09/16]  14.0865| 30/01/17|  18.4615 19/06/17, 16.67 30/10/17 15.51 21/03/18 12.65 06/08/18 13.93
04/05/16]  11.8654 14/09/16]  13.9423] 31/01/17| 18.519199 20/06/17| 16.540001 31/10/17 15.58 22/03/18 12.43 07/08/18 13.77
05/05/16]  11.6923 15/09/16]  14.0288] 01/02/17]  18.1635 21/06/17 16.68 01/11/17) 15.3 23/03/18 12.99 08/08/18 13.79
06/05/16]  11.7212 19/09/16]  13.9135] 02/02/17| 18.192301 22/06/17| 16.620001 03/11/17) 15.17) 26/03/18 12.92 09/08/18 13.28
09/05/16]  11.7308 20/09/16  14.0481] 03/02/17]  18.0481 23/06/17|16.530001 06/11/17) 15.37) 27/03/18 12.65 10/08/18 13.28
10/05/16|  12.0096| 21/09/16|  14.1635| 07/02/17|  17.3654 26/06/17| 16.440001 07/11/17 15.52 28/03/18 12.03 13/08/18 13.18
11/05/16]  11.8558] 22/09/16|  14.7115] 08/02/17|  17.0961" 27/06/17 16.5 08/11/17 15.68 02/04/18 11.99 14/08/18 13.42
12/05/16]  11.8173] 23/09/16]  14.7308] 09/02/17| 17.432699 28/06/17| 16.809999 09/11/17 15.76 03/04/18 12.12 15/08/18 13.12
13/05/16]  11.5288)] 26/09/16]  14.4904] 10/02/17] 17.567301 29/06/17| 16.780001 10/11/17) 15.54 04/04/18 12.4] 16/08/18 12.59
16/05/16]  11.5865) 27/09/16]  14.7981] 13/02/17]  17.6539 30/06/17| 17.049999 13/11/17) 15.19 05/04/18 12.63 17/08/18 12.75
17/05/16]  11.6731] 28/09/16|  15.0865] 14/02/17)  17.5865 03/07/17 17.51 14/11/17 15.08 06/04/18 12.66 20/08/18 12.77
18/05/16|  11.5673] 29/09/16|  15.3462] 15/02/17|  17.3846] 04/07/17 17.57 15/11/17 14.91 09/04/18 13.04 21/08/18 13.19
19/05/16]  11.3269) 30/09/16]  14.7692] 16/02/17 17 05/07/17| 17.889999 16/11/17 15.02 10/04/18] 12.98 22/08/18 13.39
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m ACTA DE EXAMEN DE GRADO

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA No. 00218
Matricula: 2183802559

' N\ ™

Optimizacidén de portafolios
en mercados completos e Con base en la Legislacién de la Universidad Autdénoma
incompletos Metropolitana, en la Ciudad de México se presentaron a las
17:00 horas del dia 4 del mes de junio del afo 2021 POR
vIA REMOTA ELECTRONICA, los suscritos miembros del jurado
designado por la Comisidén del Posgrado:

DRA. PATRICIA SAAVEDRA BARRERA
DR. ERICK TREVINO AGUILAR
DR. CARLOS IBARRA VALDEZ

Bajo la Presidencia de la primera y con caracter de
Secretario el ultimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grado cuya denominacidén aparece al margen, para la
obtencién del grado de:

MAESTRO EN CIENCIAS (MATEMATICAS APLICADAS E INDUSTRIALES)

DE: GONZALO COLIN CERON

y de acuerdo con el articulo 78 fraccidén III del
Reglamento de Estudios Superiores de la Universidad
Autdénoma Metropolitana, los miembros del jurado

resolvieron:

GONZALO COLIN CERON
ALUMNO
‘ ‘ APRODAA

Acto continuo, la presidenta del Jjurado comunicéd al
interesado el resultado de 1la evaluacién vy, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.
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DIRECTOR DE LA DIVISION DE CBI PRESIDENTA
/ oc O~ -
A T Phuere Km\m)\g
DR. JESUS AYBERTO OCHOA TAPIA DRA. PATRICIA SAAVEDRA?RRERA
. v N v
s ™ s N
VOCAL SECRETARIO
DR. ERICK TREVINO AGUILAR DR. CARLOS IBARRA VALDEZ
. . . w

El presente documento cuenta con la firma —autégrafa, escaneada o digital, segtin corresponda- del funcionario universitario competente, que certifica que las firmas que
aparecen en esta acta — Temporal, digital o dictamen- son auténticas y las mismas que usan los c.c. profesores mencionados en ella



