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“However difficult life may seem, there is always something you can do and succeed. While there is life, there is hope.”

Stephen William Hawking
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Resumen

Departamento de Fisica
Maestro en Ciencias Fisicas

" ANALISIS DE LA ESTRUCTURA DE SINGULARIDADES EN RELATIVIDAD GENERAL MEDIANTE
CALCULO SIMBOLICO DE LOS INVARIANTES DE CURVATURA "

by José Abraham Barajas Aguilar

En este trabajo se calculan Invariantes de curvatura polinomiales y también algunos Invariantes de cur-
vatura escalares provenientes de un operador de curvatura, para los espacios-tiempo de: Schwarzschild,
Schwarzschild interior, Reissner-Nordstrem, Kerr, una posible solucién interior de Kerr y por dltimo el
Universo de Sitter, esto se hace mediante cdlculo simbdlico especificamente los software Maple y SageMath,
el objetivo principal es encontrar las singularidades de curvatura de dichos espacios-tiempo concluyendo que
el calculo simbdlico es eficaz solo en espacios-tiempo de alta simetria debido que en caso contrario el consumo
de memoria puede crecer bastante hasta agotar los recursos del ordenador utilizado, y/o el tiempo de calculo
se eleva significativamente. Por otro lado, se determina que los invariantes de curvatura no son suficiente-
mente eficaces para encontrar informacién completa sobre las singularidades de curvatura debido a que al dia
de hoy no existe un conjunto completo de invariantes de curvatura; solo podemos decir que si un invariante de
curvatura diverge en un punto existe una singularidad de curvatura en ese punto, no podemos decir més, no es
posible saber con exactitud todas las singularidades de curvatura que existan en un espacio-tiempo por medio
de los invariantes de curvatura. Por tltimo se encuentra que los invariantes de curvatura para el Universo de
Sitter son independientes del pardmetro x lo cual no deberia ser asi, debido a que cada valor de xy = 0,1, -1
representa fisicamente espacios-tiempo con caracteristicas distintas.


HTTP://WWW.UAM .MX
HTTP://WWW.UAM .MX
HTTP://WWW.UAM .MX
http://www.cbiuami.org/index.php/investigacion/departamentos-academicos




Xi

Agradecimientos

Quiero expresar mis mds sinceros agradecimientos a mis asesores: el Dr. Eckehard W. Mielke y el Dr. Cesar
S. Lépez M., ya que ellos han sido una parte clave y esencial en esta tesis, debido a todos sus ensefianzas,
consejos y sugerencias en Relatividad General, pero sobre todo por contar con su apoyo emocional en aquellos
momentos en pensar no continuar, son grandes personas que me han tenido tanta paciencia y han dedicado
gran parte de su tiempo en clases extra-curriculares.

También quiero agradecer a mis padres por estar siempre en el momento indicado, por la educacién obtenida y
por el gran amor que me han brindado, sabiéndome guiar por el camino recto y convirtiéndome en la persona
que ahora soy.

También quiero agradecerle a mi novia Luz Pablo que ha estado con migo en todo momento, estando presente
en mis victorias y también mis derrotas alentdindome a seguir adelante, levantdndome todas veces que me eh
caido.

También quiero agradecer a mis amigos, Cristian Pérez e Ismael Oviedo por ser mis compafieros de estudios
desde mis inicios en la licenciatura y haber contado siempre con su apoyo tanto econémico como moral en
aquellos dias tan duros.

Por dltimo quiero agradecer a mi casa de estudios "La Universidad Auténoma Metropolitana" y toda su planta
profesional docente que me han echo una persona profesional.



xii



Contenido

Declaracion del autor

Resumen

Agradecimientos

I Conceptos fundamentales en Relatividad General y Calculo Simbélico.

1 Relatividad General
1.1 Principios de la Relatividad General . . .. ... ... ... ... .. ... .. ... .. .. .. ..

1.1.1

Principiode equivalencia . . . .. ... ... ... L L L
Principio de equivalenciadébil . . . ... ... ... ... o o Lo
Principio de equivalencia de Einstein . . . . .. ... ... .. ... . o 0 0oL,
Principio de equivalencia fuerte . . . . . ... ... .. ... L L L

1.2 Arena de trabajo de la Relatividad General . . .. ... ... ... ... .. .. .. .. .. ....

1.2.1
1.2.2
1.2.3

Espacio-tiempo . . . . . . ...
Derivacion heuristica de las ecuaciones de Campo de Einstein . . . . .. ... ... ...
Postulados de la Relatividad General . . .. ... ... ... .......... .. .. ...
Postulado a) Causualidad local . . . . ... .. ... ... ... .. ... ... . .......
Postulado b) Conservacién local de energifay momento . . . . . ... .. ... ... ....
Postulado c): Ecuacionesdecampo . . . . ... ... L L o

1.3 Formulacién Lagrangiana de la Relatividad General . . ... ... ... ... .. .. ......
14 TiposdeMateria. . . . . . ... ... ..

141
1.4.2
1.4.3

Fluido Perfecto . . . . . . . . . . e
Ecuaciones de Einstein-Maxwell . . .. .. ... .. ... . . . . L.
Las ecuaciones acopladas de Einstein-Klein-Gordon . . . . .. ... ... ... ......

2 Invariantes de curvatura
2.1 Invariantes de curvatura polinomiales . . . . . . ... ... ... L L L L o
2.2 Invariantes de Cartan y la clasificacion de Petrov . . . . . ... ... ... .. .. .. .. ...

221
222
223

Bivectores . . . . . .. e
Clasificacionde Petrov . . . . . . . . ... .
Clasificacién de Debever: Direcciones principalesnulas. . . . ... ... ... ... ....

23 Operadoresdecurvatura . . . . . . .. ... ...
24 EspaciotiempodeKundt . ... ... ... ... .. ...

3 Célculo simbélico en Relatividad General
3.1 Software matemdtico Maplesoft. . . . . .. .. ... L L

3.1.1
3.1.2
3.1.3
3.14
3.1.5

(QuéesMaple? . . . . .
Differential Geometry package . . . . .. ... ... .. .. o
Uso de maple en Relatividad General . . ... ... ....... ... ............
Solucién de Schwarzschild conMaple . . . . ... ... ... .. L L L oL
Célculo de Invariantes de curvatura . . . . . ... ... ... L L o

xiii

33
33
33



Xiv

I1

4

31.6 Procedureenmaple . ... ... ... ...
3.2 Software matemdtico SageMath. . . . . ... ... L L L L L
321 ;QueesSagemath? . . . . ... ... ...
3.22 SageManifold project . . . . . . ... .
3.2.3 Invariantes de curvatura en SageMath para la solucién de Reissner Nordstrem . . . . . .

Invariantes de Curvatura de distintos espacios-tiempo.

Solucién de Schwarzschild.
41 Solucién exterior de Schwarzschild . . . .. ... ... . L o o
4.2 Invariantes de curvatura polinomiales para la métrica de
Schwarzschild . . . . . ...
4.3 Invariantes de Cartan para la solucién de Schwarzschild . . ... ... ... ... ... ....
44 Coordenadas isotropicas para la métrica de Schwarzschild . . . ... ... ... ... .. .....
441 Invariantes de curvatura polinomiales para la métrica de Schwarzschild en coordenadas
ISOtropicas . . . . . . . e
4.42 Invariantes de Cartan para Schwarzschild en coordenadas isotrépicas . . ... ... ...
4.5 Solucién interior de Schwarzschild . . . .. ... ... .. .. L o o

Solucién de Reissner-Nordstrem
51 Invariantes de curvatura polinomiales para la métrica de Reissner-Nordstrom . .. ... .. ..
5.2 Invariantes de curvatura de Cartan para la métrica de

Reissner-Nordstrem . . . . .. . ... ... .. e
5.3 Solucién de Reissner-Nordstrem en coordenadas isotrépicas . . . . . ... ........ .. ...

Soluciéon de Kerr
6.1 Espacio-tiempodeKerr . . .. .. .. ...
6.1.1 Una posible solucién Interiorde Kerr . . . ... ... ... .. .. .. .. .. ... .. ...

Universos homogéneos e isotrépicos
71 UniversodeSitter . . . . . . . . ...

Conclusiones y resultados
81 Trabajoafuturo . . . .. ... .. ...

Apéndice A Geometria Diferencial

A1 Nociones topologicas . . . . . . . . .. e
A.2 Variedad diferenciable . . . . . . . . . . e

A21 Caélculoen Variedades . . . . . . . . . . . . e e e
A3 Eltensor meEtrico . . . . . . . . e e e e e e e

Apéndice B Invariantes de Curvatura para la posible solucién interior de Kerr

Apéndice C Procedure de los invariantes de curvatura

Referencias

41

43
43

45
46
47

50
51
51

57
59

60
62

65
65
66

69
70

75
78

79
79
80
80
87

89
93

97



Dedicada a todos mis seres queridos. ..

XV



Xvi



Xvii

Notacion y convenciones

Signatura y métrica

En este trabajo se utilizard la convencion de signatura (— + ++) usada en Misner, Thorne and Wheeler
(1973)[30].
También definamos:

o x# = (x%x!,x2,x%) donde x* = ct y a menudo es conocida como la componente temporal.

* 0, = % = (%Bt, 8i> "pero a menudo también utilizaremos una coma para denotar esta derivada".

* Un punto denota la derivada temporal, es decir f(x*) = 9f, también puede ser bastante utilizado
Jxt) = fi
Todo tensor se representard con letra negrita

* 7 denota el tensor métrico de Minkowski para un espacio-tiempo plano.

* g denota el tensor métrico de un espacio-tiempo arbitrario distinto al plano.

Indices

¢ Indices griegos tales como &, 3,--- o u,v, - -- toman valores de 0, 1,2, 3.
¢ Indices latinos tales como i, j, - - - toman valores de 1, 2, 3 denotando indices espaciales.

¢ Indices latinos como a,b,c,d, ¢, f, etc. representan indices que pueden tomar cualquier valor entero, son
sumamente ttiles para variedades n-dimensionales.

e Indices griegos entre paréntesis representan indices tetradiales tales como (), (B), ..., toman valores de
0,1,2,3.

* Indices latinos entre paréntesis representan indices tetradiales tales como (i), (j),... y toman valores de
1,2,3.

 Primeros Indices latinos entre paréntesis representan indices tetradiales tales como (a), (b), (¢) ...y pueden
toman cualquier valor entero.

La masa solar es denotada por M©.
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Introduccion

Invariantes de curvatura en Relatividad General

Los invariantes de curvatura en relatividad general son cantidades escalares formadas a partir de los tensores
de Riemann, Weyl y Ricci. Debido a esto representan cantidades relacionadas con la curvatura, de ahi el nom-
bre "Invariantes de curvatura". Al dia de hoy no se sabe que representa cada uno de ellos, algunos autores [9,
18, 26] piensan que el entendimiento completo de los invariantes de curvatura llevara a la respuesta de algunas
preguntas tales como:

* ¢Existe un conjunto minimo completo linealmente independiente de invariantes de curvatura en Relatividad
General?

* ¢Es posible caracterizar el espacio-tiempo mediante invariantes de curvatura, haciendo posible distinguir dos
soluciones (espacios-tiempos) o mas que se encuentren representadas en distintas coordenadas ?

* Si dos espacios-tiempo tienen los mismos invariantes de curvatura, ;Qué podemos decir acerca de ellos?
* iCudl es el significado fisico de cada invariante de curvatura polinomial?

Por otro lado una de las aplicaciones mas comunes de los invariantes de curvatura en Relatividad General es
distinguir entre singularidades de coordenadas y singularidades de curvatura del espacio-tiempo, por ello son
extremadamente ttiles en descartar soluciones interiores mediante el andlisis de condiciones de regularidad.

En un espacio-tiempo de 4 dimensiones el tensor de Riemann tiene 14 invariantes algebraicos independientes
y en casos particulares puede ser menor [26].

El campo de estudio "invariantes de curvatura" hoy en dia es tema de investigacién abierta, donde hasta el
momento en la literatura se encuentran diferentes tipos de invariantes de curvatura, algunos son:

a) Invariantes de curvatura polinomiales.
b) Invariantes de curvatura de Cartan.
¢) Invariantes de curvatura escalares.

Los invariantes de curvatura polinomiales son productos escalares de los tensores de Riemann, Weyl, Ricci
y sus derivadas covariantes [9, 26] es decir de la forma Ri]-klRijkl, Rinif, etc. Los invariantes de Cartan son
otra alternativa de invariantes de curvatura, ellos son construidos a partir de las direcciones principales nulas
del tensor de Weyl; son invariantes definidos, si a,b,c y d son vectores base uno de los invariantes de Cartan
es Rijklaibf ckd' [26]. Mientras los invariantes de curvatura escalares son eigenvalores de un operador de cur-
vatura [18].
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Todos estos invariantes de curvatura requieren de un gran trabajo algebraico para su obtencién y por ello es
ideal utilizar una herramienta que permita optimizar el tiempo de célculo, en este trabajo dicha herramienta es
el calculo simbélico.

Singularidades en Relatividad General

Debido a que una de las principales aplicaciones de los invariantes de curvatura es determinar las singular-
idades del espacio-tiempo y ademds que también uno de los objetivos de este presente trabajo es calcular
invariantes de curvatura y encontrar singularidades no podemos omitir hablar de singularidad en Relatividad
General, este es un tema de investigacién abierta y no se tratara a detalle ni rigurosidad, el lector que quiera
indagar profundamente el tema puede ver [16, 43].

En Relatividad General basicamente podemos clasificar las singularidades en:

* Singularidad de coordenadas
* Singularidad de curvatura

Las singularidades de coordenadas aparecen porque el parche coordenado elegido no cubre toda la variedad
por lo cual no son ttiles para todos los valores y pueden ser removidas al elegir un nuevo parche coordenado.

Las singularidades de curvatura son mds complicadas y pueden definirse bdsicamente como una zona del
espacio-tiempo donde no se puede definir alguna magnitud fisica relacionada con los campos gravitatorios
tales como la curvatura u otras y no pueden ser removidas mediante cambios de parches coordenados. Pueden
ser encontradas por medio de los invariantes de curvatura debido a que divergen en ciertos valores ¢ por el
método de completes geodésica tema que no se tratard en estd tesis.

En multiples soluciones a las ecuaciones de Einstein aparecen singularidades de curvatura, entre las més co-
munes y conocidas se encuentran :

* La solucién de agujero negro de Schwarzschild.
* La solucién de agujeros negro de Kerr.
* Modelos cosmolégicos como el de Friedmann-Robertson-Walker.

Soluciones interiores son caracterizadas por no tener singularidades de curvatura, por ello los invariantes de
curvatura juegan un importante rol en estas soluciones comprobando condiciones de regularidad.

Algebra computacional como herramienta en la Relatividad General

Por lo regular la manipulacion algebraica es muy sencilla pero bastante extensa y requiere de muchas horas de
trabajo, por ello es ttil encontrar una herramienta que ayude en su obtencién y manipulacién de una manera
mads optima, en este trabajo esta herramienta sera el dlgebra computacional.

El Algebra Computacional también frecuentemente llamado Calculo Simbélico se dedica al estudio y desar-
rollo de algoritmos y software computacional para la manipulacién de expresiones matematicas y otros objetos
matematicos [25].

Hoy en dia es frecuentemente utilizado en los diferentes campos de la Ciencia y en particular es una her-
ramienta bastante 1til en el campo de investigacién de la Relatividad General, en el presente existe una gran
variedad de Software enfocados al dlgebra computacional, los mas conocidos y utilizados son:

1. Wolfram Mathematica
2. Maple
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3. Reduce
4. Sagemath
5. Maxima

En estd tesis nos apoyaremos del dlgebra computacional, en particular "Maple y Sagemath" para obtener al-
gunos invariantes de curvatura de distintos espacios-tiempo, en particular aquellos espacios-tiempo usuales
mencionados en los libros de texto.

Objetivos Generales

* Hacer una rutina que calcule invariantes de curvatura mediante software computacional y realizar una anéli-
sis de singularidades con esta herramienta.

Objetivos Especificos

* Probar que esta rutina funciona con las soluciones mds conocidas en la literatura.

* Calcular los invariantes de curvatura mediante calculo simbdlico y determinar las singularidades de cur-
vatura para distintas soluciones a las ecuaciones de campo Einstein.

* Comparar computacionalmente la efectividad de estos programas computacionales.

Plan de tesis

Este trabajo de tesis estd divido en 2 partes.
La parte I contiene el marco teérico que servird como soporte para la parte II.

En él capitulo 1 se construye la Relatividad General de una manera muy compacta a partir de postulados sin
olvidar los principios fundamentales, el capitulo termina con 3 tipos de materia que usaremos en este trabajo.
En el capitulo 2 se habla del tema principal de esta tesis, el tema de invariantes de curvatura, en él se ha recopi-
lado la informacién mds recientes de la literatura de manera compacta y sin rigurosidad matematica.

En capitulo 3 entramos al tema del célculo simbélico que servird como herramienta en el calculo de invari-
antes de curvatura, utilizando principalmente dos programas de cientos que hay en el mercado, cual son
Maple y SageMath, estos son elegidos por su paqueteria amistosa enfocada en Relatividad General mediante
la maquinaria de Geometria Diferencial, entre otras. El objetivo de este capitulo es aprender a utilizar Maple
y Sagemath enfocado en Relatividad General y la manera de calcular invariantes de curvatura de una manera
mads optima.

En la parte Il se encuentran los capitulos 4-7, est4d dedicada esencialmente a calcular los invariantes de curvatura
del capitulo 2 para distintos espacios-tiempo y encontrar singularidades de curvatura, esto se hace utilizando
los softwares matematico Maple y SageMath.

En el capitulo 4 se construye la solucién de Schwarzschild mostrando que la singularidad de coordenadas
estd en r = 0, también se realiza un cambio de coordenadas para mostrar la invarianza de los invariantes de
curvatura ante estas transformacién de coordenadas conocidas con el nombre de coordenadas isotrépicas. Cer-
ramos el capitulo con la solucién interior de Schwarzschild y sus invariantes de curvatura mostrando que no
existen singularidades de curvatura de esta solucién interior como era de esperarse.

En el capitulo 5 se calculan los invariantes de curvatura para el espacio-tiempo de Reissner-Nordstrem, cer-
rando el capitulo con un cambio de coordenadas a coordenadas isotrépicas con sus debidos invariantes de
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curvatura.

En el capitulo 6 tratamos con el espacio-tiempo de Kerr, mostrando algunos de sus invariantes de curvatura, al-
gunos de ellos no han sido posibles de calcular por que se extiende demasiado el tiempo de célculo y esto hace
que se agoté la memoria RAM del ordenado comercial, dejando como trabajo futuro calcular estos invariantes
de curvatura con la ayuda de una supercomputadora. Cerramos el capitulo mencionando una posible solucién
interior de Kerr mostrando solo algunos invariantes de curvatura debido a que no fue posible calcular todos
estos invariantes con un ordenador comercial.

En el capitulo 7 se menciona un modelo cosmolégico homogéneo e isotrépico.

El capitulo 8 es el capitulo final donde se pueden encontrar las conclusiones de este arduo trabajo.

Esta tesis cuenta con tres apéndices.

El apéndice A contiene algunas nociones matematicas de Calculo en Variedades.

En el apéndice B se muestran algunos invariantes de curvatura extremadamente largos de la solucién interior
de Kerr.

En el apéndice C se encuentra el c6digo construido en el Software Matematico Maple que permite el calculo de
cada invariantes de curvatura definido en el capitulo 2.



Part 1

Conceptos fundamentales en Relatividad
General y Calculo Simbdlico.






Capitulo 1

Relatividad General

Una de las caracteristicas mas notoria e importante entre la Mecénica Clasica y la Relatividad (General y Espe-
cial) es sin duda el concepto de "tiempo", este concepto ha sido de gran interés desde los origenes del hombre
tratando de responder la pregunta ;Qué es el tiempo?. El trabajo arduo de cientificos hasta apenas el siglo
XIX habian dejados dos conceptos: El primero era que el tiempo es un pardmetro externo usado para describir
la evolucién de un sistema y el segundo tenia que ver como una propiedad intrinseca del sistema; es decir
independiente de la evolucién del sistema, sin embargo ambos conceptos coinciden con un tiempo absoluto.
A principios del siglo XX un joven fisico desconocido , empleado en la Oficina de Patentes de Berna llamado
Albert Einstein se atrevi6 a utilizar el tiempo y el espacio como una entidad relativa dirigiéndose a el como
espacio-tiempo, claro esto contradecia las ideas del siglo XIX y no fue aceptado en un comienzo, desde ese
momento comenzaria una revolucién conceptual acerca del espacio y el tiempo [2].

1.1 Principios de la Relatividad General

Al igual que la teoria de la Relatividad Especial [6, 15, 29], la teorfa de la Relatividad General se construye a
partir de postulados y estd basada en unos cuantos principios, estos se mencionan a continuacioén.

1.1.1 Principio de equivalencia

Para construir una teoria de la Gravedad es necesario recopilar evidencia observacional del comportamiento
de los cuerpos, en particular y por simplicidad "cuerpos rigidos que se asemejen a particulas" en presencia del
campo gravitacional, en nuestro caso el campo gravitacional terrestre, en esta subseccién se analizan algunos
experimentos simples, usando la evidencia experimental observacional ya conocida.

Principio de equivalencia débil

Experimento 1: Imaginemonos que estamos en el interior de una caja cerrada aislada del exterior, dentro de la
caja se encuentran dos pelotas de golf separadas una de la otra por una distancia inicial “d” y un observador
interior en ella, la caja se encuentra sobre la superficie terrestre, existe una segunda caja con iguales carac-
teristicas pero esta caja 2 se encuentra acelerada uniformemente en algtn lugar del espacio libre de fuerzas, si
ambos observadores interiores en las distintas cajas hacen experimentos observando los movimientos libres de
las pelotas de golf dentro de ellas, estos observadores se dan cuenta que no existe ninguna manera de saber
si estdn en ausencia de gravedad terrestre o en una caja siendo uniformemente acelerada, es decir estos dos
casos son completamente equivalentes y es llamado el Principio de equivalencia débil vea fig(1.1), cual puede
resumirse como "movimiento uniformemente acelerado es equivalente a un campo gravitacional uniforme. ".

Esto implica que todos los cuerpos son afectados de la misma manera sin importar su masa, es decir
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1.- La gravedad puede pensarse como una Fuerza Universal.

«d.
a)

FIGURA 1.1: Representacion del principio de equivalencia débil: El inciso a) muestra una caja
cerrada sobre la superficie de la tierra inmersa en el campo gravitacional. El inciso b) muestra una
caja cerrada uniformemente acelerada.

Principio de equivalencia de Einstein

Experimento 2: Andlogamente al experimento 1, imaginemos que estamos en el interior de una caja cerrada
aislada del exterior, dentro de la caja se encuentran dos pelotas de golf separadas una de la otra por una
distancia inicial ”d”, resulta que si la caja esta en caida libre dentro del campo gravitacional terrestre donde
obviamente sélo la persona que observa desde el exterior lo sabe, el observador en el interior de la caja no
sabe en que situacion se encuentra, si la caja estd en movimiento rectilineo uniforme o en reposo por que el
observador interior no mide ningtin cambio en la distancia inicial “d”, claro esto en un intervalo de espacio y
tiempo suficientemente pequefios. Es natural pensar que caer libremente en un campo gravitacional a nivel
local (regién pequena del espacio y tiempo) es equivalente a estar en una caja que se mueve en Movimiento
Rectilineo Uniforme o reposo (Sistema Inercial Euclideo) y es conocido como el Principio de equivalencia de
Einstein [vedse la Fig. (1.2)] es decir: en un marco de referencia en caida libre, y en una vecindad lo suficientemente
pequefia del espacio-tiempo, todas las leyes de la fisica obedecen las leyes de relatividad especial (sistema inercial).

Por lo tanto:

2.- Los movimientos naturales y libres de los cuerpos son aquellos que permanecen en caida libre, es decir; El
movimiento inercial serd aquel movimiento que se encuentre libre de fuerzas que no sean fuerzas univer-
sales.

Principio de equivalencia fuerte

Regresando al experimento 2, conforme pasa el tiempo nueva evidencia aparece pues de pronto la distancia
de separacién entre las pelotas de Golf disminuye su tamafio (aparecen fuerzas de marea) y automdticamente
el observador interior descarta la posibilidad de estar en una caja en MRU o en reposo, este es conocido como
como el principio de equivalencia fuerte vedse la Fig. (1.3).

Y por lo tanto:

3.- Gravedad se estd manifestando en esa desviacion, dejando de lado gravedad como fuerza.
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a)

FIGURA 1.2: Representacion del principio de equivalencia de Einstein: El inciso a) muestra una
caja cerrada en caida libre inmersa en el campo gravitacional terrestre. El inciso b) muestra una
caja cerrada que se encuentra en movimiento rectilineo uniforme o reposo.

Hemos llegado a la conclusién de que existen al menos dos formas de pensar en la gravedad, una de ellos
es pensar la gravedad como un fuerza y la otra es pensarla como una desviacién geodésica en un espacio-
tiempo curvo. En este trabajo nos aventuraremos en buscar y estudiar las consecuencias del camino 2. Mas
adelante dentro de este capitulo se podrd concluir que la gravedad no es una fuerza sino una manifestacién de
la curvatura de un espacio-tiempo curvo, donde sus movimientos libres estdn representados por geodésicas de
ese espacio-tiempo curvo.

1.2 Arena de trabajo de la Relatividad General

La manera mas simple de pensar el camino 2 es; pensar el espacio-tiempo como el par (M, g) donde M es una
Variedad diferenciable y g una métrica Lorentziana cual clasifica los vectores en tres clases: tipo-tiempo, nulos y
tipo-espacio vedse A.3, esta es considerada como la arena de trabajo de la Relatividad General. Entonces ahora
la estructura matematica necesaria para la construccion de la Relatividad General serd el cdlculo en variedades,
para ello se ha dedicado un capitulo completo dentro del apéndice A.

1.2.1 Espacio-tiempo

Definiremos eventos como puntos que representan momentos en la historia de una particula, y al conjunto de
todos los eventos le llamaremos Variedad ”M” que cumple una serie de propiedades cual se mencionan super-
ficialmente en el apéndice A, esta serd nuestra arena de trabajo.

Lo primero que pensamos sesgados por la Mecénica clésica es definir las variables mas comunes: la velocidad
y la aceleracién de una particula.

En el apéndice A en la ecuacion A.5 se define la velocidad en el punto p € M.

)
ﬁ/
El conjunto de vectores tangentes en p forman un espacio vectorial llamado el espacio tangente y denotado
por T, M cuya dimension es la misma de la variedad, de esta manera v|p € TyM.

v\p =7 (1.1)
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FIGURA 1.3: Representacion de las fuerzas de marea.

Hemos podido definir la velocidad de la particula sobre una variedad, el siguiente paso es definir la aceleracién
de la particula sobre la variedad, pero el primer obstaculo encontrado es que una derivacioén implica restar dos
elementos, en este caso dos vectores, pero estos dos vectores se encuentran en distintos espacios vectoriales,
para ello es necesario definir un mapeo ® : T,M — T, ()N, el caso més sencillo es utilizar el mapeo inducido

entre difeomorfismos vedse el teorema A.2.1, es decir ¢y : szﬂr(to)M — Tv(to +t)M, con esto se obtiene

4’tfkl(w|q:7(to+t)) = Wy (1)

wl, = lim t—to ’ (12)
= g (wl)] (1.3
=L, w|p € TpyM, (1.4)
esta es conocida como la derivada de Lie.
Pero la derivada de Lie no funciona para definir la aceleracién ya que
Lyo|, = [v,9][, =0, (1.5)

entonces para ello la variedad M debe ser equipada con un atributo que permita propagar vectores de forma
tinica de un punto a otro en la variedad, es decir un propagador P, (to, t) : T, )M — T, ;)M, que cumpla con
las condiciones necesarias mencionadas en A.2.1y el resultado es

Vo ] :Qw| _ Byt )[wly ] = wlyy)
O T g s T t—t

, (1.6)

conocido como la derivada covariante vedse A.15.
Ahora ya podemos considerar el cambio de un campo vectorial a lo largo de su propia curva integral y definir
su aceleracién, es decir
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La aceleracién de la curva en el punto p € M is

D
a|p = U|t:t0, (1.7)
D[d
— Z | 2t i 1.8
7| )LO (19)
es decir
al, = V0|, (1.9)
hay que notar que en este caso la derivada no es idénticamente cero como en la derivada de Lie.
Para movimientos libres se debe cumplir
al, = Vyo|, =0, (1.10)

y las curvas integral de v son llamadas geodésicas y cumplen la ecuacién de la geodésica A.33.

1.2.2 Derivacion heuristica de las ecuaciones de Campo de Einstein

La mayoria de los libros de textos mencionan que la Relatividad General es una teoria donde la curvatura de
espacio-tiempo se manifiesta como gravedad y donde el espacio-tiempo es una 4-variedad dotada con una
métrica Lorentziana, pero nos hemos dado cuenta que hasta el momento no es necesario de una métrica ya que
con la conexién podemos definir curvatura y torsion.

¢Es indispensable introducir una métrica? Existen muchas razones de por que una métrica es necesaria, una de
ellas serd mencionada en esta seccion.

Para encontrar respuesta a esta pregunta iniciaremos con la motivacién de la Mecanica Newtoniana, es decir

-

i=—Vg, (1.11)

que cumple la ecuacién de Poisson.
V2p = 4nGp, (1.12)

donde G es la constante de gravitacién universal, ¢ es el potencial gravitacional y p es la densidad de materia.

La expresioén anterior nos hace ver de alguna manera que p es la fuente de campo gravitacional, motivados por
esto, la energia y materia deben ser la fuente de campo gravitacional en la Relatividad General que se pueden
agrupar en una sola entidad llamada Tensor de energia-momento "T".

El tensor de energia-momento es un tensor del tipo (2,0) y debe cumplir la conservacién de la energia, es decir
V,.T% = 0. (1.13)

Entonces el anédlogo del lado derecho en 1.12 deberia ser T y del lado izquierdo podria ser Ric, pero hay que
notar que estos tensores son de distintos tipo es decir, T es del tipo (2,0) y Ric es del tipo (0, 2) por lo tanto nece-
sitamos introducir una métrica, pues ella nos permite cambiar entre estos espacios por medio de los mapeos
isomorfismos musicales vedse A.56.

Entonces con la métrica g se puede mapear el tensor de energia-momento T de tipo (2,0) al tipo (0,2) por
medio de los mapeos musicales, con esto ahora podemos regresar a la motivacién provocada por (1.12).
Einstein propuso

Rup & Typ, (1.14)
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pero demostré que
VR £0, (1.15)

entonces, encontré que el tnico tensor relacionado al tensor de curvatura que cumple (1.13) es el tensor G
definido en componentes como

1
Gab = Rab - EgabRr (1~16)
es decir
V,.G™" = 0. (1.17)
donde
R = R% = Ryg®, (1.18)
en conclusion
Gap = K Typ, (1.19)

donde x = 871G es una constante de proporcionalidad cuyo valor recupera el limite Newtoniano.

La expresion (1.16) fue construida de la motivacién dada por (1.12) y son conocidas como las ecuaciones de
campo de Einstein, cabe mencionar que Hilbert obtuvo las mismas ecuaciones de campo de manera indepen-
diente pero por un método completamente distinto.

Hasta el momento, ha sido necesario introducir una conexién y una métrica, pero se ha echo de manera inde-
pendiente y en Relatividad General la manera de elegir la conexién es aquella que cumpla lo siguiente

Teorema: Si una variedad diferenciable es equipada con una métrica g entonces existe una tinica conexién
simétrica (libre de torsién) llamada la conexién de Levi-Civita o conexién métrica tal que

Vg =0, (1.20)

del resultado anterior usando la base de coordenadas inducida se puede demostrar

. 1 .
1-‘lkm = Egm (gmn,k + 8knm — gkm,n) ’ (1.21)

estos son los llamados simbolos de Christoffel y son los coeficientes de la conexién métrica.
Cabe sefialar que el tensor de Riemann asociado con una conexién métrica tiene simetrias adicionales vease [40].

El tensor métrico g no necesariamente debe ser definido positivo, en esos caso se dice que la métrica es pseudo-
riemanniana y en Relatividad General el tensor métrico usado es no definido positivo y de signatura n — 2
llamado métrica de Lorentz [16], esto mayormente se postula y la motivacion surge de la Relatividad Especial
vea [24].

La métrica ¢ asigna una magnitud /|g(X, X)| a cada vector X € T, M.

1.2.3 Postulados de la Relatividad General

La Relatividad General es una teorfa basada en una serie de postulados acerca del modelo matematico para el
espacio-tiempo donde nos referimos a espacio-tiempo como la coleccién de todos los eventos.

Como se menciono previamente, el modelo matematico de la Relatividad General es el par (M, g) donde M es
una variedad diferenciable 4-dimensional de Hausdorff y g es una métrica Lorentziana cual define una tnica
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conexién simétrica llamada conexién de Levi-Civita..

Habra varios campos sobre M tales como el campo electromagnético, el campo de neutrinos, etc cual describen
el contenido de materia del espacio-tiempo tales campos deberia poder ser observados experimentalmente
aunque se puede postular la existencia de campos por ejemplo Brans y Dicke.

Postulado a) Causualidad local

Dados los eventos P, Q € U C M una sefial puede ser enviada entre P y Q si y solo si pueden ser unidos por
una curva cuyos vectores tangentes en todo momento sea tipo-tiempo o nulo, tal curva es llamada una curva
no tipo-espacio.

No existe hasta el momento evidencia experimental de sefiales que se propaguen mds rdpido que la radiacién
electromagnética por lo tanto nuestra formulacién de la Relatividad excluye la posibilidad de particulas como
taquiones, esto significa que luz debe viaja en geodésicas nulas.

Postulado b) Conservacién local de energia y momento
Existe un tensor simétrico T del tipo (2,0), llamado el tensor de energia-momento tal que
1. T% desvanece en un conjunto abierto U C M si y solo si todos los campos materiales desvanecen en U.
2. T™ obedece la ecuacién
T% =0 (1.22)
Postulado ¢): Ecuaciones de campo

Las ecuaciones que gobiernan los campos materiales se han construido en la subseccién pasada utilizando una
pequefia motivacion y serd considerada como un postulado. Estas ecuaciones pudieron describir la precesiéon
del perihelio de la érbita de Mercurio, la deflexién de la luz, la predicciéon de agujeros negros, ondas gravita-
cionales entre otras.

Gab = KTab/ (1.23)

donde x = 871G es una constante de proporcionalidad cuyo valor recupera el limite Newtoniano.

1.3 Formulacion Lagrangiana de la Relatividad General

Considere un campo tensorial o coleccién de campos tensoriales definidos sobre una variedad M y denotemos
los campos tensoriales por ¥. Sea S[¥] un funcional de ¥, es decir, S es un mapeo del campo de configuraciones
sobre M a un ndmero real.

Sea ¥, una familia de un-parametro del campo de configuraciones, iniciando en ¥ y que ademds satisfacen
condiciones de frontera apropiadas.

Denotemos % |r=0 por 6¥.

Supongamos que g—i |A=0 existe para toda familia de un-parametro y ademads existe una campo tensorial suave
X, tal que para toda dicha familia de un-pardmetro se tiene:

ds
= - /M X SY, (1.24)

donde x es llamada la derivada funcional de S y denotada como

05

X = ¥ e, - (1.25)
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Consideremos ahora, un funcional de la forma
S[¥] = / LY, (1.26)
M
donde £ es una funcién local de ¥ y un niimero finito de sus derivadas, es decir
L |y=L(¥(x), V¥(x),..., VE¥(x)). (1.27)

Supongamos que S es un funcional diferenciable y que el campo de configuraciones ¥ extremiza S, es decir

6S

5 [%="0. (1.28)

Entonces S es llamada una accién y £ una densidad Lagrangiana.

Para la relatividad general, la variable de campo es la métrica del espacio-tiempo (g,,) definida sobre una
variedad 4-dimensional M. En este caso, el elemento de volumen depende de la variable de campo y por lo
tanto su variaciéon debe ser tomada en cuenta cuando se calcule la derivada funcional.

Noétese que la introduccién de un sistema de coordenadas no es necesaria, ya que 2 elementos de volumen
cualquiera difieren por un factor escalar de la forma:

€abcd = \/ —&Cabcd- (1.29)
donde ¢ denota el determinante de la matriz de componentes g, es decir
g = det(guv). (1.30)

No olvidar que el elemento de volumen natural sobre la variedad M inducido por g, es /—gdx'dx?..dx",
con esto, dado un elemento de volumen e,;.; sobre M, podemos definir un tensor de densidad T*?. ; definido

como -
Tob = \/ngu...b o) (1.31)

donde T%? . ; es un tensor cuyo valor no depende de la eleccién de eg.;. Entonces como la gravedad es una
manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo proponemos

Lc=+/—8R, (1.32)

y entonces la correspondiente accién es
S[g"] = / Lce, (1.33)
cual es conocida como la accién de Hilbert y donde, e = dxl A dx? A dx® A dx*. Notese que hemos tomado la

métrica inversa ¢”’ como la variable de campo en vez que g,;, simplemente por conveniencia en los calculos.

Para una variacién de un pardmetro andlogamente definamos

dgap _
ar 5gab/ (134)
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entonces
888" = 5/£ce (1.35)
= / 6Lce (1.36)
— / (V=80(Rap)g™ + v/=8Rap8™ + RS (\/=3) ) e, (1.37)

sabemos
88 = 0", (1.38)

entonces
08ab = —Sacpad8™, (1.39)

con esto

1
5 (v/=8) = 5v/—88" 08w (1.40)

1
= —E\/jggab58“br (141)
por otro lado, observe [43]
§"P6R = V0, (1.42)
donde
v = vb((sgab) _ngva(‘sgcd)~ (1.43)

Sustituyendo las ecuaciones (1.41) y (1.42) en la integral (1.37) se obtiene

" 1
(SS[g“b] = /V‘zvm/—gewL/ (Rab — 2Rgub> \/—gég“be, (1.44)

el primer lado de la ecuacidn (1.44) es la integral de una divergencia, y usando el teorema de la divergencia nos
damos cuenta que ese término contribuye con términos de frontera que desvaneceran. Asi nos damos cuenta
que

) 1
5gacl;7 =V =8 <Rub - 2Rgub) ’ (1.45)

usando la condicién para extremizar la accion, encontramos las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio.

1
Ry — ERgub =0. (1.46)
Para obtener las ecuaciones de campo de Einstein con materia, construimos una densidad lagrangiana (total), L,

1
L= EEG + L, (1.47)
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entonces andlogamente al ejercicio anterior

1
= — 1.4
55 /5(2K£G+£M>e (1.48)
1
= — 14
(2K5EG+§EM> e (1.49)
—o5 ab
—/ l(Rah . zRgﬂh> 7V§<g +55M1 e (1.50)
_ 1 V8 0Ly ab
= [(Ruh zRgub> e T 5geb 08"e, (1.51)
asi se puede identificar
s = (Rov— 3Rew ) G5+ = (152)
aplicando la condicién para extremizar se tiene
1 V- oL
(Rab - zRgab) 2Kg + 5gf,f =0, (1.53)
reacomodando términos se tiene .
Rap = 5 Rgap = xTap, (1.54)
donde se
T, = — M 9ZM (1.55)

8m\/—g 8¢’
y k¥ = 87G se ha escogido para recuperar la ley de gravedad newtoniana en el limite no relativista.
La expresién (1.54) son las famosas ecuaciones de campo de Einstein de la Relatividad General, obtenidas por
Einstein y Hilbert casi simultdneamente en caminos distintos. Después Einstein traté de modelar el Universo
con su teoria de la Relatividad General y como en esa época se creia que el Universo era estdtico, Einstein
introdujo una constante cosmolégica que correspondia con estd suposicién, entonces

1
= — 1.

Lr 2K£G + Ly, (1.56)

con
Lc=+/—g(R-2A), (1.57)

el cual deja las expresiones siguientes:
1

Rap — ERgab + A&y = kTgp,, (1.58)

con

oapM 5£M

Ta = 8my/—g 6g"

Estas son las ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica.

1.4 Tipos de Materia

Para efectos de esta tesis mencionaremos tres tipos de materia que seran utilizados posteriormente.
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1.4.1 Fluido Perfecto

Un fluido perfecto es una idealizacién de un fluido que se caracteriza por carecer totalmente de viscosidad y
ser no conductor de calor, es decir altamente idealizado, es muy utilizado debido a su simplicidad y ayuda en
la realizacién de modelos idealizados, en componentes tiene la forma:

Tap = (0 + p) tatty + PSab, (1.60)

y toma su forma mas simple al subir un indice, es decir

p 0 0 0
b _ [ O p 0 O
=100 p o | (1.61)
0 0 0 p
donde u” son las componentes de la cuadri-velocidad normalizada del fluido, es decir
uu® = —1. (1.62)

La expresion 1.60 puede ser obtenida mediante un principio variacional para ello veése el capitulo 6 de [11].

1.4.2 Ecuaciones de Einstein-Maxwell

Consideremos un tensor de segundo orden que cumple
dF =0, (1.63)

entonces "F" cumple
F=dA, (1.64)

o en forma de componentes[14]
04, 0A;
T 9xt T gxb
Al tensor "F" se le conoce como tensor de campo electromagnético y a "A" como cuadri-potencial.
Las ecuaciones acopladas de Einstein-Maxwell se obtienen al elegir una Lagrangiana de materia de la forma[43]

(1.65)

1
EEM = —Z\/ —ggcegdfFCdFe P (166)
y
ap = 167, (1.67)

Usando el formalismo de la seccién pasada se tiene
1
Rab - ERg”b = KTab/ (168)

donde 1
Top = FacFy — § SapFieF%. (1.69)

T, son las componentes del tensor de Energia-Momento para el Campo Electromagnético.

1.4.3 Las ecuaciones acopladas de Einstein-Klein-Gordon

Recordemos los resultados de la seccién 1.3, cuando se tiene una densidad Lagrangiana de la forma L1 =
%EG + L entonces

5S = / SLre, (1.70)
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da como resultado

1
Rab - ERgab = KTab/

donde
o LoV 5£M

T, = —
ab 87_[ /7_g (Sg”b’

_ 8m
yK_ A

cuya densidad Lagrangiana de tal campo escalar es
1 *
L= —5v=8 (8"Vap Vg + U (I¢)),

y
ap = 167,

de la ecuacién (1.72) se encuentra

1 1
Tu = 5 (Va9 Vi + Vid* Vo) = 580 (87Ved™ Vag + U(I9]))

Por otro lado, la variacién de la accién (1.70) junto con (1.73) respecto al campo escalar ¢, deja

du
d|¢|

g“bVthQD —

Eligiendo el potencial como
u(lpl®) = m* ol

entonces la ecuacion (1.76) se convierte en

(8"VaVy—m?) g =0

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

En este capitulo hemos construido la teoria de la Relatividad General de una manera muy répida y compacta
sin entrar en detalles en la matemadtica, en los capitulos posteriores trataremos de encontrar aplicaciones de la

teoria.
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Capitulo 2

Invariantes de curvatura

Los invariantes de curvatura de Riemann (Invariantes de curvatura escalares algebraicos) han sido de gran
interés en la Relatividad General y hoy en dia es un campo de investigacion abierto, hasta el momento los prin-
cipales objetivos son encontrar singularidades de curvatura del espacio-tiempo, caracterizar el espacio-tiempo
por medio de los invariantes de curvatura que permita distinguir espacios-tiempos y encontrar un conjunto
completo de invariantes de curvatura.

Los invariantes de curvatura escalares algebraicos son construidos a partir del tensor métrico y sus derivadas,
en la literatura se mencionan 3 tipos de invariantes de curvatura: Invariantes de curvatura Polinomiales, In-
variantes de curvatura de Cartan e invariantes de curvatura escalares [26], pero este trabajo se centrard sdlo en
invariantes de curvatura polinomiales.

El ndmero de invariantes escalares algebraicos independientes construidos a partir del tensor métrico y sus

n_n

derivadas al orden "p" es mostrando el siguiente resultado:

Considere una variedad (M, g) de dimensién "n" entonces el namero de invariantes escalares algebraicos

n_.n

"N(n, p)" independientes construidos a partir del tensor métrico y sus derivadas al orden "p" es:

N=0; para p=0,1 (2.1)
y
nn+1)(n+p)! (n+p+1)!
= — ;P> = .
N(n,p) 2nip! =1 (p+ 1) +mn; p > 2, exceptopara N(2,2) =1 (2.2)

Por lo tanto en un espacio-tiempo 4-dimensional el tensor de Riemann tiene N(4,2) = 14 invariantes de cur-
vatura escalares algebraicos independientes, cabe resaltar que en casos particulares el ntiimero se reduce.
Los resultados anteriores son obtenidos a detalle en [41] y mencionados en [39].

2.1 Invariantes de curvatura polinomiales

El tensor de curvatura (Tensor de Riemann), R, es un tensor del tipo (1,3), cuyas componentes son Rj.q - s€
puede descomponer de forma tnica en partes que son representaciones irreducibles del grupo completo de
Lorentz

Raped = Caped + Eaped + Gabed, (2.3)

tiene 20 componentes independientes: 10 de estas componentes aparecen en el tensor de Weyl cuyas compo-
nentes son C,p.4, 9 en el tensor de Ricci sin traza cuyas componentes son S,;;, y 1 en el escalar de curvatura R
[19, 45], dadas por

1
Esped = E(gacsbd + 8paSac — SadSbc — §bcSad), (24)



20 Capitulo 2. Invariantes de curvatura

1 1
Gavea = 75 R(8ac8bd — 8aabe) = 15 R8avcds (2.5)
1
Sab = Rab - ;Rguhr (2-6)
R=R}, 2.7)
cual siguen las relaciones
Clhaa =0, (2.8)
1
Glhaa = 78R, (2.10)

es decir (2.3) se puede escribir como [1]

1 R
Cabed = Raved — 5 (8aaRoc + 8veRad — SacRpa — SpaRac) + — (adSbc — SacSvd) - (2.11)
2 6

Un espacio-tiempo con tensor de Weyl nulo se dice ser conformalmente plano.
Note que para un espacio-tiempo libre de energia-momento (Solucién a las ecuaciones de Einstein en vacio) el
tensor de Riemann coincide con el tensor de Weyl.

Un tipo de invariantes de curvatura en Relatividad General son los invariantes de curvatura polinomiales, es-
tos son productos escalares del tensor de Riemann, Ricci, Weyl o sus derivadas covariantes [20]. Hoy en dia
la basqueda de un conjunto completo de invariantes de curvatura polinomiales es un campo de investigaciéon
abierto. En este trabajo se hace una rutina para calcular los siguientes invariantes [26, 28]:

L =CMcyl, (2.12)
L=-GMc ", (2.13)

I3 = C;M ™ Copn¥, (2.14)

I =—CHC ™" Cn, (2.15)

Is =R, (2.16)

Is = S/S/, (2.17)

I; = SJS;*Sy, (2.18)

Is = S/S{*Si's), (2.19)

Iy = Cyg/SMS}1, (2.20)

Iy = —C 4/ SMsj, (2.21)

Iy = (Cit! Cjuo' +C ! C o' )S™S™, (2.22)
Ly = (Cilmjcjnoi - C~ilmjcjnoi>slmsno' (223)
13 = (Citn! Cino® + C 1 € jus")S™S™S, (2.24)
Iy = (Cilmjc~jn0k - C~i1mjcjnok)51m5"05ki, (2.25)
Lis = R;RY, (2.26)

K = Ry R, (2.27)
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Py = Rijigy R, (2.28)
Py = Rijiymn R, (2.29)
Ps = Ryjetmno R, (2.30)
donde
- . 1 ef
Capea = 5€abefC o (2.31)

se conoce como el tensor dual de Weyl.
El invariante “K” se conoce cémo invariante de Kretschmann, a ”P;” invariante de Karlhede [5].

Una manera mds 6ptima en el cdlculo de los invariantes de curvatura relacionados al tensor de Ricci es usando
la relacién entre el tensor de Ricci y el tensor de energia-momento dada en las ecuaciones de campo de Einstein.
De la contraccién de las ecuaciones de Einstein se obtiene

R = —«T, (2.32)

donde R es el escalar de Ricci y T = T es la traza del tensor de energia-momento, sustituyendo esto en las
ecuaciones de Einstein toman la forma

1
Ragp =« (Tab - 2Tgub> ’ (2.33)

1
Sap = (Tab - 4Tgab) , (2.34)

estas relaciones son muy ftiles en el calculo de los invariantes de curvatura relacionados al tensor de Ricci y
el tensor de Ricci sin traza [21], ya que si conocemos una solucién a las ecuaciones de Einstein conocemos la
métrica y su tensor de energfa-momento, por ello, no es necesario calcular los simbolos de Christoffel para la
obtencién del tensor de Ricci ya que por (2.33,2.41) esta directamente relacionado al tensor de energia-momento
que ya conocemos.

Note que para una solucién en vacio se tiene

T =0, (2.35)
esto implica que
Ry =0, (2.36)
Sy =0, (2.37)
entonces rapidamente identificamos que
=lg=I;=Ig=Ily=ho=h1=ha=I3=h4s=1h5=0. (2.38)

2.2 Invariantes de Cartan y la clasificacién de Petrov

Los invariantes de Cartan son otra alternativa de invariantes de curvatura, ellos son construidos a partir de las
principales direcciones nulas del tensor de Weyl, son escalares por que los sistemas son invariantes definidos
, es decir, si a,b,c y d son vectores bases uno de los invariantes de Cartan es Ri]-klaibj ckd¥, en resumen es como
caracterizar un mapa bilineal simétrico (matriz) por sus valores propios [26].

A diferencia de los invariantes de curvatura polinomiales, los invariantes de Cartan requieren menos calculo
algebraico.
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Una tétrada nula compleja consiste de 2 vectores reales nulos k,1 y dos vectores nulos conjugado complejo

m, m

{e;} = {m,m,1 k}.

Con la elecciéon de una base nula las componentes de la métrica son

01 0 0
|10 0 o
=100 0 -1 |
00 -1 O
donde
K, = —1,
mim, =1,

2.2.1 Bivectores

Bivectores son tensores antisimétricos de segundo orden es decir 2-formas.
X = X, w' Aw?,

Se define el bivector dual

> 1
Xap = EgabchCdr
donde ¢4 es la 4-forma de Levi-Civita.

Nuevamente aplicando la operacién dual

—_~—

(Xab) = 7Xub
Un bivector es llamado nulo si
Xp X =0,
Xubiﬂb =0,

Los bivectores complejos se definen
Xy = Xop +1Xpp,,

a

(2.48) es auto-dual es decir

—~—

(X3,) = —iX5,.

Un bivector auto-dual esta completamente determinado por un vector unitario like-time u

X, = Xub,
Xau® =0,
ucu = —1,

también se tienen la siguientes relaciones

XX = —4X, X",
X;‘B = ie,xﬁ,YXAr.

(2.39)

(2.40)

(2.41)
(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)
(2.51)
(2.52)

(2.53)
(2.54)

(2.55)



2.2. Invariantes de Cartan y la clasificacién de Petrov

23

Un bivector auto-dual puede ser expandido en términos de la base Z# = (U, V, W) construida a partir de la

tétrada nula compleja.

Z'=U=2mA]l,
Z? =V =2k Am,
22 =W=2(mAm—-kAl),

en componentes

Uuh = Tflalb — H_’lblu,
Vap = kamy — kpmy,
Wy = mgiiny, — myii, + lakb — lbka,

de (2.41) y (2.42) se encuentra

U, Ve =2,
W, WP = —4

Un bivector puede ser expandido en términos de la base {Z%, Z*} es decir
X[lb - Cang + dang

por ejemplo expandiendo en la base {Z*}

(9
Xap = caZyy,

1 2 3
= C1Zgy + 22y + €32,

= c1Ugp + 2Vip + c3Wap,
=(1 (ﬂ_/lulb — ﬁ’lbla) + 0 (kumb — kbma) +c3 (m,m'ib — mytig + Lk, — lbku> ,
con esto
1 = Xabkamh = — abmakb,

C) = Xabmal_b,

c3 = Xabm”mh = Xabkalh.

(2.56)
(2.57)
(2.58)

(2.59)
(2.60)
(2.61)

(2.62)
(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)
(2.67)
(2.68)

Como los tensores Cgpeq, Eqped, Gaped tiene dos pares de indices de bivector podemos introducir las nociones de

dual izquierdo y dual derecho

Caped = %eabcdceﬁdr
Ca~bcd = %Scdef Cabef/
ademas siguen las siguientes relaciones
Ca:bcd = Cabeds

Eubcd = - Eﬂbcdr

Gabcd = Gaped,

(2.69)

(2.70)

2.71)
(2.72)
(2.73)
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de igual manera podemos definir los tensores complejos

* _ o~
Cahcd = Capea + lcﬂhcd'

* I al
Eabcd = Eapea + ZEubcal'

* . . ~
Gubcd = Ggbed + lGabcd’

cual siguen

et _ el
abcd — _lCubcd'
ks _iT*
abed — ZEabcd'
A% _ ks
abed — _lGabcd'

Expandiendo el tensor de Weyl en la base {Z*}
Clyeq = CapZieZh
abed aBLactcqr
es decir

1

5 abed = YoUapUeq +F1 (UgpWeg + WapUea) + Y2 (VapUeq + Uap Vea + Wap Weg)

+¥3 (Vs Wea + Wap Vea) +¥aVip Ve,

donde los 5 coeficientes complejos son

Yo = Chpogk®mPkm?,
¥ = Copeak™1km?,,
¥y = Copedk®mPmcl?,
Y3 = Copeak®brcle,
Y, = Capea®1PmC19,
usando (2.50 y 2.51)
= Quc = C;bcd”b”d/

y satisfacen

Q=0
Qab = Qbar
Qubuub =0,
donde
uuua = _1.

(2.74)
(2.75)
(2.76)

(2.77)
(2.78)
(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)
(2.83)
(2.84)
(2.85)
(2.86)

(2.87)

(2.88)
(2.89)

(2.90)

(2.91)

Ahora veamos lo siguiente, sabemos que un sistema ortonormal se define como tres vectores tipo-espacio E, y

un vector tipo-tiempo t, tal que
{Ea} = {E“’ t} = {X, Yy z t} ’

con
Etx' Eﬁ = 5txﬂ/
tt=—1,
E“' t= O,

(2.92)

(2.93)
(2.94)
(2.95)
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51 se tiene un fluido con 4-velocidad paralela a t, el simbolo t a menudo es reemplazado por u.
Un sistema nulo complejo y un sistema ortonormal puede ser relacionado por
V2m — Ey — iEy, (2.96)
V21 = E4 — E3, (2.97)
V2 = E; +iEp, (2.98)
V2k = E4 + Eg, (2.99)
con esto facilmente se pueden obtener las relaciones no nulas
a 1
kou® = ——, (2.100)
2
L = — (2.101)
a 2/ .
con esto
a 1
Ugpu” = 75 (2.102)
Uyt = — (2.103)
ab \/Q ar .
1
Vo u® my, 2.104
ab M (2.104)
b 1
Vaptt” = 75" (2.105)
Woptt® = — (I, — ky) (2.106)
ab \/E b b)s .
1
W = 75 (b —ka), (2.107)
entonces usando (2.59-2.61 , 2.81,2.100 y 2.101) en (2.87) podemos manipular algebraicamente, por ejemplo
Yo (uabucd) ubu? = ‘Youuhubucdud/
1 1
=Y ———=m, ) | ——=m ),
() ()
1
= E‘Fomamc/
con ayuda de (2.96-2.99)
o xa+iya xc“‘i]/c
Mgt = ,
alltc \/E \/E
_ XgXe+1 (xtzyc + xc]/a) - ]/u]/cl (2.108)

2
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donde ya sabemos que

x = (1,0,0,0), (2.109)
y = (0,1,0,0), (2.110)
z = (0,0,1,0), (2.111)
z=(0,0,1,0), (2.112)
t=(0,0,0,—1), (2.113)

entonces (2.87) puede ser considerada como una matriz simétrica compleja de 3x3 libre de traza con respecto a
la base ortonormal.

¥ — 3 (Yo + ¥a) 1i (¥4 —Yo) Y -Y¥3
Q= 1i(Ys—Yo) Yot+i(Yo+¥s) i(¥1+Y3) |- (2.114)
Y —Y; i (‘Fl + ‘P3) -2Y%,

La matriz Q determina 10 ndmeros reales que corresponden a las 10 componentes independientes del tensor
de Weyl.

El objetivo de estd seccion es buscar una caracterizacién invariante para el campo gravitacional independiente
del sistema de coordenadas, para ello existen dos aprobaciones:

1. El problema de eigenvalores.

2. Las direcciones principales nulas.

2.2.2 C(Clasificacion de Petrov

La clasificacién de Petrov es una clasificacién del tensor de Weyl por medio de los eigenvalores de la matriz Q,
es decir

1
5 Cabea X = AXap, (2.115)

con eigenvector X? y eigenvalor A (2.115) se puede reescribir como, para mas detalle vea [35]
8 yeig P p

%c* G X = AXT, (2.116)

abc
multiplicando por vector unitario timelike u” y haciendo uso de las relaciones introducidas en este capitulo
p P y p
QX = AX,, (2.117)

con esto se ha podido reducir de un sistema Lorentziano 4-dimensional a un espacio complejo 3-dimensional,
en forma vectorial se puede escribir como
Qr = Ar. (2.118)

cual deja la ecuacion caracteristica
det(Q — AI) =0, (2.119)

donde I es la matriz identidad.
(2.119) determina los ordenes [my, . ..,m;] de los divisores elementales (A — A1)™1, ..., (A — Ax)K1, los criterios
para los distintos tipos de Petrov estdn dados en la siguiente tabla 2.1. Los escalares de Cartan son
[=2¥o¥, — 8%, Y5 +6¥3, (2.120)
J = 6% ¥y — 6%0¥F3 — 692F, 4+ 129,¥,¥3 — 673, (2.121)
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Tipo de | Ordenes de | Criterio Matricial
Petrov divisores ele-
mentales
I [i11] (@ MD) (Q A2l (Q A =0
D (1) 1] (Q + %/\I) (Q—AI) =0
p)
I 21] <Q+%M)(Q—AD:0
N [(21)] Q=0
III [3] Q*=0
@) Q=0
TABLA 2.1: Clasificacién de Petrov: Paréntesis redondos indican que el correspondiente valor
coincide, es decir [(11) 1] significa A1 = Ay # As.
estos son invariantes por que fueron definidos como
I = traza(Q?), (2.122)
J = traza(Q®). (2.123)
La manera clésica de determinar el tipo de Petrov se da en el siguiente diagrama’.
donde
K="¥,¥3 - 3¥,¥3¥, +2¥3, (2.124)
L=Y,¥,—¥3 (2.125)
N = 1212 - ¥3I. (2.126)

2.2.3 Clasificacién de Debever: Direcciones principales nulas.

Como se dijo anteriormente, hay otra aprobacién a la clasificacién del tensor de Weyl descrito por Debever que

da resultado en la misma caracterizacién de espacio-tiempo, pero no se necesitan calcular eigenvalores.

Sea n un vector nulo, entonces n se dice ser una direccién principal nula si satisface

1leCalic [d”f]”bnc =0,

(2.127)

Siempre podemos encontrar una tétrada nula {m’,m’,1',k’} en la cual el vector k’ o I’ abarque una direccién
principal nula, y para ello hay que considerar todas las rotaciones nulas, es decir. Transformaciones de Lorentz

dan surgimiento a los siguientes cambios de base

Rotaciones nulas alrededor de 1
1I'=1,
m' = m+El,
k' =k+ Em + Em + EEL

1Imagen tomada de [39]

(2.128)
(2.129)
(2.130)
(2.131)



28 Capitulo 2. Invariantes de curvatura

Tipo Tipo Tipo Tipo Tipo
I 17 D 111 N

FIGURA 2.1: Diagrama para determinar el tipo de Petrov por el método clésico.

Rotaciones nulas alrededor de k

K =k, (2.132)
m’ = m + Bk, (2.133)
' =1+ Bt + Bm + BBI, (2.134)

donde B y M son complejos y se pueden encontrar relaciones entre los coeficientes complejos.

Alrededor de 1l
Y, =Y, (2.135)
Y, =¥;+ EYy, (2.136)
Y, =¥, +2E¥; + E2Y,, (2.137)
Y] =¥, +3EY¥, +3E2¥; + E3Y,, (2.138)

W) =¥ +4EY, + 6E2¥, + 4E3¥; + E4Y,, (2.139)
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Alrededor de k
¥} = Yo, (2.140)
Y] =¥, + BY,, (2.141)
Y, =¥, + 2BY; + B>, (2.142)
Y, = Y3 +3BY, + 3B2Y; + B3Y,, (2.143)
Y, = ¥4 +4BY; + 6B2Y, +4B%Y, + BYY,, (2.144)

Un resultado bastante titil es el siguiente
Dada una tétrada nula {m, m, 1, k} se tiene lo siguiente

1. k es una direccién principal nula si
Cabea VPV =0, (2.145)

esto implica que Yo =0

2. 1es una direccién principal nula sf
Cabed uabqu =0, (2.146)

esto implica que ¥4 = 0.

El andlisis de las diferentes direcciones principales nulas da resultado a una clasificacién que es completamente
equivalente a la clasificacién de Petrov [35, 39].

Hay al menos 1 y como maximo 4 direcciones principales nulas, una direccién principal nula puede tener
multiplicidad mayor que 1.

Es comtn llamar simple principal direccién nula aquella direccién principal nula que no se repite. Si hay una
repetida direccién principal nula, entonces hay como méaximo dos simples direcciones principales nulas.

Definicion 2.1. Un vector nulo n se dice ser doble direccion principal nula si

1[eCalpean’n® = 0, (2.147)

Definicion 2.2. Un vector nulo n se dice ser triple direccion principal nula si

Capclane]n® =0, (2.148)
por altimo

Definicion 2.3. Un vector nulo n se dice ser cuadruple direccion principal nula si

Capeant = 0. (2.149)

Hasta aqui hemos mencionado todos los tipos de direcciones principales nulas del tensor de Weyl y mostramos
en la tabla 2.3 la equivalencia entre el nlimero de direcciones principales nulas y la clasificacién de Petrov.

2.3 Operadores de curvatura

El tema de operadores de curvatura es un problema de investigacién abierta de suma importancia, S. Hervik y
A. Coley en [18] han tratando de responder a la siguiente pregunta: ;Cudndo una variedad Pseudo-Riemanniana
puede ser localmente caracterizada por su invariantes de curvatura polinomiales construidas del tensor de Rie-
mann y sus derivadas covariantes? esta ha sido su motivacién principal que los ha llevado a encontrar una serie
de resultados muy importantes e interesantes, uno de ellos es concluir en [18] que los Invariantes de curvatura
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Tipo de | Multiplicidades | Direcciones principales nulas
Petrov
‘Z
L (1,1,1,1)
™
D. 2,2) /
'y
II (2,1,1). L
ML (3,1) “1/
N 4 "H

TABLA 2.2: Equivalencia entra la clasificacion de Petrov y la clasificacién de Debever.

polinomiales pueden ser construidos de operadores de curvatura.

Un operador de curvatura basicamente es un operador lineal construido de aquellas cantidades relacionas al
tensor de curvatura. El ejemplo tipico de un operador de curvatura es el operador de Ricci abusando de la
notacién podrfamos decir R = R} es decir

R : TyM — T,M, (2.150)

con ello se puede definir el invariante de curvatura polinomial méds comtin ""escalar de Ricci” como sigue
R = Traza(Ry), (2.151)

y cualquier invariante de curvatura relacionado relacionado al tensor de Ricci.

Otro operador bastante comun es el operador de Weyl cual mapea bi-vectores en bi-vectores

C: N’T,M — A’T,M. (2.152)

Uno de los principales resultados de [18] es que: los eigenvalores de un operador de curvatura son conocidos
como invariantes de curvatura escalares y por lo tanto operadores de curvatura naturalmente proporcionan
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un conjunto de invariantes de curvatura. Con esto es claro que podemos estudiar los invariantes de curvatura
polinomiales estudiando los invariantes de los operadores de curvatura (invariantes de curvatura escalares).

2.4 Espacio tiempo de Kundt

Recordemos que uno de nuestros intereses es, encontrar un manera de distinguir entre distintos espacios-
tiempo, una manera de hacer esto es por medio de sus invariantes de curvatura, pero sé6lo esto es posible si la
métrica es I — no — degenerada, dado por conclusién al final de la seccién.

Para un espacio-tiempo (M, g) con conjunto de invariantes de curvatura polinomiales, existen dos manera en
cudl la métrica g puede ser alterada de tal manera que los invariantes de curvatura permanecen iguales.

i Lamétrica puede ser deformada continuamente de tal manera que los invariantes de curvatura permanecen
iguales, este es el caso de la métrica de Kundt.

ii Una transformacién discreta de la métrica puede dejar los invariantes de curvatura sin cambio.

Para un espacio-tiempo (M, g) con un conjunto de invariantes de curvatura, si no existe un deformacién

métrica de g teniendo el mismo conjunto de invariantes a g, entonces la métrica g serd llamadal — no — degenerada.

Esto significa que una métrica que es I — no — degenerada los invariantes de curvatura caracterizan el espacio-
tiempo de manera tnica, al menor localmente y por lo tanto podemos distinguirlos de otros espacios-tiempo
usando sus invariantes de curvatura, para observar esto detalladamente vea [9].
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Capitulo 3

Calculo simbodlico en Relatividad General

3.1 Software matematico Maplesoft.

3.1.1 (;Qué es Maple?

Maple es un software matematico que utiliza una interfaz para analizar, explorar visualizar y resolver proble-
mas matemdticos cuenta con una amplia gama de algoritmos matematico junto con un un gran repositorio de
funcionalidad numérica que incluye bibliotecas estandar de la industria como Inter ®Math Kernel Library, etc
[3, 31]. Maple se inicio en en la Universidad de Waterloo en 1980 y hoy en dia sigue siendo uno de los mds
poderosos software de la computacién simboélica.

3.1.2 Differential Geometry package

Es posible utilizar maple para cualquier rama de la ciencia, pero nosotros estamos interesados particularmente
en el drea de la Relatividad General, para ello en necesarios utilizar la libreria de geometria diferencial llamada
Differential Geometria package, con ello es posible realizar operaciones fundamentales simbélicas en calculo
sobre variedades, geometria diferencial, calculo tensorial, dlgebra de Lie, grupos de Lie, calculo variacional, etc.

Hoy en dia Differential Geometry package contiene cerca de 300 comandos, divididos en 5 paquetes. El pa-
quete principal Differential Geometry package contiene todos los comandos referidos a cdlculo en variedades,
operaciones bdsicas con campos vectoriales, formas diferenciales y transformaciones.

The Tensor package contienen un conjunto de comandos para el algebra general de tensores.

The Lie algebra package contiene los comandos para crear y manipular el algebra de lie y las sub-algebras.
The GroupActions package proporciona funcionalidades para el anélisis simbélico del grupo de Lie y acciones
grupales.

The JetCalculus package proporciona la base para estudiar ecuaciones diferenciales y célculo de variaciones.
Finalmente the Library package contiene tablas de algebra de Lie, ecuaciones diferenciales y soluciones a las
ecuaciones de Einstein.

La Interface de Differential Geometry package usa las notaciones y conversiones de geometria diferencial mod-
erna por lo cual cualquier estudiante o investigador se familiarizard rapidamente [32].

3.1.3 Uso de maple en Relatividad General

La ayuda de un software matemdtico simbélico es de suma importancia ya que ayuda a reducir los tiempo de
trabajo por el cardcter tensorial de la Relatividad General requiere de mucho trabajo algebraico, en estd seccién
explicaremos como usar el software matematico maple para resolver las ecuaciones de Einstein y calcular al-
gunos invariantes de curvatura.

Las entradas (In) de maple las denotaremos por el simbolo > y la salida (Out) con color azul, esto por el simple
hecho de que parezca la pantalla de maple y las explicaciones o comentarios las pondré después del simbolo #
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3.1.4 Solucién de Schwarzschild con Maple

En estd subseccion se muestra cémo calcular la solucion de Schwarzschild con ayuda de Maple. El primer paso
es declarar las librerias a usar de la siguiente manera

> with(Differential Geometry):with(Tensor); with(Tools); with(PDEtools): with(plots): # dos puntos
al final de cada operacién sirven para no mostrar el resultado.

> Preferences("TensorDisplay", 1); Preferences('PrettyPrint", false). # estos comandos nos ayudan a
una mejor visualizacion de los simbolos matemadticos.

>X:=[t,r1,6,¢]: # estas serdn nuestras variables a utilizar.
> DGsetup(X, variedad, verbose) # este comando crea una variedad de coordenadas locales X y nombre
variedad

The following coordinates have been protected:
X :=[t,r1,6,¢]
The following vector fields have been defined and protected:
[D_t,D_r,D_6, D_¢]
The following differential 1-forms have been defined and protected:

[dt,dr,d6,d¢)
> dX := DGinfo("FrameBaseForms"): DX := DGinfo("FrameBaseVectors"): # aqui estamos guardando
estos campos inducidos en un arreglo
Variedad > declare(A(r), B(r), quiet): # esto ayuda a no visualizar la dependencia en las variables uti-

lizadas

Variedad > g := evalDG(—A(t) dX[1] &t dX[1] + B(t) dX[2] &t dX[2] 4+ 12 (dX[3] &t dX[3] + sin®(0) d X [4] &t dX[4]))
# Con este comando dotamos una métrica a nuestra variedad creada y &t denota el producto tensorial.

¢:=—Adt®dt+ Bdr®dr+r*d0 @ do + r*sin®(0)d¢ @ d¢

Variedad > ginv := InverseMetric(g): # calculamos la métrica inversa.
Variedad > Rici := RicciTensor(g) # este comando calcula el tensor de Ricci
Variedad > Ricimix := RaiseLowerIndices(ginv, Rici, [1]) # con este comando subimos un indice, con

esto muchas veces se reducen las expresiones
Variedad > MRicimix := convert(Ricimix, DGArray) # este comando convierte Ricimix en una arreglo

Variedad > for i to 4 do Eq[i] := expand(MRicimix[i, i]) end do # imprime las componentes del arreglo
MRiccimix
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— _ A A? B A A
Eq := _Zz‘;lrﬂ + 4A£ + 4;135 + ABr

Ay A? B.A B,
Eqz = —oz5 + g0 T 2apr + 5%

-1 _ 1 . B _ A
Eq3 T2 2B + 2B2r  2ABr

| 1 B, A,
Eqs =3 — g + 255 — 245
Variedad > sol := dsolve([Eq[k] $k =1 .. 4], [A(r), B(r)]) # Resolvemos las ecuaciones diferenciales
anteriores con dsolve

sol := HB - ﬁ} ) {A —e #dr_a}}

Variedad > By, := sol[1][]: # guardamos la solucién B con cualquier nombre

Variedad > Ay := (simplify@ualue@eval@subs)(Bs,;, sol[2][]) # sustituimos la solucion B dentro de
la solucion A con (eval@subs);

C2)_C1
Ao = A= i 7 -

Variedad > limit(rhs(Ase), v = infinity) = 1 # sabemos que la métrica es asintéticamente plana por
ello calculamos el limite cuando v = oo

Cl1=1
Variedad > limit(rhs(Bg,), r = infinity) =1
1=1

Variedad > gsol := (eval@subs)(A(r) = Ago, B(r) = Bso1,g) # sustituyendo las soluciones encon-
tradas

gsol := =Bt @ dt + T o dr @ dr + 170 © d6 + 1 sin(6)%de © dg
Variedad > gsol := (eval@subs)(_C, = —2M, g) # con la aproximacion de campo débil se ha encontrado
que _C2 = —2M

gsol := — UMy at I dr @ dr + 12d0 @ d6 + 12 sin(0)2d¢ @ dp
Variedad > gsolinv := InverseMetric(gsol) : # métrica inversa

3.1.5 Caélculo de Invariantes de curvatura

Calcular invariantes de curvatura es extremadamente facil en maple, aqui mostrare como calcular el invariante
de Kretschmann, todos los demaés se calculan andlogamente.

Variedad > Rie := CurvatureTensor(gsol) : # calculamos y guardamos el tensor de Riemann
Variedad > Rieg,y,, := RaiseLowerIndices(gsol, Rie, [1]) : # bajamos su tinico indice arriba
Variedad > Riey, := RaiseLowerIndices(gsolinv, Riegouy, [1,2,3,4]) : # de la expresion resultante

subimos todos sus indices



36 Capitulo 3. Célculo simbdlico en Relatividad General

Variedad > ContractIndices(Rie gy, &tRieyp, [[1,5], [2,6], (3,7, [4,8]]) # contraemos sus indices

48M
76

Este valor coincide con la literatura.

3.1.6 Procedure en maple

Existe una manera de crear procedimientos o rutinas en maple que evalué toda una serie de acciones o coman-
dos, estos son llamados procedure, los procedure son bastante ttiles para crear funciones.

Con ayuda de esta herramienta he creado una manera més sencilla en la manipulacién del cdlculo simbdlico
que me permite calcular invariantes de curvatura, vea el siguiente ejemplo de cémo crear procedure en maple.

I := proc(g, ginv) # Elegimos un nombre al procedure y elegimos los pardmetros de entrada
description "Evalua el invariante I1 para una métrica dada” # Colocamos una pequeria descripcion
localC,pe4;local Cyy; # Declaramos las funciones a utilizar

Caped := WeylTensor(g); # Definamos las funciones declaradas

Cap := RaiseLowerIndices(ginv, Cppea, [3,4]); # Definamos las funciones declaradas
ContractIndices(Cnp&tCup, [[1,7],12,8],[3,5], [4,6]]) # Se ejecuta la accion deseada

end proc: # Términa el procedure

Anédlogamente podemos hacer un procedure para cada invariante de curvatura vea C. Con estos procedure
sOlo es necesario ingresar la métrica y su inversa y automdaticamente calcula el invariante.

3.2 Software matematico SageMath.

3.21 ;Que es Sagemath?

Es un software matematico gratuito y de cédigo abierto enfocado en el célculo simbdélico y algebra computa-
cional, estd integrado por casi 100 paquetes de cédigo abierto. Su paquetes incluyen una amplia gama de
matematicas, algebra, calculo, teoria de ntimeros, teoria de grupos, combinatoria, algebra lineal y mucho mas,
por lo que su uso es ideal tanto desde matematicas elementales hasta avanzadas por lo tanto sagemath es util
tanto en la ensefianza y la investigacién [33].

Sagemath tiene cierta familiaridad con uno de los mejores y mas populares lenguajes de programacion ya que
este esta basado en Phyton. Las razén mds importante por lo cual se ha utilizado en este trabajo es su licencia
gratuita, pero hemos descubierto que es una herramienta muy completa en todas las ramas que incluye pero
particularmente en la Relatividad General.

3.2.2 SageManifold project

El proyecto SageManifolds tiene como objetivo extender SageMath hacia la geometria diferencial y el calculo
tensorial. Todo el c6digo de SageManifolds se incluye en SageMath, es decir, no requiere ninguna instalacién
por separado.

Se pueden considerar las variedades pseudo-riemannianas genéricas, entre las que se encuentran las var-
iedades riemannianas y las variedades lorentzianas, con aplicaciones a la relatividad general. En particular,
se implementa el calculo del tensor de curvatura de Riemann y los tensores asociados (tensores Ricci, Weyl,
Schouten y Cotton). SageManifolds también puede manejar conexiones afines genéricas, no necesariamente las
de Levi-Civita. Hoy en dia su dltima versién de SageMath es la 9.0 e incluye las siguientes funcionalidades:

* Variedades topoldgicas: cartas, mapeos, campos escalares, etc.

* Variedades diferenciable: espacios tangentes, vector frames, campos tensoriales, curvas, etc.
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* Calculo tensorial estandar.
* Calculo de geodésicas.
* Coneccion afin (torsién y curvatura).

* p-formas.

* p-vectores.

* Derivada de Lie de campos tensoriales.

* Meétricas pseudo-riemannianas y mucho maés.
SageManifolds [34] es desarrollado por estos autores principales
* Pablo Angulo

* Erik M. Bray

* Michat Bejger

* Volker Braun

* Léo Brunswic

* Frédéric Chapoton

* Vincent Delecroix

* Jeroen Demeyer

* Hans Fotsing Tetsing

* Eric Gourgoulhon

* Eero Hakavuori

* Florentin Jaffredo

* Michael Jung

* Richard Lozes

* Marco Mancini

* David Roe

* Travis Scrimshaw

* Ralf Stephan

* Noboru Yamamoto

3.2.3 Invariantes de curvatura en SageMath para la soluciéon de Reissner Nordstrom

En esta seccién se establece el c6digo bdsico para calcular algunos invariantes de curvatura con el software
matematico SageMath usando la libreria de SageManifolds [4, 13, 44], la forma de leerlo sera de la siguiente
manera: In [1]: representa la entrada numero 1y Out [1]: la salida numero 1, los comentarios y explicaciones no
estdn denotados por ningtin simbolo esto con el fin de no perder el formato que utiliza SageMath con Jupyter.

Como ya lo hemos dicho, en SageMath no es necesario invocar ninguna libreria.
La version utilizada es

In [1]: ’ version()
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Out [1]:

In [2]

In [3]

In [4]

In [5]:

In [6]:

In [7]

Out [7]:

In [8]

Out [8]:

In [9]

In [11]

"SageMath version 8.9, Release Date: 2019-09-29’

Para mostrar objetos matematicos utilizando el formato de latex

%display latex

Creamos una variedad Lorentziana de 4-dimensiones

’ M=Manifold(4,"M’,structure="Lorentzian”)

Introducimos las coordenadas locales por medio de una carta

’X.<t,r,th,ph> =M.chart(r”tr : (0, 400) th : (0, pi) : \theta ph : (0,2 x pi) : \phi”)

declaramos

m, q, k = var('m q kappa’)
assume(k>0)
assume(m>0)
assume(q>=0)

Dotamos nuestra variedad con un métrica, en este caso usamos la métrica de Reissner Nordstrem

g = M.metric()

g[0,0] = -(1-2*m/r+(k*q" 2)/(2*r" 2))
g[1,1] =1/(1-2*m/r+(k*q" 2)/(2*1" 2))
gl22]=1"2

g[3,3] = (r*sin(th))" 2

Para visualizar la métrica usamos

’ g.display()

-2

ra

g = (—% + 20 1) dt @ dt + <qzz> dr @ dr + r2d0 ® d + r* sin(0)2d¢ @ d¢
2

tambien se puede visualizar en componentes

L]
—% + 21 0 0 0
0 2 0 0
A2
0 0 r2 0
0 0 0 r%sin(f)?

Calculamos la métrica inversa con la operacién up, esto sube sus indices.

|gin=g.up(g)

Calculemos el tensor de Ricci

’ Rici=g.ricci()

Calculemos el tensor de Riemann
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In [12]: ’Rie:g.riemann()

Para calcular el escalar de Ricci es necesario contraer con la métrica

In [13]: ’RScalar:Rici[’_{ab}’]*gin[“ {ab}’]

Out [13]: (t,7,0,¢) =0

Como el escalar de Ricci es cero, entonces R = xT,?, comprobemos

In [14]: ’ Rmix=Rici[’_ab’]*gin["" ac’]

In [15]: ’ Rmix[:]

M0 0 0
0 - o 0
Out [15] 2r K2
0 0 & 0
0 o o0 =
2r4

Sabemos la forma del tensor de energia-momento para este caso

T = M.tensor_field(1,1, name =" T")

T[0,0]=-(q" 2)/(2*r" 4)

In [16]: | T[1,1]=-(q" 2)/(2*1" 4)
T[2,2]=(q" 2)/ (2*1" 4)
T[3,3]=(q"2)/ (2*r" 4)

En forma de Matriz
In [17]: | T[]
q2
—51 0 0 0
S
Out [17]: 2r » Esto comprueba lo deseado.
0 0 L o0
o o o0 &

Para calcular el invariantes de Kretschmann, bajemos todos los indices a el tensor de Riemann

In [18]: ’ Rdown=Rie.down(g)

subamos todos los indices a el tensor de Riemann

In [19]: ’ Rup=Rie.up(g)

Contraemos

In [20]: ] K=Rdown[’_abcd’]*Rup|["" abcd’]

In [21]: ’K.display()

2(7x%q* —24kmg*r-+24m>r?
Out [21]: (t,7,0,¢) — ( 3 )

Para calcular el invariante P1
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In [22]

In [23]

In [24]

In [25]

In [26]

In [27]

In [28]

Out [28]:

: ’nab=g.c0nnection(name='nabla’,latex_name=r’\nabla')

Calculamos la derivada covariantes del tensor de curvatura de Riemann

: ]DR:nab(Rie)

Subamos y bajemos los indices

: ’ DR_up=DR.up(g)

: ’ DR_down=DR.down(g)

Contraemos

: ’PlzDR_up[’ "~ {abcde}' *DR_down|[’_{abcde}’]

: ’ P=P1.expr()

factorizemos

: ’ P.factor()

16(2Mr—xQ?—r?) (76Q*x*~108MQ?xr+45M?r?)
12

justo el resultado obtenido en el capitulo 5.
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Capitulo 4

Solucion de Schwarzschild.

En este capitulo se menciona la primer solucién exacta a las ecuaciones de campo de Einstein encontrada y
se calculan algunos invariantes de curvatura del capitulo 2, esto con el fin de encontrar singularidades de
curvatura. Una vez encontradas la ecuaciones de campo de Einstein es comtin buscar soluciones altamente
idealizadas, esto debido a la no linealidad de las ecuaciones de Einstein.

4.1 Solucion exterior de Schwarzschild

Motivados por nuestro sistema solar, queremos encontrar la forma del el espacio-tiempo fuera de un cuerpo
estelar (tierra, sol, etc.) comtiinmente llamada fuente de campo gravitacional, suponiendo:

1. Fuente simétricamente esférica : Debido a esto, es conveniente elegir coordenadas esféricas (x°, x!, x2, x3) =

(t,7,6,¢), entonces el tensor métrico se puede escribir como:

g = gu(t,7,0,0)dx" @ dx". (4.1)

2. Fuente estdtica: Este punto se refiere a que la fuente no rota, no se traslada, no cambia su tamafio, ni su
masa, etc. esto implica que las componentes del tensor métrico son independientes de la coordenada temporal,
es decir

g = gu(1,0,9)dx" @ dx". (4.2)
Note que esta fuente genera un espacio-tiempo estdtico, entonces no cambia bajo una inversién temporal, es
b "

decir t — —t que conlleva a la anulacién de las componentes del tensor métrico de la forma "gu,dt @ dx” "y
"gardx” @ dt".

Andlogamente por la simetria esférica del punto 1, podemos hacer inversiones del tipo "0 — —0"y "¢ — —¢"
que ocasiona, de la misma manera, anular sus correspondientes componentes, sobreviviendo sélo:

g =gu(r,0,¢)dt® dt + g, (r,0,¢)dr ® dr + ggo(7,0,¢)dO @ db + go¢ (7,6, p)dop @ do. (4.3)

En cada superficie de t = ty, 8 = 6y y ¢ = ¢p con ty, 6y, $o constantes, g, debe s6lo depender de r, es decir
grr = B(r). Similarmente en cada superficie de § = 6y y ¢ = ¢ nos damos cuenta que g+ debe s6lo depender
de r, es decir g = —A(r). Finalmente en la superficie de t = t, r = r( se requiere que el tensor métrico sea el
de una 2-esfera en el instante t = ¢,

g = 15(df ® df + sin? 0d¢ @ d¢), (4.4)

entonces para cualquier ¢ en cada superficie

r (de ® df + sin? 0d¢ dcp) = Qoo (de ®do + ?ﬂdcp ® dgb) , (4.5)
00
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cual répidamente identificamos ggg = 12, g9 = 1* sin? .
Finalmente nuestro ansatz métrico se lee [10].
g = —A(r)dt®dt+ B(r)dr® dr + 12 (de ® d + sin?0dg @ d¢) , (4.6)
y su inversa
*1—_ii®i+ii®i+li®i+$i®i (47)
8 T T AWt T ot  Blr)or “or 1200 ° 30 ' 2sin209¢ - 0¢° '

3. Solucién en vacio Fuera de la fuente no hay materia ni energfa (Espacio-tiempo vacio). Esto significa que
T, = 0, entonces

1
Rop = 5R8ap = 0; (4.8)
contrayendo R, en (4.8)
a 1 a
R," — ERga =y (4.9)
4
R - ER =0, (4.10)
R =0, (4.11)

lo cual reduce las ecuaciones de campo de Einstein a
R,, = 0. (4.12)
Usando el ansatz encontrado, ecuacion (5.3), para calcular (4.12) se tiene:

A// A/B/ A/Z A/

2B 4B® 4BA 1B (#.13)
Al A'B' A/Z B’

—————— - — = 4.14
2A  4AB 4A% B 0 (4.14)

Ar Br 1

1= 4.1
2AB  2B2 B 0 (415)
Ar  Br 1 .2
Cuya solucion para este sistema de ecuaciones diferenciales es
B(r)= — (4.17)
Cr+C2’ '

1

A(r) = rreact , (4.18)

r

donde C1 y C2 son las constantes de integracién.

Note que si r >> 0, estoy muy lejos de la fuente, y experimentalmente hemos observado que entre mas lejos
estemos de la fuente el campo gravitacional es cada vez mas débil, por esto esperamos que este espacio sea
asintéticamente plano "Minkowski", es decir

VILHJOB (r)=1, (4.19)
rlggoA (r) =1. (4.20)

obteniendo
Cl=1. (4.21)
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Para encontrar C2 se compara la métrica de campo débil [37]
2 2
g = —(1+ TM)dt © dt + (1 _ ]rw) dr@dr+ 72 (40 do + sin® dep @ dg ) 422)
junto a la solucién encontrada a primer orden y se encuentra que
C2 = —2M, (4.23)
entonces (5.3) se lee como
2 M\ !
g=—(1- TM)dt ® dt + (1 - Zr\/I) dr ® dr + 12 (de ® do + sin® fd¢ @ d¢) . (4.24)

La ecuacién (4.24) es llamada métrica de Schwarzschild, fue la primera solucién exacta, encontrada por Schwarzschild
en 1916 y es una de las mas importantes.

Podemos ver qué hay ciertos valores que dejan indeterminada la métrica de Schwarzschild: » = 0,r = 2M.;Pero

son singularidades removibles o no?

4.2 Invariantes de curvatura polinomiales para la métrica de
Schwarzschild

Como se mencioné anteriormente, los invariantes de curvatura ayudan a distinguir entre singularidades de
coordenadas y singularidades de curvatura.

Dado que se requiere un enorme trabajo y tiempo para realizar los calculos algebraicos nos apoyaremos en el
calculo simbdlico para acortar los tiempos de trabajo.

Los invariantes distintos de cero definidos en el capitulo (2) son:

48 M?
I = e (4.25)
96 M3
Iy = R (4.26)
2
Ky = 48];4 p (4.27)
r
720 (—r +2 2
p = 720 r; Mm (4.28)
1440M? (65M? — 60Mr + 1412
Py = ( 1) (4.29)

12

Todos los demaés invariantes de curvatura son cero.
Note que de estos invariantes revela que, la tinica singularidad de curvatura es "r = 0" y no aparentemente
r = 2M pues evaluando r = 2M en los invariantes obtenidos se tiene:

3
h(r=2M) = 5, (4.30)
3
3
Ki(r=2M) = 5, (4.32)
P (r =2M) =0, (4.33)
45
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algo sorprendente es que el invariante P; desvanece justo en ¥ = 2M, entonces la pregunta es: ;Si un invari-
ante desvanece en algun valor de 1, este nos da informacién fisicamente relevante?. Esta pregunta tratare de
responderla conforme siga calculando mas invariantes de distintas métricas, pero para este caso en particular
r=2M si tiene importancia fisica y es llamado el radio de Schwarzschild.

4.3 Invariantes de Cartan para la solucién de Schwarzschild

Para calcular los invariantes de Cartan es necesario obtener una sistema ortonormal, que podra ser relacionado
con un sistema nulo vea la seccién (2.2.3).
Una base ortonormal o tetrada ortonormal {E; } y {®,} para la métrica (5.3) y (5.4)

(E,)} = {\/Zdt, VBdr, rd#, rsin 9d¢} ) (4.35)
1 9 1 9 19 1 9
= —== =5 ——— T 4.
{04} {\/Zat' VB or' rab’ rsinf a¢}’ (4.36)
cudl dejan la métrica de la forma:
g= 0RO+ 01X 01+ 0202+ O3 Q O3, (4.37)
gi1 = —Ey®Ey+ E1 ®E1+ Ex ® Es + E3 ® E3. (438)
Usando las expresiones (2.96-2.99) podemos encontrar un sistema nulo complejo
{ea} = { (Ex+Ea), = (Ey — Ea), - (Ey + iEs), — (E, — iEs)} (4.39)
a /2 1+ E), 5 (B = Ra), o5 (B2 3), A 2 3) s .
asi se pueden calcular
g _ “AB'AT? +2AA"Br? — BA%? + 2AB'r — 4A’B® — 2ABA'r + 4A’B (4.40)
0~ 16A2B22 ' '
¥, =0, (4.41)
v _ —2AA"Br? + BAr? + rA (B'r +2B) A' —2A2 (B'r — 2B2 + 2B)’ (442)
o 48A2B2%2 '
Y3 =0, (4.43)
—AB'A'r* + 2AA"Br? — BA"*r? + 2A?B'r — 4A2B2 — 2ABA'r + 4A°B
Y, = . (4.44)
16 A2B2r2
sustituyendo los valores de A(r) y B(r) encontrados
3M
Yo=——% 4.4
0 23 (4.45)
¥, =0, (4.46)
M
Yy, = — 4.47
2 27"3 ’ ( )
Y3 =0, (4.48)
3M
Yy=——+ 4.4
4 237 ( 9)

(4.50)
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Con esto se tiene
o0 o0
Q= 0o -4 o |, (4.51)
o o -M
cuyos eigenvalores son
2M
= — =y, 4.52
Vi 73 v ( )
M _ 1
V) =13 — 3= _EV' (4.53)
con esto podemos reescribir los invariantes polinomiales de la siguiente forma
I = 1242, (4.54)
Iy = K4 = 1213, (4.55)
180 v\ o
= (1 - 72) V2, (4.56)
Los invariantes de Cartan para la métrica de Schwarzschild son
3M?
M3
r
Las cantidades
K=0, (4.59)
3M?
=——, 4.60
4r6 (4.60)
N=0 (4.61)

dejan la clasificacién de Petrov tipo D.

4.4 Coordenadas isotrépicas para la métrica de Schwarzschild

Como se dijo antes, existen dos tipos de singularidades; singularidades de curvatura y singularidades de coor-
denadas. Con el fin de remover las singularidades de coordenadas regularmente se hace un cambio de coorde-
nadas y desaparece la singularidad de coordenadas pero la singularidad de curvatura jamas desaparece. Nos

gustaria encontrar un cambio de coordenadas (¢, X, 7, Z) tales que la métrica tenga la forma

g=—A(%,7,2)dt@dt+ B(%,7,2) (dx®@dx+dy ® dy + dz ® dz),

cual es isotropica en 3 dimensiones.
En coordenadas tipo esféricas (t, R, 0, ¢) se tiene,

g = —A(R)dt® dt+ B(R) (dR ® dR + 7240 © dO + r* sin? 0d¢p ® d¢) ,

(4.62)

(4.63)
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ademds podemos relacionar las coordenadas tipo Schwarzschild en funcién de las coordenadas isotrépicas

t=t, (4.64)
r=r(R), (4.65)
6=06, (4.66)
=9, (4.67)
con esto
dr =rrdR, (4.68)
aqui la coma denota la derivada parcial con respecto a la variable R.
Sustituyendo esto en la métrica de Schwarzschild 4.24 se tiene
-1
g=—(1— g)dt ® dt+ (1 - zivf) rk dR © dR + 1> (de ® dO + sin” fdg ® d¢) , (4.69)

comparando componente a componente en las métricas 4.69 y 4.63 se obtiene un sistema de ecuaciones difer-
enciales de primer orden

A=1- ¥ (4.70)
) -1

B = ( - T) %, (4.71)

r> = R?B, (4.72)

no olvidar que A = A(R), B = B(R) y r = r(R), la solucién a este sistema es

_ M?C} 4+ 2MRCy + R?

| IRC, p (4.73)
MZ2R? +2MRC; + C2
= 4.74
2 2RC1 ’ ( )
(4.75)
tomemos la solucién para r = 1, entonces
4
B :M, (4.76)
4C2R4
2
A= M, (4.77)
(ClM + R)
(4.78)
la solucion debe ser asintéticamente plana, es decir
lim B (R) =1, (4.79)
R—c0
lim A(R) =1, (4.80)
R—o0

lo que implica
1
G = ii' (4.81)



4.4. Coordenadas isotrépicas para la métrica de Schwarzschild 49

entonces
_ (M—2R)? _ (M+2R)? ~ (M-2R)* 1
r(R) = R ,A(R) = (M—ZR)Z/B(R) = “md siCy = 5 (4.82)
(M +2R)? (M —2R)? (M +2R)* o1
r(R) = —IR ,A(R) = 7(M+2R)2’B(R) = emE siCy = 5 (4.83)
por otro lado para r = r; se tiene
MR +Cp)*
B— % (4.84)
4CiR
2
A= M/ (4.85)
(MR + Cy)
de nuevo usando que es una solucién asintéticamente plana, implica
2
C = :l:M7, (4.86)
entonces se tiene
~ (M-2R)’ (M +2R)? (M -2R)* 1
r(R) = iR ,A(R) = 7(M - 2R)Z,B(R) = GRE siCy = 5 (4.87)
(M +2R)? (M —2R)? (M +2R)* . 1
R)y=~—F— A(R)=-—5,B(R) = ——5i*+ == 4.
7’( ) 4R 4 ( ) (M+2R)2’ ( ) 16R4 Ll Cl 2/ ( 88)

note que 4.82 y 4.83 son idénticas a 4.87 y 4.88 respectivamente, por lo tanto r; es equivalente a 7, cuando se
imponen condiciones de frontera.
Para terminar recordemos que

Rli_r)r(}or (R) = oo, (4.89)
calculando estos limites
2
2R)?

por lo tanto se descarta » = r; teniendo finalmente

(M 4 2R)?
4R

(M —2R)? (M +2R)*

r(R) = WIB( )= 16R%

JA(R) = , (4.92)

que coincide con la literatura [10]. Ahora podemos reescribir las métricas 4.69 y 4.63 de la siguiente manera:

(M —2R)? (M +2R)*

= -~ 2 2 .
g= 2R)2dt®dt+ et (dR @ dR + R2d0 © dO + R sin 0dp 2 dg ) . (4.93)
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La métrica 4.93 expresada en coordenadas isotrdpicas tiene a simple vista dos singularidades en

R=0, (4.94)
R:_%, (4.95)

podemos ver que valor coincide en coordenadas tipo Schwarzschild haciendo uso de 4.92, obteniendo

Iim 7(R) = oo, 4.96
. T (496)
lim 7(R) = —oo, (4.97)

R—0~
lim r(R) =0, (4.98)

R—-MY
La tinica singularidad que coincide en ambos sistemas de coordenadas estd en R = — % que es equivalente a

r = 0, por otro lado el limite cuando R tiende a cero no existe.

4.4.1 Invariantes de curvatura polinomiales para la métrica de Schwarzschild en coorde-
nadas isotrépicas

El cambio de coordenadas realizado ha removido la singularidad de coordenadas que habia en r = 2M pero ha
aparecido una nueva singularidad en R = 0, entonces es necesario calcular los invariantes de curvatura para
descartar las posibles singularidades de coordenadas.

Los primeros 14 invariantes de curvatura polinomiales calculados a partir de la métrica (4.93) son

12126 A /2
h::48(;izla;;;12’ (4.99)
+
18RI A3
Iy = 96(22RRAA//II)18’ (4.100)
+
Ky =1, (4.101)
2218 (2R + M)*
Py =180M*——————R". (4.102)
(2R + M)
(4.103)
Todos demas invariantes de curvatura son cero excepto P, y P3 que no han sido calculados.
Estos invariantes de curvatura polinomiales muestran singularidades de curvatura en R = —%, mas no en
R = 0, por lo tanto la tnica singularidad de curvatura estd en R = — % equivalente a ¥ = 0, quedando R = 0

como una singularidad de coordenadas. Cabe resaltar que R > 0 por lo tanto las coordenadas isotrépicas no
llegan a la singularidad.

Por otro lado P; sea anula cuando:
, (4.104)

R=0. (4.105)

Se mostr6 anteriormente que el limite limg_,o 7(R) no existe, por lo tanto R = 0 esta fuera del dominio de la
funcién r(R) lo que indica que no tiene ningun significado fisico.
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El valor R = % si esta dentro del dominio de la funcién r(R) y es equivalente a ¥ = 2M que coincide con el
horizonte de Schwarzschild.

Cabe mencionar que utilizando el cambio de coordenadas encontrado en 4.92, estas funciones escalares coinci-
den con 4.25, 4.26, 4.27 y 4.28 respectivamente.

4.4.2 Invariantes de Cartan para Schwarzschild en coordenadas isotrépicas

Analogamente a la seccién 4.3.

2R3
gy= 2 M , (4.106)
2 (2R + M)
Y =0, (4.107)
1 2R3
= 77M6, (4.108)
2 (2R + M)
Y3 =0, (4.109)
2°R°M
¥, = _§76, (4.110)
2 (2R + M)
(4.111)
entonces oos
2°R M6 0 0
(2R+M) .
— __2°R’M
Q= 0 R M) 0 , (4.112)
0 0 _ _2°R3M
(2R+M)°
cuyos eigenvalores son facilmente observados.
6R3
v = ZLNI6 =v, (4.113)
(2R+ M)
2R3 1
V) =13 = —7]\46 =—-v. (4.114)
(2R+ M) 2
con esto podemos reescribir los invariantes polinomiales de la siguiente forma
I = 1212, (4.115)
Iy = Ky = 1203, (4.116)
_ 180 vy o
= (1 - 72) V2, (4.117)

Note que los invariantes polinomiales se pueden reescribir en términos de sus eigenvalores y asi se pueden
reescribir de una manera, invariante de forma 4.54,4.55, por lo cual no seria necesario calcular estos invariantes
polinomiales sino sélo sus eigenvalores de la matriz Q.

Por otro lado, también se puede observar que I; e I3 son funciones escalares linealmente independientes.

4.5 Solucidon interior de Schwarzschild

Habiendo construido la solucién de Schwarzschild en la seccién 4.1, ahora estamos interesados en determinar
la forma del espacio-tiempo en el interior de una estrella, es decir una solucién analitica a las ecuaciones de
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Einstein bajo ciertas suposiciones y claro altamente idealizada.

Construyamos estd solucién bajos las mismas suposiciones que utilizamos en la solucién de Schwarzschild:

1. Espacio-tiempo estético

2. Espacio-tiempo esféricamente simétrico

Con esto la métrica es de la forma 5.3

g = —f(r)dt® dt + h(r)dr © dr + 72 (de ® df + sin? 0dg ® d<p) ,

(4.118)

Estamos buscando una solucién al interior de la estrella es decir en (0, R), donde “R” es el Radio de la

estrella y por sencillez usaremos la siguiente suposicién

3. Fluido Perfecto con tensor de energia-momento "T”

T=p(ru®u+P(r)(g+u®u) (4.119)
donde se elige (vea [6, 43])
u=—f(r)"/?at.
Y al exterior (R, o) s6lo habra vacio.
con todo esto se tiene
T=- (r)dt(X)i—kP(r)dr(X)3—i—P(r)d6®i P(r)d¢ @ — o (4.121)
=Ff at ar a0 P9 59" '
y
G = Gldt® 2 4Gildro 2 +G2dow 2 4+ G2d ®a (4.122)
= o dtE 5 Ferdre g+ G 0@ 5y + GaTde @ 5. '
donde
WR+Wr—h
0_
1_ _fh—flr—f
G = W (4.124)
12, 1" tel,  ogl 1£2
Gzzz—f r —2hf r—l—fhf;’ 2fhf+2hf, (4.125)
4rh2f
G3® = Gy? (4.126)
y las ecuaciones de campo de Einstein son:
- (rhz) W42 (1 h—l) ) (4.127)
kP = (rfh)" f' — 12 (1 - h*l) , (4.128)
-1
= S ()" /2.4 R R G R C o I 2 (4.129)
2 2
aqui la prima denota la derivada con respecto a la variable "r”. Usando la conservacién de la energfa-momento,
es decir V;, T = 0 se tiene
P fietP)
T T (4.130)
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Note que la ecuacién (4.127) involucra s6lo la funcién “h” y se puede reescribir de la forma:

14 N
23 {r (1 —h )} =xp, (4.131)
ahora despejemos h(r)
2m(r)]
h(r) = |1- = ) (4.132)
donde .
m(r) = 47r/p(r’)r’2dr/, (4.133)
0
cabe mencionar que hemos hecho G=1.
Definamos
R
M =m(R) = 4rt / o(r)r2dr, (4.134)
0

donde ya mencionamos antes que "R" es el radio de la estrella.
Hagamos

f(r) =¥ (4.135)

con esto la ecuacion (4.128) y (4.130) se convierte

dp(r)  m(r) +4mr®P(r)

dr  r [r—2m(r)] ’ (+.136)
dl;(:) = —d";:) (o(r) + P(r)),, (4.137)
sustituyendo (4.136) en (4.137) se tiene
dP(r) m(r) + 4rr3P(r)
ar = e FPO) = e (4.138)

Esta ecuacion es conocida como la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff de equilibrio hidrostatico.
En resumen, hemos encontrado la solucién interior de Schwarzschild vélida sélo para las suposiciones 1, 2 y 3
mencionadas anteriormente y es de la forma.

-1
g=—e¥dt®dt+ (1 - Zmr(r)) dr @ dr+ 1% (d0© do + sin 0dg © g ), (4.139)

donde ¢(r) y m(r) se determinan de (4.136) y (4.133) respectivamente.
Consideremos el caso altamente idealizado donde

<
o(r) = {g?, :iﬁ (4.140)
de (4.133)
m(r) = 1\1%3 ’ (4.141)
entonces de (4.138) 172 1/2
2
P(r) = po <1 _ %) _ ( i ) , (4.142)
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y de (4.136)
1/2 o\ 1/2
o(r) = In B (1 _ 211;4) -3 <1 _ ZRM;) ] , (4.143)

para encontrar las constantes de integraciéon hemos usado la condicién de frontera P(R) = 0.
La presion central P(r = 0) = P, requerida para el equilibrio de una estrella de densidad uniforme en relativi-

dad general sera:
1/2
B ( B T?)

/2
3(1-¢) -1
hay que notar que P, se vuelve infinito cuando
9
R= M (4.145)

Por lo tanto, en Relatividad General estrellas de densidad uniforme con M > %R no! pueden existir.
Ahora de (4.132) se tiene

2Mr?
h(r) = (1 e > , (4.146)
-1
h(r =R) = (1 — 212\4) , (4.147)
asi la métrica queda como
3 1/2 1 1/2 2 2 2
g=— (zh(r =RV Zh(r)7Y > dt® dt + h(r)dr @ dr + (de ® df +sin 0dg ® d¢) . (4.148)
Los invariantes de curvatura distintos de cero son
Lo 12M 3vV/—R+2MR —2v2Mr2 —R3 (4.149)
°" R® | 3/—R+2MR—-vV2M~2—R3 |’ '
1 2 —R+2
Ig = 0;3{1\/1 +2M 51 (4.150)
(3 V=R +2MR — V2 MZ = R3)
3(—R+2M)*?
I — —648 M (-R+2M) (4.151)

3/
R6 (3 V=R +2MR — 2 Mi? — R3)
Is = 63142, (4.152)
(—3 V=R ¥ 2MRV2Mr% — R3 + 6 R2M + 2 Mr? —4R3) M2

Is = 144 . ) (4.153)
R6 (3 V—R 1 2MR — 2 Mr% — R3)
4.2 (
P = —4032 M'r” (-R+2M) (4.154)

R7 (3 V—R+2MR — V2 M? — R3>4/

Los invariantes de curvatura mencionados muestran singularidades de curvatura en:

4R
= +R R — 4.1
r \/9 A (4.155)
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tomando valores reales en “r” y usando el criterio que no pueden existir estrellas con M > %R, indica que no

existen singularidades de curvatura.

Como era de esperar, en esta solucién interior no existen singularidades curvatura.

Invariantes de curvatura I[5]

Invariantes de curvatura I[5]
R=l;

R=3;

M=1 M=1

0.4 150

0.3 100

0.2

50
0.1
-10 -5 0 5 10
-10 -5 0 5 10 r
r

—0\1 -50

FIGURA 4.1: Gréfica del invariante I5 para distintos valores de M y R
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Capitulo 5

Solucion de Reissner-Nordstrom

El problema resuelto en la seccién anterior tiene bastantes suposiciones que dan surgimiento a la solucién de
Schwarzschild, ahora tratemos ampliar dicho problema exigiendo que la fuente sea una masa cargada.
Supongamos el siguiente problema haciendo el anélisis de la secciéon pasada vea 4
1. Fuente simétricamente esférica:

g = g (t,7,0,¢)dx* ® dxP. (5.1)

2. Fuente estatica con carga: Las componentes del tensor metrico son independientes de la coordenada tem-
poral

g = g (r,0,0)dx* ® dxP. (5.2)

Note que la carga no nos impide realizar el mismo andlisis de la seccién pasada ya que el espacio-tiempo sigue
siendo estatico, entonces bajo los mismos argumentos ya discutidos

g = —A(r)dt® dt+ B(r)dr @ dr + r* (0 © o + sin’ 0dg © dgp) (5.3)

y su inversa
1 1 9 _ 9 1 9 o 109 d 1 ] d
8 = Aot BrorCor 1700730  2sinZeog - 9g°
3. Solucién no en vacio Aqui tenemos una diferencia a la seccién pasada, en este caso el espacio-tiempo no
esta vacio, pues la fuente esta cargada llenado asf a todo el espacio-tiempo con campo eléctrico.
Entonces las ecuaciones de Einstein son:

(5.4)

1
Gap = Rap — ERgub = Tap, (5.5)

con 1
Top = FacFf — Zgadeeng- (5.6)

donde hemos usado ¥ = 1 normalizado en unidades naturales.
Comencemos con la parte izquierda de la ecuacién (5.5)

G = Gpodt ® dt+G11dr ® dr 4 Gppdf ® d6 + G33d¢ ® do, (5.7)
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donde
B/ 1 1
Goo= e o —
0= L AR2 + A  r’BA
G = i _ L + L
W= 3AB2 2B " B22’
A/B/ A/Z A// B/ A/
Goy = — - _ )
2= T4 T 12BA2 T 22BA 2B ' 27BA
G
Ga3 = ,
3 sin? 0

y los términos cruzado desvanecen por el ansatz métrico usado.
Con la finalidad de simplificar las expresiones, subamos un indice a G

0 d d
0 1 2 3
= 0
G =(Gy dt®at+G1 C11‘®a + Gy°d ®89+G3 d(l)@ ¢
con
B’ 1 1
Gl= —— =
0 rB2 2 2B’
A’ 1 1
1 —_— e — — — —
&1 rBA 2 * 2B’
GZ__A/B/ B A/Z N A// B B/ N A/
2 7 T4B2A  4BA? "2BA  2rB2 ' 2rBA’
3 _ 2
G3” = Gy~

(5.8)
(5.9)
(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
(5.14)

(5.15)
(5.16)

Continuemos con la parte derecha de la ecuacién (5.5). El cuadri-potencial para este problema esta dado por

[10]
A=-Tay
r

entonces el tensor de campo electromagnético es

— Tdrnat,
r

F—— th@dr+ qdr®dt

Usando la ecuacién (1.69)

2 2 2 2 ¢
q q q g-sinf
T= dt® dt — dp®d
24 t® 2rtA 2r2AB 2724 49 © 49
subamos un indice para simplificar la expresién pasada
g o ¢ o, A

- dt®— — —1—dr 40 ® —
242819 3¢ " 2 A o T 2445 ® 30 T 24510

]

Frs

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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por lo tanto se obtienen las siguientes 4 ecuaciones de (5.5)

B 1 1 q2
2t ap =0 22
B2 2 et aapA T (5.22)
A’ 1 1 q2
-7~ a2t on = 2
/BA 2 7B " 2aBA (5:23)
A/Z A'B’ A Al B l/]2
o - - - = 24
iBA?  4B°A ' 2BA " 2BAr B 2ABA (5.24)
A/2 A/B/ A// A/ B, q2
- - - - = 2
4BA?  4B?A T 2BA T 2BAr 2B 24BA (5.25)
cuya solucién es
2r2_C2
= p ; 2
B =5 T A-_2cir (5.26)
g 2
C1 q
Ar) = e + 572 +_C2 (5.27)
Calculando los limites
fim B (r) =1, (5.28)
Jim A (r) =1, (5.29)
se encuentra
2=1, (5.30)

Para encontrar la segunda constante de integracién hagamos q=0, entonces debe reducir a la solucién de
Schwarzschild, encontrando

Cl =2M, (5.31)
y por simplicidad se elige
2
=7, (5.32)

por lo tanto la solucién toma la forma

2M | Q2 oM | @2\
g=— (1—+Q2> dt ® dt + (l——i—Qz) dr @ dr
r r r r
e (de ® df + sin?0dg @ d4>) . (5.33)
Esta métrica es conocida como la métrica de Reissner-Nordstrem cuyo tensor de energia-momento tomo¢ la

forma 5 ) 5 5
e 9 Q 9, Q 3 . Q d
T=-dte 5 - 5dro o+ 5d00 55+ 5dp @ 5. (5.34)
5.1 Invariantes de curvatura polinomiales para la métrica de Reissner-
Nordstrom

La solucién anterior de Reissner-Nordstrom no es relevante ante situaciones astrofisicas realistas, sin embargo
es de gran interés estudiar su propiedades.
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El primer punto a observar es que la métrica es aparentemente singular en:

r=20, (5.35)
= ME VI, (5.36)

sin olvidar que r > 0.
Calculando los invariantes de curvatura del capitulo 2 se tiene

L 48(1\4:8—(22)2 , (537)
. 96(Mrrlz—Q2)3 , (5.38)
. 4%4, (5.39)
. 4%; , (5.40)
. 16 (Mr;zQz) Q‘*’ (5.41)
P (Mr 716(22)2 Q“’ (5.42)
K 8 (6M2r2 — 1ié\4Q2r +7QY (5.43)
. 16 (2Mr — Q? —12) (76(31‘: — 108 MQ?r +45M2r2)’ (5.44)

(5.45)

los demds invariantes de curvatura son cero. Cabe mencionar que si hacemos Q — 0 recuperamos los invari-
antes de curvatura obtenidos para la solucién de Schwarzschild.

Estos resultados muestran que la tnica singularidad de curvatura esta en r = 0. Por lo tanto la singulari-
dad r = M £ /M2 — Q? es una singularidad de coordenadas cuyo significado fisico es de dos horizontes de
sucesos. Ademas hay es importante notar que P;(r = M £+ /M? — Q?) = 0 (misma analogia a la solucién de
Schwarzschild en el mismo invariante).

. . , 2 7z ra . . o 2
Podemos observar que algunos invariantes desvanecen cudndo r = %, ¢Esto tendra algin significado fisico?

5.2 Invariantes de curvatura de Cartan para la métrica de
Reissner-Nordstrem

Para calcular los invariantes de Cartan este caso, observe que la el ansatz métrico de la solucién de Schwarzschild
tiene exactamente la misma forma al de la solucién de Reissner-Nordstrem, esto nos permite usar exactamente
las mismas expresiones usadas en la seccién 4.3 solo sustituyendo sus respectivos valores de A(r) y B(r) encon-
trados para la solucién de Reissner-Nordstrem.
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Usando las expresiones (4.41)-(4.44)
3 ( Mr— Q?
Yo = 5 (274 ) , (5.46)
Y, =0, (5.47)
1 (Mr— Q?
¥r = 5 <r4> / (5.48)
Y3 =0, (5.49)
3 ( Mr— Q?
Yo=—Z|—5a— :
T2 ( 2rt ) ’ (5:50)
(5.51)
y asf los invariantes de Cartan para la métrica de Reissner-Nordstrem son
2
3 (Mr—Q?)
I = —5 (5.52)
Mr —Q?)°
o (M HQ )" (5.53)
v
Con el fin de determinar la clasificacién de Petrov para esta métrica encontramos
K=0, (5.54)
Mr — Q%) (—3Mr +3Q?
LM Q)(S r+3Q%) (5.55)
4r
N =0. (5.56)

Se determina que su clasificaciéon de Petrov es tipo D.
Observe nuevamente, si Q — 0 recuperamos todas las expresiones de la seccién anterior. La matriz Q tiene la

forma ,
2 (M’rng) 0 0
2
Q= 0 —~ (L’rﬂ ) 0
Y
0 0 — (MVTQ) ,
note que un eigenvalor es
2
v (M), -
r

Note que el operador de Ricci puede ser un operador de curvatura si se expresa R, es decir
Rl =T}, (5.59)

donde Traza(T) = 0, en forma matricial se expresa como:

RD = , (5.60)
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con eigenvalor
vV=——". (5.61)

Con estos eigenvalores se pueden reescribir los invariantes de curvatura de la seccién 5.1.

I = 12A?, (5.62)
Iy = 1273, (5.63)
I = 44, (5.64)
Iy = —8AV?, (5.65)
I;1 = 32A%12, (5.66)
L5 = 417, (5.67)
K = 1202 + 5612 + 48v7, (5.68)
donde oM
v="7 (5.69)

es el eigenvalor obtenido en el capitulo anterior.

5.3 Solucion de Reissner-Nordstrem en coordenadas isotrépicas

Debido a que la solucién de Schwarzschild se ha podido encontrar coordenadas donde la métrica sea isotrépica,
en esta seccion se busca encontrar las coordenadas tal que la métrica de Reissner Nostr sm sea en forma
isotrépica.

Propongamos un cambio de coordenadas de la siguiente manera:

t=tr=r(R),0=0,¢=¢]|, (5.70)
cual deja la métrica
g=— (1 — @ + g) dt® dt+ (1 — ¥ + g)1r?Rdr®dr+r2de®de+r2sin29d<p®d¢, (5.71)
pero requerimos una forma isotrépica, es decir
¢ = —A(R)dt® dt+ B(R) (dR ® dR + R%d0 © d + R%sin® 0d¢ © d¢) , (5.72)

entonces podemos relacionar

2M Q2
1 —_—— — pu— .
( = > A, (5.73)
-1
2M  Q? 9
<1 — 7 + 1’2> T”R = B, (574)

r?> = BR?, (5.75)



5.3. Solucién de Reissner-Nordstrem en coordenadas isotrépicas 63

La solucién a las ecuaciones diferenciales es

Y 2 2 2
r(R) = (-Q*+M )_Zc; S—IZMR_Cl—irR , 576
2
— Q%+ M?%)_C1*>—R?
A(R) = (( © ) ) 5/ (5.77)
((-Q2+M2)_C1 +2 MR _C1 + R?)

2
((- @+ M?) _C1? +2MR_C1 + R?)
B(R) = R P , (5.78)

(5.79)

la solucion debe ser asintéticamente plana, es decir

TILHJOB (r)=1, (5.80)
rlbn;oA (r) =1 (5.81)
entonces 1
— =1, 5.82
4_C1? (5:82)
por lo tanto
1
_Cl1= X (5.83)
con esto
A r? 2 22
g=—pdtedt+ o (dR@dR+R 46 ® d6 + R? sin 9d<p®d¢), (5.84)
donde
MZ _ QZ 2
A=|R- —+"—= .
( e ) , (5.85)
MZ _ QZ
= R _— .
r + M+ iR (5.86)

La expresion 5.84 coincide con la literatura [42].
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Los invariantes de curvatura del capitulo 2 son

P =

Iy =17179869184

L5 =262144

R (~MQ? — 4 Q2R + M3 + 4 M2R + 4 MR?)”
(— Q2+ M2 +4MR+4R?)®
R? (—MQ? — 4 Q%R + M® + 4 MR + 4 MR?)°
(- Q2+ M2 +4MR+4R2)" '
R8Q4
(— Q2+ M2+4MR +4R2)*
R16Q8
(— Q2+ M2+ 4 MR +4R2)*’
(-MQ* —4Q*R + M> + 4 M?R + 4 MR?) R"'Q*
(— Q2+ M2+ 4 MR +4R2)"?
(—MQ? — 4 Q2R + M 4 4 M?R + 4 MR?)” RM4Q*

I; =196608

7

I3 =25165824

I =262144

Is =17179869184

Iy = — 67108864

4

(— Q2+ M2 +4MR +4R2)"
R8Q4
(— Q2+ M2+ 4 MR +4R2)¥

1048576

(—Q*>+ M2 +4MR+4R?
— 792 M®Q?R — 2088 M2 Q?R? — 1728 MQ?R® + 45 M® + +360 M°R + 1080 M*R?+

2
+1440 M3R3 + 720 M2R%) (— Q2+ M2 — 4R2) RS,

Si Q=0 se recuperan los invariantes obtenidos en el capitulo 4.

= (45 M2Q* + 432 MQ*R + 1216 Q*R? — 90 M*Q2+

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)
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Capitulo 6

Solucion de Kerr

6.1 Espacio-tiempo de Kerr

En las secciones pasadas hemos tratado con espacios simétricamente esféricos estaticos con el fin de encontrar
un modelo matemadtico para el campo gravitacional fuera de una estrella (Fuente) estética, pero se sabe que
las estrellas no son estéticas es decir esta solucion es altamente idealizada pero claro de muchisimo interés y
relativamente sencilla de calcular, ahora una situacién menos idealizada es un estrella (Fuente) rotando, esta
solucién fue encontrada por Kerr en 1963 es decir unos 48 afios después de la publicacion de la Relatividad
General. Para encontrar estd solucién se propone el ansatz métrico siguiente

g = —edt@dt+e* (dp — wdt) @ (dp — wdt) + e*2dx* @ dx* + e dx® @ dx®, (6.1)

estd métrica se demuestra en [7] que es apropiada para describir un espacio-tiempo estacionario de eje simétrico
dénde v, ¥, w, iy, p3 son funciones que dependen de las coordenadas x2,x3. La solucién en coordenadas
(t,7,0,¢) llamadas coordenadas de Boyer-Lindquist [17] se puede encontrar detalladamente en [7], y se puede

escribir como:
2 2 s 2 2
g=— (1 2;“) dt® dt— M”l:;’mg(dt@dqb+d¢®dt)+‘;dr®dr

sin?

2
+p2d0 ® df + - {(rz + aZ) — Asin? 9} dp®dg,[6] (6.2)

donde
A(r) = r* —2Mr + a?, (6.3)

y
p2(r,0) = r* + a® cos® 6. (6.4)

Hay que destacar que hemos usado G=1. Las dos constantes M y a parametrizan las posibles soluciones y
representan la masa y el momento angular por unidad de masa a = J/M respectivamente.

De la métrica 6.2 encontramos a simple vista las siguientes singularidades en: p = 0,0 = 0y A = 0, utilizando
los invariantes de curvatura polinomiales veamos que tipo de singularidades son.

Los invariantes de curvatura no nulos son:

 48M? (12 — a? cos? 0) (p* — 16a%r? cos? 0)

Il - ’ (65)
12
96M?ar cotf (3r> — a2 cos® 0) (r> — 3a® cos? 0)
L= o ) (6.6)

; 96M3r (r* — 3a® cos? 0) (r® — 33a*r* cos? 0 + 27a*r? cos* 6 — 3a® cos® 0)
3= 18
Y

/ (6.7)
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- 96M3a cot 6 (3r2 — a% cos? 0) (3r® — 27a%r* cos? 0 + 33a*r? cos* § — a cos® )

4 — 7 (68)
o2
Ky =1, (6.9)
720 M? ((r4 — 64212 cos? 0 + a* cos* 6)2 — (4ar? cos 0 — 4a®r cos® 9)2) (r? — 2Mr + a? cos? 0)
P1= (6.10)

o8
cuando a = 0 justo obtenemos los invariantes para la métrica de Schwarzschild.
Note que los invariantes de curvatura revelan que la singularidad de curvatura esta en p = 0, en este caso
la singularidad de curvatura no es un punto en el espacio-tiempo si no una singularidad de anillo donde la
superficie r = 0y t = cte es un dicono [12, 27] . Por otro lado § = 0 y A = 0 representan singularidades de
coordenadas.

6.1.1 Una posible solucion Interior de Kerr

En esta secciéon hemos visto que una simetria esférica es la idealizacién mads sencilla para un objeto este-
lar por ello tratamos con la geometria exterior de una esfera estdtica, conocida como solucién exterior de
Schwarzschild, después se busco un solucién interior, nuevamente buscamos la idealizacién mas fécil usando
el tensor de energia-momento para un fluido perfecto. En esta subseccién motivados por la solucién interior
de Schwarzschild utilizamos la solucién interior de Kerr mostrada por [36], esta solucién esta modelada con
un tensor de energia-momento derivada de un campo escalar de Klein-Gordon.

La métrica para esta solucion interior tiene la forma:

g = —dtodt+ 22;“ (—dt—i— asin’ 9d¢) ® (—dt+ asin’ 9d¢)
s 1
+0? <A sin? 9) . (de ©do+ ~dr® dr> + (rz + u2> sin? 0dep © d, (6.11)
donde p y A estd dado en (6.3) ,(6.4) respectivamente y el campo escalar sigue como
o= 1in (A sin? 9) (6.12)
2 ’ ’

Lo primero que se puede observar de esta solucién es:

S1 A = 0 el potencial ¢ = 0 desvanece y deja la solucién de Kerr en vacio (6.2).
El tensor de energia-momento se puede construir de la seccién 1.4.3.

Usando el Lagragiano de Klein-Gordon

L =38 (8 Vap Vg + U (19P)), (6.13)

se obtiene

1
Ty = 5 (Va9 Vi + V9" Vi) = 380 8V Vagp + U(9])) (6.14)

N~

para un campo real

1
Ty = VapVop — 58 (87 VepVa9) (6.15)



6.1. Espacio-tiempo de Kerr 67

donde se ha supuesto un campo escalar de masa ceroy x = 1.
Con esto encontramos las componentes no nulas del tensor de energia-momento

I 2
O = A(r,0) [(YAM) + cot? 9} ) (6.16)
_ 2
T = A(r,9) [—(rAM) + co? 9] , (6.17)
T2 = —T11, (6.18)
TS =17, (6.19)
T? = A(r,0) [2(r — M) cot 6], (6.20)
17

=L (6.21)
(6.22)

donde

/\2

A(r,0) = . (6.23)

202 (Asin?6) =

Entonces el tensor de energia-momento se puede representar como una matriz de la forma

T 0 0 0
o T,}) T2 0
Tt = T}z . (6.24)
0 -+ -1! o0
0 0 0 T

Ahora bien, el calculo del Tensor de Einstein usando la métrica (6.11) obtiene las siguientes componentes

G)=1TJ, (6.25)
Gl =TI, (6.26)
G2 = T3, (6.27)
G =T;, (6.28)
G =T? (6.29)
Gi=Ti, (6.30)

con esto se comprueba que esté espacio-tiempo es solucién a las ecuaciones de campo de Einstein.
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Con el objetivo de encontrar singularidades se presentan algunos invariantes de curvatura

_ 2
Is =R = —2A(r,8) [“AM) + cot? 9] )

— M)2 2
Is =3A%(r,0) [(TM) + cot? 9] )

A
— M2 3
I = — 3A3%(r,0) {(rAM) + cot? 9] ,
Iy =0,
Ip =0,

— M)2 2
Lis =4A%(r,0) [(rAM) + cot? 9] )

Al diagonalizar la matriz (6.24) encontramos

v 0 0 0
0 —v 0 0
A=lo o —v o |
00 0 —v

donde v es el eigenvalor

_ 2
v =A(r,8) % +cot?0],

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)
(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

con esto podemos reescribir los invariantes de curvatura calculados anteriormente de la siguiente manera

R =-2v,
I = 312,
I, = =315,
Iis = 42,

(6.39)
(6.40)
(6.41)

(6.42)
(6.43)

puedes ver en el apéndice B algunos invariantes curvatura relacionados al tensor de Riemann, estos invariantes

de curvatura son extremadamente largos.

Los invariantes de curvatura calculados anteriormente nos indican que existen singularidades de curvatura en

0=0,A=0,sin0 = 0.
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Capitulo 7

Universos homogéneos e isotrépicos

Después de que Einstein publico su teoria de la Relatividad General traté de describir el Universo con dicha
teorfa, cual supuso un Universo homogéneo, isotrépico y estdtico, pero con las observaciones posteriores los
astrénomos se dieron cuenta que el universo no era estatico, después empezaron a aparecer muchas soluciones
para tratar de describir el Universo, la mayoria con la suposicién de un Universo homogéneo e isotrépico, en-
tonces la era de la Cosmologia moderna habia nacido.

En nuestros dias un caracteristica muy importante que hemos encontrado en nuestro Universo gracias a re-
cientes encuestas Opticas y de radio es que a grandes distancias, alrededor de 10° afios luz [11, 38], nuestro
Universo es isotrépico en promedio, es decir, que la distribucién de galaxias es la misma en todas direcciones,
alrededor de nuestra posicién "ya no es una suposicién, es un echo".

Como no tenemos ninguna evidencia que estemos en un lugar privilegiado en el espacio, suponemos que
cualquier observador ubicado en cualquier parte del espacio observa el Universo isotrépico, esto nos lleva a
suponer que el Universo es homogéneo a gran escala. La idea de que el Universo es homogéneo e isotrépico es
llamado el Principio Cosmolégico.

Como mencionamos antes, hay evidencia que el Universo no es estdtico y mas aun el universo se estd ex-
pandiendo acorde a la ley de Hubble, esto quiere decir que el Universo es homogéneo e isotrépico solo en
cada instante del tiempo, por lo cual nos permite foliar nuestro espacio-tiempo con rebanadas espaciales ho-
mogéneas e isotrépicas, es decir cada rebanada del espacio tiene maxima simetria con esto se elige el siguiente
ansatz métrico:

1
g = —dt®dt+a(t)? (1xr2dr @ dr+7? (d0 © d +sin(0)d¢g d«p)) . (7.1)
Para una revisién mds detallada vea [11]. Estd métrica es conocida como la métrica de Robertson-Walker y
cualquier modelo de un universo homogéneos e isotrépicos pueden ser representados por ella.

Usando la métrica de Robertson-Walker el tensor de Einstein toma la forma:

3 (4% +x) o (4% +2aii+x) o (4% +2ai+x) d
G —7a2 dt@a_—a2 dr®$——a2 d6®%
(42 4 2aii 4 x) 0
g 39’ (7.2)

donde el punto representa una derivada con respecto ala coordenada temporal es decir 4 = %, dos puntos
representan un segunda derivada y etc.
Observe que hemos subido un indice para reducir las expresiones anteriores.
Una forma general del tensor de energia-momento compatible con un nuestro modelo homogéneo e isotrépico
es el de un fluido perfecto,

T=(po+p) dtodt+pg, (7.3)
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donde hemos elegido un observador co-movil con la expansién del Universo, entonces

) d ) )
T_—pdt®a+pdr®$+pd6®£+pd¢®%. (7.4)

Usando las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica deducidas en la seccién 1.3, encontramos las
siguientes ecuaciones linealmente independientes

3(a®+x

( - ) A=, (7.5)
o )

a

Las ecuaciones anteriores son llamadas las ecuaciones de Friedmann. Es importante mencionar que tenemos 3
incégnitas (a(t), p(t), p(t)) y solamente dos ecuaciones, por lo tanto para poder resolver el sistema necesitamos
introducir una ecuacién de estado.

Los invariantes de curvatura polinomiales distintos de cero del capitulo 2 para la métrica de Robertson-Walker
7.1 son:

6 (@% + ia + x)

Iy = ——m%—"", (7.7)
a
Is = 302, (7.8)
I; = 3a3, (7.9)
21
Is = sz‘*, (7.10)
2
12 (a% +x)° 124
Ky = p + =5 (7.11)
9642 (a% —da+ x)> 12 (ai—ai)?
P =— ( - )" 12 - ) , (7.12)
a a
donde )
ac —da
po oty - ), (7.13)

note que hay invariantes de curvatura cuando a(t) = 0.

7.1 Universo de Sitter

La solucién més sencilla a las ecuaciones de Friedmann es para un Universo que no contiene materia ni energia
es decir es un Universo vacio , con esto se tiene que

p(t) =0, (7.14)
p(t) =0, (7.15)
entonces las ecuaciones de Friedmann se reducen al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
3 (a*+x)
— Q7 A=0, (7.16)
2 . -2
e o Gy (7.17)

a2
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La primera de las ecuaciones anteriores puede escribirse como

P2 —=a=—y, (7.18)

(L'z — [;a) (&'z + /:;a) =X, (7.19)

=1 (spe/HO VRO, (7.20)

6V A
a = é\/f (9xeﬁ<‘flf> 4 eﬁ“”) . (7.21)

La contante de integracién C; puede hacerse cero sin perdida de generalidad.
La solucién cuando x = 0, —1/9,1/9 respectivamente de a; es

s
m = ?eﬁ,si x=0, (7.22)
V3 to.
= " cosh(— =1/9 7.23
a1 6 cos (\/g)rsz X / ’ ( )

V3 tyo
a1 = —sinh(—=),si x
V3

=-1/9, (7.24)
6
observe la figura 7.1, para ver el comportamiento del pardmetro a;(¢) cuando x =0,—1/9,1/9.

Comportamiento del parametro de expansion al(t)

-4 -2 0 2 4
t
_2-
_4-
[— 50 — y=10 — y=119]

FIGURA 7.1: En este figura se muestra la gréfica de la solucién al(t) conC1 = 0, A =1y x =
0,1/9,-1/9.
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La solucién cuando xy = 0, —1/9,1/9 respectivamente de a; es

Lt
azzge V3,si x =0, (7.25)
V3 t .
ap = — cosh(—=), si =1/9, 7.26
V3 .
— Y ginh(— =1 7.27
ap g sin (\/g),Sl X /9, (7.27)

observe la figura 7.2, para ver el comportamiento del parametro a,(t) cuando x =0,—1/9,1/9.

Comportamiento del parametro de expansion a2(t)

[— =0 — 3=19 — y=19]

FIGURA 7.2: En este figura se muestra la gréfica de la solucién al(t) conCl = 0, A =1y x =
0,1/9,-1/9.

La forma de la métrica para la solucién a; (t) es

2
g=—dtedt+ 62% <9xe\/§(clt) + eﬁ(clt)) (

dr®@dr+ 12 (d0 ® d6 + sin(0)d¢ ® d¢)) ,

1—xr?
(7.28)
cuyos invariantes de curvatura distintos de cero son:
Is = 4A, (7.29)
AZ
Ky = 8?. (7.30)

La forma de la métrica para la solucion a;(t) es

2
g=—dt@dt+ 3 <9xe—\/§(cl—f) + eﬁ(cl_t)) (

dr ® dr + % (d0 ® dO + sin(0)d¢p ® d¢)> ,

62A 1— xr2
(7.31)
cuyos invariantes de curvatura distintos de cero son:
Is = 4A, (7.32)
A2
Ky =8—. (7.33)
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Los invariantes de curvatura muestran que no! existen singularidades de curvatura, asi la constante cosmolog-
ica (A) puede ser interpretada como generadora de curvatura que describe un tipo de energia diferente a la
usual, no se ha podido detectar experimentalmente pero se le ha denominado como energia oscura.

Por otro lado los invariantes de curvatura son idénticos para cualquier valor de x en ambas soluciones a1 () y
ay(t).
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Capitulo 8

Conclusiones y resultados

Hemos estudiado invariantes de curvatura por su aplicacién méas conocida; encontrar singularidades en el
espacio-tiempo, pero al adentrarnos al tema encontramos distintos invariantes de curvatura: Polinomiales,
Invariantes de Cartan y Escalares, por la extension del tema nos hemos enfocado sélo en los invariantes de cur-
vatura polinomiales. Debido a que al dia de hoy no existe un conjunto completo de invariantes de curvatura
polinomiales (con esto respondemos la primer pregunta hecha) no es posible saber con exactitud todas las sin-
gularidades de curvatura que existan en un espacio-tiempo particular, sélo podemos decir que si un invariante
de curvatura diverge en un punto existe una singularidad de curvatura en ese punto, no podemos decir mas,
por lo que estudiar singularidades de curvatura mediante invariantes de curvatura no es un método eficaz para
estudiar singularidades de curvatura.

Al tratar de responder nuestra pregunta 2, encontramos en la literatura que hay casos donde los invariantes de
curvatura son iguales para distintos espacios-tiempo, este el caso de los espacios-tiempo de Kundyt, tal parece
ser el caso del capitulo 2.4, damos una ligera introduccién en el capitulo 7 pero dejamos como trabajo futuro
adentrarnos profundamente en el tema.

El célculo simbélico es una herramienta sumamente 1til para calcular invariantes de curvatura de soluciones
a las ecuaciones de Einstein sélo con alto grado de simetria (Schwarzschild, Reissner Nordstrem, modelos
cosmolégicos Friedman-Robertson-Walker, etc) ya que

i) Reduce el tiempo de célculo significativamente.

ii) Sélo puedes cometer errores en tu sintaxis nunca algebraicos y estos son muy faciles de encontrar y corregir
al contrario de realizar el cdlculo algebraico a mano ya que puedes cometer errores muy sencillos que te
hacen volver a comenzar desde ese punto sumando significativamente el tiempo de trabajo .

iii) El calculo simbdlico tiene una sintaxis amable y muy parecida a los libros de texto lo que permite aden-
trarse en el software de tu gusto rdpidamente.

En caso contrario pueden suceder cosas como

i) El consumo de memoria puede crecer bastante hasta agotar los recursos del computador y la mayoria
de las ocasiones el computar no puede trabajar en paralelo a otras aplicaciones ya que suele alentarse
significativamente, s6lo puede ejecutarse la aplicaciéon de calculo simbélico.

ii) El tiempo de calculo se eleva bastante para darnos una idea puede ver la tabla de la imagen 8.1

Esto puede ocasionar que un ordenador comercial no sea suficiente y por lo tanto no logre realizar los calculos
de invariantes de curvatura polinomiales (soluciones acopladas de 4 parimetros o mas) o en algunos casos lo-
gra realizarlos pero muy forzados ("Kerr, Kerr-Newman, Soluciones acopladas, etc") donde algunos calculos
pueden llegar a tardar horas, debido a esto se decidié abandonar el proyecto de calculo de invariantes de cur-
vatura de soluciones acopladas de agujeros negros de articulos como [8], pensamos como una posible solucién
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usar un super computo en un trabajo futuro.

La tabla 8.1 muestra algunos pardmetros de calculo que hacen ver algunas complicaciones que se presentaron
en esta tesis en las soluciones de Kerr y la posible solucién interior de Kerr utilizando un ordenador de carac-
teristicas 8GB en memoria Ram con un procesador 1.8 GHz Intel Core i5 5ta generacion sistema operativo Mac
OS Mojave.

Solucién de Kerr
Invariante |Tiempo de calculo (segundos) |Memoria consumible MG

11 18.38 30
12 25.51 40
13 3476 241
P1 671.54 200

Posible Solucién interior de Kerr
Invariante |Tiempo de calculo (segundos) |Memoria consumible MG

11 60 105
12 105 120
13 3847.54 618.98
14 12795.86 1453.93
111 85537.22 2412.62

Caracteristicas del computador:8GB en memoria Ram con un
procesador 1.8 GHz Intel Core i5 5ta generacidn sistema operativo Mac
OS Mojave

FIGURA 8.1: En este figura se muestra una tabla de datos con algunos parametros de calculo
simbolico en el software matematico MapleTM para un ordenados de 8GB en memoria Ram con
un procesador 1.8 GHz Intel Core i5 5ta generacién sistema operativo Mac OS Mojave..

En esta tesis se uso el software simbdlico "Maple" y "SageMath" concluyendo que ambas herramientas sirven
perfectamente para calcular invariantes de curvatura de manera optima para los casos de alta simetrfa como lo
hemos mencionado y también cualquier cdlculo relacionado en Relatividad General, con pequefias diferencias
s6lo en la interfaz y sintaxis que haran la preferencia para cada usuario.

Algunas caracteristicas a favor que se encontraron en Maple son:

. Tiene una paqueteria basada en geometria diferencial "Differential Geometry package"
. Tiene un apartado de ayuda bastante completo, lleno de ejemplos que te ayudaran a realizar lo que sea.
. Tiene una sintaxis muy facil de aprender.

Las principales desventajas son

. El uso del software requiere una licencia que tiene un costo.

. Muy pocas Universidades en México tienen licencias.

Por otro lado SageMath

. Tiene una paqueteria basada en geometria diferencial "Differential Geometry package"
. Utiliza una sintaxis muy fécil de aprender.

. Tiene una licencia libre de pago.

Desventaja
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. Manual de ayuda sélo introductoria, manual de ayuda de "Differential Geometry package" es independiente
y adicional.

Del célculo de invariantes de curvatura hemos concluido que:

1. Solucién de Schwarzschild

* Los invariantes de curvatura polinomiales nos han permitido identificar las singularidades de curvatura
y descartar las singularidades de coordenadas obteniendo una tinica singularidad de curvatura en r = 0.

* Se obtuvo un cambio de coordenadas de tal forma que la métrica quedara isotrépica y se calcularon los
invariantes de curvatura demostrando que en ese sistema de coordenadas no existen singularidades de
curvatura, esto debido a que el parche coordenado no llega a la singularidad.

* El invariante P; se anula en el horizonte de Schwarzschild(r = 2M).

* Usando los eigenvalores de la matriz "Q" 2.114 los invariantes polinomiales han quedado invariantes de
forma ante transformacién de coordenadas 4.54,4.55.

* Los invariantes 4.25,4.26, son funciones linealmente independientes.

2. Solucién interior de Schwarzschild no contiene singularidades de curvatura como era de esperarse.
3. Solucién de Reissner Nordstrem

* Los invariantes de curvatura nos han permitido identificar las singularidades de curvatura y descartar las
singularidades de coordenadas obteniendo un tnica singularidad de curvatura en r = 0.

* Elinvariante P; se anula en los dos horizontes r = M 4 /M2 — Q?x.

2
* Los invariantes Iy, I3, Iy, I1; se anulan en el valor de r = % pero no fue posible identificarlo con algtin
significado fisico, particularmente notamos que el tensor de Weyl desvanece en este punto.

4. Soluciéon de Kerr

* Con los invariantes de curvatura polinomiales hemos podido identificar las singularidades de curvatura y
las singularidades de coordenadas para la métrica de Kerr encontrando que p = 0 es la tinica singularidad
de curvatura mientras A = 0, sinf = 0 son singularidades de coordenadas debido a la eleccién de las
coordenadas.

* El invariante de curvatura polinomial P; en Kerr desvanece en r = M £ v M? — a2 cos? §, en este caso no
coincide con el horizonte, pero si coincide con la Ergosfera.

* Los invariantes de curvatura de Kerr se reducen a los invariantes de curvatura de Schwarzschild en el plano
ecuatorial es decir 0 = 71/2.

5. Posible solucion interior de Kerr

* Por medio de los invariantes de curvatura polinomiales hemos encontrado singularidades de curvatura
enp =0,A=0,sinf = 0, con esto podemos descartar que 6.1.1 sea una posible solucién Interior para la
métrica de Kerr.

6. Universos de Friedmann-Robertson-Walker
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* Los invariantes de curvatura 7.7-7.12 para la métrica de Robertson-Walker 7.1 muestran que existe un
unica posible singularidad de curvatura en a(t) = 0.

7. Universo de Sitter

* Obtuvimos 2 soluciones para a(t) en el Universo de Sitter; es decir a1 (t) 7.20 y ay(t) 7.21 esto debido al or-
den cuadrético de las ecuaciones diferenciales y se encontré que los invariantes de curvatura polinomiales
para estas dos soluciones son idénticos y ademds independientes de x cuyos valores son:

Is = 4A, (8.1)
AZ
K = 87. (8.2)

8.1 Trabajo a futuro

i) Utilizar un supercomputo para calcular invariantes de curvatura polinomiales en soluciones a las ecua-
ciones de Einstein con menos simetria.

ii) Determinar significado fisico de cada invariante de curvatura polinomial del capitulo 2.

. <o poo 2 . . - s .
iif) Buscar una interpretacion fisica para el valor r = % que anula el invariante P; en la solucién de Reissner
Nordstrem.

iv) Estudiar espacios-tiempo tipo Kundt.

v) Analizar singularidades de curvatura por medio de Completes Geodésica.
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Apéndice A

Geometria Diferencial

A.1 Nociones topolégicas

Para dar una definicién aceptable de Variedad definamos primero unas cuantas nociones de Topologia:

Espacio topolégico: Es un par (M, T) que consiste de un conjunto M y una familia T de subconjuntos de M y
que cumple lo siguiente:

i O,M e T.
ii. 5i Uy Ve M entonces la interseccion pertenece a T
iii. 5i Uy V€ M entonces la union pertenece a T

Se dice que la familia ”"7” forma una Topologia en M y sus elementos son llamados conjuntos abiertos de M.

Espacio topolégico Hausdorff: Se dice espacio topolégico Hausdorff si cumple:
1. Para cada punto p,q € M con p # q existen abiertos Uy, U, de p y q respectivamente tal que U; NU, = @.
Definicién: Sea f : M — M’ una aplicacién entre dos espacios topolégicos, es continua si y sélo si f~1(U’) es

abierto de (M, T) para todo abierto U’ de (M, ).

Homeomorfismo: Sea f : M — M’ una aplicacion (funcién), se dice que es un homeomorfismo si es biyectiva,
existe su inversa f ! y tanto f como f~! son continuas.

Vecindad de coordenadas (Carta): Una Carta es el par (Uy, ¢ ), donde Uy € Ty ¢y : Uy — R" es un homeo-
morfismo.

Atlas: Un atlas es una familia de Cartas A = { (U, ¢x) } ,c o SObre M que satisface

Ugea U =M (A1)

Sean 2 cartas (U, ¢n), (LI;;, 4)13) sobre M con U, N Ug # @, un punto p € U, N Ug puede ser expresado en
términos de sus dos imagenes en R” como sigue:

p=¢.(x)=¢;" (x) (A2)

y el mapeo compuesto
Ppody : pa(UnNUp) CR" — pp(Uy N Ug) C R (A.3)
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es un homeomorfismo entre dos conjuntos abiertos de R” y el mapeo inverso estd dado por:

(9p00:7) " = puogy’ (A4)

Un atlas sobre M es un C" — atlas (o estructura diferenciable) si ¢g o ¢, !y su inversa es una funcién continua
r-th diferenciable.

A.2 Variedad diferenciable

Con las nociones adquiridas en la subseccién pasada definamos variedad diferenciable como [11].

n_n

Una variedad diferenciable de clase C" y de dimensién "n" es un espacio topolégico Hausdorff con un C" atlas
(estructura diferenciable) observe la figura A.1.

FIGURA A.1: Representacién geométrica de una Variedad Diferenciable [11]

De ahora en adelante diremos sélo Variedad entendiendo que es una Variedad Diferenciable.

A.2.1 CA&lculo en Variedades

En la seccién pasada se introdujo que cada punto de la variedad es un momento en la historia de una particula,
entonces si pensamos que dicha particula traza una curva dentro de la variedad, entonces se deberia poder
asignar un vector tangente a cada curva.

Definicién: Dada una variedad M, una curva y in M es un mapeo y : I C R — M vea fig:A 2, se asumird que
v es una funcién diferenciable.

Usando la misma nocién ya conocida de vector tangente a una curva v,se puede demostrar que dada una curva
7 :1 CR — M sobre M, el vector tangente a la curva -y en el punto p denotado por U|p toma la forma

; 0
ol
v‘p =70 ﬁl (AS)
con ‘
) i
o = X (A.6)
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siendo v’ las componentes y -2; la base del vector observe la figura A.3 .
La expresion (A.5) es la Ve10c1dad de la particula en el punto p € M.

At

P Y4

FIGURA A.2: Representacién de una curva A [40].

El conjunto de vectores tangentes en p forman un espacio vectorial llamado el espacio tangente y denotado
por T, M cuya dimension es la misma de la variedad.

Hemos podido definir la velocidad de la particula sobre una variedad el siguiente paso es definir la aceleraciéon
de la particula sobre la variedad, pero el primer obstdculo encontrado es que una derivacién implica restar dos
elementos, en este caso dos vectores, pero estos dos vectores se encuentran en distintos espacios vectoriales
afortunadamente de geometria diferencial es muy conocida la siguiente relacién.

IcR— L (U)CR"

fo

N

FIGURA A.3: Descomposicién del vector tangente v| pa la curva 7 con respecto a las coordenadas
sobre M

Teorema: Dado un mapeo ¢ : M — N siendo C* induce un mapeo lineal comtinmente denominado "push-
forward" ¢. : TyM — T ,)N cual mapea el vector tangente de una curva y en p € M al vector tangente de la
curva ¢(7y). Es decir si v|, € T, M entonces ¢.(v|,) € Ty, M

TEsta imagen fue elborada por el Dr. César S. Lépez M.
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Note que esta definicién nos permite enviar vectores de un espacio vectorial a otro, cual serd util al tratar de
definir la aceleracién sobre la variedad M.

Al espacio generado por la unién de los espacios tangentes lo llamaremos el espacio TM es decir TM =
UpiemTp, M.

Definicién: Un campo vectorial sobre M es un mapeo w : M — TM talque w]p € TyM.
Por lo tanto un campo vectorial es una especificacién de un vector en cada punto de la variedad y cada campo
vectorial suave w define una tnica curva integral -y a travez de cada punto p tal que y(tp) = p.

Definicién: El flujo de un campo vectorial v a travez del punto p es la familia de un-parametro de mapeos
p:ICRXxM—= M,

(t,p) = ¢e(p) =v(to + 1), (A7)
tal que
L ¢o(p) = 7(to) = p,
2. prys(p) = ¢elgs(p)],  ts€ICR
3. ¢, 'ee(p)] = p-

Entonces por el teorema anterior, para cada t € I C R ¢ induce un mapeo entre espacios tangentes ( push-

forward ) ¢r : Ty (1) M — T4y 1) M.

Con esto ahora ya se puede definir la derivada de un campo vectorial w a lo largo del flujo generado por v
como

¢t_*l(w|q:'y(to+t)) - w|p:7(to)

], = Jim t— to ’ (A8)
d .

= 3% ()] (A9)

= L, wl, € TyM, (A.10)

esta derivada se conoce como la derivada de Lie.

En los textos [11, 40, 43] se puede encontrar demostrado detalladamente que

Lo w], = [w,v]],, (A11)
donde [w, v] define un nuevo campo vectorial denominado el conmutador tal que,
[w, o]l f = wl, (vf) — o], (wf) (A.12)

Se recordara que estd derivada fue obtenida a partir de la motivacién de encontrar una apropiada defini-
cién para la aceleracion intuitivamente conocida, es decir la aceleracién de la curva deberia corresponder a
la derivada de su velocidad L,v, pero

Loo|, = [v,9]], =0 (A.13)
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Con esto puede darse rapidamente cuenta que la derivada de Lie no funciona para definir una aceleracién
intuitiva, entonces para ello la variedad M debe ser equipada con un atributo que permita propagar vectores
de forma tinica de un punto a otro en la variedad, es decir un propagador. Necesitamos utilizar un propagador
que cumpla algunas propiedades requeridas

Definicién(Propagador paralelo). Sea v, w € M un par de campos vectoriales, 7y la curva integral de v qué pasa
a travez de p = 7(tp). Un Propagador a lo largo de 7 es una familia de 1-pardmetros de mapeos biyectivos
entre espacios tangentes es decir

P«r(to, i’) : T’Y(tO)M — T’y(t)M' (A14)

tal que cumpla lo siguiente
L Py(to to) [w]y—y(to)] = @l (10
2. Py(t1, t2) [Py (to, t1) Wl 40)] = Py (o, t2) W], 40)],
3. Py 1(t,t0) [Py (£ t0) W]y t0)] = W] p—rr0);
4. cuando actua en funciones P, (t,to)[f(p)] = f(p),

ademds decimos que P, (t, ty) es afin si

5. Py(to, t)[a wl, )] = BPy(to, t)[wl]y 4]

y por tltimo decimos que el propagador P, (t, to) es paralelo si

6. Py (to, 1) [f(P) @l p—rtg)] = f(P)Py (t0, )] p—y s -

Note que dado un propagador, se puede introducir un operador derivada al igual que se hizo usando el mapeo
inducido ¢« donde se obtuvo la derivada de Lie , en este caso el operador a obtener llevara el nombre de
derivada Covariante y estd definido como:

Definicién °. : Derivada Covariante. Sean u,w € TM un par de campos vectoriales , P, (t, t) un propagador
paralelo alo largo de la curva integral v de v que pasa a travez de p = y(ty).

La derivada covariante de w a lo largo del flujo de v en el punto p = (t9) € M denotada por V, w|, se define
como

-1
D Py (b, D[l p] — w
Vow|, = — w|,_, = lim T () ’Y(tO), (A.15)
P dt 0 15t t—tp
La mayoria de los libros muestran una idea borrosa de la derivada covariante ya que definen una conexién
lineal V sobre M que cumple las condiciones que se mencionaran a continuacién y no muestran su verdadera
esencia vea [40].

La derivada covariante satisface un ntiimero de propiedades siguientes que siguen de la definicién del propa-
gador paralelo.

Vo fl, = ol, [f], (A.16)

Vol ul, +pw|,) =aVo(ul,) +pVo(wl,), (A.17)
Vo(fwl,) = f(p)Vo(wl,) + 0|, [f] w],, (A.18)

Vi w|, = f(p)Vowl,, (A.19)

2Gran parte de estos célculos fueron desarrollados por el Dr. César S. Lopez M.
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dondea,f€ICR,f: M—=Ryu,v,we TM.

Definicién (Conexién Lineal afin). Una Una conexién lineal afin es un mapeo V : TM x TM — TM enviando
(v,w) — Vyw.

Sea (e,;) una base para los campos vectoriales de acuerdo a la carta de coordenadas elegida, ya que V,,¢p| p€s
un vector entonces existen escalares I'; | tal que

Vel = Theeel, - (A.20)

=

Los I}, son llamados los coeficientes de la conexién y determinan completamente el transporte en cada punto
de la variedad. Entonces

vvw|p = Ve, (wbeh) , (A.21)
= [0"(p) ealw]], + T5,0" ()" (p) ] ecl,, s (A.22)
en componentes
(Vow)" = o"(p) [ealee’]l, + Tg" (p)] ecl,,, (A23)
por tro lado
(Vow)© = 0" (Ve,0)", (A.24)
es decir
(Ve,)° = [eafw]], + T’ ()], (A.25)
en la notacién usual
ws, = w', + 5w’ (A.26)

El par (M, V) denota una variedad diferenciable equipada con una conexién afin, diremos que w es trans-
portado paralelo a v en un punto p € M si
Vo w|, = 0. (A.27)

Ahora ya podemos considerar el cambio de un campo vectorial a lo largo de su propia curva integral y definir

su aceleracion, es decir

La aceleracién de la curva en el punto p € M is

D

al, = 7 0, / (A.28)
D [d
es decir
al, = Voo|,, (A.30)

hay que notar que en este caso la derivada no es idénticamente cero como en la derivada de Lie.
Para movimientos libres se debe cumplir
al, = Vo[, =0, (A.31)
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y las curvas integral de v son llamadas geodésicas.
Usando las propiedades de la conexiéon

d, = [Lrmrrg temiomn] el =0 (A.32)
P~ |an baget Vg —y P '
por lo cual
d? d d
ﬁxc(t) + Fiﬂ%x”(t)axb(t) = 0, (A33)

esta expresion es conocida como la ecuacién de la Geodésica. Junto con las condiciones iniciales la solucién
debe ser tnica.

Hemos dicho que el espacio T, M es un espacio vectorial por lo tanto es posible utilizar toda la maquinaria del
algebra lineal.

Denotaremos el espacio dual de T, M como Ty M definido como el conjunto de los mapeos lineales

A:T,M — R. (A.34)

La dimensién de Tp+M serd la misma de Ty,My los elementos de TpsM son llamados 1-formas, formas 6 co-
vectores.
Dada una carta ¢ con coordenadas x* una 1-forma tiene la forma

A = Agda®, (A.35)

donde dx” es llamada la base dual de T+ M y A, las componentes de la 1-forma . La relacién entre la base dual

y la base de estos espacios vectoriales es:
]

dx*(—
x(axbp

) = &%, (A.36)

Del espacio vectorial T,M y su dual T« M es posible formar el producto cartesiano

I = TpuM X TpeM X ... X TpueM X TyM x T,M % ... X TM. (A.37)

r factores s factores
Un tensor de tipo (7,s) en p € M es una funcién sobre IT; cual es lineal en cada argumento y sigue que
T:1I; - R (A.38)
El espacio vectorial formado de todos los tensores es llamado el espacio producto tensorial

T, =TyM®...0 MR TpM®...® TpM, (A.39)

r factores s factores

y la dimension de tal espacio vectorial (espacio producto tensorial) es de dimension n'**.
SiE,, EY son las bases de T,,M, TP*M respectivamente, entonces

{Ea1®...®Ear®Eb1®...®Eb5}, (A.40)
sera una base para T} |p entonces un tensor arbitrario T € T} |p puede ser expresado en términos de esta base
como

T=T" ,Ey®..®E @E"®...®E", (A.41)
donde

Ty =T(E™,...,E",Ey,...,Ep), (A.42)
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son llamadas las componentes del tensor. Existen muchas otras propiedades y relaciones que pueden verse
detalladamente en [7, 16]. Utilizado las definiciones de la derivada de Lie y la derivada covariante se definen
dos tensores (Tensor de torsion y tensor de Riemann) que son de suma importancia en la teoria de la relatividad
general.

El tensor de torsion "T" es un campo tensorial del tipo (1,2) definido como:
T(X,Y)=VxY—-VyX—[XY], (A43)
introduciendo una base de coordenadas locales ¢,
T% = % — T — Y (A.44)

aqui hemos utilizado que la expresién A.20 y el echo que el conmutador es un vector lo cual me permite definir
un escalar ¥¢,;, = —7, tal que
lev ec]l, = Y ap €al, (A .45)

los ¥¢,, son llamados los coeficientes del conmutador. '
Si la base de coordenadas es la inducida por las coordenadas x’

Y =0, (A.46)

por lo tanto
T = T % — T (A.47)

El tensor de curvatura de Riemann es un campo tensorial de tipo (1,3) definido como
R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ V[X/Y]Z, (A.48)
introduciendo una base de coordenadas local e,
R%eq = ea(T%) — ec(I'%y) + rfbcrafd — rfbdrafc + 'chdrabf : (A.49)
Si la base de coordenadas es la inducida por las coordenadas x' se tiene
Riyeq = Teq = Dpge + rfbcrafd - Ffbdrufc / (A.50)

esta es la férmula estdndar en los libros de Relatividad General.

Hemos dicho que la Relatividad Generales un teoria donde la curvatura de la variedad (espacio-tiempo) se
manifiesta como gravedad, entonces de la relacién A.50 la curvatura estd completamente determinada si cono-
cemos los coeficientes de la conexién I'?}, pero este es el principal problema.

Una manera de calcular estd curvatura es mediante experimentos basados en la mediciéon de la desviacién
geodésica para ello definamos lo siguiente:

Sea X \p el vector tangente en p € M a una curva de congruencias. Cualquier vector Z| p € TpM tal que

[X, Z]|, = 0 es llamado un vector conector de la congruencia vea A 4.

Iy
La aceleracién de Z definida como VxV xZ satisface la ecuacién de desviacién de la geodésica si
i) Z es un vector conector a la congruencia

ii) La torsién desvanece es decir T(X,Y) =0
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FIGURA A .4: Representacién geométrica del vector conector Z [40].

Demostracion:

Ya que Z es un vector conector (X, Z] = 0y ya que T(X,Y) = 0 esto implica que VxZ = VzX por lo tanto
VxVxZ =VxVzX (A.51)
usando la definicién del tensor de Riemann (A.48)
VxVxZ=V;VxX—-R(Z X)X, (A.52)

pero hemos dicho que para geodésicas Vx X = 0 entonces:

La ecuacién de desviacién de la geodésica esta dada por

VxVxZ=—R(X,Z2)X, (A.53)
la forma en componentes es
d2ze bocerd
a C
= —R% _;X"X°Z1. (A.54)

Esté expresion es muy importante ya que cuando la torsién desvanece el tensor de Riemann (Gravedad) puede
ser completamente determinado de mediciones experimentales de la desviaciéon geodésica.

Otro tensor que esta relacionado a la curvatura es el tensor de Ricci.
El tensor de Ricci "Ric" es un tensor del tipo (0,2) obtenido de la contraccion del tensor de Riemann es decir

A.3 El tensor métrico

La altima estructura asignada a la variedad es una métrica, esta asignacién es completamente necesaria y puede
verse a detalle en capitulo 1,también se puede mostrar que la métrica induce una tnica conexién preferida.
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Dada una métrica g : TyM x T,M — R sobre M, esta define un mapeo llamado "flat" definido por:

§ :TyM — Ty M, (A.56)
tal que
ub(v) =g(u,v) u,veT,M, (A.57)
donde
W =g (u) € TpM, (A.58)
entonces en coordenadas locales se tiene
0
u = g(u”ﬁ,.) = u”gubdxb, (A.59)

pero sabemos que 1’ € Ty« M por lo tanto debe tener la forma
h_ b
= updx®, (A.60)

comparando (A.59) y (A.60)
up = u'gap. (A.61)

El mapeo inverso de flat (b) es llamado sharp (f) analogamente definido

gs: TpeM — Ty M, (A.62)

tal que
M) =8 ' (A u) A€ TpM, (A.63)

donde
Ay =gi(A) € TuM, (A.64)

andlogamente se puede demostrar que

ul = u,g", (A.65)

donde
g% =g !(dx", dx"), (A.66)

son las componentes de la métrica inversa [22, 23].
Las expresiones (A.61,A.65) son conocidas como subir y bajar indices.

La métrica ¢ asigna una magnitud /|g(X, X)| a cada vector X € T, M.

Si la métrica es Lorentizana, nos permite clasificar vectores en tres clases
1. si g(X, X) = 0 se dice que X es un vector nulo
2. si g(X, X) < 0 se dice que X es un vector tipo-tiempo

3. si g(X, X) > 0 se dice que X es un vector tipo-espacio
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Apéndice B

Invariantes de Curvatura para la posible
solucion interior de Kerr

En este apéndice se presentan algunos invariantes de curvatura extremadamente largos algebraicamente de la
posible solucién de Kerr de la seccién 6.1.1.
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FIGURA B.1: En este figura se muestra el invariante I; del capitulo 2 calculado en el software
matemédtico Maplesoft.



90 Apéndice B. Invariantes de Curvatura para la posible solucién interior de Kerr

1 .
-——————l4sin(o

)—3).2 -3 (
(rz +d cos(ﬁ)z)

TZMCOS[B)Z ¥ —12Md P+ 10M cos[8}4a2 A +304° 22— ZMzt.:as[li]s.aﬁ}h2 - IMMZCOS[B)SR"!Z + 480 M° cos[8)4a2 A

+ 84Mc05[8)z?u2 P+ 144 cos[ﬁ)4a4rz - TZMC05[8)4a6r—480M2 cos(ﬁ)zaz Attt 61:05[8)5:35 Wsal it —eanty —2amd it F —4(:05[8]E a’

- 30005[8)2 2o + 5007 (:05[8]6.134.12 7 = 50M° t.:os[li]“.a".?u2 A4t —Eu.:as[li]s.aﬁ}h2 15 -|-E-(]f.:os[ii]ﬁ.aﬁJ‘uZ # 54(.:05[8)‘5.:14112 o 36:05[8}4::412 7

+ 30005[8)4::2 PR ?Gcos[ﬁ)z P + lZMcos[B)saﬁ?uzr— 132Mcos[8}5a4?u2 P+ '.-'2Jid’cos[ﬂ}é.a“r3 —240Mc05[8)4a2 7 +24{]Mcos[8}2 a' P — 1M t.:os[li]2 £
[ 6 4 43 2 15 Mzzs Mz 6 6.2 7 2 4.2 4 4 6.2 2 Mz 2.2 6

+72Ma cos(8) r—312Ma cos(8) ¥ +312Ma cos(B) F +42M L F +2M cos(8) @ A —T2Mr —30cos(8) a A F —Sdcos(8) a A F —42M cos(8) A r

740Mc05[8}6a53u2 r—10M° u::os[ii]za2 A +24?u2 A 24Mcos[8]4a6?u2r + 13E|ﬂ«.ﬁ::05[8]4a“l2 P - t’ri]ﬂ«!c::os[li]“a2 P + l()é”i«.ﬁ::os[ﬁ]2 P + 8‘::05[8]2422 2t

— TZM?MZ v + e cos(ﬁ)sas;’:‘ —Mzcos[a]aasl“ +Enu::os[ii]“a";’:‘.v4 —3M c:os[li}2 ?:‘r& - cos(ﬂ)sas ):‘ —Mzcos[a]aa“?:‘rz +2Mcos[8]6a5)u4r+M2 cos[8)4a4)u4r2
2
EFS
-

—5M° c:os(i!}“azl“r4 —2Mcos[8]4a4)u4r3 + 51‘!»;’2(:05[8]2 P l'i]ﬂ«!c::os[li]2 & P:‘rs) Macos(8) {—2Mr+a2 +r2]

FIGURA B.2: Invariante I, del capitulo 2 calculado en el software matemdtico Maplesoft.
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FIGURA B.3: Invariante I; del capitulo 2 calculado en el software matemdtico Maplesoft.
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FIGURA B.4: Invariante K del capitulo 2 calculado en el software matematico Maplesoft.

Cabe mencionar que algunos invariantes no fueron posibles de calcular con una computadora comercial de
caracteristicas 8GB en memoria RAM con un procesador 1.8 GHz Intel Core i5 5ta generacion sistema operativo
Mac OS Mojave ya que consume totalmente la memoria RAM del ordenador. Los invariantes I3 e I1; son
extremadamente largos para reportar.
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Este apéndice estd dedicado a mostrar el cédigo para los procedure de los 14 invariantes de curvatura del

capitulo 2.
Los procedure para cada invariante de curvatura del capitulo 2 son:

I, := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 12 para una métrica dada”
localC,j.4; locale gy, y; localCab,y; 1ocalCyy; localC, 045 1ocalC
Cabed = WeylTensor(g);

€aped = PermutationSymbol (”cov_bas”);

Cab.y = RaiseLowerIndices(ginv, Copeq, [1,2]);

Cap := RaiseLowerIndices(ginv, Cppeq, [3,4]);

Coabed := Contmctlndices(%eabcd &t Cab.y, [[3,5], [4,6]]);
Ciap := RaiseLowerIndices(ginv, Cyppea, [3,4]);
ContractIndices(—Cuy &t Cyap, [[1,7],12,8],[3,5], [4,6]])
end proc:

I3 := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 13 para una métrica dada”

localC, .45 localCyy;

Caped := WeylTensor(g);

Cup := RaiseLowerIndices(ginv, Capeq, [3,4]);

ContractIndices(Cyp, &t Cyp, &t Cpp,, [[1,11], 2,12, [3,5], [4,6],[7,9], [8,10]])
end proc:

Iy := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 14 para una métrica dada”
localC,.4; locale . 4; localCab,4; 1ocalCyy; localC, 045 1ocalC, p;
Caped := WeylTensor(g);

€aped ‘= PermutationSymbol (“cov_bas”);

Cab.y := RaiseLowerIndices(ginv, Capeq, [1,2]);

Cupi= RazseLowerlndzces(gmv, abeds 13,4]);

Coabed := Contmctlndzces( €aped &t Cabey, [[3,5], [4,6]]);

Coap := RazseLowerIndzces(gznv Ciabedr [3,4]);

ContractIndices(—Cyp, &t Cypp &t Cpp, [[1,11], [2,12], [3,5], [4, 6], (7, 9], [8,10]]);

end proc:

Is := proc(g, ginv)
description "Evalua el invariante 15 para una métrica dada”
localR,;



94 Apéndice C. Procedure de los invariantes de curvatura

R,y = RicciTensor(g);
ContractIndices(ginv, &tRyy, [[1,3],2,4])
end proc:

I := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 16 para una métrica dada”
localS,;; localS,;

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sa := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [2]);
ContractIndices(S, &t Sq,[[1,4],[2,3]])

end proc:

I; := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante I7 para una métrica dada”
localS,;; localS,;

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sa = RaiseLowerIndices(ginv, Syp, [2]);
ContractIndices(S, &t S, &t Sq, [[1,6],[2,3],[4,5]])

end proc:

I := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 18 para una métrica dada”
localS,;; localS,;

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sa := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [2]);

ContractIndices(S, &t S, &t S,&¢t S,,[[1,8],12,3],[4,5],16,7]])
end proc:

Iy := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 19 para una métrica dada”
localS,;; localS,; localSab; localC,.y; localCy,

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sa = RaiseLowerIndices(ginv, Syp, [2]);

Sab := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [1,2]);

Cabed = WeylTensor(g);

Cape := RaiseLowerIndices(ginv, Capeq, [4]);
ContractIndices(Cgp, &t Sab &t S,, [[1,8],[2,5],[3,6], [4,7]])
end proc:

L := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 110 para una métrica dada”
localS,;; localS,; localSab; localC,y.4; localCab, y; locale,y.y; localCy pg; localC, p.;
Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sa = RaiseLowerIndices(ginv, Syp, [2]);

Sab := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [1,2]);

Caped := WeylTensor(g);

Cab.y = RaiseLowerIndices(ginv, Copeq, [1,2]);

€aped = PermutationSymbol (”cov_bas”);

Coabed := Contmctlndices(%eabcd &t Cab.y, [[3,5], [4,6]]);

Ciape := RaiseLowerIndices(ginv, Cyppca, [4]);
ContractIndices(—C,upe &t Sab &t Sg,[[1,8],[2,5],[3,6], [4,7]])
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end proc:

i1 := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante I11 para una métrica dada”

localC,.4; localeyy; localCab,y; localCyy.; localC, g localCy,y.; localS,;,; localSab;
Caped := WeylTensor(g);

€aped = PermutationSymbol (”cov_bas”);

Cab.y = RaiseLowerIndices(ginv, Copeq, [1,2]);

Cape := RaiseLowerIndices(ginv, Capeq, [4]);

Cuabed := ContractIndices(%eqpeq &t Cabeg, [[3,5], [4,6]]);

Ciape := RaiseLowerIndices(ginv, Cyapea, [4]);

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sab := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [1,2]);

ContractIndices(Cpype &t Cype &t Sab &t Sab, [[1,8],[2,9],[3,10], [4,5], [6,11],[7,12]])+
ContractIndices(C,pc &t Cigpe &t Sab &t Sab, [[1,8],[2,9],[3,10], [4,5], [6,11],(7,12]])
end proc:

Iip := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 112 para una métrica dada”

localC,.4; localeyy,.y; localCab,y; localCyy.; localCyyp4; localC,,y; localS,,; localSab;
Caped := WeylTensor(g);

€aped = PermutationSymbol (”cov_bas”);

Cab.y = RaiseLowerIndices(ginv, Copeq, [1,2]);

Cape := RaiseLowerIndices(ginv, Capeq, [4]);

Coabed := Contmctlndices(%eabcd &t Cab.y, [[3,5], [4,6]]);
Ciape := RaiseLowerIndices(ginv, Cyapea, [4]);

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sab := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [1,2]);
ContractIndices(Cpype &t Cygpe &t Sab &t Sab, [[1, 8], [2,9]
ContractIndices(Cyape &t Cype &t Sab &t Sab, [[1, 8], [2,9]
end proc:
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L3 := proc(g, ginv)

description "Evalua el invariante 113 para una métrica dada”

localC,.4; localeyyy; localCab,y; localCyy.; localC,,p04; localC, ,y,; localS,y; localSab; localS,;
Caped := WeylTensor(g);

€aped := PermutationSymbol (“cov_bas”);

Cab.y := RaiseLowerIndices(ginv, Capeq, [1,2]);

Cape := RaiseLowerIndices(ginv, Coped, [4]);

Ciabed := ContractIndices(3€qpeq &t Cabey, [[3,5], [4,6]]);

Ciape := RaiseLowerIndices(ginv, Coapea, [4]);

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sab := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, (1,2]);

Sa := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [2]);

ContractIndices(Cppe &t Cope &t Sab &t Sab &t S, [[1,14],[2,9], (3,10, [4,5], [6,11],[7,12],[8,13]])+
ContractIndices(Cyape &t Cogpe &t Sab &t Sab &t S,,[[1,14],[2,9], [3,10], [4,5], [6,11], [7,12], [8,13]])
end proc:

Ly := proc(g, ginv)
description "Evalua el invariante 114 para una métrica dada”
localC,.4; localeyyy; localCab,y; localCyy,; localC,,pq4; localC, ,y; localS,,; localSab; localS,;
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Caped := WeylTensor(g);

€aped ‘= PermutationSymbol (”cov_bas”);

Cab.y = RaiseLowerIndices(ginv, Copeq, [1,2]);

Cape := RaiseLowerIndices(ginv, Capeq, [4]);

Cuabed := ContractIndices(3eqpeq &t Cabeg, [[3,5], [4,6]]);

Ciape := RaiseLowerIndices(ginv, Cyupea, [4]);

Sap := TraceFreeRicciTensor(g);

Sab := RaiseLowerIndices(ginv, Sy, [1,2]);

Sa = RaiseLowerIndices(ginv, Syp, [2]);

ContractIndices(Cpupe &t Cyppe &t Sab &t Sab &t S4, [[1,14],[2,9], [3,10]
ContractIndices(Cyupe &t Cope &t Sab &t Sab &t S, [[1,14],[2,9]
end proc:
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Ky := proc(g, ginv)

description "Calcula el invariante de Kretschmann para un espacio-tiempo”
localRie; localRiedown; localRieup;

Rie := CurvatureTensor(g);

Riedown := RaiseLowerIndices(g, Rie, [1]);

Rieup := RaiseLowerIndices(ginv, Riedown, [1,2,3,4]);
ContractIndices(Riedown &t Rieup,[[1,5],2,6],[3,7],[4,8]])

end proc:

Py := proc(g, ginv)

description "Calcula el invariante de primeras derivadas del tensor de Riemann”
localRie; localC1; localC; localDRie; localDRiedown; localDRieup;
Rie := CurvatureTensor(g);

C1 := Christof fel(g);

C := Connection(C1);

DRie := CovariantDerivative(Rie, C);

DRiedown := RaiseLowerIndices(g, DRie, [1]);

DRieup := RaiseLowerIndices(ginv, DRiedown, [1,2,3,4,5]);
ContractIndices(DRiedown &t DRieup, [[1,6],(2,7],(3,8],[4,9], [5,10]])
end proc:

P, := proc(g, ginv)

description "Calcula el invariante de sequndas derivadas del tensor de Riemann”
localRie; localC1; localC; local DRie; localDRiedown; localD DRiedown; local D DRieup;
Rie := CurvatureTensor(g);

C1 := Christof fel(g);

C := Connection(C1);

DRie := CovariantDerivative(Rie, C);

DRiedown := RaiseLowerIndices(g, DRie, [1]);

DDRiedown := CovariantDerivative( DRiedown, C),

DDRieup := RaiseLowerIndices(ginv, DDRiedown, [1,2,3,4,5,6]);
ContractIndices(DDRiedown &t DDRieup, [[1,7],(2,8],[3,9], [4,10], [5,11], [6, 12]])
end proc:

Con algunos invariantes
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