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Introducción

El papel del crédito en una sociedad como la nuestra permite que quien no posea

recursos o bienes en el momento actual, pueda obtenerlos de alguien que los posee

pero que no los necesita por el momento. Por supuesto que éste último, llamado

prestamista, al final de cierto peŕıodo deberá recuperar sus recursos (el valor de

éstos) más un premio que llamamos interés. El crédito entonces transfiere recursos

en la sociedad, y en ese sentido, al menos teóricamente, debeŕıa contribuir a un

mayor bienestar de la sociedad.

El monto final que recibirá de vuelta el prestamista estará formado por el valor de

los recursos prestados más el interés. Este monto, aunque conocido en el momento

en que se realiza el préstamo, no está del todo garantizado al final del peŕıodo pues

existe incertidumbre sobre su pago. Es posible que el deudor no pueda pagar la to-

talidad del adeudo o incluso en el caso más extremo que incumpla completamente

el pago y podemos hablar por lo tanto de un riesgo en crédito para el prestamista.

Cuando en una sociedad se generaliza el incumplimiento parcial o total de los

deudores se crea un problema de liquidez, lo que puede llegar a detener el sistema

económico originando recesiones y crisis. Ejemplos de crisis originadas o acentuadas

por esta razón tenemos muchos. En México, la crisis económica de 1994 detonada

en gran medida por acontecimientos poĺıticos y la especulación financiera, vivió su

momento más álgido cuando los bancos y otras instituciones financieras fueron

incapaces de cobrar sus préstamos, teniendo una cartera vencida en niveles muy
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elevados. Se generó un problema de liquidez pues si las personas con depósitos de

ahorro en los bancos hubiesen decidido retirar su dinero en efectivo, el sistema

bancario hubiese sido incapaz de cumplirles a todos. El Estado mexicano tuvo que

intervenir para generar confianza rescatando a la banca de la quiebra con el muy

conocido FOBAPROA1.

Un ejemplo más reciente lo tenemos con la crisis financiera mundial de 2008-2009,

originada en los Estados Unidos en el sector inmobiliario, espećıficamente a causa

de las hipotecas subprime2 que fueron otorgadas a la población de ingresos bajos

para garantizar el pago del préstamo para la adquisición de vivienda. Los deudores

fueron incapaces de pagar las hipotecas subprime cuando la FED elevó el tipo de

interés, lo que hizo a su vez que se desplomará el mercado inmobiliario. Debido

a que las hipotecas subprime se estaban negociando en el mercado secundario, la

crisis se contagió a otros sectores de la economı́a... y a otros páıses. En este caso,

nuevamente el Estado tuvo que intervenir inyectando recursos al sistema financiero3

y por el contagio, también tuvo que inyectar recursos a empresas productivas como

las que fabrican automotores.

La falta de liquidez originada por la incapacidad de las instituciones financieras de

cobrar los préstamos otorgados puede ser una de las causas de una crisis económica

o bien, puede empeorar una crisis que ya ha estallado. Por esta razón, es necesario

poner atención en la conformación de las carteras de crédito y en la determinación

1 Fondo Bancario de Protección al Ahorro, que luego fue sustituido en 1998 por el IPAB, Instituto para

la Protección al Ahorro Bancario
2 Un crédito subprime es una modalidad crediticia del mercado financiero de Estados Unidos que se

caracteriza por tener un nivel de riesgo de impago y un rendimiento mayor a la media del resto de

créditos. Los créditos subprime se otorgan a las personas que resultan con una baja evaluación en

cuanto a su capacidad de pago. Las hipotecas subprime se pueden vender en el mercado secundario a

una tasa de descuento, de forma que bajo condiciones normales, se garantiza la liquidez.
3 De hecho, aunque la Oficina de Presupuesto del Congreso estadounidense y la de Administración y

Presupuesto de la Casa Blanca estimaron que el costo del paquete de rescate bordeaŕıa los US$250

mil millones, el expresidente de la Reserva Federal FED Alan Greenspan, afirmaba en una conven-

ción bancaria en México, que el rescate seŕıa mayor al estimarlo en más de US$500 mil millones.

http://www.eluniversal.com.mx/notas/585270.html. Nota period́ıstica de El Universal titulada: EU

deberá asumir más pérdidas para superar crisis: Greespan, del 20 de marzo de 2009. Consultada el 10

de febrero de 2010.
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de las posibles pérdidas en que se puede incurrir pensando que de esta manera se

pueda establecer un monto de reserva o capital económico que permita hacer frente

a episodios de pánico en crisis.

Instituciones financieras como por ejemplo los bancos, tienen interés en medir el

riesgo en que incurren cuando hacen préstamos a personas f́ısicas o a empresas;

otras instituciones, como las AFORES -Administradoras de Fondos para el Retiro-

se interesan en medir el riesgo en crédito de grandes carteras formadas por instru-

mentos de renta fija y renta variable. Es deseable por tanto, tener una medida del

riesgo en el que se incurre cuando se realiza un préstamo.

Surgen aśı algunas preguntas, ¿Qué es el riesgo?¿Cómo medirlo?¿Por qué decimos

que un instrumento financiero es más (o menos) riesgoso que otro?¿Qué caracte-

ŕısticas debeŕıa cumplir una buena medida de riesgo?

En la literatura especializada (Crouhy et al., 2001; Servigny et al., 2004), se men-

cionan diferentes medidas de riesgo en crédito, que van de las más simples a algunas

muy sofisticadas pero más complejas de calcular. Dada una cartera de créditos, una

medida de riesgo de crédito muy simple es la desviación estándar de los rendimien-

tos de la cartera (o si es el caso, de las pérdidas); otra medida, muy usada en la

actualidad, es el Valor en Riesgo (VaR)4, sin embargo, como se mostrará en el

presente trabajo, sin complicar mucho el cálculo podŕıamos tener una medida de

riesgo más adecuada como el Valor en Riesgo Condicional (CVaR).

Para obtener las medidas de riesgo se requiere de tener antes un modelo de la

evolución del valor del préstamo desde el momento en que se celebra el contrato

hasta el momento en que se liquida, esto se logra con los modelos de riesgo en

crédito. Desde la década de 1980 (Crouhy, 2001), los bancos y otras instituciones

financieras se han dado a la tarea de desarrollar métodos para administrar el riesgo

en crédito de forma que puedan calcular el monto de sus reservas en base al capital

económico.

Los modelos de riesgo en crédito existentes suelen clasificarse de acuerdo a su ar-

quitectura en modelos anaĺıticos y modelos basados en simulación. Los modelos

anaĺıticos proporcionan una solución cerrada y exacta de la distribución de los

4 Un libro que nos muestra su importancia y nos ejemplifica su uso es (Jorion, 2004)
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rendimientos (o en su caso de las pérdidas) de la cartera, haciendo supuestos sim-

plificadores que muchas veces pueden llegar a no ser del todo realistas. Del otro

lado, tenemos los modelos basados en simulación que permiten incorporar más rea-

lismo al cálculo pero con el costo de ser muy demandantes computacionalmente,

este tipo de modelos no proporcionan una respuesta cerrada pero permiten obtener

intervalos de confianza.

Desde el punto de vista académico los modelos de riesgo en crédito se clasifi-

can principalmente en modelos estructurales, modelos de forma reducida (también

conocidos como modelos a base de intensidad) y modelos actuariales. Los modelos

estructurales describen el valor dinámico de los activos de la firma como un proceso

estocástico formado en todo momento por la suma del valor de su deuda y de sus

acciones (Servigny et al., 2004); en base a esta estructura se determina conjunta-

mente el tiempo y la probabilidad de incumplimiento. Por su parte, los modelos de

forma reducida consideran que el tiempo en el que la empresa incumple toma a los

prestamistas por sorpresa; el incumplimiento se toma como un tiempo de paro con

un proceso de azar (Bielecki et al., 2007,2008). Por último, los modelos actuariales

utilizan herramienta estad́ıstica y datos históricos obtenidos de experiencias de in-

cumplimiento pasadas, construyendo la distribución de probabilidades de pérdidas

de la cartera a partir de otras distribuciones de probabilidades supuestas (Crouhy

et al., 2001).

El presente trabajo presenta tres modelos utilizados en la modelación del riesgo

en crédito por parte de los bancos e instituciones financieras en la actualidad que

pueden servir de base para entender modelos más sofisticados que aún están en

desarrollo teórico. Además, para cada uno de los modelos presentados se realiza el

cálculo del CVaR, pues como se argumenta a lo largo del trabajo, posee ventajas

sobre otras medidas de riesgo. La intención es mostrar que su implementación no

es dif́ıcil (al menos en los modelos presentados) y puede si no sustituir, śı completar

el análisis del riesgo de crédito de una cartera.
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En el caṕıtulo I de la presente tesis se da respuesta a las preguntas formuladas

anteriormente; se muestra la clasificación de los diferentes riesgos financieros, ha-

ciendo énfasis en el riesgo en crédito; se señalan las caracteŕısticas que debeŕıa

cumplir un medida de riesgo y se opta por hacer el análisis con las medidas de ries-

go coherentes. Se da especial énfasis en una medida de riesgo coherente: el Valor

en Riesgo Condicional (CVaR).

En el caṕıtulo II comenzamos con el modelo clásico y base de los modelos estruc-

turales: el modelo de Merton (1974) que utiliza la metodoloǵıa dada por el modelo

de Black & Scholes para valuar deuda corporativa y por consiguiente presenta solu-

ciones cerradas. El modelo de Merton hace uso de supuestos simplificadores sobre

la dinámica que sigue el valor de la firma y la estructura de capital de forma que

se puede usar la teoŕıa de valuación de opciones para obtener la probabilidad de

incumplimiento de una empresa que ha emitido deuda. De igual forma se obtienen

medidas de riesgo y en especial, se obtiene el Valor en Riesgo Condicional para

este modelo.

En el caṕıtulo III se aborda un modelo que hace uso de matrices de transición,

basado principalmente en el modelo CreditMetrics. En este modelo cada uno de los

créditos que forman una cartera, tiene una calificación dada en función de su cali-

dad, que puede cambiar en el siguiente peŕıodo y que sigue un proceso markoviano

estacionario. Cuando la cartera está formada por un número grande de créditos, el

análisis se complica, pero haciendo uso de resultados teóricos del modelo de Mer-

ton y de la simulación con el método Monte Carlo se puede obtener la distribución

de probabilidad de los rendimientos de la cartera y de esta forma las medidas de

riesgo, principalmente el VaR y el CVaR.

En el caṕıtulo IV se presenta el modelo CyRCE (Capitalización y Riesgo Crédi-

to), desarrollado por el Banco de México, que además de permitir obtener el VaR

permite realizar un análisis sobre el riesgo de concentración y la suficiencia de ca-

pital de una cartera de créditos. El modelo proporciona una forma funcional de la
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distribución de pérdidas suponiendo que ésta puede caracterizarse por su media

y su varianza; es muy sencillo de implementar en relación con otros modelos de

riesgo y por eso podŕıa ser usado sin problemas en páıses donde los sistemas de

información no se encuentran muy desarrollados (Márquez,2006). Para el análisis

de la cartera, el modelo CyRCE obtiene resultados teóricos interesantes tales como

el ı́ndice de concentración de Herfindahl-Hirschman y las cotas para los créditos

que permiten controlar el riesgo de concentración; además permite la segmentación

en grupos. También se incorpora en el caṕıtulo la forma de calcular el CVaR en el

modelo.

Por último, en el caṕıtulo V, se implementan los modelos anteriores con datos

de cuatro empresas mexicanas ligadas al ramo de la construcción (CEMEX,

HOMEX,GEO y PINFRA) y con datos simulados. Se forman carteras hipotéticas

de bonos corporativos a partir de información proveniente de los reportes fi-

nancieros de las empresas para determinar la probabilidad de incumplimiento y

las medidas de riesgo. Se hacen comparaciones en los casos en que se puedan rea-

lizar y se calcula el CVaR por ser una medida de riesgo coherente.



Caṕıtulo 1

Riesgo y Riesgo en Crédito

1.1. Riesgo

En la vida diaria, en las actividades que realizamos y en la decisiones que

tomamos están presentes la incertidumbre y el riesgo. De manera general, pode-

mos decir que la incertidumbre está caracterizada por la duda, por la falta de

conocimiento de lo que pasará o no pasará en el futuro. El riesgo por su parte

implica incertidumbre, al hablar de riesgo en general y de manera coloquial, nos

referimos a una condición o combinación de circunstancias que generan la posibi-

lidad de pérdida.

Con lo dicho hasta ahora podŕıamos pensar que el riesgo es un tipo de incer-

tidumbre pero susceptible de tener realizaciones negativas y que por lo tanto la

incertidumbre es una categoŕıa más general que puede implicar riesgo y no riesgo.

Sin embargo, para propósitos de medir el riesgo y en un contexto matemático, éstas

definiciones resultan ambiguas e insuficientes pues nos pueden llevar a concluir que

podemos medir el riesgo en estos términos1. En el presente trabajo y por fines

prácticos se tendrá una noción de riesgo e incertidumbre más apegada a la visión

de Knight (1921, pág. 233)2:

1 Es decir, uno puede aventurarse a concluir que [siempre] es posible medir el tipo de incertidumbre

susceptible de tener realizaciones negativas. Esto desde luego, como se explica más adelante no siempre

es posible debido a que existe incertidumbre (ya sea con realizaciones favorables o negativas) que no

es posible medir.
2 Cita traducida por el autor de esta tesis.
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“La diferencia práctica entre las dos categoŕıas, riesgo e incertidumbre es que en la primera, la

distribución de las realizaciones en un grupo de casos es conocida (ya sea por cálculo a priori o a

partir de estad́ısticas de experiencias pasadas), mientras que en el caso de la incertidumbre esto

no es cierto, la razón es que en general es imposible formar un grupo de casos debido a que la

situación a la que uno se enfrenta es en alto grado única”.

Más aún, de acuerdo a Knigth, el riesgo se refiere a situaciones donde el tomador de

una decisión puede asignar probabilidades matemáticas a la aleatoriedad a la que

se enfrenta (probabilidades objetivas). Por su parte, la incertidumbre está ligada

a situaciones en que la aleatoriedad presente no puede expresarse en términos de

probabilidades matemáticas espećıficas (sólo en términos de probabilidades sub-

jetivas). No obstante lo anterior, cabe aclarar que en realidad, estas definiciones

entre riesgo e incertidumbre son más que nada prácticas pues sólo en muy pocos

casos es posible obtener las probabilidades con certeza. Al respecto, la Stanford

Encyclopedia of Philosofy nos dice:

“Estrictamente hablando, los únicos casos de riesgo (probabilidades conocidas) parecen ser casos

de libro de texto ideales con objetos tales como dados y monedas no cargados y donde se conocen

las probabilidades con certeza. En situaciones de la vida real, aún si se actúa bajo determinadas

probabilidades estimadas, no hay certeza de que las estimaciones sean correctas, por lo que hay

incertidumbre. Aśı, casi todas las decisiones son hechas bajo incertidumbre ”3.

La distinción que se hace entre riesgo e incertidumbre en base a si las probabilida-

des son conocidas (objetivas) o no, es motivo de discusión desde el punto de vista

filosófico. De acuerdo a Kwiatkowska y Szatzschneider (2008) pocos autores evalúan

la definición cient́ıfica de incertidumbre en la literatura multidisciplinaria como

estrechamente probabilista e intentan mediante una refinación conceptual “hacer

este concepto complejo más completo”. Estos autores consideran a la incertidumbre

como “un estado dinámico en el cual se tiene la percepción de ser incapaz de asignar

probabilidades a las realizaciones” y también como “una capacidad de tener muchas

hipótesis rivales, las cuales se refieren todas al mismo evento”.

No obstante la riqueza de la discusión en el concepto de riesgo e incertidumbre,

como ya se mencionó anteriormente, para efectos de la medición del riesgo en el

3 Stanford Encyclopedia of Philosofy. Risk. First published Tue Mar 13, 2007.

http://plato.stanford.edu/entries/risk/. Cita traducida por el autor.



1.1 Riesgo 3

presente trabajo, se considerará que al tomar una decisión bajo riesgo, se realiza la

decisión con el supuesto de que las probabilidades son conocidas o pueden estimarse

(se conoce la distribución de probabilidades de las diferentes realizaciones).

1.1.1. Definiciones

Riesgo. De acuerdo al diccionario de la Real Academia Española, el riesgo es la

contingencia o proximidad de un daño4. Sin embargo, de acuerdo a la discusión

que se ha realizado sobre riesgo e incertidumbre, definiremos al riesgo como una

condición en la cual existe la posibilidad de una desviación adversa respecto a

un resultado que se espera o desea visto como el tipo de incertidumbre que se

puede medir y del cual es posible obtener las probabilidades objetivas de las

diferentes realizaciones5.

Riesgo financiero. Es el tipo de riesgo al que se enfrentan las empresas e institu-

ciones financieras debido a que los flujos financieros puedan no ser los esperados

y no les permitan cubrir sus obligaciones. Este tipo de riesgo generalmente es

derivado del cambio de valor de los activos o pasivos.

1.1.2. Tipos de riesgo financiero

Una institución se enfrenta a diferentes riesgos financieros dependiendo del área

de interés. Los riesgos financieros más comunes son (Crouhy M. et al., 2001):

Riesgo de mercado. Es el riesgo originado por las variaciones de los precios de

los activos, de los tipos de cambio y de las tasas de interés en los mercados

financieros y que pueden reducir el valor de los activos de la institución.

Riesgo en crédito. En términos más generales, es el riesgo de que un cambio en la

calidad de crédito de la contraparte afecte el valor de los activos y posiciones de

4 Real Academia Española, Diccionario de la Lengua Española. Vigésima Segunda Edición.

http://www.rae.es/rae.html
5 No obstante que en esta definición se entiende al riesgo como la posibilidad de una desviación adversa

respecto a un resultado esperado, en algunas medidas de riesgo que se presentarán más adelante,

la desviación respecto al resultado esperado puede incluir resultados favorables, tal es el caso de la

desviación estándar.
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la institución. El incumplimiento6 o incapacidad de la contraparte de cubrir sus

obligaciones actuales es el caso extremo, ya que el paso siguiente es la quiebra

de la contraparte y posiblemente la no recuperación del crédito otorgado.

Riesgo de liquidez. Se refiere al riesgo en que incurre una institución al no ser

capaz de conseguir los fondos necesarios para hacer frente a sus obligaciones

en el corto plazo. Es el riesgo derivado de no tener el efectivo u otros bienes

puestos como colateral en un préstamo. También se incluye la incapacidad de

la institución para realizar retiros de capital.

En un sentido más amplio, también se considera como riesgo de liquidez a la in-

capacidad que pueda tener una institución de vender algún activo en el mercado

financiero debido a la falta de interés de la contraparte.

Riesgo operativo. Se refiere a los pérdidas potenciales que puede tener la institu-

ción como resultado de sistemas inadecuados, fallas en la administración, fallas

de control, fraudes y errores de tipo humano. Quedan incluidos en este rubro

los riesgos tecnológicos y los riesgos de sistemas computacionales.

Riesgo legal y regulatorio. Es el riesgo derivado de la falta de conocimiento del

marco legal en una transacción y de los cambios en las leyes cuando ya se ha

realizado una transacción.

Nos centraremos en el estudio y medición del riesgo en crédito, particularmente

en el caso de incumplimiento en el pago de la deuda.

1.1.3. Medidas de riesgo coherente

Existen situaciones a las cuales asociamos un riesgo mayor en comparación

con otras situaciones. Nos enfrentamos entonces al problema de encontrar una

forma de medir el riesgo o de encontrar una forma de cuantificarlo. La medición

del riesgo no es un tema nuevo y ya se han propuesto varias formas de hacerlo.

Atendiendo a la definición de riesgo como la desviación de un resultado esperado,

podemos dar como ejemplos de medidas de riesgo a la varianza, a la desviación

estándar, a la desviación media absoluta, etc. Dado un conjunto de observaciones

6 Usaremos éste término como traducción de la palabra anglosajona default
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(por ejemplo de rendimientos de algún activo) la varianza representa la media

aritmética del cuadrado de las desviaciones respecto a la media, mientras que

la desviación estándar es la ráız cuadrada positiva de la varianza. Por su parte,

la desviación media absoluta es el promedio aritmético del valor absoluto de las

desviaciones respecto a la media. Las tres medidas nos indican cuánto se desv́ıan las

observaciones de su media (en nuestro ejemplo, nos muestran la dispersión respecto

al rendimiento medio)... Surgen entonces dos preguntas: ¿cuál medida de riesgo es

mejor? ¿cómo seŕıa una medida de riesgo apropiada? Investigaciones recientes han

encontrado propiedades deseables que debeŕıa cumplir una medida de riesgo.

Definición 1.1.1 ( Medida de riesgo). Sea Ω el espacio de todos los posibles

estados de la naturaleza finito y sea Υ el espacio de riesgos isomórfica a RN .

Considérese una posición riesgosa X como un vector en RN . Una medida de riesgo

ρ es un mapeo de RN → R.

Consideremos una posición riesgosa con valor final X y un capital α invertido

en un activo libre de riesgo en el peŕıodo inicial a la tasa de interés libre de riesgo

r. Al final del peŕıodo, tendremos α(1 + r). Una medida de riesgo ρ es coherente

de acuerdo a Artzner et al. (1999) si satisface cuatro propiedades:

1. Subaditividad. Para toda posición riesgosa X y Y : ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )

Si una medida de riesgo cumple con esta propiedad, se garantiza que el riesgo no

aumenta cuando se combinan dos o más activos en una cartera ya que la suma

de dos o más riesgos debeŕıa de ser menor o igual que los riesgos individuales. De

esta propiedad se deriva la importancia de la diversificación en la conformación

de carteras de inversión.

2. Monotonicidad. Para toda posición riesgosa X y Y , tal que X ≤ Y : ρ(X) ≥
ρ(Y ):

Si para todos los estados de la naturaleza, el riesgo de X conlleva a mayores

pérdidas que Y (es decir, si todos los componentes del vector X en RN son

siempre menores o iguales a los del vector Y ), la medida de riesgo ρ(X) debe

ser mayor o igual a ρ(Y ).
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3. Homogeneidad positiva. Para toda λ ≥ 0 y para toda variable acotada X:

ρ(λX) = λρ(X).

En este caso, cuando una riqueza bajo riesgo representada por un activo es mul-

tiplicada por un factor positivo, el riesgo y la incertidumbre crecen en la misma

proporción. La falta de liquidez de los mercados financieros, resta realismo a

esta propiedad porque en este caso no se tendŕıa una relación lineal.

4. Invarianza ante traslaciones. Para toda α ∈ R y para toda posición riesgosa X:

ρ(X + α(1 + r)) = ρ(X)− α.

Una medida de riesgo invariante ante traslaciones implica que si tenemos un

activo con riesgo y formamos una cartera agregando un activo libre de riesgo,

el riesgo de la cartera disminuye en la cantidad del activo libre de riesgo7.

Si reemplazamos los axiomas de subaditividad y homogeneidad positiva por un

axioma de convexidad, tenemos las medidas de riesgo convexas, que son una gen-

eralización de las medidas de riesgo coherentes.

De nuestros ejemplos de medidas de riesgo (varianza, desviación estándar y

desviación media absoluta) ninguna resulta ser una medida coherente. La varianza

sólo cumple subaditividad, mientras que la desviación estándar y la desviación

media absoluta cumplen con ser subaditivas y tener homogeneidad positiva pero

no con la monotonicidad ni con ser invariantes ante traslaciones 8.

1.2. Riesgo en crédito

Es el riesgo de pérdida financiera en el que se incurre en el evento de incumpli-

miento de la contraparte. Para medir el riesgo en crédito de una cartera existen

7 En particular, si α = ρ(X),

ρ(X + ρ(X)(1 + r)) = 0,

lo que significa que es posible eliminar el riesgo de una cartera.
8 Aunque śı son invariates ante traslaciones en el sentido de Gaivoronsky-Pflug (Ortobelly, S. et al.,

2005) ya que para toda α ∈ R: ρ(X + α) = ρ(X). La interpretación es que el riesgo de una cartera no

puede reducirse o incrementarse incorporando un activo sin riesgo.
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diferentes enfoques y en la mayoŕıa de ellos es necesario obtener la distribución de

pérdidas de la cartera.

Denotemos por Π al valor de una cartera de créditos, las medidas de riesgo más

comunes que pueden emplearse para medir el riesgo en crédito de ésta son (Servigny

et al., 2004)9:

1. Pérdida esperada (EL).

2. Valor en riesgo (V aR).

3. Pérdida no esperada (NEL).

4. VaR Condicional (CV aR) o Deficiencia Media.

.

1.2.1. Pérdida Esperada(EL)

Es el nivel de pérdida promedio al que se expone la institución financiera. La

pérdida esperada para el i-ésimo activo se define como:

ELi = Exi × PIi × TPDIi,

donde:

ELi = Pérdida Esperada para el i-ésimo activo.

Exi = Exposición del i-ésimo activo.

PIi = Probabilidad de Incumplimiento en el i-ésimo activo.

TPDIi = Tasa de Pérdida Debido a Incumplimiento del i-ésimo activo.

La Exposición se refiere al monto invertido en el activo i que puede ser objeto

de pérdida en caso de no pago o incumplimiento de la contraparte; la Tasa de

Pérdida Debido a Incumplimiento es la parte que sobre el monto de exposición

se pierde en caso de incumplimiento, de esta forma tenemos que su complemento

1−TPDIi, es la tasa de recuperación del i-ésimo activo en caso de incumplimiento

9 Existen sin embargo muchas otras que son más sofisticadas y que cumplen más propiedades que las de

una medida coherente, se puede consultar a Ortobelly, S. et al. (2005) para tener un panorama más

amplio.
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de la contraparte.

En el caso de una cartera formada por N activos, la pérdida esperada es la suma

de las pérdidas esperadas de cada uno de los activos que la constituyen (propiedad

de subaditividad):

ELΠ ≡ E(LΠ)

=
N∑
i=1

ELi

donde LΠ es una variable aleatoria que denota las pérdidas de la cartera.

1.2.2. Valor en Riesgo (VaR)

Es el nivel de pérdidas en la cartera que será excedido sólo el (1 − α) % de

las veces en promedio en un horizonte de tiempo (por ejemplo un año) para un

nivel de confianza α (por ejemplo para un 95 %). El VaR está dado en unidades

monetarias. Formalmente, si se conoce la distribución de pérdidas de la cartera, el

VaR se define como10:

V aRα = mı́n{j ∈ R|FLΠ (j) ≥ α}. (1.1)

donde FLΠ (.) es la función de distribución de probabilidad acumulada de las pérdi-

das de la cartera, también llamada simplemente función de distribución.

En términos probabiĺısticos, el VaR es un cuantil de la distribución de pérdidas y

puede ser obtenido con la llamada función cuantil según se trate de que se tenga

una distribución de probabilidad continua o discreta, el lector interesado puede

consultar el apéndice A para ver las definiciones formales.

En el caso de que se tenga la distribución del valor de una cartera, la distribución

de pérdidas se obtiene de restar respecto a un valor de referencia Π011, cada va-

lor de la distribución de la cartera, representado por la variable aleatoria Π. La

10 Crouhy (2001, pág. 189) distingue entre VaR absoluto y VaR relativo. La definición que se presenta

corresponde al VaR absoluto y es la que se empleará en este trabajo.
11 Este valor de referencia puede ser la media del valor de la cartera o un valor forward de la cartera que

se obtendŕıa si se invirtiera en activos libres de riesgo
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distribución de pérdidas se compone de todos los valores positivos de la diferencia

anterior y por lo tanto, los valores negativos seŕıan las ganancias.12.

Partiendo de la distribución del valor de la cartera, lo podemos calcular de la

siguiente forma:

V aRα = Π0 −Π1−α, Π0 ≥ Π1−α, (1.2)

donde Π0 es un valor de referencia y

Π1−α = máx{j ∈ R|FΠ(j) ≤ (1− α)}, (1.3)

con FΠ(.) la función de distribución de los valores de la cartera, es el valor de Π a

partir del cual se acumula a lo sumo (1−α) de la probabilidad13. Nótese que en la

expresión 1.2 se pide que Π0 ≥ Π1−α, es decir, que al nivel de Π1−α haya pérdidas

en la cartera y no ganancias.

Una de las desventajas del uso del VaR es que no es una medida coherente,

en particular, no es subaditiva. De la definición del axioma de subaditividad, la

cantidad

G(X, Y ; ρ) = ρ(X) + ρ(Y )− ρ(X + Y )

llamada ganancia de capital es no negativa, sin embargo, cuando ρ es el VaR de

los activos, esta ganancia puede llegar a ser negativa, es decir, el VaR de la cartera

puede exceder la suma de los VaRs de los activos que lo constituyen14. Aśı, el

VaR puede no captar el efecto en la disminución del riesgo en la diversificación de

carteras.

Otra desventaja del VaR es que tiende a ser muy sensible a cambios en el umbral,

es decir, para niveles de confianza muy altos (por ejemplo arriba del 99 %) el VaR

sufre de grandes cambios en su magnitud.

12 Para una exposición más detallada puede consultarse Holton (2003, págs. 22-24).
13 Esta expresión es equivalente al cuantil Π1−α de la distribución de probabilidades del valor de cartera

cuando esta es una función continua. Sin embargo, se introduce esta expresión para el caso en el que

la distribución del valor de la cartera corresponda a valores discretos para que sea equivalente al VaR

que se obtendŕıa si se tuviera la distribución de pérdidas y se utilizara la definición del VaR dada en

1.1.
14 Sólo en el caso de que las distribuciones de los rendimientos sean normales el VaR es una medida

coherente, lo que en la práctica resulta muy cuestionable.
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1.2.3. Pérdida No Esperada(NEL)

Considerando que se conoce la distribución de pérdidas de la cartera, la pérdida

no esperada se puede entender de dos maneras de acuerdo a la literatura especia-

lizada:

1. Como la dispersión de las pérdidas alrededor de la pérdida promedio o en térmi-

nos más comunes, la desviación estándar de las pérdidas de la cartera que de-

notaremos por σL (Servigny et al., 2004):

σL =
√
E{[LΠ − E(LΠ)]2}

2. O como la pérdida por encima de la esperada en la que puede incurrir el acreedor

por incumplimiento de sus deudores, medida por V aRα−EL. En éstos términos,

la pérdida no esperada puede ser vista como un múltiplo k > 0 de la desviación

estándar de la distribución de pérdidas: kσL, con k = V aRα−EL
σL

.

Para evitar ambigüedad y considerando que la segunda acepción también corres-

ponde a la definición de Capital Económico según Servigny et al. (2004), en el pre-

sente trabajo se hará distinción entre Pérdida No Esperada y Capital Económico.

Aśı, cuando se hable de Pérdida No Esperada se estará hablando de la desviación

estándar (acepción 1).

Capital Económico (CE)

El capital económico15 es uno de los principales indicadores en la administración

del riesgo en crédito. Generalmente se calcula en el horizonte de un año. La práctica

común de estimar el capital económico es la siguiente:

CEα = V aRα − EL,

donde EL es la pérdida esperada y V aR(α) es el valor en riesgo al nivel de con-

fianza α. El capital económico es usado principalmente por los bancos y se puede

interpretar como la cantidad de capital que se debe tener como reserva para no

15 O Pérdida no esperada según se ha discutido.
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caer en insolvencia dadas las posibles pérdidas al nivel de confianza α.

Debido a que en el cálculo del capital económico interviene el V aR, éste le hereda

sus desventajas como medida de riesgo, principalmente el no ser una medida co-

herente y ser muy sensible al nivel de confianza α elegido cuando éste es muy alto,

es decir:

∂CEα
∂α

=
∂V aRα

∂α
.

1.2.4. VaR Condicional (CVaR) o Deficiencia Media

Es una medida de riesgo también conocida por su notación anglosajona como

Expected Shortfall (ES)16, que indica el valor esperado de la pérdida, condicionada

a que ésta es mayor que el VaR. En términos más formales:

CV aRα = E[LΠ |LΠ > V aRα].

En la práctica el CVaR puede ser entendido como el promedio de los (1 − α) %

peores casos y puede ser calculado a través del promedio de los valores que exceden

el VaR con un nivel de confianza de α.

En analoǵıa a la ecuación (1.2), el CV aR se puede calcular a partir de la distribu-

ción del valor de la cartera de la siguiente manera:

CV aRα = Π0 − E[Π|Π ≤ Π1−α], Π0 ≥ Π1−α, (1.4)

con Π1−α definido de acuerdo a 1.3. Es importante mencionar que en el caso

de que Π tome valores discretos se considerará la igualdad en la esperanza de

1.4 sólo cuando en la expresión 1.3 se cumpla la desigualdad, es decir, cuando

Π1−α = máx{j ∈ R|FΠ(j) < (1− α)}.
En el apéndice A se explica cómo calcular el CVaR para una distribución de pérdi-

das continua, en particular, se ejemplifica con las distribuciones Normal y Gamma.

16 Aunque algunos autores utilizan el término Expected Shortfall en otro sentido, nosotros no haremos

distinción entre éste y el CVar (Acerbi, C. et al., 2002 en el corolario 4.3 muestran que son lo mismo).
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En la figura 1.1 se representan el VaR y el CVaR en una distribución de pérdidas

con un nivel de confianza de α=95 %.

Fig. 1.1. VaR y CVar al 95 % para una distribución de pérdidas

Puesto que el CVaR es una medida de riesgo coherente como lo muestran Acer-

bi, C. et al. (2002), su uso ha llegado a ser muy popular y se utiliza en conjunto

con el VaR cuando la distribución de pérdidas es asimétrica y tiene colas pesadas.

1.3. Metodologı́as para la medición y administración del
riesgo en crédito

Las instituciones financieras brindan diferentes tipos de crédito de acuerdo al

destino que tengan los recursos. Si bien en el presente trabajo se tratará el crédito

corporativo, conviene mencionar otros tipos de crédito.
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Tipos de crédito

Crédito al consumo. Es el crédito concedido por las instituciones financieras

(como los bancos) a las personas f́ısicas para fines no empresariales. Se utiliza

para la adquisición de bienes de consumo y la garant́ıa es personal. En la actua-

lidad, muchas empresas venden sus productos sobre la base del crédito y como

garant́ıa queda el objeto adquirido con el crédito.

Crédito corporativo. En este tipo de crédito se encuentran los créditos que ob-

tienen las empresas o corporaciones y que está relacionado directamente con el

proceso productivo pues se puede utilizar para cubrir las necesidades de capital

de trabajo en general, para inversiones en activos fijos y para mejorar su estruc-

tura financiera. Aqúı conviene hacer distinción respecto al origen de los recursos

del crédito pues podŕıa tratarse de17:

• Un financiamiento obtenido mediante un crédito bancario.

• Un financiamiento a través de la emisión de papel comercial y/o mediante la

colocación de bonos en el mercado financiero.

En el presente trabajo se pondrá interés en el crédito corporativo; en especial

en la medición del riesgo de carteras de bonos corporativos.

Crédito hipotecario. Es un crédito a largo plazo que generalmente se utiliza para

la adquisición de un bien ráız sobre el cual se establece un contrato hipotecario a

favor del prestatario en el que se establece que en caso de impago tiene derecho a

quedarse con los bienes. Éste tipo de créditos se puede otorgar tanto a personas

f́ısicas como a organizaciones ya que permiten financiar vivienda e inversiones

en infraestructura.

Para la medición del riesgo en crédito de una cartera existen diferentes mode-

los; algunos obtienen la distribución de pérdidas, mientras que otros se limitan a

proporcionar alguna medida de riesgo como las que se mencionaron anteriormente.

17 Se podŕıa incluir también al crédito comercial, que es aquel que se da entre empresas, industrias y

microempresas y consiste básicamente en el otorgamiento de bienes y/o servicios con la promesa de

pago futuro. Sin embargo, se considerará al crédito corporativo en los dos sentidos que se mencionan.
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En el caso de la emisión de bonos que son instrumentos de renta fija 18 existen

formas de poderse cubrir del riesgo por parte del tenedor a través de instrumentos

derivados.

En la administración del riesgo, los derivados19 brindan protección contra el ries-

go a los usuarios porque permiten asumir los riesgos que se pueden administrar y

transferir los que no se desean asumir.

Los instrumentos derivados sobre crédito son un tipo especial de derivados que

permiten aislar el componente de riesgo en el crédito en un activo y cubrirse.

La valuación de éstos depende de eventos crediticios como el incumplimiento por

parte del deudor, la disminución en la calificación de la deuda o las variaciones en

el spread (o diferencial de tasas). Aunque en el presente trabajo no trataremos a

los instrumentos derivados sobre crédito, conviene mencionar que los más usuales

son los swaps sobre incumplimientos de crédito, las notas ligadas al crédito y las

opciones sobre el spread del crédito.

En el caṕıtulo 2 se presenta el modelo de Merton que utiliza la metodoloǵıa de un

tipo muy especial de derivados: las opciones.

18 Un valor de renta fija (conocido también como t́ıtulo de deuda) es un bono gubernamental, corporativo

o municipal que genera un flujo de pagos predeterminado. Debido a que los pagos son flujos, el valor

de los bonos fluctúa con los cambios en la tasa de interés, creando con ellos una pérdida potencial.
19 Un derivado es un contrato privado cuyo valor depende en su mayor parte de algún activo subyacente,

tasa de referencia o ı́ndice, como puede ser una acción, un bono, una divisa o un producto. Ejemplos

de derivados son los forwards, los futuros, los swaps y las opciones.



Caṕıtulo 2

Modelo estructural de Merton

Los modelos estructurales de riesgo en crédito describen el proceso de incumpli-

miento (default) como el resultado del deterioro en el valor de la firma, por lo que

tienen aplicación t́ıpicamente corporativa. Utilizan la información brindada por las

variables estructurales de la firma tales como el valor de los activos, el valor de

la deuda y la razón de apalancamiento. La deuda de la firma es vista como un

reclamo contingente sobre sus activos.

Limitarenos nuestro estudio al modelo de Merton (Merton, 1974), considerado el

primer modelo estructural. Este modelo utiliza la teoŕıa de valuación de opciones

dada por el modelo de Black & Scholes, por lo que se presentarán los elementos

necesarios para entender el modelo de Merton.

2.1. Valuación de opciones y fórmula de Black & Scholes

2.1.1. ¿Qué es una opción?

Una opción es un tipo de derivado financiero. Es un contrato que otorga el

derecho a comprar (una opción call) o a vender (una opción put) una cantidad

determinada de un activo llamado subyacente a un precio espećıfico K, denominado

precio de ejercicio en o antes de una fecha de vencimiento designada T llamada

fecha de maduración.

Quien compra la opción adquiere el derecho pero no la obligación de ejercerla en
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la fecha de maduración, pero quien la suscribe se obliga a cumplir el contrato,

independientemente de lo que convenga a sus interes. Dada esta asimetŕıa y para

que el contrato sea justo para ambas partes, quien compra la acción le paga a quien

la suscribe una prima (el precio de la opción). Una opción puede negociarse en el

mercado secundario por lo que es importante determinar su valor Vt para cada

tiempo t ∈ [0, T ]; si la opción está dentro de un mercado organizado, la prima de

la opción está dada por el mercado. En particular, la prima que se paga al adquirir

la opción es igual al valor de la opción al tiempo t = 0.

Supongamos que un individuo adquiere una opción call. Si al tiempo T el precio

spot ST del subyacente es menor que K, el tenedor de la opción no la ejercerá. En

cambio, si ST es mayor a K, ejercerá la opción, pues podrá comprar el subyacente

al precio K y venderlo en el mercado al precio ST para aśı, tener una ganancia de

ST −K. El valor VT de la opción en este caso particular para el call CT está dado

por:

CT = Máx(ST −K, 0) = (ST −K)+. (2.1)

Por su parte, si el individuo adquiere una opción put, ésta será ejercida al

vencimiento sólo si el precio spot ST es menor que el precio de ejercicio K, lo

que le generará una ganancia K − ST . Por lo tanto, el valor del put PT , está dado

por:

PT = Máx(K − ST , 0) = (K − ST )+. (2.2)

La ganancia que obtiene quien adquiere la opción se llama función de pago (pay-

off) y depende del valor del subyacente.

Existen diferentes tipos de opciones, en forma muy genérica se pueden dividir en dos

grupos: opciones vainilla (o básicas) y opciones exóticas (que incorporan distintas

variantes y cuya valuación resulta más complicada). Dentro de las opciones vainilla,

atendiendo a la forma en que se pueden ejercer, podemos clasificarlas en opciones

europeas y opciones americanas. Las primeras sólo pueden ser ejercidas en el tiempo

de maduración T , mientras que las segundas se pueden ejercer en cualquier tiempo

t ∈ [0, T ]. Las opciones exóticas tienen variantes respecto de las vainilla en cuanto
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a la función de pago, en la forma en que se pueden ejercer o en la forma en que se

calcula el subyacente.

Nos centraremos en las opciones vainilla europeas, que tienen la función de pago

según se trate de un call o de un put dada por (2.1) ó (2.2) respectivamente y que,

denotaremos en general por h = ψ(ST ).

El problema a resolver es encontrar el precio justo de la opción al tiempo t = 0.

El modelo de Black & Scholes permite encontrar ese precio justo y satisface lo

siguiente:

Si el individuo no compra la opción e invierte la cantidad equivalente a su

precio justo en una cartera con estrategia autofinanciable formada por un activo

riesgoso y por uno libre de riesgo en el tiempo t = 0, al tiempo T , tendrá (ST −
K)+ ó (K −ST )+, según se trate de un call o un put respectivamente. Es decir,

al final tendrá el mismo resultado que si hubiese comprado la opción.

Si la opción fuera ofrecida a algún otro precio diferente de ese precio justo,

entonces habŕıa oportunidad de arbitraje 1.

Se dice que una opción es simulable si su valor al tiempo de maduración es igual

al de una cartera autofinanciable 2.

2.1.2. ¿Qué es un bono?

Un bono es una promesa de pago futura documentada en un papel que determina

el monto o valor nominal F , la fecha de maduración T , la moneda y la secuencia

de pagos a realizarse para liquidarlo.

A través de la emisión de bonos el gobierno y las empresas obtienen financiamiento

para sus proyectos de inversión, dando a cambio intereses al tenedor del bono.

Para los inversionistas, los bonos constituyen una manera de conservar su capital e

incrementarlo pues éstos tienen un flujo predecible de dinero y su valor al tiempo

1 El concepto de arbitraje financiero se refiere al hecho de que se puedan obtener ganancias que no estén

acompañadas con el riesgo de pérdidas
2 En una cartera autofinanciable no se mete ni saca dinero después del tiempo inicial hasta el tiempo

T . Los cambios en el valor de la cartera dependen únicamente de los cambios en la composición de la

misma, es decir, de los cambios en el precio del activo riesgoso y del activo libre de riesgo.



18 2 Modelo estructural de Merton

de madurez es conocido.

Existen diferentes tipos de bonos dependiendo del emisor, de la tasa de interés,

de la estructura de pagos y del mercado donde fueron colocados. Por ejemplo,

atendiendo a la tasa de interés se tienen bonos con tasas fijas y bonos con tasas

variables indexadas a tasas ĺıderes en el mercado internacional y atendiendo a la

estructura de los pagos, se tienen bonos con descuento puro o bonos cupón cero y

bonos compuestos o bonos con cupones. La diferencia entre los bonos cupón cero

y los bonos con cupones radica en que los primeros no tienen pagos periódicos por

lo que prometen un sólo pago de efectivo en la fecha de maduración, mientras que

los bonos con cupones otorgan pagos periódicos de intereses denominados pagos de

cupón (de ah́ı el nombre) a los tenedores del t́ıtulo más el pago del valor nominal

F en la fecha de maduración.

Los bonos cupón cero se compran a descuento y brindan un rendimiento (yield

en inglés)que es la tasa de descuento. Puesto que una vez comprado un bono se

puede vender en el mercado secundario, es importante conocer el valor de mercado

del bono en todo momento t. En el caso de que el descuento se realice en forma

continua, el valor de un bono cupón cero al tiempo t se obtiene de acuerdo a

Dt = e−r(T−t)F,

con r la tasa de descuento instantánea ofrecida por bonos comparables en el mer-

cado.

2.1.3. Modelo matématico y valuación de una opción europea

En el modelo de mercado que trabajaremos, las transacciones financieras se rea-

lizan continuamente en el intervalo de tiempo3 [0, T ] y se considera que el mercado

financiero es perfecto, lo que significa que las siguientes condiciones se cumplen:

No hay costos de transacción, impuestos o problemas con indivisibilidades de

los activos financieros.

3 En el mundo real se requiere que el mercado financiero esté abierto para realizar transacciones la

mayor parte del tiempo
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Existe un número suficientemente grande de inversionistas con niveles de riqueza

comparables, de forma que cada uno puede comprar y vender tantos activos

financieros como lo desee al precio de mercado.

Existe un mercado de cambios para prestar y pedir prestado a la misma tasa

de interés.

Existen ventas en corto, que significa que se puede pedir prestado para comprar

acciones (las cantidades prestadas se denotan con signo negativo).

Marco teórico

Se tiene un movimiento browniano estándar Wt
4 definido en el espacio de

probabilidad (Ω,A,P), donde Ω es el espacio de todos los posibles resultados, A es

la σ-álgebra de subconjuntos (eventos) de Ω cuyas probabilidades están definidas

y P es una medida de probabilidad tal que P : A → [0, 1].

Además, (Ft, t ≥ 0) es la filtración generada por el movimiento browniano Wt

y representa la información de la que se dispone en el instante t.

En el modelo de mercado se tienen dos activos financieros: uno libre de riesgo

(cuyo precio al instante t es S0
t ) y otro con riesgo (cuyo precio al instante t es St).

La tasa del activo libre de riesgo es constante e igual a r > 0, la evolución del

precio del activo libre de riesgo sigue la ecuación diferencial ordinaria:

dS0
t

dt
= rS0

t , S0
0 = 1,

lo que significa que para t ≥ 0 el valor de un peso es de S0
t = ert.

Por otro lado, el precio del activo riesgoso St en el intervalo [0, T ] sigue la

ecuación diferencial estocástica:

dSt = St(µdt+ σdWt), S0 = S∗0 , (2.3)

4 El movimiento Browniano estándar (Wt, t ∈ [0,∞)) es un proceso estocástico visto como el ĺımite de

una caminata aleatoria cuando ∆t→ 0, por lo que sus trayectorias son cont́ınuas (sin saltos). Satisface

que W0 = 0 y que los incrementos ∆W = Wt−Ws son independientes y estacionarios y se distribuyen

como una normal N(0, t− s) para s ≤ t.
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donde µ es la tendencia y σ la volatilidad del subyacente. La solución a la ecuación

es

St = S∗0e
(µ−σ

2

2
)t+σWt ,

que es un movimiento browniano geométrico.

En nuestro modelo, se pueden formar carteras de inversión constituidas (en el

instante t) por una cantidad φ0
t del activo libre de riesgo y una cantidad φt del

activo riesgoso. A la pareja ({φ0
t , φt}, t ∈ [0, T ]) se le conoce como estrategia de

inversión y se supone que son Ft-medibles. Denotaremos al valor de una cartera en

el instante t por

Πt = φ0
tS

0
t + φtSt,

con φ0
t , φt variables aleatorias que toman valores en los reales.

Definición 2.1.1 ( Cartera autofinanciable). Sea Πt una cartera de inversión.

Πt es una cartera autofinanciable si

dΠt = φ0
tdS

0
t + φtdSt.

Que la cartera sea autofinanciable significa que los cambios en el valor de la cartera

dependen únicamente de los cambios en el valor del activo libre de riesgo y en el

valor del activo riesgoso.

Para resultados posteriores, denotaremos por S̃t = e−rtSt a los precios descon-

tados del activo riesgoso y por Π̃t = e−rtΠt = φ0
t + φtS̃t al valor descontado de la

cartera de inversión.

A continuación, se proporcionan algunas definiciones y resultados importantes

para desarrollar nuestro modelo de mercado de manera formal; en particular, se

presenta la definición de probabilidad neutra al riesgo, concepto fundamental en el

modelo de Black & Scholes pues nos permitirá replicar opciones europeas mediante

carteras de inversión.
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Definición 2.1.2 ( Probabilidad neutra al riesgo). Sea un espacio de proba-

bilidad (Ω,A,P). Una medida de probabilidad P∗ se dice que es neutra al riesgo

si,

P y P∗ son probabilidades equivalentes, es decir, cada una de ellas es absoluta-

mente continua respecto a la otra.

Bajo P∗ los precios descontados S̃t = e−rtSt son martingala, es decir:

E∗(S̃t+s | Ft) = S̃t, s > 0.

Puesto que el precio descontado del activo riesgoso, S̃t = e−rtSt, sigue la ecuación

diferencial estocástica

dS̃t = −re−rtStdt+ e−rtdWt,

se tiene que utilizando la ecuación 2.3:

dS̃t = S̃t((µ− r)dt+ σdWt).

A partir de ésta última ecuación y de acuerdo al Teorema de Girsanov (Ver

Apéndice B), en nuestro modelo de mercado, eligiendo θt = µ−r
σ

, tenemos que

Bt = Wt + µ−r
σ
t es un browniano estándar bajo P∗. Por lo tanto, el precio descon-

tado del activo riesgoso es una martingala y el precio del activo riesgoso está dado

por

St = S∗0e
(r−σ

2

2
)t+σBt .

Definición 2.1.3 ( Arbitraje). Un arbitraje es un proceso que representa el valor

de una cartera que satisface que en Π0 = 0 y que además satisface que para algún

tiempo T > 0

P{ΠT ≥ 0} = 1, P{ΠT > 0} > 0.
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Cuando existe arbitraje es posible que un agente que no invierte un sólo peso

tenga la seguridad de que no perderá dinero y además tenga probabilidad positiva

de tener ganancias al tiempo T .

En nuestro modelo de mercado, trabajaremos bajo la probabilidad neutra al riesgo

P∗ y por el Primer Teorema Fundamental de la Valuación de Activos (Ver Apéndice

B), nos aseguramos que existe ausencia de oportunidad de arbitraje.

Definición 2.1.4 ( Estrategia de inversión admisible). Una estrategia de in-

versión ({φ0
t , φt}, t ∈ [0, T ]) es admisible si es autofinanciable y si el valor descon-

tado de la cartera Π̃t es positivo para toda t y de cuadrado integrable bajo P∗5.

Definición 2.1.5 ( Opción replicable). Se dice que una opción es replicable si

se puede construir una cartera autofinanciable y admisible cuyo valor en cualquier

tiempo t ∈ [0, T ] coincida con el de la opción.

Si la opción europea vainilla es replicable, tendŕıamos por ejemplo que es posible en-

contrar una cartera autofinanciable y admisible tal que Ct = Πt. Además, puesto

que el modelo de mercado que se desarrolla es completo, todo activo financiero

puede ser replicable por una cartera de inversión y por el Segundo Teorema Fun-

damental de la Valuación de Activos (Ver Apéndice B), la medida de probabilidad

neutra al riesgo P∗ del modelo es única.

Ahora vamos a replicar las opciones europeas vainilla.

Definición 2.1.6 ( Opción Europea Vainilla). Una opción europea vainilla es

una variable aleatoria positiva h, FT -medible, que adopta la forma h = ψ(ST ):

h = (ST −K)+ para un call y

h = (K − ST )+ para un put.

Además, puesto que E∗(S2
T ) <∞, h es de cuadrado integrable bajo P∗.

El siguiente teorema permite tener carteras replicables de las opciones europeas.

5 Recordemos que en general, si X es de cuadrado integrable bajo la probabilidad P∗, entonces

E∗
∫ T
0
X2dt <∞, que significa que su segundo momento es finito
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Teorema 2.1.1 . En el modelo de Black & Scholes, toda opción definida por una

variable aleatoria h, positiva, FT -medible y cuadrado integrable bajo la probabilidad

P∗ es replicable y el valor al instante t de toda cartera simulada está dado por6

Πt = E∗(e−r(T−t)h|Ft).

Se remite al lector interesado en la demostración a Lamberton (2008).

Corolario 2.1.1 Si en particular h es la función de pago de un Call, al tiempo

t < T , el valor del Call está dado por

C(t, St) = StΦ(d1)−Ke−r(T−t)Φ(d2), (2.4)

con

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

y2

2 dy,

d1 =
ln(St/K) + (r + 1

2
σ2)(T − t)

σ
√
T − t

,

d2 =
ln(St/K) + (r − 1

2
σ2)(T − t)

σ
√
T − t

.

Demostración. Como h = (ST −K)+,

Πt = E∗(e−r(T−t)(ST −K)+|Ft),

Πt = E∗(e−r(T−t)(Ste(r−
σ2

2
)(T−t)+σ(WT−Wt) −K)+|Ft),

Πt = E∗(Steσ(WT−Wt)−σ
2

2
(T−t) −Ke−r(T−t))+|Ft).

Haciendo

Πt = C(t, St)

6 Nótese que el factor de descuento puede salir del operador de esperanza porque la tasa del activo libre

de riesgo es constante. Asi se tendŕıa:

Πt = e−r(T−t)E∗(h|Ft).
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y considerando que la variable aleatoria St es Ft-medible y bajo P∗, (WT −Wt) es

independiente de Ft,

C(t, St) = E∗((Steσ(WT−Wt)−σ
2

2
(T−t) −Ke−r(T−t))+),

y como además sabemos que (WT −Wt) ∼ N(0, T − t),

C(t, St) =

∫ ∞
−∞

((Ste
σz
√
T−t−σ

2

2
(T−t) −Ke−r(T−t))+)

e−
z2

2

√
2π
dz,

donde z ∼ N(0, 1). Realizando el álgebra se obtiene el resultado.

Para el caso del Put, se realiza el mismo procedimiento con

Πt = P (t, St) = E∗(Ke−r(T−t) − (Ste
σ(WT−Wt)−σ

2

2
(T−t))+),

o se puede emplear la paridad Put-Call dada por:

Pt − Ct = Ke−r(T−t) − St,

con Ct el valor del call al tiempo t. Aśı, para un Put resulta:

Pt = Ke−r(T−t)Φ(−d2)− StΦ(−d1). (2.5)

2.2. Modelo de Merton

2.2.1. Modelo teórico

En este modelo, se asume una estructura de capital simple. Se considera una

firma que posee activos riesgosos con valor V que es financiada a través de la emisión

de acciones con valor S y deuda con valor de mercado D. La deuda de la compañ́ıa

se representa con un bono cupón cero con madurez o fecha de vencimiento T y

valor nominal F > 0.

Al tiempo t ≤ T , el valor de la firma es igual a la suma de sus obligaciones

Vt = St +Dt
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y sigue un movimiento Browniano geométrico. Se asume que,

dVt = Vt(rdt+ σV dBt), V0 > 0, (2.6)

con (Bt, t ∈ [0,∞)) un movimiento Browniano estándar bajo la medida de proba-

bilidad neutra al riesgo P∗7. La volatilidad σV > 0 se asume constante.

En el modelo de Merton, los acreedores no pueden forzar a la firma a declararse en

quiebra antes del tiempo de madurez T . La compañ́ıa incumple si, al tiempo T el

valor de la firma es menor que su deuda. En caso de incumplimiento los acreedores

(representados por el tenedor del bono) toman el control de la compañ́ıa. En otras

palabras, el pago al tenedor del bono al tiempo de madurez es el min(VT , F ), que

es el valor de mercado de la deuda de la firma al tiempo T .

Teorema 2.2.1 En el modelo de Merton, bajo el modelo de Black & Scholes, los

valores del bono riesgoso D y de la acción S al tiempo t = 0, son respectivamente:

D0 = Fe−rTΦ(−d2)− V0Φ(−d1), (2.7)

S0 = V0Φ(d1)− Fe−rTΦ(d2), (2.8)

con

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

y2

2 dy

d1 =
ln(V0/F ) + (r + 1

2
σ2
V )T

σV
√
T

d2 =
ln(V0/F ) + (r − 1

2
σ2
V )T

σV
√
T

Demostración. Por el Teorema 2.1.1, el valor al tiempo t < T del bono riesgoso

que puede ser visto como el valor de mercado de la deuda de la firma está dado

por:

7 Puesto que se trabajará con la medida de probabilidad neutra al riesgo, se utiliza r, en lugar de µ

en la ecuación que describe el valor de la firma. Si se trabaja con la probabilidad equivalente P, la

constante µ es la tasa de rendimiento instantánea del valor de los activos de la empresa.
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Dt = E∗(e−r(T−t)min(VT , F )|Ft).

Aqúı, (Ft, t ∈ [0, T ]) es la filtración natural del movimiento Browniano y la con-

stante r es la tasa de interés instantánea libre de riesgo. Además, puesto que,

min(VT , F ) = F − (F − VT )+,

tenemos

Dt = E∗(e−r(T−t)(F − (F − VT )+)|Ft),
Dt = Fe−r(T−t) − E∗(e−r(T−t)(F − VT )+|Ft).

de forma que el cálculo de Dt es equivalente al precio de una opción put sobre el

valor de la firma con precio de ejercicio F .

El valor de mercado de la firma al tiempo T se representa por el valor de una acción

ST y es igual a la diferencia entre el valor de la firma y el valor de la deuda,

ST = VT −DT = VT −min(VT , F ) = (VT − F )+,

y al tiempo t ≤ T ,

St = E∗(e−r(T−t)(VT − F )+|Ft). (2.9)

de forma que los tenedores de acciones de la firma pueden ser vistos como tenedores

de una opción call sobre el valor de la firma de la compañ́ıa.

El resultado se obtiene por el Corolario 2.1.1 al tiempo t = 0.

Puesto que el valor de la firma sigue el comportamiento descrito en (2.6), al

tiempo T 8 se tiene

VT = V0e
(r− 1

2
σ2
V )T+σV BT ,

es decir, el valor de la firma al tiempo T se distribuye lognormal. Tomando logar-

itmos en la expresión anterior:

8 Cabe mencionar que al utilizar la fórmula de Black & Scholes, T está medido en años, de forma que

si se se tuviera un tiempo de maduración de 6 meses, se debeŕıa utilizar T = 1
2
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lnVT = lnV0 + (r − 1

2
σ2
V )T + σVBT ,

por lo que, lnVT ∼ N(lnV0 + (r − 1
2
σ2
V )T, σ2

V T ).

Proposición 2.2.1 En el modelo de Merton, la probabilidad de incumplimiento

de la empresa al tiempo T es Φ(−d2).

Demostración. Si al tiempo T resulta que VT < F , la empresa incumple en pagar

el bono, la probabilidad de incumplimiento es

P (VT < F ) = P (lnVT < lnF ) (2.10)

= Φ(
ln(F/V0)− (r − 1

2
σ2
V )T

σV
√
T

) (2.11)

= Φ(−d2). (2.12)

Lo que hemos hecho no es otra cosa que aplicar una transformación al valor de los

activos de la firma VT para trabajar en su lugar con los rendimientos estandariza-

dos de los activos; en particular, −d2 representa el rendimiento estandarizado de

los activos con un nivel inicial V0 y un valor a la fecha de maduración de VT = F 9.

En la literatura, éste valor recibe el nombre de distancia para el incumplimiento

(en inglés, distance to default).

Ahora pasemos al rendimiento que obtiene el inversionista por adquirir el bono

riesgoso de la firma. Como el rendimiento anual del bono corporativo está dado

por

rD =
1

T

F −D0

D0

≈ − 1

T
ln
D0

F
,

9 En general, el rendimiento del valor de los activos de la firma al tiempo T en relación a t = 0 que

denotamos como rV = ln(VT /V0), equivale en términos estandarizados a

z =
ln(VT /V0)− (r − 1

2
σ2
V )T

σV
√
T

.
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el diferencial entre el rendimiento del bono riesgoso corporativo y la tasa libre de

riesgo (en inglés, default spread) que denominaremos como rendimiento por riesgo

de incumplimiento (rRI) es

rRI = rD − r, (2.13)

que compensa a los tenedores del bono corporativo por el riesgo que enfrentan.

2.2.2. Estimación de F y σV

En la práctica, se tiene información de la firma en el tiempo t = 0 ya que cono-

cemos el valor de los activos V0 y el valor de las acciones S0 y por simple diferencia

el valor de la deuda D0. Además, se tiene una estimación de la volatilidad de las

acciones σS y se conoce la tasa libre de riesgo. Para obtener la probabilidad de

incumplimiento y las medidas de riesgo necesitamos conocer el valor de la deuda

al tiempo T o lo que es lo mismo, el valor nominal F del bono que la firma debe

liquidar y también la volatilidad del valor de los activos de la firma σV de forma

que podamos usar (2.7) y (2.8). El problema al que nos enfrentamos es que éstos

datos no son observables directamente.

Como en sus comienzos el modelo de Merton no fue concebido para determinar

probabilidades de incumplimiento sino que las mismas derivan impĺıcitamente de

un modelo cuyo objetivo era valuar deuda corporativa y la estructura de riesgo

de la tasa de interés, el inconveniente de obtener F y σV seŕıa salvado años des-

pués mediante el siguiente razonamiento: Si la compañ́ıa cotiza públicamente, el

valor de la acción S es observable, en cuyo caso puede demostrarse que existe una

relación directa entre la volatilidad de las acciones σS y la de los activos σV ; en

otras palabras, la volatilidad de las acciones se explica en parte por la volatilidad

de los activos de la firma. La siguiente proposición aclara este punto.

Proposición 2.2.2 Si el valor de las acciones de la firma sigue un movimiento

browniano geométrico y el valor de los activos de la firma se describe por la ecuación

(2.6), la volatilidad de los activos de la firma y la volatilidad de las acciones de la

firma cumplen la siguiente relación:
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σS = ησV , (2.14)

con η =
Vt
St

∂St
∂Vt

.

Demostración. Sea el valor de las acciones de la firma descrito por el movimiento

browniano geométrico

dSt = rSStdt+ σSStdBt, S0 > 0; (2.15)

por otro lado, por (2.9) sabemos que St es igual al valor de una opción call sobre

el valor de la firma de la compañ́ıa con precio de ejercicio igual al valor nominal F

del bono. Haciendo St = f(t, Vt) y aplicando la fórmula de Itô tenemos:

df(t, Vt) = f1(t, Vt)dt+ f2(t, Vt)dVt +
1

2
f22(t, Vt)dVtdVt,

donde fi representa la derivada parcial de f respecto al argumento en la posición

i. Sustituyendo (2.6) y considerando que dVtdVt = σ2
V V

2
t dt,

df(t, Vt) = f1(t, Vt)dt+ f2(t, Vt)(rVtdt+ σV VtdBt) +
1

2
f22(t, Vt)σ

2
V V

2
t dt,

o lo que es lo mismo,

dSt = [f1(t, Vt)dt+ rVtf2(t, Vt) +
1

2
σ2
V V

2
t f22(t, Vt)]dt+ [σV Vtf2(t, Vt)]dBt.

Al comparar la expresión anterior con (2.15), resulta claro que el primer sumando

de la derecha en ambas ecuaciones debe coincidir y por lo tanto el segundo término

también:

σSSt = σV Vtf2(t, Vt),

σSSt = σV Vt
∂St
∂Vt

.

Despejando para σS tenemos

σS = ησV .
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En la ecuación (2.14), η =
Vt
St

∂St
∂Vt

representa la elasticidad instantánea del valor

de la acción respecto al valor de los activos (η ≥ 1) y el factor
∂S

∂V
= Φ(d1) puede

interpretarse como la delta de la opción de compra.

De esta manera para t = 0 se tiene

σSS0 = σV V0Φ(d1),

y para encontrar σV y F es necesario resolver el sistema de ecuaciones no lineal

formado por la ecuación anterior y la ecuación (2.8):

G1(F, σV ) = S0 − V0Φ(d1(F, σV )) + Fe−rTΦ(d2(F, σV )) = 0 (2.16)

G2(F, σV ) = σSS0 − σV V0Φ(d1(F, σV )) = 0. (2.17)

Este sistema puede resolverse localmente en términos de F y σV si la matriz jaco-

biana existe y si su determinante es diferente de cero. En el Apéndice B se mues-

tra cómo resolver numéricamente este sistema utilizando el método de Newton-

Raphson.

2.2.3. Medidas de riesgo del modelo

Además de la probabilidad de incumplimiento y del diferencial entre los rendimien-

tos del bono riesgoso y de la tasa libre de riesgo, podemos calcular otros indicadores

y medidas de riesgo suponiendo que trabajamos en un mercado neutral al riesgo.

1) Razón de apalancamiento (RA). Nos muestra el grado de endeudamiento

de la firma. Se define como el cociente entre el valor descontado de la deuda que

la empresa debe pagar al tiempo T (el valor nominal F del bono descontado)

y el valor de los activos en el tiempo t = 0:

RA =
Fe−rT

V0

(2.18)

2) Valor de Recuperación Esperado Descontado (VRED). Representa el

pago esperado que sobre el préstamo otorgado recibirá el tenedor del bono dado
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que VT ≤ F , es decir, en el caso de que la firma no pueda pagar la totalidad

del préstamo:

V RED =
Φ(−d1)

Φ(−d2)
V0 (2.19)

3) Deficiencia Media Descontada (DMD). Indica el valor esperado descon-

tado de la pérdida, dado que VT ≤ F , es decir en el caso de quiebra de la

firma10. Se calcula como:

DMD = Fe−rT − Φ(−d1)

Φ(−d2)
V0 (2.20)

4) Costo del Incumplimiento (CI). Representa el valor de un Put sobre el

valor de la firma con precio de ejercicio igual al valor nominal del bono. Si el

tenedor del bono quisiera asegurarse ante un posible incumplimiento, debeŕıa

de pagar esta prima equivalente al costo de la opción Put. Se calcula de acuerdo

a:

P0 = [Fe−rT − Φ(−d1)

Φ(−d2)
V0]Φ(−d2) (2.21)

10 Aqúı notamos que la definición dada se corresponde con la definición del VaR Condicional dada en

el caṕıtulo 1 sólo que en valor presente. En este caso, podemos interpretar la deficiencia media como

el promedio de las (peores) pérdidas dado que VT ≤ F a un nivel de confianza α = Φ(−d2). Aśı, la

Deficiencia Media Descontada es una medida de riesgo coherente
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Ejemplo 2.2.1:

Para efectos de ilustrar el funcionamiento del modelo y las medidas de riesgo que

se desprenden, consideremos el caso hipotético de una empresa con la siguiente

información:

Valor de activos, V0=1,000

Valor de sus acciones, S0=400

Volatilidad histórica del rendimiento del precio de su acción σS=0.78

Tasa de interés libre de riesgo en el mercado, r=0.0551

Maduración del bono riesgoso emitido, T=1.

Resulta claro que el valor de la deuda de la firma en el instante t = 0 es de

D0 = 600. Para utilizar el modelo de Merton y obtener la probabilidad de incum-

plimiento junto con las medidas de riesgo necesitamos estimar la volatilidad del

valor de la firma y el valor de la deuda en el tiempo T , o lo que es lo mismo, el

valor nominal del bono F .

Resolvemos el sistema de ecuaciones no lineal dado por (2.16) y (2.17) mediante

el método de Newton-Raphson iniciando con F = 600 y σV = 0.5. Las ráıces en-

contradas son F = 640.32 y σV = 0.33. En términos financieros hemos encontrado

el valor de la deuda al tiempo T y la volatilidad impĺıcita del valor de las acciones

de la firma. Para brindar una idea más clara, en la figura (2.1), se presenta la

simulación de tres posibles trayectorias del valor de los activos de la firma junto

con el valor de su deuda al tiempo T = 1 .

Evaluando en la ecuación (2.11), se tiene que la probabilidad de incumplimiento

que es igual a Φ(−d2) es 0.0862, o lo que es lo mismo en términos porcentuales,

existe un 8.62 % de que la empresa incumpla en el pago de su deuda. Por otro

lado, el rendimiento por riesgo de incumplimiento rRI es 0.0122, que es el premio

por invertir en el bono riesgoso, o en otras palabras, de hacerle el préstamo a la

empresa. En la figura 2.2 se muestra la distribución del valor de la firma en el

tiempo T = 1.

Las medidas de riesgo sobre el préstamo a la empresa se presentan en la tabla

2.1, donde se desprende que al momento de adquirir el bono riesgoso (t = 0), pero
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Fig. 2.1. Tres posibles trayectorias del valor de los activos de la firma.

Fig. 2.2. Distribución del valor de la firma VT para T=1

considerando el valor de la deuda al tiempo T = 1, habrá que poner atención en

el hecho de que por cada peso en el valor de los activos en un año, la empresa

debe a valor presente $0.607. Por otro lado, en caso de que la empresa caiga en

incumplimiento, el valor que sobre el préstamo de $600 se espera recuperar a va-

lor presente es de $526.51 o lo que es lo mismo, un 87.75 %. Además, en caso de

incumplimiento, el valor esperado de las pérdidas a valor presente es $80.42 o un
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Tabla 2.1. Medidas de riesgo del préstamo

RA V RED DMD CI

0.607 526.51 80.42 6.93

13.4 % sobre el monto prestado. Por último, si se quisiese cubrir sobre el riesgo que

implica comprar el bono, se debeŕıan pagar una prima de $6.93 en una opción Put

sobre el valor de la firma $1,000 con precio de ejercicio F = 640.32.

2.2.4. Sensibilidad de la probabilidad de incumplimiento (PI) y del
rendimiento por riesgo de incumplimiento rRI

Del Teorema (2.2.1) tenemos que

d1 =
ln(V0/F ) + (r + 1

2
σ2
V )T

σV
√
T

,

que es equivalente a

d1 =
ln(V0/(Fe

−rT )) + 1
2
σ2
V T

σV
√
T

,

=
ln(1/RA) + 1

2
σ2
V T

σV
√
T

,

= d1(RA, σV , T ),

es decir, d1 es función de la Razón de Apalancamiento, de la volatilidad del

rendimiento del valor de los activos de la firma y del tiempo de maduración. Del

mismo modo, d2 = d2(RA, σV , T ), la distancia al incumplimiento también lo es y

por consecuencia la probabilidad de incumplimiento PI = PI(RA, σV , T ).

Por otro lado, recordemos que el rendimiento por riesgo de incumplimiento rRI

dado por (2.13) es equivalente a
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rRI = − 1

T
ln
D0

F
− r,

= − 1

T
ln(

Fe−rT − P0

F
)− r,

= − 1

T
ln(

Fe−rT − Fe−rTΦ(−d2) + Φ(−d1)V0

F
)− r,

= − 1

T
ln(Φ(d2) +

Φ(−d1)V0

Fe−rT
)

= − 1

T
ln(Φ(d2) +

Φ(−d1)

RA
).

Por lo que rRI = rRI(RA, σV , T ).

Haciendo T = 1, es decir, considerando un año, podemos obtener la probabilidad

de incumplimiento y el rendimiento por riesgo de incumplimiento como funciones

exclusivamente de la Razón de Apalancamiento y de la volatilidad del valor de

la firma. Aśı, en el modelo de Merton, si por ejemplo, tenemos una empresa con

una razón de apalancamiento de 0.7 y una volatilidad del valor de los activos de

0.5, tendŕıamos una probabilidad de incumplimiento a un año del 32.16 % y un

rendimiento por riesgo de incumplimiento del 8.56 %. En las tablas 2.2 y 2.3 se

muestran diferentes probabilidades de incumplimiento y rendimientos por riesgo

de incumplimiento como función de RA y σV .

Tabla 2.2. Probabilidad de incumplimiento PI (en %) para diferentes combinaciones de la Razón de Apalan-

camiento (RA) y volatilidades del valor de la firma σV

σV

0.05 0.10 0.20 0.30 0.50 0.80 1.00 1.20 1.40 1.80 2.00

0.4 0.00 0.00 0.00 0.18 5.68 22.80 33.86 43.50 51.81 65.21 70.60

0.5 0.00 0.00 0.04 1.54 12.79 32.05 42.34 50.89 58.12 69.67 74.33

0.6 0.00 0.00 0.71 6.02 22.02 40.57 49.57 56.92 63.12 73.11 77.17

RA 0.7 0.00 0.02 4.62 14.94 32.16 48.17 55.70 61.90 67.19 75.86 79.44

0.8 0.00 1.46 15.49 27.63 42.22 54.82 60.91 66.06 70.56 78.11 81.28

0.9 1.87 15.78 33.48 42.03 51.57 60.58 65.34 69.57 73.39 80.00 82.83

1.0 51.00 51.99 53.98 55.96 59.87 65.54 69.15 72.57 75.80 81.59 84.13
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Tabla 2.3. Rendimiento por riesgo de incumplimiento rRI (en %) para diferentes combinaciones de la Razón

de Apalancamiento (RA) y volatilidades del valor de la firma σV

σV

0.05 0.10 0.20 0.30 0.50 0.80 1.00 1.20 1.40 1.80 2.00

0.4 0.00 0.00 0.00 0.01 1.02 7.82 15.40 24.74 35.48 60.43 74.45

0.5 0.00 0.00 0.00 0.15 2.65 12.23 21.15 31.47 42.94 68.90 83.27

0.6 0.00 0.00 0.04 0.70 5.19 17.03 26.87 37.83 49.78 76.37 90.96

RA 0.7 0.00 0.00 0.36 2.06 8.56 22.03 32.47 43.85 56.09 83.06 97.79

0.8 0.00 0.05 1.49 4.52 12.59 27.11 37.92 49.54 61.95 89.15 103.96

0.9 0.03 0.79 4.07 8.11 17.12 32.19 43.19 54.93 67.43 94.75 109.59

1.0 2.01 4.07 8.30 12.70 21.99 37.23 48.28 60.06 72.58 99.93 114.79

Recordemos que en el ejemplo 2.2.1, la razón de apalancamiento era de 0.607 y

la volatilidad de la firma de 0.33. Si buscamos la probabilidad de incumplimiento

y el rendimiento por riesgo de incumplimiento las tablas, obtenemos aproximada-

mente, los valores obtenidos: PI=8.62 % y rRI=1.22 %.

2.2.5. Generalización para una cartera

Hasta el momento, se ha considerado el caso de que se tenga la deuda de una

sola empresa, sin embargo, podŕıa darse el caso que se tuviera una cartera formada

por la deuda de n empresas. Denotando por Π al valor de la cartera y por Bi
0 al

valor del bono de deuda de la empresa i al tiempo t = 0, el valor de la cartera al

tiempo t = 0 es:

Π0 = B1
0 + · · ·+Bn

0 .

Sea I i la variable aleatoria asociada al bono Bi
0 para i = 1, 2, . . . , n, que indica si

al tiempo T la empresa i incumple11, es decir,

I i =

{
1 si la empresa i incumple

0 en otro caso.

11 Por simplicidad para la exposición se asume que se tendŕıa un bono por empresa, sin embargo se

podŕıa dar el caso de que se tuvieran en la cartera varios bonos emitidos por la misma empresa.
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El caso más sencillo pero irreal, seŕıa la conformación de una cartera cuyas varia-

bles aleatorias asociadas I i’s fueran independientes. En este caso, la probabilidad

de incumplimiento conjunta de las empresas (si todas incumplieran) estaŕıa dada

por

P (I1 = 1, I2 = 1, . . . , In = 1) = P (I1 = 1)P (I2 = 1) · · ·P (In = 1).

En la realidad sin embargo, ocurre que las probabilidades de incumplimiento en-

tre diferentes empresas se encuentran correlacionadas. En el caṕıtulo siguiente se

mostrará una metodoloǵıa mediante simulación Monte Carlo que permite traba-

jar con correlaciones y encontrar la distribución de pérdidas junto con el V aR y

el CV aR para una cartera formada por n bonos y que utiliza los resultados in-

dividuales obtenidos en esta sección. En el caṕıtulo 5 se implementará el modelo

completo.





Caṕıtulo 3

Modelo con Matrices de Transición

Sea T ⊂ R. Dado un espacio de probabilidad (Ω,A,P), donde Ω es el espacio

de todos los posibles resultados, A es la σ-álgebra de subconjuntos (eventos) de

Ω cuyas probabilidades están definidas y P es una medida de probabilidad tal que

P : A → [0, 1]. Un proceso estocástico con conjunto de ı́ndices T , es una colección

de variables aleatorias X = (Xt, t ∈ T ) con valores en un espacio de estados E.

Con frecuencia T se toma como el conjunto de enteros no negativos y Xt repre-

senta una caracteŕıstica de interés medible en el tiempo. El interés de los procesos

estocásticos es describir el comportamiento de un sistema en operación durante

algunos peŕıodos.

3.1. Cadenas de Markov

En adelante consideraremos procesos estocásticos de tiempo discreto T = N =

{0, 1, 2, . . .}, con espacio de estados E finito.

Definición 3.1.1 ( Propiedad Markoviana). Se dice que un proceso estocástico

(Xt, t ∈ T ) con E finito y T = N tiene la propiedad markoviana si y sólo si

P{Xt+1 = j|X0 = k0, X1 = k1, . . . , Xt−1 = kt−1, Xt = i} = P{Xt+1 = j|Xt = i},

para t ∈ T y toda sucesión i, j, k0, k1, . . . , kt−1 ∈ E.
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Intuitivamente, la propiedad markoviana establece que la probabilidad condicional

de cualquier evento futuro dados los eventos pasados y el estado actual, es inde-

pendiente de los eventos pasados y sólo depende del estado actual del proceso.

Definición 3.1.2 ( Cadena de Markov). Un proceso estocástico (Xt, t ∈ T ) es

una cadena de Markov si tiene la propiedad markoviana.

Llamaremos probabilidad de transición Pij (de un paso) de una cadena de Markov

a la probabilidad condicionada P{Xt+1 = j|Xt = i} que representa la probabilidad

de pasar del estado i al estado j.

Dado que las probabilidades son no negativas y puesto que el proceso debe hacer

una transición hacia algún estado, se tiene que

Pij ≥ 0, i, j ≥ 0;
∞∑
j=0

Pij = 1, i = 0, 1, . . . (3.1)

Definición 3.1.3 ( Cadena de Markov estacionaria). Si en una cadena de

markov se tiene para cada i y j

P{Xt+1 = j|Xt = i} = P{X1 = j|X0 = i}, para toda t = 1, 2, . . ., (3.2)

entonces se dice que la cadena de Markov es estacionaria.

En una cadena de Markov estacionaria, las probabilidades de transición no cam-

bian con el tiempo1.

Una notación conveniente para representar las probabilidades de transición para

los diferentes estados es la forma matricial. Sea P la matriz de probabilidades de

transición de un paso Pij, entonces

1 También se le conoce como cadena de Markov homogénea en el tiempo
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P =



P00 P01 P02 · · ·
P10 P11 P12 · · ·

...
...

... · · ·
Pi0 Pi1 Pi2 · · ·
...

...
...

...


(3.3)

3.1.1. Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Una vez que hemos definido la probabilidad de transición de un sólo paso Pij,

definiremos la probabilidad de transición de n pasos P n
ij como la probabilidad de

que el proceso que se encuentra en el estado i esté en el estado j después de n

transiciones adicionales. Es decir,

P n
ij = P{Xt+n = j|Xt = i}, n ≥ 0, i, j ≥ 0.

Desde luego que se tiene que P 1
ij = Pij. La pregunta es ¿cómo hacer para calcu-

lar estas probabilidades de transición de n pasos?. Las ecuaciones de Chapman-

Kolmogorov, proveen de un método para calcular éstas probabilidades.

Definición 3.1.4 ( Ecuación de Chapman-Kolmogorov). La ecuación

P n+m
1j =

∞∑
k=0

P n
ikP

m
kj , ∀n,m ≥ 0, ∀i, j, (3.4)

es llamada ecuación de Chapman-Kolmogorov y representa la probabilidad de que

iniciando en el estado i, el proceso irá hasta el estado j en n + m transiciones

pasando por el estado k en la n−ésima transición.

Si P(n) es la matriz de probabilidades de transición de n pasos P n
ij, entonces, por

la ecuación de Chapman-Kolmogorov:

P(n+m) = P(n) ·P(m).

En particular,

P(2) = P(1+1) = P ·P = P2
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y por inducción

P(n) = P(n−1+1) = Pn−1 ·P = Pn.

Es decir, la matriz de transición de n pasos puede obtenerse multiplicando la matriz

P por śı misma n veces.

En el modelo que veremos más adelante, n representa el número de años de forma

que por ejemplo P3 es la matriz que contiene las probabilidades de transición P 3
ij,

i, j ≥ 0 es decir, la entrada (i, j) de la matriz, contiene la probabilidad de que el

proceso que se encuentra en el estado i esté en el estado j después de 3 años.

3.1.2. Matrices de transición para perı́odos menores a un año

Consideremos n = 1 y P(1) = P la matriz de probabilidades de transición a un

año con m estados posibles, ¿se pueden obtener las probabilidades de transición

para digamos un semestre (n = 1
2
), un trimestre (n = 1

4
) o algún otro peŕıodo

menor a un año? La respuesta es śı.

Supongamos que la matriz P es diagonalizable en los reales, entonces existen la

matriz Λ cuyas componentes son los valores propios λ1, λ2, . . . , λm y una matriz X

cuyas columnas son los correspondientes vectores propios v1,v2, . . . ,vm tal que

P = XΛX−1.

En particular, si P es una matriz de transición definida no negativa (es decir, que

sus valores propios son o cero o positivos), se cumple que

Pn = XΛnX−1 para n ≥ 0. (3.5)

Aśı, por ejemplo si se desea obtener la matriz de probabilidades de transición para

un trimestre, n = 1
4

se tendŕıa

P
1
4 = XΛ

1
4 X−1.
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Entonces sólo necesitamos obtener los valores propios y vectores propios correspon-

dientes de la matriz de transición P y verificar que ésta sea definida no negativa

para calcular las probabilidades de transición para peŕıodos menores a un año.2

3.2. CreditMetrics

CreditMetrics es un modelo de medición de riesgo en crédito basado en el uso de

matrices de transición y de elementos obtenidos del mercado que permite obtener

la distribución del valor de un activo con riesgo de crédito o de una cartera de

créditos en un peŕıodo de tiempo T .

Los elementos clave del modelo son:

1. Las calificaciones que otorgan las empresas calificadoras de valores, que reflejan

la apreciación de éstas sobre la calidad del papel y que permiten obtener las

tasas o probabilidades de migración de los papeles con diferentes calificaciones.

2. Los diferenciales de tasas entre instrumentos de deuda con diferente calidad,

según quedan reflejados en distintos niveles de calificación.

3. Las tasas de recuperación de los créditos que caen en cartera vencida, que

dependen de la prelación del crédito, por ejemplo un crédito con garant́ıas tiene

una tasa de recuperación mayor al de un crédito sin garant́ıas .

El primer paso que hay que seguir para utilizar la metodoloǵıa de CreditMe-

trics es definir las diferentes categoŕıas de calificaciones del papel de crédito y las

probabilidades de migración de una calidad crediticia a otra. Obtener esta infor-

mación no es tarea fácil. En el caso de los bonos corporativos existen empresas

calificadoras que se encargan de realizar esta tarea como por ejemplo Moody’s y

Standard & Poor’s; para el caso particular de una empresa financiera como por

ejemplo un banco, se tendŕıa que definir una clasificación interna de categoŕıas de

calificaciones y estimar las probabilidades de transición en base a su información

histórica.
2 Incluso, por la definición de la ecuación (3.5), si se cumplen las condiciones, se podŕıa obtener la matriz

de probabilidades de transición para por ejemplo un año y medio, o dos años y tres meses.
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A continuación describiremos con mayor detalle los 3 elementos citados anterior-

mente y tomaremos la información que se proporciona como ejemplo en el manual

de CreditMetrics (J. P. Morgan, 1997) para explicar la metodoloǵıa cuando se tiene

primero una cartera formada por un sólo activo riesgoso, para después generalizarlo

al caso en el que la cartera está formada por varios activos riesgosos correlacionados

con diferente calificación crediticia.

Matriz de migración

La matriz de migración o transición refleja las probabilidades de que un activo

con riesgo de crédito migre de una calificación i a una calificación j en un peŕıodo

de tiempo u horizonte de riesgo, generalmente un año. El modelo asume que las

probabilidades de transición siguen una cadena de Markov estacionaria, por lo que

si se desea tener las probabilidades y por lo tanto, los resultados del modelo para

peŕıodos menores o mayores a un año tendŕıamos que descomponer la matriz de

probabilidades de acuerdo a (3.5) e interpolar los demás componentes del modelo.

Las categoŕıas de calificaciones dadas por Standard & Poor’s en abril de 1996 y

la matriz de transición asociada que aparece en el manual de CreditMetrics (J. P.

Morgan, 1997) y que tiene la forma dada por (3.3) se muestra en la tabla (3.1)3.

Si por ejemplo tenemos un papel de deuda con calificación A, la probabilidad de

que al finalizar el año tenga calificación AA es de 2.27 %, mientras que la probabi-

lidad de que incumpla es de 0.06 %. Notemos que la última fila correspondiente a

la categoŕıa de Incumplimiento es un estado absorbente, lo que significa que una

vez que se llega a él, nunca se podrá salir; en términos económicos esto es razona-

ble pues una vez que un papel de crédito incumple ya no es posible que recupere

alguna calificación.

3 Los números con asterisco son ajustes mı́os de forma que se cumpla la ecuación (3.1), además a

diferencia de la tabla mostrada en el manual de CreditMetrics, se agregó la última fila correspondiente

al incumplimiento para aśı tener una matriz cuadrada de orden 8.
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Tabla 3.1. Matriz de probabilidades de transición a un año ( %)

Calificación al finalizar el año

Calificación inicial AAA AA A BBB BB B CCC Incumplimiento

AAA 90.81 8.33 0.68 0.06 0.12 0.00 0.00 0.00

AA 0.70 90.65 7.79 0.64 0.06 0.14 0.02 0.00

A 0.09 2.27 91.05 5.52 0.74 0.26 0.01 0.06

BBB 0.02 0.33 5.95 86.93 5.30 1.17 0.12 0.18

BB 0.03 0.14 0.67 7.73 80.53 8.84 1.00 1.06

B 0.00 0.11 0.24 0.43 6.48 83.47* 4.07 5.20

CCC 0.22 0.00 0.22 1.30 2.38 11.24 64.85* 19.79

Incumplimiento 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 100.00

Tasas de rendimiento

Para realizar la valuación de un bono es necesario traerlo a valor presente des-

contándolo con una tasa de rendimiento calculada a partir de instrumentos con

caracteŕısticas similares. Una tasa de rendimiento forward es aquella que se especi-

fica en el tiempo t = 0 sobre un crédito con fecha de maduración T en el futuro;

las tasas de rendimiento son más altas conforme aumenta el plazo de maduración

del instrumento por un lado y conforme disminuye la calificación crediticia por el

otro.

Entonces instrumentos con la misma calificación crediticia diferirán en rendimien-

tos de acuerdo al plazo, e instrumentos con el mismo plazo diferirán en rendimientos

de acuerdo a su calificación crediticia. A continuación se muestran en la tabla 3.2

las curvas cero forward para diferentes calificaciones y diferentes plazos que aparece

como ejemplo en el manual de CreditMetrics.

Tasas de recuperación

Como último elemento clave del modelo CreditMetrics, necesitamos conocer

las tasas de recuperación en caso de que el papel de deuda migre al estado de

incumplimiento. Las tasas de recuperación dependen del grado de prelación de la

deuda. A mayor garant́ıas, mayor tasa de recuperación. En la tabla 3.3 se muestran
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Tabla 3.2. Ejemplo de curvas cero forward anuales por nivel de calificación ( %)

Calificación Año 1 Año 2 Año 3 Año 4

AAA 3.60 4.17 4.73 5.12

AA 3.65 4.22 4.78 5.17

A 3.72 4.32 4.93 5.32

BBB 4.10 4.67 5.25 5.63

BB 5.55 6.02 6.78 7.27

B 6.05 7.02 8.03 8.52

CCC 15.05 15.02 14.03 13.52

las tasas de recuperación promedio junto con sus respectivas desviaciones estándar

correspondientes a papeles de crédito con diferente nivel de prelación.

Tabla 3.3. Tasas de Recuperación por prelación de los créditos ( % sobre el valor nominal)

Prelación Media Desviación estándar

Senior Garantizada 53.80 26.86

Senior sin Garant́ıa 51.13 25.45

Senior Subordinada 38.52 23.81

Subordinada 32.74 20.18

Junior Subordinada 17.09 10.90

Nuestro objetivo final será el de obtener las medidas de riesgo de una cartera

formada por varios activos riesgosos con diferente calificación crediticia, pero antes

simplificaremos las cosas para exponer de manera más sencilla la metodoloǵıa de

CreditMetrics para el caso en que tengamos una cartera formada por un sólo activo.

3.2.1. Caso de un sólo crédito

Consideraremos una cartera formada por un sólo activo, el cual es un bono que

cotiza en un mercado organizado y que sigue un proceso estacionario de acuerdo a

la matriz de transición de la tabla 3.1, con tasas de rendimiento y de recuperación

descritas por las tablas 3.2 y 3.3 respectivamente según sea el caso. Es muy impor-

tante tener en mente que nuestro activo riesgoso queda completamente delimitado

por los 3 elementos mencionados anteriormente.
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Respecto a nuestro bono, necesitamos conocer su calificación actual, su fecha

de maduración, el nivel de prelación y su valor nominal, además del valor y

periodicidad de los cupones en caso de que éstos existan. De esta manera, po-

dremos calcular la distribución de probabilidades de los posibles valores (o perfil

de riesgo) que puede tomar el bono en un año, dependiendo de si éste migró o no

a alguna otra calificación crediticia y por lo tanto, podremos obtener las medidas

de riesgo.

Ejemplo 3.2.1: Consideremos el caso hipotético de que se tenga un bono de

deuda Senior sin garant́ıa calificado de acuerdo a la tabla 3.1 con A, cuyo valor

nominal es de $100, paga un cupón anual fijo del 5 % y vence dentro de 5 años.

Vamos a obtener el perfil de riesgo a un año del bono.

Sean:

ci= Porcentaje anual respecto al valor nominal del bono con calificación actual

i que se paga como cupón.

δjt= Tasa de descuento que se debe de aplicar al flujo generado por un bono con

calificación j en el peŕıodo t.

T= Tiempo de maduración del bono.

F= Valor nominal del bono

Bi,j= Valor del bono actualmente con calificación i pero con calificación j en

un año.

Primero hay que obtener todos los posibles valores del bono (que actualmente

tiene calificación A) al cabo de un año y que resultan de las posibles migraciones

en calidad crediticia mostradas en la figura 3.1.

En general, el perfil de riesgo a un año se obtiene aplicando para cada posible

calificación j (que en nuestro caso son 8 posibles estados) la siguiente fórmula:

Bi,j = ciF +
T−2∑
t=1

ciF

(1 + δjt )
t

+
(1 + ci)F

(1 + δjT−1)
T−1

Por ejemplo, si nuestro bono de deuda migra en un año al estado AA, partiendo

de su calificación actual A, en un año tendŕıa el valor de:
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Fig. 3.1. Posibles migraciones de un bono con calificación actual A

BA,AA = cAF +
3∑
t=1

cAF

(1 + δAAt )t
+

(1 + cA)F

(1 + δAA4 )4
,

donde se aprecia que para traer los flujos a valor actual (en el próximo año), es

necesario descontarlos con la curva cero forward correspondiente a la calificación

que tendrá el bono el próximo año. Si detallamos la expresión anterior tenemos,

BA,AA = (0.05)100 +
(0.05)100

(1 + 0.0365)
+

(0.05)100

(1 + 0.0422)2
+

(0.05)100

(1 + 0.0478)3
+

(1 + .05)100

(1 + 0.0517)4

= 104.6

Y si hacemos lo mismo para todos los estados posibles, obtendremos el perfil de

riesgo a un año para el bono de nuestro ejemplo mostrado en la tabla 3.4. Podemos

observar que en el estado de incumplimiento, que ocurre con probabilidad de 0.06 %,

el valor del bono será de $51.13, es decir, de $52.95 menos del valor que tendŕıa si

permaneciera con la misma calificación.

El perfil de riesgos a un año no es sino la distribución de probabilidades del

valor B del bono a un año y propiamente dicho y de acuerdo a las definiciones

dadas en el apéndice A, obtenemos la función de masa de probabilidad para los 8

posibles valores del bono.
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Tabla 3.4. Perfil de riesgos a un año del bono con calificación actual A del ejemplo

Calificación Prob Bi,j Variación

AAA 0.09 104.78 0.70

AA 2.27 104.6 0.52

A 91.05 104.08 0

BBB 5.52 103 -1.09

BB 0.74 97.59 -6.49

B 0.26 93.76 -10.33

CCC 0.01 79.72 -24.36

Incumplimiento 0.06 51.13 -52.95

A partir de la distribución de masa de probabilidad del valor de B y considerando

que se forma una cartera sólo con este bono, podemos obtener las medidas de riesgo

consideradas en el caṕıtulo 1.

De acuerdo a 1.3 tenemos que Π1−α = Π0.05 = 97.59 y por 1.2:

V aR0.95 = 104.08− 97.59 = 6.49.

Para el caso del CV aR al 95 % de confianza de acuerdo a 1.4:

CV aR0.95 = 104.08− E[Π|Π ≤ 97.59] = 104.08− 93.89 = 10.19.

Resumiendo, con un nivel de confianza del 95 % para el V aR y el CV aR tenemos:

µB=103.93

σB=1.54

V aR0.95=6.49

CV ar0.95=10.19

Al cabo de un año, la media del valor del bono será de $103.93, lo que implica

que se tendŕıa una pérdida esperada de $0.1565; la desviación estándar será de

$1.54, lo que implica que se tendŕıa una pérdida no esperada de $1.6984. Por otro

lado, el valor del bono en el peor escenario al 95 % de confianza será de $97.59, o

una pérdida de $6.49, mientras que el promedio del valor del bono en los peores

escenarios al 95 % de confianza será de $93.89 o una pérdida equivalente a $10.19.
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El caso de un sólo crédito y el modelo de Merton

Siguiendo con este mismo método, podŕıamos obtener la distribución y las me-

didas de riesgo para el caso de una cartera con más de dos créditos correlacionados,

sin embargo, la complejidad en cuanto al cómputo aumenta de forma exponencial.

Es por ello, que CreditMetrics hace uso de la metodoloǵıa del modelo de Merton.

Proposición 3.2.1 Bajo el modelo de Merton, si una firma emite bonos de deu-

da que son evaluados por alguna empresa calificadora, la calificación de su deuda

está relacionada de forma directa con el valor de los activos de la firma (y del

rendimiento estandarizado de éstos) y es posible reproducir exactamente las pro-

babilidades de las migraciones de las calificaciones de la deuda mostradas en las

matrices de transición.

Demostración. Recordemos que en el modelo de Merton se asume una estructura

de capital muy simple: los activos de la firma al tiempo t se financian a través de la

emisión de una acción con valor St y de un bono cupón cero con duración T , valor

nominal F y valor al tiempo t de Dt, por lo que el balance general de la empresa al

tiempo t cumple con Vt = St + Dt(F ). Además, el valor de los activos de la firma

Vt en el intervalo [0, T ] evoluciona de acuerdo a la ecuación diferencial estocástica4

dVt = Vt(µV dt+ σV dWt), V0 > 0. (3.6)

donde µV y σV son respectivamente la media y la varianza de la tasa de los

rendimientos del valor de los activos y Wt es un browniano estándar bajo la medida

de probabilidad actual.

La solución a la ecuación anterior es un movimiento Browniano geométrico,

Vt = V0e
(µV −

σ2
V
2

)t+σV
√
tZ ,

donde hemos usado el hecho de que W0 = 0 y que al tiempo t, Wt ∼ N(0, t)5

El valor de los activos al tiempo t Vt se distribuye lognormal, lo que significa que

4 Nótese que a diferencia de la ecuación (2.6), ahora utilizamos µ, en lugar de r pues estamos trabajando

bajo la probabilidad actual en lugar de la probabilidad neutra al riesgo
5 N(0, t) es equivalente a

√
tZ con Z ∼ N(0, 1) una normal estándar.
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lnVt ∼ N(lnV0 + (µV −
1

2
σ2
V )t, σ2

V t),

y por lo tanto podemos obtener la probabilidad de que al tiempo t el valor de los

activos de la firma sea menor a un cierto valor V ∗, es decir:

P (Vt < V ∗) = P (lnVt ≤ lnV ∗)

= P

(
Z ≤

ln V ∗

V0
− (µV − 1

2
σ2
V )t

σV
√
t

)

= Φ

(
ln V ∗

V0
− (µV − 1

2
σ2
V )t

σV

)
= Φ(Z∗),

donde

Z∗ = r∗ =
ln V ∗

V0
− (µ− 1

2
σ2
V )t

σV
√
t

(3.7)

representa el valor estandarizado de los rendimientos del valor de los activos6 cuan-

do éstos pasan de V0 a V ∗ al tiempo t. Los rendimientos estandarizados de los

activos de la empresa se distribuyen como una normal estándar con media cero y

varianza 1.

Para una matriz de transición dada, es posible obtener el rendimiento estandariza-

do de los activos de la firma utilizando la distribución normal inversa.

CreditMetrics generaliza el modelo de Merton para incluir cambios en la cali-

dad (calificación) de la deuda, dividiendo la distribución de los rendimientos es-

tandarizados de los activos en bandas, de forma que se reproduzcan exactamente

las frecuencias de las migraciones en calificaciones de la deuda mostradas en las

matrices de transición.

Para el caso de una cartera formada por un sólo bono de deuda, no parece muy útil

introducir el modelo de Merton, sin embargo, para el caso de una cartera formada

6 Si iniciamos con un valor V0, al tiempo t, el rendimiento aproximado del valor de los activos es ln Vt
V0

o equivalentemente − ln V0
Vt

.
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por más de dos créditos correlacionados, es de gran utilidad.

Para el caso de nuestro ejemplo, obtengamos los valores de Zi correspondientes

a los rendimientos estandarizados del valor de los activos asociados a la matriz

de transición proporcionada en la tabla 3.1. El bono de deuda tiene calificación

actual A, la probabilidad de que en un año migre al estado de incumplimiento es

del 0.06 %, que equivale a un valor de Z menor o igual a -3.24; esto significa que si

el valor estandarizado de los rendimientos es mayor a -3.24, pero menor a -3.19, el

bono tendrá calificación CCC, por lo que el ĺımite inferior para conservar la cali-

ficación CCC del bono es Z=-3.24; esto ocurre con probabilidad 0.01 %. Por otro

lado observando la tabla 3.1 tenemos que la probabilidad de que el bono migre a la

calificación B es del 0.26 % que equivale a un valor Z acumulado de los rendimien-

tos estandarizados de los activos de entre -3.20 y -2.71; el primero es el ĺımite

inferior por debajo del cual el bono cambia de calificación de B a CCC y -2.71 es

el ĺımite superior por encima del cual el bono cambia de B a BB. Obteniendo los

ĺımites inferiores para cada calificación, constrúımos la tabla 3.5:

Tabla 3.5. Perfil de riesgos a un año del bono con calificación actual A del ejemplo y ĺımites inferiores Zj

Calificación Prob Bi,j Zj

AAA 0.09 104.78 3.1214

AA 2.27 104.6 1.9845

A 91.05 104.08 -1.5070

BBB 5.52 103 -2.3009

BB 0.74 97.59 -2.7164

B 0.26 93.76 -3.1947

CCC 0.01 79.72 -3.2389

Incumplimiento 0.06 51.13 -∞

Podemos apreciar por ejemplo que la probabilidad de transición equivalente

a que el bono de deuda conserve la misma calificación PA,A = P (ZA < Z <

ZAA) = P (−1.5070 < Z < 1.9845) = Φ(1.9845)−Φ(−1.5070)=0.9105. En la figura

3.2 se aprecia la partición que se realiza de la normal estándar para mostrar las

probabilidades de transición del bono de nuestro ejemplo.
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Fig. 3.2. Partición de la normal estándar de manera que se repliquen las probabilidades de transición del

bono con calificación actual A

3.2.2. Caso de dos créditos

Ahora consideraremos una cartera formada por dos bonos de deuda. Aqúı se

pueden dar dos casos: bonos con probabilidades de migración correlacionadas y

bonos con probabilidades de migración no correlacionadas. Trataremos el primer

caso pues es más general7, pero para ello requeriremos de teoŕıa y algunos supuestos

adicionales.

Proposición 3.2.2 . En el modelo de matrices de transición de CreditMetrics,

bajo el modelo de Merton, las correlaciones entre los rendimientos del valor de

los activos de las firmas pueden ser usadas en lugar de las correlaciones entre las

probabilidades de migración de los correspondientes bonos de deuda.

7 En realidad el caso de bonos con probabilidades no correlacionadas no ocurre en la práctica. Si se desea

calcular la probabilidad conjunta de dos bonos sin recurrir a la teoŕıa que se expone en el presente

trabajo, únicamente de debe realizar el producto de las probabilidades de migración individuales.
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Demostración. Por la proposición (3.2.1), las probabilidades de migración de

calificación de los diferentes bonos de deuda dependen del valor de los activos de la

firma que los emita y por lo tanto se deduce que las correlaciones son las mismas.

Lo anterior significa que debeŕıamos conocer para el caso de dos firmas, la corre-

lación existente entre el rendimiento del valor de sus activos, lo cual en la práctica

no es observable. En su lugar podemos utilizar las correlaciones existentes entre

los rendimientos del valor de sus acciones, lo que restringe el modelo a empresas

que coticen en bolsa8.

El modelo generalizado para una cartera formada por más de dos bonos de deu-

da correlacionados, en analoǵıa al caso de un sólo bono de deuda, asume que la

distribución conjunta de los rendimientos del valor de los activos de las firmas es

normal multivariada con vector de rendimientos medios µ y matriz de varianza-

covarianza Σ, es decir: r ∼ N(µ,Σ). La función de densidad conjunta de la normal

multivariada está dada por9

f(r) =
1

(2π)n/2
√
|Σ|

e−
1
2
((r−µ)′Σ−1(r−µ)). (3.8)

Para el caso de dos bonos, la distribución conjunta de los rendimientos del va-

lor de los activos de la firma es

f(r1, r2) =
1

(2π)σ1σ2

√
1− ρ2

e−q
2

, (3.9)

con q = 1
1−ρ2 [( r1−µ1

σ1
)2−2ρ( r1−µ1

σ1
)( r2−µ2

σ2
)+( r2−µ2

σ2
)2] y ρ el coeficiente de correlación.

Notemos sin embargo, que como los rendimientos del valor de los activos ya están

8 Esto significa que la matriz de varianza-covarianza de los rendimientos del valor de las acciones de la

firma, puede usarse en lugar de la matriz de varianza-covarianza de los rendimientos del valor de los

activos de la firma, ΣV ≈ ΣS
9 Donde usamos la notación x′ para referirnos a la transpuesta del vector x.
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estandarizados, el vector de medias µ = 0 y la matriz de varianzas covarianzas Σ

es la matriz de coeficientes de correlación que denotaremos como Σc.

Ejemplo 3.2.2: Consideremos el caso hipotético de que se tenga una cartera

formada por dos bonos de deuda emitidos por dos diferentes empresas:

B(1) es un bono de deuda emitido por la empresa 1, Senior sin garant́ıa, califi-

cado de acuerdo a la tabla 3.1 con A, con valor nominal de $100, que paga un

cupón anual fijo del 5 % y vence dentro de 5 años.

B(2) es un bono de deuda emitido por la empresa 2, Senior subordinado calificado

de acuerdo a la tabla 3.1 con BB, con valor nominal de $100, que paga un cupón

anual fijo del 8 % y vence dentro de 4 años.

Σc es la matriz de coeficientes de correlación del rendimiento de las acciones de

las dos empresas y supongamos que:

Σc =

[
1 0.25

0.25 1

]

Denotando por Π al valor de la cartera, éste se va a formar por la suma de los

valores de los bonos de deuda; al cabo de un año el bono de deuda B(1) puede

pasar de la calificación i a la calificación j, y el bono B(2) de la calificación k a la

calificación l, por lo que en un año el valor de la cartera en términos generales es:

Πj,l = B
(1)
i,j +B

(2)
k,l con i, j, k, l=1,2...8

En nuestro ejemplo el valor de la cartera en un año en caso de que los dos bonos

no cambien de calificación es

Π0 = B
(1)
A,A +B

(2)
BB,BB = 104.08 + 111.40 = 215.48,

que constituye el valor de referencia respecto al cual habrá que comparar todos

los posibles valores que puede adoptar la cartera como consecuencia del cambio de

calificación de los bonos.

Nuestro objetivo es obtener la distribución de probabilidades del valor de la cartera
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al cabo de un año, para compararlo con el valor Π0 y determinar aśı las posibles

pérdidas y las medidas de riesgo. Para ello, primero debemos obtener los perfiles

de riesgo de cada uno de los bonos para entonces obtener la probabilidad de cada

posible valor de la cartera, resultado de las posibles combinaciones de escenarios

para los bonos de deuda.

La cartera formada por los dos bonos de deuda puede tomar 64 posibles valores,

ya que por ejemplo el bono B(1) con calificación actual A puede adoptar 8 posibles

estados o calificaciones como lo muestra la figura 3.1 y para cada uno de estos

estados se pueden dar 8 estados para el bono B(2).

La probabilidad de cada uno de los 64 posibles valores de la cartera equivale a

la probabilidad conjunta de que el bono B(1) pase de la calificación i a la j y el

bono B(2) pase de la calificación k a la l. Por la proposición (3.2.1) para calcular

las probabilidades conjuntas, sólo necesitamos obtener los valores Z (o en otras

palabras, los rendimientos estandarizados del valor de los activos de las empresas

emisoras) correspondientes a cada uno de nuestros bonos a partir de la matriz de

transición 3.1 y evaluar la siguiente integral doble con la función dada por (3.9),

prob(B
(1)
i,j , B

(2)
k,l ) =

∫ zj1

zi1

∫ zl2

zk2

f(z1, z2)dz1dz2. (3.10)

Para el caso de nuestros dos bonos, las probabilidades conjuntas de las 64 posibles

combinaciones se muestran en la tabla 3.6.

Aśı, podemos obtener finalmente la distribución de probabilidades del valor de

la cartera mostrada en la figura 3.3 y las medidas de riesgo mencionadas en el

caṕıtulo 1.

Con un nivel de confianza del 95 % para el V aR y el CV aR tenemos10:

10 Recordemos que en el caṕıtulo 1 se mencionó que el VaR y el CVaR calculados a partir de la distribución

del valor de la cartera se obteńıan de acuerdo a las ecuaciones (1.1) y (1.2). A partir de nuestros datos

el cálculo fue el siguiente:

V aR0.95 = Π0 −Π0.05,

= 215.4845− 211.1876,

= 4.2969,
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Tabla 3.6. Probabilidades conjuntas de los bonos B(1) con calificación actual A y B(2) con calificación

actual BB a un año ( %)

Calificación del bono B(2)

Calificación AAA AA A BBB BB B CCC I Total

del bono B(1)

AAA 0.00 0.00 0.01 0.03 0.16 0.85 0.00 0.00 1.06

AA 0.00 0.01 0.04 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.06

A 0.01 0.00 0.01 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00 0.04

BBB 0.12 0.84 0.00 0.00 0.06 0.18 0.14 0.53 1.87

BB 0.00 0.00 0.00 0.00 0.88 7.68 0.06 0.00 8.63

B 0.01 0.00 4.19 0.00 0.00 73.80 1.73 0.06 79.79

CCC 0.16 0.01 7.13 0.00 0.00 0.40 0.02 0.60 8.33

I 0.12 0.05 0.03 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0.22

Total 0.44 0.92 11.41 0.06 1.11 82.91 1.96 1.20 100.0

µΠ=214.47

σΠ=8.05

ELΠ = 8.82

V aR0.95=4.30

CV ar0.95=28.20

Al cabo de un año, la media del valor de la cartera será de $214.47, lo que im-

plica que se tendŕıa una pérdida esperada calculada como |µΠ − Π0| de $1.02; la

desviación estándar será de $8.05. Por otro lado, la pérdida esperada de la cartera

ELΠ
11 será igual a $8.82. Por último, el peor valor que tendrá la cartera al 95 %

de confianza será de $187.29, o una pérdida de $4.30, mientras que el promedio del

para el VaR y

CV aR0.95 = Π0 − E[Π|Π ≤ Π0.05],

= 215.4845− 187.2880,

= 28.1965,

para el CVaR.
11 Aqúı introducimos esta forma alternativa de calcular la pérdida esperada como ELΠ = [|Π − Π0| |
Π < Π0], que calcula la media de las pérdidas de la cartera (se tiene pérdida cuando el valor de la

cartera Π resulta inferior al valor forward de la cartera Π0).
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valor de la cartera en los peores escenarios al 95 % de confianza será de $203.83 o

una pérdida equivalente a $28.20.

Fig. 3.3. Distribución del valor de la cartera formada por los bonos B(1) y B(2)

3.2.3. Caso general con más de un crédito

Sea C el número de categoŕıas de calificación adoptado en la matriz de transición

y sea n el número de créditos que conforman la cartera, el número de probabili-

dades conjuntas a evaluar es Cn. Hay una explosión combinatoria en los cálculos

pues si por ejemplo con nuestra matriz de transición de 8 esquemas, se necesita

valuar una cartera formada por 1,000 créditos, se tendŕıan 81,000 probabilidades de

migración conjuntas. ¿Qué hacer entonces?

3.2.4. Método Monte Carlo

Simulación Monte Carlo

Cuando la complejidad de un sistema impide llegar a una solución expĺıcita, la

técnica cuantitativa más socorrida es la de simulación. La simulación se refiere al
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tratamiento de un problema real mediante la reproducción, en un ambiente con-

trolado por el analista, del sistema que los origina. Los problemas de simulación

aplicados a problemas de carácter financiero se representan en general con fórmu-

las matemáticas de valuación y distribuciones de probabilidad que se reflejan en

una serie de fórmulas, tabulaciones y un análisis gráfico que ayude a interpretar

los resultados. La simulación Monte Carlo está diseñada espećıficamente para re-

producir el comportamiento de sistemas en los que el comportamiento aleatorio

es su principal caracteŕıstica y es ineludible. La eficiencia de la técnica depende,

de manera importante, de contar con buenos mecanismos que permitan generar

muestras representativas de las distribuciones de probabilidad que se usan como

elementos para representar el comportamiento del sistema bajo estudio. También

se requiere de un buen criterio ingenieril para relacionar los elementos entre śı y

organizar la secuencia de cálculo, de manera que se minimice el esfuerzo y se haga

un uso eficiente de los recursos de cómputo (Márquez, 2006).

Para resolver el problema de explosión combinatoria para el caso general me-

diante simulación Monte Carlo, considérese una cartera formada por n créditos o

bonos de deuda, que han sido emitidos por m firmas, con n ≥ m y cuyo valor se

obtiene bajo el modelo de matrices de transición de CreditMetrics.

Se implementa el Método Monte Carlo para inferir la distribución de los valores de

la cartera en el horizonte de un año con los siguientes pasos (Crouhy et al., 2001):

1. A partir de la matriz de transición con la que se trabajará, se obtienen los

umbrales de z, para delimitar cada categoŕıa de la matriz de transición en

función de los rendimientos estandarizados del valor de los activos de las firmas

(es decir las z’s). De esta manera se obtiene una matriz de z’s.

2. Se estima la matriz de correlaciones del valor de los rendimientos de los activos

de las m firmas que han emitido los n bonos de deuda que forman la cartera12.

12 Nótese que una sóla firma puede emitir más de un bono; sin embargo, para efectos del cálculo de la

matriz de correlaciones se considera que cada firma emite un sólo bono pues de no hacer esto y en

caso de que una firma emitiese más de un bono, se tendŕıa una matriz de correlaciones con columnas

repetidas.
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3. Se generan escenarios de posibles rendimientos estandarizados del valor de los

activos de las m firmas con la distribución normal multivariada, tomando en

cuenta la matriz de correlaciones13.

4. Para cada escenario y para cada firma deudora, los rendimientos estandarizados

del valor de los activos se mapean en la correspondiente categoŕıa de calificación

de acuerdo a los umbrales z obtenidos en el primer paso.

5. Dadas las tasas de rendimiento o curvas cero forward y las tasas de recuperación,

se obtiene el valor de la cartera de n bonos en cada escenario.

6. Se repite el procedimiento para generar un número grande M de escenarios

(por ejemplo M=100,000) y se estima la función de distribución emṕırica de

los valores de la cartera14; se puede realizar una gráfica que ayude a interpretar

los resultados. Se sintetiza la información obtenida mediante estimaciones de

medidas de riesgo adecuadas como el VaR y CVaR siguiendo las definiciones

dadas por 1.2 y 1.4 respectivamente.

En el manual de CreditMetrics (J. P. Morgan, 1997; pág. 113-120) se describen

los pasos para implementar la simulación Monte Carlo y se va ilustrando el procedi-

miento con una cartera hipotética de 10 bonos, sin embargo, siguiendo el algoritmo

descrito con los seis pasos anteriores, simplificamos el procedimiento.

A continuación, se mostrará mediante una ejemplo, la puesta en marcha de los seis

pasos anteriores.

Ejemplo 3.2.3: Retomando los datos del ejemplo 3.2.2 de dos bonos, calculare-

mos la distribución de probabilidades del valor de la cartera por el método Monte

Carlo.
13 Para la generación de estos valores correspondientes a una normal multivariada correlacionada, en el

manual de CreditMetrics (J. P. Morgan, 1997) se menciona que existen varios métodos para hacerlo,

como por ejemplo mediante factorización de Cholesky o mediante descomposición en valores singulares.

Sin embargo, hoy en d́ıa existen programas de cómputo que permiten obtener los valores de manera

más rápida.
14 Puesto que los valores que puede tomar la cartera de acuerdo al modelo CreditMetrics son una variable

discreta en sentido estricto, se opta por estimar la distribución de masa de probabilidad y la función

de distribución emṕırica. Alternativamente se podŕıa optar por obtener funciones de distribución

continuas mediante alguna técnica de suavizamiento.
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Del paso 1, para el caso de la matriz de transición de nuestro ejemplo presentada

en la tabla 3.1, los umbrales z’s inferiores para cada categoŕıa se muestran en la

tabla 3.7. Luego, con la matriz de correlaciones se generan posibles escenarios de

Tabla 3.7. Ĺımites inferiores z’s (rendimientos estandarizados) para cada categoŕıa, obtenidos a partir de

la Matriz de probabilidades de transición a un año

Calificación al finalizar el año

Calificación actual AAA AA A BBB BB B CCC

AAA -1.33 -2.38 -2.91 -3.04 -∞ -∞ -∞
AA 2.46 -1.36 -2.38 -2.85 -2.95 -3.54 -∞
A 3.12 1.98 -1.51 -2.30 -2.72 -3.19 -3.24

BBB 3.54 2.70 1.53 -1.49 -2.18 -2.75 -2.91

BB 3.43 2.93 2.39 1.37 -1.23 -2.04 -2.30

B 8.21 3.06 2.70 2.42 1.46 -1.32 -1.63

CCC 2.85 2.85 2.62 2.11 1.74 1.02 -0.85

los rendimientos estandarizados de acuerdo al paso 3. En nuestro ejemplo de dos

bonos, un posible escenario de los rendimientos estandarizados en un año es15[
ZA

ZBB

]
=

[
−0.5883

1.9668

]
,

es decir, el rendimiento estandarizado en un año del bono con calificación actual

A es de -0.5883. Ubicando este rendimiento en la tabla 3.7 de acuerdo al paso 4,

observamos que se encuentra dentro del intervalo [-1.51,1.98) correspondiente a los

ĺımites inferiores ZA y ZAA, lo cual significa que el bono permanerá con calificación

A. El bono con calificación actual BB por su parte migrará a la calificación BBB.

En este posible escenario el valor de la cartera de acuerdo al paso 5 es igual a

ΠA,BBB = B
(1)
A,A +B

(2)
BB,BBB

= 104.08 + 115.62 = 219.70.

15 El vector de rendimientos estandarizados mostrado se obtuvo realizando la factorización de Cholesky

de la matriz de correlaciones
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Generando unos 100,000 escenarios, lo que hacemos es obtener una muestra grande

con reemplazo con la cual podemos obtener una estimación de la función de dis-

tribución emṕırica de los valores de la cartera y realizar una gráfica que ayude

a interpretar los resultados. En la gráfica 3.4 se presenta la función de masa de

probabilidad de los valores de la cartera de nuestro ejemplo.

Fig. 3.4. Distribución del valor de la cartera formada por los bonos B(1) y B(2) con el Método Monte Carlo

con 100,000 simulaciones

Intervalos de confianza

Debido a que los resultados obtenidos por Monte Carlo son estimaciones de los

verdaderos parámetros, conviene incluir un intervalo de confianza. Para lograrlo,

primero generamos diferentes muestras con las cuales obtenemos una estimación

de las distribuciones muestrales de los parámetros, a partir de las cuales podemos

generar un intervalo de confianza al (1 − α) %. Se utilizan dos metodoloǵıas para

la obtención del intervalo de confianza:
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1. Considerando que se tiene una muestra grande de realizaciones del parámetro

de interés, se alude al Teorema Central del Ĺımite y se utiliza la distribución

normal. Para ello, dadas las n realizaciones, se obtienen la media y la desviación

estándar muestrales y se construye el intervalo de confianza.

2. Se obtiene una distribución emṕırica muestral de los parámetros de interés y a

partir de esta se obtiene el quantil inferior α/2 y el superior 1−α/2. El intervalo

de confianza queda comprendido entre los dos cuantiles.

Como se puede observar en la tabla 3.8, para el caso de nuestro ejemplo de dos

bonos, al comparar los valores de los parámetros obtenidos por el método anaĺıtico

(que se obtuvieron haciendo todas las 64 posibles combinaciones), con los obtenidos

por estimación Monte Carlo, se tienen resultados bastante buenos con intervalos

de confianza de las medidas de riesgo de interés al 95 % de confianza. Recordemos

que el valor de referencia o valor forward de la cartera Π0 en caso de que los bonos

no cambien de calificación es de $215.48. Hay que hacer notar que al menos en la

simulación presentada, el VaR estimado, comparándolo con el verdadero valor que

se obtuvo en el caso anaĺıtico es idéntico. Cabŕıa entonces hacer un ejercicio en el

que se realizaran varias simulaciones para determinar si los estad́ısticos de interés

de las medidas de riesgo son insesgados.

Tabla 3.8. Intervalos de confianza al 95 % para las medidas de riesgo

Valor de referencia Π0= $215.4845

Parámetro Método Método Monte Carlo (M=100,000)

de interés anaĺıtico Estimación IC normal IC distr. emṕırica

µΠ 214.4533 214.4759 [213.9648,214.9870] [213.9577,214.7961]

ELΠ 8.8156 8.8222 [6.0058,11.6386] [6.5776,10.9757]

V aR0.95 4.2969 4.2969 4.2969 4.2969

CV aR0.95 28.1964 28.3159 [25.4712,31.1605] [25.9557,30.6035]

A partir de la definición de sesgo estad́ıstico de un estimador T del parámetro θ

como sesgo(T ) = E(T )− θ, se obtiene una estimación del sesgo de los estimadores

del V aR y del CV aR en un ejercicio de simulación con M=100,000:
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ŝesgo(V aR)=0.0001, [-0.0001,0.0003],

ŝesgo(CV aR)=-0.0276, [-0.1544,0.0992].

Como se aprecia, la estimación mediante el intervalo de confianza de ambos

parámetros incluye al cero, por lo que no existe evidencia estad́ıstica suficiente

al 95 % de confianza para rechazar la hipótesis de que estos estimadores son inses-

gados en el modelo de CreditMetrics.

Comparando con más ejercicios de simulación, se pueden sacar algunas conclu-

siones:

En general, los intervalos de confianza utilizando la distribución normal tienden

a ser más grandes que el intervalo de confianza obtenido utilizando la distribu-

ción muestral emṕırica. Esto se debe a que en el cálculo del intervalo de confian-

za utilizando la distribución muestral emṕırica los valores muy extremos no se

toman en cuenta pues sólo se incluyen los valores comprendidos entre el cuantil

inferior α/2 y el superior 1− α/2. En cambio, al calcular los intervalos de con-

fianza con la distribución normal, los valores extremos entran en el cálculo de la

desviación estándar y por lo tanto en la anchura del mismo. En varios ejercicios

de simulación hechos y conociendo el verdadero valor del parámetro, se encon-

tró que el intervalo de confianza construido a partir de la distribución emṕırica

contuvo la misma cantidad de veces al verdadero parámetro, en comparación

con el intervalo de confianza usando la distribución normal.

No existe evidencia estad́ıstica suficiente al 95 % de confianza para rechazar la

hipótesis de que los estimadores del V aR y del CV aR de acuedo a la metoloǵıa

expuesta son insesgados en el modelo de CreditMetrics.



Caṕıtulo 4

Modelo CyRCE y medición de la
concentración de una cartera

Los modelos de medición de riesgo en crédito revisados en las secciones ante-

riores permiten determinar medidas de riesgo para carteras de créditos con cierta

facilidad. Sin embargo, dos de las desventajas que se pueden encontrar al quererlos

aplicar son: 1) que la complejidad y el cálculo computacional aumentan a medida

que el número de elementos de la cartera crece y 2) que la información necesaria

para echar andar los modelos restringe su uso a páıses con economı́as desarrolladas1

y que no siempre se encuentra disponible en páıses con economı́as emergentes como

México.

Además, los modelos antes estudiados no consideran el riesgo en el que se incurre

cuando se tiene una cartera con alta concentración, es decir, cuando en la estructura

de una cartera existen pocos deudores con una proporción importante del valor de

la cartera. El modelo que se expone en esta sección se encarga también de este

problema e incluso permite realizar el análisis de concentración por segmentos de

interés de la cartera.

1 Por ejemplo cuando se utilizan matrices de transición o información más espećıfica sobre instrumentos

en la bolsa de valores.
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4.1. Antecedentes y aspectos generales

CyRCE (Capitalización y Riesgo Crédito) es un modelo de impago desarrollado

en el Banco de México que a partir de una cartera de créditos, proporciona una

forma funcional de la distribución de pérdidas, suponiendo que ésta puede carac-

terizarse por su media y su varianza, brindando además una cuantificación precisa

de la manera en que la concentración contribuye al riesgo de la cartera.

Caracteŕısticas del modelo general de CyRCE:

Las probabilidades de incumplimiento y las covarianzas son exógenas.

La distribución de pérdidas se puede obtener a partir de la media y la desviación

estándar.

Establece ĺımites para el otorgamiento de créditos y deriva montos de suficiencia

de capital para hacer frente a los riesgos.

Deriva el ı́ndice de Herfindahl-Hirschman (HH) como medida de concentración

y cuantifica la manera en la que la concentración contribuye al riesgo de crédito

de la cartera.

Mide el impacto que tiene la correlación en la concentración sobre diferentes

segmentos de la cartera, proporcionando una poderosa herramienta de análisis

sobre la estructura de la cartera en cuanto a la concentración de riesgo.

Es aplicable a páıses con economı́as emergentes y no requiere información muy

sofisticada.

Los intermediarios financieros imponen ĺımites máximos o topes para el monto de

crédito que se puede otorgar a lo largo de diferentes segmentos de la cartera; este

ĺımite se especifica como una proporción del capital, aunque es mejor especificarlo

como una proporción del valor total de la cartera.

Sean:

Π el valor total de la cartera formada por N créditos,

K el capital de la institución financiera,

δ el ĺımite del crédito que se puede otorgar como una proporción del capital,

θ el ĺımite del crédito que se puede otorgar como una proporción del valor de la

cartera,
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fk el monto del k-ésimo crédito de la cartera.

Es fácil verificar que existe una relación lineal entre δ y θ, pues para el k-ésimo

crédito se verifica que:

fk ≤ δK = δ
K

Π
Π = δψΠ = θΠ; k = 0, 1, 2, . . . , N.

con ψ =
K

Π
la razón de capitalización y θ = δψ, lo que implica que δK = θΠ, que

quiere decir que la práctica de fijar ĺımites a los créditos en términos de propor-

ciones del capital con el propósito de controlar la concentración sólo tiene sentido

si la proporción δ guarda la relación anterior con la razón de capitalización ψ. El

modelo que se desarrolla considera que el ĺımite sobre el tamaño de los créditos

se fija en función del valor de la cartera y no del capital de la institución financiera.

4.1.1. Índice de Herfindahl-Hirschman

Sea la cartera de N créditos representada por el vector f ∈ RN cuya k-ésima

entrada denotada por fk ≥ 0 representa el monto del k-ésimo crédito. Como se

mostrará más adelante, el ı́ndice HH (Herfindahl-Hirschman) surge de manera nat-

ural en el modelo CyRCE, por lo que resulta conveniente definirlo y estudiar algu-

nas de sus propiedadas aplicado a una cartera de créditos.

Definición 4.1.1 ( Índice de Herfindahl-Hirschman). Considérese una cartera

f formada por N créditos, la medida de concentración del ı́ndice de Herfindahl-

Hirschman aplicada a la cartera es2:

H(f) =
fT f

(1T f)2
,

con 1 un vector de unos de orden N.
2 Sin usar la notación matricial, el IHH se calcula según:

H(f) =
ΣN
k=1f

2
k

(ΣN
k=1fk)2
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El IHH es una medida de concentración, que cuantifica de manera precisa la con-

tribución de la concentración al riesgo de crédito total de una cartera. Toma valores

en el intervalo [ 1
N
, 1] pero con la normalización siguiente:

h(f) =
N − 1

H(f)

N − 1
,

toma valores en el intervalo [0, 1]. Mientras más cercano a uno, mayor concentración

de la cartera y mayor riesgo en crédito.

La máxima concentración en la cartera medida por el ı́ndice HH ocurre cuando

está formada de un sólo crédito, mientras que la mı́nima concentración ocurre

cuando el valor de la cartera está repartido por igual entre los N créditos. Obvia-

mente, si el valor de la cartera se reparte por igual entre los créditos, la medida de

concentración disminuirá mientras mayor sea el número de créditos que forman la

cartera.

Ejemplo 4.1.1:

Consideremos la cartera formada por 9 bonos de crédito que se presenta en la

tabla (4.1) y que servirá para ejemplificar el desarrollo del Modelo CyRCE. Si le

Tabla 4.1. Cartera formada por 9 créditos

Número Monto

de crédito ($)

1 400

2 500

3 120

4 250

5 850

6 950

7 350

8 490

9 650

Total 4,560

aplicamos el ı́ndice de HH a la cartera tenemos H(f) = 0.1393 y h(f) = 0.2278.
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Para fines de la exposición del modelo CyRCE, emplearemos el valor del ı́ndice

HH sin normalizar ya que resulta más intuitivo.

Para darle una interpretación en términos financieros tomemos el inverso del ı́ndice

del ejemplo 4.1.1 que en este caso es 7.18 y que interpretamos como el mı́nimo

número de créditos del mismo tamaño que proporcionan un valor del ı́ndice de

0.13933.

Propiedades del ı́ndice de Herfindahl-Hirschman

A continuación, se presentarán algunas propiedades del ı́ndice HH en forma de

proposiciones y teoremas, cuyas demostraciones pueden consultarse en Márquez

(2002a, 2006). Para efectos de simplificar las demostraciones y sin pérdida de gen-

eralidad, considérese que el vector f está normalizado por el valor total de la cartera

Π4. Considérese también a menos que se especifique lo contrario que los montos

están ordenados de forma decreciente, es decir: f1 ≥ f2 ≥ . . . ≥ fN .

Proposición 4.1.1 Supóngase que se tiene la cartera f con fk ≥ fk+1 ≥ 0 y

k = 1, 2, . . . , N − 1 entonces:

i) Si se transfiere un monto ε > 0 de la entrada fj > 0 a la entrada fi con i < j y

fj − ε > 0 tal que se tiene el vector f ′ con distribución

f ′ =


fk para k = 1, 2, . . . , N y k 6= i, j,

fi + ε para k = i,

fj − ε para k = j,

entonces H(f ′) > H(f).

3 Esta es una propiedad del ı́ndice HH conocida como el equivalente numérico de Adelman.
4 Es decir, se presenta cada monto como una proporción del valor de la cartera, por lo que en estos

términos, el valor normalizado de la cartera es Π = ΣN
k=1fk = 1
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ii) Si se transfiere un monto ε > 0 de la entrada fi a la entrada fj con i < j y

fi − fj > ε tal que se tiene el vector f ′′ con distribución

f ′′ =


fk para k = 1, 2, . . . , N y k 6= i, j,

fi − ε para k = i,

fj + ε para k = j,

entonces H(f) > H(f ′′).

La importancia de la proposición anterior radica en el hecho de que nos indica

cómo afecta la transferencia de montos entre los créditos a la medida de concen-

tración definida por el ı́ndice de Herfindahl-Hirschman: el incrementar el monto de

un crédito a costa de disminuir el de un crédito menor aumentará la concentración;

incrementar el monto de un crédito menor disminuyendo el monto de uno mayor

siempre y cuando la diferencia entre los dos montos sea mayor a la transferencia,

disminuirá la concentración.

Supongamos que en la cartera de 9 créditos del ejemplo 4.1.1 sin normalizar,

hacemos una transferencia de $100 desde el crédito de $120 al crédito de $490. En

este caso, el nuevo valor del ı́ndice de HH es de 0.1438. Por otro lado, si partiendo

de la cartera original, hacemos una trasferencia de $90 en el sentido contrario, el

valor del ı́ndice queda en 0.1369.

Ahora nos gustaŕıa saber que pasa con la medida de concentración del ı́ndice HH

si todo el crédito está concentrado en el mı́nimo número de deudores y se respeta

la restricción del ĺımite individual fk ≤ θ. Recordemos que si H(f) = θ, entonces el

equivalente numérico 1
θ

nos proporciona el mı́nimo número de créditos del mismo

tamaño que proporcionan un valor θ del ı́ndice.

Proposición 4.1.2 Sea θ ∈ (0, 1) y n = b1
θ
c el número entero inmediato inferior

de 1
θ
. Sea ε ∈ [0, 1) tal que θ = 1−ε

n
. Entonces, para la distribución
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f =


θ para k = 1, 2, . . . , n,

ε para k = n+ 1,

0 para k = n+ 2, . . .,N.,

(4.1)

se tiene que H(f) ≤ θ para θ ∈ [ 1
n+1

, 1
n
].

Teorema 4.1.1 . Considérese la distribución de la cartera f dada por 4.1 con

ε ∈ [0, θ) y ΣN
k=1fk = 1. Entonces, f maximiza H(f) ∀f tal que fk ≤ θ ∀k y

H(f) ≤ θ.

Para ejemplificar la proposición anterior, supongamos que se desea tener un ĺımite

de crédito individual como proporción del valor de la cartera de θ = 0.1393 y que

este mismo valor es el máximo tolerado como medida de concentración (́ındice de

HH) para una cartera con valor de $4,560 como el del ejemplo 4.1.1. La cartera

con la distribución dada por 4.1 estaŕıa formado en este caso por 8 créditos: 7 de

los cuales tendŕıan valor de $635.31 cada uno y el octavo por el restante $112.85.

La cartera cumple con la restricción individual y por la proposición 4.1.2 el ı́ndice

debe ser menor de θ = 0.1393, lo que en efecto se cumple pues el valor de ı́ndice

HH es de 0.1365. Además, por el teorema 4.1.1, se asegura que la distribución 4.1

es la que maximiza el ı́ndice HH dadas las restricciones individuales por crédito y

sobre el valor del ı́ndice HH (que no sea mayor a 0.1393).

El teorema anterior garantiza el uso de ĺımites como proporción del valor de la

cartera como una medida efectiva para controlar la concentración del mismo, pues

nos asegura que si se respetan los ĺımites, no se excederá del valor de tolerancia

predeterminado medido por el ı́ndice HH.

Sin embargo, restringir todos los créditos al cumplimiento del ĺımite θ resulta en

costos de oportunidad para el prestamista pues puede suceder que existan créditos

que sobrepasan el ĺımite y que sin embargo tomados en conjunto en la cartera,

cumplan con H(f) ≤ θ. El siguiente teorema muestra que śı se puede dar el caso

mencionado y además proporciona una cota superior que cumplen los créditos

individualmente una vez que rebasan el ĺımite.
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Teorema 4.1.2 . Si H(f) ≤ θ, entonces:

fk ≤
1

N
(1 +

√
(Nθ − 1)(N − 1))Π <

√
θΠ para k=1,2,3,. . . ,N. (4.2)

Corolario 4.1.1 Bajo la restricción H(f) ≤ θ:

i) El crédito más grande que se puede tener en la cartera es a∗ = α∗Π, con

α∗ =
1

N
(1 +

√
(Nθ − 1)(N − 1)) (4.3)

ii) α∗ satisface θ < α∗ <
√
θ

iii) fk <
√
θΠ ∀k

iv) Si se otorga el crédito más grande a∗, los demás créditos de la cartera son del

mismo tamaño y están dados por:

b =
Π − a∗

N − 1
(4.4)

Nótese que α∗ →
√
θ y que b → 0 cuando N → ∞. Lo que significa que a

medida que aumenta el número de créditos que forman la cartera bajo la regla de

H(f) ≤ θ, la proporción del valor que le corresponde al crédito más grande que

se puede tener en la cartera depende sólo de θ, mientras que los restantes créditos

tienden a ser cada vez más pequeños. Lo anterior evidenćıa que sólo se puede tener

créditos grandes en la cartera a expensas de reducir otros si se quiere respetar el

ĺımite de concentración.

Aśı, si se elige un nivel máximo de tolerancia para la concentración de θ =

0.1393, la proporción que del valor de la cartera tendŕıa el crédito más grande seŕıa

menor pero cercano a
√
θ = 0.3733 para una cartera muy grande. Para el caso

de la cartera de 9 créditos del ejemplo 4.1.1 con valor de Π = $4, 560, esta cota

queda dada por
√
θΠ = $1, 702.06. El crédito más grande que seŕıa admisible es

sin embargo de α∗Π = $1, 228.76, que representa una proporción de α∗ = 0.2695.

Por otro lado, el resto de los 8 créditos debeŕıan ser de b = $416.40. Al calcular el

ı́ndice de la cartera con la distribución anterior se tiene que H(f) = 0.1393.
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Los teoremas y proposiciones anteriores permiten realizar el análisis de la con-

formación de la cartera en casos extremos bajo la premisa de no rebasar un nivel

máximo de tolerancia de la concentración de la cartera medido por el ı́ndice HH.

Basados en la exposición anterior se puede concluir que para controlar el nivel de

riesgo debido a la concentración de la cartera, lo ideal seŕıa tener una combinación

de un ĺımite individual para los créditos junto con un nivel máximo de tolerancia

medido por el ı́ndice HH para la cartera en conjunto, teniendo cierta flexibilidad

respecto de que ciertos créditos pudieran rebasar el ĺımite individual siempre y

cuando se respete el nivel máximo de tolerancia de concentración.

Habiendo realizado la exposición sobre las propiedades principales del ı́ndice HH,

a continuación se hará el desarrollo del modelo CyRCE generalizado.

4.2. Modelo CyRCE Generalizado

A continuación se hará la exposición del modelo CyRCE general, el cual admite

probabilidades de impago distintas para cada cada crédito y correlaciones de im-

pago diferentes para cada crédito; además permite la segmentación de la cartera

en grupos que presentan caracteŕısticas comunes. CyRCE permite trabajar con in-

formación limitada al poderse considerar a cada segmento como un sólo crédito ya

que los créditos que conforman el segmento se comportan como si fuese uno sólo;

esto se traduce en la optimización de recursos computacionales.

4.2.1. CyRCE Generalizado

Supóngase que del vector de créditos f se conocen el vector de probabilidades

de incumplimiento de los créditos p y la matriz de varianza-covarianza entre in-

cumplimientos M y que éstos son exógenos al modelo. Además, el valor de la

cartera es igual a la suma de los créditos, es decir, Π = ΣN
k=1fk o equivalentemente

en forma matricial Π = 1T f .

Recordemos que en el modelo CyRCE la distribución de pérdidas de la cartera

puede ser caracterizada por dos parámetros: la media y la varianza por lo que el
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VaR (Valor en riesgo) puede establecerse como la suma de la pérdida esperada más

un cierto múltiplo de la desviación estándar de las pérdidas (perdida inesperada).

El VaR para la cartera f de créditos se calcula según:

V aRα = pT f + zα
√

fTMf (4.5)

La suficiencia de capital implica que K ≥ V aRα, o lo que es equivalente, divi-

diendo ambos miembros de la desigualdad entre Π y multiplicando y dividiendo

fTMf por fT f :

ψ ≥ V aRα/Π = p̄+ zα

√
fTMf

fT f
H(f) = p̄+ zασ

√
H(f) (4.6)

donde

σ2 =
fTMf

fT f
= R(f ,M),

conocido como el cociente de Rayleigh, es una medida de la varianza de las pérdidas

y

p̄ =
pT f

Π
,

representa la pérdida esperada relativa al valor de la cartera.

De la expresión 4.6, podemos observar que la varianza de las pérdidas relativa al

valor de la cartera se forma por el cociente de Rayleigh y el ı́ndice de HH y es igual

a σ2H(f).

Resolviendo la desigualdad 4.6 para H(f) y por el teorema 4.1.1, que dice que

si cada crédito individual fk ≤ θ,entonces H(f) ≤ θ, se obtiene la cota para ĺımites

individuales según:

H(f) ≤ θ ≤
(
ψ − p̄
zασ

)2

= Θ(p̄, ψ, α), (4.7)

que se deberá cumplir para cada crédito individual para eliminar el riesgo de con-

centración.
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Cálculo del CVaR

En el modelo CyRCE se asume que la distribución de pérdidas de la cartera

queda especificada completamente por su media y su varianza. Aśı, supóngase que

la variable aleatoria L describe las pérdidas de la cartera y que su media y varianza

se representan por µL y σ2
L, entonces, de 4.5, tenemos que:

µL = pT f y σ2
L = fTMf , (4.8)

donde se asume que la distribución de pérdidas es normal. Para encontrar el CV aRα

al nivel de confianza α se tiene de acuerdo a la proposición A.2.1 del apéndice A:

CV aRα = µL + σL
φ(z∗)

Φ(−z∗)
, con z∗ =

V arα − µL
σL

(4.9)

y φ(.), Φ(.) las funciones de densidad y acumulativa de la normal estándar respec-

tivamente.

Modelo CyRCE Gamma

El modelo CyRCE original expuesto considera que la distribución de pérdidas

se aproxima con una distribución normal. Sin embargo, como ya se ha mencionado,

el modelo sólo requiere que la distribución de pérdidas se pueda caracterizar por

su media y su varianza, por lo que se podŕıan emplear por ejemplo, la distribución

lognormal o la distribución Gamma. Esta última resulta conveniente ya que per-

mite captar la asimetŕıa y las colas relativamente más pesadas que presentan las

distribuciones de pérdidas crediticias.

Si como en el caso anterior L representa las pérdidas de la cartera y se distribuye

Gamma con parámetros α y β, entonces su función de densidad está dada por

f(L;α, β) =
Lα−1

βαΓ (α)
e−

L
β , (4.10)

con media y varianza dadas por µL = αβ y σ2
L = αβ2, lo que implica de acuerdo a

4.8 que



76 4 Modelo CyRCE y medición de la concentración de una cartera

α =
(pT f)2

fTMf
y β =

fTMf

pT f
, (4.11)

que permiten calibrar el modelo.

Aśı, el V aRα∗ al nivel de confianza α∗5 es el cuantil de la distribución de pérdi-

das que acumula el (1 − α∗) % en la cola superior y el CV aRα∗ de acuerdo a la

proposición A.2.2 del apéndice A, viene dado por:

CV aRα∗ = αβ

[
1− FL(α + 1, β;V aRα∗)

1− FL(α, β;V aRα∗)

]
, (4.12)

con FL(.) la función de probabilidad acumulativa Gamma de las pérdidas.

Análisis de los factores principales del modelo

Las principales implicaciones de las relaciones entre la concentración de la

cartera y la cota máxima, la probabilidad de incumplimiento y la suficiencia de

capital que permiten verificar la consistencia del modelo se presentan en el sigu-

iente teorema:

Teorema 4.2.1 .

1. Si H(f) > Θ(p, ψ, α), el capital del banco o institución financiera está en riesgo

para el nivel de confianza elegido.

2. Si p > ψ, el capital del banco es insuficiente para enfrentar el riesgo asumido

para cualquier nivel de confianza y valor de la medida de concentración H(f)

3. Hay una relación directa entre la concentración admisible Θ y la razón de ca-

pitalización ψ y una relación inversa entre la concentración admisible y la pro-

babilidad de incumplimiento p.

4. Si Θ(p, ψ, α) > 1, cualquier nivel de concentración es aceptable.

La demostración del teorema se presenta en Márquez (2006).

5 Se utiliza α∗ para denotar al nivel de confianza con el propósito de no confundirse con el parámetro α

de la distribución Gamma.
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El ı́ndice de concentración de Herfindahl-Hirschman ajustado por
correlación

En el modelo CyRCE, el ı́ndice HH permite tener una medida de concentración

de la cartera, que sin embargo y debido a su construcción, seŕıa idéntico para una

cartera con créditos no correlacionados y para una altamente correlacionada. Por

lo anterior, se construye un ı́ndice HH ajustado por la correlación entre los créditos

que se denota por H ′.

Para la obtención de este ı́ndice se supone que se tiene una cartera formada por

créditos que tienen la misma probabilidad de incumplimiento p con varianza p(1−p)
y la misma correlación ρ entre pares con −1 ≤ ρ ≤ 1. La covarianza de incumplim-

ientos entre cualquier par de créditos (i, j) es por tanto:

σij = σiσjρi,j =
√
pi(1− pi)

√
pj(1− pj)ρij = p(1− p)ρ ∀ij. (4.13)

A partir de esta cartera la expresión equivalente a 4.5 después de algo de álgebra

es:

V aRα = Π[p+ zα
√
p(1− p)

√
ρ+ (1− ρ)H(f)], (4.14)

que está definida en los reales siempre y cuando ρ + (1 − ρ)H(f) ≥ 0 ó equiva-

lentemente siempre y cuando se cumpla la desigualdad ρ ≥ H/(H − 1). Resulta

evidente que ésta última condición no será satisfecha por cualquier cartera pues

para una cartera formada por N bonos, el valor mı́nimo que puede adoptar H(f)

es 1/N , y en este caso ρ ≥ 1/(1−N) para que no se indetermine la ráız6.

Notemos que en la expresión 4.14 la varianza de pérdidas se compone de la varianza

Bernoulli p(1 − p) y de un componente que refleja el efecto de la concentración y

que denotaremos por H ′:

H ′ = ρ+ (1− ρ)H(f). (4.15)

Para un valor dado de H(f), si los créditos se encuentran correlacionados negativa-

mente, es decir, si ρ < 0, H ′ puede ser negativo o menor a H(f). Si ρ = 0, entonces

6 El caso extremo se tiene cuando ρ = −1, pues en este caso se debeŕıa de tener un ı́ndice HH=0.5 que

sólo se podŕıa obtener con ciertas distribuciones de la cartera conformada por N bonos.
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H ′ = H(f) y si ρ = 1, entonces H ′ = 1. Por lo tanto, para tener una interpretación

financiera de H ′ en el modelo CyRCE, es necesario que 0 ≤ ρ ≤ 1.

En general, se puede decir que una cartera de créditos correlacionados positiva-

mente entre śı y concentrados según H(f), se comporta exactamente de la misma

forma que uno de créditos independientes pero con ı́ndice de concentración H ′, en

lugar de H(f). Aśı, H ′ puede considerarse como un ı́ndice de concentración ajus-

tado por correlación7.

Para calcular H ′ se requiere de hacer equivalentes las expresiones 4.6 y 4.14 lo

que implica que

p = p̄ =
pT f

Π
y,

ρ =
[R(f ,M)− p(1− p)]H(f)

p(1− p)[1−H(f)]
, (4.16)

la expresión anterior proporciona una única medida de correlación para la cartera

y entre créditos equivalente a las correlaciones existentes entre los diferentes in-

cumplimientos de la cartera.

Nótese que para que ρ sea no negativo, se debe cumplir que R(f ,M) ≥ p(1 − p),
pues en caso contrario, al calcular el ı́ndice ajustado por correlación H ′, se pierde

el sentido que se le da en el modelo CyRCE ya que como se mencionó, tiende a

decrecer en lugar de aumentar al compararlo con el valor de H(f).

Ejemplo 4.2.1:

Retomando la cartera del ejemplo 4.1.1, completaremos la información necesaria

para aplicar el modelo CyRCE y además supondremos que está segmentado en

tres partes, aunque en esta primera etapa consideraremos la cartera sin segmentar.

Aśı, la tabla 4.3 completa a la tabla 4.1 referente a los créditos con la matriz de

varianza-covarianza M mostrada también a continuación:
7 Claro que según el análisis presentado, es un ı́ndice que presenta la limitación de que sólo se puede

calcular para una cartera con correlación equivalente no negativa.
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Tabla 4.2. Cartera formada por 9 créditos

Número Calificación Monto (fk) Prob. de

de grupo ($) incum.

A 400 0.015

1 B 500 0.050

C 120 0.100

D 250 0.200

2 C 850 0.100

B 950 0.050

C 350 0.100

3 A 490 0.015

B 650 0.050

M =



0.0148 0.0154 0.0197 0.0073 0.0051 0.0032 0.0029 0.0015 0.0026

0.0154 0.0475 0.0418 0.0174 0.0098 0.0067 0.0078 0.0011 0.0024

0.0197 0.0418 0.0900 0.0120 0.0108 0.0092 0.0108 0.0029 0.0065

0.0073 0.0174 0.0120 0.1600 0.0900 0.0567 0.0720 0.0039 0.0087

0.0051 0.0098 0.0108 0.0900 0.0900 0.0353 0.0450 0.0036 0.0078

0.0032 0.0067 0.0092 0.0567 0.0353 0.0475 0.0340 0.0040 0.0019

0.0029 0.0078 0.0180 0.0720 0.0450 0.0340 0.0900 0.0044 0.0046

0.0015 0.0011 0.0029 0.0039 0.0036 0.0040 0.0044 0.0148 0.0132

0.0026 0.0024 0.0065 0.0087 0.0078 0.0019 0.0046 0.0132 0.0475


(4.17)

Se asume por último, que se cuenta con un capital de K = $2, 000.

Con la información proporcionada se obtiene lo siguiente:

El V aR al α = 0.95, calculado de acuerdo a 4.5 es:

V aR0.95 = 300.35 + 1.645(663.84) = 1, 392.27.

CV aR0.95 = 1, 669.67

p̄ = pT f
Π

= 0.0658 y σ2 = R(f ,M) = 0.1521.

ψ = 2, 000/4, 560 = 0.4386, por lo que se cumple la relación de suficiencia de

capital dada por 4.6

ψ = 0.4386 > V aR0.95/Π = 0.3053.



80 4 Modelo CyRCE y medición de la concentración de una cartera

Θ(p̄, ψ, α) =

(
0.4386− 0.0659

(1.645)(0.39)

)2

= 0.3376, por lo que el ĺımite individual de

cada crédito como proporción de la cartera no debe ser mayor a esta cantidad;

además se cumple 4.7:

H(f) = 0.1393 ≤ θ ≤ Θ(p̄, ψ, α) = 0.3376,

es decir, la medida HH de concentración de la cartera es menor estricto a la cota

individual de cada crédito.

Lo anterior significa que para no tener riesgo por concentración, se debe cumplir

que cada crédito individual fk ≤ 1, 539.28, que śı se cumple en nuestra cartera.

ρ = 0.2383 y H ′ = 0.3445, que significa que nuestra cartera tiene una correlación

equivalente a la de una cartera cuyos créditos tienen la misma correlación igual

a 0.2383, que podŕıamos considerar no tan alta y al mismo tiempo tiene una

medida de concentración ajustada por la correlación de 0.3445, que es mayor a

la que tendŕıa si no tuviera correlación, que es igual a H(f) = 0.1393.

Por último, si utilizamos una distribución Gamma para las pérdidas de nuestra

cartera, tendŕıamos los siguientes resultados:

V aR0.95 = 1, 538.17,

CV aR0.95 = 2, 618.96,

ψ = 0.4386 ≥ V aR0.95/Π = 0.3373,

donde observamos que se sigue cumpliendo la relación de suficiencia de capital. Sin

embargo, si se realiza el cálculo del V aR y del CV aR al α = 0.99, la razón para la

suficiencia de capital ya no se cumple8.

Del análisis de resultados y por el teorema 4.2.1, se puede concluir que la cartera

de nuestro ejemplo no presenta riesgo de concentración.

4.2.2. CyRCE Generalizado: segmentación de la cartera

El modelo CyRCE permite segmentar la cartera en grupos de créditos que pre-

sentan caracteŕısticas comunes, y donde los elementos que determinan las pérdidas

8 Mientras que con la distribución normal se sigue cumpliendo.
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potenciales que pueden ocasionar las pérdidas del grupo son iguales para todos

sus miembros. Aśı, si se tuviera una cartera con créditos otorgados a empresas de

diferentes sectores, convendŕıa particionar la cartera en esos sectores, pudiéndose

tener el segmento de la construcción, el comercial, el de servicios, el hipotecario,

etc.

En el modelo CyRCE no existe restricción alguna para que cada crédito tenga una

probabilidad de incumplimiento diferente y las covarianzas (y por tanto las cor-

relaciones) puedan ser diferentes entre cualquier pareja de créditos de la cartera;

esto sin embargo, requeriŕıa de información muy detallada que no siempre se puede

tener en páıses con desarrollo medio. Lo anterior no representa problema para el

modelo en cuestión pues de hecho se puede implementar con información limitada,

lo que además, reduce todav́ıa más los cálculos computacionales.

Considérese una partición en h segmentos de la cartera. El modelo CyRCE con

información limitada hace los siguientes supuestos:

i) La probabilidad de incumplimiento es la misma para los créditos que pertenecen

al i-ésimo segmento, pero diferente a la de los créditos del j-ésimo segmento .

ii) La covarianza (y por lo tanto la correlación) de incumplimientos entre cada par

de créditos del i-ésimo segmento es la misma

iii) La covarianza (y por lo tanto la correlación) de incumplimientos entre pares

de un crédito que pertenece al i-ésimo segmento con un crédito del j-ésimo

segmento es la misma.

Como el modelo con información limitada está contenido en el modelo general,

se expondrá el caso más general de la cartera segmentada en el que no existe res-

tricción alguna para que cada crédito tenga una probabilidad de incumplimiento

diferente y las covarianzas (y por tanto las correlaciones) puedan ser diferentes

entre cualquier pareja de créditos de la cartera.
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Análisis de concentración por segmentos individuales

Se tiene una cartera segmentada en h grupos, lo que significa que el vector f ,

tiene la partición fT = (fT1 , . . . , f
T
h ), donde fi es un vector que contiene los saldos de

los créditos que pertenecen al i-ésimo segmento. En concordancia con la partición

de la cartera, el vector de probabilidades de incumplimiento p se particiona en

(pT1 , . . . ,p
T
h ) y la matriz de covarianzas se particiona de la siguiente manera:

M =


M1 C12 · · · C1h

C21 M2 · · · C2h

...
...

. . .
...

Ch1 Ch2 · · · Mh

 , (4.18)

donde cada submatriz Mi corresponde a la matriz de varianza-covarianza de la

probabilidad de impago del grupo i y tiene dimensión ni × ni, donde ni es el

número de créditos en el segmento i y las matrices Cij contienen la covarianzas de

las probabilidades de impago entre los créditos del grupo i y los del grupo j.

El valor de la cartera asociado al segmento i está dado por

Πi =
∑
k∈fi

fk, con Π =
h∑
i=1

Πi.

La proporción del capital asignado al segmento i se denota por γi. Cumple con

γi ∈ [0, 1] ∀i,
∑h

i=1 γi = 1 y se calcula de acuerdo a:

γi =
Πi

Π
.

Aśı, el monto de capital asignado al segmento i cumple con:

Ki = γiK.

Para el análisis de concentración en segmentos individuales se particiona la matriz

M en Si, en donde cada una de éstas matrices considera las correlaciones entre
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incumplimientos de los créditos del segmento i con los demás segmentos pero elim-

ina las correlaciones entre los demás grupos que no inciden directamente sobre el

grupo en cuestión. La representación de las matrices Si para los h segmentos es la

siguiente:

Para S1 se tiene que,

S1 =
1

2


2M1 C12 · · · C1h

C21 0 · · · 0
...

...
. . .

...

Ch1 0 · · · 0

 ,
mientras que para alguna Si se tiene,

Si =
1

2


0 · · · C1i · · · 0
... · · ·

... · · ·
...

Ci1 · · · 2Mi · · · Cih

... · · ·
... · · ·

...

0 · · · Chi · · · 0


y por último, la matriz Sh es de la forma,

Sh =
1

2


0 · · · 0 C1h

...
. . .

...
...

0 · · · 0 Ch−1h

Ch1 · · · Chh−1 2Mh


Las matrices anteriores cumplen con la propiedad de que,

h∑
i=1

Si = M.

Ahora se requiere tener una expresión para calcular el V aRi de cada segmento

i, que en este caso es

V aRi
α = pTi fi + zα

√
fTSif , para i = 1, . . . , h,
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el problema con la expresión anterior es que no cumple con la propiedad de sub-

aditividad, es decir, la suma de los V aRi no es igual al V aR de la cartera no

segmentada. Este inconveniente, se soluciona obteniendo el valor de la siguiente

constante:

φ =

√
fTMf

h∑
i=1

√
fTSif

,

con lo que el V aRi de cada segmento es:

V aRi
α = pTi fi + zαφ

√
fTSif , para i = 1, . . . , h (4.19)

y se cumple que,

h∑
i=i

V aRi
α = V aRα = pT f + zα

√
fTMf . (4.20)

Otra forma de escribir la expresión 4.19 que permite visualizar el impacto de la

dependencia del grupo i con los demás grupos es:

V aRi
α = pTi fi + zαφ

√
fTi Mifi +

∑
{j|j 6=i}

fTi Cijfj, para i = 1, . . . , h. (4.21)

La suficiencia de capital para cada segmento implica que Ki ≥ V aRi
α, o lo que es

equivalente, dividiendo ambos miembros de la desigualdad entre Πi = 1T fi:

ψi ≤ V aRi
α/Πi = p̄i + zαφ

√
Ri(fi,Mi)H(fi) +

1

Π2
i

∑
{j|j 6=i}

fTi Cijfj, (4.22)

para i = 1, . . . , h, donde:

σ2
i =

fTi Mifi
fTi fi

= Ri(fi,Mi),

y
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p̄i =
pTi fi
Πi

.

De tal manera, para obtener la cota máxima de concentración que puede soportar

el segmento i hay que resolver la desigualdad 4.22 para H(fi) y haciendo referencia

al teorema 4.1.1 se obtienen también los ĺımites individuales para los créditos del

segmento i:

H(fi) ≤ θi ≤
(
ψi − p̄i
zαφσi

)2

− 1

(σiΠi)2

∑
{j|j 6=i}

fTi Cijfj = Θi(p̄i, ψi, α, φ). (4.23)

Nótese que la cota de concentración y por lo tanto los ĺımites individuales para los

créditos del segmento i dependen de dos factores a saber:

1. La razón de suficiencia de capital del segmento i dado por:(
ψi − p̄i
zαφσi

)2

.

2. La corrección por la correlación con las probabilidades de impago de los créditos

de otros segmentos

1

(σΠi)2

∑
{j|j 6=i}

fTi Cijfj.

El punto 2) anterior concuerda con la intuición, dado que una correlación alta de

impago con los créditos de otros segmentos, indica que se puede tolerar menos

concentración en el grupo i.

Si la expresión 4.22 se cumple para todos los segmentos de la cartera, entonces la

suficiencia de capital para toda la cartera medida por la razón de capitalización ψ

se puede obtener a partir de la suficiencia de capital de cada segmento, es decir:

ψ =
h∑
i=1

γiψi. (4.24)

De hecho, la razón de capitalización de cada segmento es igual a la razón de capi-

talización de toda la cartera, ya que,
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ψi =
Ki

Πi

=
γiK

Πi

=
ΠiK

ΠΠi

=
K

Π
= ψ. (4.25)

Por último, sólo queda mencionar que el ı́ndice HH ajustado por concentración del

segmento i se obtiene con el mismo razonamiento que para el caso de la cartera

completa, por lo que la expresión equivalente a 4.15 para el segmento i es:

H ′i = ρi + (1− ρi)H(fi), (4.26)

con

pi = p̄i =
pTi fi
Πi

y,

ρi =
[Ri(fi,Mi)− pi(1− pi)]H(fi)

pi(1− pi)[1−H(fi)]
. (4.27)

Ejemplo 4.2.1:

Con la información proporcionada en el ejemplo 4.2.1, ahora se realizará el análisis

de la cartera en sus tres grupos.

Nótese que la matriz de covarianzas de incumplimientos dada por 4.17 ya se en-

cuentra particionada según 4.18 y en este ejemplo en particular adopta la forma

abreviada siguiente:

M =

M1 C12 C13

C21 M2 C23

C31 C32 M3


y cada matriz Si es por lo tanto igual a:

S1 =
1

2

[
2M1 C12 C13

C21 0 0

C31 0 0

]
,S2 =

1

2

[
0 C12 0

C21 2M2 C23

0 C32 0

]
y S3 =

1

2

[
0 0 C13

0 0 C23

C31 C32 2M3

]
.

Para realizar el análisis de suficiencia de capital por segmento seguimos consideran-

do que se tiene un capital total K = 2, 000.

Aśı, según la metodoloǵıa desarrollada para segmentos individuales de la cartera,
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el valor del segmento 1 se obtiene de sumar el valor de los saldos de los tres créditos

que lo forman, obteniendo que Π1 = $1, 020. La proporción γ1 que del capital le cor-

responde a este segmento es igual a Π1/Π = 0.2237, lo que implica que K1 = 447.37

y por lo tanto, ψ1 = K1/Π1 = 0.4386. De hecho, por 4.25, ψ = ψi = 0.4386 para

i = 1, 2, 3. A continuación se resumen las caracteŕısticas principales de los tres

segmentos de la cartera, necesarios para implementar CyRCE:

Recordemos que para obtener el V aR de cada segmento que cumpla con la adi-

Tabla 4.3. Resumen de los segmentos de la cartera

Grupo Πi H(fi) γi Ki

1 1,020 0.4079 0.2237 447.37

2 2,400 0.3142 0.5263 1,052.63

3 1,140 0.5098 0.2500 500.00

tividad para el V aR de la cartera, es necesario obtener el valor de la constante φ

que en este caso es:

φ =

√
fTMf

h∑
i=1

√
fTSif

=
663.84

1, 026.41
= 0.6468,

con lo que podemos calcular el V aR al nivel α = 0.95 de los tres segmentos de

acuerdo a 4.19:

V aR1
0.95 = 43 + (1.645)(0.6468)

√
49, 506.41 = 279.70

V aR2
0.95 = 217.50 + (1.645)(0.6468)

√
343, 874.17 = 841.34

V aR3
0.95 = 39.85 + (1.645)(0.6468)

√
47, 306.83 = 271.23

Una vez obtenidos los V aR por segmentos, se puede verificar la suficiencia de

capital para cada segmento:

ψ = 0.4386 > V aR1
0.95/Π1 = 0.2742,

ψ = 0.4386 > V aR2
0.95/Π2 = 0.3506,

ψ = 0.4386 > V aR3
0.95/Π3 = 0.1130
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y se pueden establecer las cotas para las proporciones de los ĺımites de cada seg-

mento que debe cubrir cada crédito comprendido en el segmento i de acuerdo a

4.23

θ1 <

(
0.4386− 0.0422

(1.645)(0.6468)(0.2596)

)2

− 1

((0.2596)(1, 020))2
(20, 913.49) = 1.7629,

θ2 <

(
0.4386− 0.0906

(1.645)(0.6468)(0.4159)

)2

− 1

((0.4159)(2, 400))2
(30, 783.68) = 0.5876,

θ3 <

(
0.4386− 0.0350

(1.645)(0.6468)(0.2199)

)2

− 1

((0.2199)(1, 140))2
(15, 252.98) = 2.7333,

donde además de puede verificar que las medidas de concentración por segmento

HH son también menores a las cotas, por lo que se puede decir que no existe riesgo

de concentración en el análisis por segmento.

Las cotas de los ĺımites de crédito son:

f 1
k < (1.7629)(1, 020) = 1, 798.13,

f 2
k < (0.5876)(2, 400) = 1, 410.29,

f 3
k < (2.7333)(1, 140) = 3, 115.93,

ĺımites que sin duda se cumplen en la cartera en cuestión.

Por último, las correlaciones equivalentes y los ı́ndices de concentración ajustados

por correlación para cada segmento son:

ρ1 = 0.4606, y H ′1 = 0.6808,

ρ2 = 0.5036, y H ′1 = 0.6596,

ρ3 = 0.4515, y H ′1 = 0.7311,

En la tabla 4.4, se muestra el resumen de los cálculos para los tres segmentos:

De los resultados mostrados se puede concluir que la cartera analizada en sus tres

segmentos no presenta riesgo por concentración medido por el ı́ndice HH, incluso

si se considera el ajuste por correlación. Aśı, por ejemplo, el segmento 2 que es

el que presenta mayor correlación equivalente presenta el ı́ndice HH ajustado más
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Tabla 4.4. Resumen de resultados para los segmentos de la cartera

Grupo Πi H(fi) V aRi0.95 Ri(fi,Mi) f ik ρi H ′i Desv. est.

1 1,020 0.4079 279.70 0.0674 1,798.13 0.4606 0.6806 0.1658

2 2,400 0.3142 841.34 0.1730 1,410.29 0.5036 0.6596 0.2331

3 1,140 0.5098 271.23 0.0484 3,115.93 0.4515 0.7311 0.1100

pequeño de los tres.

Tampoco se observa un problema con la suficiencia de capital en ninguno de los

tres segmentos y como consecuencia, las cotas de los ĺımites para cada segmento

son bastante altas en comparación con la magnitud de los créditos de la cartera.

En conclusión, de acuerdo al modelo CyRCE, la cartera de nuestro ejemplo, ya

sea tomada en conjunto o dividiéndola en tres segmentos, presenta suficiencia de

capital y carace de riesgo de concentración.

4.2.3. CyRCE Generalizado incluyendo tasas de recuperación

En la exposición de las secciones anteriores, el vector f está formado por los

saldos de los créditos pendientes por cobrar y se ha supuesto que en caso de in-

cumplimiento se pierde la totalidad del crédito. En la realidad sin embargo, es

posible recuperar una proporción rk de cada crédito, por lo que dado incumpli-

miento no todo está perdido.

Supongamos que se conoce la proporción λk = 1− rk que sobre el crédito fk se

espera perder dado incumplimiento. Entonces,

fp = Λf ,

donde fp ∈ RN es el vector de pérdidas de la cartera y Λ es una matriz diagonal

de orden N que contiene a λk en la posición λkk para k = 1, 2, . . . , N .

El valor de las pérdidas de la cartera dado incumplimiento Πp es igual a
∑N

k=1 λkfk

o equivalentemente en forma vectorial:

Πp = fpT1,
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con 1 un vector orden N de unos.

El trabajar con pérdidas de la cartera en lugar de montos de saldos, no cambia

en esencia los cálculos en el modelo, aunque śı se deben realizar algunos ajustes al

momento de obtener los ĺımites individuales y se debe poner atención a la inter-

pretación de los resultados en general.

La razón de capitalización del banco respecto al valor de las pérdidas de la cartera

se denotará ahora como ψp =
K

Πp
y estará en términos del capital económico re-

specto a las pérdidas de la cartera.

El ı́ndice de HH será calculado tomando en cuenta el vector de pérdidas de la

cartera y será interpretado en términos de concentración de pérdidas. Aśı,

H(fp) =
fpT fp

(Πp)2
.

El cálculo del V aR de acuerdo a 4.5 se obtiene ahora como:

V aRα = fpT fp + zα
√

fpTMfp (4.28)

y la expresión equivalente a 4.7 es:

H(fp) ≤ θ ≤
(
ψ − p̄
zασ

)2

= Θ(p̄, ψp, α), (4.29)

con p̄ y σ calculadas tomando en cuenta al vector fp. Obviamente el V aR con-

siderando tasas de recuperación será menor al caso en el que no se consideran y

por lo tanto las necesidades de capital del banco o institución finanaciera deberán

ser menores9.

Para el caso del modelo CyRCE Generalizado con análisis de segmentos, la incor-

poración de tasas de recuperación se hace de manera análoga.

Ejemplo 4.2.2:

Consideremos que los créditos de la cartera del ejemplo 4.2.1 tienen las siguientes

tasas de recuperación de acuerdo a su calificación: A, 52 %; B, 45 %; C, 30 % y

9 De hecho a este capital se le llama capital económico
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D, 21 %. Tomando esto en cosideración, el valor de las pérdidas de la cartera es

de Πp = 2, 703.7 y el valor del ı́ndice HH de concentración de pérdidas es de

H(fp) = 0.1407, que no es muy diferente al de saldos de la cartera.

El V aR al α = 0.95 es ahora de

V aR0.95 = 0.0725 + (1.645)
√

182, 422.88 = 898.59 (4.30)

y el CV aR0.95 = 1, 077.06. Para el análisis de suficiencia de capital se debe tener

un valor de capital económico menor a K = 2, 000 ya que éste valor resulta muy

elevado ahora que se considera que se recupera una parte de los créditos. Obvia-

mente, para el nivel de capital que se tiene, la cartera no presenta problemas de

suficiencia de capital.





Caṕıtulo 5

Implementación de los modelos para
créditos en México

En los caṕıtulos anteriores, hemos revisado algunos de los modelos de medi-

ción de riesgo más usados en la actualidad. En el presente caṕıtulo aplicaremos

algunos de ellos para créditos en México, de acuerdo al contexto de cada modelo y

realizaremos simulaciones para compararlos.

5.1. Modelo estructural de Merton

Para realizar la aplicación al modelo estructural de Merton, no necesitamos mu-

chos insumos (de ah́ı que su uso y aplicación se haya difundido mucho). Por los

supuestos del modelo y por la forma en que fue utilizado en el ejemplo del caṕıtulo

2, para aplicarlo a una firma, lo único que necesitamos conocer es el valor de sus

activos y el de sus acciones para el tiempo inicial (t = 0); también necesitamos

tener una estimación de la volatilidad del valor de sus acciones (por ejemplo la

volatilidad histórica) y de las correlaciones entre las acciones en el caso de que no

sean independientes; la tasa de interés libre de riesgo del mercado y el horizonte

de tiempo para el que haremos los cálculos. Comenzaremos primero por aplicar el

modelo a cada firma individualmente y sin considerar la correlación entre ellas, para

después formar una cartera con las cuatro empresas considerando la correlación.
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5.1.1. Caso de cuatro empresas mexicanas individualmente

Un sector industrial que es claro reflejo del nivel de actividad de una economı́a

es el sector de la construcción. Se dice que cuando la industria de la construcción

está en expansión (o recesión), también lo esta la economı́a de un páıs, por lo que

conocer la situación financiera y los riesgos financieros de las principales empresas

del sector de la construcción en México resulta bastante interesante.

Aplicaremos el modelo de Merton a cuatro empresas mexicanas relacionadas con el

sector de la construcción: Cemex, Homex, Geo y PInfra. La información necesaria

para la aplicación del modelo se obtiene para marzo de 2008 y se toma un horizonte

de tiempo de un año, por lo que calculamos la medidas de riesgo para finales de

marzo de 2009. Para cada empresa se calculó el rendimiento diario del valor de sus

acciones con la fórmula

rt = ln
Pt
Pt−1

y la media y desviación estándar como

r̄ =
1

n

n∑
t=1

rt

S =

√√√√ 1

n− 1

n∑
t=1

(rt − r̄)2,

Por último, para las covarianzas entre los rendimientos de las acciones de la empresa

i con la empresa j se utilizó la fórmula:

Sij =

√√√√ 1

n− 1

n∑
t=1

(rit − r̄i)(r
j
t − r̄j),

mientras que las correlaciones se obtuvieron mediante

ρij =
Sij
SiSj

, (5.1)

donde Si es la desviación estándar de la i-ésima empresa.

A continuación, se describe brevemente el objeto del giro de las empresas estudia-

das.
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Cemex

Cementos Mexicanos (Cemex), es una compañ́ıa mexicana productora de ce-

mento y concreto cuyas obligaciones en los últimos años se han incrementado con-

siderablemente a consecuencia de su expansión en Europa 1.

Homex

Desarrolladora Homex S.A. de C.V. (Homex) es una empresa dedicada al de-

sarrollo y comercialización de locales comerciales aśı como al diseño y edificación

de viviendas.

Geo

Grupo Geo es una empresa dedicada a la construcción y comercialización de

vivienda familiar principalmente.

PInfra

Promotora y Operadora de infraestructura S.A. de C.V. (nace a partir de Tri-

basa) se dedica a la operación, financiamiento, construcción y promoción de la

infraestructura en México.

En la tabla 5.1 se presenta la información financiera básica de las cuatro em-

presas para implementar el modelo de Merton: el valor de los activos en libros

V0, el valor de las acciones S0 y el valor de sus pasivos D0 para marzo de 2008.

Se presenta también la estimación histórica anualizada de la media y desviación

estándar de los rendimientos diarios de las acciones (µ y σS)2 y el rendimiento del

activo libre de riesgo3. Puesto que T=1, calcularemos las medidas de riesgo en el

horizonte de tiempo de un año.

1 En particular tras la compra de la británica RMC.
2 La muestra utilizada para los cálculos se obtuvo del 3 de enero del 2005 al 31 de marzo de 2008. El

tamaño de muestra para cada empresa difiere dependiendo de la disponibilidad de información; para

Cemex n=817 para Homex n=811, para Geo n=817 y para PInfra n=573.
3 Cetes a 28 d́ıas según la subasta del último martes de marzo.
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Tabla 5.1. Información de cuatro empresas mexicanas para marzo de 2008 (en miles de pesos)

Variable CEMEX HOMEX GEO PINFRA

V0 542,314,373 24,289,644 19,619,394 14,873,087

S0 204,152,879 9,786,503 8,684,908 1,889,714

D0 338,161,494 14,503,141 10,934,486 12,983,373

µ 0.0985 0.2736 0.1272 1.0465

σS 0.3139 0.3562 0.3621 0.5922

r 0.0751 0.0751 0.0751 0.0751

T 1 1 1 1

En la tabla 5.2 se presentan las correlaciones del rendimiento de las acciones de

las cuatro empresas en el peŕıodo considerado; cabe mencionar, que a partir de esta

tabla se puede obtener la matriz de varianzas-covarianzas de los incumplimientos4

necesaria en el modelo CyRCE despejando de 5.1 para tener Sij = ρijSiSj. El

problema consiste en obtener el valor cada Si, que de acuerdo a la metodoloǵıa

empleada en la ejemplificación del modelo CyRCE (Márquez, 2002b) puede ser

obtenida a partir de las probabilidades de los incumplimientos de acuerdo a S2
i =

pi(1− pi), la varianza Bernoulli.

Resolviendo el sistema no lineal descrito en el apéndice B por el método de Newton-

Tabla 5.2. Correlaciones de los rendimientos de los activos para las 4 empresas

Variable CEMEX HOMEX GEO PINFRA

CEMEX 1 0.4747 0.4925 0.2260

HOMEX 0.4747 1 0.4268 0.1309

GEO 0.4925 0.4268 1 0.2163

PINFRA 0.2260 0.1309 0.2163 1

Raphson, obtenemos el valor nominal del bono (o en términos más intuitivos, el

valor de los pasivos) que las empresas deberán pagar en un año, aśı como el valor

de la volatilidad impĺıcita σV de los rendimientos del valor de los activos de las

firmas. La tabla 5.3 muestra los resultados para la cuatro empresas.

4 Aqúı se supone que las correlaciones de los incumplimientos son iguales a las correlaciones de los

rendimientos de las acciones de la firma, en el contexto del modelo de Merton.
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Tabla 5.3. Resultados del sistema no lineal (Por Newton-Raphson) para el valor de la deuda a un año (en

miles de pesos) y para la volatilidad impĺıcita del rendimiento del valor de los activos

Variable CEMEX HOMEX GEO PINFRA

F 364,535,838.42 15,634,384.02 11,787,382.63 14,059,162.59

σV 0.1193 0.1434 0.1618 0.0987

Medidas de riesgo

De acuerdo a la teoŕıa desarrollada en el caṕıtulo 2, se presentan en la tabla

5.4 las medidas de riesgo del modelo; se presentan en primer lugar la probabilidad

de incumplimiento PI y la tasa del rendimiento por el riesgo de incumplimiento

rRI , pues son dos de los indicadores más importantes a considerar. Se muestran

además la Razón de Apalancamiento RA, el Valor Esperado del valor de los ac-

tivos EV , el Valor de Recuperación Esperado Descontado V RED, la Deficiencia

Media Descontada DMD y el Costo del Incumplimiento CI. Para marzo de 2008,

Tabla 5.4. Medidas de riesgo en el modelo de Merton aplicado a cuatro empresas mexicanas (en miles de

pesos)

Variable CEMEX HOMEX GEO PINFRA

PI = Φ(−d2) 0.00004832 0.00021193 0.00020676 0.10008353

rRI 0.00000129 0.00000735 0.00000804 0.00450479

RA 0.6236 0.5971 0.5573 0.8769

EV 580,463,837.44 25,916,257.71 20,874,390.26 15,955,087.94

V RED 329,103,336.21 14,000,544.04 10,509,210.73 12,456,288.99

DMD 9,058,595.53 502,703.50 425,363.21 585,703.26

CI 437.75 106.54 87.95 58,619.25

Cemex teńıa activos con un valor de 542, 314.374 millones de pesos, pasivos por

338,161.494 y una volatilidad histórica estimada de 31.39 % sobre los rendimientos

de sus acciones. Al realizar los cálculos pertinentes, obtuvimos que el valor de sus

pasivos a un año seŕıa de 364,535.838 millones de pesos, el valor esperado del va-

lor de los activos se encontraŕıa en 580,463.837 , con una volatilidad estimada de

11.93 % sobre el rendimiento del valor de sus activos. La probabilidad de que Cemex
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incumpliera al año según el modelo de Merton seŕıa de 0.0048 % y el rendimiento

por el riego de adquirir bonos emitidos por Cemex seŕıa de 0.0001 %. En caso de

incumplimiento de Cemex, se esperaŕıa recuperar 329,103.336 millones de pesos

a valor de marzo de 2008 sobre la deuda o lo que es lo mismo, perder 9,058.595

millones de pesos. Por último, si los tenedores de los bonos de deuda de Cemex,

quisieran cubrirse por el riesgo de incumplimiento, debeŕıan pagar una prima de

$437,750 suscribiendo una opción Put con el valor nominal del bono como precio

de ejercicio. En la figura 5.1 se muestra la distribución del valor de los activos de

Cemex y se delimita el área que representa la probabilidad de incumplimiento.

Fig. 5.1. Distribución del valor de los activos de Cemex VT para T=1

La interpretación para las tres empresas restantes se realiza de la misma manera.

Cabe resaltar que las probabilidades de incumplimiento son pequeñas, excepto para

el caso de PInfra, pues tiene una probabilidad de incumplimiento de 10.01 %; sin

embargo, de acuerdo al modelo, el rendimiento por tomar el riesgo y comprar deuda

de PInfra sólo es del 0.45 % y el costo por cubrirse de las pérdidas es de 58.619

millones de pesos... algo elevado en comparación con las demás empresas. En las

figuras 5.2-5.4 se presentan las distribuciones del valor de los activos.
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Fig. 5.2. Distribución del valor de los activos de Geo VT para T=1

Fig. 5.3. Distribución del valor de los activos de Homex VT para T=1

5.1.2. Comparación de resultados estimados con datos reales

Los resultados obtenidos concernientes al valor de los activos al tiempo T = 1

y al valor del bono F , aśı como de las demás medidas de riesgo, se obtuvieron

con base en información financiera al tercer trimestre del 2008. Para efectos de

comparación y de contrastación con los resultados del modelo, en la tabla 5.5 se

presenta la información financiera relevante reportada (observada) por las empre-



100 5 Implementación de los modelos para créditos en México

Fig. 5.4. Distribución del valor los activos de PInfra VT para T=1

sas para el primer trimestre de 20095.

Tabla 5.5. Información financiera de las cuatro empresas para el primer trimestre de 2009 presentada en

sus Estados de Situación Financiera (en miles de pesos)

Variable CEMEX HOMEX GEO PINFRA

V o 625,339,668 30,903,355 25,877,111 15,729,341

F o 389,372,723 19,086,011 15,260,865 13,403,426

FUENTE: Páginas electrónicas de las compañias.

Aśı, al primer trimestre de 2009, correspondiente al mes de marzo, el valor ob-

servado de los activos de Cemex es de $625,339,668, mientras que el valor esperado

estimado del modelo es de $580,463,837 (Ver tabla 5.4); notamos que existe una

subestimación del valor de los activos. Para el caso de la deuda6, el valor observado

de los pasivos es de $389,372,723, mientras que el valor de F arrojado por el modelo

5 La información correspondiente al valor de los activos y al de la deuda para 2008 y 2009 se obtuvo de

los estados de situación financiera trimestrales, ésta información se encuentra disponible en ĺınea en

las páginas electrónicas de las compañ́ıas.
6 Considerada de acuerdo al modelo como el total de los pasivos
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es de $364,535,838 (Ver tabla 5.3), aqúı se aprecia una subestimación de casi 25

millones de pesos en términos absolutos.

Realizando la comparación para las empresas restantes notamos que excepto para

PInfra, las estimaciones del modelo de Merton tienden a subestimar el nivel de

deuda y como consecuencia, la probabilidad de incumplimiento7.

5.1.3. Conformación de la cartera

En la sección 2.2.5, se planteó el problema de la conformación de una cartera

formada por bonos de deuda cuyas medidas de riesgo han sido calculadas bajo el

esquema del modelo de Merton. Se consideró el caso más sencillo en el que los

bonos son independientes entre ellos. En esta sección, se considerará la correlación

y se obtendrán las medidas de riesgo de interés en este trabajo para la cartera.

Se está en posibilidad de analizar la cartera correlacionada pues la metodoloǵıa

que se utilizará es análoga a la que se empleó en la sección 3.2.3, sólo que más sim-

plificada pues para cada bono de deuda sólo se considerarán dos posibles estados

para el tiempo de maduración T : la empresa incumple o la empresa no incumple.

En caso de incumplimiento, el tenedor del bono recibirá al tiempo T el Valor de

Recuperación Esperado o lo que es lo mismo V REDerT , en caso de que la empresa

no incumpla, recibirá F . Con los recursos computacionales actuales, si la cartera

no es muy grande y puesto que sólo se tienen dos estados posibles para cada bono8

se podŕıan obtener las probabilidades conjuntas con la normal multivariada (bus-

cando mayor exactitud), sin embargo, si la cartera es demasiada grande convendŕıa

usar Monte Carlo para obtener la distribución aproximada del valor de la cartera

y las medidas de riesgo.

A continuación, se formarán dos carteras hipotéticas: Πcon cemex que se com-

pone de los bonos de deuda de las cuatro empresas mencionadas anteriormente y

7 Aunque también se subestima el nivel de los activos. De cualquier forma, no hay que olvidar que el

peŕıodo sobre el que se aplica el modelo correspondió justamente a la crisis mundial, un evento en

cierta forma at́ıpico que el modelo de Merton no incorpora.
8 Lo que significa que para una cartera formada por n bonos se tendŕıan 2n combinaciones.
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Πsin cemex, que se compone de los bonos de deuda de las mismas empresas pero

excluyendo a cemex9. Para el caso de las cuatro empresas, el valor de sus deudas,

al tiempo t = 0, es de 376,582,494 miles de pesos, si consideramos sólo las tres em-

presas se tiene 38,421,000 miles de pesos; aplicando la metodoloǵıa mencionada a

ambas carteras y considerando la información dada en las tablas 5.1-5.4, al tiempo

T = 1 se obtienen los resultados mostrados en la tabla 5.6:

Tabla 5.6. Resultados obtenidos para las carteras Πcon cemex y Πsin cemex para el horizonte de tiempo

T = 1 (En miles de pesos)

Portafolio Π0 EΠ Π0 ELΠ V aR0.99 CV aR0.99

Πcon cemex 376,582,494 405,977,084 406,016,768 39,684 1,000,448 3,870,221

Πsin cemex 38,421,000 41,417,529 41,480,929 63,401 1,000,448 1,127,263

Π0: Valor de la cartera al tiempo t = 0,

EΠ: Valor Esperado de la cartera,

Π0: Valor forward de la cartera (ninguna de las empresas incumple),

ELΠ : Pérdida esperada de la cartera,

V aR0.99 y CV aR0.99: Valor en Riesgo y Valor en Riesgo Condicional de la cartera al 99 %.

De los resultados anteriores podemos concluir que se espera tener un rendimiento

de 7.82 % por invertir en la cartera con las cuatro empresas y de 7.96 % por inver-

tir en la cartera con las tres empresas. Esto significa un rendimiento de la cartera

asociado al riesgo de incumplimiento (default spread) de 0.31 % y 0.45 % respecti-

vamente.

Comparación con los valores observados

De la tabla 5.5, sabemos que el valor observado de la cartera formada por las cua-

tro empresas para el primer trimestre de 2009 es de $437,123,025, mientras que para

9 Puesto que Cemex presenta niveles de deuda muy por encima de las otras tres empresas consideradas y

puesto que sus operaciones se encuentran muy diversificadas a nivel global, se hace el ejercicio de formar

una cartera considerando sólo a Homex, Geo y Pinfra pues presentan caracteŕısticas más homogéneas.

Además, esto permitirá comparar el resultado de las medidas de riesgo para ambas carteras.
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la cartera de las tres empresas es de $47,750,302, lo que significa un rendimiento

por invertir de 16.08 % y 24.28 % y un rendimiento por riesgo de incumplimiento de

8.57 % y 16.77 % respectivamente. Contrastando éstos resultados con los reportados

en la sección anterior podemos observar que el modelo de Merton subestima los

valores de F y como consecuencia, también subestima los rendimientos10.

5.2. Modelo con Matrices de Transición

En esta sección se implementará el modelo de matrices de transición para una

cartera mayor a la del caṕıtulo 3. Consideraremos la cartera formada por 20 bonos

que se muestra en el manual de CreditMetrics y del cual se presenta la información

relevante como monto del crédito, calificación del mismo, y la matriz de correla-

ciones11. En la tabla 5.7 se muestra la composición de la cartera, que tiene un valor

total al tiempo t = 0 de $55,600 y que se descompone en 4 segmentos.

Para la implementación del modelo, se utilizó la información sobre probabili-

dades de transición, curvas cero forward y tasas de recuperación que se presenta

en el mismo manual de CreditMetrics y que se presenta en las tablas 3.1-3.3 en el

caṕıtulo 3 del presente trabajo. En las tablas 5.8 y 5.9 se muestran los resultados

obtenidos mediante Monte Carlo para 100,000 simulaciones con intervalos de con-

fianza para las estimaciones al 95 % considerando un horizonte de tiempo de un

año (T = 1). Tomando las estimaciones puntuales reportadas en las tablas 5.8 y

5.9, podemos resumir lo siguiente:

Pérdida esperada de la cartera: Π0 − µΠ = 501.44.

V aR0.95 = 2, 520.19 y CV aR0.95 = 3, 928.51.

10 Y podemos ir más lejos para concluir que también subestima las probabilidades de incumplimiento y

el V aR y CV aR.
11 Cabe mencionar que en el manual no se proporciona el grado de prelación de los bonos ni el cupón

que pagan, por lo que a cada bono se le asignó un grado de prelación de acuerdo a la tabla presentada

en mismo manual y un cupón del 5 %.
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Tabla 5.7. Cartera formada por 20 créditos

Número Calificación Monto Grado de Tiempo de Cupón

de créd. (en miles) prelación maduración ( %)

1 AAA 7,000 Sen. sin gar. 3 5

2 AA 1,000 Jr. subord. 4 5

3 A 1,000 Jr. subord. 3 5

4 BBB 1,000 Subordinada 4 5

5 BB 1,000 Sen. sin gar. 3 5

6 B 1,000 Sen. sin gar. 4 5

7 CCC 1,000 Subordinada 2 5

8 A 10,000 Subordinada 5 5

9 BB 5,000 Jr. subord. 2 5

10 A 3,000 Sen. garant. 2 5

11 A 1,000 Subordinada 4 5

12 A 2,000 Sen. sin gar. 5 5

13 B 600 Sen. garant. 3 5

14 B 1,000 Sen. garant. 2 5

15 B 3,000 Subordinada 2 5

16 B 2,000 Sen. subord. 4 5

17 BBB 1,000 Sen. sin gar. 5 5

18 BBB 8,000 Sen. sin gar. 5 5

19 BBB 1,000 Subordinada 3 5

20 AA 5,000 Sen. subord. 5 5

Total 55,600

V aR0.99 = 4, 985.43 y CV aR0.99 = 6, 259.6912.

5.3. Modelo CyRCE

En esta sección, 1a metodoloǵıa del modelo CyRCE desarrollada en el caṕıtulo

4, será utilizada para el caso de las cuatro empresas mexicanas (Cemex, Homex,

Geo y PInfra) y para la cartera de 20 bonos del ejemplo de CreditMetrics, en am-

bos casos en el horizonte de tiempo de un año, con el objetivo de comparar los

12 En realidad los valores reportados del V aR y CV aR al 99 % corresponden a una simulación diferente de

los reportados al 95 % según las tablas 5.8 y 5.9, pero puesto que es hecha bajo las mismas condiciones,

con M = 100, 000, las estimaciones puntuales arrojan valores muy parecidos.
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Tabla 5.8. Intervalos de confianza al 95 % para las medidas de riesgo

Valor de referencia Π0= $57,819.19

Parámetro Método Monte Carlo (M=100,000)

de interés Estimación IC normal IC distr. emṕırica

µΠ 57,317.75 [57,252.05; 57,383.44] [57,259.48; 57,371.04]

ELΠ 903.07 [805.56; 1,000.57] [821.42; 983.48]

V aR0.95 2,520.19 [2,425.4; 2,615.91] [2,163.60; 2,876.79]

CV aR0.95 3,928.51 [3,371.89; 4,485.14] [3,487.31; 4,409.24]

Tabla 5.9. Intervalos de confianza al 99 % para las medidas de riesgo

Valor de referencia Π0= $57,819.19

Parámetro Método Monte Carlo (M=100,000)

de interés Estimación IC normal IC distr. emṕırica

µΠ 57,317.23 [57,253.74; 57,380.73] [57,262.93; 57,366.23]

ELΠ 901.14 [805.78; 996.49] [822.48; 983.39]

V aR0.99 4,985.43 [4,130.50; 5,840.36] [4,331.04; 5,705.44]

CV aR0.99 6,259.69 [5,023.02; 7,546.65] [5,303.89; 7,425.99]

resultados.

Se utiliza el modelo CyRCE incluyendo tasas de recuperación, lo que significa que

los cálculos se realizan sobre las pérdidas de la cartera13.

5.3.1. Modelo CyRCE para las carteras de empresas mexicanas

Al aplicar el modelo CyRCE a la cartera formada por los bonos de las cuatro

empresas y a la cartera formada por los bonos de las tres empresas de la sección

5.1.3, se considera el valor nominal de los bonos al cabo de un año que arroja el

modelo de Merton y sobre éstos se calculan las pérdidas posibles de acuerdo al

Valor de Recuperación Esperado (V REDerT ). Además, las probabilidades de in-

cumplimiento también son las que se obtienen del modelo de Merton y la matriz de

varianza-covarianza se obtiene a partir de la matriz de correlaciones del rendimien-

13 Es decir, al valor nominal de cada bono o en su caso, al valor forward en un año, se le resta el valor

esperado de recuperación dado incumplimiento.
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to de los activos de las empresas de la tabla 5.2 utilizando la misma metodoloǵıa

que se presenta en el modelo CyRCE (Marquez, 2002b) para calcular la desviación

estándar de incumplimiento (Varianza Bernoulli): Dada la probabilidad de incum-

plimiento pi, σ
2
i = pi(1− pi).

Se obtienen los siguientes resultados:

Se tienen pérdidas esperadas de $63,872.58 para la cartera Πcon cemex y de

$63,400.73 para la cartera Πsin cemex.

El ı́ndice de concentración de pérdidas para la cartera Πcon cemex es H(p) =

0.7411, mientras que para la cartera Πsin cemex es de H(p) = 0.339. Lo anterior

sucede porque el monto de posibles pérdidas por Cemex es relativamente muy

grande en la cartera.

Respecto al ı́ndice de concentración ajustado por correlación H ′, no se pudo

obtener para el caso de la cartera Πcon cemex pues su estructura arroja una

medida de correlación equivalente ρ < 0 para toda la cartera. Para el caso de

la cartera Πsin cemex la correlación equivalente es de ρ = 0.0499 y el ı́ndice de

concentración ajustado de H ′ = 0.3728.

Para la cartera Πcon cemex se tienen los siguientes valores del V aR y CV aR al

99 %, con la distribución normal: $575,445.30 y $649,963.30 respectivamente y

con la distribución Gamma: $1,102901.60 y $1,667,651.23 respectivamente. Para

la cartera Πsin cemex se tienen los siguientes valores del V aR y CV aR al 99 %,

con la distribución normal: $510,801.02 y $575,971.37 respectivamente y con la

distribución Gamma: $965,677.88 y $1,413,037.66 respectivamente.

5.3.2. Comparación entre el modelo de Merton utilizando la metodologı́a
Credit Metrics y el modelo CyRCE para las carteras de empresas
mexicanas

Los resultados obtenidos para nuestras dos carteras de empresas mexicanas con

el modelo de Merton y con el modelo CyRCE permiten hacer algunas compara-

ciones. Podemos notar que los resultados de interés referentes a las medidas de

riesgo difieren incluso tomando la distribución Gamma para el modelo CyRCE.
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En la tabla 5.10 se muestran las estimaciones del V aR y del CV aR al 99 % para

las dos carteras y para los dos modelos. La estimación del V aR y la del CV aR,

difiere menos cuando se utiliza la distribución Gamma en el modelo CyRCE y es

aún mejor en la segunda cartera que no incorpora la deuda de cemex.

Tabla 5.10. Comparativo del V aR0.99 para las dos carteras y para los dos modelos

Modelo Πcon cemex Πsin cemex
V aR0.99 CV aR0.99 V aR0.99 CV aR0.99

Merton− CreditMetrics 1,000,448.44 3,870,220.64 1,000,448.44 1,127,263.07

CyRCE −Normal 575,445.30 649,963.30 510,801.02 575,971.37

CyRCE −Gamma 1,102,901.60 1,667,651.23 965,677.88 1,413,037.66

Nótese que no se proporcionó un monto de capital económico, por lo que no

se obtuvieron algunas medidas del modelo CyRCE como los ĺımites máximos para

los montos de cada crédito. Por otra parte, en este caso, no fue posible obtener

una medida de correlación equivalente ρ para la cartera Πcon cemex pues éste dio

negativo, lo que tampoco permitió calcular el ı́ndice de concentración ajustado por

correlación.14

5.3.3. Modelo CyRCE para la cartera de 20 bonos

Al aplicar el modelo CyRCE a la cartera formada por 20 bonos del manual de

CreditMetrics se obtienen los siguientes resultados:

Pérdida esperada de la cartera de $255.06.

Índice de concentración de pérdidas H(p) = 0.1050.

V aR y CV aR al 99 %, con la distribución normal: $2,006.1 y $2,261.21 respec-

tivamente y con la distribución Gamma: $3,777.2 y $5,265.62 respectivamente.

14 Aqúı podemos encontrar una debilidad del modelo CyRCE en cuanto a las medidas que desarrolla

para el análisis pues no siempre pueden ser obtenidas.
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Para el caso de esta cartera, como en el caso de la cartera formada por las cuatro

empresas mexicanas, el ı́ndice de concentración ajustado H ′ resulta menor que el

ı́ndice HH debido a que ρ es negativo.

5.3.4. Comparación entre el modelo CyRCE y el modelo CreditMetrics
para la cartera de 20 bonos

Comparando los resultados de CyRCE con los resultados proporcionados en

las tablas 5.8 y 5.9, podemos notar que el valor de las medidas de riesgo que

proporciona CyRCE están por debajo de las que proporciona CreditMetrics ya

que, por ejemplo, el CV aR al 99 % con el modelo CyRCE Gamma es de $5,265.62,

muy por debajo de la estimación puntual de CreditMetrics de $6,259.69 e incluso

fuera del intervalo proporcionado al 95 % de confianza15. En la 5.11, se presenta el

comparativo del V aR y del CV aR de los dos modelos al 99 % de confianza.

Tabla 5.11. Comparativo del V aR0.99 para los dos modelos

Modelo V aR0.99 CV aR0.99

CreditMetrics 4,985.43 6,259.69

CyRCE −Normal 2,006.1 2,261.21

CyRCE −Gamma 3,777.2 5,265.62

15 Esta diferencia puede ser explicada en parte como consecuencia de la construcción de los modelos pues

recordemos que en CreditMetrics un bono puede migrar de una calificación a otra y por lo tanto de un

valor a otro, por lo que en el cálculo del V aR y CV aR entran todos los posibles valores de la cartera

por encima del valor actual. Por otro lado, en el modelo CyRCE, debido a su construcción sólo se

consideran las pérdidas.
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Conclusiones

El Valor en Riesgo Condicional (CV aR) como medida de riesgo, presenta dos

ventajas sobre otras medidas de riesgo muy utilizadas en la actualidad. La primera

se resume en sus propiedades matemáticas y la segunda ventaja radica en que

permite captar la posibilidad de tener grandes pérdidas que no siempre se captan

con el V aR; por supuesto que esto depende de la distribución de pérdidas que se

tenga, pero en el caso de que se obtenga una distribución mediante simulación por

ejemplo, el CV aR permite tener una mejor idea de las pérdidas en la cola de la

distribución resultante1.

El modelo de Merton en general es sencillo, fácil de implementar y requiere de

poca información; para el caso de bonos individuales sin embargo, parece de acuer-

do a la evidencia, que tiende a subestimar la probabilidad de incumplimiento y

por lo tanto las medidas de riesgo. Esto de debe principalmente a los supuestos ex-

tremadamente simplificadores del modelo que no logran captar algunos fenómenos

que se suscitan en un entorno de crisis económica y financiera2. El generalizar el

modelo de Merton para una cartera con la metodoloǵıa usada en CreditMetrics

presenta ventajas en el cálculo de las medidas de riesgo del modelo, sin embargo,

al utilizar la información obtenida por el modelo de Merton individualmente para

1 Para tratar el problema de la posibilidad de grandes pérdidas se tiene el desarrollo de las distribuciones

de Valor Extremo
2 El uso de un proceso estocástico con saltos podŕıa ayudar a captar éstos fenómenos por ejemplo.
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cada bono se subestima de igual forma el valor de la cartera y sus medidas de riesgo.

El modelo de matrices de transición de CreditMetrics presenta ventajas sobre el

modelo de Merton pues es más completo y aparentemente proporciona mejores re-

sultados. Sin embargo, una de sus desventajas es que requiere de mayor información

que no siempre es fácil de obtener pues requiere que exista una clasificación para

los diferentes bonos, una matriz de probabilidades de transición que considere las

clasificaciones, curvas cero forward para cada clasificación y tasas de recuperación

de los créditos según diferentes niveles de prelación. Generar la información nece-

saria para implementar este modelo requiere de un complejo proceso estad́ıstico

que en México se realiza para bonos de deuda que cotizan en bolsa y en los bancos

solamente para ciertos créditos.

El uso de simulación Monte Carlo representa una ventaja de este modelo pues

permite tener un cálculo relativamente rápido para carteras conformadas por un

gran número de bonos. No obstante que el modelo puede ser implementado uti-

lizando una distribución diferente a la normal para caracterizar los rendimientos

del valor de los activos (Márquez, 2006), en este trabajo se obtuvieron muy buenas

estimaciones del V aR y del CV aR utilizando la normal multivariada de acuerdo a

la metodoloǵıa expuesta.

Por último, respecto al modelo CyRCE se observó que tiende a subestimar las

medidas de riesgo de interés aún más que el modelo de Merton con la metodoloǵıa

CreditMetrics (que ya de por śı, puede subestimar a los valores que se obser-

van en la realidad). En particular, CyRCE tiende a subestimar los valores del

V aR y del CV aR. Esto parece ser consecuencia de cómo se calcula la matriz de

varianzas-covarianzas en su forma más sencilla3 pues para los casos implementados

proporciona valores muy pequeños de varianzas y covarianzas. Otra consecuencia

de la forma de obtener la matriz de varianzas-covarianzas y de la conformación de

montos de crédito de la cartera es que no siempre permite calcular las medidas de

3 En (Márquez, 2006) se proporcionan otras formas de calcular la probabilidad y la varianza de in-

cumplimientos que requieren sin embargo de mayor información.
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concentración del modelo; en particular la cartera debe tener una estructura tal

que el coeficiente de correlación equivalente ρ sea no negativo para que se pueda

calcular el ı́ndice de concentración ajustado por correlación H ′. De cualquier forma,

como un art́ıculo reciente sobre las instituciones financieras en Ecuador concluye,

el modelo CyRCE puede ser utilizado simultáneamente con otros modelos de riesgo

de crédito a la hora de tomar decisiones; su contribución radicaŕıa en el análisis de

la concentración de la cartera (Maldonado, 2008).

En la medición de riesgo en créditos se siguen generando nuevas medidas y

nuevos modelos. Hoy en d́ıa son los modelos de intensidad los más avanzados des-

de el punto de vista teórico, pueden consultarse por ejemplo Elizalde A. (2005) y

Bieleki T. et al. (2007, 2008) para tener un panorama más amplio sobre éstos y

otros modelos. Sin embargo, existe el problema de que están aún lejos de poderse

implementar para una cartera con un gran número de instrumentos correlacionados

entre śı.

En el presente trabajo se mencionaron algunas de las medidas de riesgo más

usadas en la actualidad, aśı como dos modelos de riesgo en crédito que pueden

catalogarse como modelos estructurales y el modelo CyRCE del Banco de México4;

se hizo especial hincapié en el cálculo del CV aR para efectos de comparación y

para mostrar que al menos en los modelos de riesgo en crédito más usados, su

cálculo no implica mucho mayor dificultad. Una de las limitaciones que se presenta

en este trabajo, se tiene en el supuesto de rendimientos normales en el valor de los

activos de los dos modelos estructurales, que sin duda influyen en el cálculo de la

distribución de pérdidas. Para tratar este problema se pueden ver otros enfoques

como la teoŕıa de Valor Extremo (por ejemplo en Embrechts, 2001) o el enfoque

de cópulas.

4 Aunque CyRCE no es un modelo estructural, en el contexto de este trabajo y debido a la información

que se utilizó para su implementación es compatible con los modelos estructurales.





Apéndice A

A.1. Funciones de distribución de probabilidad

Definición A.1.1. (Función de masa de probabilidad). Sea X una variable

aleatoria discreta. Se llamará a p(x) = P (X = x) función de masa de probabilidad

de la variable aleatoria X si satisface las siguientes propiedades:

1. p(x) ≥ 0, para todos los valores x de X,

2.
∑

x p(x) = 1.

Definición A.1.2. (Función de densidad de probabilidad). Sea X una

variable aleatoria continua. Si existe una función f(x) tal que

1. f(x) ≥ 0, −∞ < x <∞,

2.
∫∞
−∞ f(x)dx = 1, y

3. P (a ≤ x ≤ b) =
∫ b
a
f(x)dx,

para cualesquiera a y b, entonces f(x) es la función de densidad de probabilidad de

la variable aleatoria continua X.

Definición A.1.3. (Función de distribución de probabilidad acumu-

lada). Sea X una variable aleatoria. La función de distribución de probabilidad

acumulada o simplemente función de distribución está dada por:

F (x) = P (X ≤ x) =
∑
xi≤x

p(xi),
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si X es una variable aleatoria discreta y por

F (x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
f(t)dt,

si x es una variable aleatoria continua. F (x) proporciona la probabilidad de que X

tome un valor menor o igual a algún x espećıfico.

Definición A.1.4. (Función de distribución emṕırica). Sea x = {x1, x2,

. . . , xn} una sucesión de n realizaciones independientes de la variable aleatoria

continua X, la función de distribución emṕırica asociada a x es la función F̂ :

R→ [0, 1] definida como:

F̂ (t) =
1

n

n∑
i=1

I(t− xi),

siendo I(z) = 1 si z ≥ 0, e I(z) = 0 si z < 0.

Definición A.1.5. (Función cuantil). Sea X una variable aleatoria con fun-

ción de distribución F (x). La función cuantil de la distribución de probabilidad de

X es la función inversa de la función de distribución F−1 tal que para 0 < p < 1:

F (x) = P (X ≤ x) = p,

para el caso en que F (x) sea una función continua y estrictamente monotónica y,

F−1(p) = mı́n{x ∈ R|F (x) ≥ p},

en el caso que se trate de una función de probabilidad discreta.

Definición A.1.6. (Estimador emṕırico del cuantil p). Sea F̂ una dis-

tribución emṕırica definida a partir de una muestra observada y sea p ∈ (0, 1), el

estimador emṕırico del cuantil p de F se define como:

xp = mı́n{x ∈ R|F̂ (x) ≥ p}.
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A.2. Distribuciones truncadas

Definimos a una distribución truncada como la parte de una distribución no trun-

cada que queda por encima o por debajo de un cierto valor c especificado.

Teorema A.2.1. (Densidad de una variable aleatoria truncada). Sean

f(x) y F (x) la función de densidad y la función de probabilidad acumulada respec-

tivamente de una variable aleatoria continua X y sea c una constante, entonces
f(x|x < c) =

f(x)

F (c)
(si el truncamiento es por arriba),

f(x|x > c) =
f(x)

1− F (c)
(si el truncamiento es por abajo).

La demostración es consecuencia de la definición de probabilidad condicional.

El resultado anterior nos dice que truncar equivale, simplemente, a introducir un

factor de escala en la función de densidad, de manera que ésta integre uno cuando

en el intervalo de integración se incluyen sólo los valores menores (mayores) que c.

A.3. Valor Esperado de algunas distribuciones truncadas

El cálculo del valor esperado de una distribución truncada por abajo5 se obtiene a

partir de:

E[x|x > c] =

∫
x|x>c

xf(x|x > c) =
1

1− F (c)

∫
x|x>c

xf(x). (A.1)

Aśı, el cálculo del CV aR, dada una distribución de pérdidas, es equivalente a

calcular el valor esperado de una distribución truncada por abajo.

5 El caso de que el truncamiento sea por abajo es análogo
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A.3.1 Distribución normal truncada

Proposición A.3.1. (Valor Esperado de una distribución normal trunca-

da). Sea X una variable aleatoria con distribución normal con media µ y varianza

σ2 y sea f(x;µ, σ) la función de densidad de probabilidad, entonces
E[x|x < c] = µ− σ φ(z∗)

Φ(z∗)
(si el truncamiento es por arriba), (A.2)

E[x|x > c] = µ+ σ
φ(z∗)

Φ(−z∗)
(si el truncamiento es por abajo) (A.3)

donde φ(·) y Φ(·) son las funciones de densidad de probabilidad y acumulada re-

spectivamente de la normal estándar y z∗ =
c− µ
σ

.

Demostración. Trataremos el caso de que el truncamiento sea por arriba:

Por (A.1),

E[x|x < c] =
1

Φ( c−µ
σ

)

∫ c

−∞
xf(x;µ, σ),

=
1

Φ( c−µ
σ

)

∫ c

−∞

1√
2πσ2

xe−
1
2(x−µσ )

2

dx,

restando y sumando µ a x para hacer el cambio de variable se tiene,

E[x|x < c] =
1

Φ( c−µ
σ

)

∫ c

−∞

1√
2πσ2

(x− µ+ µ)e−
1
2(x−µσ )

2

dx,

=
1

Φ( c−µ
σ

)

[∫ c

−∞

1√
2πσ2

(x− µ)e−
1
2(x−µσ )

2

dx+

∫ c

−∞

1√
2πσ2

µe−
1
2(x−µσ )

2

dx

]
,

haciendo el cambio de variable z =
x− µ
σ

y resolviendo la primera integral se tiene:

E[x|x < c] =
1

Φ( c−µ
σ

)

[(
− σ√

2π
e−

1
2
z2
) c−µ

σ

−∞
+ µ

∫ c−µ
σ

−∞

1√
2πσ2

e−
1
2
z2dz

]
;

por último, evaluando los ĺımites en el primer término y haciendo z∗ =
c− µ
σ

:

E[x|x < c] =
1

Φ(z∗)
[−σφ(z∗) + µΦ(z∗)] ,
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con lo que se obtiene el resultado después de simplificar términos.�

El caso en el que el truncamiento sea por abajo es análogo.

A.3.2 Distribución Gamma truncada

Una variable aleatoria continua X tiene una distribución Gamma si su función de

densidad de probabilidad está dada por

f(x;α, β) =
xα−1

βαΓ (α)
e−

x
β , para 0 < x <∞, (A.4)

con α > 0, β > 0 y

Γ (α) =

∫ ∞
0

uα−1e−udu.

La expresión anterior es conocida como la función Gamma.

Para efectos de obtener la distribución de probabilidad Gamma truncada, se definen

la función Gamma superior y la función Gamma inferior de acuerdo a:

Γ (α, x) =

∫ ∞
x

uα−1e−udu,

γ(α, x) =

∫ x

0

uα−1e−udu,

respectivamente. Nótese que Γ (α) = Γ (α, x) + γ(α, x).

Proposición A.3.2. (Valor Esperado de una distribución Gamma trun-

cada). Sea X una variable aleatoria con distribución Gamma con función de den-

sidad de probabilidad dada por (A.4) y con función de probabilidad acumulada

F (x;α, β) =

∫ x

0

f(u;α, β)du =
γ(α, x/β)

Γ (α)
, (A.5)

entonces:

E[x|x > c] = αβ

[
1− F (c;α + 1, β)

1− F (c;α, β)

]
. (A.6)

Demostración. Por (A.1),
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E[x|x > c] =
1

1− F (c;α, β)

∫ ∞
c

xf(x;α, β),

=
1

1− F (c;α, β)

∫ ∞
c

x
xα−1

βαΓ (α)
e−

x
β ,

=
1

1− F (c;α, β)

∫ ∞
c

x(α+1)−1

βαΓ (α)
e−

x
β ,

haciendo el cambio de variable u = x/β:

E[x|x > c] =
β

[1− F (c;α, β)]

∫ ∞
c/β

u(α+1)−1e−udu,

=
β

1− F (c;α, β)

γ(α + 1, c/β)

Γ (α)
,

=
αβ

1− F (c;α, β)

[
1− γ(α + 1, c/β)

αΓ (α)

]
,

puesto que αΓ (α) = Γ (α + 1) y por (A.5), se obtiene el resultado.�
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B.1 Teoremas y resultados importantes para el desarrollo del modelo

de Merton

Teorema B.1 (Primer Teorema Fundamental de la Valuación de Ac-

tivos). Si un modelo de mercado tiene una medida de probabilidad neutra al riesgo,

entonces no admite arbitraje.

Demostración. Si un modelo de mercado tiene una probabilidad neutra al riesgo

P∗, entonces todo valor descontado de una cartera es una martingala bajo P∗. En

particular todo valor de una cartera satisface E∗[e−rTΠT ] = Π0. Sea Πt el valor de

una cartera con Π0 = 0. Entonces

E∗[e−rTΠT ] = 0. (B.1)

Suponga que ΠT satisface P{ΠT < 0} = 0. Puesto que P∗ es equivalente a P, se

tiene además que P∗{ΠT < 0} = 0. Esta última expresión junto con (B.1) implica

que P∗{ΠT > 0} = 0, puesto que de otra forma tendŕıamos P∗{e−rTΠT > 0} > 0

que implicaŕıa E∗[e−rTΠT ] > 0. Como P y P∗ son equivalentes, se tiene que P{ΠT >

0} = 0. Aśı, Πt no es un arbitraje. De hecho, para todo Πt que satisfaga Π0 = 0

no hay arbitraje. �

Teorema B.2 (Segundo Teorema Fundamental de la Valuación de

Activos). Considérese un modelo de mercado que tiene una medida de probabili-
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dad neutra al riesgo. El modelo es completo si y sólo si la medida de probabilidad

neutra al riesgo es única.

Teorema B.3 (Teorema de Girsanov). Sea (Wt, t ∈ [0, T ]), un movimiento

Browniano estándar en un espacio de probabilidad (Ω,A,P), y sea (Ft, t ∈ [0, T ])

una filtración para este movimiento Browniano. Sea (θt, t ∈ [0, T ]) un proceso

adaptable, es decir, θt es Ft-medible. Defina

Zt = e−
∫ t
0 θsdWs− 1

2

∫ t
0 θ

2
sds,

Bt = Wt +

∫ t

0

θsds,

y asuma que,

E
∫ T

0

θ2
sZ

2
sds <∞.

Sea ZT = Z. Entonces E(Z) = 1 y bajo la probabilidad P∗, dada por

P∗ =

∫
C

Z(ω)dP(ω), para todo C ∈ A

el proceso (Bt, t ∈ [0, T ]) es un movimiento Browniano estándar.

El lector interesado en las demostraciones de los dos teoremas anteriores puede

consultar Shreve (2004).

B.2 Solución al sistema de ecuaciones no lineal del modelo de Merton

Originalmente tenemos el sistema de ecuaciones no lineal al tiempo t = 0 dado por

S0 = V0Φ(d1(F, σV ))− Fe−rTΦ(d2(F, σV )),

σS = σV
V0

S0

Φ(d1(F, σV )),

y queremos encontrar los valores de F y σV que lo satisfacen. Para ello construimos

el sistema de ecuaciones auxiliar
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G1(F, σV ) = S0 − V0Φ(d1(F, σV )) + Fe−rTΦ(d2(F, σV )) = 0 (B.2)

G2(F, σV ) = σSS0 − σV V0Φ(d1(F, σV )) = 0 (B.3)

que denotaremos vectorialmente como Ḡ(x̄) = 0̄ con x̄ = (F, σV ). Por el Teorema

de la Función Impĺıcita, el sistema admite solución única para F y σV como función

de S0 y σS (y de los demás parámetros) en una vecindad del punto x̄∗ = (F ∗, σ∗V )

si la matriz Jacobiana de Ḡ(x̄) evaluada en x̄∗

J(x̄∗) =


∂G1(x̄

∗)

∂F

∂G1(x̄
∗)

∂σV

∂G2(x̄
∗)

∂F

∂G2(x̄
∗)

∂σV


existe y |J(x̄∗)| 6= 0. De esta forma podremos tener

F = H1(S0, σS;V0, r, T ),

σV = H2(S0, σS;V0, r, T )

para x̄ = (F, σV ) cerca de x̄∗ = (F ∗, σ∗V ).

La solución del sistema dado por las ecuaciones (B.2) y (B.3) se realiza por el

método iterativo de Newton-Raphson6 que permite obtener una aproximación al

vector solución x̄ = (F, σV ) tan buena como se quiera. Dadas dos constantes ε > 0

y δ > 0, el proceso iterativo es el siguiente:

Iniciar con x̄0 = (F 0, σ0
V ) y mientras

‖x̄i+1 − x̄i‖
‖x̄i+1‖

< ε y ‖Ḡ(x̄i+1)‖ < δ hacer

x̄i+1 = x̄i − J−1(x̄i)Ḡ(x̄i).

Eligiendo a ε > 0 y δ > 0 lo suficientemente pequeñas, nos aseguramos de que la

aproximación sea buena.

Para el sistema de ecuaciones dado por (B.1) y (B.2), la matriz Jacobiana es

6 El cual se obtiene de una expansión de la serie de Taylor multidimensional de orden 1
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J(x̄) =


−V0

dΦ

dd1

∂d1

∂F
+ e−rT

[
F
dΦ

dd2

∂d2

∂F
+ Φ(d2)

]
−V0

dΦ

dd1

∂d1

∂σV
+ Fe−rT

dΦ

dd2

∂d2

∂σV

−σV V0
dΦ

dd1

∂d1

∂F
−V0

[
σV

dΦ

dd1

∂d1

∂σV
+ Φ(d1)

]


que en forma simplificada (después de algo álgebra) queda de la siguiente forma:

J(x̄) =


e−rTΦ(d2) − V0√

2π
e−

1
2
d21
√
T

V0

F
√

2πT
e−

1
2
d21 V0

[
d2√
2π
e−

1
2
d21 − Φ(d1)

]
 .
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