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Resumen

Muchos plasticos comerciales y de ingenieria son industrialmente producidos en
reactores de copolimerizacion en soluciéon. El propésito fundamental de la
copolimerizacion, a escala comercial, es mejorar las propiedades fisicas, quimicas, y
mecanicas de un homopolimero. Debido a esto, el conocimiento de las propiedades
instantaneas del copolimero (tales como: la conversién, la composiciéon de
copolimero, los pesos moleculares, la fraccién de sélidos, etc.) durante su proceso de
produccién es importante para monitorear y controlar los indices de desempeno
relacionados a la seguridad, la operabilidad, la productividad, y el grado o calidad
del producto.

En esta tesis se presenta una metodologia para abordar los problemas de estimacién
y de control en reactores continuos de copolimerizacién en solucién. El objetivo
principal es el disefio de estimadores y controladores (geométricos) no lineales que
permitan inferir propiedades no medibles en tiempo real (como son la fraccién de
sélidos, la composicién instantanea, la conversién, el peso molecular peso-promedio,
y la velocidad de produccién del copolimero), empleando un modelo dinamico del
proceso en combinaciéon con una retroalimentaciéon de salidas medibles en linea
(seleccionando mediciones continuas, instantaneas y de bajo costo, como son
densidad, indice de refraccion, temperatura, y volumen).

La metodologia propuesta aborda tres aspectos principalmente. Primero, el estudio
de los reactores continuos de copolimerizacién en soluciéon. Donde la finalidad es
describir, entender, caracterizar e interpretar el comportamiento dinamico del
reactor mediante un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. Segundo, el
esquema de estimacién no lineal (a lazo abierto). En el cual se desarrolla un
estimador geométrico no lineal, con las siguientes caracteristicas: (a) construccion
sistematica, (b) disefio con criterio de convergencia, (¢) técnica de sintonizacién
simple y sistematica (mediante la asignacioén de polos, de forma similar a las técnicas
de control y filtrado lineal convencional), y (d) la estructura de estimabilidad (i.e.,
grado de observabilidad y particion de los estados observables - no observables)
como grado de libertad del disefio. Y tercero, el esquema de control no lineal con
retroalimentacion de mediciones. El cual se construye a partir de la combinacién del
estimador de estados a lazo abierto, con el control no lineal con retroalimentacion de
estados; mostrando caracteristicas similares al estimador (en cuanto a disefio,
construccion, sintonizacién, y convergencia).

Los esquemas de estimacién y control propuestos son implementados para la
copolimerizaciéon de metil metacrilato - acetato de vinilo, con acetato de etilo como
solvente, y AIBN como iniciador. Los resultados muestran la factibilidad de inferir y
regular las variables de calidad, seguridad, y velocidad de produccion a partir de
mediciones secundarias en linea. Tanto el estimador como el controlador no lineal
muestran robustez ante errores en las condiciones iniciales, cambios en las entradas
exogenas, errores en los parametros del modelo, y ruido en las mediciones.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

En este capitulo se plantea el problema de estimacion y de control en los reactores
de copolimerizaciéon, con un enfoque orientado hacia situaciones industriales.
Primero se presenta una resefa bibliografica que permite justificar y motivar el
alcance de este trabajo de investigacion. Posteriormente, se definen los objetivos
principales, y se resume tanto la metodologia como los aportes de la tesis. Por
ultimo, se describe la manera en que esta organizada la tesis.



6 INTRODUCCION

1.1 El problema de estimacion y control en reactores de copolimerizacion

Muchos plasticos comerciales y de ingenieria son industrialmente producidos en
reactores de copolimerizaciébn en solucién. El propoésito fundamental de la
copolimerizacion, a escala comercial, es mejorar las propiedades fisicas, quimicas, y
mecanicas de un homopolimero (como son: la resistencia quimica, la adhesién, la
resistencia a la corrosion, la retencién de color, etc.). Mediante la adicion de
pequenas cantidades de un segundo mondémero, es posible regular la velocidad de
copolimerizacién, y consecuentemente la composicion y propiedades del copolimero.
Debido a esto, el conocimiento de las propiedades instantaneas del copolimero (tales
como: la conversién, la composiciéon de copolimero, los pesos moleculares, la fraccion
de sélidos, etc.) durante su proceso de produccion es importante para monitorear y
controlar los indices de desempefo relacionados a la seguridad, la operabilidad, la
productividad, y el grado o calidad del producto.

Es un hecho conocido en la practica industrial que, el monitoreo y la regulacién de
la composiciéon instantanea del copolimero (esto es, la razon relativa de la
incorporacién de los dos comondémeros dentro del material polimérico) son un
requisito clave para garantizar, en buena medida, algunos de los principales
atributos de calidad del producto (Van Doremaele, 1990), por ejemplo: las
propiedades de la distribucién de cadena del copolimero, la magnitud y la
unimodalidad de la distribucién de temperatura de transicién vitrea; las cuales a su
vez determinan la homogeneidad termodinamica del material, su degradacién y
resistencia, y sus propiedades mecanicas. En la ingenieria industrial de reactores de
polimerizacién, la eficiencia de manufactura de los polimeros funcionalizados (esto
es, un homopolimero comercial barato copolimerizado con una pequena cantidad de
un comonomero de alto costo) representa un reto, especialmente cuando las
especificaciones de calidad del producto son estrictas y los comonémeros tienen
reactividades significativamente diferentes. En consecuencia, la posibilidad de tener
estimados confiables (y en tiempo real) de, al menos, la composicién instantanea del
copolimero es un tema importante de investigaciéon, con implicaciones que pueden
tener efecto en la forma de disefiar, operar, y controlar los reactores de
copolimerizacion.

Sin embargo, un problema serio para la implementacion de estrategias de monitoreo
y control es la disponibilidad de mediciones en linea de las propiedades de calidad
del polimero. Las principales limitaciones son (Baratti et al., 1993; Dimitratos et al.,
1991):
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(a) Los tiempos largos que en el laboratorio de control de calidad se requieren para
analizar y reportar alguna propiedad, implicando esto una accién correctiva con
retardo.

(b) El alto costo en inversién y mantenimiento del instrumento de medicién.

(c) La escasez de instrumentos o sensores sofisticados y confiables.

(d) Los errores de mediciéon (incluyendo ruido del instrumento) derivados de la
técnica de analisis.

(e) La pobre confiabilidad que se puede tener ante ambientes hostiles, etc.

Por lo anterior, el enfoque principal esta en disefiar estimadores que permitan inferir
propiedades no medibles en tiempo real (como son la composicidén instantanea del
copolimero, la concentracién de iniciador, la distribucion de pesos moleculares, etc.)
empleando un modelo dinamico del proceso en combinacién con una
retroalimentacion de salidas medibles en linea (basandose preferiblemente en
mediciones continuas, instantaneas y de bajo costo, como son temperatura, presion,
densidad, etc.).

Como se mencioné antes, los problemas de operaciéon y control de los reactores de
copolimerizaciéon estan relacionados estrechamente con la seguridad, la calidad y
especificaciones del producto, la rentabilidad, y la velocidad de produccién. A
medida que se exige una mejor calidad del producto y una mayor velocidad de
produccién se requieren condiciones de operacion mas severas, y consecuentemente
el problema de control (o simplemente de monitoreo) llega a ser mas dificil. Esto es
debido a que altas velocidades de produccién, con altas conversiones, implican una
operacién con comportamiento tipico no lineal (Ray, 1986): tendencia a la
inestabilidad del estado estacionario en un reactor continuo o de la trayectoria en un
reactor por lotes, fuerte acoplamiento entre las entradas y salidas del proceso, y alta
sensibilidad de las propiedades de calidad ante perturbaciones en las condiciones de
operacién. En principio, el uso de técnicas (avanzadas) apropiadas de control y
monitoreo ofrece la posibilidad de operar los reactores a altas demandas de calidad y
produccién, manteniendo niveles adecuados de seguridad y operabilidad del proceso.

Hay varios aspectos que deben considerarse en el desarrollo de técnicas de control:
(i) la definicion y monitoreo de la calidad del producto, (ii) la inferencia de las
variables de calidad a partir de mediciones en linea, (iii) el disefio de un control
multivariable con compensacién de interacciones que garantice la estabilidad
interna [esto es, evitando multiplicidad de entradas como se ha encontrado en los
trabajos de Balakotaiah y Luss (1985), y Adebekun y Schork (1989)], y con técnicas
de construccién y sintonizacién simples. En principio, un mejor controlador debe
obtenerse a partir de la construccién de un control con retroalimentacion de salidas
en combinacioén con un estimador de estados. No obstante, sin importar de que tipo
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de controlador se trate [ya sea control convencional lineal, control lineal
multivariable con retroalimentaciéon de salidas como en Congalidis et al. (1989),
control no lineal con retroalimentaciéon de estados como en Padilla et al. (1995), o
bien control no lineal con retroalimentacion de salidas como en Adebekun y Schork
(1989) y en Alvarez (1996)], la inferencia de los estados y de las variables de calidad
es un problema importante en la ingenieria de reactores de polimerizacién, que tiene
fuertes implicaciones (ademas del monitoreo y control) en:

(a) La deteccion de fallas.

(b) El escalamiento.

(c) El disefio de estrategias de operacion.

(d) La optimizacién del proceso.

(e) El desarrollo de sensores inteligentes, etc.

Esto motiva y justifica el alcance de este trabajo de investigacion: el estudio del
problema de estimacion y control en linea en reactores de copolimerizaciéon mediante
la teoria de control (geométrico) no lineal.

1.2 Antecedentes

Actualmente, la industria tiende hacia la adopciéon de tecnologias avanzadas de

automatizaciéon (ya sea monitoreo y/o control), sin embargo el progreso en reactores

de polimerizacion ha sido relativamente lento. Esto ha sido atribuido a diversos

factores, tales como:

(a) La falta de instrumentos en linea robustos y confiables (Ponnuswamy et al.,
1987).

(b) El insuficiente entendimiento de la dinamica del proceso.

(c) La alta sensibilidad a cambios en condiciones de operacién, perturbaciones, y
parametros del proceso.

(d) El comportamiento complejo no lineal de estos reactores (posible inestabilidad o
multiplicidad de estados estacionarios).

(e} El desarrollo de disenos robustos de control no lineal, que ademas como paso
necesario requieren del disefio de estimadores de estado.

A continuacion se hace una resena de los principales estudios que se han realizado
en estimacién, control y seleccion de sensores en linea en reactores de
polimerizacion.
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1.2.1 Estimacién de estados

Varios investigadores han realizado revisiones sobre el estado del arte en la teoria de
estimacion no lineal con aplicacion a procesos quimicos en general (Elicabe y Meira,
1988; Bequette, 1991; Valluri y Soroush, 1996; Wang et al.,, 1997; Doyle, 1998,
Alvarez y Lépez, 1999). De estos trabajos se puede concluir que las técnicas de
estimacion principales (mas empleadas) disponibles en literatura son las siguientes:
I. Observador a lazo abierto -OLA- : Este observador es por supuesto el que tiene el
disefio mas directo. La condiciéon necesaria para su empleo es que, la dinamica de
todos los estados (observador completo) o de algunos de ellos (observador reducido o
detector) tenga wun comportamiento asintéticamente estable. El principal
inconveniente es que la dinamica del error de estimacion no es ajustable, y por lo
tanto debe aceptarse el tiempo natural de asentamiento del proceso como tiempo de
convergencia. Esta técnica ha sido empleada con modelos de estado de orden
reducido para reactores quimicos (Daoutidis y Kravaris, 1994; Soroush, 1997;
Tatiraju y Soroush, 1997).

II. Filtro extendido de Kalman -FEK- (Jazwinski, 1970; Gelb, 1974): Esta técnica
(estocastica) es la mas empleada en ingenieria quimica, cuyo disefio es simple, y
basado en la minimizacién de la matriz de covarianza del error de estimacion. No
obstante, su diseno presenta algunas desventajas: solo es aplicable a plantas
completamente observables, no garantiza estabilidad, carece de criterio de
sintonizacién (ya que el ajuste de sus parametros se realiza a prueba y error), y el
método requiere de n(nt1)/2 ecuaciones diferenciales - tipo Ricatti - adicionales para
una planta n-dimensional (éste Ultimo ya no debe considerarse como un problema,
debido a que actualmente se cuenta con métodos numéricos y software
suficientemente robustos para su resolucién). En procesos de polimerizacion, el FEK
ha mostrado resultados aceptables y satisfactorios tanto tedrica como
experimentalmente (Jo y Bankoff, 1976; Hyun et al., 1976; Schuler y Suzhen, 1985;
Schuler y Papadopolou, 1986; Adebekun y Schork, 1989b; Dimitratos et al., 1991;
Kozub y McGregor, 1992; Ellis et al., 1988, 1994; Mutha et al., 1997a). Sin embargo
el buen desempeno del FEK esta limitado. En algunos casos éste depende, en buena
medida, del tipo de modelo empleado (simple o complejo); por ejemplo, Schuler y
Suzhen (1985) obtuvieron ineficiencia en las predicciones (para un reactor de
homopolimerizacién en solucién) al emplear un modelo complejo junto con errores
de modelado. Por otro lado, Dimitratos et al. (1991) logran desempenos aceptables
para un reactor de copolimerizacién en emulsién, a pesar de emplear un modelo
simplificado tanto para la implementacién del disefio estandar del FEK como para la
implementaciéon de un diseio modificado (con matrices del error de covarianza
variables en lugar de asumirlas constantes). En otra situacién, Kozub y MacGregor
(1992) proponen el empleo de dos FEK consecutivos para mejorar el desempeno
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lento que se obtiene cuando se emplea un solo filtro (lo cual ocurre debido a que no
se tienen establecido un criterio de sintonizacién - velocidad de convergencia),
actuando el segundo filtro como una accién integral para la compensaciéon de
errores.

III. Observador Geométrico -OG- (Bestle y Zeitz, 1983; Krener e Isidori, 1983; Krener y
Respondek, 1985; Xia y Gao, 1989): Este método de estimacién esta basado en la
nocion de linealizacién mediante un cambio de coordenadas, adoptada de la teoria
de control no lineal (Isidori, 1995). Esta técnica garantiza convergencia (mas no
robustez) con una dinamica del error de salida lineal, lo cual permite que los polos
de su ecuacién caracteristica puedan ser asignados. Sin embargo, el buen
comportamiento de la dinamica asociada al error de prediccién de las salidas (en
términos del cambio de coordenadas) viene a ser una limitante: la clase de plantas a
las que se aplica estd muy restringida, y es imprescindible la resolucién de n
ecuaciones diferenciales parciales acopladas. Pocos son los sistemas en ingenieria
quimica que admiten solucién a este problema, entre ellos los trabajos de Kantor
(1989) y Limqueco et al. (1991).

IV. Observador de alta ganancia -OAG- (Tsinias 1989; Gauthier et al.; 1992; Deza et
al., 1992, 1993; Ciccarella et al., 1993): Este observador deterministico esta derivado
del observador de Luenberger (Luenberger, 1961, 1971), el cual emplea ganancias
constantes. Su sintonizacién se realiza mediante una técnica de alta ganancia para
controlar la velocidad de convergencia; sin embargo, el procedimiento es complejo.

Este observador ha sido empleado en reactores biologicos y de polimerizacién (Van
Dootingh et al., 1992; Dochain, 1992).

V. Observador de modo deslizamiento -OMD- (Slotine et al., 1987; Walcott et al.,
1987): Se construye a partir de superficies deslizantes (cuya metodologia se basa en
una simplificaciéon de notacién, la cual consiste en remplazar un sistema de n-ésimo
orden por uno estable de primer orden), y alternando ganancias constantes. Esta
técnica garantiza estabilidad robusta, pero tiene un diseno complicado. Entre los
trabajos de aplicacion de este observador esta el estudio realizado por Wang et al.
(1997), para dos reactores continuos en serie con cinética de primer orden.

Las técnicas antes mencionadas estan restringidas a plantas no lineales
completamente observables (Krener y Respondek, 1985), y su extension a plantas
detectables (esto es, parcialmente observables) no es simple, como muestra el trabajo
de Tsinias (1990).

En resumen, en ingenieria de reactores de polimerizacién, el FEK es la técnica de
estimacion mas empleada. Sin embargo, ésta y las otras cuatro técnicas descritas
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son restrictivas o presentan desventajas para su implementaciéon. De aqui surge la
necesidad de desarrollar estimadores de estados (para plantas observables o
detectables), que sean: robustos, simples y sistematicos en construcciéon -
sintonizacién, y que garanticen estabilidad.

1.2.2 Control avanzado

El problema de control en reactores de polimerizacién ha sido estudiado mediante el
empleo de diversos tipos de control: lineal (convencional), lineal multivariable, no
lineal, prealimentado, con retroalimentacién de estados, o con retroalimentacion de
salidas. No obstante, pocos son los trabajos que se reportan con aplicaciéon en la
industria (Congalidis et al., 1989; Ellis et al.,, 1994; Arzamendi et al.,, 1991;
Congalidis y Richards, 1998).

Los disenios de control lineal (Congalidis et al., 1989; Arzamendi et al., 1991),
construidos mediante una linealizaciéon local del sistema no lineal, no son
recomendables para sistemas fuertemente no lineales, debido a que muestran
problemas de estabilidad, robustez y desempefio. Esto ha motivado al uso de la
teoria del control geométrico no lineal (Wonham, 1985; Isidori, 1995; Nijmeijer y Van
der Shaft, 1990), de acuerdo a la cual el problema de control debe abordarse en dos
etapas (de igual importancia):

(a) una etapa de analisis, donde el énfasis esta en derivar, a priori, condiciones de
resolubilidad verificables (que deben ser necesarias para que exista solucion al
problema de control), y

(b) una etapa de disefio, la cual consiste en construir, sintonizar, e implementar el
controlador de forma sistematica.

Entre las aplicaciones del control geométrico no lineal estan los trabajos de:
Kravarish y Soroush (1990}, en el cual se construye un controlador con dinamica del
error de salida de segundo orden para un reactor de copolimerizacién por lotes;
Padilla et al. (1991), en el cual se aborda el problema del control de un reactor
continuo de copolimerizaciéon empleando una extensién dinamica (que consiste en
una redefinicién de estados y variables de control); y Padilla et al. (1995, 1997), en
las cuales se estudia el problema del control con retroalimentaciéon de estados en
reactores de copolimerizacién. No obstante, en estos trabajos se considera que todos
los estados son conocidos, lo cual en-la practica no sucede. Una solucién a este
problema consiste en acoplar el sistema de control con un estimador de estados en
linea. Entre los trabajos que consideran esta estructura estan: Adebekun y Schork
(1989), Kozub y MacGregor (1992), Ellis et al. (1994}, y Mutha et al. (1997b), en los
que se considera la combinacion de un controlador con un FEK; Soroush y Kravaris
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(1992, 1994), que emplean un control geométrico no lineal en combinaciéon con un
observador de orden reducido; y Alvarez (1996), que presenta un esquema de un
control geométrico no lineal con un estimador de estados no lineal.

Es importante mencionar que la seleccién del controlador y estimador no es trivial.
En sistemas lineales, el principio de separacion (Wonham, 1985) garantiza la
estabilidad del controlador-estimador a lazo cerrado; sin embargo, este principio no
es aplicable a sistemas no lineales. A pesar de ello, existen algunos resultados que
permiten garantizar la estabilidad y dar criterios de convergencia para el caso no
lineal: condiciones de estabilidad asintética local y global (Vidyasagar, 1978)
mediante el empleo de la teoria de estabilidad de Lyapunov, condiciones de
detectabilidad (Byrnes et al., 1991; Soroush, 1997), etc.

1.2.3 Sensores en linea

La seleccion de las mediciones no es trivial, ésta depende de la propiedad de
observabilidad /detectabilidad de la planta. Esta propiedad es una relacién entre las
mediciones disponibles y los estados del modelo que pueden determinarse a partir
de dicha relacion (la definicién formal se dara en el capitulo 3). Por ejemplo para el
caso de reactores de homopolimerizacion (Ray, 1986), se conoce que a partir de
mediciones de temperatura es posible inferir la conversién y/o la concentracion del
iniciador (ya que los cambios en temperatura se relacionan directamente con la
velocidad de reaccién, la cual a su vez depende de dos factores: la concentraciéon de
monoémero - equivalente a la conversion- y de la concentraciéon de iniciador). Esto
mismo puede aplicarse a otras mediciones como se resume en la Tabla 1.1, lo cual
esta basado en una linealizacion del modelo y pruebas de observabilidad lineal.

Tabla 1.1 Propiedad de observabilidad (O) o detectabilidad (D) en reactores de
homopolimerizacién, en funcién de las variables medidas (Ray, 1986)

* Medicién pom I M, M,
T O 0 D D
T, 1 0 o D D
T, o 0 0 D D
T,mop,un @) 0] Oo/D 0]
T,nop, GPC 0 0 0 0

* - ' B .. e
p: conversién, m: concentracion del monémero, I: concentracién del iniciador, M, : peso molecular
promedio-nimero, M, : peso molecular promedio-peso.
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De acuerdo a lo anterior, el estudio y evaluacion de sensores en linea para reactores
de polimerizacion es un tema de investigacién importante. En algunos trabajos se ha
hecho revisiones extensas sobre posibles instrumentos de medicién (MacGregor y
Tidwell, 1980; Hoogendoorn y Shaw, 1980; Ponnuswamy y Shah, 1986; Ray, 1986;
Chien y Penlidis, 1990; Schork, 1991), mostrando sus caracteristicas, ventajas,
desventajas, e implicaciones de su empleo para esquemas de estimacién y/o control.
Entre los instrumentos propuestos (tanto de sehales continuas como discretas) para
reactores de polimerizaciéon estan los siguientes: indicadores de temperatura, presion
y volumen, densimetros, viscosimetros, tensiometros, refractémetros, medidores del
torque de agitacion, dispersores de luz, cromatéografos de gas y permeacion gel, etc.

Otros trabajos (experimentales) proponen estrategias de inferencia (sin adoptar una
técnica de estimacion o control) para la conversién y composicion de homo- y
copolimeros, mediante el uso de mediciones secundarias y el desarrollo de
expresiones que relacionan dicha mediciéon con la conversién y/o composicién. Por
gjemplo, Bahr y Pinto (1991) emplean el indice de refraccion como medicién
indirecta, Canegallo et al. (1993} emplean la densidad, Kontogeorgis y Fredeslund
(1994) emplean la presion de vapor, Henderson (1987) emplea la viscosidad, y
Crowley y Choi (1995) emplean la constante dieléctrica.

En la mayoria de los trabajos mencionados en las dos subsecciones anteriores (y
resumidos en la Tabla 1.2), las variables medidas han sido principalmente la
temperatura, la conversion mediante el indice de refraccién, las concentraciones de
monémeros residuales y la distribuciéon de pesos moleculares por medio de métodos
cromatograficos. Sin embargo, las mediciones de concentraciones y de pesos
moleculares no son factibles en linea, debido a que son mediciones discretas con
retraso (de aproximadamente 15 min), que ademas requieren instrumentos
sofisticados. Muy pocos han empleado medidas en linea convencionales o
secundarias, como son temperatura, densidad, viscosidad, presion, etc. Es por esto,
que uno de los objetivos de este trabajo es probar que mediante mediciones
indirectas es posible reconstruir los estados del reactor, asi como las propiedades del
polimero.
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Tabla 1.2 Antecedentes de mediciones empleadas en reactores de polimerizacién

Obieti *Mediciones *Variables Tipo de
JEUYo | continuas inferidas/controladas|  polimerizacion
Jo y Bankoff Homopolim. /solucién
i i6 P, M
(1976) Estimacion M7 w (reactor continuo)
Schuler . B n, T (DPM Homopol./masa
(1980) Estimacion discreta) DPM (reactor continuo)
Schuler et al. Homopol. /solucién
i i6 , M, M
{1985, 1986) Estimacion n, T Py Vi M (reactor por lotes)
Congalidis et al. Copolim. /solucién
m,, m, M_,T P,c, M
(1989) Control Lz w r v (reactor continuo)
Adebekun y Estimacién T M. M Homopol./solucion
Schork (1989a, b) | y control m, wow (reactor continuo)
Kravaris y Copolim. /solucién
m,, m,, M_,T c, M
Soroush (1990) Control L2 > (reactor por lotes)
Dimitratos et al. Copolim. /emulsién
i i6 T, m,;, m c, M
(1991) Estimacion P2 W (reactor semicontinuo)
Kozub y McGregor| Estimacion m. m. D c M Copolim. /emulsién
1992a, 1992b y control 172 T W semicontinuo
( )
Leiza et al. Copolim./emulsién
m,, m,, D c, N
(1993) Control L2 T P (semicontinuo)
Ellis et al. Estimacion| T, p (DPM I DPM Homopol./solucién
(1988, 1994) y control | discreta) b, % (reactor por lotes)
Soroush y Estimacién T LS Homopol. /solucién
Kravaris (1994) y control P, m, (reactor continuo)
Tatiraju y . . Homopol./solucién
. LM ,M
Soroush (1997) Estimacion K T new {reactor continuo)
Mutha et al. p, T(c, D, 1 Copolim. /emulsién
i i6 , N, M
{1997a) Estimacion discretas) Py Vo M (reactor por lotes)
Mutha et al. Estimacién o o M Homopol./solucién
{1997b) y control Py 1 oW (reactor continuo)
Padilla y Alvarez Copolim./solucién
m,, m, S, T P,c M
(1997) Control v p &PV (reactor continuo)
Congalidis y m,, m,, m;, Terpolim./emulsion
Control c, U

Richards (1998)

i (discretas)

(reactor continuo)

*e composicién instantanea del copolimero o terpolimero, Dp: tamario de particula, DPM: distribucién

de pesos moleculares, H: calor liberado, I: concentracion del iniciador, p: conversién, m;: concentracién

del i-ésimo monémero, M,,: peso molecular promedio-peso, M, : peso molecular promedio-niimero, N

numero de particulas, P.: velocidad de produccién, S: concentracién de solvente, T: temperatura, n:

indice de refraccién, p: viscosidad, p: densidad, t: torque del agitador.
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1.3 Objetivo y aportaciones

Los problemas anteriores motivan y justifican el desarrollo de esquemas de
estimacion y control no lineales robustos (que garanticen estabilidad con criterios de
convergencia) para reactores continuos de copolimerizacién en solucién. Por lo cual,
en esta tesis se presenta una metodologia para el disefio de estimadores y
controladores (geométricos) no lineales que permitan inferir propiedades no medibles
en tiempo real (como son la fracciéon de soélidos, la composicién instantanea, la
conversion, el peso molecular peso-promedio, y la velocidad de producciéon del
copolimero), empleando un modelo dinamico del proceso en combinaciéon con una
retroalimentaciéon de salidas medibles en linea (seleccionando mediciones continuas,
instantaneas y de bajo costo, como son densidad, indice de refraccién, temperatura,
y volumen).

La metodologia propuesta aborda principalmente tres aspectos de estudio:

Primero, el estudio de los reactores continuos de copolimerizacién en solucién. Donde
la finalidad es describir, entender, caracterizar e interpretar el comportamiento
dinamico del reactor mediante un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales.
De forma particular, como ejemplo de aplicacién, se considerara el sistema de
copolimerizacion metil metacrilato - acetato de vinilo, en acetato de etilo como
solvente, y AIBN (azo-bis-isobutonitrilo) como iniciador. Este sistema de
copolimerizacion se ha seleccionado ya que los comonémeros presentan una
diferencia significativa en reactividades y en efecto gel (lo cual significa tendencia a
inestabilidad, y condiciones severas de operacion). Ademas, este sistema a lazo
abierto ha sido estudiado exhaustivamente, tanto teérica como experimentalmente
(lo cual permite validar el modelo del reactor desarrollado en este trabajo).

Segundo, el esquema de estimacién no lineal a lazo abierto. En €l cual se desarrolla
un estimador geométrico no lineal, con las siguientes caracteristicas: (a)
construccion sistematica, (b) disefio con criterio de convergencia, (c) técnica de
sintonizaciéon simple, sistematica (mediante la asignacién de polos, de forma similar
a las técnicas de control y filtrado lineal convencional), y con interpretaciéon fisica, y
(d) la estructura de estimabilidad (i.e., grado de observabilidad y particién de los
estados observables - no observables) es un grado de libertad del disefio.

Tercero, el esquema de control no lineal con retroalimentacién de mediciones. En el
cual se propone un controlador construido a partir de la combinacién del estimador
de estados a lazo abierto, con el control no lineal con retroalimentacion de estados;
mostrando caracteristicas similares al estimador (en cuanto a disefio, construccién,
sintonizacién, y convergencia).

P
Jin,
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Para implementacion de los esquemas de estimacion y de control propuestos, se han
seleccionado como mediciones en linea a la densidad, el indice de refraccion, la
temperatura y el volumen. Con el objetivo de inferir y regular las variables de calidad
(conversién, composicién instantanea, y peso molecular promedio-peso del
copolimero), de seguridad (fraccion de sélidos y temperatura), y velocidad de
produccién. Con la finalidad de determinar la robustez de los esquemas propuestos,
tanto el estimador como el controlador no lineal seran implementados introduciendo
errores en las condiciones iniciales, cambios en las entradas exdgenas, errores en los
parametros del modelo, € inyeccién de ruido en las mediciones.

1.4 Organizacion de la tesis

En el capitulo 2, intitulado “Reactores de copolimerizacién en solucién”, se plantea la
cinética de copolimerizaciéon y el modelo matematico para reactores continuos,
semicontinuos, y por lotes. Enseguida se hace un analisis del comportamiento
dinamico y en estado estacionario del reactor continuo a lazo abierto, lo cual es
importante como punto de comparaciéon para la velocidad de convergencia del
estimador no lineal (puesto que este es el comportamiento de un estimador con
ganancia cero, equivalente al observador a lazo abierto OLA definido en la seccion
1.2.1), y para la comparaciéon de la estabilidad del controlador no lineal (ya que se
considerara la regulacion de un estado estacionario inestable).

En el capitulo 3, intitulado “Estimacion de estados no lineal”’, se presenta el
estimador no lineal: (a) las condiciones de estimabilidad, que garantizan a priori (esto
es, antes de simulaciones numéricas) la solucién al problema de estimacién, (b) la
construccion, que como se ha mencionado, es simple y sistematica, (c) los criterios
de convergencia, que garantizan la estabilidad del estimador (mostrando la prueba
técnica de convergencia en el Apéndice F), (d) las medidas de estimabilidad, las
cuales son medidas cuantitativas del desempefo-robustez del estimador, (e) la
técnica de sintonizacién, que consiste de la asignacion de polos de forma similar a
sintonizacién de filtros lineales de una entrada y controladores lineales de una
entrada - una salida, y tiene una interpretacion fisica (definiendo tiempos de
asentamiento y el factor de amortiguamiento), (f) los grados de libertad del disefio del
estimador, los cuales son principalmente la estructura de estimabilidad y los
parametros de sintonizacion; y finalmente (g) una comparacion cualitativa con el
FEK, en cuanto a ventajas y desventajas de este disefio y el propuesto.
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En el capitulo 4, intitulado “Estimacion de estados en reactores de
copolimerizacidén”, se plantea una estrategia para la seleccion de la estructura de
estimabilidad. Ya que de forma estricta, existen 116 posibles estructuras para el
reactor de copolimerizacién, y con algunas consideraciones pueden reducirse hasta
22 estructuras. Después, en la etapa de andlisis, se plantean las condiciones de
resolubilidad, y las medidas de estimabilidad para las estructuras definidas.
Finalmente, en la etapa de disefio, se construyen, sintonizan, e implementan cuatro
estimadores (con diferentes grados de estimabilidad) para compararlos entre si, y
corroborar las conjeturas realizadas en la etapa de analisis.

En el capitulo 5, intitulado “Control no lineal con retroalimentaciéon de mediciones”,
primero se plantea el problema de estimacién de estados, €l cual debe considerarse
como el ‘control exacto'. Enseguida se propone un esquema de controlador-
estimador: su construccidn, criterio de convergencia, y sintonizacion. Finalmente, se
implementa en el reactor de copolimerizacién, considerando la mejor estructura de
estimabilidad obtenida en el capitulo 4; que en forma similar al problema de
estimacion, se divide en dos etapas: analisis y disefo.

Por ultimo en el Capitulo 6, intitulado “Conclusiones”, se discute y resume la
contribucién de este trabajo de investigacién, se dan algunas recomendaciones y
trabajo futuro de investigacién.
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Capitulo 2

REACTORES DE COPOLIMERIZACION EN

SOLUCION

En este capitulo se presenta el modelo matematico para la copolimerizaciéon en
solucion via radicales libres (para reactores continuos, semicontinuos , o por lotes).
La finalidad es describir, entender, caracterizar e interpretar el comportamiento
dinamico del reactor mediante un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales.
Para ello, primero se analiza el comportamiento alrededor de estados estacionarios y
luego de trayectorias. Este analisis es importante como punto de comparacién para
la velocidad de convergencia del estimador no lineal, del desempeno y estabilidad del
controlador no lineal que se construiran en los siguientes capitulos.
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2.1 Modelo matematico del reactor

El objetivo de este capitulo es establecer el modelo del reactor de copolimerizacién en
solucion, via radicales libres. El modelo de este sistema es fundamental para: (a)
estudiar el comportamiento del reactor a lazo abierto, (b) disefiar la operacién
nominal, la cual representa una condicién severa para el problema de estimacion y
control, (c) implementar estrategias de estimacion y control geométrico no lineal, y
(d) obtener el comportamiento limite alcanzable para un estimador y controlador
retroalimentado. El presente modelo se obtiene a partir de principios basicos de
cinética quimica, transferencia de calor, reologia, fisicoquimica e ingenieria de
reactores de polimerizacion.

En la primera secciéon se describe el reactor y las expresiones matematicas del
modelo correspondiente. En la segunda seccion se diseiia la operaciéon nominal, y se
realiza un analisis del comportamiento y estabilidad del reactor en estado
estacionario y transitorio.

2.1.1 Balances de materia y energia.

El desarrollo de modelos y el comportamiento dinamico de reactores de
copolimerizacién en solucién ha sido motivo de varias investigaciones (Ray, 1971,
1972; Hamer et al., 1981; Schmidt et al., 1984; Teymour y Ray, 1989, 1992; Pinto y
Ray, 1995, 1996), en las que incluso se han realizado verificaciones experimentales.
Un modelo puede ser sencillo o complejo dependiendo del centro de interés. Para
ingenieria de reactores y control de procesos, éste debe tomar en cuenta: la cinética
quimica, las propiedades de mezclado, los cambios en las propiedades fisicas, y las
variaciones en temperatura. Los procesos de copolimerizacion en solucién via
radicales libres se caracterizan por tener incrementos de temperatura por la alta
generaciébn de calor, incrementos en la viscosidad que genera dificultades
difusionales, y un efecto gel o “Tromsdorff” que vuelve incontrolable la reaccién,
aumentado la temperatura, produciendo una conversion rapida y en ocasiones
taponamiento del equipo.

El modelo que aqui se emplea corresponde al desarrollado y presentado en Lopez
(1995) y Padilla (1997), el cual considera:

(i) Un mecanismo por radicales libres tomando en cuenta las etapas de iniciacion,
propagacion y terminacién (Tabla 2.1). Los efectos de transferencia de cadena a
monoémeros o solvente se han despreciado, por simplicidad del modelo y puesto
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(i)

que el control de la distribuciéon de pesos moleculares no es un objetivo en este
trabajo.

El efecto gel (Sharma y Soane, 1988; Hamer et al. 1981), el cual causa la
disminucién de las velocidades de terminaciéon causadas por un decremento en
la movilidad o difusién de las cadenas poliméricas. Este fenémeno modifica las
propiedades finales del polimero: los pesos moleculares son mas altos y su
distribucién se vuelve mas ancha.

(iii) La variacion de la densidad de la mezcla polimérica con respecto a la fraccion de

so6lidos, debido a que los polimeros son invariablemente mas densos que sus
monémeros provocando una contraccién en el volumen de reaccion. Para ello se
introducen un conjunto de parametros {g,, €,, ¢, ¢,, ¢;}:

& zl_plm/plP

&=1-p7/p;

&, =(1—£{”)(l—glmle)/(l—gl)+g{"mle +e’p,, &"=1-p"[p (2.1)
o, =(1_€;)(1—82m2e)/(1_82)+g;nm2e+€;p2e" el =1-p/p

¢, =1+ (s,-1), e=1-p'[p

donde ¢, y &, son las contracciones de volumen de los monémero puros 1y 2,
respectivamente, referidos a la densidad del polimero correspondiente; ¢,, ¢,, v ¢,

corresponden a las contracciones de volumen del monémero 1, monémero 2, y
solvente en la alimentacién, respectivamente, referidos a la densidad de la
mezcla polimérica (ya que las materias primas pueden contener impurezas o
parte del monémero prepolimerizados). En caso de que las materias primas sean
puras (esto es, m;, = my, =5, = 1y p,. = Py = 0), entonces {g), &,, ¢, &,, 03} = {g,, &,,
1, 1, 1}. En el caso de densidad constante (generalmente a bajas conversiones o
altas concentraciones de solvente), se tiene que no hay correccién por
contraccion de volumen y entonces {g;, €,, ¢,, $,, ¢} = {0, 0, 1, 1, 1}; reduciéndose

el modelo al presentado por Hamer et al. (1981).

El efecto de la variacion de la viscosidad (Alvarez et al., 1994) sobre el coeficiente
de transferencia de calor (Henderson, 1987), ya que un aumento en la viscosidad
conduce a problemas en la velocidad de agitacion, asi como en una reduccion en
la transferencia de calor y aumento en la temperatura (con posibilidad de
disparos térmicos e inestabilidad del proceso).



22 REACTORES DE COPOLIMERIZACION EN SOLUCION

Tabla 2.1 Mecanismo cinético de la copolimerizacién

Iniciacién Propagacién Terminacién
k (Bt M~ P, k
I——2R ki P +P —u->D
Ropt iy p B tM =20, OV
R + M K, Q, 1 Qn,m + Ml - 7 ‘Pn+l,m i e kin l;*"J"*‘l
2 > \Qn,m + M, Ky Qn,m+1 Q,,,m T L, g

L R, M, M, P ,0Q. D, . representan a el iniciador, los radicales primarios, el monémero 1, el
monémero 2, las cadenas poliméricas activas con n unidades de M, y m unidades de M, terminando con
un radical activo M|, las cadenas poliméricas activas con n unidades de M, y m unidades de M,
terminando con un radical activo M,, y las cadena poliméricas muertas con n unidades de M, y m
unidades de M, respectivamente. £, ki)., kpij’ ktij denotan las constantes de velocidad de disociacién del
iniciador, de formacion de radicales primarios, de propagacion y de terminacion, respectivamente.

solvente
59, LS
iniciador
L W,

0 01
m,q,T, monomero 2
my g, b,

copolimero
g, T

Figura 2.1 El reactor de copolimerizacién en solucién
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El modelo que a continuacion se presenta es valido para un reactor lote, semilote, o
continuo tanque agitado (ver Figura 2.1) en estado transitorio, donde el calor
generado por reaccién es eliminado mediante una camisa de enfriamiento. Para el
caso de reactores continuos en estado estacionario, el término de acumulacién (x) es
igual a cero, generando un sistema de ecuaciones algebraicas. Para un reactor
semicontinuo, los términos de salida deben eliminarse, y para un reactor por lotes,
ambos términos de entrada y salida deben eliminarse. El modelo dinamico del
reactor esta descrito por el siguiente sistema de (nueve) ecuaciones no lineales [el
detalle sobre el desarrollo del modelo puede verse en Lopez (1995), y las
funcionalidades se encuentran resumidas en el Apéndice A]:

m =-n (ml’m29p1’p29i9T)+(qlmle —qeml)/V =1

m, = -1, (mlangplspz,i,T)+(q2m2e _qemz)/V ::fz
plZ[rl(ml’mz’p”pz’i’T)](l_gl)+(q1p1e—qepl)/V:=f3

pz :[rz (mlamzaplapz,i,T)](l—gz).}_(quze__qepz)/V:zf;‘

z=—r,(i,T)+(w,e/1"—qei)/V:zf5 (2.2)

T:rT(ml’mzapl’pz,i,T)—}’(T—TC)+qhe—qh = f,

V=q,-q =1
Ho =Ty (ml,mz,pl,pz,i,T,,uo)+|:(q1 +q2)lu0e _qe,uo]/V =Js

=1, (mx’mz’plspz’iaTnuz)+|:(‘]1 +Q2),U2e _qe/'lZ:]/V =1

donde el flujo g,

q. = 4,9, + 4.0, + 4,9 '(’351 +r2£2)V
corresponde al flujo de alimentacion corregido por la variacién de la densidad, y
como se menciond anteriormente si la densidad es constante entonces {g,, €,, ¢,, ¢,,
o=141,1,1,0,0} y g.=¢q; *+ g, + q, (con lo cual el modelo se reduce al presentado
por Hamer et al., 1981).

Los estados (x) del reactor son: las concentraciones adimensionales referidas a los
componentes puros (ver definicién en Apéndice A) de monémero 1 (m;), monodmero 2

(m,), mondémero convertido 1 (p,), monémero convertido 2 (p,), € iniciador (i); la
temperatura (7), el volumen (¥), el momento cero (y,) y el segundo momento (u,) de
la distribucion de longitud de cadena (DLC). Cabe senalar que la concentracion de
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solvente (s) no se ha incluido como un estado dinamico ya que la suma de las
concentraciones adimensionales de los mondémeros remanentes, de los monémeros
convertidos, y del solvente es igual a uno; y por tanto

s=1-(m +m,+p +p,)

Las entradas de control (u) son: los flujos volumétricos de alimentacién de los
monoémeros (q,, ¢,), €l flujo volumétrico de descarga (g), y la temperatura de la

camisa (7).

Las entradas exégenas (d) son: las concentraciones de alimentacion de los
monoémeros puros y convertidos (m,,, m,,., P, P2e)» 1as temperaturas de entrada de los

monémeros y solvente (T,,, T,,, T,.), €l flujo volumétrico de alimentacion del solvente
(gy), ¥ €l flujo masico de alimentacion del iniciador (w,).

Las funciones escalares n, n, 1,
descomposicién del iniciador, de conversion del i-€simo monémero, de generacion del

i-ésimo momento de la DLC, y de intercambio de calor, respectivamente.

y rp corresponden a las velocidades de

2.1.2 Mediciones en linea

Para monitorear y controlar el reactor se dispone de medidas (en linea) de la
temperatura (y;) mediante un termopar o RTD, el volumen (y,) mediante un sensor

de nivel, la densidad (y) mediante un densimetro, y el indice de refraccion (y)
mediante un refractémetro:

y=(¥, ¥ y0. W) (2.3)
Estas mediciones han sido utilizadas exitosamente en varios estudios de estimacion
en linea para reactores de polimerizacion (Jo y Bankoff, 1976; Ray, 1986;

Ponnuswamy y Shah, 1986; Schuler y Suzhen, 1985; Canegallo et al., 1993; Ellis et
al., 1994).

El calculo de la densidad (p) es obtenido a partir de la aditividad de volimenes:

S

P
W, w

m._.m m._.m D, P p,.r : 1 wlm w;” wlp
V=W Uy +W,0, +WU +W,05 +WD,, obien —=-—+— —+—2
P A P A PP

5

Donde uji., wji.,
densidades de los componentes puros en la mezcla polimérica. Para propoésitos
practicos se considera que la mezcla polimérica es ideal e independiente de la

temperatura (ya que la variacién de la densidad con la temperatura es pequena,

y pl son los volumenes especificos, las fracciones masa, y las
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comparada con la variacién con respecto a la concentracién. La expresiéon para la
densidad usada (Lopez, 1995) es la siguiente:

p(m,my, pi,p)=m(pl = p*)+my(pF - ' )+ (o -2 )+ 2 (PF - ") (2.9)

donde p%, o5,m”%, M, P son las densidades de los mondmeros puros, solvente, y

polimeros, respectivamente.

La dependencia del indice de refraccién (77) en los estados del reactor se establece

con la teoria de Lorimer (Lorimer, 1972a, 1972b; Lorimer y Jones, 1972) para

polimeros en solucién. En ésta se toma en cuenta los cambios de volumen, los

efectos de polidispersidad, las concentraciones y refracciones especificas parciales de

cada uno de los polimeros en solucion, de acuerdo a la expresiéon (Lorimer, 1972b):
An _n-n,
¢, ¢

s s

Donde n es el indice de refraccion de una soluciéon conteniendo un polimero de
concentraciéon c¢,, 7, es el indice de refraccién del solvente, v es el incremento del

indice de refraccion especifico a dilucién infinita, y a, depende de la longitud de onda

=V +ac,

y de la temperatura. Para un copolimero en solucién, el indice de refraccion esta
dado por:

2
n(my, my, p, p,) =7, + pVpl + Va5 +a, (plplp + pzp;) (2.5)
2
_m(m-n)+m(m,-n)+(1-p - p)n, [ 3n,.2=2 \( pvip! + papl
770 - ’ a2 - 3 P P
l1-p -p, 2m,” +4n, P+ PP

Las dependencias del par (p, 7) con respecto a la temperatura no se tomaron en
cuenta, ni las propiedades en exceso. No obstante, en caso necesario (para estudios
mas rigurosos y con otros fines de entendimiento) se pueden incluir, sin que esto
modifique las estrategias de estimacién y control que se presentan en el presente
trabajo de investigacion.

2.1.3 Variables de calidad

Las salidas de interés (z) o variables de calidad son: la fracciéon de sélidos (z5), la

composicion instantanea del monémero 1 (z¢), la conversién del copolimero (zp), el
peso molecular promedio-peso (z,) de la DLC, y la velocidad de produccion de

copolimero (zr):

— !
z—(zs, Zey Zps Zpgs zR)
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Estas variables son clave en el monitoreo del nivel de seguridad, operabilidad,
produccién, y calidad de un reactor industrial; y estan definidas como:

m - masa de polimero formado
* masa de monémero remante + masa de polimero formado + masa de solvente

velocidad de crecimiento del polimero 1

Cc =
- velocidad de crecimiento del polimero 1 + velocidad de crecimiento del polimero 2

moles de polimero formado

moles de monomero remante + moles de polimero formado

R =velocidad de formacion de polimero, en Kg/h

M= segundo momento de la DLC

primer momento de la DLC

Correspondiendo a las siguientes expresiones:

PP+ PP
m (o7 =02 )+m,y (05— 02 )+ b (PF = 2)+ pa(P5 - 2)+ P2

r(m,m,, p, py, i, T) My
rl (ml’mZ’pl’pZ’i’T)Mla +r2 (mIsznplapzaiaT)M;

m (ml’mzapppz):

c(m,my, py, p,,i,T) =

PR +pF
mM; +m,M; + p R’ + p, By

p(m,m,, p,p,)= (2.6)

R(ml’m2’pl’p2’i’T)=|:r1 (ml’mZ’pl’pZ’i’T)p]a +n (ml,mz,pl,pz,i,T)p;:lV

H

M 3m7 s s -
(my,my, py, Py 1) PV

En caso de requerirse el peso molecular promedio-nimero (N = primer momento de la
DLC / momento cero de la DLC) o la polidispersidad (Q = M / N), éstos se calculan
mediante las siguientes expresiones:

P’ +p, P’
N(ml’mzsplspzuuz) :le'u—zz
0

Holy
(Pxplo +p. By )2

Q(mxsmzaplapza,uz)z
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2.1.4 EIl modelo dindmico

El sistema de ecuaciones (2.2) que describen el reactor de copolimerizacién puede
ser reescrito en la siguiente forma compacta:

X :fI:x, u(t) d(t), b], y = h(x,b), z = hz(x,b)

(2.7)
xeX, yeY, zeZ, ueU, deD, beB
donde

x=(m,my, p, p,, i, TV, iy, 14,) dim(x)=9
u=(9,.9,T,q)" dim(u) =4
d=(m,.my,, P, P20, 1. 5o T g, w3, ), dim(d)=9
y=(Yp Yy v W) dim(y) = 4
z=(zs, Zor Zp Zpgs ZR)’, dim(z):S
h(xb =[p (x).7(x) TV]’, dim(h) =4

(x,d,b) [m (x).¢(x), p(x). M(x R(x):l dim(h,)=5

El vector b corresponde a los parametros del modelo (constantes cinéticas, calores de
reaccion, factores de contraccién de volumen, etc.). Los conjuntos X, Y, Z, U, y B son
conjuntos acotados y delimitados por consideraciones fisicas. Las entradas de
control u,(?), ..., u,(#) y las entradas exogenas d,(?), ..., d(f) son funciones del tiempo
continuas por tramos, y los mapas f g y 4 son suficientemente suaves (diferenciables)
alrededor de la evolucion E(r)

E() = {x(t).u(t).d(t).y(¢)} (2.8)
x(0)=0,[1.1,.x,u(t),d(t),b] (2.9)
Donde la trayectoria x(#) (posiblemente inestable) esta determinada Gnicamente por el
conjunto de datos {x,, u(f), d(¢), b} (estados - entradas de control - entradas exégenas

- parametros iniciales).

2.2 Analisis del comportamiento y estabilidad del reactor

En esta seccion se considera el caso particular de la copolimerizacion en solucién de
metil metacrilato (MMA) - acetato de vinilo (AV) en acetato de etilo (AE) como solvente,
empleando Azo-bis-isobutironitrilo (AIBN) como iniciador, en un reactor continuo (los
valores de los parametros del modelo, asi como la geometria del reactor se
encuentran en el Apéndice B). Se escogi6 este sistema en particular, debido a que:
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e Su comportamiento a lazo abierto ha sido estudiado ampliamente tanto teérica
como experimentalmente (Hamer et al., 1981; Schmidt et al., 1984; Teymour y
Ray, 1989, 1992; Pinto y Ray, 1995a, 1995b).

e En copolimerizacion el MMA es mucho mas reactivo que el AV, ya que la razén
entre sus reactividades es r,,/7,v ® 860 (Brandrup e Immegut, 1989); lo cual
significa una mayor tendencia a inestabilidad, y condiciones severas de
operacion.

¢ El reactor continuo puede presentar multiplicidad de estados estacionarios,
estables o inestables (lo cual nos permite someter los esquemas de estimacién y
control a una prueba drastica de operacion).

e Este sistema ha sido motivo de algunos estudios de control (Congalidis et al.,
1989; Kravaris y Soroush, 1990; Padilla, 1995), los cuales se puede tener como
referencias para el desempefio del controlador que en este trabajo de
investigacion se propone.

Las condiciones de operacién del reactor continuo en estado estacionario se
diseharon tomado como referencia el reactor estudiado por Congalidis et al. (1989), y
modificAndolo para obtener condiciones mas severas. El estado estacionario
empleado por Congalidis et al. (1989), como punto de referencia (setpoint) para
control, corresponde a:

(1) Concentraciones adimensionales (m,, m,, p;, p,, s) = (0.0647, 0.5535, 0.0791,
0.0526, 0.02501),
(2) conversion del 20% (con lo cual asumen que la viscosidad es constante y

moderada, y por lo tanto no consideran el efecto gel ni variaciones en el
coeficiente de transporte de calor),

(3) fraccién sélidos de 16.2% (con lo cual consideran densidad constante),
(4) composicion de MMA en el copolimero de 56% molar,
(5) tiempo de residencia de 6 h, y

(6) un estado estacionario unico y estable.

Las modificaciones a lo anterior se realizaron de tal forma que el estado estacionario
alcance aproximadamente: una conversiéon del 45%, una fraccién de sélidos entre
30-40% (el maximo admisible en la practica esta entre 40 - 45%), una composicion
de MMA de aproximadamente 30% (para que el efecto gel y la diferencia entre
reactividades sea mas evidente, ademas que el MMA tiene un costo mayor que el
AV), y un tiempo de residencia menor (aproximadamente 4 h).
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Para tal operacidén, en continuo, la variable nominal de interés (z) y el conjunto de
entradas nominales (#,d) disehadas (para un volumen nominal de 2 m?3) son las
siguientes:

=( s’Z Zp,ZM,ZR) (2 10)
:(0 3606, 0.2888, 0.4439, 273893 Kg/Kmol, 187. 3Kg/h)
7=, T..q) o1
:( 00111 m®/min, 0.00623 m®/min, 328°K, 0.00864 m /mm)

d :(’%le’m%’ ple’ ﬁZe’ ]Ie’ Y;e’ I;e’ qs"'—v[e)’ (2 12)

=(1,1,0,0,315°k, 315°k, 315°K, 0.00199 m*®/min, 6.66x10 Kmol/mjn)'

el cual corresponde a un tiempo de residencia de 231.5 min (3.85 h).

La determinacion de la estabilidad de este punto critico, asi como el estudio del
comportamiento dinamico del reactor se realiza en las siguientes secciones.

2.2.1 El reactor auténomo

El estado estacionario nominal x del reactor auténomo (asociado a entradas

nominales # v d y salidas nominales y y z) satisface la versién estatica de la
ecuacion (2.7)

0=f[xud b], ¥=hxb), z=h(xb) (2.13)

En una operaciéon a lazo abierto (i.e., ecuaciéon (2.7) con u = u), el estado estacionario
x puede ser estable o inestable (con un comportamiento de nodo, centro, punto silla

o punto espiral), inico o multiple (Hamer et al., 1981; Guckenheimer y Holmes,
1983).

Se resolvio el sistema de ecuaciones algebraicas (2.13) para el sistema MMA-AC con
la entrada nominal disefiada anteriormente (2.11). El reactor continuo de
copolimerizaciéon presentdé multiplicidad de estados estacionarios, de acuerdo con
reportes de la literatura (Hamer et al., 1981; Schmidt et al., 1984; Teymour y Ray,
1989, 1992; Pinto y Ray, 1995a, 1995b). Encontrandose un punto de ignicién (con
conversion, temperatura y fraccion de sélidos altos), un punto de extincién (con
conversion, temperatura y fraccion de sélidos bajos), y otro punto intermedio (ver
Tabla 2.2, y notacién al final de la tesis). Los dos puntos ignicién y extincién son
indeseables para operar el reactor; debido a que implican condiciones extremas: el
punto de extincién corresponde a una baja conversion (5.8%) y producciéon (26.2
Kg/h); el de ignicion pese a tener una alta conversién, también tiene una alta

O

Y0310 - STIVINIWA

IDIALES A NCIOYNTOU D

~

S



30 REACTORES DE COPOLIMERIZACION EN SOLUCION

temperatura de operaciéon (T = 372°K, siendo 353°K el limite de temperaturas
moderadas para operar). Por lo que el estado de interés seria el punto intermedio.

Tabla 2.2 Estados estacionarios d el reactor continuo (V = 2.0 m3).

0.0031 0.0682
0.3231 0.4577 0.6627
0.1055 0.0990 0.0313
0.3304 0.2061 0.0088
X (1) 0.00008 0.00083 0.0012
%, (T) 372.0 345.1 328.1
% (V) 2.0 2.0 2.0
% (Ho) 4.540x10-3 1.984x10°3 2.954x10-4
X, (1) 8.942x107 9.933x107 1.139x107
7, (P) 1035.04 1001.76 936.56
¥, (M) 1.4346 1.4229 1.3968
v (T) 372.0 345.1 328.1
v (V) 2.0 2.0 2.0
z, (m,) 0.4991 0.3606 0.0505
z,(c) 0.2126 0.2888 0.7491
z,(p) 0.6218 0.4439 0.0579
z, (M) 171,654 273,893 240,360
z, (R) 259.2 187.3 26.2
Or 3.99 3.85 3.61
i, (g,)=0.00111, %, (g,) = 0.00623, (T, ) = 328, , (7) = 0.00864
d,(m,)=1d,(m,,)=1d;(P,)=0,d,(P,.) = 0,d,(T,) =315,d,(T,.) =315,4, (T, ) =315,
d,(g,)=10.00199, d, (%,)=6.66x10"°
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Para determinar la estabilidad/inestabilidad de cada estado estacionario se empleo
el primer método de estabilidad de Lyapunov (Slotine, 1991). Mientras que para
verificar y determinar la regiéon de multiplicidad de estados estacionarios se realiz6
un anéalisis de bifurcacién (Guckenheimer y Holmes, 1983).

De acuerdo al primer método de Lyapunov, la estabilidad / inestabilidad (ver
definiciones en el Apéndice C) de un estado estacionario, x, se puede obtener de la
estabilidad de la matriz jacobiana f, = Jf/0x evaluada en ( x, 4, b). En el siguiente
teorema se precisa la relacion entre la estabilidad de un sistema no lineal y su
correspondiente aproximacion lineal (Slotine, 1991).

Teorema 1 (Método de linealizaciébn de Lyapunov). Si la aproximacion lineal del
sistema no lineal (2.7)
X=Ax+ Bi (2.14)

X=x-X, d=u-u, A=f(% u, b), B=f,(X u b)

(i) Es estrictamente estable (i.e., si todos los valores propios de 4 estan
estrictamente en el lado izquierdo del plano complejo), entonces el punto de
equilibrio x del sistema no lineal (2.7) es asintéticamente estable.

(ii) Es inestable (i.e., si al menos uno de los valores propios de 4 estan estrictamente
en el lado derecho del plano complejo), entonces el punto de equilibrio x del
sistema no lineal (2.7) es inestable.

(iii) Es marginalmente estable (i.e., todos los valores propios de 4 estan en el lado
izquierdo del plano complejo, pero al menos uno de ellos esta sobre el eje
imaginario), entonces no se puede concluir sobre la estabilidad partiendo de la
aproximacién lineal (el punto de equilibrio x del sistema no lineal (2.7) puede ser
estable, asintoéticamente estable, o inestable). ¢

De acuerdo a este teorema se evaluaron los valores propios (A, 1 <1< 9) para los tres
estados estacionarios de la Tabla 2.2, verificAndose que los puntos extremos

(extincién e ignicidn) son estables, mientras que el punto intermedio es inestable
(como puede verse en la Tabla 2.3).
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Tabla 2.3 Estabilidad de los estad os estacionarios del reactor continuo (V = 2.0 m?).
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ado de ignicién o in
1 08 0.8 0.8
Ay -0.00184 -0.0014 -0.0036
Az -2.31x104 -2.67x104 -1.21x10
Ay -1.48x10-4 -3.11x104 -8.25x107
As -1.48x104 -9.48x107 -7.70x1073
Ag -6.97x1073 -9.48x10"3 -7.70x107
Ay -6.97x1072 -9.48x1073 -7.72x1073
8 -6.97x107 +1.81x10°4 -7.72x1073
9 -6.97x103 +1.81x104 _-4.39x10°3

. ble  Inesta  estable

El término “bifurcaciéon” se ha utilizado para describir la “divisiéon” de las soluciones
en equilibrio de una familia de ecuaciones diferenciales.
Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

%= f,[x u(t), b], acAck (2.15)

que depende del parametro o (k-dimensional), entonces las soluciones en equilibrio
de (2.15) estan dadas por las soluciones del sistema de ecuaciones algebraicas
f, [x,u(®),b] = 0. Como a varia, implica que este equilibrio esta descrito por funciones
suaves de o alejandose de aquellos puntos en los cuales la derivada del jacobiano de
J, [x,u(?),b] con respecto a x, 0 f, /0Ox, tiene un valor propio cero. La grafica de cada una
de estas funciones es una rama (bifurcacion) de equilibrio de (2.15). En el equilibrio
(x,, o), donde 0 f,/0x tiene un valor propio cero, varias ramas de equilibrio pueden
colapsarse y se dice que (x,, a,) es un punto de bifurcacién.

Para el caso particular de estudio se definié el parametro de bifurcaciéon o como la
variacién del tiempo de residencia, equivalente a cambiar los flujos de alimentacion y
de descarga; esto es

6 =00, (2.16)
donde 0, corresponde al tiempo de residencia nominal (Tabla 2.2), de tal forma que

cuando a = 1 corresponde al punto de operacion nominal disenado anteriormente.
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En la Figura 2.2 se muestra el mapa de bifurcacion para el reactor continuo, donde

los puntos (O, @) localizados en o= 1 corresponden a los estados estacionarios

nominales (V = 2.0 m?). En esta figura se observan tres regiones, tanto en la regién 1
y 3 existe unicidad del estado estacionario; mientras que en la region dos existe
multiplicidad de estados estacionarios (existencia de tres puntos, excepto en los
limites de las regiones 1-2 y 2-3 donde sélo existen dos puntos). Por otra parte, se
determiné (de acuerdo al Teorema 1) que las ramas superior ¢ inferior corresponden
a puntos estables, y la rama intermedia (entre los puntos de bifurcacién) a puntos
inestables. Interpretando fisicamente estos resultados se tiene que:

(@) La regiéon 1 corresponde a tiempos de residencia altos (o flujos bajos), generando
una aceleracion de la reaccion con fracciébn de solidos, conversiones,
viscosidades, y temperaturas altas; por lo que a estas condiciones no es
recomendable operar el reactor.

(b) La region 3 corresponde a tiempos de residencia bajos {o flujos altos), provocando
que el reactor actie como un tanque de mezclado en el que la reaccién se
extingue; y consecuentemente tampoco es una region de interés.

(c) La region 2 presenta un caso drastico, por tener una combinacién de los estados
estacionarios (multiplicidad) de la regién 1 y 3, en conjuncién con un punto
critico adicional. Este ultimo por estar relacionado a condiciones de operacion
moderadas, seria el recomendable para operar el reactor; sin embargo, este punto
es inestable y requiere de un diseio de control para poder alcanzarlo y
estabilizarlo.

En resumen, para propoésitos practicos y de control el estado estacionario de interés
es el punto inestable; puesto que este punto no tiene problemas de operacién -
seguridad (como el caso del punto de ignicién, con alta temperatura y fraccion de
solidos) ni de produccién (como el caso del punto de extincién, que tiene baja
conversion y velocidad de produccion).

Puesto que el reactor a lazo abierto no se puede operar en el punto inestable,
entonces se disefiara una trayectoria de operacion para propdsitos de estimaciéon a
lazo abierto. Para este fin en la siguiente seccién se definird una trayectoria de
operacién, la cual debera considerarse como una condicidon severa ya que se elegira
como punto inicial de operacién al estado estacionario (inestable) intermedio y como
punto final de operacion al estado estacionario (estable) de ignicion.
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2.2.2 El reactor no auténomo

Para la trayectoria de operacién se consideraron dos volimenes: un volumen inicial
de 1.5 m?3, y un volumen final de 2.0 m?. Para cada volumen, €l reactor continuo
tiene (al menos) tres estados estacionarios, dos estables (alta y baja conversion), y

uno inestable (conversién intermedia). En la Figura 2.3 se muestran la proyeccién de
la trayectoria x(f) en el espacio P: z, (fraccion de solidos) - T (temperatura) - zy, (peso

molecular promedio-peso), de los tres estados estacionarios [O I(S,), WI(U), OI(S,)]
del volumen inicial (V = 1.5 m?), asi como los tres estados estacionarios [OF(S,),
O F(U), OF(S,) correspondiente al volumen final (V = 2.0 m?).

La trayectoria de operacioén es como sigue: Inicialmente, el reactor se encuentra en el
estado estacionario inestable [MI (U) en Tabla 2.4 y Figura 2.3] del volumen de
operaciéon de 1.5 m3. Luego es sometida a entradas exégenas variantes en tiempo
como se muestra en la Figura 2.4a, y al cambio de volumen de acuerdo a:

4 _ _ A4
g=a,+ 9, +4, ~ [ &nM; +e,,M; | V—g[V—V(t)], V(t)=1.5+0.5[1—e 600]

tal que, el reactor alcanza asintéticamente (con un 1.987% - tiempo de asentamiento
de 600 min) el estado estacionario estable de alta conversion [OF(S,) en Tabla 2.4 y

Figura 2.3] del volumen de operacion de 2.0 m3.

En la Figura 2.3 se muestra la curva correspondiente a la proyeccion de la
trayectoria nominal del reactor en el espacio P (z, - T - zy). En la Figura 2.4 se

presentan las correspondientes evoluciones en tiempo del reactor (—:--.—J, la
cual muestra que la dinamica del reactor esta altamente excitada, experimentado
cambios considerables y abruptos debido a la competencia de tendencias entre
extincion e ignicién. Después de pasar a través de la regiéon dificil (i.e., regién con
fuerte efecto gel y limitacion en la remocién de calor, asi como fraccién de sélidos,
conversion y temperaturas altas), el reactor alcanza asintéticamente su estado
estacionario final de alta conversion. Esta trayectoria nominal del reactor evoluciona
a través de un conjunto amplio de intervalos de operacion: la temperatura entre
[350, 425]°K, la fraccién de sélidos entre [0.4, 0.55], la composicién instantanea
entre [0.15, 0.30], la conversiéon entre [0.5, 0.7], el peso molecular promedio-peso
entre [160 000, 210 000] Kg/Kmol, y la velocidad de produccién entre [200, 500]
Kg/h.
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Tabla 2.4 Estados y salidas (iniciales/finales) de la trayectoria de operacién y
perturbada, y valores de las entradas exoégenas constantes y variantes en tiempo.

e

x, (m,) 0.0050 0.0031 0.0070
x, (m,) 0.4067 0.3231 0.3030
x (p) 0.1018 0.1055 0.0800
x, (p,) 0.2533 0.3304 0.3500
x5 (i) 0.0004 0.00008 0.0005
xs (T) 358.0 372.0 370.0
x, (V) 1.5 2.0 1.7
% (Ho) 3.432x1073 4.540x10°3 5.0x10-3
% (1) 7.814x107 8.942x107 7.5x107
¥, (p) 1014.46 1035.04 1033.40
¥, (n) 1.4275 1.4346 1.4323
yr (T) 358.0 372.0 370.0
vy (V) 1.5 2.0 1.7
z, (m,) 0.4146 0.4991 0.4936
z,(c) 0.2537 0.2126 0.1620
z,(p) 0.5132 0.6218 0.6330
zy (M) 184,694 171,654 150,000
zz (R) 215.3 259.2 380.0
6, 2.93 3.99 - -
Entradas constantes : %, (7,) = 0.00111, %, (g, ) = 0.00623, 7, (T, ) = 328;
Jz (ﬁze) =1, ‘73 (ﬁxe) =0,d, (ﬁZe) =0, Js (qs) =0.00199, ‘79 (wle) =6.66x10"
Valores iniciales (finales) de las entradas variantes en tiempo : %, (Z]‘ ) =0.00853 (0. 00836) ;
4,(m)=10), 4 (%) =4, () =& (T, =315(31)
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La determinacién de la estabilidad /inestabilidad de una trayectoria se puede realizar

mediante varios procedimientos. Aqui se emplearon dos métodos, el primero consiste
en perturbar la trayectoria nominal en las condiciones iniciales de los estados (y, en

lugar de x.) y los parametros del modelo (B en lugar de b), y mediante simulaciones
numéricas verificar si es estable en el sentido de Lyapunov (esto es, si la trayectoria
perturbada se mantiene arbitrariamente cerca de la trayectoria nominal entonces es
estable).

El segundo método empleado para verificar la estabilidad fue el analisis de los
valores propios del sistema lineal aproximado. En el caso de un reactor auténomo la
estabilidad puede verificarse de acuerdo al primer método de Lyapunov. Sin
embargo, la estabilidad de la trayectoria x(f) de un sistema no auténomo, no
necesariamente se obtiene a partir de la matriz jacobiana f, a lo largo de la
trayectoria, en cualquier tiempo ¢t > 0. Una condicién suficiente para la estabilidad de
la trayectoria x(f) (2.9) del sistema no auténomos (2.7), derivada del segundo método
de Lyapunov, es la siguiente (Slotine y Li, 1991): La matriz simétrica F(f) = [f(¢) +
£ (0] debe ser estable para todo ¢ > 0, si la funcién /(r) de margen de estabilidad (o de

decaimiento exponencial) dada por
1 .
I, (’):'2"5’;2’3{_%1 (1),...A, (£)} >0 (2.17)
es estrictamente positiva. Siendo A,(f), ..., A (¢) son los valores propios (reales) de la
funcion F(7).

En la Figura 2.4 se presenta la trayectoria perturbada del reactor y(f) con errores
en: las condiciones iniciales de los estados (ver Tabla 2.4, y punto * en Figura 2.3), y
en los parametros del modelo listados en la Tabla 2.5). Es importante sefialar que,
estos valores de los estados y parametros del modelo seran usados para la
implementacion del estimador y controlador en los siguientes capitulos, por lo que la
trayectoria perturbada nos permitira obtener las caracteristicas y el comportamiento
limite alcanzable.

Tabla 2.5 Valores de los parametr os del modelo para la
trayectoria nominal y perturbada, respectivamente.

E, 18,000 17,280
a, 0.740 0.592
g, 0.1880 0.0
e, 0.2168 0.0
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225539
Los parametros del modelo listados en la Tabla 2.5) corresponden a las energias de
activacion (£, y E,,) de las reacciones de propagacion, la constante (adimensional)
de proporcionalidad (a,) de la expresion del coeficiente de transferencia de calor tipo-
Nusselt (Bondy y Lippa, 1983), y los factores de contraccion de volumen (g, €,) de los

monémeros; todos ellos dentro del mapa no lineal flx, u(f), 5] del reactor (2.7). Los
errores en los parametros implican una conjuncién de factores desfavorables que
significan una sobreestimacion del 25% en las velocidades de polimerizaciéon y de
generacion de calor, y un 20% de subestimaciéon en la velocidad de remocién de
calor.

En general, con pequeifios errores en las condiciones iniciales, las trayectorias
perturbadas alcanzan el estado estacionario de extincién [OF(S,) en la Figura 2.3] o

bien el punto de ignicién [OF(S,) en la Figura 2.3] del volumen de operacién de 2.0

m?. Esto indica que la trayectoria nominal es inestable. Con los errores iniciales (x
en Figura 2.3) y los errores en los parametros del modelo (dados en la Tabla 2.5)

para la trayectoria perturbada ( ), en la Figura 2.3 se muestra la proyeccion en
el espacio P (z, - T - z,,), observandose que en lugar de alcanzar el estado estacionario

final de alta conversion [OF(S,)] con oscilaciones amortiguadas, la trayectoria

perturbada alcanza un estado estacionario (¢) alrededor del estado de baja
conversion [OF(S,)] del volumen de 2.0 m3, con una respuesta subamortiguada. Esto
mismo se observa en la Figura 2.4, donde se muestran la evolucion en tiempo de la
trayectoria perturbada.

Por otra parte, se empleo el método de analisis de valores propios con base en la
desigualdad definida en (2.17). De acuerdo a este analisis, en la proyecciéon en el
espacio P (Figura 2.3) y en las trayectoria dinamicas (Figura 2.4) se indican
secciones continuas y discontinuas denotando que la aproximacién lineal del reactor
es estable e inestable, respectivamente. Con lo cual se concluye que la trayectoria es
inestable.

La inestabilidad de la aproximacion lineal del reactor y divergencia de la trayectoria
perturbada corroboran la inestabilidad de la trayectoria nominal x(f), la cual debe
verse como el caso de un estimador/controlador geométrico no lineal con ganancia
cero. Ademas exhibe cual debe ser el comportamiento a alcanzar con un estimador
robusto: hacer converger la trayectoria perturbada y(f) hacia la trayectoria actual del
reactor x(¢).
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Capitulo 3

ESTIMACION DE ESTADOS NO LINEAL

Como un preambulo al estudio del problema de estimaciéon del reactor, en este
capitulo se presenta un estimador para sistemas dinamicos no lineales (no
autéonomos) en general. Se establece la propiedad de estimabilidad de plantas no
lineales, asi como la construccién, el criterio de convergencia, y el esquema de
sintonizacién del estimador geométrico no lineal propuesto. Proponiéndose dos
disefios para el estimador, uno tipo P (proporcional) y un segundo tipo PI
(proporcional-integral). Este ultimo con la finalidad de compensar los errores de
modelado y atenuar el ruido en las mediciones. Posteriormente se establecen los
grados de libertad del esquema de estimacién, que son primordialmente: la
estructura de estimabilidad y la técnica de sintonizacién. Por ultimo, se discuten
algunos aspectos que deben tomarse en cuenta para el disenio e implementacion del
estimador.
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3.1 El problema de estimacion

Para el estudio de estimacion a lazo abierto, consideraremos un solo vector de
entradas (¥) que engloba a las entradas de control y las entradas exodgenas. Y
consideremos la planta no lineal no auténoma (esto es, con entradas exogenas
variantes en tiempo) MEMS (multiples entradas - multiples salidas)

x =f[x, u(t), b:l, y = h(x,b), z = h(x,b); x(1,) = x, (3.1)
con n estados (x), m salidas medibles (y), m, salidas de interés (z), p entradas (u), y n,
parametros del modelo (). Las entradas u,(#), ..., u,(?) son funciones del tiempo

continuas por tramos; y los mapas f, 2~ y h, son suficientemente suaves
(diferenciables) alrededor de la evolucion E(7)

E(1)={x(t) (). » (1)} .2

Donde la trayectoria
=0,[1.,.x,.u(t).b] (3.3)

(posiblemente inestable) esta determmada Unicamente por el conjunto de datos {x,,

u(t), b} (estados - entradas - parametros iniciales). La trayectoria x(7) del sistema (3.1)
describe la evolucion de los procesos por lotes y semicontinuos, asi como arranques,
paros, y cambios de procesos continuos. Un proceso continuo es un caso particular
(auténomo) de la planta (3.1), alrededor de una trayectoria invariante en tiempo x
(esto es, un estado estacionario o punto de equilibrio). Mientras que la estabilidad,
observabilidad y controlabilidad de un sistema auténomo son propiedades que se
cumplen para un estado estacionario, en sistemas no auténomos estas propiedades
se cumplen para una evolucién.

Los conceptos generales de estabilidad en el sentido de Lyapunov, estabilidad
asintética, y estabilidad exponencial se han tomado de la literatura (Slotine, 1991,
Kwakernaak y Sivan, 1972) e incluido en el Apéndice C. A continuacion se resefian
los conceptos de estabilidad nominal y estabilidad robusta, los cuales son claves
para estudiar y disefiar el estimador.

Las siguientes definiciones de normas de vectores se emplearan en este capitulo. ||x||

. . 3 - S
es la norma euclediana del vector x en un espacio n-dimensional, y ”u(t)” es la

)

norma de un vector cambiante en tiempo:

x| ={x +...+x7 1/,,, p>1 ult
(1)
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La trayectoria x(f) (3.3) es N{nominalmente)-estable si las trayectorias perturbadas (en
el estado inicial)

10 =0,[t.t,.0,.u(t).b],

pueden permanecer arbitrariamente cerca de la trayectoria no perturbada x(?),
empezando suficientemente cerca de ella.

<e (3.4)

o

Xo =%,

La trayectoria x(f) (3.3) es R{robustamente)-estable si las trayectorias perturbadas (en
el estado - entrada - parametro inicial)

X(t) = ex [t’to’xwo(t)!ﬁ]:

pueden permanecer arbitrariamente cerca de la trayectoria no perturbada x(¢),
empezando suficientemente cerca de ella y haciendo los errores de las entradas
ex6genas y parametros suficientemente pequenios. A continuacion, las versiones
exponenciales de estas nociones de estabilidad se definen técnicamente.

to—% <5, [o(f)-u(t)|<e. [B-B|<e, (3.5)

Definicion 1 (Estabilidad exponencial /robustamente exponencial). La trayectoria de

estados x(t) (3.3) es E{(exponencialmente)-estable si existen dos numeros
estrictamente positivos (a,, A} tal que, en alguna vecindad de la evolucién E(r) (3.2),

las trayectorias perturbadas y(¢) (3.4) convergen como sigue
Hx (t) - x(t)” < axe_x*('_%)

La trayectoria x(f) es RE(robustamente exponencialmente)-estable si existen cuatro
constantes estrictamente positivas (a,, A,, b, a;) tal que, las trayectorias perturbadas

XO —xO

x(?) (3.5) convergen como sigue
”X (t)—x(t)” < axe—k’(t_"’) o(t)-u(r) I, “U(l) ~u(r)

La evolucion E(r) (3.2) es E/RE-estable si x(f) es E/RE estable. ¢

S sup
Tt

" +b,[B-b

+b,

o(t)-u(t)|

Ko ™ %o

Observacion 3.1. La Definicion 1 significa que, si la trayectoria x(f) es perturbada
con pequenos errores en las condiciones iniciales de los estados (x, en lugar de x,) y
si la trayectoria perturbada (y(¢)) se mantiene arbitrariamente cerca de la trayectoria
x(t), entonces x(?) es E-estable. Mas aun, si la trayectoria x(¢) es perturbada tanto en
las condiciones iniciales de los estados (y, en lugar de x,) como en la evolucién de las
entradas (u(f) en lugar de u(?), y si la trayectoria perturbada (y(f)) se mantiene
arbitrariamente cerca de la trayectoria x(¢), entonces x(¢) es RE-estable.
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El problema de estimacién consiste en disefiar un procesador dinamico de datos
%= f[£.u(1).y().B], £=h(%), §=h(xB), Z=h(%B); % =(%'%,) (3.6

que, construido con un vector de parametros aproximado [ y accionado por las
mediciones u(f) y ¥(f), genera:

(i) wuna trayectoria %(f) que RE-converge a la trayectoria x(f) de la planta,

(ii) una trayectoria de salida 3(t) que E-converge sin sesgo a la salida medida y(#), con
dinamica c(cuasi)-LNPA(lineal no-interactiva de polos asignables), y

(iii) un trayectoria de salida 2(f) que RE-converge a la salida actual z(z).

. A . . A -
El estimador de estados x, incluye el estimado de estados actual x asi como un
A oy . P
estado aumentado x_,, para permitir que se reproduzcan asintoticamente las

entradas(u)-salidas (y) de la planta (mediante la compensacién de las perturbaciones
persistentes causadas por los errores de modelado).

PLANTA x(2), z(0)
X = f[x,u(t),b], ()

Y

u(t)‘

A

Y

(@), 200

p=h(%B), 2=h(%B); £ =(F%,)

Figura 3.1 Diagrama de bloques del estimador de estados
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3.2 Propiedad de Estimabilidad

Para presentar e interpretar la nocién de estimabilidad que define la teoria de
estimacion geomeétrica no lineal, consideremos un problema auxiliar (Alvarez, 2000):
la reconstruccién en linea de la trayectoria de estados x(¢¥) (3.3) cuando los
parametros del modelo b, las sefiales medidas u(f) y y(¢), y sus derivadas temporales

son conocidos. Para este propésito, tomemos derivadas temporales sucesivas del
mapa de salida y; = ix, b) de la ecuacion (3.1), hasta el orden x;, obteniendo el

conjunto de (k+m) ecuaciones (algebraicas, variantes en tiempo):
y(t)=9, [x,‘u(t),b], dim(y)=x,+...+x,, (3.7)
v(t)=o[x,u(t).b], dim(v)=m (3.8)

donde y, U, y v son vectores obtenidos a partir de las senales medidas y de sus

derivadas temporales,
r r

y:[y],...,y](K'_l),'...,'ym,...,y,(n"'"'l)} ) vz[yl("‘),...,y,(n“'")] . K+..t+x,=xk<n (3.9)

!

1(=[ul,...,ul(v‘"l);...,'up,...,uf,v”—l)} T (3.10)

¢, ¥ ¢ son mapas no lineales dados por:

!

o (v b)Y =[ o Ly sy L7, | (3.11)

13

o(x.uv,b)=| L}h,... Lrh, ] (3.12)
Donde Lifh es la i-ésima derivada direccional recursiva del campo escalar variante

en tiempo o(x, #) a lo largo del campo vectorial fx, ):
Lla=L, (L"foc), izl; Lio=o;
fo oL (3.13)

Lo=o f+a, o =— o =—
d ’ &’ o

Observacion 3.2. Los indices de observabilidad (x,, ..., x,) indican el ntimero de
derivadas temporales que se emplearan (k-1 derivadas de la salida y) para la
construcciéon del estimador. El indice de observabilidad global x = x+...+ x_
determina a su vez el numero de estados observables, siendo por lo tanto (» - x) el
numero de estados no observables. Por otra parte, el conjunto & = (x, ..., x,) puede
definirse de manera combinatorial, tal que cumplan la condicién: «+...+ x_<n. Por
ejemplo, si n = 3 (3 estados) y m = 2 (2 mediciones), entonces el conjunto k= (x;, k,)
puede ser definido como: (1,1), (2,1), (1,2). La eleccién del conjunto £ y su influencia
en el desempenio de estimador se establecera en las secciones 3.6 y 3.7.
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Consideremos el conjunto de k-ecuaciones (3.7) que admite una solucién unica
x, =¢;' [x,,,‘u(t),y(t),b], dim(x;,x, ) =(x, n—x) (3.14)

para x de los estados del vector x (n-dimensional), o equivalentemente, que el mapa ¢,
es x;-invertible (esto es, invertible para x;; ver definicion en Apéndice C) tal que

¢;1{x,,,‘u(t),¢,[lp (x, ’)',fu(t),b],b} =x, t20

donde I, es la permutacion en columnas de la matriz identidad (nxn) que denota la
particién x-x; del vector de estados x:

x=1,(x"x,"),  (x'x)Y=(1.L;)x,  (I.1,)=1, (3.15)

De esta manera, la sustitucion del conjunto de k—ecuaciones algebraicas (3.7) en el
sistema de n-ecuaciones de la planta (3.1) conduce a un sistema algebraico-
diferencial:

£ = [0 00) [ 56 e 90815 0]

x;Ia =Xy =1y, (3.16)

x(0) = L(o7 Y[ w0 (6), () b], (%)} €B() ={xe R 1y()=¢, [xu(0).6]}  3.17)
que, dado el conjunto de datos {x; , y(#), wt)}, producen una reconstruccién en linea

exacta x*() de la trayectoria de la planta x(¢), siempre y cuando la trayectoria no
observable

xy (1) =0y [, %5, U (t),y(1),b],  0<dim(x;)<n-x (3.18)

de la dinamica no observable (n-k)-dimensional (3.16) sea E-estable. Z(¢) (3.17) esta
referida a la superficie no observable (variante en tiempo) puesto que, a menos que k
= n, de la ecuacién (3.7) no se puede decir en que lugar de Z(f) se encuentra el estado
de la planta x. La planta x(f) y su trayectoria reconstruida x*(f) coinciden, pero sus
propiedades de estabilidad no son necesariamente las mismas. Ya que x*({) es la
restriccion de x(f) en la superficie no observable E(f), y x*(¢) tiene la propiedad de
estabilidad de x;(f): si x(Y) es RE-estable, entonces xi(f) es RE-estable; si x(f) es E-
estable, entonces x;(f) es E-estable o RE-estable; si x(f) es inestable, entonces x[(f) es

inestable, E-estable o RE-estable.

La trayectoria x;(f) y la superficie Z(f) no observables dependen de la estructura de
estimabilidad S, definida por

S=(kx;): k=(x,....x,), mSx+.+x,=x<n x=1(x"x,') (3.19)
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la cual esta formada por el vector de observabilidad ¥ y por la coordenada x; de la

trayectoria no observable. En la siguiente definicién se establece la nocion de
estimabilidad robusta, la cual es la base de la metodologia estructural del problema
de estimacién geométrico.

Observacion 3.3. En general, el indice de observabilidad global x = x+...+ %,
determina el nimero de estados observables, siendo (» - k) el nimero de estados no
observables; x; es el conjunto de estados (observables) reconstruidos a partir de las
salidas y; y sus (x; - 1) derivadas; y x; es el conjunto de estados (no observables)
reconstruidos a partir del modelo. De tal forma que, ademas de poder seleccionar el
conjunto k = (k,, ..., k,) de manera combinatorial (Observacion 3.2), la particion de
estados (x,, x;) también puede ser seleccionada de diversas formas. De aqui que se

haya definido la estructura de estimabilidad como S =(k,x,) (3.19). Por ejemplo,

consideremos un reactor de homopolimerizaciéon con volumen constante, con: x = (M,
LTy, n=3 y=@M TV, m =2 (donde M: monémero, I: iniciador, T: temperatura).
Entonces las estructuras § :(k, x,) obtenidas de forma combinatorial serian: S, =

{(LD, (M D'}, 8, = {(LD, (M T}, 83 = {(L1), (L I} 8, ={@2.D, (M LTy} ySs = {(1,2), (M, ],
7)’}. Sin embargo, no todas estas estructuras son resolubles para la construcciéon del
estimador (como se establecera en la siguiente definicién), y tampoco todas daran el
mismo desempefio en el funcionamiento del estimador (como se vera en las
secciones 3.6 y 3.7).

Definicion 2 (Estimabilidad robusta-exponencial). La trayectoria x(¢) (3.3)de la
planta n-dimensional (3.1) es RE(robustamente exponencialmente)-estimable si
existe una estructura de estimabilidad § (3.19) tal que, a lo largo de la evolucién de
la planta E(7) (3.2), las siguientes propiedades se cumplen (uniformemente en 1):

(i) El mapa ¢((x, %, b) (3.11) es Ry-invertible y continuamente diferenciable en (% b).
(i) El mapa o(x, %, v, b) (3.12) es continuamente diferenciable en (x, %, v, b).
(iii) La trayectoria no observable x;(#) (3.18) es RE-estable.

Si k= n [es decir, no hay dinamica no observable, y por tanto la condicién (iii) se
cumple trivialmente), se dice que la trayectoria x(f) es RE-observable. En caso
contrario, si k¥ < n, se dice que la trayectoria x(¢) es RE-detectable. ¢



50 ESTIMACION DE ESTADOS NO LINEAL

La interpretacion geométrica de las anteriores condiciones de estimabilidad y su
comparacién con los disefios existentes de observadores son principalmente que
(Alvarez, 2000): la condicién (i) es una propiedad de aplanabilidad- RD(robusto
diferencial), relacionada a la involutibilidad robusta, de la superficie no observable
E(@#) (3.17) hacia la cual convergen los estados de un estimador geométrico; la
condicién (ii) asegura el acotamiento (equivalente a la condiciéon de Lipschitz, ver
Apéndice C) del término del error no lineal que interconecta las dinamicas del error
(cuasi-lineal) observable y del error (no lineal) no observable del estimador
geométrico; y la condicién (iii) garantiza la estabilidad robusta de la trayectoria del
estimador en la superficie no observable Z(f). Por otra parte, la estructura de
estimabilidad § (3.19) determina las dimensiones de las superficies no observables
E,@),..., B (), una para cada una de las salidas medidas (3.20), asi como la
representaciéon de coordenadas x; del estado no observable (3.15).

=()==.()

» (3.20)
g (?) ={x eR” ](y,.,...,yl.("'_l))'(t) :(h,.,...,L?_lhi)’[x,ﬂ(t),b]}, dim[Ei (t):l =n-x,

Observacion 3.4. En la Definicién 2, la condicién (i) significa que a partir de las
salidas (y) y de sus derivadas (esto es, el mapa ¢#) es posible reconstruir el mapa x,.

La condicién (ii) significa que las k,-ésimas derivadas de las salidas y, estén acotadas,
lo cual generalmente se cumple en los procesos quimicos (ya que por las condiciones
fisicas, todas las variables y sus funciones son finitas). La condicién (iii) significa que
la dinamica (X)) de los estados no observables seleccionados sea estable. De acuerdo

a estas condiciones y utilizando el ejemplo definido en la Observaciéon 3.3: Las
estructuras S, = {(1,1), M, I’} y S; = {(1,1), (. T)’} no cumplen con la condicién (i) ya

que tienen det(¢,xl)=0, y por lo tanto no son x-invertible y se descartan como

posibles estructuras candidatas. El resto de las estructuras si cumplen con las tres
condiciones, correspondiendo la estructura S, = {(1,1), (M, 7)’} a un caso detectable,

con x; = (/) (que como se sabe la dinamica del iniciador es lineal, y por lo tanto es
RE-estable); mientras que las estructuras S, = {2,1), (M, [, T)’}, y S5 = {(1,2), (M, [, T)’}
corresponden a casos observables (cumpliendo trivialmente la condicién (iii)). En las
siguientes secciones se daran hipoétesis para definir cual de estas tres estructuras
que cumplieron con la Definicion 2 sera la mas adecuada para obtener el mejor
desempeno del estimador.
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3.3 Estimador-P (propor cional) no lineal

En esta seccién, se construye el estimador-P y luego se establece la dinamica del
error de estimacién, el criterio de convergencia robusta, y la técnica de sintonizacion.
Para la construccion se ha tomado como referencia a trabajos publicados
recientemente (Alvarez, 1996, 2000), donde se ha discutido la construccion y su
interpretacion geométrica, asi como diversos aspectos sobre el criterio de
convergencia.

223999

3.3.1 Construccion

Consideremos a las entradas exégenas aumentadas U (3.10) como el estado x,

f

= y ). . y (o) |
‘Ll—[u,,ul,...,ul S Uy Uy, U, =X,

(3.21)
Xy = |:xu1 s Xuzseees xu(vl)’. ey xu(vl+-~+vp4+l)’ xu(vl+~~~+vp,l+2)’ Tt xu(v1+-~+vp)

del exo-sistema con dinamica lineal (las matrices I',I1,,y A, estan definidas en el

Apéndice D)

!

% =|x. x u("l). X x u("p)
u UPEAAUEE AR u(vl+~~-+vp_l+2)’ u(vl+---+vp_,+3)’“" I

%= Oox, +TL0(f),  u=Ax, v(t)= [ul(m,,,_,uﬁfﬂ)]', lo()<e 3:22)

Por lo que ahora la planta (3.1) aumentada con este nuevo estado es:
%, =Tx, +ILo(1), u=A.x,
X=f(xA,x,b), y=h(x,b), z=h(x,b)

uu’

(3.23)

Ya que ¢l mapa (3.11) define el vector x; (3.14), y ademas existe un mapa x; (3.15) no
observable que definiremos como

Xy =y (x) (3.24)
entonces el mapa de estimabilidad
o0(xx,,0)=[¢,"(x.x,.5).¢,'(x)] (3.25)
de acuerdo a la Definicidon 2, es Rx-invertible
¢ [0(x.%,.5).%,,b] = x(¢) (3.26)

y continuamente diferenciable o L (Lipschitz)-continuo (ver definicion en Apéndice C),
y por tanto ¢ y ¢! estan acotados:

[0(%.%,.8) - (x.x,.b)| < D,

J?—x||+Du

%, - x|+ D, B3| (3.27)
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|67 [6(%.%,.8).%,.8] - 67 [#(x.%,.5),x,.b]| <

- (3.28)
F,|6(%.%,.8)-0(xx,.b)|+ F,

+F,[p-¢|

xu _xu

Con base en la propiedad de estimabilidad (Definicion 2), especificamente en la
condicion (i) relacionada a una propiedad de aplanabilidad, se empleara un cambio
de coordenadas para llevar a la planta aumentada (3.23) a un sistema casi-lineal. El

cambio de coordenadas z esta descrito de forma natural por el estado del exo-sistema
x, (3.22) y el mapa de estimabilidad ¢ (3.25):

zZ X,

z=|z |=|¢,(xx,b) (3.29)
Zy ¢y (x)

Con el cual la planta aumentada (3.23) en coordenadas-z adquiere la forma (las
matrices I' , I, y A,, asi como los mapas ¢ y 6 estan definidos en el Apéndice D):

z, = Iz, +I1,0(¢), u=Ax,;  dim(z,)=v
z, = Tz, +11,9(2,,2,.2,,0,b), y=Az; dim(z;)=x (3.30)
z, = 0(z,,2,,2,.b); dim(z,)=n-x

donde z,, z;, y z; son los estados exo-observables, observables, y no observables de la
planta, respectivamente; y ademas los pares de matrices (I';,A) yv (I',,A,) son

observables.

La dinamica no observable (3.16)-(3.17), en coordenadas originales, forzada con
(z z) = [U(t),y(¢)] corresponde a la dinamica no observable en coordenadas-z

iy = 6{[11(t),y(t),z;,],u(t),b}, z ()= [y(t),z;,] ex(r)={zeZ|z,=y(r)} (38.31)
cuya solucién 2;1 (t) es la trayectoria no observable RE-estable (3.18) en el hiperplano
Z(¢) [que corresponde a la superficie E(¢), (3.17), en coordenadas-z], tal que
2 (8)- 2y (t)“ <4, 12;10 ~ 2y, e )

— ¢ — Ji
A4, =A4C7, a, = i(tl)l_)mx(t) A4,
donde C! es el numero de condicién mas grande, a lo largo de la trayectoria, de la
matriz jacobiana ¢, = 0¢/0x [Dyy F, definidas en (3.27) y (3.28)]:

(3.32)
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C!(N)= sup (D"J, ¢ =limC? (3.33)
(®#4,.8)eN L, 0
A,y Ly son los parametros de amplitud y de decaimiento de la siguiente desigualdad
correspondiente a la convergencia-E de la trayectoria no observable perturbada en la
condicién inicial:

—Ly(t-t,)

[# (1) -x" (&) < 4.

(ax,i,,)= lim (Ax,LH)

#He)>x(r)

X, —xo||e
(3.34)

La observabilidad de las matrices (I', A) y (I',, A,) de la planta aumentada (3.30), y la

RE-estabilidad de la trayectoria no observable (3.31) sugieren el siguiente sistema
como estimador-P de la planta:

z,=T%+K,(u-A3,), v, =Az,
z, =Tz, +H0(p[2,,2”,2u,u(t),[3:|+Ko (y-4,%), y=A,z (3.35)
Zy=0[2,2,.,0(t).B]

donde (y, y, ) son los estimados de las mediciones (y, ).

Aplicando nuevamente el cambio de coordenadas, (%,%')'=¢"' (,B), se obtiene el

siguiente estimador no lineal en coordenadas originales:

(3.36)

donde 4, =T, —-K,A, es una matriz estable, y G(%,%,,8) es una matriz de ganancias

dada por:

G(%,%,8)=[1,"1,'] ¢ (%.%,.B)K, (s,) (3.37)

donde el par las matrices 111, 121 estan dadas por [ver ecuacién (3.15)]:

I_l _ [ Il [xxn} ] ._{ Ill[KXK] 112[Kx(n—x)] ] (3 38)
P [nxn] - T )
III [(n—lc)xn] 12] [(n—x)xx] 122 [(n—x)x(n—x)]
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Observacion 3.5. El estimador-P (3.35) consiste de: (a) una réplica de la planta
(término predictor) evaluada con los valores aproximados de los estados (2) y
parametros (B), y (b) la adicién de un término (corrector) forzado por la diferencia
entre la medicion y su estimado (innovacién) para las dinamicas exo-observables y
observables de la planta. En general, esta forma es comtin para cualquier estimador
(detector u observador), siendo la principal diferencia la técnica de seleccion de la
ganancia G. Por ejemplo, el FEK (filtro extendido de Kalman) emplea la estadistica
(minimizacion del error de covariancia), mientras que el estimador propuesto emplea
la teoria del control geométrico no lineal.

La seleccién de la matriz G esta determinada por las siguientes consideraciones
(Alvarez, 1999; Alvarez y Lépez, 1999]:

(i) el estimador-P (3.36) debe generar una trayectoria §c\(t) E-convergente,
(ii) la dinamica del error de estimacién observable debe ser cuasi-lineal, y

(iii) la dinamica del error de estimacién no observable debe introducir la inyeccion de
las salidas medidas.

La verificaciéon de estas tres condiciones se establecerd en las siguientes dos
subsecciones.

3.3.2 Dinamica del error de estimacién

Definiendo el error de estimacioén en coordenadas-z como, e = [e,,e,,,eu,eb] :

e, =2,—z2, (error del exo - sistema)
e, =z -z (error observable) (3.39)
e, =2,—-2z, (error no observable)

e, =B-b, ||eb" <g, [(error delos parametros)
y restando (3.30) de (3.35) se obtiene la siguiente dinamica del error

éu: Aueu—nuo(t)’ Au:ru—KuAu’ “:Aueu
é, = Ae +I1,q,(e.¢;.¢€,.6,.1), A =T,-KA, v=Aze, (3.40)

€y = Cl)(‘?11’1‘)'*'%1 (eI’eII’eu’eb’t)

donde u(¢) es una perturbacién L-continua, y acotada de acuerdo a:
lo()] <&, (3.41)
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q, (e,,e,,,eu,eb,t) Yy 4y (e,,e,,,eu,eb,t) (definidos en el Apéndice D) son perturbaciones
desvanecientes en (e,,e,,,eu,eb) = (0,0,0,0) , esto es
¢,(0,0,0,0,r) =g, (0,e,,0,0,£)=0 (3.42)

Estas perturbaciones, ademas de ser desvanecientes, son L-continuas (acotadas),
esto es:

”q, (e,,e,,,eu,eb,t ||SM ”e, t ”+M,, He,, (t ‘ t “+M ||eb” (3.43)
Hq,, (e/.¢,.¢,.6,.1) "<N “e, ||+N lles] (3.44)
(my.my,n)=lim (M, M,,,N) (3.45)

e e .2, .60

Asimismo, la observabilidad del par de matrices (I';,A)) v (I',,A) de la planta
aumentada (3.30), garantizan la existencia de matrices de ganancias (K, K ) tal que
los matrices (4, 4,) sean estables, respectivamente.

Sean las matrices de ganancias ajustables del estimador de la siguiente forma
parametrizada:

K, (s,)= db[(s ST )’ (s k.. ..,s:”k:p)’}, 5, >0
! (3.46)
K, (5,) = db] (5,kf w5300 ) (5,7

lm>*

K,,, 4 ’
Sk )] s, >0

con entradas de referencia, K (1) y K (1), tales que hacen estable la dinamica del
error de salida [p = Aueu =u-u,y v=Ae, =y—y del sistema dinamico (3.40)]:

Vi~

+k{ju, )y +k“ =0, 1<i<p; w =4 -u

| (3.47)
vgki V) H kS v, =0, 1gism v =5 -y,

i

las cuales son LNPA (lineal, no interactiva, y de polos asignables), tal que las
matrices (4,(s,), 4,(5,)) cumplen las siguientes desigualdades:

e+ < e, 120 (3.48)

eAD (s0)

<ae”™, t>0 (3.49)

donde (g,,1,) v (a,.A,) estan determinadas por K (1) yK (1), y son independientes
de los parametros de ajuste (de aceleracion o retardo) s, y s..
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3.3.3 Convergencia

La dinamica del error de estimacién (3.40) con perturbaciones (U,q,,qﬂ) = (0,0,0) es

RE-estable. Por lo que la convergencia-RE del estimador consiste en encontrar
condiciones para que la dinamica del error pueda tolerar dichas perturbaciones. En
el siguiente teorema se resume la construcciéon de los estimador-P, y se dan
condiciones suficientes para su convergencia en funcién de los parametros de ajuste

5,5 S,

Teorema 1 (Prueba en Apéndice E.). Sea la trayectoria x(¢) de la planta (3.1) RE-

estimable, de acuerdo a la Definiciéon 2, y sean las ganancias de referencia (3.46),
K, (1)y K (1), que hacen estable la dinamica LNPA del error de salida (3.47).

Entonces, el estimador-P

x,=1,x +K, (u—Auxu), u=Ax,

. o L A i ) A ) (3.50)
£=f(%A,%,.B)+G(%.%,B) [ y-n(2B)]. $=h(%B)., z=h(%.B)
con ganancias parametrizadas K (s ) y K (s,) (3.46), y la ganancia no lineal
G('{:’)’eu’ﬂ) = [Ill ,’121 ’],¢I-)_c: ('i-"i‘-u!ﬂ) Ko (So) (351)

genera una trayectoria §c\(t) que RE-converge a x(¢), si el parametro s, es

suficientemente grande tal que

s\, >a,m, si k=n, o (3.52)
s, > a,m +a,ct(a, /A, )mun, si x<n '

donde ct » (@x, M), (mu, my, ny), y (a,, A,) estan definidas en las ecuaciones (3.33), (3.34),
(3.43)-(3.45), y (3.49), respectivamente. ¢

Observacion 3.6. En este teorema el par (a, Ay esta fijado por la trayectoria no
observable, el par (a, A,) estan determinados por la ganancia K, del estimador
(definidas a su vez por la dinamica del error de salida), las constantes (m;, my, n)
estan determinadas y acotadas por la dinamica del error de estimacién, y el niimero
de condicién ¢! esta determinado por la estructura de estimabilidad S seleccionada
y por la trayectoria de operacioén. El significado de los términos involucrados en la

condicion de convergencia es el siguiente, para el caso observable y estimable,
respectivamente:

s,h, > a,m,
—_ —_
margen de margen de

estabtlizacion auto-desestabilizacion
de la dinamica observable
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¢
sA, > a,m, + a,ct(a, /Ny )ymyn,
— [ \
margen de margende potencial de desestabilizacion debido
estabilizacion auto-desestabilizacion

al acoplamiento entre las dinamicas

dela dinamica observable  ge error observable y no observable

Como puede observarse el parametro libre a ajustar para garantizar que estas
condiciones se cumplan es el parametro s, el cual como se indica en el Teorema 1
debe ser suficientemente grande para garantizar convergencia. En la practica se
utiliza como referencia la dinamica natural de la planta, y el parametro de ajuste se
selecciona como s, ~ 10, lo cual significa que el estimador es 10 veces mas rapido de
la dinamica natural del proceso.

En el siguiente corolario del Teorema 1, se presentan las desigualdades explicitas
que caracterizan la convergencia-RE del estimador-P.

Corolario del Teorema 1. Sea la trayectoria x(f) de la planta (3.1) RE-estimable, de

acuerdo a la Definicion 2, y sea la condicion (desigualdad) (3.52) del Teorema 1 que
se cumple con s, y s, tal que

1 (s,)>L(s,) six<n o

3.53
L(s)>L(s,)>L, six=n (8.5

Entonces, los estados, las entradas y las salidas estimados convergen-RE como
sigue:

%, (1)—x, (t)” < O, e hl) 4 b,
||x t) - x(¢) " ( O'ao+c,fauo)e'L’('_’") + b, (3.54)

| y(t H (caaao +clo, )e"L’('_t”) + b,

con factores de decaimiento

L =L six<n

Il =s,4, L =54 -aM, { (3.55)

L>L,sikx=n

y cotas ultimas
b =g, b,=ble, +bg,, b,=b)e, +be, (3.56)

(O TusCorCorcr e, g,.bl b, b, v by estan definidos en Apéndice E). ¢

De acuerdo a este corolario, escogiendo s, y s, suficientemente grandes: (a) los
factores de decaimiento /, y L, (3.55) se pueden hacer arbitrariamente grandes

§
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(rapidos), (b) las cotas ultimas b, y b, (3.56) pueden hacerse arbitrariamente
pequenias, (c) el factor de decaimiento L_(3.55) y la cota dltima b, (3.56) pueden

. . - - * * .
hacerse arbitrariamente cerca de sus valores limites Ly b _, respectivamente, y

dados por:
(b:,L;)=(F},gb, L) six=n, o0

ey (4,
(bx,Lx)=[L—Fz

1

(3.57)

B &, +F, L,J sik<n

y (d) la respuesta exponencial del error de estados [||)?(t)—x(t)|| en (3.54)] es
proporcional al nimero de condicién c; (3.33) del mapa de estimabilidad ¢ (3.25) a
lo largo de la trayectoria, de acuerdo a la siguiente expresion:

+F,D, +F.Dé, | (3.58)

xo - xo xuo - xuo

x — é
ca'o-ao - aaAa [cx

Observacion 3.7. Este corolario muestra que efectivamente los estados estimados y
las salidas estimadas (X,, X, y) convergen exponencialmente a sus valores reales (x,,

x, y) con cotas ultimas muy pequenas (b, b, b). Siendo estas cotas funcién de los

errores en las condiciones iniciales de los estados-entradas-parametros, asi como de
la adecuada la sintonizacion del exo-observador - estimador (i.e. seleccion de K (s,)y

K (s,)-

3.4 Estimador-PI (proporcional integral) no lineal

En esta secciéon se presenta la version Pl (proporcional integral) del estimador
geométrico no lineal. La accién integral se incluye con la finalidad (semejante al
control lineal) de eliminar los sesgos en las salidas estimadas (y/\), reducir los sesgos

en los estados estimados (Sc\ y 9), compensar tanto las perturbaciones persistentes
causadas por errores en los parametros del modelo (b-B), y atenuar las
perturbaciones causadas por ruido en las salidas medidas.

3.4.1 Construccién

La justificacion de la adicién integral es la siguiente: Ya que las trayectorias de los
errores exo-observables y observables [e, v ¢ en (3.40)] son mas rapidas que la
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trayectoria no observable [e; en (3.40)], entonces la perturbaciéon ¢, de la dinamica
del error observable [en (3.40)] puede ser reescrita como sigue (g, y g, son definidos

en Apéndice D):
q, (el’ell’eu’u’eb’t) =49, (el’eu’u’t) tq, (ell’eb’t) (3.59)
donde ¢, es la parte rapida de la perturbacién en la dinamica observable, debido a

errores en la particiéon de estados observables y salidas exdégenas; y g, la parte lenta

de la perturbaciéon en la dinamica observable, debido a errores en la particién no
observable y en los parametros del modelo. Todas las perturbaciones son

desvanecientes en (¢;,¢,,¢,,v, €)= (0,0,0,0,0). Esto es
4,(0,0,0,)=¢,(0,0,)=0 (3.60)
De acuerdo a la particion anterior, ¢, es una perturbacion lenta persistente que

puede considerarse como un estado adicional:

Z, =ql(ell’eb’t) (3.61)

con dinamica
Z, = 0 (3.62)

para el cual se puede obtener un estimador rapido, Z,, a partir de una serie de

integradores (uno para cada salida y):

2=k (s,)[y-h(EB)] £(L)=0; K (s,)=diag(s;k ,....s;" k) (3.63)

Con la definicién del nuevo estado z, y su estimado iq , se obtiene que el estimador-

PI en coordenadas-z esta dado por

Z:‘u = Fuéu +Ku (Auzu _Auéu)’ \'IJM = Auéu
z =K, (s,)(A,z, -A,Z
o=Ki(s)a ; ) (3.64)
Z,=T,2,+1L,0(%,2,.%,,0.B)+ K, (A,z, - A2,) + 5, w=Az
211 = 9(21»211’3‘“»‘3)
Este ultimo en coordenadas originales, (iu ',fc')’ =¢ (2[3) , esta dado por:
x,=T%+K,(u-A%), #=A%,
x =K, —h(x,p
=i (s)ly =R (3.65)

x=f(%A % B)+G(%,%,,B) [y h(XB:|+H %,B)%,,
), Z=h,(.p)
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donde G es la ganancia proporcional definida en (3.51), y H es la ganancia integral
definida por

H(%%,0)=[1," L'l ¢, (%%, 8)1, (3.66)

Observacion 3.8. Ahora el estimador-PI consiste de: (a) un término predictor, que
corresponde a una réplica de la planta evaluada con los valores aproximados de los
estados y parametros, (b} un término corrector (forzado por la diferencia entre la
medicién real y su estimado) formado por un primer término con ganancia
proporcional (K,) para compensar errores rapidos contenidos en la dinamica
observable y exo-observable, y un segundo término con ganancia integral (X;) para
compensar errores lentos debido a errores no observable y errores en los parametros
del modelo.

3.4.2 Dindamica del error de estimacién

Al error de estimacion definido en (3.39) se le agrega el nuevo estado:
ez[eq,e,,e,,,eu,eb], e,=%,~z2, (3.67)

Restando la planta aumentada (3.30) de su estimador-Pl (3.64) se obtiene la
siguiente dinamica del error de estimacién:

= A‘ueu—HuU(t)’ Au r u u’ uzAueu
e, =—K,A e
3.68
= Ae, +11, [q,(e,,eu,t)+q,(e,,,eb, +e] A =T, -KA, v=Aze, (5.08)

e, = (’3(‘311’ )+q” (el’ell’eu’eb’t)
O bien, empleando las matrices aumentadas (y definidas en Apéndice D) Ag, IT¢, y A¢:
éu = Aueu _H D(t)’ PL =Aueu
= dje, +11q,(e.ey.e,.¢,.1), e = (e, e, ’)’, v=Ae, (3.69)

éu = 03(‘311:t)"”q11 (el’ell’eu’eb’t)

donde ¢, = q, + g, y g, ademas de ser perturbaciones desvanecientes [(3.60), (3.42)],
son L-continuas y acotadas de acuerdo a:

lo(1)| <. (3.70)
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”q, (e,.ey.e,.0, eb,t)” <M, "e, (t)H+ M, ”e,, (t)||+Mu e, (t)”+Mb e, (3.71)
’q,, (e,,e,,,eu,eb,t)"sN, ||e, (t)||+Nu e, ()| + N, e (3.72)
(m;,my,n)=lim (M, M,,N,) (3.73)

e; e e, .e,—0

Las ganancias [K/(s,), K(s,) ¥y K(s,)] del estimador-PI (3.65) son ajustadas
apropiadamente, de acuerdo a la siguiente forma parametrizada:

Ku(su)=db[(sukl“,,...,su“'kjl,)',...,(sukl“p,...,s:"kj‘pp)’] 5, >0
Ko(so)=db[(sokﬁ,...,s:'k,‘;l)',...,(sok]"m,...,s:'"k;’mm)'], 5,>0  (3.74)
K, (s,)=diag [s:‘“k{,...,s:””k:m ]

con entradas de referencia K (1), K (1),y K;(1), tales que hacen estable la dinamica
(LNPA) del error de salida [p=Ae, =u-u, y v=Ae =p—y de los sistemas

dinamicos (3.69)]:
v;-1)

p.fv")+k1’:. pﬁ +...+klw =0, 1<i<p;, w=u-uy,
| ' (3.75)
VI ke V) bk VK v, =0, 1<ism v =5,y
tal que las matrices 4 (s,) y 45(s,) cumplen con las siguientes desigualdades:
leA“(s")’ <ae™, t>0 (3.76)
“e"f“ﬂ)’ <ale™™, 120 (3.77)

donde (a,,},), ¥y (aj,?»f,) estan determinados por las ganancias de referencia

U’ u

K,(1), K, (1), ¥y K/(1), y son independientes de los parametros (s, s,).

3.4.3 Convergencia

Como se establecié para el estimador-P, la dinamica del error de estimacién (3.69)
para el estimador-PI es RE-estable sin las perturbaciones (v, g,, g, ). Las condiciones

para la convergencia-RE, asi como la sinopsis de la construcciéon del estimador-PI, se
dan el siguiente teorema.

Teorema 2 (Prueba en Apéndice E). Sea la trayectoria x(rf) de la planta (3.1) RE-
estimable, de acuerdo a la Definicion 2, y sean las ganancias de referencia
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K,(1), K (1) ¥y Ki(1), que hacen estable la dinamica LNPA del error de salida (3.75).
Entonces, el estimador-PI

x,=T% +K, (u-Az%), d=A%
=K (so)[y—h(f"ﬁ)]
x=f(%.4,5,.B)+G(%.%,,B) y—h(%B) ]+ H(% %,.B) %,
y=h(%B), Z=h (i)
con ganancias parametrizadas K (s,), K (s,) y K(s,) (3.74), y las ganancias no lineales
G(%,%,,8)=[1," 1, '] ¢, (%.%,.B)K, (s,) (3.79)

H(%.%,8)=[1,"1,"T¢s (%%, )L, (3.80)

3o

(3.78)

genera una trayectoria §c\(t) que RE-converge a x(f), si el parametro s, es
suficientemente grande tal que
s, >aim, sl k=n, o
. ) (3.81)
s,k >aim; +aict (a, /N, )myn, si k<n
donde (ct, @y, M, my, my, ny) estan definidas en el Teorema 1, y (4!, A}) estan definidas

en (3.77). ¢

Como puede verse la condicion de convergencia del estimador-PI (3.81) es similar a
la del estimador-P (3.52), con tinica diferencia en el par (a;, A, )y (a., A). Esto debido

a que las dinamicas del error de estimacién [ec. (3.40) para el estimador-P y ec.
(3.69) para el estimador-Pl) tienen la misma estructura [(inicamente difieren en el

nuevo estado aumentado e, :(e, ve, ')’]. De forma similar, en el siguiente corolario

del Teorema 2 se presenta la caracterizacién del estimador-PI RE-convergente.

Corolario del Teorema 2. Sea la trayectoria x(f) de la planta {3.1) RE-estimable, de

acuerdo a la Definicién 2, y sea la condicién de convergencia (3.81) del Teorema 2

que se cumple con s, y s, tal que
L (s,)>L (s i K <n,
(s.)> L (s,) six<n o .52
L(s)>L(s,)>L, sik=n

con factores de decaimiento dados por
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. . L,=L sik<n
L, =s A, L =s —-adaM, (3.83) .
L>L,sixk=n

Entonces, los estados, las entradas y las salidas estimados del estimador PI,
convergen-RE de acuerdo a las desigualdades (3.54) del corolario, reemplazando

(a,.4,) (8.49)y (4,,L,) (E.57) por (a,A) (8.77)y (4, L.) (E.82), respectivamente. ¢

0’" "o

Observacion 3.9. La interpretacion de la caracterizacion de la convergencia del
estimador-PI es similar a la explicada en el corolario del Teorema 1. Comparando
con el estimador-P , y empleando el mismo esquema de sintonizacién (que se vera en
la seccién 3.8), puede verse que en los corolarios: a, >a,, A;>A4,, L;>L,,y L. >L,.

Lo cual significa que el disefio-PI genera sesgos en los estados y salidas mas
pequenos que el disefio-P, pero el costo es una convergencia mas lenta y oscilatoria
(esto ultimo porque el estimador-PI tiene dinamicas del error de estimacién con un
orden mayor a las correspondientes al disefio-P). Por lo que para implementar un
diserio, se debe evaluar cuando es apropiada la accién integral, asi como se hace en
el disefio de controladores lineales.

3.5 Resumen del diseiio del estimador y sus grados de libertad

Hasta aqui se ha establecido el disefio del estimador geométrico no lineal (P o PI). En
la Definiciéon 2 se establecen condiciones necesarias para la existencia de solucién al
problema de estimacion de una trayectoria de la planta.

El Teorema 1 y el Teorema 2 proporcionan la construccién sistematica del estimador
P o PI, respectivamente. Asimismo estos teoremas dan un procedimiento de
sintonizacion sistematico y simple, donde la seleccién de las ganancias de referencia
[K(1), K(1) y K(1)] puede hacerse facilmente mediante diversas técnicas de
sintonizacidn reportadas en literatura (Stephanopoulos, 1984; Ogata, 1980) para
sistemas lineales (las cuales se basan en la asignacion de polos). En la seccion 3.8 y
en el Apéndice F se presentan las técnicas de sintonizacion empleadas y
recomendadas para el estimador propuesto.

Los corolarios de los teoremas muestran el papel y el compromiso existente entre la
estructura de estimabilidad, las ganancias parametrizadas, la velocidad de
convergencia, el tamafo del sesgo, el tamafio de la vecindad de convergencia, la
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convergencia alcanzable, y el grado de robustez. Es importante mencionar que la
convergencia-RE del esquema de estimacién aqui propuesto es un resultado local, en
el sentido de que las condiciones de convergencia ((3.52) y (3.81)) son validas para
una vecindad de la planta (de tamafio y forma no definido, pero pequena). En
principio, la metodologia de convergencia presentada en este trabajo es extendible al
caso no local (Isidori, 1995). En trabajos de investigacioén recientes (Alvarez et al.,
1999; 2000) ya se esta abordando el caso no local, como una continuaciéon al
presente trabajo de investigacion doctoral; donde las ganancias del estimador
pueden ser ajustadas para asegurar la convergencia para un conjunto compacto de
estados iniciales - entradas - parametros del modelo.

En el corolario del Teorema 1, el factor de amplitud g, [que determina el tamarfio de la

parte transitoria del error en estados, %(f)-x(f)] es proporcional al namero de
condicién c; [definido en (3.33)] del mapa de estimabilidad ¢ a lo largo de la

trayectoria de la planta. En el caso de un detector (kx > n), el margen de
desestabilizaciéon es proporcional a c; [ver ecuaciones (3.52) y (3.81)]. Por lo tanto,

un mapa ¢ mal condicionado (c; grande) hara que la convergencia del estimador sea

débil (esto es, con poca tolerancia a errores en estados iniciales - entradas -
parametros del modelo). Por ello, el estimador debera disefiarse de tal forma que se
logre un compromiso entre el desempefio dinamico y la robustez.

De los teoremas y corolarios, en conjuncién con la propiedad de estimabilidad-RE
establecida en la Definicién 2, el funcionamiento del estimador geométrico [P en ec.
(3.50) o PI en ec. (3.78)] depende del disefio seleccionado, €l cual tiene los siguientes
grados de libertad:

1. La estructura de estimabilidad S (3.19), la cual depende a su vez de dos factores a
escoger: el vector de estimabilidad k¢ = (x, ..., k,) ¥ la particién de los mapas
observables y no observables (x;, x;).

II. La sintonizacién del exo-observador y del estimador, en la cual se requiere fijar
las ganancias de referencia [K (1), K(1)] y K(1) (en caso del estimador-Pl) y los

parametros de ajuste (s, s,) para la convergencia, que en conjuncion determinan
las ganancias parametrizadas K (s,), K (s,) y K(s,)-

El criterio de seleccién de cada uno de estos factores, y la forma en que afecta cada
uno de ellos al funcionamiento del estimador se discuten en las siguientes dos
secciones.
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3.6 Estructura y medida de estimabilidad

La seleccion de la estructura de estimabilidad constituye la parte fundamental del
disefio del estimador, ya que dependiendo del grado de estimabilidad (x = « +...+

k) sera: el nimero de ganancias a ajustar (nimero de ganancias =v + k6 v +k +m,
para el estimador-P y PI, respectivamente), y las caracteristicas de convergencia
(velocidad, amplitud, sesgo, y robustez) de la trayectoria estimada de la planta.

Algunas consideraciones para elegir el vector de estimabilidad &% = (x;, ..., k) y la
particion de estados (x, x;) son las siguientes:

A. Para alcanzar la velocidad de convergencia mas rapida en un disefio nominal (i.e.,
sin errores de modelado), el grado de estimabilidad debe ser lo mas grande
posible. Si existen errores en los parametros del modelo y la planta es sensible a
ello, entonces el grado de estimabilidad debe reducirse (siempre y cuando la
trayectoria no observable sea RE-estable), para prevenir una propagacién de
errores numeéricos a través de las derivadas parciales de alto orden de los mapas f
y h en los mapas ¢ y ¢ de la propiedad de estimabilidad de la trayectoria de la
planta Por lo tanto: altos indices de observabilidad favorecen el desempefio
nominal del estimador, pero es desfavorable para su robustez.

B. Por otra parte, el funcionamiento robusto del estimador se ve afectado también
por la selecciébn de la particion (x, x;), y su papel en la estructura de

estimabilidad es como sigue: bajos indices de observabilidad (dim(x)) pequeia)

favorecen la robustez de la dinamica observable, pero desfavorece tanto la
velocidad de reconstrucciéon de los estados como la robustez de la dinamica no
observable. Esto debido a que con una dimension de x, grande existe mayor

posibilidad de inestabilidad (dependiendo esto también de los estados
seleccionados en cada parte de x, y x,), asimismo la tolerancia a errores de
modelado es menor ya que el estimador sélo se puede atenuar los errores que se
propagan en la parte observable.

Observacion 3.10. Retomando el ejemplo definido en la Observacién 3.3 (analizado
en la Observacién 3.4), se concluyé que las estructuras de estimabilidad S que
cumplen la propiedad de estimabilidad (Definicién 2) son: §, = {(1,1), (M, 1)}, S, =
{21, (M 1L 1)}, ySs = {(1,2), M, I, T)'}. De acuerdo a las hipétesis anteriores (A y B): la
implementaciéon de las estructuras observables S, y S5 deberan generar respuestas
mas rapidas que la estructura detectable §,, ademas que como el mapa ¢, de S, y S

contiene s6lo una primera derivada entonces estas estructuras seran robustas (esto
es, con tolerancia ante errores de modelado y ante propagacion del error). En
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conclusion, para el ejemplo definido en la Observacioén 3.3, se tiene originalmente 5
posibles estructuras, sin embargo sdlo 3 estructuras cumplen la propiedad de

estimabilidad, y para propdsitos de obtener un buen desempeno (rapidez de
convergencia y robustez) se tiene a priori 2 posibles estructuras: S, = {(2,1), (M, [, I)’},

y Ss ={(1,2),(M, I, TY’}. No obstante, para procesos mas complejos (como es el caso de
estudio del reactor continuo de copolimerizacién en solucién) puede ser que ain con
estos criterios se tenga un gran numero de estructuras candidatas. Para ello,
enseguida se definiran medidas de observabilidad que permitan diferenciar y elegir
entre un conjunto grande de estructuras candidatas.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, se observa que la seleccion de la
estructura de estimabilidad § no es trivial (ain mas cuando n es grande, ya que la
cardinalidad de S aumenta).En literatura se encuentra reportado que para abordar el
problema de seleccion de la estructura de medicion de un estimador lineal (Johnson,
1969; Muller y Weber, 1977; Moore, 1981) se han introducido medidas de la
propiedad de estimabilidad. Estas ideas han sido aplicadas para el diseno de
estructuras de medicién de procesos quimicos (Kumar y Seinfeld, 1978; Rogmanoli
et al., 1981; Alvarez et al., 1981; Lau et al., 1985; Waldraff et al., 1998). Sin embargo
su aplicacién ha sido excluida debido a la ausencia de fundamentos en estimacién
no lineal. Estas consideraciones sugieren que debiera usarse una metodologia,
dentro del marco de estimacion geométrico no lineal, para seleccionar la estructura
de estimabilidad en el disefio de un estimador no lineal.

Con base en lo anterior, en el siguiente lema se reformula la propiedad de
estimabilidad-RE (Definiciébn 2) en términos de condiciones suficientes, con
funciones medibles y manejables numerica-cuantitativamente. Y enseguida se
compara con las medidas existentes para sistemas observables lineales.

Sea c(4) y s(4), el nimero de condicién (equivalente a la medida del mal
condicionamiento) y la medida de sensibilidad de una matriz rectangular 4,
5" (4) 1
c(Ad)= , s{A)=———
(4) c.(4) (4) o (4)
donde 6,(4) y 6°(4) son los valores singulares minimo y maximo de la matriz 4. Las
funciones de x-condicionamiento [¢%(#)], u-sensibilidad [s%(7)], y b-sensibilidad [s(#)] de

(3.84)

un mapa ofx, u, b) continuamente diferenciable, a lo largo del conjunto trayectoria -
parametro {x(¢), u(¢), b}, estan dados por:

[ (6)52 (1) 55 ()] =l:c(%%),s(g—:j,s(Z—:)][x(t),u(t),b] (3.85



ESTIMACION DE ESTADOS NO LINEAL 67

Lema 1 (Estimabilidad robusta -exponencial). La trayectoria x(¢) (3.3) de la planta n-
dimensional (3.1) es RE(robustamente exponencialmente)-estimable si existe una
estructura de estimabilidad S (3.19) tal que, a lo largo de la evolucién de la planta
E() (3.2):

(i) El mapa ¢«(x, U, b) (3.11) tiene funciones x;-condicionamiento y (U, b)-sensibilidad

acotadas.

(i) El mapa @(x, U, v, b) (3.12) tiene un conjunto de funciones (x, U, v, b)-sensibilidad

acotado.

(iii) E1 mapa f, [x,,,fu(t), y(t),b] de la dinamica no observable (3.16) tiene una

funcién de margen de estabilidad /(f) (2.15) estrictamente positiva, asi como
funciones x;-condicionamiento y (¥, y, b)-sensibilidad acotadas. ¢

Observacion 3.11. Las condiciones del Lema 1 son equivalentes a las condiciones

de la Definicion 2. Simplemente se han reformulado, empleado herramientas
matematicas. Cabe senalar que la funcién x-condicionamiento del mapa ¢
¢

X

(condicién (i)) corresponde al ntmero de ¢! involucrado en la condicion de

convergencia (3.52) del estimador, el cual a su vez esta determinado por la
estructura de estimabilidad S y la trayectoria de operacion x(¢) seleccionadas. De aqui
nuevamente la importancia de seleccionar adecuadamente la estructura de
estimabilidad, y de realizar una sintonizaciéon adecuada para vencer los potenciales
de desestabilizaciéon (definidos en la Observacién 3.6).

Si el sistema (3.1) es lineal, invariante en tiempo, y completamente observable (esto
€s,K=nyx=x):

x = Ax, y =Crx, C=[q'....c,’|
entonces las condiciones (ii) y (iii) del Lema 1 se cumplen trivialmente, y la condicién

(i se convierte en la condicién del rango de observabilidad (O es la matriz de
observabilidad)

rango(0) =n, O’:[cl',...,(clA"')’;...;cm’,..., (cm A""’)’} . Ktttk =n
Siendo en este caso, 6,(¢) una medida del grado de observabilidad (Johnson, 1969;

Muller y Weber, 1972). Esta medida ha sido aplicada para disenar y seleccionar
configuraciones de salidas en reactores tubulares (Romagnoli et al., 1981; Alvarez et
al. 1981; Waldraff et al., 1998), con la base de una aproximacién lineal del modelo
del proceso. Aqui, la estructura de estimabilidad § que es una seleccion del
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disefiador (quien fija la particion y acomodo de las dinamicas observable y no
observable), y las medidas del Lema 1 son relacionadas a la cantidad de informaciéon
robustamente disponible de la parte observable de la planta [condicion (i)], la
intensidad y sensibilidad del acoplamiento entre las dinamicas observable y no
observable [condicién (ii)], y 1a robustez de la dindmica no observable [condicién (iii)].

3.7 Sintonizacion

La sintonizaciéon o ajuste de las ganancias es uno de los aspectos importantes en el
diseno del estimador. Ya que a pesar de tener un disefio (P 6 PI) RE-convergente y
una construccion sistematica del estimador geométrico no lineal, existen conflictos y
compromisos inherentes al proceso. Por ejemplo, existe un compromiso entre la
velocidad de convergencia y el grado de robustez para mantener un desempeno del
estimador aceptable. Describiendo "desempefio aceptable’ a las siguientes
caracteristicas: estabilidad, respuesta rapida y suave (poco oscilatoria), sin (o
pequefio) sesgo, minima propagacion de error numérico y/o ruido de medicion, poca
sensibilidad ante cambios en las condiciones de operaciéon y ante errores de
modelado, etc.

El ajuste de las ganancias de referencia, tanto para el exo-observador [K(1)] como
para el estimador de estados [K,(1), o el par {K,(1), Ki(1)}], puede realizarse mediante
procedimientos similares a las técnicas de sintonizacién para disefios de control
lineal UEUS (una entrada-una salida), ya que las ganancias de referencia son los
coeficientes de la dinamica LNPA del error de salida estimacion [ec. (3.47) para
estimador-P y ec. (3.75) para estimador-PI].

Existen diversas técnicas de sintonizacioén en la teoria de control lineal convencional
(Stephanopoulos, 1984): criterios de prueba y error (lo cual resulta tedioso), reglas
semi-empiricas (las cuales se establecen en la practica), criterios simples (como el
criterio de un cuarto de la razén de decaimiento), criterios de desempefio del error
integral en tiempo (tal como ISE, Integral of the square error; IAE, Integral of the
absolute value of the error; e ITAE, Integral of time-weight absolute error).

Sin embargo, existe cierta ambigiliedad en la seleccién del método de sintonizacion,
debido a que algunas técnicas suprimen errores grandes o pequefios, o favorecen
respuestas oscilatorias, o bien dependen de la respuesta ante un cambio (escalén,
rampa, etc.) en las entradas. Consecuentemente, lo deseable es tener un
procedimiento sistematico de sintonizacién, asi como valores iniciales buenos para
las ganancias de referencia.
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En las siguientes dos subsecciones se presentan las técnicas de sintonizacion
propuestas para el exo-observador (ajuste de K,) y para el estimador [ajuste de K (1),
o €l par {K,(1), Ki(1)]. Las técnicas propuestas tienen como fundamento la asignacién
de polos en el plano complejo, sin embargo, la asignacioén se hace de forma diferente
para el exo-observador y para el estimador, ya que la implementaciéon de cada uno
de estos tienen propdésitos particulares. El objetivo principal del exo-observador es el
manejo (filtrado) del ruido en las entradas medidas (), mientras que el del estimador
es obtener estimados RE-convergentes de los estados (x).

Cabe mencionar que en la técnica de localizaciéon de polos, para que un sistema
dinamico lineal (de coeficientes constantes) sea estable debe contener sus polos (A =
a t bj, i =1, ..., n) dentro del lado izquierdo del eje imaginario en el plano complejo
(i.e, a<0). Asimismo, el desemperio de la respuesta dinamica depende de la
localizacion de los polos (ver Figura 3.2 ): la velocidad de convergencia es mayor si la
parte real de A; es mas pequeiia (mas lejos del eje imaginario, es decir, si a<<0), y el
desempernio tiende a ser mas oscilatorio si el valor absoluto de la parte imaginaria es
mas grande (o bien mas lejos del eje real, es decir, si | 5] >>0).

» Re

inestable

Figura 3.2 Localizacion de polos en el plano complejo
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3.7.2 Sintonizacién del exo-observador

Debido a que el propésito central del exo-observador es el filtrado del ruido en las
entradas medidas, sus ganancias pueden ser ajustadas mediante técnicas estandar
de filtrado 6ptimo estocastico lineal (Gelb, 1974; Kwakernaak y Sivan, 1972).

Sean v; y w; procesos estocasticos gaussianos, con media cero y sin correlacién
temporal (i.e. ruido blanco) para errores en el modelo y ruido en las mediciones,
respectivamente; con intensidades ¢; y

Vi ~N[0’qi]’ Wi ~N[0,ri] (3.86)
entonces la version estocastica del exo-sistema (3.22) es (I'},II],y J; se definen en
Apéndice D)

B =Tl + 1T, (1)

(3.87)
u, =6,'x +w, (1), 1<i<p
Y para el cual, el filtro 6ptimo (Kwakernaak y Sivan, 1972) esta dado por:
f =TI& +TI, (1) + K (u, - 515
(3.88)

K'=r"ZT5"" 1<i<p
donde la matriz de covarianza X; (de dimensién vixvi) estd determinada por la

solucion de la ecuacion de Riccati (en estado estacionario, esto es, X =0):

I 4+TE, +q LI '~ '2,8" ' 6%, =0, 1<i<p (3.89)

Fijando el cociente de referencia ruido del modelo - ruido de medicion (g, /7"), y

resolviendo para K/ en términos de @, y s,, los cuales se definen como:

1 |
" \2y v
w; =[q—’rj , 5,0 :{&J (3.90)
’ %

tal que la ganancia K; (s,) corresponde al i-ésimo vector de la matriz parametrizada
K.(s.,) [en (3.46) o (3.74)], con ganancia de referencia K/ (1) determinada por @/ y

dada en la Tabla 3.1 (ver Apéndice F para detalles del procedimiento de obtencién de
las ganancias de referencia dadas en esta tabla).

La dinamica correspondiente al i-ésimo error de salida del exo-observador [y, =4, -,

en (3.75)] tiene una configuracién de polos de tipo Butterworth (D'azzo y Houpis,
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1995). Este tipo de configuracion tiene una localizacién de polos como se muestra en
la Figura 3.3, y cuya interpretacion es como sigue (ver detalle de la localizacién de
polos en el Apéndice F):

() o] esta referida a una frecuencia caracteristica de referencia (®; =1/7,, donde

7, es un tiempo caracteristico),
(ii) al trazar un circulo con radio s, y centro en el origen del plano complejo, los vi

polos se localizan en distancia 2 vi-equidistantes a lo largo del semicirculo
estable, o bien con angulos dados por:

1+3)7
i(———l)——, 1=0,1,...,%-1 si v, es par
v, 2
i—ii—r—, l=0,1,...,v"_1 si v, es impar
v, 2

De tal forma que existe una relacién entre el filtro 6ptimo estocastico y la estructura
de polos de Butterworth, lo cual es un hecho conocido en el filtrado lineal de Kalman
(Kwakernaak y Sivan, 1972): cuando las ganancias 6ptimas del filtro de Kalman son
evaluadas en estado estacionario, se obtiene la configuracién de Butterworth.

Por otra parte, la dinamica del i-ésimo error de salida del exo-observador (3.75)
ademas de tener una configuracion de tipo Butterworth, tiene una estructura y
localizacién de polos semejante a los polinomios obtenidos y reportados para el
criterio ITAE (los polos coinciden exactamente para vi = 1, 2; mientras que para v; >2
se obtiene polos muy cercanos; ver Apéndice F). Por lo que éste ultimo criterio
también seria valido y adecuado para la sintonizaciéon del exo-observador. Cabe
senalar, que el criterio de ITAE en la teoria de control lineal convencional
(Stephanopoulos,1984) es recomendado para suprimir errores que persisten por
periodos de tiempo largos [que corresponde al caso de vi(¢) y wi(?)].

Tabla 3.1 Ganancias de referencia para el exo-observador

l4w!, (o)
20!, 2(0), (0!')?
260, 3.4 ') 2.6(w'), (o)
3.24w', 5.24(w! ), 5.24(w!'), 3.24(w!)", (')

Gl b |WIN|— |
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1
N

Y

n
—

Vi =2 4% =3 v =4 Vi =5

Figura 3.3 Localizacién de polos para el exo-observador

3.7.3 Sintonizacién del estimador

Para que la condiciéon de convergencia [(3.52) o (3.81)] se cumple facilmente, si el
error no lineal g, en la dinamica del error observable [(3.40) o (3.69)] es

suficientemente pequerio; de tal forma que el estimador no sea divergente, y las
matrices de ganancias, K, o (K, K}), puedan ajustarse con un método sistematico de
asignacion de polos (similar a la seccién anterior), en principio, se pudiera emplear el
tipo de sintonizacién de un FEK (filtro extendido de Kalman) no lineal, aunque
pudieran aparecer el mismo tipo de limitantes en su implementacion (como son los
problemas de divergencia, por carecer de un criterio a priori de convergencia) que se
han reportado en la literatura (ver Capitulo 1). Por otro lado, para indices de
observabilidad grandes (suponiendo mayor de dos), la sintonizaciéon (orientada a
ruido) del tipo Butterworth siempre coloca un par de polos complejos cerca del eje
imaginario, con una amplitud que crece con el parametro s, lo cual significa
tendencia hacia la divergencia o convergencia con poca robustez (ver explicacién de
esta asercion en el Apéndice F). Para hacer frente a este problema, se propone una
estrategia sistematica de asignacién de polos para el estimador de la planta.

Reescribiendo la dinamica de referencia LPNA del i-ésimo error de salida [v, en (3.47)
o (3.79)]:
n =x, estimador-P

VO LR VT Gk v, =0, , (3.91)
’ n, =x,+1 estimador-PI

cuyo polinomio caracteristico
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n; i n— i ] i
(v.)" +& (v,) ‘+...+kni :}](yi_y,)=o (3.92)

=1
tiene n, polos de referencia caracteristicos (yl‘ y;_), los cuales se determinan de

acuerdo a los siguientes criterios orientados para obtener robustez (y no para
eliminar el ruido, como es el caso del exo-observador):

1. el numero de condicién (i.e., la razén entre el médulo del polo mas rapido entre el

moédulo del polo mas lento) debe ser uno, con la finalidad de amortiguar el efecto
de la perturbacién g, en la dinamica del error observable [(3.40) o (3.69)].

2. Cada polo debe tener un factor de amortiguamiento (&) suficientemente grande

para evitar un comportamiento excesivamente oscilatorio (ver Apéndice F).

Si n, es un namero par, la dinamica de referencia del error de salida (3.91) tiene n,/2
pares de polos complejos con frecuencias caracteristicas o, y un factor de

I

amortigunamiento suficientemente grande [esto es, & > 0.71 como esta reportado en la
literatura del control lineal (Stephanopoulos, 1984)]. En caso contrario, si n, es un
numero impar, entonces (n, - 1) polos son asignados de la misma forma, el n,-ésimo

polo debe fijarse como un polo real con frecuencia caracteristica ;. Recordando que
los valores de referencia corresponden para un valor s, = 1.

Resumiendo, los polos de la dinamica de referencia del error de salida [v, en (3.47) o
(3.75)} se asignan bajo el siguiente criterio (para s, = 1):

7.(1), 7 (1) =-wf (fi + l—ffj), i=13,...,n-1 si es n, par (3.93)

7;‘(1)’7/141(1) :—a)io (‘fn t 1_§i2j), i=13..,n-2
Vn, (1) :—wio

si es », impar (3.94)

A partir de estos polos de referencia se determinan las ganancias de referencia
[k,‘ (1).....k, (l):l por comparacion de los coeficientes de las dos ecuaciones

polinomiales dadas en (3.92). Las ganancias de referencias obtenidas mediante este
procedimiento se listan en la Tabla 3.2 (el detalle del desarrollo para la obtencién de
estas ganancias se encuentra en el Apéndice F). La asignacion de polos escalada en

tiempo-s, [}/l.(so):soyi (1),s0 >0:] se muestra en la Figura 3.4. En contraste con la
asignacion de polos de Butterworth (ver Figura 3.3), aqui el disenador puede evitar

localizar los polos cerca del eje imaginario, lo cual es equivalente a prevenir la
divergencia o la pobre robustez del estimador.
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Tabla 3.2 Ganancias de referencia para el estimador 225 509
1-P @
2-P / 1-PI 280], (] )
3-P / 2-PI (28+1) w7, (26+1) (@] (@)
4-P / 3-PI Ay, (AE+2) (af P, 4E(?), ()
5.p /4Pl | (4E+]) o, (AE+4E¢D) (o P, (4E+45+2) (o ), (48+1) (@), (o)

o
Se®; (S0 1

S

4

Figura 3.4 Localizacién de polos para el estimador de estados

3.8 Consideraciones para la implementacion de un estimador

En ingenieria de procesos, un disefio de estimacion geométrico no lineal debiera
llevarse a cabo dentro de un marco metodologico, donde las etapas de la estrategia
de estimaciéon sean interpretadas y apoyadas con el conocimiento fisico, modelado,
métodos, y criterios de ingenieria asociados a la planta que en particular se
considera. Por una parte, la teoria de estimacion geométrico debe dar un marco
conceptual no lineal, el soporte tedrico, y un procedimiento sistematico del disefio de
estimacion; y por otra parte, la ingenieria de procesos debe determinar los objetivos y
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restricciones del disenio de estimacion. De tal forma que la resolubilidad y las
condiciones de convergencia se proporcionen con significado fisico, y se contribuya
con una alta sistematizacién, identificando e interpretando las capacidades de
estimacion inherentes asi como las limitaciones asociadas a la fisica e ingenieria del
sistema no lineal en particular. De aqui que la aplicabilidad y factibilidad de
manipulaciéon de un estimador geométrico no lineal reside en la uniéon de la
metodologia de la teoria de estimacion geométrico no lineal con las estrategias
establecidas en ingenieria de proceso.

Pese a que el FEK (filtro extendido de Kalman) es la metodologia de estimaciéon mas
ampliamente usada en los trabajos de investigacién, éste no toma en cuenta las
consideraciones anteriores para su implementacién. Ya que no se explota la
interpretacion fisica del proceso en particular para la construcciéon - sintonizacién
del mismo. Para finalizar con este capitulo sobre el marco tedrico de estimacién no
lineal, en la Tabla 3.3 se muestran algunas caracteristicas importantes en un
esquema de estimacién, comparando el FEK con el estimador geométrico no lineal
aqui propuesto; observandose que las ventajas del estimador geométrico no lineal
son esencialmente: la sistematizacion de la construccién-sintonizacioén y el criterio
de convergencia.
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Tabla 3.3 Comparaciéon del FEK y el estimador geométrico no lineal

Caracteristica FEK Estimador No Lineal
Funciona en:
(a) simulacion Si Si
(b) experimentacion Si Si
Aplicable a plantas:
(a) Observables Si Si
(b) Detectables No Si
Criterios de convergencia No Si
Dimension de la dinamica nn+l1)/2 n+p
Matrices de ganancias QOnan s Roum K., Ko, K;

Numero de ganancias (ng)

tedrica:

n,=mn-1)/2 + mfm-1)/2
practica:

n,=n+m

Disefio proporcional:
n,=v+xksn

Disefio prop. - integral:
n=v+k+ms(n+m)

Sintonizacion

prueba y error

Técnica sistematica
(asignacién de polos)

Manejo de entradas

si (ad hoc)

si, filtro y estimacién

Sentido fisico en la
seleccion de ganancias

No

si, en térmicos de la fisica y
la dinamica natural del
proceso.

* n = namero de estados, m = namero de salidas, p = numero de entradas exégenas, x = indice

de observabilidad global
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Capitulo 4

ESTIMACION DE ESTADOS EN

REACTORES DE COPOLIMERIZACION

En este capitulo se establece una metodologia para la seleccién de la estructura de
estimabilidad. En principio existen 116 estructuras posibles para el reactor de
copolimerizacién. Con algunas consideraciones de indole practica pueden reducirse
a 22 estructuras. Después, en la etapa de analisis, se plantean las condiciones de
resolubilidad, y las medidas de estimabilidad para las estructuras definidas.
Finalmente, en la etapa de disefio, se construyen, sintonizan, e implementan cuatro
estimadores (con diferentes grados de estimabilidad) para compararlos entre si, y
corroborar las conjeturas realizadas en la etapa de analisis.
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4.1 El problema de estim abilidad

Como se establecid en el Capitulo 1, la inferencia de los estados y de las variables de
calidad es un problema importante en la ingenieria de reactores de copolimerizacion
con fuertes implicaciones en el monitoreo, el disefio, la operacién, y el control del
proceso. Por ello, el objetivo en este capitulo es proponer una metodologia de
estimacioén no lineal para inferir las variables clave (2.5) de: (a) calidad (composiciéon
instantanea, conversién, y peso molecular peso-promedio), (b) seguridad (fraccién de
solidos), v (c) velocidad de produccién en reactores de copolimerizacién en solucion;
mediante el empleo de mediciones secundarias (2.2) en linea de: densidad, indice de
refraccién, temperatura, y volumen; y conociendo las entradas exégenas o de control
(2.6): flujos de alimentaciéon y de descarga, temperaturas de alimentacién (de
monémeros y solvente) en el reactor, y concentraciones de alimentacion de reactivos.

El esquema de estimacién se establece en dos etapas: la primera, etapa de analisis,
consiste en la seleccion de (los grados de libertad): la estructura de estimabilidad y
los parametros de sintonizacion, tales que aseguren la convergencia-RE del
estimador. Esto es, deben satisfacerse las condiciones de resolubilidad establecidas
en el Lema 3.1, equivalente a la Definicion 3.2. La segunda, etapa de diseno,
consiste en la construccién (aplicando directamente el Teorema 3.1 o 3.2),
sintonizacién e implementacion del (los) estimador (es).

La metodologia propuesta muestra la factibilidad de:

(a) Disefiar un estimador con interpretaciéon fisica, esto es, explotando el
conocimiento del comportamiento estacionario y dinamico del reactor, las
propiedades del copolimero, las dependencias de las variables medidas con las
de interés, etc.

(b) Determinar el grado de estimabilidad, mediante la verificacion de las
condiciones de la Definicion 3.2.

(c) Conocer a priori la convergencia, el desemperfio y la robustez del estimador, a
partir de la etapa de analisis; donde el Lema 3.1 se usa como una medida de la
estimabilidad robusta exponencial.

Estos aspectos se abordan en cada una de las siguientes subsecciones: En la
Seccion 4.2 se establecen las posibles estructuras de estimabilidad para el reactor
continuo de copolimerizacién en solucion (caso general independiente del sistema de
reaccion en particular), y se seleccionan algunas de ellas bajo criterios y
suposiciones basados en la fisica del problema. En la Seccién 4.3 se evalian las
condiciones de resolubilidad (Definicion 3.2 o Lema 3.1} para las estructuras de
estimabilidad seleccionadas, se comparan entre si, y se analiza a priori cual sera el
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comportamiento dinamico del estimador (convergencia-desempeno-robustez) para el
caso particular de la copolimerizacion de MMA-AV en solucién. En la Seccién 4.4 se
construyen y sintonizan los estimadores P y PI para cada una de las estructuras de
estimabilidad seleccionadas. Y finalmente, en la Seccién 4.5 se presenta la
implementacion de los estimadores (mediante simulaciones numeéricas),
corroborando las conjeturas dichas en la Seccién 4.3 sobre el comportamiento
dinamico de los estimadores.

4.2 Estructuras de estimabilidad

Para determinar las estructuras de estimabilidad S =(k,x,)posibles, tomemos en
cuenta que el reactor (2.6) tiene nueve estados (x) y cuatro salidas (y), ademas que el
mapa # y los primeros siete mapas (f;, ..., f;) no dependen de los momentos de la DLC
(¥ = #, X, = 1), lo cual implica que los momentos no son estados del mapa
observable x; (3.14), y que la dimensién de x, puede variar entre 4 y 7:

{xg, %} & x,, soASK HK, FR R, <T (4.1)

Las posibles combinaciones en el conjunto k = (x;, k,, ¥; k,) que cumplan la
condicion (4.1) son: (1,1,1,1), (2,1,1,1), (1,2,1,1), (i,1,2,1}, (1,1,1,2), (2,2,1,1),
(2,1,2,1), (2,1,1,2), (1,2,2,1), (1,1,2,2), (1,2,1,2), (3,1,1,1), (1,3,1,1), (1,1,3,1),
(1,1,1,3), (2,2,2,1), (2,2,1,2), (2,1,2,2), (1,2,2,2), (3,2,1,1), (3,1,2,1), (3,1,1,2),
2,3,1,1), (1,3,2,1), (1,3,1,2), (2,1,3,1), (1,2,3,1), (1,1,3,2), (2,1,1,3), (1,2,1,3),
(1,1,2,3), (4,1,1,1), (1,4,1,1), (1,1,4,1),y(1,1,1,4).

Asimismo, para cada conjunto k se puede seleccionar varios conjuntos de x,.

Matematicamente existe un conjunto X* de 116 elementos de estructuras de
estimabilidad (ver Tabla 4.1), las cuales pueden se clasificadas en cuatro
subconjuntos de acuerdo a la dimensién x del vector x, (card X es la cardinalidad o

numero de elementos en Ij:

T={z1,5, 5, card (') =116

,.={S=(k,x,)(keKi,x,eXi’}, dim x, (en %)=k =3+] 4.2)
card(%,%3,%3,%; ) = (6,40,50,20)

z
x

donde el vector de observabilidad (K) y la coordenada x, (X!) estan dados en la Tabla
4.1.
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Tabla 4.1 Estructuras de estimabilidad posibles (matematicamente) para un reactor
de copolimerizacion.

ESTIMACION DE ESTADOS EN REACTORES DE COPOLIMERIZACION

k=8 x) A Xy
(m, m, T, V) @) Py b Ho 1)
(m,p, V) (my, py ity 15)
PN (1,1,1,1) (m,p, T, V) (my p,, i, o 1) 6
(my,p, T V) (m, p, i, ty 1)
(myp, T, V) (m, p, i, ty 15)
@, p, TV (my, m,, i, o 1)
(m, my p, T, V) ®y i Hy 1)
(m, m,p, T V) @, i Hy 1)
(m,p, P, TV) (my i, iy 15)
2,1,11) (m, p,p, TV) (m,, i, tty 1)
z (1,2,1,1) (m, m, i, T, V) Py Py Hy 1) 40
1,1,2,1) (m,p, i, T, V) (my Py oy 1)
(1,1,1,2) (m,p, i, V) (my P, Mo 15)
(m,p,i, T V) (m, p, o 1)
(my, p, i, T, V) (m, p, ty 1)
@, p, i 1. V) (m, my po 1)
22,10, 21,210 m,m,p,p, T, V) (4 Hy 1)
2,1,1,2), 1,2,2,1)| (m,m,p,i T V) ©, ty 1)
3 (1,1,2,2), (1,2,1,2)| (m,m,p, i T V) P, Hy 1) 50
G, 1,10, 1,3,1,)| m,p,p, i T V) (m,, ty 14)
(1,1,3,1), (1,1,1,3)| myp,p, i T, V) (m,, 1)
2,2,2,1), (2,2,1,2)
2,1,2,2), (1,2,2,2)
(3,2,1,1), 3,1,2,1)
(3,1,1,2), (2,3,1,1)
% (1,3,2,1), (1,3,1,2) | (m, myp,p, i, T, V) (Mo 1) 20
(2,1,3,1), (1,2,3,1)
(1,1,3,2), 2,1,1,3)
1,2,1,3), (1,1,2,3)
41,10, (1,4,1,1)
(1,1,4,1), (1,1,1,4)




ESTIMACION DE ESTADOS EN REACTORES DE COPOLIMERIZACION 81

Siguiendo el marco metodolégico de las secciones 3.7 - 3.9 sobre la seleccién de una
estructura de estimabilidad y aspectos para la implementaciéon, tomemos en cuenta
las siguientes consideraciones cinéticas y de ingenieria para delimitar un conjunto
mas pequenio de estructuras de estimabilidad:

(1) En un reactor industrial, los cambios en el volumen causados por aumento de la
conversion - densidad (implicando una contracciéon de volumen) no pueden ser
detectados por un indicador de nivel estandar o un sensor gravimétrico, lo cual
significa que el indice de observabilidad del volumen debe ser uno:

Kk, =1 (4.3)

(2) Para eliminar la posibilidad de propagacién excesiva de errores de modelado, se
pedira que el mapa ¢ (3.12) incluya a lo sumo primeras derivadas de las
velocidades de propagaciéon y segundas derivadas de los mapas de densidad e
indice de refraccién, en el entendido que esta suposicion se corroborara a
posteriori (en la fase de implementacién):

K|, Ky Ky <2 (4.4)

(3) Puesto que las primeras derivadas de densidad, indice de refraccién, y
temperatura tienen una fuerte dependencia con respecto a los estados (m,, m,, p,,
p,) comparando con el estado (i), entonces se seleccionara preferiblemente estos
cuatro estados dentro del mapa observable x,.

A partir de estas consideraciones, el conjunto Z* de 116 elementos se reduce a un
conjunto X de 22 elementos de estructuras de estimabilidad (ver Tabla 4.2):

2={%,%,,5,,5,}, card (£) =22
%, ={S =(k,x,)'keK,.,x, ex,l.}, dim x,; =x =3+1i, (4.5)
card(21,22,23,24)=(6,12,3,1)

Esta caracterizacién estructural se cumple para la clase completa de reactores de
copolimerizacién en soluciéon, dadas las mediciones de densidad, indice de
refraccién, temperatura y volumen; y es independientemente del sistema de reaccion
en particular y de la trayectoria a seguir.
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Tabla 4.2 Estructuras de estimabilidad factibles para implementaciéon, para un
reactor de copolimerizacion.

(mp mzl Z V) (pl’ pZ’ i’ /JT)' luz)

(mn pl: T: V) (mr p?) i’ Au(\: .u’))
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z . ,
2 5 (1, 1, 2, 1) [pa nn T, V] (my, my, p, Py, i, T, V, 1, b) (ml, pl, D T, V) (m2' ," Ho /uQ)
TV . Pp Py 1, m, i,
LLLD 000 T LV nymy iy T Vo (my Py P2 1.7 (my & thy 1)
2,2,1,1) L2V o mpop TV, 0)
; 7k m,m,p,p, T, i,
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1,2,2,1 . e U
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071 2,22, (m,m,p,p, i, T, V) (4 15) 1
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4.3 Condiciones de resolubilidad

La evaluacion de la propiedad de estimabilidad-RE equivale a determinar/analizar
las medidas del Lema 3.1, para las 22 estructuras de estimabilidad del conjunto X

(Tabla 4.2). De las caracteristicas fisicas del reactor de copolimerizaciéon (i.e., los
acotamiento de los estados y entradas del reactor son: 0<¢, <1, ¢ ={m, m, p,, p, i,

My Mogy Pigy Powr by OST,ST, ., T1={T,T, T, T, T}0<q<T,,, ¢*= 9959595y
0 <V <2 L) se sabe que los mapas ¢, (3.11), ¢ (3.12), y £, (3.16) tienen funciones (¥,
b)-, (x, U, v, b)-, y (U, y, b)- sensibilidad acotadas, respectivamente. Esto es, los
jacobianos de los mapas o, 0, p.n.0.4,T, T, T,y V con respecto a (x, U, y, v, b) son
finitos [la funcién sensibilidad, s;, esta definida en (3.84) - (3.83)]:
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s¥ (1)< S;, o St()< s;l 5
st(t)<s, ., si(t)<s,.. si(t)<s,,. sf(f)< S, b (4.6)
s (1) <y ST(0) <S5, s (1) <Sy,,

Por tanto, siempre se cumplen que las funciones de sensibilidad del Lema 3.1 estan
acotadas. De aqui que el analisis de la estimabilidad-RE equivale a evaluar las
medidas restantes del Lema 3.1, que corresponden a determinar (a lo largo de la

trayectoria de operacion):
(a) el x, -condicionamiento del mapa ¢,, equivalente a verificar que

(b) el x, -condicionamiento del mapa f;,, equivalente a verificar que
(c) el margen de estabilidad /, del mapa f;, equivalente a verificar que

Las condiciones (a) y (b) garantizan la estimabilidad robusta (i.e. cuando existen
errores en los parametros del modelo) para que ¢ sea Rx, -invertible y que la

dinamica no observable sea RE-estable, y son equivalentes a verificar que:

c()<c, ., (4.7)
cr(t)<c; . (4.8)

* * .
donde ¢, , y ¢, . son constantes finitas.

xig

Sin embargo para verificar la estimabilidad nominal (i.e. cuando el modelo es
perfecto) sélo se requiere que:

det (¢,x, ) #0 o Rango (¢1x, ) =K Py, =09, / 0x, (4.9)
I()>0 (4.10)

donde la primer medida garantiza que ¢, sea x, -invertible, y la segunda que la
dinamica no observable sea inicamente E-estable.

Como punto de comparacion y para destacar la importancia entre la resolubilidad
nominal y la resolubilidad robusta, se evaluaron tanto las medidas nominales (4.9)-
(4.10) como las medidas de robustez (4.7)-(4.8) para cada una de las estructuras del
conjunto X (4.5), a lo largo de la trayectoria de operaciéon establecida en la Secciéon
2.2.2 para el reactor de copolimerizacién de MMA-AV en solucién. De este analisis se
obtuvieron los siguientes resultados comparativos:
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(1) Por una parte, las medidas nominales se cumplen para todas las estructuras de
estimabilidad, lo cual indica que sin errores en los parametros del modelo,
cualquiera de las estructuras de estimabilidad del conjunto S son factibles de
emplear para disefiar e implementar el estimador. Y puesto que la velocidad de

convergencia mas rapida se obtiene con x grandes (ver Seccién 3.7), entonces
uno seleccionaria cualquiera de las estructuras del subconjunto X,. No obstante,

este resultado no es el criterio adecuado para seleccionar una estructura, ya que
en un caso practico no se cuenta con un modelo perfecto del proceso.

(2) Al evaluar las medidas robustas, el x, -condicionamiento del mapa observable de
todas las estructuras del conjuntos X fueron aceptables (con c ()<101°) sin
embargo, la medida del x; -condicionamiento de la dinamica no observable
resulto ser excesivamente mal condicionado (con cf” (t) >1019) para las siguientes

cinco estructuras:

{(L.1,L1),(m,p, TV)}eZ,

{(1.111).(p. P, TV )} €2,

{(2.1,1,1),(m,.m,, p, T.V)} € Z,, (4.11)
{(1.2,1,1),(m,,m,, p, T.V)} € %,

{(1.1,2,1),(m,,m,,p,, T.V)} € %,

las cuales se descartaron para disefio € implementacion de un estimador robusto
(aunque nominalmente si tienen solucién). Reduciéndose el conjunto T a 17
estructuras factibles para implementacion.

Para discernir entre las 17 estructuras de estimabilidad restante, simplemente se

compararon entre si las medidas de robustez de cada una de éstas. De las cuales,
las cuatro estructuras (S, S,, §;, S,) con el mejor balance de robustez en cada

subconjunto (Z,, Z,, Z;, %,) (4.5) son las siguientes:

S, ={(1L.1.L1),(m;,m, T V)}e %,
S, ={(1.1,1,1).(m,m,, p, T.V)} e Z,,
{(
{(

4.12)

S, ={(2.1.1.1).(m;.m,, p,, p,, T.V)} € Z,,
S, ={(1.2,1,1).(m,.m,, p,, p,,i,T.V )} € 2,

I
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En las Figura 4.1 y Figura 4.2 se muestran las medidas de estimabilidad nominal y
robusta, respectivamente, para las estructuras (S,, S,, S;, S,), observandose que:

(i) La medida nominal det (¢1x,) siempre es diferente de cero, indicando existencia

de invertibilidad para x,.

(iiy El margen de estabilidad o velocidad de convergencia se incrementa cuando la
dimensién del mapa no observable (n - x) disminuye, lo cual significa que la
tendencia a inestabilidad es menor con dimensiones pequefias del mapa no
observable x,,.

(iii) Con la estructura S, (con la dinamica observable mas pequefia) se obtiene la
mejor robustez de la dinamica del error observable (i.e., €l x, -condicionamiento

mas pequefio), pero también se obtiene la peor robustez de la dinamica no
observable (i.e., el x, -condicionamiento mas grande).

(iv) La estructura S, (con la dinamica observable mas grande) se comporta en el lado
opuesto a la estructura §,, se obtiene la mejor robustez de la dinamica no

observable, pero la peor robustez de la dinamica observable.

(v) En todos los casos, los periodos dinamicamente excitados hacia ignicién (ver
lineas discontinuas en las figuras 2.3 y 2.4) en la trayectoria de operacién
favorecen la robustez de la dinamica observable, pero deterioran la robustez de
la dinamica no observable.

Estos resultados sugieren que §; y S, son los casos extremos para velocidad de
convergencia y robustez, por lo que S, o §; son las estructuras de estimabilidad

candidatas para obtener el mejor funcionamiento robusto del estimador, o
equivalente a, obtener el mejor compromiso entre la velocidad de reconstruccién de
estados y la tolerancia a errores de modelado.

Fisicamente hablando, estos resultados indican que en nuestra trayectoria de

operacion, para el reactor de copolimerizaciéon de MMA-AV, el orden de preferencia
para colocar los estados en la particiéon x; es la siguiente: primero los mondémeros

libres (m,, m,), luego la conversion del monémero menos reactivo (p,), luego la
conversién del monémero mas reactivo (p,), y finaimente el iniciador (3).
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Figura 4.2 Funciones de medida de la propiedad de estimabilidad-RE (robusta
exponencial)



ESTIMACION DE ESTADOS EN REACTORES DE COPOLIMERIZACION 87

4.4 Construccion y Sintonizacion de los estimadores

Para una estructura de estimabilidad § dada, la aplicacién directa del Teorema 2
(Capitulo 3) proporciona la construccién del estimador-P no lineal, para condiciones
nominales (con 8 = by X, #x,); y la aplicacion del Teorema 3 (Capitulo 3)
proporciona la construccién del estimador-PI no lineal, para condiciones robustas
(con 8=by X, #x,). Donde el mapa ¢, (x, xu,b) esta definido en la Tabla 4.2, y el exo-

observador se construyo Gnicamente para las entradas #'(¢f) conocidas y variantes en
tiempo (definidas en la Seccién 2.2.2 para la trayectoria de operacion disenada):

u'(t)=[m,.T,T,.T.], u(t)cu(r) (4.13)
y cuyos indices exo-observables, para las cuatro estructuras (S, S,, S;, S,),son:
(vivavsv,)=(L11I1) (4.14)

Con respecto al esquema de sintonizacién, éste se establecié en la Seccién 3.8. Las
ganancias de referencia para el exo-observador, K (1), estan tabuladas en la Tabla

3.2; y las ganancias de referencia para el estimador-P, K (1), o del estimador-PI,
[K,(1), K(1)], se encuentran en la Tabla 3.3. De acuerdo a estas tablas, las ganancias
de referencia estan en funcién de frecuencias y factores de amortiguamiento de

referencia. De acuerdo al estudio realizado en la Secciéon 3.8 y Apéndice F, los
factores de amortiguamiento se seleccionaron, para las cuatro estructuras (§,, S,, S,

S,), como:
& =071 (4.15)

Por otra parte, las frecuencias de referencia se escogieron con base en el estudio

dinamico del reactor (hecho en el Capitulo 2): el reactor tiene un tiempo de
asentamiento de aproximadamente 7, = 800 min (ver figura 2.4), que equivale a un

tiempo caracteristico de 7, = 200 min (r, = 4r), o bien su frecuencia natural
caracteristica es w, = 1/200 min"' (0, = 1/7). A partir de esta ultima frecuencia se
seleccionaron las frecuencias de referencia del exo-observador como:

0! =8w, =1/25min” (param,,)

, (4.16)
o' =(%)o,=1/30min”, i=2,34  (paraT,T,,y T,)
y del estimador como:
o) =0 =w,/2=1/400 min™ (parap y n) @.17)
@ =wd =20, =1/100 min™ (paraT y V) '

Aqui se definié o) ,0; >®],®; porque las mediciones de temperatura y de volumen

son mucho mas rapidas en respuesta dinamica que densidad e indice de refraccion,
y ademas Ty V¥ son estados directos del sistema; y @ > @’ ya que en este caso el exo-

observador se emplea Unicamente para filtrar ruido, por lo que su velocidad de
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convergencia puede hacerse mucho mas rapida que la del estimador. Y por tltimo,
los parametros de aceleracion/retardo (s , s,) se escogieron como

(8..5,)=(1.10) (4.18)

La forma de seleccion de los parametros de ajuste (4.15)-(4.18) significa que la
dinamica del exo-observador es mas rapida que la del error de salida de estimacion,
y ésta a su vez es diez veces mas rapida que la dinamica natural del estimador. Es
importante senalar que las ganancias resultantes se emplearon para todos los
estimadores (esto es, sin importar el grado de observabilidad x) sin reajuste de
parametros.

4.5 Implementacion de los estimadores

A continuacién se presentan los resultados comparativos del funcionamiento de los
estimadores (E,, E,, E;, E,) asociados a las estructuras de estimabilidad (S, S,, §;, S).
Se consideran tres situaciones: (1) el funcionamiento nominal, con errores en los
estados iniciales; (2) el funcionamiento robusto, con errores en los estados iniciales y
en los parametros del modelo; y (3) el funcionamiento robusto, con errores en los
estados iniciales, en los parametros del modelo, y en las mediciones.

Por funcionamiento nominal del estimador entendemos el comportamiento cuando
existen errores en los estados iniciales pero no hay errores de modelado, por lo cual
seleccionamos el disefio-P; y este estudio debe verse como un medio para entender y
comparar €l caso practico de interés: el funcionamiento robusto implementando el
disefio-PI para obtener mayor tolerancia a errores iniciales, de modelado, y en la
mediciones.

4.5.1 Funcionamiento Nominal

En la Figura 4.3 se presenta y se compara la salida z estimada, generada por el
funcionamiento-N (nominal) de los estimadores-P. Los estimadores fueron
implementados con los estados iniciales listados en la Tabla 2.4. Los resultados son
los siguientes:

(1) Como se esperaba, en todos los casos, las salidas estimadas (lineas delgadas en
la Figura 4.3) convergen asintéticamente (i.e., sin sesgo) a sus valores reales
(lineas gruesas en la Figura 4.3).
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Figura 4.3 Estimados de las salidas de interés a de los estimadores E,, E,, E;, y E,,
con errores en las condiciones iniciales.
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(2) Con el estimador E, (con la dimensién observable mas grande) se obtiene la

velocidad de convergencia mas rapida y con el disparo en el error inicial mas
grande. De manera opuesta, con el estimador E, (con la dimensién observable
mas pequena) se obtiene la velocidad de convergencia mas lenta y con el disparo
en el error inicial mas pequeno.

(3) Comparando entre las salidas z estimadas, la fracciéon de sélidos (z) y la
conversion (z,) son las salidas con la convergencia mas rapida porque éstas estan
mas ligadas a la dinamica observable (i.e., de x), mientras que el peso molecular
(z,) es la salida con la velocidad de convergencia mas lenta, debido a que depende
significativamente de la dinamica no observable (i.e., de x).

(4) Excepto por el disparo inicial en el estimado de la composicién instantanea (z,), el
estimador E, genera el mejor funcionamiento-N global. Los estimadores E, y E,
constituyen los casos intermedios de desempefio, mientras que £, y E, son los

casos extremos.

(5) Conforme los errores en los estados iniciales disminuyen, el estimador E,
definitivamente proporciona el mejor funcionamiento-N, y con el estimador £, se

obtiene el "peor" funcionamiento-N.

Cabe senalar que, las caracteristicas del funcionamiento-N aqui resultantes
corroboran las conjeturas para la propiedad de estimabilidad nominal realizadas en
la secciéon 4.3.

4.5.2 Funcionamiento Robusto

En la Figura 4.4 se presenta el funcionamiento-R (robusto) de cada uno de los
estimadores-Pl. Los estimadores fueron implementados nuevamente con los estados
iniciales listados en la Tabla 2.4, con los errores en los parametros del modelo
listados en la Tabla 2.5; los resultados son los siguientes:

(1) En todos los casos, hay convergencia con sesgos asintdticos que son mas
pequefios para las salidas mas ligadas a la dinamica observable, lo cual
concuerda con la caracterizaciéon establecida en el Corolario 3.2.

(2) Comparando con el funcionamiento-N de la Figura 4.3, el estimador E, (el cual
tenia el mejor desempeno nominal) experimenta la peor degradacién y genera el
peor funcionamiento-R: ahora existen disparos perioédicos decadentes que se

asientan en aproximadamente1500 min. Esta caracteristica es mas pronunciada
en las salidas z,, z, z,, ¥ z; que son las mas directamente ligadas a la dinamica

observable, y es menos pronunciada en la salida z,, que esta ligada a la dinamica
no observable.



ESTIMACION DE ESTADOS EN REACTORES DE COPOLIMERIZACION 91

(3) Por otra parte, el estimador E, (el cual tenia el "peor" desempefio nominal
comparativo) experimenta la menor degradacién, con un desempefio semejante
al funcionamiento-N.

(4) El funcionamiento de los estimadores E; y E, corroboran nuevamente las

caracteristicas predichas por la teoria de estimacién geométrico no lineal: que
las estructuras con grados de observabilidad x grandes (i.e. E,) permiten

reconstruir los estados mas rapidamente, peros son muy sensibles a errores de
modelado; y de lo contrario, las estructuras con x pequeios (i.e. F,) permiten

mayor tolerancia a errores de modelado, pero reconstruyen los estados mas
lentamente.

(5) Con el estimador E, se obtiene el mejor funcionamiento-R, en términos de un

balance adecuado entre la velocidad de reconstruccion de estados y la tolerancia
a errores de modelado. El estimador E, tiene una respuesta similar al £;, excepto

en la estimacién de la salida z,, que tiene un tiempo mas largo de convergencia.
La diferencia entre E, y E; es Uinicamente la reconstruccién de un estado mas en
E, (la del estado p,).

(6) En el estimador E, (con el mejor funcionamiento-R}, los sesgos asintéticos de las
salidas z son como sigue: muy pequenos (i.e. casi imperceptibles) para z;, z,, y z,,
y pequenos (i.e. aceptables) para z,,, y z;. Estos sesgos pueden reducirse ain mas
mediante la calibracion o reajuste de un conjunto adecuado de parametros del
modelo empleando algunas mediciones ocasionales de la calidad del producto (z,,
z,, Z,, Z),) €n tiempo real (Lopez et al., 2000; Lopez-Serrano et al., 1999a, 1999b).

Recapitulando, al probar el funcionamiento de los 22 estimadores candidato (con las
estructuras de estimabilidad de la Tabla 4.2), se encontr6 que el estimador E,

produce el mejor funcionamiento-R, en segundo lugar el estimador E,, y cinco
estimadores [con las estructuras de estimabilidad dadas en (4.11)] divergieron por
un excesivo mal x,-condicionamiento de la dinamica no observable. Estos resultados
contundentes estan en total acuerdo con las conjeturas sugeridas a partir de la
caracterizacién cuantitativa de la propiedad de estimabilidad-RE (Seccién 4.3).
Ademas, valida la suposicion hecha de obtener un conjunto pequeno Z Y (4.5)c 2*
(4.2), de estructuras de estimabilidad candidatas, a partir de considerar
principalmente que x,=1 (4.3) y que «k,K,k;<2 (4.4); para prevenir una
propagacién excesiva de los errores de modelado debido a la presencia de derivadas
parciales de alto orden en las matrices de ganancias, Gy G, del estimador.
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Figura 4.4 Estimados de las salidas de interés a de los estimadores £, E,, E;, y E,,
con errores en las condiciones iniciales y en los parametros del modelo.
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4.5.3 Tolerancia de ruido en las mediciones

La prueba restante para determinar la robustez del disefio de estimacion no lineal
propuesto, consiste en verificar la tolerancia del estimador ante posible ruido en la

adquisiciéon de las mediciones, tanto en las salidas y(f) como en las entradas
exogenas u'(f). Para esta ultima prueba se seleccion6é el estimador E; ya que

indudablemente el estimador E no tolera esta prueba debido a su alta sensibilidad a
errores, mientras a que los estimadores E, y E, tendran un desempefio por abajo del
estimador E, (de acuerdo a las conclusiones de la seccién anterior).

El ruido en las mediciones se simulé numéricamente, de tal forma que se reproduce
en buena medida al comun de los instrumentos de medicién en linea (en este caso:
densimetro, refractémetro, termopar o RTD, y sensor de nivel). El ruido fue inyectado
en intervalos de tiempo de 10 s, usando variables aleatorias Gaussianas, con
desviaciones de (ver Figura 4.5a): 1°K para las temperaturas 7, T,,, T,,, y 7, 0.001

para la concentracion de alimentaciéon m,,, 1 Kg/m? para la densidad p, 0.001 para el
indice de refraccion 7, y de 0.01 m3 para el volumen V. El estimador-PI se
implementé con los estados iniciales y errores en los parametros listados en las
Tablas 2.4 y 2.5 respectivamente.

En la Figura 4.5 se muestran los estados x, las salidas medidas y, las salidas de
interés z, y las entradas exdgenas u', para la trayectoria de operaciéon y (Con
propédsitos de comparacién) para los funcionamientos nominal (sin ruido en
mediciones) y robusto (con ruido en mediciones). Los resultados son los siguientes:

(1) El funcionamiento-R del estimador-PI con ruido presenta estimados promedio
que se parecen a los obtenidos para el caso sin ruido.

(2) Como se esperaba, €l estimador-R (comparado con el estimador-N) tiene una
velocidad de convergencia mas lenta, mas oscilatoria, y con un sesgo pequenio
pero aceptable.

(3) La propagacion de ruido es mas pronunciada en las salidas z que dependen mas
fuertemente de la dinamica observable.

(4) En nuestra trayectoria de operacién en particular, la propagaciéon de ruido es
aceptable. Pero si la propagacion de éste fuese un problema, se recomienda
emplear pre-filtros rapidos para las mediciones ruidosas antes de ser
alimentadas al estimador no lineal.
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Funcionamiento-R E3

m, 0.01-

0.601
0.40
0.204 V

0.151
Py 0.10!
0.05]

0.451
osoj
0.15-

0 400 800 1200
t (min)

Figura 4.5 ¢ Evolucion del estimador con E;: Estados del reactor x(¢).
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0.6
0.5
zZ Trayectoria de operacion
0.4+ Funcionamiento-N E3 -----
Funcionamiento-R E3 S—
, 047
0.2 \==""
0.7
z
P
0.5
) 201
z,,x 10
400-
z, (Kg/h)
2001
0 400 800 1200
t (min)

Figura 4.5 d Evolucion del estimador con E;: Salidas de interés z(f).
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4.6 Resumen

Hasta aqui se ha presentado una metodologia de estimacién geométrico no lineal con
(@) un criterio de convergencia robusto, (b) un procedimiento de construccion
sistematico, (c) una técnica de sintonizacién simple, sistematica, y con interpretaciéon
fisica, y (d) la estructura de estimabilidad como un grado de libertad importante en
el diseno. La estructura de estimabilidad fue conformada por el vector de
observabilidad y por la coordenada de estados observables, y su seleccion fue crucial
para el funcionamiento robusto en el que se tiene que mantener un balance entre
desempeno y robustez. La propiedad de estimabilidad fue reformulada con medidas
que evalian y comparan: la robustez de la dinamica observable, la robustez de la
dinamica no observable, la sensibilidad de la interconexion de las dinamicas
observable y no observable, y la velocidad de reconstruccion de los estados.

El diseno de estimacién no lineal propuesto en el Capitulo 3 y ejemplificado con el
problema de estimacién en reactores de polimerizacion, mostré la factibilidad de
inferir las medidas de seguridad, calidad, y velocidad de producciéon mediante
mediciones secundarias en linea de temperaturas, flujos, volumen, densidad e indice
de refraccion. Tomando en cuenta consideraciones practicas como son posibles
errores en parametros del modelo y en la adquisicion de las mediciones (ruido).

Por otra parte, se mostré que la mezcla de estrategias de la teoria de estimacion no
lineal con estrategias de la ingenieria de reactores de polimerizacién permite que la
resolucion del problema sea manejable y estructural. Esto, acoplado con
procedimiento de construccion-sintonizaciéon altamente sistematico, permitié
establecer como el funcionamiento robusto del estimador del reactor depende de la
estructura de estimabilidad, y determinar que estructura de estimabilidad produciria
el mejor funcionamiento robusto.

La metodologia propuesta es aplicable a problemas de estimacién en reactores
(continuos, semicontinuos, o por lotes) de polimerizacién en general (masa, solucion,
suspension, emulsién, etc.). Recientemente se ha aplicado para abordar problemas
de estimacién de estados en: (i homopolimerizacién en masa via radicales libres
(Alvarez y Lopez, 1999; Alvarez, 2000; Alvarez et al., 1999, 2000), y (ii
copolimerizacién en solucién via radicales libres, empleando mediciones de presion
de vapor, densidad, temperatura, y volumen (Lopez y Alvarez, 1996, 1997). Asimismo
la metodologia es extendible para: (i) la estimaciéon de parametros del modelo, como
se ha hecho en microemulsién (Lopez-Serrano et. al., 1999a, b), y en polimerizacién
por etapas (Lopez, 2000), y (ii) €l disefio de estimadores con mediciones discretas,
como se ha hecho en homopolimerizaciéon en solucién (Hernandez y Alvarez, 2000) y
en polimerizacion por etapas (Lopez et al., 2000).
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Capitulo 5

CONTROL NO LINEAL CON

RETROALIMENTACION DE

MEDICIONES

En este ultimo capitulo se presenta el esquema de control para el reactor continuo
de copolimerizacion. Primero se construye el control no lineal exacto con
retroalimentacion de estados (i.e. bajo la suposicion de que todos los estados son
conocidos), definiendo las condiciones de resolubilidad, el criterio de convergencia , y
la técnica de sintonizaciéon. Enseguida se presenta el esquema de control no lineal
con retroalimentacién de mediciones, el cual se construye mediante la combinaciéon
del control no lineal exacto con el estimador de estados a lazo abierto (definido en los
capitulos anteriores). Y finalmente se implementan los controladores para la
regulacion del estado estacionario inestable del reactor, mostrando convergencia
robustez ante errores en la condiciones iniciales, cambios en las entradas exégenas,
y errores en los parametros del modelo.
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5.1 El problema de control

Consideremos la planta no lineal no auténoma MEMS (mnltiples entradas -
multiples salidas)

i = flx u(t),d(t),b]. vy =nh(xb), z=h(xb); x(1,) =x, (5.1)

con n estados (x), m salidas medibles (y), m, salidas de interés (z), m entradas de
control (), p entradas exogenas (d), y n, parametros del modelo (5). Las entradas u(?)
y d() son funciones del tiempo continuas por tramos; y los mapas f, 2y h, son

suficientemente suaves (diferenciables) alrededor de la evolucion E(f)

E(r)={x(t),u(r).d(t).y(1)} (5.2)

donde la trayectoria (posiblemente inestable)
=0,[1.2,.x,.u(t).d(t).b] (5.3)
esta determinada ﬁnicamente por el conjunto de datos {x,, u(f), b}. La planta debe

ser operada alrededor de un estado estacionario nominal ¥ o de una trayectoria
nominal predeterminada f(t) (posiblemente inestables), con entradas nominales

[#(t), d(t)]y salida nominal ¥(¢); esto es

E(r)={z(1).7 () d(1).5(1)} (5:4)
x(t)=6,[1t,.x,,(t).d(t),b],  y=h(%.b) (5.5)

El problema de control consiste en disefiar un controlador dinamico no lineal (con
retroalimentacién de mediciones)

%= f A5 02 K (v-7)).d, (). 8], %,=%(t,)
u=p[%,.K (y-7)]. £, =(%,"%,°%"), dim(%,)=(v,mn)

que, construido con un vector de parametros aproximado p, forzado por las
mediciones d () y y(f), y por un control con retroalimentacion de estados

(5.6)

,Lt[)?e, K, ( y—f)], genera una trayectoria de la planta a lazo cerrado
X = f{x, ,u[fce,Kc(y—f):l, (1), b}, y=h(x,b), z=h,(xb)
= fi{Fo 3. K (v-9)].d, (1), 8}, $=h(£b), i=h(b)

donde: (i) la trayectoria generada x(f) converge-RE a la trayectoria nominal J?(t) (5.5),

(5.7)

(i) el error de estimacién de salida ( y- y) y el error de regulacion/seguimiento

( ¥y —)7) converge-RE con dinamicas LNPA (lineal, no-interactiva, de polo asignable).
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y
_| conTrROLADOR | PLANTA x(2), z(f) _
= uln K (0-7)] £=f[xu()d@).0] g
y=h(x,b), z=h,(x,b) >

d(®)

ESTIMADOR A
x(9)

x(0)

A

i=h (i), % =(i0%,)] 20

Figura 5.1 Diagrama de bloques del control con retroalimentacién de mediciones

Para el caso lineal, el principio de separacion (Wonham, 1985) garantiza la
estabilidad a lazo cerrado de un controlador con retroalimentacion de mediciones,
hecho a partir de la interconexién de un controlador con retroalimentacién de
estados estable con un estimador convergente a lazo abierto. Sin embargo, es bien
conocido que, el principio de separacién no se cumple de manera directa para el
caso no lineal (Vidyasagar, 1978); por tanto, el problema de estabilidad del control
no lineal interconectado con un estimador no lineal a lazo cerrado debe garantizarse
para su implementacion. Puesto que €l estimador no lineal ha sido presentado en
capitulos anteriores, a continuacién se presenta: primero, una sinopsis del control
no lineal con retroalimentacién de estados (Isidori, 1995), y luego el control no lineal
con retroalimentacién de mediciones (basado en un estimador no lineal).
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5.2 Control no lineal con retroalimentacion de estados

El control con retroalimentacion de estados debe considerarse como el “control
exacto”, es decir, con este control se obtiene el mejor desemperio del sistema a lazo
cerrado; bajo la suposicion de que todos los estados son conocidos. Este esquema de
control ya ha sido estudiado anteriormente (Alvarez, 1996; Padilla y Alvarez, 1997)
por lo que en esta seccion, el objetivo es hacer referencia a la construccion del
control con retoralimentacion de estados. Para ello: (i) se define el problema de
control con retroalimentaciéon de estados (Isidori, 1989), en la Definiciéon 1; (ii) se
establecen sus condiciones de resolubilidad (Alvarez, 1996) en la Definicién 2, las
cuales también definen la existencia de soluciéon al problema con retroalimentaciéon
de mediciones; y (iii) se presenta la construcciéon y la sintonizaciéon del control con
retroalimentacion de estados en forma condensada en el Teorema 1.

Definicion 1 El problema con retroalimentacién de estados de la planta (S.1) tiene
solucidn, si existe un controlador no lineal

u=p[x,K (y-7).b] (5.8)
tal que, en alguna vecindad de la evolucién nominal E (t) (5.4) (posiblemente
inestable), el sistema a lazo cerrado

X =f{x, ,u[x,KC(y—)_/),b], d(t), b}, y=h(x,b), z=h(x5b) (5.9)

tiene las siguientes caracteristicas:
(1) f(t) es una trayectoria nominal RE-estable, y

(ii) la dinamica del error de salida (77, =y, —»,) es LNPA:

I

ﬂ,.(K'c) - k;_pn(x'c—l) —~kin, =0, 1<i<m. e (5.10)

Observacion 5.1. En general, el problema de control con retroalimentacién de
estados consiste en obtener las leyes de control, u(t), conociendo todos los estados
de la planta; lo cual siempre es factible en la practica. Mientras que el control con
retroalimentacion de mediciones se obtiene Uinicamente a partir de las mediciones.
Por ejemplo, en el caso de estudio del reactor de copolimerizacion, el control con
retroalimentacién de estados se construird suponiendo que se miden todos los
estados (m,, m,, p;, p5, L. T, V, 1y, 1), y €l control con retroalimentacién de mediciones
se obtendra unicamente a partir de (p, n, 7, ¥). No obstante, el mejor (maximo)
desempenio obtenido para un control retroalimentado es el control con
retroalimentacién de estados, y por ello éste se empleara como referencia.
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5.2.1 Condiciones de resolubilidad

Para presentar las condiciones de resolubilidad, primero se definiran algunos mapas

y vectores, considerando que los parametros b, y las sefiales y(¢) y d(t) son conocidas.
Tomemos derivadas temporales sucesivas del mapa de salida y, = A(x, b) de la

ecuaciéon (5.1), hasta el orden «;, obteniendo el conjunto de (x, + m)-ecuaciones
(algebraicas variantes en tiempo)

y(1)=9,[xx,(t).b] (5.11)

v(t)=o[xx,().5] (5.12)

donde y, x, y v son vectores obtenidos a partir de las sefiales medidas y sus

derivadas temporales,

K -1 K1 Ky Ky, c c
y=[yl,...,yl( )ymy,(n )} , u=[y,( )y,(n )} , K[ +...+K,=K,<n(5.13)

!

xd:[dl,...,dl(v"l);...;dp,...,dﬁv”_l)} , Vot v, =V (5.14)
y los mapas no lineales ¢, y ¢ estan dados por (la derivada direccional recursiva

L hesta definida en 3.13):

r

8 (x,%0:0) = Pveor I iy L, | (5.15)

!

o(x,1,%,,b) = [L“‘ ,L‘j}hm] (5.16)

En la siguiente definicion se establece las condiciones necesarias para obtener el
grado relativo de la planta (5.1).

Definicién 2 (Grado relativo). La trayectoria nominal de la planta X (t) (5.5) tiene
un vector de grado relativo
ko=(x{,oks), Ktk =K <n k>0 (5.17)

si a lo largo de la evolucion E(t) (5.4):

(i) Los mapas ¢, (5.15)y ¢ (5.16) son continuamente diferenciales.
(ii) El mapa ¢, (5.15) es independiente de u, esto es:

¢, [%(¢).%,(t).b] = 0.
(iii) El mapa ¢, (5.15) es invertible para x_ estados, esto es:
Rango{d),xl [f(t),)?d (t)b]} =
(iv) El mapa ¢ (5.16) es w-invertible, esto es:
det{(pu [%.5(¢).%, (1), b]} #0 o Rango{(pu [x 5().x, (1) b]}
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Observacion 5.2. La definicién anterior establece la existencia de un vector de

grados relativos, lo cual garantiza que dadas m salidas (y) es posible reconstruir las m
entradas (#) de manera unica y controlar k, estados de la planta (estados

controlables). El vector de grados relativos k, se determina derivando sucesivamente
las salidas hasta que el mapa ¢ (formado por las k¢-ésimas derivadas de las salidas
y) sea invertible para las entradas u, y que el mapa ¢ (formado por las salidas y, y
sus (k¢ - 1) derivadas) sea invertible para €l mapa x,.

Como consecuencia de la condicion (iii) de la Definicion 2, el conjunto de «.-

ecuaciones (5.11) admite solucién tnica

x; =07 2%, (8),y(0).0],  dim(x,x,)=(x,.n-x,) (5.18)
para x, de los estados del vector x, tal que el mapa ¢, es x-invertible; esto es,
¢ (x84, (%0, )%, (1) 0] b} =5, 120 (5.19)

donde /, (matriz permutada en columnas de la matriz identidad, de dimension rx»), x;
(particion de estados controlables de dimensién k), y x; (particion de estados no
controlables de dimensién n - k) cumplen con:

x=1(x %, (xx,") =(1.1,)x, (1.1,)=1I] (5.20)
Asimismo, la condicién (iii) de la Definicién 2, existe un mapa complementario ¢,
xy =y (x) (5.21)
tal que el mapa ¢
d)(x,xd,b)=|:¢,’(x,xd,b),¢,,'(x)]’ (5.22)

sea x-invertible, esto es:

07 [9(x.x,.0),x,,b]=x(t) (5.23)

De igual forma, como consecuencia de la condicién (iv) de la Definicién 2, el conjunto
de m-ecuaciones (5.12) admite la solucién tinica

u(t)=¢"'[x0(t).x,(r).5] (5.24)
para las m-entradas de control, tal que el mapa ¢ es u-invertible; esto es:
¢ {x,(p[x,u(t),xd (t),b],xd (t),b} =u(t) (5.25)

Por otra parte, la sustitucion del conjunto de « -ecuaciones (5.11) evaluadas en y (t)
y del conjunto de m-ecuaciones (5.24) evaluadas en G(t) , en el sistema n-

dimensional de la planta (5.1) conduce al siguiente sistema algebraico-diferencial:



CONTROL NO LINEAL CON RETROALIMENTACION DE MEDICIONES 105

Xy = fy lix;,,(p—l [X*’B(t)’fd (t)’b]’fd (t),y(t),b], x;lo =X, =1;x,
= f[[;' (67 ) x5 (0).9(0).8](x )} 07 [ .5(). % (1).6]. %, (t),b:l
() =50 [ % (0).y(0).6] (%)} eE())={xeR1y(r)=6,[x%, ()]} (5.27)

que producen una trayectoria x*(f) exacta a la trayectoria nominal de la planta f(t) ,

(5.26)

siempre y cuando la trayectoria x;,
xy (£) =0, [ 1.1,.%,,,5(1).%, (£).7 ( t).b], % =(x;,x;,)eE, Osdim(x;,)Sn—Kc (5.28)

de la dinamica cero (5.26) sea RE-estable.

Observacion 5.3. De la ecuacion (5.18) puede verse que los «, estados controlables x,
son reconstruidos a partir del mapa controlable ¢, mientras que los (n - k,) estados
no controlables x; son reconstruidos a partir de su dinamica modelada, llamada

dinamica cero. Las entradas u(f) son reconstruidas a partir de la inversién del mapa ¢
(formado por las k¢-€simas derivadas de las salidas y,), correspondiendo a la inversa

dinamica.

5.2.2 Construccién del controlador

Como hipétesis, supongamos que: (1) exista un vector k de grado relativo (de
acuerdo a la definiciéon 2), y (2) la dinamica cero (5.27) es RE-estable. Y aplicando el
siguiente cambio de coordenadas:

- :tﬂ - PI i),i(x;)b)} v=0(xx,b) (5.29)

entonces la planta (5.1) en coordenadas-z adquiere la forma normal (Isidori, 1989)
(las matrices I',, I, A, y el mapa 6, estan definidos en el Apéndice D):

z; = Tz; +I1,0(1), y=Az;; dim(zf) =K,
2= 0,[27,25,0(t),%,(1).]; dim(z;)=n-x,

donde z; y zj; son los estados controlables y no controlables de la planta,

(5.30)

respectivamente. Este sistema con zj= 0 y v = O corresponde a la dinamica cero
(5.26)-(5.27) RE-estable en coordenadas-z. Por otra parte, puesto que el par ([',, I1) es
controlable, entonces existe una matriz de ganancias, K, tal que el controlador lineal

v=0+K,(z; -Z) (5.31)
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genera el siguiente sistema a lazo cerrado, sustituyendo (5.31) en (5.30),
4= A4z +1,(O+KZ ), y=Az, A4,=T +ILK,
. _ (5.32)
;= 0, [z,,z,,,U+KC (z, -z ),xd,b]

El cual sera estable si existe una matriz K_ tal que la matriz 4_ sea estable.

En coordenadas originales, x=¢" (zc,xd,b) (5.29), se obtiene que el controlador no
lineal (5.24) esta dado por:

u() =" {x 0+ K [0 (x.x0,0) =4, (%.%,.5) %, (1) b} (5.33)

y la planta a lazo cerrado (5.32) por:

5 = f|x 0" {50+ K [0, (x.x,.6) -0, (£.%,,5) ] (1).5}. d (1), b], (5.34)
y = h(x,b), z = hz (x’b)

5.2.3 Dinamica del error y sintonizacion del controlador

Definiendo el error de seguimiento/regulacién como:
e =2 I
c _ _¢ =
€y =2y 2y (5.35)
_ ki
e, = ”xd (t) —-X, (I)H
Y restando la ecuacién (5.30), evaluada en condiciones nominales, de la ecuacién

(5.32), se obtiene que la dinamica del error tiene la siguiente forma (los mapas o, y
q; estan definidos en el Apéndice D):

¢ = Ae
- c ¢ (¢ ¢ (5.36)
ey = 0, (e,,,t)+q,, (el ’ell’ed’b’[)
donde g, es una perturbacién desvaneciente y L-continua de acuerdo a:
g5 (0.€5,0,5,1)=0
(5.37)

c c (4 (4
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El sistema (5.36) corresponde a un sistema diferencial triangular (Vidyasagar, 1978),
el cual es estable si se garantiza que ¢, es estable, mediante la seleccion de una

matriz 4, estable. Para lo cual sea K, la matriz de ganancias ajustable del controlador

de la siguiente forma parametrizada (Alvarez, 1996):
K, (sc) =db[(s:fkf],...,s k¢ )',...,(s:cmkcl,...,sck;‘(‘. )’} 5,>0 (5.38)

ke 11 m
con entradas de referencia, K (1), que hacen estable la dinamica LNPA del error de

salida [7=y-y,obien n.=4 (zf —Ef) a partir de la ecuacion (5.36)]:

771'(Kf) _kiic_fni(xf_l)_'“_kiini =0, =Y =Yo 1<i<m (5.39)

Aqui la sintonizacién de las ganancias de referencia, K (1), puede realizarse de forma
similar a las ganancias del estimador (Seccién3.7.3). Comparando la dinamica (5.39)
con la dinamica (3.91) se observa que Unicamente difieren en el signo de las
ganancias dentro del polinomio caracteristico. Por tanto, de acuerdo al criterio
establecido en la Seccion 3.7.3, la localizacién de polos para el controlador es
idéntica a la del estimador (ver Figura 3.4); y las ganancias de referencias son las
establecidas en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1 Ganancias de referencia del controlador

28 wf , (@ )
-(28+1) o, -(26+1) (@° P, (af )’
-4t , -(48+2) (af ), - 40 )P, ()

-(45+1) o , -(48+45+2) (@] ), -(482+45+2) (] P, -(48+1) (0] ), (@) )’

1
2
3
4
S




108 CONTROL NO LINEAL CON RETROALIMENTACION DE MEDICIONES

5.2.4 Control a lazo cerrado

En el siguiente Teorema se resume la construccion y sintonizacién del control con
retroalimentaciéon de estados, recordando que la estabilidad del sistema a lazo
cerrado se ha garantizado con las dos suposiciones hechas (existencia de un vector
de grado relativo y estabilidad de la dinamica cero).

Teorema 1 (Control con retroalimentaciéon de estados). Sea la planta (5.1) con grado
relativo k = (k7 ,...,x.) (de acuerdo a la Definiciéon 2) y con dinamica cero (5.28) RE-

estable, y con ganancias parametrizadas

K, (s.)= db[(s:fkfl,...,sckfﬁ. oo (55 R )} 5, >0 (5.40)
Entonces, el controlador no lineal

u(t)=¢" {x,6+ K, [0, (x.x,.b) -9, (%.%,,5) ].x, (r),b} =u (1) (5.41)
genera un sistema a lazo cerrado

i = f[x, o™ {x.5+ K[, (x.%,,b) -0, (F.,6) ] x, (1).6}, d (1), B,

(5.42)
y = h(x,b), z = h(x,b)
en el cual:
(i) la trayectoria x(f) converge-E a la trayectoria nominal f(t) .
(ii) la salida y(¢) converge-E a la salida nominal f(t) con dinamica LNPA.
17,.('(’0) - k;rn,(x"c-l) -k, =0, np=y,-y, 1<i<m (5.43)

donde las ganancias de referencia corresponden a K, (1):db[(kf1,. k )

e
c [ !
(ki )1

(ili) 1a entrada u(f) converge-E a la entrada nominal % ().

Observacion 5.4. El controlador u°(f) (5.41) corresponde al “controlador exacto”.
Esto es, este controlador con retroalimentaciéon de estados (sin errores de modelado,
ni ruido en las mediciones) generara el maximo desempefio alcanzable y la maxima
velocidad de convergencia. Por esto, este controlador se usara como referencia para
comparar el control no lineal basado en un estimador (i.e, con retroalimentacion de
mediciones) que se propone en las siguientes secciones.
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5.3 Control no lineal basado en un estimador

5.3.1 Construccién del controlador

Consideremos que el problema de control con retroalimentaciéon de estados tiene
solucion de acuerdo al Teorema 2, y que la planta es RE-estimable de acuerdo a la
Definicion 2 (Capitulo 3), con grados relativos igual a los indices de observabilidad:

(K]c,...,KC)=(K1,...,Km), K, =X (5.44)

m

Reescribamos el estimador-PI (3.78) a lazo abierto con las siguientes dos
modificaciones: (1) el vector de entradas exégenas x, del estimador ahora

corresponde al vector x, (las matrices K,;, I, y 4, son iguales a K, I,y 4)), € (2)
incluyamos la accién integral como un estado adicional, x,. Esto es:

%= T+ K (s,)(d =A%),  d=A%,
%, = K (s,)[y = h(%.B)]
(= f[Eu(t), A%, B]+G(%.5,,B) [ y-h(%B)]+H (%.%,.8)%,
y=h(%B), Z=h(%P)
G(%%,B)=[1\" 1, Tbs, (£.5,.B) K, (s,)
H(i: JACd»B) = [111 ’1112 ,]’¢;x1, ()AC’ 'id’B)Ho
En el cual fcq (o bien z, en la ecuacion 3.63) corresponde a la estimacion de la parte

=<

(5.45)

lenta de la perturbacion persistente de la dinamica observable, debido
principalmente a errores en los parametros del modelo; y converge asintéticamente a
(ver ecuacion 3.61, en coordenadas originales):

X, >x,= (p[x,u(t),xd (t),b]—(p[fc,u(t),fcd (t)B] (5.46)

Asimismo el error observable (3.68) converge-RE a cero, de acuerdo a:

e, (t)=¢,[%%,(r).B]-¢,[x.x,(c).6] >0 (5.47)

Supongamos que la planta es sujeta al controlador exacto (5.42) con
retroalimentacion de estados, y que el estimador-PI (5.45) a lazo abierto sujeto a la
entrada u(r) = w°(t) (5.41) es RE-convergente, tal que:

%, o x, =o{%,5+K.[ ¢, (x,%,,6) - ¢, (¥.%,,0) | %, (£) b} -

(5.48)
(P{JAC,B+ K, [¢1 (x,xd,b) -9, (f’fd’b)]’id (t)’ﬁ}

e, (t)=0,[%%,(c).8]-9,[%.%,(2).6] >0 (5.49)
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Ya que el mapa ¢ (S5.16) es Ru-invertible (de acuerdo a la condicion iv de la Definiciéon
2), entonces existe una funcién x,(#) tal que el estimador basado en el control u(f)

u(t)=¢ {i,ch [0, (%.%,.B) -9, (¥.%,,6)].%, (r),s} (5.50)
converge al exacto u°(t)
w (1) =97 {x,5+K.[§, (x.x,.b) ¢, (¥.%,.b) ] x, (¢).b} (5.51)

Por tanto la funcién x,(¢) esta dada por la diferencia entre estas dos ecuaciones:
x,()=¢™ {x,6+ K, [d), (x.x,,0)—9, (f,fd,b)],xd (t),b} -
o {£5+K.[¢, (% %,.8) -6, (¥.%,5)].%, (1).8}
o bien, de acuerdo a (5.48) y (5.49)
X, (t) =X, (t) —e (t) (5.53)
Ya que ¢, - 0, entonces el estimado X, (f) converge asintéticamente a la funcion de

(5.52)

control x,(f), implicando que el controlador basado en el estimador esta dado por:
u(t)=¢ ' {25+ K.[0,(%%,.8) -9, (£.%,.b)|-%,.%,(1) B} =y(% %,.%,.B) (5.54)

para el cual X, (z‘) - x,(1), y el controlador u(f) > u°(?).

5.3.2 Control a lazo cerrado y dinamica del error

La combinacion de este controlador (5.54) (reconstructor del control con
retroalimentaciéon de estados) con el estimador (5.45) a lazo abierto, genera un
controlador “candidato” forzado por las salidas

X, = Tk, + K, (s,)(d =A%)

%, =K, (s,) y=h(%.B)]
$=f]£1(£%,,%,.8),A:8,8]+ G(%£.%,8) [y~ h(%8)]
p=h(B),  Z=h(iB):  u()=7(t%,%,.5)

(5.55)

donde el término H(%,%,.B) x, de la dinamica del estimador a lazo abierto (5.45) se

ha cancelado, en consonancia con la idea de compensar y rechaza los errores
persistentes de modelado en el sistema a lazo cerrado.



CONTROL NO LINEAL CON RETROALIMENTACION DE MEDICIONES 111

La planta a lazo cerrado

X, = Ui, + K, (s,)(d-A,%,)

%, =K, (s,)[y=h(%.p)]

i= f27(%5,%,8) 8,58 |+ G(5.£,.B) [ y-h(%:B)], S=h(%B), 2=h(%p)
t=f|xy(%%,.5,8).d(0).6],  » = h(xb), z =h(xb)

(5.56)

con ganancias parametrizadas

Kd(sd)zdb[(sdk]dl, sjlk“fl)’ (sdkd ...,s;"kd )’, 5,>0

K,(s,) = db[(s keSS Yo (S K 837K ) | 5,20 557
K, (s,)= dzag[ gl skt im]
K (sc)zdb[(sffkfl,. Y R Dol Y )J 5. >0

y entradas de referencia, {K (1), K(1), K(1), K(1)},que hacen estable las dinamicas
LNPA del error

pl ke )k, =0, I<i<p; u,=d—d,
VY ke VI kD VR v, =0, 1<i<m; v, =5,-y, (5.58)
nfxf) —kl:‘cfnt(xi l) kllnz 0 1<i< m;, M, =Y _}_)—i

produce una evolucién E/(f) que converge-RE a la nominal E() (5.4) de acuerdo al

siguiente teorema [el analisis de estabilidad y la prueba de la condicion de
convergencia son temas de investigacion fuera del alcance de esta tesis, y
actualmente se encuentran en estudio (Alvarez et al., 2000a, 2000b)]

Teorema 2 (Control con retroalimentacion de mediciones). Sea el problema de
control con retroalimentacién de estados de la planta (5.1) resoluble de acuerdo al
Teorema 1, y sea la planta RE-estimable de acuerdo a la Definicién 2; con grados
relativos iguales a los indices de observabilidad

K+...+K,=x<n K =k,>0 (5.59)
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Entonces, €l controlador no lineal (5.54) genera un sistema a lazo cerrado (5.56), en
el cual las trayectorias estimadas convergen-RE a

@) %()->x()>x()
i »(E)->y()->y(t)
(iii) u () >u’ (1) > u(?)
Si los parametros (s, s,) del estimador son escogidos suficientemente grandes
(rapidos), tal que se cumplan las siguientes desigualdades:
I,>1,>0

I, :=s,\,, L =5\ —a, [1} +(a,/0) %1y ]_, (5.60)

Observacion 5.5. La condiciéon de convergencia (5.60) indica que el exo-observador
(Filtro para las entradas exégenas, d) es mas rapido que el estimador, y éste a su vez
que el controlador: s, > s, > s.. Siendo la compensacién de errores de modelado (x)
rapida, y por tanto hace que el controlador compense también rapidamente estos
errores. Asimismo, el control a lazo cerrado converge si el margen de estabilizacién

[,=s,A, se hace mas grande el término a, [lf" +(ax/7»x)lz”lf”], el cual toma en

cuenta un potencial de auto-desestabilizacién de la dinamica cero, y de
desestabilizacién debido al acoplamiento entre la dindmica controlable y la dinamica
cero.

5.4 Control de los react ores continuos de copolimerizacion en solucién

Para el disefio e implementacién del esquema de control para el reactor continuo de
copolimerizacion de MMA-AV en solucion, recordemos que este reactor a lazo abierto
tiene tres estados estacionarios (ver Capitulo 2): un punto de ignicién (estable, con
alta fraccién de sélidos y alta temperatura), un punto de extincién (estable, con baja
fraccién de sélidos y baja temperatura), y un punto intermedio (inestable, con
fraccién de sélidos y temperatura intermedios). Siendo el punto de interés o punto de
referencia para regulacién, el punto inestable intermedio.

Por lo anterior, en esta seccién el objetivo es establecer un esquema de control no
lineal con retroalimentacion de mediciones, para regular las variables de calidad
(Composicién, conversién, y peso molecular peso-promedio) y la velocidad de
produccién del reactor en el estado estacionario intermedio (inestable a lazo abierto,
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ver Tabla 2.4). Seleccionando las variables de control como: los flujos de
alimentacion de los monémeros 1y 2, la temperatura de la camisa de enfriamiento, y
el flujo de descarga,

u=(q,9T..q) (5.61)
y conociendo las entradas exdgenas (constantes o variantes en tiempos): flujos y
temperaturas de alimentacién de los monémeros, del solvente, y del iniciador,

d(t)z[d;(:)} {dl (1) =(m. T T L) 5.62)

d2 =(m2e'ple’p22)qs’wle)’

Las salidas de control (y) se definen para dos casos:

A. Control con retroalimentacion de mediciones, definido como . Donde se

consideran las mediciones indirectas de densidad, indice de refraccion,
temperatura y volumen

¥ = (Yo Yo e ) (5.63)

y cuyo desempeno seria el esperado en situaciones practicas industriales.

B. Control con retroalimentaciéon de estados, definido como C,. Donde se consideran

las mediciones directas de cuatro estados en el reactor: concentraciones de los
dos mondémeros remanentes, temperatura, y volumen

Y= (Vs Y Vo0 )’ (5.64)
Este controlador se implementara con la finalidad de obtener el maximo
desempenio del controlador (exacto), y tener un comparativo para el control C,
(recordando que el caso C, no es de interés practico, ya que no se conocen los

estados sino mediciones indirectas de ellos).

A continuacién se estudia el esquema de control geométrico no lineal, nuevamente
en dos etapas: una etapa de analisis, donde se define la estructura de estimabilidad-
controlabilidad, asi como las condiciones para la existencia de solucion al problema
de control; y una segunda etapa de disefio, donde se aplica directamente el Teorema
2 para su construccion-sintonizacién, y finalmente se implementa el controlador.
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5.4.1 Estructura del control

A. Control con retroalimentacion de mediciones

De acuerdo al Teorema 2, el problema de control con retroalimentacién de
mediciones tiene solucién si el reactor: (1) es RE-estimable, de acuerdo a la
Definicién 2 - Capitulo 3, (2) tiene grado relativo k = (x,...,k,, ), de acuerdo a la

Definicién 2, y (3) la dinamica cero (5.28) es RE-estable, y (4) los grados relativos son
iguales a los indices de observabilidad (5.59).

Del analisis de estimabilidad (Capitulo 4) se concluyé que las tres mejores
estructuras, § = (k, x;), son las siguientes:

15 S,={(2.2.11).(m.my, p,. p,, T.V)} € Z,
2°. S,={(2.1.1,1).(m;,m,, p,,T.V)} € %,

3. S, ={(1111),(m,m,T,V)}eZ,

Asimismo de dicho analisis se concluy6é que los mapas ¢ y ¢ son continuamente

diferenciables [condicién (i) de la Definicién 2]. Sin embargo, para fines de control,
las estructuras S, y S; no cumplen con la condicién (ii) de la Definicién 2, ya que el

mapa ¢, para estas dos estructuras no es independiente del vector de entradas u:
S, g[xu(h).d().p]= [ (x). 0, (x) f [ x.u( t),d(t),b],n(x),xé,xJ’
S, 4 [x,u( b:| [ (x). 0, (x f[x u(t),d(t), b] n(x),n, (x) f[x u(t),d(t b:| X, x7:|

Mientras que la estructura §, satisface todas las condiciones de la definicion de
grado relativo(Definicién 2). Esto es, el reactor con la estructura §, tiene un vector de

grado relativo

k=(x,, k5, &y, K,)=(L L1 1), «x=x=4 (5.65)
con el cual, los mapas ¢, y ¢ estan dados por'
¢, (x.6)=[ p(x).7(x). %% |' (5.66)

o[ x.u().d(r).b]=[ p.(x) f( x,u,d,b),r;x (x) f(xw.d.b), f5. 1, (5.67)
y se cumple que,
(i) Los mapas ¢, (5.66)y ¢ (5.67) son continuamente diferenciales.
(i) Elmapa ¢, (5.66) es independiente de u, esto es: ¢, (¥,b) =
(iii) El mapa ¢, (5.66) tiene Rango[ ¢, (¥.b)]=x = 4

(iv) El mapa ¢ (5.67) tiene Rango{(pu [f,ﬂ(t),xd b:l}
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Ademas para esta estructura, la particion de estados controlables - no controlables
estan dados por:

X =(m1,m2,T,V)', Xy =0y (x) = (p,,pz,i,,uo,,ug)' (5.68)
con lo cual el mapa de controlabilidad ¢
o[x.d(t).0]={o,[x.d(t).6].0, (x)'}' (5.69)

es invertible para el vector de estados x.

Por otra parte, el mapa ¢ (5.67) puede reescribirse como

o[x.u(t).d(t),b]:=v(t)=C[x.d(t),b]+ 4] x.d(t).b |u(t) (5.70)
donde (f, y g,; estan definidos en el Apéndice A):
U(t):(yp’yn’yrxyy), (5.71)
9 9
C[x,d(t),b]:{g‘pxifﬁ, ;nx,fn" fr6! fr7j|’ (5.72)
- . -
2P 8 2P 00
9 9
A[x,d(t).b]= Z:,nx,gm Z]n gz 0 0 (5.73)
gr16 gr26 gr36 O
L &7 8x 0 8,47 ]

tal que, de acuerdo a la condicién (iv) de la definicién de grado relativo, el mapa ¢ es
invertible para el vector de entradas u(¢):

u(t)= 9" [x.0(r).d(t),b] = A[x.d(t) 6] {o(t)-C[x.d(r) b ]} (5.74)

Por 1ltimo, la dinamica cero del reactor corresponde a la dinamica de los estados x;
(5.68) evaluada con

x, =0, [x,.d(0).7(1).b], vy u(t)=4[xd(e),b]" {5(5)-C[x.d(z).b]}
siendo B(t) =0 para regulacion de un punto de referencia (que corresponde a nuestro

caso de estudio). Por consiguiente la dinamica cero esta dada por:

5y ={fu[x.d(0).6]- gu[x.d(0).6] A[x.d ()).b] C[x.d(1).b] (5.75)

o *
x—(x, ,x,,)

donde x,*,=(P:,P;,i*»H;»H;)': f}[z(f;3’f;‘4’f;5’.f;‘8’.f;‘9),’ gll=(gr3’gr4’gr5’gr8’gr9)’

La prueba de la estabilidad de la dinamica cero (5.75) consisten en verificar que el
estado estacionario X es un punto critico tnico y estable. Esto se corrobor6
mediante un diagrama de bifurcacion (con el parametro de bifurcacion a definido en
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la ecuacion 2.15). Como puede verse en la Figura 5.2, la dinamica cero tiene un solo
estado estacionario estable, correspondiendo o = 1 al estado estacionario x de
interés. Por tanto se concluye que la dinamica cero es RE-estable.

En resumen, €l problema de control con retroalimentacion de mediciones tiene
solucién para el conjunto de salidas y = ( Yor Yo Vr yV)’ , con grados relativos k£ = (1, 1,

1, 1) y dinamica cero (5.75) RE-estable.

0.80+
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0.40 {
020

047+
046}
0454
0.44 -

32— L : L

s 3.0
zMxlo
(Kg/Kmol) 28}

26}
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R
(Kg/h)

0.50 0.75 1.00 125 1.50

Figura 5.2 Diagrama de bifurcacion de la dinamica cero del reactor.
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B. Control con retroalimentacién de estados

Como se menciondé anteriormente, el caso con retroalimentacion de estados se

implementara con fines de comparacién. Por lo cual aqui se selecciona el mapa de
salidas igual al vector x; (5.68) del esquema de control con retroalimentacion de

mediciones, esto es:

y=(yml,ym2,yr,y,,)’, h(x,b)=(m,m,T.V) (5.76)
Para este conjunto de salidas y con grados relativos
k=(k, k,, k3, k,)=(1L 1L 1L 1), «x=x=4 (5.77)
los mapas ¢, y ¢ estan dados por
¢, (x)=(x,, %5, %5,%,)' (5.78)
o[xu(1),d(1).6]=(for for for ) feutyaton (5.79)

Con lo cual se satisfacen todas las condiciones de la definicién de grado relativo
(Definicién 2), esto es:

(i) Los mapas ¢, (5.78)y ¢ (5.79) son continuamente diferenciales.
(ii) El mapa ¢, (5.78) es independiente de u, esto es: ¢, (Y) = 0.

(iii) El mapa ¢, (5.78) tiene Rango[d),xl (f)] =k =4.

(iv) El mapa ¢ (5.79) tiene Rango{o, [X,7(1),%,(t),b]} =m = 4.

Aqui la particion de estados controlables (x) - no controlables (x;) es igual al
esquema anterior (5.68). Y el mapa de controlabilidad esta definido por:

¢(x) = [‘t’l (x) Yoy (x)’:ll = [(ml,mz,T,V)',(pl,pz,i, Ua, Hz)']’ (5.80)
cuyo jacobiano ¢, es igual a la identidad permutada, y por tanto ¢ es invertible para

el vector de estados x.

El mapa ¢ (5.79) puede reescribirse como
qo[x,u(t),d(t),b] = U(t) = C[x,d(t),b] + A[x,d(t),b]u(t) (5.81)
donde (f,, y g,; estan definidos en el Apéndice A):

0(t) =(p I 330 ) (5.82)
C[x’d(t)’b]:[frl' S Jrer fn]' (5.83)
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g &ra

g2 & 0 0
Al x,d(t),b|= 5.84
l:x (t) ] 8 8r &6 0 ( )

v &»n 0 gu
tal que el mapa ¢ es invertible para el vector de entradas u(z):

u(t)=¢" [x.0(¢),d(t),b] .= A[x,d(t).b]" {o(t)-C[x.d(r).p]} (5.85)

Por tltimo, la dinamica cero del reactor corresponde a la dinamica de los estados x;

5 ={fu[xd(0).b]-g, [x.d(r).b]4[x.d ().6]" C[x.d (1) 6]} (5.86)

=(xl'x;l)
evaluada con
x=(x"%,"),  x=(mmTV),  x;=(p P How)
Ju :(f;3’»f;4’-f;5’f;'8’ﬂ9),’ gu :(gr3’gr4’gr5’gr8’gr9)'

la cual se verificé de forma similar al caso anterior, resultando ser RE-estable.

En resumen, el problema de control con retroalimentaciéon de estados tiene solucion
para el conjunto de salidas y = (yml,ymz,yT,y,,)' , con grados relativos k= (1, 1, 1, 1) y

dinamica cero (5.86) RE-estable.

5.4.2 Construccién y sintonizacién

A. Control con retroalimentacion de mediciones

La construccién del control con retroalimentacion de mediciones viene de la
aplicacion directa del Teorema 2. Para el cual se construira el exo-observador
unicamente para las entradas variantes en tiempo:

x,(t)=d ()=(m,.T,T,.T,), d(t)cd() 5.87
(v vavsv,) = (L1 11) '

De acuerdo al Teorema 2 y al mapa ¢ definido en (5.74), el controlador no lineal con
retroalimentacion de mediciones esta dado por (las matrices 4y C, y €l mapa ¢; estan

definidos en (5.73), (5.72) y (5.66), respectivamente):
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u(t)= A[ %%, (1), 8] K. (s.)[ (3 %,. B)— 4, (%.%,.b) |- %, -C[ 2.3, (1), £}
=y(%%,.%,B)

y el sistema a lazo cerrado por las ecuaciones (5.56).

(5.88)

Para la sintonizacién se empleara el mismo esquema establecido en la Seccién 3.7.
Las ganancias de referencia para el exo-observador, el estimador, y el controlador
{K (1), K (1), K(1), K(1)} estan listadas en las Tablas 3.1, 3.2. y 5.1, respectivamente.
Para las cuales las frecuencias y factores de amortiguamiento de referencia se han
seleccionado de forma similar a las definidas para el esquema de estimacién (ver
Seccion 4.4). Definiendo la frecuencia natural del reactor como el inverso del tiempo
nominal de residencia (ver Tabla 2.4)

w,=1/8 =1/230 min”’ (5.89)
Las frecuencias de referencia para el exo-observador son
o] =10w, =1/ 23 min™ (param,,)
(5.90)

o =70, =1/33min”', i=2,34  (paral},T,, y Iy)

para el estimador

o) =w)=w,/2=1/460 min” (para p y 1)
0} =0) =20, =1/115min™ (paraT y V) (5.91)
£ =071, 1<i<4
y para el controlador
o =w,=w,/2=1/460min”"  (para p y n)

1 (5.92)
w;=w, =20, =1/115min” (paraT y V)

Con parametros de ajuste de aceleracion/retardo

(54.5,.5.)=(1,7,0.7) (5.93)
tales que el exo-observador (tiempo de asentamiento 1%~ 4x23 min = 92 min) sea mas
rapido que el estimador (t)~ 4x65.7 min = 262.8 min), y éste mas rapido que el
controlador (T~ 4x657 min = 2628 min), de manera que la condicién de convergencia

(5.60) se satisface. Aqui el criterio para seleccionar los parametros de ajuste
(sd,so,sc) (5.93) sigue siendo que el estimador sea aproximadamente 10 veces mas

rapido que el controlador (s,/s,= 10), y el parametro del controlador s, se escogi6

como 0.7 para que el lazo de control tuviese suficiente tiempo para converger sin
sobretiros iniciales excesivos.
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B. Control con retroalimentacion de estados

El diseno y sintonizacién del control con retroalimentacién de estados se construye

de acuerdo al Teorema 1. En este caso €l controlador no lineal (5.41) esta dado por
(las matrices 4 y C, y €l mapa ¢, estan definidos en (5.84), (5.83) y (5.80),

respectivamente):
-1 J— ]
u(t)= Al:x, Xy (t),b] {KC (sc)[¢, (x.x,,b)-¢, (x,xd,b)] —C[x, X, (t)b]} =u’(t)(5.94)
y el sistema a lazo cerrado por las ecuaciones (5.42). Las ganancias de referencia
estan definidas en la Tabla 5.1, las frecuencias de referencia son las mismas ya
definidas arriba (5.92), y el parametro de ajuste se selecciond como
s, =1.8 (5.95)
Este parametro se seleccion6é mas grande (i.e., mas rapido con T’ ~ 4x255 min = 1020
min) que el parametro de ajuste para el control con retroalimentacion de mediciones
(5~ 4x657 min = 2628 min), ya que al darse por conocidos los estados no se requiere del

estimador y la dinamica puede hacerse suficientemente rapida.

5.4.3 Implementacién de los controladores

A continuacién se muestran los resultados comparativos del funcionamiento de los
controladores:
A. C, con retroalimentacién de estados, el cual corresponde al control exacto, sélo

con errores en las condiciones iniciales, y

B. C, con retroalimentacién de mediciones, el cual se emplea un estimador y se

consideran dos situaciones. El funcionamiento-N (nominal) con errores en las
condiciones iniciales, y el funcionamiento-R (robusto) con errores en las
condiciones iniciales y en los parametros del modelo.

Los errores en los estados iniciales empleados para ambos controladores C, y C,, asi
como para el estimador empleado para C, se encuentran listados en la Tabla 5.2. Los
errores en los parametros del modelo se encuentran listados en las Tablas 2.5. Y las
variaciones en tiempo de las entradas exégenas son las mismas empleadas para el
esquema de estimacién (ver Figura 4.5a).
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Tabla 5.2 Estados y salidas: (a) iniciales para la planta x(¢), (b) iniciales para el
estimador fc(t) , ¥ (c) nominales o de referencia X para regulacion.

x, (m) 0.0060 0.0045 0.6819
x, (m,) 0.4500 0.5000 0.4577
x (p,) 0.0900 0.1500 0.0990
x, (p,) 0.1900 0.2500 0.2061
x; (i) 0.0007 0.0010 0.00083
X (T) 340.0 330.0 345.1
x (V) 2.15 2.35 2.0
%y (o) 2.534x10°3 2.071x10°3 1.984x10-3
% (K2) 5.633x107 8.282x107 9.933x107
Y (P) 1000.75 1015.03 1001.76
¥, () 1.4206 1.4306 1.4229
yr (T) 340.0 330.0 345.1
v (V) 2.15 2.35 2.0
z, (m,) 0.3333 0.4080 0.3606
z, (c) 0.2860 0.3061 0.2888
z,(p) 0.4274 0.4638 0.4439
z,, (M) 170,000 200,000 273,893
zz (R) 247.9 293.3 187.3

Los funcionamientos de los controladores se muestran en la Figura 5.3, y los
resultados son los siguientes:

(1) Como se esperaba, con el controlador C, hay convergencia rapida para todos los
estados, salidas y entradas; los cambios son tenues y no hay sesgos finales. Este
es el comportamiento maximo limite alcanzable que se puede lograr con un
controlador no lineal.

(2) El funcionamiento-N del controlador C, no tiene sesgos, y es mas lento
comparativamente con el controlador C,. Sin embargo, estos dos casos no son
practicos, ya que en realidad no se conocen exactamente todos los estados y el
modelo del proceso no es exacto.

(3) El funcionamiento - R del controlador C;, es muy parecido al nominal: tiene
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aproximadamente la misma velocidad de convergencia pero con sesgos pequernios
(atn aceptables).

(4) En general para todos los casos, la salida z,, que esta directamente relacionada a
la dinamica cero, es mas lenta que los demas estados y salidas.

(5) Los tiempos de asentamiento corresponden a los establecidos en la sintonizacion:
aproximadamente 1000 min para el controlador C,, y 2500 min para el controlador

C

"
Comparando estos resultados con otros reportados en la literatura, para

controladores diseflados para reactores continuos de copolimerizacién en solucion,
se tienen las siguiente observaciones:

(1) En Congalidis et al. (1985) se reporta un control convencional (lineal), en el cual
se alcanza convergencia en tiempos muy largos, de aproximadamente 18 veces el
tiempo de residencia nominal del reactor: 1, #1806, .

(2) En Padilla et al. (1995) se presentd un control no lineal con retroalimentacion de
estados, en el cual se logré convergencia exponencial en un tiempo aproximado
de: t, =40, . Siendo dicho controlador el mismo controlador C, aqui presentado, y

que por ello se obtiene también aqui el mismo tiempo de convergencia 1, 45,.

(3} En Padilla y Alvarez (1997) se presenta un control con retroalimentacion de
mediciones (obtenido a partir de la linealizacion del control exacto con
retroalimentacién de estados), el cual muestra tiempos de asentamiento de
aproximadamente: T, ~60,. No obstante se mantiene la consideracién de que al

menos tres concentraciones (estados) son conocidas en linea.

(4) El control con retroalimentacion de mediciones C, (basado en un estimador y

mediciones secundarias en linea) aqui propuesto, tiene un tiempo de
asentamiento de aproximadamente 1, %106, (ver Figura 5.3). Siendo este tiempo

de asentamiento menor al de un control convencional y mayor a uno avanzado
sin estimador.

Como puede verse este esquema de control tiene ventajas (como es la inferencia de
las propiedades de calidad y produccién a partir de cuatro mediciones en linea,
instantaneas y de bajo costo) y desventajas (como es el requerir un tiempo mas largo
para convergencia, comparado con un control exacto). No obstante, como se
menciondé en el resumen del Capitulo 4, el funcionamiento del controlador puede
mejorarse: incluyendo mas mediciones en linea continuas o discretas, y ajustando
previamente los parametros del modelo. Una alternativa mas al esquema de control
se presenta en la siguiente y Ultima seccién, considerando nuevamente el esquema
de controlador-estimador.
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Figura 5.3 (a) Evolucion de los estados (x) de la planta para los controladores con
retroalimentacion de estados, C,, y con retroalimentaciéon de mediciones, C,.
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Figura 5.3 (b), (c) Evolucién de las salidas (y) y de las entradas de control () de la
planta para los controladores con retroalimentacion de estados, C,, y con

retroalimentacion de mediciones, G,.
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Figura 5.3 (d) Evolucién de las salidas de interés (z) de la planta para los
controladores con retroalimentacion de estados, C,, y con retroalimentacion de

mediciones, C,.
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5.5 Alternativa al esquema de control con retroalimentacion de
mediciones (salidas informativas diferentes a las salidas de control)

5.5.1 Antecedente

De los resultados obtenidos en la seccion anterior, se concluy6 que el control C, con
retroalimentacién de mediciones es RE-convergente y es capaz de recuperar el
control C, con retroalimentacién de estados (exacto). Sin embargo, un inconveniente
en el desempenio del control C, es que tiene un tiempo de convergencia mayor al
tiempo de convergencia del control exacto C, (aproximadamente el doble).

Por otra parte, en el trabajo de Padilla y Alvarez (1997) se presenta un esquema de
control con retroalimentaciéon de salidas para el mismo caso de estudio (un reactor
continuo de copolimerizacion de MMA-AV, en AE como solvente), donde reportan un
tiempo de convergencia de aproximadamente Tt,~ 66, (mismo tiempo de
convergencia que el control C, exacto). El esquema de control, presentado en la

publicacion mencionada, no emplea un estimador de estados; sino que el
controlador es obtenido a partir de la linealizacién del control no lineal (exacto) con
retroalimentacion de estados, bajo la suposicion de que tres concentraciones
(monémeros remanentes, monoémeros convertidos, o solvente) son conocidas. Esta
ultima suposicion es sustentada bajo la hipétesis de que, en principio el desemperio
de control con retroalimentacion de salidas se mantendra si los estados son inferidos
a partir de un estimador de estados. En este estudio se concluyé que las mejores
estructuras de controlabilidad corresponden a:

(1) y=(m,my,s,T.V), u=(4.9,4,T.q9), k=(LLLLI)
@ y=(my.p.sT.V), v=(4,.9,,9,T..q)" k=(LLLL1)

Tomando en cuenta los resultados obtenidos del control C, propuesto en la seccion
anterior, y los obtenidos en el trabajo de Padilla y Alvarez (1997), se plantea un
esquema de control modificado basado en el estimador con las siguientes
caracteristicas:

(a) Las salidas y, informativas (o mediciones indirectas), a partir de las cuales se
construira el estimador, son diferentes a las salidas y, de regulacién (o salidas de
control), a partir de las cuales se construira el control con retroalimentacién de
los estados inferidos. Para el caso del reactor continuo de copolimerizacién, estas
salidas seran:

Yo = (¥or Yoo Y3 )" Ve =(Vms Vo Ve 0 )’
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(b) Se empleara un doble integrador, uno para el estimador y otro para el
controlador.

A continuacién se presenta la construccién, sintonizacion e implementacion de este
ultimo esquema propuesto; quedando como trabajo futuro la justificaciéon teérica del
criterio de convergencia.

5.5.2 Construccion y sintonizacion del controlador

Sean las salidas medidas
Yo =¥, ¥5) =h, (x.b) (5.96)

para las cuales la planta (5.1) es RE-estimable (de acuerdo a la Definiciéon 2 -
Capitulo 3), con estructura de estimabilidad S,

S:{ko,x}’}, kuz(Kf,...,K")', K, =K +...+K

m

y (5.97)
X = [¢‘,’ (x, xd,b)] ) dim(x}’) =x,

y con estados no observables x;,
x5 =% (x), x=1,(xp"x5"), dim(x;)=n-x, (5.98)

cuya dinamica es RE-estable. Entonces el estimador-PI a lazo abierto esta dado por

(ver Teorema 3 - Capitulo 3, con dos modificaciones: el vector de entradas exogenas
x, del estimador ahora corresponde al vector x, con matrices K;, I,y 4, en vez de K,

I,y 4,, y la accién integral se incluye como un estado adicional, x,):
G = T+ K, (s,)(d-0%),  d=AL,

%, = K7 (s,)[ v, =1, (%.8)]
x=f[%£u(t),A%,.8]+G(%%,.8) v, -k, (£B)]+ H(%.%,.B)%,
Yo=h(£B),  i=h(%p)

G(%5,.B)=[1," 1, T[¢2, (25.B)] K. (s.):

H (%,%,,8) =[5\ 1, 1[0, (.4,.8)] T,

En el cual iq corresponde a la estimaciéon de la parte lenta de la perturbacion

(5.99)

persistente de la dinamica observable, debido principalmente a errores en los
parametros del modelo; y converge asintéticamente a (ecuacion 3.60 en coordenadas
originales):

£, > x,=0,[xu(r),x,(£).6]-0,[£u(r).%,(¢).B] (5.100)
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Por otra parte, si la planta (5.1) es sujeta al controlador con retroalimentacioén de
estados exacto (5.41) (sin estimador), construido a partir de las salidas

yc=(yf,...,y:,)':=hc(x,b) (5.101)
con grados relativos iguales a los indices de observabilidad
ke=k, = (&) =(x k) (5.102)

y con estados no controlables x; definidos iguales a los no observables x;, (5.98)
X5 =x7, dim(x;;)=n-x, (5.103)

cuya dinamica (5.98) es RE-estable. Entonces el controlador exacto con
retroalimentacion de estados esta dado por

u (1) = 9. {x,0+ K.[ ¢ (x,%0,b)  ; (%.%,,6) | %, (¢). b} (5.104)

No obstante si existen errores de modelado, entonces el controlador u(f)
u(t) = ;' {5+ K[ 4 (.%,,B) - ¢; (¥.%,.5) | x, (1) B} (5.105)

tendra un sesgo x, persistente, por la diferencia entre estas dos ecuaciones:
x, (1) =07 {x. 5+ K, [ ¢ (x,%,,6) - & (%.%,,6) | %, (£) b} -
o7 {x,0+ K[ (x.%,,B) - 8 (£.%,.5) |, (¢). B}

el cual puede estimarse a partir del integrador

X, = I:K,” (sc)][hc (x.B) —f], Y. =h.(x,B) (5.107)
Implicando que el controlador [con errores de modelado (5.105), y corregido con x,
(5.107)] esta dado por

u(t)=9 {x,G+KC [4)5 (x.x,,B)—¢; (f,fd,b)]—)?c,xd (t),B} =o(x,x,,x,,B) (5.108)

para el cual x, = x,_, y u(t) > w(?).

(5.106)

Por ultimo, consideremos la combinacion de este controlador (5.108) (reconstructor

del control con retroalimentacion de estados) con el estimador (5.99) a lazo abierto,
generando un controlador “candidato” forzado tanto por las salidas informativas y,

como por las salidas de control y,:
Xy= D%, + K, (s,)(d—A%,), d=A%,

¢, = K7 (s,)[ v, — B, (%B)]

(K7 (s.) ][ (%:B)- 7] (5.109)
i=f[%0(%%,%.8),A,5,B]+G(%2,.B) . — b, (£.B) |+ H(%.%,.B)%,
Jo=h(£B),  P.=h(%B), i=h(%B), u(t)=o(%%,.%.B)

>

i

xC
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Tal que la planta a lazo cerrado esta dada por

fcd i, +K (sd)(d—Afcd), d=A,%,

K7 (s,)[ v, = b, (£.8)]

)éc:l: I Sc :l[hc x’B _y] (5 110)
i=f%0(%5,,%,.B).8,2,B]+G(%.%,.B) v, - h, (%.B) ]+ H (%.%,,B), '
%= f[x.0(%%,%,8).d(t)5]
.)A)o =ho (JE’B)’ j}c :hc('i’ﬁ)’ 2=hz(£’B)’ u(t)zc(i’id’)ec’[})
con ganancias parametrizadas
sd) db[(sdk{’,, SR (5K ,s;ijpp)'], 5, >0
[(s k,....s “‘k" ) ,(sokl"m,...,s:”kfmm)'}, 5,>0
. (5.111)
K(s) db[( k) ,(s:(’"k;l,...,sck;‘c;)':,, 5,50

K;(s,)= a’zag[ skl s"”“k:m], K¢ (sc)=dzag[ S .,s:c"”k:m]

y entradas de referencia, {K(1), K(1), K;(1), K(1), K;(1)}, que hacen estable las
dinamicas LNPA del error

B 4t G, =0, I<i<p; w=d—d,
Uk VT V+k’v =0, Isism v,=3-)  (5.112)
ngkﬁl)_k;?ng“')_ klnl kilni:O’ 1<i<m; ni:j}ic_)—}ic

Observacion 5.6. Como puede observarse en las Figuras 5.1 y 5.4, la diferencia
entre los dos controladores consiste el tipo de salidas empleadas. Para el controlador
basado en un estimador (presentado en secciones anteriores), llamado C,, tiene
salidas informativas iguales a las salidas de control (y); mientras que este “nuevo
controlador propuesto” (5.108), que llamaremos C,,, se basa en medidas informativas
o medidas (y,) para €l estimador y en medidas de control (y) para el controlador.
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B

CONTROLADOR u(?)
3. =h(%P)

u()=o(x,7,8)

PLANTA
xX= f[x,u(t),d(t),b],
y =h(x,b), z=h, (x,b)
d®)

x(0), z(2)
VAU

Y

Y

ESTIMADOR

Figura 5.4 Diagrama de bloques del control con retroalimentaciéon de mediciones,
basado en salidas informativas y, diferentes a las salidas de control y..

5.5.3 Implementacién del controlador para el reactor continuo de copolimerizacién en
solucién

La implementacion de este ultimo esquema de control con retroalimentaciéon de
mediciones Cy,, se emplearon las siguientes salidas (definidas y justificadas en la

seccion 5.5.1):
Yo =(¥or Y e 20 ) Ve =Y Vo e )’

Para la sintonizacion se emplean las mismas frecuencias y factores de
amortiguamiento de referencia establecidas para los controladores C, y C, (ver
seccion 5.4.2); y los parametros de ajuste del exo-observador, estimador, y

controlador se seleccionaron como
(54,8,.5.)=(17,1.35) (5.113)

De tal forma que el exo-observador y el estimador a lazo cerrado sean
suficientemente rapidos, y el controlador tenga el tiempo de convergencia reportado
por Padilla y Alvarez (1997) (aproximadamente 60, = 1380 min).

- ‘gfﬂ,,,\i,iv:;:\

-

A RTECE

P
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Los errores en las condiciones iniciales se encuentran listadas en la Tabla 5.2, y los
errores en los parametros del modelo estan en la Tabla 2.5.

El funcionamiento-N (nominal) y el funcionamiento-R (robusto) del controlador C,

(con retroalimentacién de salidas informativas y de control) se muestran en la Figura
5.5, asi como el control exacto C, (con retroalimentacion de estados) con fines de

comparacién. Los resultados son los siguientes:

(1) El controlador C,, (nominal y robusto) convergen sin sesgos, con una velocidad de
convergencia mayor a la del controlador C, (ver Figura 5.3).

(2) El funcionamiento-R es ligeramente mas lento que el funcionamiento-N, y tiene
un comportamiento mas oscilatorio debido al doble integrador.

(3) Los estados y las salidas z mas lentos son aquellos ligados a la dinamica cero,
principalmente: p,, p,, i, z., ¥ zy.

(4) El desempernio de las entradas de control (x) es ligeramente oscilatorio, debido al
integrador del lazo de control, logrando wuna convergencia rapida (en
aproximadamente 1000 min que equivale a 460, ).

5) La convergencia del controlador C_, se logra en aproximadamente 1400 min
y2 .
(tiempo establecido en la sintonizacién), equivalente a 60,. Comparado con el

controlador exacto C, que converge en aproximadamente 4_6_r .

Resumiendo, el control C, (con retroalimentacién de salidas informativas y de

control) presenta el mejor desempefio aceptable con tiempo de convergencia mayor al
control C; (con retroalimentacion de mediciones, i.e. salidas informativas = salidas de

control) y menor al control exacto C,.
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Figura 5.5 (a) Evolucién de los estados (x) de la planta para los controladores con
retroalimentacién de estados, C,, y con retroalimentacién de salidas informativas y

de control, C,,.
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Figura 5.5 (b), (c) Evolucion de las salidas () y de las entradas de control (u) de la
planta para los controladores con retroalimentacién de estados, C,, y con

retroalimentacion de mediciones con retroalimentaciéon de salidas informativas y de
control, C,.
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Figura 5.5 (d) Evolucién de las salidas de interés (z) de la planta para los
controladores con retroalimentacion de estados, C,, y con retroalimentacion de

mediciones (con medidas informativas, y,, diferentes a las salidas reguladas, y ), Cy*.
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5.6 Resumen

En este capitulo se presentd una metodologia de control no lineal con
retroalimentacion de mediciones. De forma similar al esquema de estimacién a lazo
abierto, el esquema de control propuesto tiene las siguientes caracteristicas: (a) un
procedimiento de construccion sistematico, (b) una técnica de sintonizacién simple,
sistematica, y con interpretacion fisica, (cj un criterio de convergencia, y (d) la
estructura de estimabilidad/controlabilidad es un grado de libertad en el disefio.

Dos esquemas de control fueron formulados: un primer esquema donde la
estructura de estimabilidad es igual a la estructura de controlabilidad (i.e. salidas
medidas iguales a las salidas de control, grados de observabilidad iguales a los
grados relativos, y estados no observables iguales a los estados no controlables), y se
emplea un solo integrador para compensar errores de modelado; y un segundo
esquema donde las estructuras de estimabilidad y de controlabilidad son diferentes
(i.e. salidas medidas o informativas son diferentes a las salidas de control, pero con
grados de observabilidad iguales a los grados relativos, y estados no observables
iguales a los estados no controlables), y empleando un doble integrador.

El desempefio de ambos controladores, con retroalimentaciéon de mediciones, para el
reactor de copolimerizacién mostraron la factibilidad de regular las variables de
seguridad, calidad, y velocidad de producciéon mediante mediciones secundarias en
linea de temperaturas, flujos, volumen, densidad e indice de refraccién. La principal
diferencia entre los dos esquemas de control implementados fue la velocidad de
convergencia:
(@) El control exacto (i.e. control con retroalimentacion de estados, el cual fue
implementado sélo para fines de comparacion) converge en aproximadamente
cuatro tiempos de residencia del reactor (1, = 4§r ).

(b) El control con retroalimentacion de mediciones considerando la estructura de
estimabilidad igual a la estructura de controlabilidad converge en 1, #1006, .

(c) El control con retroalimentacion de mediciones considerando la estructura de
estimabilidad diferente a la estructura de controlabilidad converge en 1, ~ 66, .

Con los resultados aqui obtenidos, se observa nuevamente que la mezcla de
estrategias de la teoria de control geométrico no lineal con las de ingenieria de
reactores de polimerizacién permite que la resolucién del problema sea manejable y
estructural. Sin embargo en el tema control con retroalimentacién de mediciones,
aun hay diversos aspectos por estudiar: (i) el criterio de convergencia robusto
(Alvarez y Lopez, 2000; Alvarez et al., 2000), (ii) el caso no local ; (iii) la justificaciéon
de convergencia del segundo esquema de control aqui propuesto, entre otros.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este ultimo capitulo se discuten y resumen los resultados y contribuciones de
esta tesis. Ademas, se dan algunas recomendaciones y trabajo futuro de
investigacion.
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6.1 Conclusiones generales y aportaciones

En esta tesis se abordaron los problemas de estimacion y control no lineal en
reactores continuos de copolimerizaciéon en solucién. Se establecieron metodologias
para la resolucién de estos problemas, mostrando la factibilidad de inferir y regular
las propiedades del copolimero que determinan la calidad (i.e. conversion,
composicién, y peso molecular promedio), la seguridad (i.e. fraccion de sélidos y
temperatura de operacion), y la velocidad de produccion; a partir de mediciones en
linea (continuas, instantaneas y de bajo costo) de: densidad, indice de refraccion,
volumen, temperaturas, y flujos de alimentacion y de descarga.

Las aportaciones principales de esta tesis son: (i) el disefio de estrategias de
estimaciéon y de control no lineal altamente sistematizadas, y (ii) su aplicacion a
reactores de copolimerizacion en solucién dentro un marco metodolégico.

En ingenieria de procesos, un disefio de estimacién/control geomeétrico no lineal
debe llevarse a cabo dentro de un marco metodolégico, donde la etapa de la disefo
son interpretadas y apoyadas con el conocimiento fisico, el modelado, los métodos, y
los criterios de ingenieria. Y por otra parte, la teoria del control geométrico no lineal
proporciona el marco conceptual, el soporte tedrico, y un procedimiento sistematico
de diseno. De tal forma que la resolubilidad y las condiciones de convergencia se
proporcionan con significado fisico, y se contribuye con una alta sistematizacion,
identificando e interpretando las capacidades del estimador/controlador inherentes,
asi como las limitaciones asociadas a la fisica e ingenieria del proceso en particular.
De aqui que la aplicabilidad y la facilidad de manipulacion del estimador y de los
controladores propuestos, reside en la combinacién de la metodologia de la teoria
del control geométrico no lineal con las estrategias establecidas en ingenieria de
procesos.

Entre las caracteristicas de los disefios propuestos para estimacién y control no
lineal estan principalmente: (a) los disefios tienen un criterio de convergencia
robusto, (b) el procedimiento de construccién es sistemaético, (¢) la técnica de
sintonizacién es simple, sistematica, y con interpretacion fisica, y (d) la estructura de
estimabilidad /controlabilidad es un grado de libertad importante en el diseno.
Resultando que la seleccion de las estructuras de estimabilidad (i.e. conjunto de
salidas medidas, indices de observabilidad, y estados no observables) y de
controlabilidad (i.e. conjunto de salidas de control, grados relativos, y estados no
controlables) es crucial para el funcionamiento robusto de los estimadores y
controladores. Ya que la seleccion de estas estructuras fue decisivo para mantener el
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balance entre desempernio y robustez, cuando existen errores en los parametros del
modelo, cambios en las entradas exdgenas, y ruido en las mediciones.

Las implementaciones de los estimadores y controladores se ejemplificaron para la
copolimerizacion en un reactor continuo de metil metacrilato - acetato de vinilo, con
acetato de etilo como solvente y AIBN como iniciador. No obstante, la metodologia
presentada es aplicable a cualquier sistema de reaccién y cualquier tipo de
polimerizacion, en reactores por lotes, semicontinuos, o continuos. El sistema de
reaccién metil metacrilato - acetato de vinilo, se seleccioné debido a que los
monoémeros muestran diferencias significativas en las reactividades y en el efecto gel.
Lo cual, aunado con las caracteristicas de los reactores continuos de polimerizacion
(comportamiento altamente no lineal, multiplicidad de estados estacionarios, fuerte
acoplamiento entrada-salida, dificultades en la transferencia de calor por cambios en
la viscosidad, etc.) hacen que las condiciones de operacion sean severas, y por lo
tanto mantener el compromiso entre desempeiio y robustez de los
estimadores/controladores se convierte en un reto, que es bien ilustrado con los
resultados mostrados en esta tesis.

Comparando el estimador no lineal propuesto con el FEK (el cual ha sido el
estimador mas ampliamente usado en procesos quimicos), el estimador propuesto
muestra ventajas sobre el FEK. Ya que el FEK sb6lo se puede implementar para
plantas observables, no explota la interpretacion fisica del proceso en particular para
su construccién-sintonizacién, no tiene un criterio de convergencia que garantice a
priori el funcionamiento del mismo, el numero de ganancias a ajustar es mayor al
numero de ganancias requeridas para el estimador no lineal, y no tiene una técnica
de sintonizacion sistematica.

Comparando los controladores no lineales propuestos (un controlador con
retroalimentacién de mediciones donde las salidas medidas son iguales a las salidas
de control, y otro controlador donde dichas salidas son diferentes) con otros
controladores reportados en la literatura se obtuvieron mejores resultados, en
cuanto a velocidad de convergencia. Un controlador lineal (como el presentado por
Congalidis et al., 1985) converge en = 185, (5, es el tiempo nominal de residencia del

reactor), un controlador no lineal (exacto) con retroalimentaciéon de estados (como el
presentado por Padilla et al., 1995) alcanza convergencia en ~46,, y un controlador

avanzado [como el presentado por Padilla y Alvarez (1997), €l cual es obtenido a
partir de la linealizacion del control exacto con retroalimentacién de estados)
converge en = 60,. Mientras que el controlador no lineal propuesto, con salidas

medidas iguales a las salidas de control converge en = 10§r , ¥ con salidas medidas

diferentes a las salidas de control converge en = 68, .



140 CONCLUSIONES

6.2 Otras aplicaciones y recomendaciones para trabajo futuro

En cuanto al esquema de estimacién no lineal, recientemente se ha aplicado para
abordar problemas de estimaciéon de estados en: (i un reactor continuo de
homopolimerizacién en masa via radicales libres (Alvarez y Lopez, 1999; Alvarez,
2000; Alvarez et al., 1999, 2000), y (ii) un reactor continuo de copolimerizacién en
solucion via radicales libres, empleando mediciones de presiéon de vapor, densidad,
temperatura, y volumen (Lopez y Alvarez, 1996, 1997). Asimismo la metodologia es
extendible para: (i) la estimacion de parametros del modelo, como se ha hecho en
microemulsion (Lopez-Serrano et. al., 1999a, b), y en polimerizacion por etapas
(Lopez, 2000), y (ii) el disefio de estimadores con mediciones discreto-retardadas,
como se ha hecho en homopolimerizacién en solucién (Hernandez y Alvarez, 2000) y
en polimerizacién por etapas (Lopez et al., 2000).

Entre los temas de estimacioén aun por estudiar o en investigacion actual estan: (i)
establecer el criterio de convergencia del estimador no local semiglobal (Alvarez et al.,
1999, 2000), (ii) el disenno de estimadores basados en la combinacién de mediciones
discretas y continuas (Hernandez, 2000), y (iii) empleo de estimadores en linea para
la deteccién de fallas (Hernandez et al., 2000)

Con respecto al esquema de control no lineal con retroalimentacién de mediciones
(basado en un estimador), éste ha sido empleado en el control de un reactor de
homopolimerizacion en masa: (i) considerando una accién integral en el controlador
(Alvarez, 1996), y (ii)) considerando la accidén integral en el estimador (Alvarez y
Léopez, 2000). Existen aun hay diversos aspectos por estudiar: (i) el criterio de
convergencia robusto del controlador no lineal propuesto (Alvarez et al., 2000), (ii) el
criterio de convergencia no local (o semiglobal); (iii) la justificacion de convergencia
del segundo esquema de control propuesto (donde las salidas informativas son
diferentes a las salidas reguladas, y se incluye un doble integrador).
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Area de transferencia de calor, m?

Matriz de desacoplamiento.

Constante de la funcién del coeficiente de transferencia de calor
Funcionalidad de la viscosidad

Constante de la funcién de viscosidad

Funcionalidad de la viscosidad

Constante de la funcion del coeficiente de transferencia de calor
Constante de la funcién de viscosidad

Constantes de la funcion del efecto gel

Composicion del mondémero 1 en la mezcla polimérica, fracciéon molar
Constante de la funcién del coeficiente de transferencia de calor
Capacidad calorifica de la mezcla polimérica, KJ/Kg °K
Capacidad calorifica del i-ésimo monémero, KJ/Kg °K
Capacidad calorifica del i-ésimo solvente, KJ/Kg °K

Constante de la funcién de viscosidad

Controlador con retroalimentacion de estados

Controlador con retroalimentacion de salidas (mediciones)
Vector de entradas exogenas

Diametro del impulsor, m

Diametro del reactor, m

Constante de la funcion del coeficiente de transferencia de calor.
Concentracion del polimero muerto con n unidades de M, y m unidades de
M,, kmol/m3

Estimador correspondiente a la estructura

Evolucién de la planta

Energia de activacion de disociacién del iniciador, KJ/Kmol
Energia de activacion de propagaciéon, KJ/Kmol

Energia de activacion de terminacién, KJ/Kmol

Factor de eficiencia del iniciador

Funcionalidades de la ecuaciéon de estado

Funcionalidades de la ecuacién de estado

Factor del efecto gel del i-ésimo monémero

Constante de velocidad de propagacion, KJ/Kmol
Concentracién adimensional del iniciador.

Concentracion del iniciador, kmol/m3

Concentracion molar del iniciador en la alimentacion, kmol/m3
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Conductividad térmica, KJ/m min°K
Constante de velocidad de disociacion del iniciador, min-!

Factor de frecuencia de disociacién del iniciador, min-!

Constante de velocidad de formacién de radicales primarios, m3/Kmol min
Constante de velocidad de propagaciéon, m3/Kmol min

Factor de frecuencia de formaciéon de radicales primarios, m3/Kmol min
Constante de velocidad de terminacion, m3/Kmol min

Factor de frecuencia de propagacién, m3/Kmol min

Longitud del reactor (altura), m

Peso molecular promedio-peso, Kg/Kmol
Concentracion adimensional del i-ésimo mondémero.

Concentracion del i-ésimo mondémero, kmol/m3

Concentracion en la alimentacién del i-ésimo monémero, kmol/m3
Concentracion molar del i-ésimo monémero puro, kmol/m3
Fraccioén de sélidos en la mezcla polimérica, adimensional

Peso molecular del i-ésimo monémero, Kg/Kmol

Peso molecular del solvente, Kg/Kmol

Velocidad de agitacién, RPM

Conversion total en la mezcla polimérica, fraccién molar
Concentracion total de los radicales activos que terminan con un radical M,

kmol/m?3

Concentracion adimensional del i-ésimo monémero convertido a polimero.
Concentracion del i-ésimo monémero convertido a polimero, kmol/m3
Concentraciéon en la alimentacién del i-ésimo mondémero convertido a
polimero, kmol/m?3

Concentracion molar del i-ésimo polimero, kmol/m3

Concentracion de la cadena polimérica activa con n unidades de M; y m
unidades de M, terminando con un radical activo M;, kmol/m3
Concentracion de la cadena polimérica activa con n unidades de M; y m
unidades de M, terminando con un radical activo M,, kmol/m3
Concentracion total de los radicales activos que terminan con un radical M,,
kmol/m3

Flujo de descarga del reactor, m3/min

Flujo de alimentacion del i-ésimo monémero, m3/min

Flujo de alimentacion del i-ésimo solvente, m3/min

Concentracion de los radicales primarios, kmol /m3

Numero adimensional de Prandalt.

Numero adimensional de Reynolds.

Velocidad de produccién de copolimero, Kg/h
Concentracion en la alimentacién de los radicales primarios, kmol/m3
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Velocidad de reaccién del iniciador, min-!
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Velocidad de reaccién de polimerizaciéon del i-ésimo monémero, Kmol/m? min

Velocidad de reacciéon de polimerizacion del i-ésimo monémero, min-1

Velocidad de reaccién de polimerizacion del i-ésimo monémero, Kmol/m? min

Velocidades de reaccidn individuales de propagacion, min-!
Velocidad en el incremento adiabatico de temperatura, °’K/min
Concentracion adimensional del i-ésimo solvente.

Concentraciéon del i-ésimo solvente, kmol /m?
i-ésima estructura de estimabilidad

Concentracién en la alimentacién del i-ésimo solvente, kmol/m3
Tiempo, min

Temperatura, °K

Temperatura de alimentacion del i-ésimo monémero, °K
Temperatura de alimentaciéon del solvente, °K

Vector de entradas de control

Vector de derivadas de las entradas

Coeficiente de transferencia de calor, KJ/m? min °K
vector de las derivadas de las salidas.

Volumen del reactor, m3

Flujo masico de alimentacién del iniciador, Kmol/min
Vector de estados

Vector de entradas exégenas y sus derivadas
Conversion total incluyendo el solvente

Vector de entradas exoégenas/control y sus derivadas
Vector de las salidas medidas

Vector de derivadas de las salidas

Vector de las salidas de control

Incremento adiabatico de temperatura (individual), °K
Factor de contracciéon de volumen del i-ésimo monoémero (referido

densidad del polimero)
Factor de contracciéon de volumen del i-ésimo monoémero (referido

densidad de la mezcla)
Factor de contracciébn de volumen del i-ésimo polimero (referido

densidad de la mezcla)
Factor de contraccién de volumen del i-ésimo solvente (respecto

densidad de la mezcla)
Funciones de contraccion de volumen, i= 1, ..., 5

Fraccién volumen de solvente incluyendo el monémero remanente.

a la

a la
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NOMENCLATURA

Velocidad de transferencia de calor entre el reactor y la chaqueta de
enfriamiento, min-!

Indice de refracciéon de la mezcla polimérica

Indice de refraccion de la mezcla de monomeros y solvente

Indice de refraccién del i-ésimo monémero

Indice de refraccién del solvente

Grado de estimabilidad de la planta

Grado relativo de la planta

Indice de estimabilidad de la salida y;

Grado relativo de la salida y;

Viscosidad de la mezcla polimérica, Kg/m min

Viscosidad de referencia de la mezcla polimérica, Kg/m s

Momento cero de la distribucion de longitud de cadena (CLD)
Segundo momento de la distribucion de longitud de cadena (CLD)
Densidad de la mezcla polimérica, Kg/m3

Densidad del i-ésimo monémero puro, Kg/m3

Densidad del i-ésimo polimero, Kg/m3

Densidad del i-ésimo solvente, Kg/m3

Densidad del i-ésimo flujo de alimentacién de monémero, Kg/m?3
Incremento en el indice de refraccion especifico del i-ésimo polimero
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APENDICE A. Funcionalidades del modelo del
reactor de copolimerizacion en solucion

Concentraciones adimensionales

m1=£3,’ Mo =2
M, 7
M m
m,=—2=, M; P>
M, 75
I o_ P
b= 10’ A —
I ”
P o p
P> = i’ 1) =2
h 7
S: S , SO__—pS
S° ”

Cinética de copolimerizacion
r(i.T)=k,i
r(m,my, p, py i T)=m(k, P+k,,Q)
r(m.my, py, py. i, T)=my(k,,P+k,,0)
Fon (M, my, py, 0, T) =k 1, Pmy
Ppu (mimy, 1, py i T) =k Om,
Tora (my,my, p, p5.i,T) =k, Pm,
rop (my.my, p, py, i, T) = k,,Om,

P(ml,mz,p,,pz,i,T)=0!Q

2fk,1

2
ko +2k,0+k,,

Q(ml»mppppz’i’T) =\/

kp21M1
kp12M2

a(m,m,,T)=
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k, (T) =k exp[:—Ed /(RT)]
ky (T)=ky, exp| -E,,/(RT)],  i=1,2
ki (myms, pro 12, T) = K exp[_Eﬁi /(RT)] 8iis i= 1,2

k‘lz(m"mz’pl’pZ’T): ke
ga(”ﬁ:mz,pl,Pz,T)=exp|:—(b“+bi2T)xT:| , i=1,2

pE +p.P
mM; +m,M; + pP’ + p, P} +(1—m, —m, =D _pz) A

xt(ml’mz’pl’pZ)z

Contraccion de volumen

&=1-p"'/p

&=1-p7/p;

g =1- pim/p

gtp =1- pip/p

g =1-p'/p

2 :(1_81”')(l_glmle)/(l_gl)+glmmle +&l'pi,
¢: =(1—g§”)(l—gsze)/(l—gz)-f-g;"mze+g§’p2e

¢, =1+ (s,-1)

Viscosidad de la mezcla polimérica
234, |
., T)= — =¥m
/u(pl p2 ) :uo exp|: A(T)+B¢m:|
(7= 4, (T -273)™
¢a(P.P)=1-p +p,

2
A(T)= 4, +BA[1-T£J + CA(I - T1]
g 4
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Velocidad de transferencia de calor

rr (ml’m2’p1’p2’i’T’V)zzzﬂijrpij
}/(ml,mz,pl,pz,T,V)=UA/(pVCp)
:Bij (ml’m2’pl’p2)2(_AHpij)M;/(pCp)

U(m],mz,pl,pz,T) =a, (k/Di)(NRe)bh (NPr)Ch (,U/;uw)dh )
Ny (m,my, p,p,, T)=DNp/ p, Npr(ml»mz»pppz»T)ZCp,U/k

qhe (m1’m2’pl’p2’T'V) = (qlpleII;e +q2p2cp2]12e +qxpstsI;e)/(pVCp)
q, (m,my, p, p, TV )= (a0 + 4,0, +q,0,) T/ (pV)

Momentos de la distribucion de longitud de cadena (DLC)

F = YA ktl 1’1012 + k112/101’102 +4 1‘7122’1022
F, = kiAo An +k; (’101’112 + Ay )+ kipnAetn
F, = ki (ﬂm2 +Agdy ) +ky, (’122/101 + Ay Ay +24,4, ) +k, ()“122 + ’102'122)

H

Ay = > i (nMwl +me2)i P,
n=0 m=0

2‘12 = i i (nMwl +me2)i Qn,m

>
]
=]
3
1
=}

RN

il
Ms
s

(nM,, +mM,,;)' D,

m

3
1l
=]
3
1l
S
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Modelo del reactor en la forma: x= f,d b)) +G(x,d b u

I 1 —q,8ym [V — (g, + s )m, ] [_frl_
—r, —q,$;m, /V‘(’”]¢4 +r2¢5)m2 £
q(l—el)—qs¢3p1/V—(’]¢4+rz¢5)l’1 fs

f) (1—6'2)—qs¢3p2/V-—(r1¢4+r2¢5)p2 £
f.(x,d,b)= ‘r/+(W1e/I°—qs¢3i)/V—(r1¢4+”2¢5)i =| £,
rT _yT+qxps (CpsT.;e/Cp _T)/(PV) f;‘G

q.s + (ridh + 1)V I
Ve —q,P 14 /V_(r1¢4 +rz¢5).uo Js
L T —q,$3 14, /V_("1¢4 +rz¢5)ﬂ2 [ /rs ]
I (mle _¢1m1)/ V —g,m /V 0 0]
—pm,/V (mZe —¢2m2)/V 0 0
(ple —¢1p1)/V -9, /V 0 0
-p,/V (pZe —¢2p2)/V 0 0
G, (x,d,b): @i/ V —¢,i/V 0 0
Py (CplTle /C, —T)/(pV) P2 (szTze /C, —T)/(pV) y 0
& @, 0 1
(toe —Pi11s) 'V (Hooe = ot} 'V 00
(/Uze _¢1/‘2)/V (,UZE —¢2,U2)/V 0 0
&n En & &3 &a
G, (xdb)=| 1 |=| i : : :

8o 89 B &3

Ny
L

VO3L0i18ig - STTVININN
A8 30 NOIDVYHIGHOO
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APENDICE B. Parametros para el reactor de

copolimerizacion de MMA-AV

Propiedades fisicoquimicas de los monoémeros

(Brandrup e Immergut, 1989)

M, =100.11 Kmol/Kg
M, = 86.09 Kmol/Kg
S = 88.10 Kmol/Kg
p° = 950.0 Kg/m3
p,° = 932.0 Kg/m3
pP = 1170.0 Kg/m3
PP = 1190.0 Kg/m3
pL = 901.0 Kg/m?3

Constantes cinéticas

(Brandrup e Immergut, 1989)

c
Cp

pl

C

M°
M,°
Ppe
Py
Se

ks =5.95x1013 m3/Kmol s

p

kp0° = 1.30x108 m3/Kmol s

k.,,° =1.76x10° m3/Kmol s

k

t

-AH,| | = 56484.0 KJ/Kmol
-AH,, = 87864.0 KJ/Kmol
-AH,,= 87864.0 KJ/Kmol
-AH,, = 56484.0 KJ/Kmol

r, =26.0
f =0.60

k,;,° =7.00x10% m3/Kmol s

22° = 2.80x1010 m3/Kmol s

ps

9.48960 kmol/m3
10.82588 kmol/m3
= 11.68714 kmol/m3
= 13.82274 kmol/m3
= 10.22701 kmol/m3

- 1.80 KJ/Kg°K
= 1.97 KJ/Kg°K
= 1.91 KJ/Kg°K

7, = 1.4130
7, = 1.3959
7, = 1.3700

E, =123846.4 KJ/Kmol
E,, =26359.2 KJ/Kmol
E,, =26359.2 KJ/Kmol
E,, =11715.2 KJ/Kmol
E,, =11715.2 KJ/Kmol

b,, =545
b, =-0.13
b, =32.2
b,, =-0.08
r, =0.03

149

v, = 0.000118 m*/Kg
v, = 0.000087 m*/Kg
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Constantes para la expresion de viscosidad

(Brandrup e Immergut, 1989)

B =0.03

A, =4.14x10%
B, =9.6763

C, =1.99

4, =0.1678

B, =0.0000

C, =-1.23577

Constantes para la transferencia de calor
(Bondy y Lippa, 1983)

a, =0.54 siRe<400,0 ¢, =0.74 si Re>400

b,=2/3
c, =1/3
d, =0.14

Dimensiones del reactor

Diametro del reactor (Dy) =1.3m
Diametro del impulsor (D) =0.7m
Velocidad de agitaciéon (V) = 140 RPM
Volumen del reactor (V) =2.0m?

Longitud recta del reactor (L)= 1.51 m
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APENDICE C. Herramientas de sistemas
dinamicos no lineales.

La definiciones, teoremas, y lemas que se dan en este apéndice se han tomado de la
siguiente literatura: Kwakernaak y Sivan (1972), Vidyasagar (1978),
Stephanopoulos (1984), y Slotine (1991); y se incluyen para facilitar la lectura de la
tesis.

1. Derivada direccional

La i-ésima derivada direccional recursiva Lio del campo escalar variante en tiempo
a(x, 1) a lo largo del campo vectorial fx, ) esta dada por:

Lla=L,(La), izl La=o
oo oo
Loa=a,f+a, o, =—, o, =— C.1
f xf t ax 6t ( )

2. Continuidad (Slotine, 1991)

Intuitivamente, una funcién f{x, #) es continua si la funcion se mantiene dentro de
una vecindad cercana para pequernios intervalos de x. Su definicion formal es como

sigue.

Definicion C.1 (Continuidad). La funcién f{x, ) es continua en x,e X si, para todo
¢ >0, existe un §(, x,) tal que

||f(x,t)—f(x0,t)“<s, "x—xa
Se dice que f es continua si es continua para todo x € X Finalmente, f es
uniformemente-continua si, para todo € >0, existe un 4(¢) tal que

| (er)=f (o) <e -2 <8, *(C.3)

<38, (C.2)

La principal diferencia entre continuidad y continuidad-uniforme es que en éste
ultimo caso § s6lo depende & y no de x.

Teorema C.1 (Unicidad de soluciones). Si la funcién f{x, #) es continua en ¢, y existe
una constante L estrictamente positiva tal que

nf(xz,t)—f(xl,t)"sL”x2—x1|| (C.4)
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para todo x, y x, en una vecindad finita alrededor del origen, y para todo ¢ en el

intervalo (z,, ¢,+T) (con T > 0); entonces x= f (x,t) tiene una solucién unica x(f) para

o

estados iniciales e intervalos de tiempo suficientemente pequenos. ¢

La condicién (C.4) es llamada condicién de Lipschitz y L es conocida como constante
de Lipschitz. Si (C.4) se cumple, entonces se dice que f es localmente Lipschitz-
continua en x con respecto a t. Ademas, la satisfaccion de una condicién de Lipschitz
no implica la continuidad (local) de f en términos de x. Inversamente, si f tiene un
jacobiano (df/0x) localmente continuo y acotado con respecto a x, entonces f es

localmente Lipschitz-continua. Cuando la condicién de Lipschitz se satisface para
cualquier x, y x, en el espacio de estados, entonces se dice que f es globalmente

Lipschitz-continua.

Definicion C.2 (Continuidad Lipschitz). El mapa ¢(x, , b) es L{Lipschitz)-continuo a lo
largo de la trayectoria N(z, b), si existe un conjunto de constantes positivas {D,, D,,

D,} tal que, en la vecindad de N(¢, b), ¢ esta acotada como sigue
|6(%.%,.8) - ¢(x.x,.0)| < D, |& ~ x|+ D, ||%, - x,| + D, |B- 5] - +(C.5)

3. Invertibilidad

Definicion C.3 (Invertibilidad robusta). El mapa L-continuo ¢(x, %, ) es Rx-invertible
(robustamente invertible para x) alrededor de N(z, b), si existe un mapa inverso L-
continuo ¢! tal que

o {o[x (1) u(t).b]u(t), b} =x(r),  120. +(C.6)

4. Estabilidad (Kwakernaak y Sivan, 1972)

Sea x ()= 0, [z‘, to,xo] la solucién nominal del sistema no auténomo
x=f(x1)
con la condicién inicial x(t) = x; y sea X el vector de estados estacionarios o puntos
de equilibrio definidos por
f(x)=0 V20 (C.7)
Siendo ¥ un caso especial de x(f), cuando x/(f) = O[t ¢, X] es constante. A

continuacién se definen los conceptos de estabilidad/inestabilidad en el sentido de
Lyapunov, estabilidad asintética, y estabilidad exponencial.
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Definicion C.4 (Estabilidad Lyapunov). La solucién nominal x(f) es estable en el
sentido de Lyapunov si, para cualquier ¢, y cualquier € > 0, existe un (g, f) > O tal que

[x(t)=x(x,)

<6 implica

|x(r)-x,(t)|<e,  vezo0. +(C.8)

Definicion C.5 (Estabilidad asintética). La soluciéon nominal es A(asintéticamente)-
estable si
(a) es estable en el sentido de Lyapunov, y

(b) para todo ¢, existe un p(z)) > O tal que ”x(to)— x,(t,)| <p implica

”x(t)— X, (t)” -0, cuando t > .. +(C.9)

Definicién C.6 (Estabilidad exponencial). El sistema no auténomo %= f(x,) es

E(exponencialmente)-estable si existen dos constantes positivas (a,, A,) tal que
()| <ae™ 9 |x(,)]. 2, +(C.10)

Figura C.1 Estabilidad de un punto:
(1) estable, (2) asintéticamente estable, (3) inestable
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Figura C.2 Estabilidad de una trayectoria:
(1) estable, (2) asintéticamente estable, (3) inestable

5. Teoremas conversos de Lyapunov (Slotine, 1991)

Para el sistema no autéonomo de la forma

x=f(x1) (C.11)
siempre existen funciones de Lyapunov ¥(x, ¢) si el sistema es estable, de acuerdo a
los siguientes teoremas conversos.

Teorema C.2 (Estabilidad). Si el origen de (C.11) es estable, entonces existe una
funcién W(x, 1) positiva definida con una derivada no positiva. ¢

Teorema C.3 (Estabilidad asintética). Si el punto de equilibrio en el origen es
asintoticamente estable, entonces existe una funcién H(x, 1) positiva definida y
decreciente con una derivada negativa definida. ¢

Teorema C.4 (Estabilidad exponencial). Si la funcién f (x,t) en (C.11) tiene primeras
derivadas parciales continuas y acotadas con respecto a x y ¢, para todo x € B, y para

todo ¢ > 0, entonces el punto de equilibrio en el origen es exponencialmente estable
si, y solo si, existe una funcién W, ) y cuatro constantes estrictamente positivas (o,

a,, 05, 0,) tal que
oo <V (x.1) <o, |4’ (C.12)
V <—o, | (C.13)

ov
HBSZ <oy v(C14)
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6. Lema de Bellman-Gronwall (Slotine, 1991; Vidyasagar, 1978)

En el analisis de estabilidad o convergencia de sistemas dinamicos, un problema
frecuente es el establecimiento de limites de ciertas sefiales, por ejemplo, se puede
manipular relaciones de variables dentro de una desigualdad integral de la forma:

y(t)< £a(t)y(t)dr+b(t) (C.15)

donde y(), la variable concerniente, aparece en ambos lados de la desigualdad. El
problema consiste en obtener un limite explicito de la magnitud de y a partir de la
desigualdad anterior. Para este propésito se puede emplear el lema de Bellman-
Gronwall.

Lema C.1 (Bellman-Gronwall). Sea una variable y(z) que satisface (C.15), siendo a(?) y
b(t) funciones reales conocidas. Entonces,

y(t)< la(t)b(r)ej‘la(r)dr dt+b(t) (C.16)
Si b(1) es diferenciable, entonces
y(t)<b(0) ej‘:a(r)d1+ Lﬁ(t)ej:a(r)dr dt (C.17)
En particular, si b(?) es constante, simplemente se tiene
(1) <b(0) oo *+(C.18)

Prueba del Lema C.1. La prueba consiste en definir una nueva variable, para
transformar la desigualdad integral (C.15) en una ecuacién diferencial, la cual puede
ser facilmente resuelta.

Sea la nueva variable, v(#), y su derivada:
v(t) = £a(t)y(r)d‘t (C.19)
v=a(t)y(1) (C.20)
Sustituyendo (C.20) en la desigualdad (C.15) se obtiene:

v=a(t)y(r)<a(r) f)a(*c)y(r)d‘Ha(t)b(t)
v=a(t)y(t)<a(t)v(t)+a(r)b(r)

y(t)<v(t)+b(1) (C.21)

Sea la funcioén no positiva, s():

s(t)=a(t)y(t)-a(t)v(t)—a(t)b(r) (C.22)
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Entonces, usando las ecuaciones (C.20) y (C.22), v(t) satisface
v—a(t)v(t)=a(t)b(t)+s(t) (C.23)

Resolviendo ésta tltima, con la condicién inicial v(0) = 0, se obtiene
la r)ar
)= [ [a(x)b(x)+5(x)]an (C.24)
Como s() es una funcién no positiva, entonces

v(t) < f)eﬂa(r)dra(‘c)b(t)d'c (C.25)

Sustituyendo este tltimo resultado (C.25) en la desigualdad (C.21), se llega a:

(1)< [e 404 ()b () e+ (1) (C.26)

la cual corresponde a la ecuacion (C.16) del Lema de Bellman-Gronwall.

En el caso de que b(#) sea diferenciable, la integral del lado derecho de la desigualdad
de la ecuacion (C.26) se obtiene empleando integracién por partes:
J. udv=uv— |vdu

si u=>b(- dv—£ Jote dr 1)dt = du= b( )dr, vzej'a(r)dr 1:(’,,yse obtiene:

j;f M 4 (t)b(x)dv=—b(r)e ””+Lb(r dt

J;efl“”d’a(r)b(r)dr=—b(r) PE @ [ e e

Sustituyendo (C.27) en (C.26):
$() < Sh(Q + b(o)efo“""" +[ b‘(T)eL“"”’dT M

»(1)<5(0) £b(t (C.28)

la cual corresponde a la ecuacion (C.17) del Lema de Bellman-Gronwall. Si b(t) es
constante, entonces b(t) =0 y la ecuacion (C.28) se reduce a:

(r)ar

y(t )<b(0)e - (C.29)

que corresponde a la ecuacion (C.18) del Lema. 0
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APENDICE D. Vectores, matrices y mapas.

Vectores y matrices

(Aparecen en los Capitulos 3, 4 y 5)

db M := matriz M diagonal por bloques

diag M := matriz M diagonal por bloques

Ay/o =Fu/o_-K A

AT =T — KA

u/0—u/o0?
010 ..0
L, =bd[T,.. 020 ], T o o=l0 0!
0 . 0
M, =bd[z 7] 2 e =[0 - 0 1]
Ao =bd[817°,..840 ] 8 ey =IO 0]
¢ =bd[I},...T% ], =TI
H‘-’-—-bd[ﬂ'le, ,ﬂ;], ﬁf:l:ﬂ.io O:I
A =bd[6},....5, ], 5 =[5 0]

! !
e __ [4 K 1,0 K+l 1 [4 Kpy 1,0 Kp+ly 1
K —bd[(sok“,...,so k2SS ) (S S KL, 8) km)}

!
—| ! I, ol 1 _| o4 q
¢ —[el,...,eKl,...,e,(m_l,...,e,(] , e, —I:e1 ,...,em]
A =T, +I1 K,

T, =bd[T},...T% |,

m

Kym?

’

157
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Mapas no lineales

’ ! ' !
z=\z,,2,,2,

qo(z,,z,,,zu,u,b) = {¢(x’xu’x"’b)}{ (=%, Y =¢7Hz,b], %,=T,z,+TL,v }

9[21121112 ,U,b] = (a¢ll jf+(a¢11 j
u Ou { ("%, Y =¢""[2], %,=T,z,+I1,v }

a)[e,,,t]:{&[zu,z,,z,,+e,,,u,b]—0[z,,z,,,z ub]}[z(t o0

q,(e.e.ep.0.6,.0)={p(z, +e,z, +e,,z,+e,0,b+e,)~p(z,.2,.2,,0, b)}[z(t L o)

q,(e,.e.e,.0.6.1)={0(z, +¢,.2, +e,,2,+¢,,0,b+e,)-0(z,,2, +¢,,2,.0, b)}[zt) o)
q,(e1.e,,0.t)=q, (e..e¢5.0.€,,1)-q,(0,0,¢,,0,¢,,t)

q,(¢s.¢,,1)=4,(0,0,¢,,0,¢,,1)
C, C’ '
Ze =|:ZI 2y il

6, [ZI'ZII’KC (Zl —?z',),xd,b] - {(%ﬁc&)f+(%x@j%}
d { x=6712b]. 2,212, +lyv }

o, [e” t] {6’[2, z,,0+K el ,x,, b]—9[2f,2f1 +ej1,U+Kce,°,xd,b]}[z(t), xa(®)]

q,c,(ef,e,”,,ed,t)={00(zf,z,c,+ef1,U+Kcef,xd,b)—6?c(zf+e,°,zf,+e,”,,5,3?d,b)}[() o
z(t), x,4(t
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APENDICE E. Prueba de los Teoremas y
Corolarios.

I. Prueba del Teorema 2 (Capitulo 3)

Primero analicemos las dinamicas del error de estimacién exo-observable,
observable, y no observable (3.39) de manera independiente, y luego la interaccién
entre ellas.

Acotamiento del error del exo-observador

Tomemos la dinamica de e, (3.39):
é,= Ae,~TLo(1), |o(t)|<e, (E.1)

e integremos
e, (t)= "™, — [ ML 0(r)dr (E.2)
t

donde 4, es estable y cumple con la desigualdad (3.46). Tomando normas en la

ecuacion (E.2), y sustituyendo la desigualdad de acota a «(¢) (E.1) y a la exponencial
de At (3.47) se llega a:

t
e, (t)"s ale, e +ae, j‘e'x"k"('_r)dt ‘ (E.3)
tl)
donde:
t
-s, A, {t—) _ 1 W (2] 1 __
t:fe di= Y [1 —e vl } < = I, :=sA\, (E.4)
Entonces, sustituyendo (E.4) en (E.3):
“eu (t)” < ale,[e™ )+ C;—“sv (E.5)

Acotamiento del error de la parte observable del estimador

Tomemos la dinamica de ¢, (3.39):
¢, = Ae +11,9,(e.¢5.,.6,1) (E.6)

e integremos
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t
e, ()= e e, + IeA“('_')Hoq, (e,.€y.¢,.6,,1)d1 (E.7)
lo

donde A4, es estable y cumple con la desigualdad (3.48). Tomando normas en la
ecuacion (E.7), y sustituyendo la desigualdad que acota a la exponencial de 4 ¢ (3.48)

se obtiene

t
—s A (t— —s 2 (t—
le, (1) <4, e
t

y sustituyendo ahora la desigualdad que acota a la perturbacion g, (3.42)

e

€l 4q, (el’ell’eu’eb”r)”d’r (E.8)

Ol el )+ 0., o 9)e (s
t o (E.9)
a, [e " [ M, e, (2)] + M. e, (2)] + M, s
donde ||e,,|| <g, (3.38). Apli;uemos el siguiente cambio de coordenadas
G(t) = 't |31 (t)“ (E.10)

de tal forma que la desigualdad (E.9) obtenga la siguiente forma (cuya estructura
corresponde a la desigualdad de Bellman-Gronwall, ver Apéndice C):

0(t)<ab(t,)+a,M, ]9(1:) dt+a, ]‘e’”k"’ [M,, “e,, (1:)” +M,

tfl

e, (r)||+Mstdt (E.11)

Definiendo las variables ay f como

a =aM,
b saer E.12
B(?) :a(ﬁ(to)+aolje oo [M” "e,, (r)”+Mu ”eu (T)"+Mb6‘b]dl' ( )
entonces (E.11) se vuelve
t
0(r) <o [0(7)dr +B(1) (E.13)
lo
Empleando la desigualdad de Bellman-Gronwall (lema en Apéndice C), se llega a:
t
0(t)<B(z,) g™ Mt=) 4 .[B (1) Mgy (E.14)
t”
donde
p(t,)=ab(1,), B(r)=a,e™ [M,, ”e,, (r)”+Mu e, (r)||+Mbgb] (E.15)

Sustituyendo Sy su derivada (E.15) en la desigualdad (E.14)
G(t) < aoea.,M/(t—t,,)e(to) + aoea.,M/t Jaoe(saka—aaMl)r [M” ”e” (’C)" + Mu

tO

e, (t)||+Mbab:|dr

o bien
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t

G(t) < aoeaaMz(t—t,,)e (to) + aoeaDM,t Ie(soko-aoMl)T [M” ”e” (‘C)” + Mu e, (T)”:I dt+

Iy fo (E.16)

aa Soho SohoTHa, M \I=L,

so}\‘o—ale |:e M _ g A M(”):lgb
Regresando esta ultima expresién a las variables originales (E.10) se obtiene:
t
“e, (t)" <a,le, (t)”e'(s"k"_“”M’ ) 4 a, J.e_(s”k“_“"M’ =9 [M u ”e,, (T)" +M, e, ('t)”] dt+
Y fo (E.17)
ao —SohAs T, M NEL,

en donde el termino [l—e'(s"A”T'a"M’)('_'")} <1, y definiendo el factor de decaimiento L, de
la parte observable como

L =54, -aM, (E.18)
entonces sustituyendo estas dos consideraciones en (E.17), se obtiene finalmente el
acotamiento del error observable:

He, (t)” <a,le, (t)”e_L’(H”) +a, ]e_L’(H) [M u ”e,, ('c)” +M,

t{)

e, (1:)”] dt+ a"LA:I” g, (E.19)

Acotamiento del error de la parte no observable del estimador

Tomemos la dinamica de e} (3.39):

¢, =o(e, t)+q, (e e e, (E.20)
Ya que este sistema sin perturbar (i.e. g; = 0)
&y =o(ep.t) (E.21)

es E-estable, y de acuerdo al Teorema Converso de Lyapunov (ver Teorema C.4 en
Apéndice C), entonces existe una funcién de Lyapunov F(ej, f) con cuatro constantes

positivas o, tal que las siguientes desigualdades

a s (O <7 (ep.1)<a e, () (E.22)

s 1oV . ov .
V:‘gl‘lw(e”,t)'{'_ét— S—O.’3 e” (t‘)"2 (E.23)
oV .
S| sl 0 (E.24)

se cumplen en una vecindad de la trayectoria del error no observable ey(r) = O del
sistema (E.21) o (3.40) con g, = O.



162 APENDICE E. Prueba de los Teoremas y Corolarios.

Siguiendo el método directo de Lyapunov, tomemos a la funcion Ve, f) del sistema

no perturbado como una funcién de Lyapunov candidato para el sistema perturbado.
Entonces, su derivada a lo largo de la trayectoria e(f) del sistema perturbado (3.40)

esta dada por:

ov .. oV
=—e, +— (E.25)
Oe,, ot
sustituyendo la dinamica de ¢, (E.20)
4 ov oV
V=—uwlet)+—+—q,le.e;.e,.6,t E.26
2e, ( 1 ) o e, q”( €5 b ) ( )

Tomando normas, y sustituyendo las desigualdades (E.23) y (E.24) del Teorema
Converso en la ecuacién (E.26), se obtiene la desigualdad

V<a, Heu (1‘)”2 +a, ”e” (t)“”q,, (e,.e, ,eu,eb,t)“ (E.27)
De la desigualdad (E.22) tenemos que
lea () <= (E.28)
a
entonces (E.27) se vuelve
V< %V+0:4 ”e,, (t)““q,, (e,,e,,,eu,eb,t)” (E.29)
1

Si en vez de V, utilizamos el cambio de coordenadas 9, tenemos que
g=v1, 9=v/29 (E.30)
entonces la ecuacién (E.29) puede reescribirse como

i
5 g9+8 Jeu ()] |

SS—zal 5 ” “q,, (e,,e,,,eu,eb,t)” (E.31)
Sustituyendo nuevamente la desigualdad (E.28) en (E.31) tenemos que
: a a
9<~-—=29+"Mq, (e ,e,.e,.e,,t E.32
2a, 2a1% "q”( 1:€11€,,6 )H ( )

e integrando esta desigualdad lineal 3, se tiene que

3(r) < e_’%([_t”)S(to ) +—2%%— j' ¢ ™) q, (e,,e,,,eu,eb,t)HdT (E.33)
ly

1

Utilizando las desigualdades (E.22) del Teorema Converso de Lyapunov, el cambio de
coordenadas 9 (E.30) como funcién de V' y e, esta dado por:

8(t)=V (¢) 2 at|e, (1)
8(1,)=v(1,) <ai|es,

o

(E.34)
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Sustituyendo este cambio de coordenadas (E.34), asi como la norma de g, [definida

en ecuacion (3.43)] en la desigualdad (E.33) se llega a:
e (O () el 42 [ 32 s

t{)
Si definimos:

e, (T+ N, e, Jdr  (E.35)

€roll€

A, = max[(a—) 5’7} L,=2 (E.36)
Se obtiene finalmente el acotamiento del error no observable:

t
”e,, (t)" <4, ||e,,0 || g ) 4 4, Je_L” [N , “e, (r)” +N, lle, (
L

t)|]de+ A o (B.37)
LII

Acotamiento del error de estimacion

Resumiendo, el sistema dinamico del error de estimacion (3.39) satisface los
acotamientos (E.5), (E.19), y (E.37)

-1, (t-1,) +gl-8

v

le. ()] < a.e.,

u

e (< oo (O™ +a, Je b, o () M, o (e + 225, .38
t, ;
“ell (1) “ i el + 4, J' ~h [N He, (1) )N:ldt+—AZNb g,
i

que corresponden a un conjunto de desigualdades integrales. Ahora procederemos a
reescribir este conjunto de desigualdades integrales en una forma diferencial

equivalente, tomando en cuenta el Teorema de Separaciéon (ver Apéndice C). Para tal
efecto, tomemos la version igualdad, donde los acotamientos de (e, ¢, ¢,) (E.38) se

reemplazan por su cota superior (o, o, oy):

(f) a, |l tt)

—¢

v
u

o,(t)=4, e (f)lle“L""’"’+aaie‘L""” [ M Jeu ()] + M. e, ()] ]z + a"zw” & (B39
tll

0 (1) = Ayl ™+ T [0 fe (), (2 + 222

’ I

y reescribamos este sistema (E.39) en forma diferencial



164 APENDICE E. Prueba de los Teoremas y Corolarios.

e, (t)” <o,(t) : 6,=-10,+a,., o, (t,)=a,le.,
”e, (t)”SO', (t) > o,=aMo, - Lo, +aM,oc,+aMs, o, (to)zao e | (E.40)
||e11 (t)” <oy (t) : Oy =4,No, +4No, — Lo, +4,Ne&, 0,(t,)=4,|e,
o bien, en notacion vectorial
c%u = _luo-u + a.g,, o, (to) =0y (E41)
6,=4o,+B,0c,+Bs, o,(t,)=0,

A_I:—Lu aoMuil B _[aoMu:l B _[aoMb:] (E.42)
AIINI _Ll , ) AIINu ) ’ AIINb '

Puesto que de la definicion  (3.38) e, =(Z,-2z,) v [en'ewn']'=1(¢,-25)",
(2,—2,)']; y del cambio de coordenadas (3.29) z,=x, y [z,'2z,']'=¢(x.x,.b) se

tiene que:
e,=Xx,—x,

[e[a "ello ’]’ =¢('£o’£uo’ﬂ)_¢(xo’xuo’b)

Tomando normas en (E.43), y sustituyendo el acotamiento de ¢(x,xu,b) (3.27), se

(E.43)

tiene que
eua - 'iuo - xua ’
) i (E.44)
[Ielo ”"ello"':l' < Dx xo —xo + Du xuo —xuo + Dbgb
Por lo tanto las condiciones iniciales ¢, y o, definida por (E.40)-(E.41),
O-ua =au euo 4
Iia,o } a,lle, (E.45)
O-aa = '.:
O 1o Ay llew
equivalen a [sustituyendo (E.44) en (E.45)]
O-HO = au '2“0 - xuo
. . (E.46)
c,<a, [Dx %, -x|+D,|x,-x, +Db£b], a, =max(a,, A, )
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Criterio de convergencia del error de estimacién

Para que el sistema (E.41) sea estable, y con ello las trayectorias (x,, x, y) del
estimador sean convergentes, se requiere que la matriz 4 [definida en (E.42)] sea
estable. De acuerdo al criterio de Hurwitz (Boyce y DiPrima, 1995) para que la matriz

A sea estable debe cumplirse que
det(A)>0

(E.47)
S LL,>a,A,M,N,
la cual es equivalente a [empleando (E.18)]
s A, >aM,+a, (%) M,N, (E.48)
17

En alguna vecindad alrededor del origen de la dinamica del error, esta expresion se
cumple si en e = O se satisface la siguiente desigualdad

s, >a,m, +a,ct(a,/ A, )myn,, K<n (E.49)
Ap, (m, my, n) estan definidas por (3.32), (3.34), y (3.49),
respectivamente. Esta desigualdad (E.49) constituye la condicion de convergencia

(Teorema 3.1) para el estimador-P con « < n (esto es, cuando existe una dinamica no
observable). En caso contrario, si k = n entonces no existe e, y la condicién de

donde a,, (a

X

convergencia se reduce a
s, A, >a,m,, K=n (E.50)

QED
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II. Prueba del Corolario del Teorema 2 (Capitulo 3)

Caracterizacion de la convergencia (Alvarez, 2000)

Empleando la definicién del error de estimacién (3.38) y las desigualdades en (E.40)
que definen las cotas superiores del error de estimacién, se obtiene que la trayectoria
del error de estimacién en las entradas esta acotada en coordenadas originales como

sigue:
e, (t)” <o, ()

2, (6)-z, (1) <0, ()

£, ()=x, (1)< 0.(2) (E.51)

=
=

De forma similar, empleando la definicion del error de estimaciéon (3.38) y las
desigualdades en (E.40), se obtiene que las trayectorias de los errores de estimacion
observable y no observable estan acotadas conjuntamente como sigue:

e ()< () N ) 0
le, (] <o (t)} = (%%, 8)-4(x.x,.b)|<0.(1), Ga(t)—L” (t)} (E.52)

Por otra parte, el error de estimacion en los estados x, esta delimitado por [sustituir
la definicién de invertibilidad en x (3.26) en la desigualdad (3.28)]:

[# ()~ x (1) < .| (3. %, )~ ¢ (x.%,.b)| + . +F -8  (E53)

Incluyendo las normas "¢(§c,5cu, ﬂ)—¢(x,xu,b)” (E.51) y ch(t)—x(t)n (E.52) en esta

X, — X,

expresion (E.53), se obtiene el siguiente acotamiento de la trayectoria del error de
estimacion en los estados:
[¢-xl < F.o () + Fo, (1) + Fe, (E.54)

Empleando la norma del error "e, (t)” (E.40) junto con la definicién del error de
estimacién observable (3.38) se tiene que:

He, (t)“ <o, (1)

6, (%.%.. B)- 4, (x.%,.b)| < 5, (1)

y sustituyendo la ecuacion (3.7) que define el mapa observable ¢, se obtiene la
trayectoria del error de estimacién en las salidas:

|9(5)-5 (@) <0 () (E.55)
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En resumen, las trayectorias del error de estimacién en las entradas, estados, y
salidas de la planta estan acotadas por [(E.51), (E.54), (E.55)]:

£, ()-x, ()| <0.(t)

||5c (1)- x(t)“ <Fo,(t)+F,o,(t)+Fe, (E.56)
l5(0)-9 @) <o (2)

donde o,(t) y o,(t) = [o(8)', oy(?)] estan definidos por la solucién del sistema dinamico

(E.41). Ademas, la estabilidad de la matriz A (E.42) implica la existencia de un par de
numeros positivos (4,, L,) tal que la siguiente desigualdad se cumple:

le*|<de™,  (4.L)=(1L) si x=n (E.57)

Para obtener una dependencia explicita de las desigualdades (E.56), integremos
sucesivamente las ecuaciones diferenciales (E.41) que definen o,(f), o(f), y ou(?).

Primero integrando para o,(?), se llega a:

6,=-lo,+ae, o,(t)=0.
-1, (t-,) t (1)
o,(t)=0,e""" +a,e (e Vdr (E.58)
t{)
donde [en forma similar a (E.4)]
4
e dgr < ll (E.59)
t, "
Si definimos
g, = ‘l’_ (E.60)

entonces, sustituyendo (E.59) y (E.60) en (E.58) se llega a:

o, (f)=0,e™"" +g,5, (E.61)

Sustituyendo esta ecuacién (E.61) en (E.S56), se obtiene finalmente la caracterizacién
de la trayectoria del error de estimacién en las entradas:

£ (0)-x, ()| <0ne ™ +b,, b, =g, (E.62)

donde o, esta dada por (E.46).

Integrando ahora para o,(f) [EDO definida en (E.41)]:
6, =4o,(t)+B,o,(t)+Bs,  o,(t,)=0,



168 APENDICE E. Prueba de los Teoremas y Corolarios.

o, (t)=e""o, + je"(’ V[ B,o,(r)+B,s, |dr (E.63)

Aplicando normas, y sustituyendo la norma para la matriz 4 (E.57):

c, (t)" <do e 44 jt' e Lt |: B,|o, (r)+|B)|e, |dr (E.64)
%

sustituyendo o,(¢) (E.61) en esta ultima:

uoj-e—Lt+1t+ d +A (
‘, l,

-L,(t-1,)

||0' t)||<A C €

Al gbj Je™dz (E.65)
A

donde

t
Ie—Lat+Iuta+(La—1u)sz_ S ﬁe_l‘a(t_t’)), con lu > La (E.66)
t, u *a

t

Ie—La('—T)dT < L

ty a

por lo tanto,

A, —L (1= A
o, () 5| 4.0 + B,|o., e + 22| 2B |5, +||B, |, (E.67)
u _La La lu
Si definimos:
ﬁ A (E.68)
ga La gua lu "La *

entonces la ecuacién (E.67) se reduce a:

O, (t)“ < (Aao-ao + 8ua [Py O-uo) Blot)

+g.(g, AES) (E.69)

Sustituyendo o,(1) y o,(f) [ecuaciones (E.61) y (E.69), respectivamente] en ”)2 (t)—x(t)”

[ecuacion (E.56)] se obtiene:

x(t)—x(t) < Lale=t) 4 2..|1B, e“L"('_"’)+E‘e_l“('—"’) o, +
)09 i ot o
gu (F;ga u)gv+(F;ga Bb”+F;J)gb
como /, > L , entonces e < g74() ¥ redefiniendo variables:
LazLx’ C; :F;Aa’ clf :F;gua u’
(E.71)

b =bje,+be,  bi=g,(Fg,

L), b =Fg,B|+F,

entonces se obtiene finalmente la caracterizacién de la trayectoria del error de
estimacion en los estados:

“)"c(t)—x(t)” (c0' +cu0',w) L)y p (E.72)
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donde g, y o,, estan dadas por (E.46).

Ahora, integrando por ultimo para o;(f) [EDO definida en (E.40}]:
¢, =a,M,c,(t)- Lo, (t)+a,M,0,(t)+a,M,s,,  o,(t,)=a,

e]a

o, (t) — e—L,(t—ta)ao

e.|+a, j" e k) [M,0,(z)+ M0, (r)+M,é, |dr (E.73)
tO

Puesto que o, =aq,
(E.69)] en (E.73):

el ¥y oy (t) <o, (t) , ¥ sustituyendo a su vez o, () y o,(t) [(E.61) y

o, (t) =l (t—ta)o_lo +a Mo, j el (t—r)—lu(r—t,,)dr +a,M, (Aao-ao +g.|B, O-uo) j e—L;(t—r)—La(r—:u)dT
t, ;
t
+a, [gu (Mu +M,g,\B, )gv +(M”ga Bb||+Mb)5bi| [ e ) g, (E.74)

donde cada una de las integrales que aparecen en el lado derecho de la desigualdad
estan acotadas como sigue

fett-rlon g ¢ 1 puten),

4 lu - Ll

t

[ el gy S__1_ o). (L, >1L,) (E.75)
. lu _ LI u a

j e dr < 1
1, 7
Sustituyendo (E.75) en (E.74), y considerando que o, <o, se obtiene la siguiente

expresion:
o, (t)=(l+M]e_L’('_’”)am b (M, +M,g,,|B. )e"L’(’_"’)o-uo
lu _LI lu _Ll
(E.76)
+ Z_Ogu (Mu+M1]ga B, )gv + Z_O(Mb'*'Muga Bb”)gb
7 1
Si definimos
Aa M a
y :1 a0t 1l , Yy - o M M B ,
Ca + lu —L1 Cu lu —LI ( u + Ilgua u )
(E.77)
byzbvygv‘*'bbygb» bvythI_ogu (Mu+MIIga B, )’ bbyz'z_o(Mb'*'Mnga Bb”)
1 1

Entonces (E.76) se reduce a
o, (t)= (ct{O'ao +clo )e"L’(H”) + b, (E.78)

u uo
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Sustituyendo o(?) (E.78) en ”_xj (r)- y(t)" (E.56), se obtiene finalmente Ila

caracterizacion de la trayectoria del error de estimacion en las salidas:

15(6)-y ()| <(clo,, +clo,,)e ™™ + b, (E.79)

Con esto se concluye la prueba del corolario del Teorema 2, ya que las expresiones
(E.62), (E.72), v (E.79) corresponden a las desigualdades establecidas en dicho
corolario.

QED.
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III. Prueba del Teorema y del Corolario 3 (Capitulo 3)

Comparando el conjunto de ecuaciones que determinan la dinamica del error de
estimacion para el estimador-P (3.39):

é, = Ae, —TI,0(t),
é, = Ae, +11,q,(e . €,.¢,0,,1), (E.80)
é; = C‘)(ell’l‘)""]u (el’ell’eu'eb’t)
con las correspondientes para el estimador-PI (3.68)
é,= Ae, —TLu(1), L=Ae,
¢, = e, +11q,(e;.e;.e,.6,1t), e = (e, e, ’)', v=A,¢, (E.81)
ey = co(e,,,t)+q,, (el’ell’eu’eb’t)
se determina que son equivalentes, con diferencias en (AO,HO) y (A:Hj) 5y

recordando que dichas matrices estan acotadas como sigue:

AU o )t _' Z’a 5 o ) —8, A0
o) <ae ™", ”eA“(S) Sl 1

<dle™™ ‘

=,

=1 (E.82)

Por lo tanto se concluye que la dinamica del error de estimacion (E.80) del
estimador-PI es RE-convergente, si la condiciéon (E.49)-(E.50) del Teorema 1 se

cumple cuando el par (Ao,la)se reemplaza por (Aj,lj ), la cual corresponde a la

condicién de convergencia (3.80) del Teorema 2.

A partir de este mismo argumento de comparacion, se concluye que el estimador-PI
converge-RE de acuerdo al conjunto de desigualdades establecidas en el Teorema 1,

cuando el conjunto {g,,4,, 4,, L.} se reemplaza por {aj,/lj ,AZ,L';} , donde:

A { 1 % ”} (E.83)
AIINI LII
e | <ae™™, L= (E.84)

QED.
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APENDICE F. Técnicas de sintonizacion.

I. Ganancias de referencia del exo-observador

Como se explico en la seccién 3.8.1, para la sintonizacién del exo-observador se
toma como referencia la versién estocastica del exo-sistema (ec. 3.88):

X' =Tix! +10}v, (¢)

(F.1)
w,=6;x'+w(t), 1<i<p

para el cual el filtro 6ptimo (Kwakernaak y Sivan, 1972) esta dado por (Z; es la matriz
de covarianza de dimension vixvi):

Au u Al u 2 U -1
x =T7% + I, (1) + K} (ui_é‘iux;‘)’ K =r"%6"

=LY +IME, +q Il '~ 'S8 ' 6'S, 1<i<p (F.2)

Cuando la ecuacién de Riccati es resuelta en estado estacionariofie. £=0), se
obtiene un filtro un filtro éptimo. A partir de este procedimiento es posible calcular:
(a) las ganancias de referencia K;'(1)optimas, (b) la dinamica (caracteristica) del
error de salida en funcién de las intensidades ¢, y 7, y (c) los polos o valores propios
caracteristicos (4). Enseguida se presenta el desarrollo para v, = 1, 2, y
posteriormente se resumen los resultados para v, = 1, ... (en general) en la Tabla F.1.

Caso v; = 1. Para este caso, la planta y su filtro 6ptimo estan dados por (I =[0],
Iy =[1], 6 =[1]):

X=v(t), w=x+w() (F.3)

%=, (1) + ki (u -5, Ki=0,/r, (F.4)

donde la matriz de covarianza es determinada por X = [O'], o=0:

4,-0% =0 (F5)
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Despejando o, de (F.5), y sustituyendo en £/, [definida en (F.4)]:

1
2

o=r(a/ry = k.=(a/) (F.6)

Definiendo el error de estimacion como la esperanza matematica (£) de la diferencia
entre el valor estimador y el valor real de la mediciéon:

e=E[% x| (F.7)
La dinamica del error de salida se obtiene restando (F.3) de (F.4):
& =—(a/r)e (F.8)

cuyo valor propio (polo) es:

A=—(q/r) (F.9)

Graficando este valor propio en el plano complejo (ver Figura F.1), puede observarse

esta localizado a una distancia del origen de d = (q,. /r )% y con un angulo « = 0 rad.

Im

b—a —

Figura F.1 Localizacién de polos para el exo-observador, con v =1
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Caso v; = 2. Para este caso, la planta y su filtro é6ptimo estan dados por

i =Tx +11v, (1), u =6'x +w,(t)
Bo=TURCHII, () + K (v, - 61%),  K'=r"56"

u 0 1 73 0 u u ku [O- O- }
™ = , IT = s ok=I1 0 , K" = 1i , 3 = 1 12
i [O O} i []:| i [ ] i |:k;li| i 0-21 0.22

donde la matriz de covarianza es determinada por ©=0:

- 2
oy, =20y, _0'11/’?

u u UTTU 1 -1 U Qu _ s - —
LI +TVE +q LT -1 2,662, =0 = 0'12"0'21‘0'22_0'110'22/’?

. 2
On —qi"o'lz/ri

175

(F.10)
(F.11)

(F.12)

(F.13)

Despejando las ganancias 6ptimas de (F.13), y sustituyendo en K [definida en

(F.11)]:
on :\/Eri(qi/ri)%
O =0y =ri(qi/ri)% =

On :‘/5’?(‘1,-/’})%

kl'; = \/E(qi/ri)%
k;i = (qi/ri)%

La dinamica del error de salida se obtiene restando (F.10) de (F.11):
&+V2(q,/n) & +(q/n) & =0

cuyos valores propios son:

Az = "(1/‘/5)(%/’"1)% i(l/\/i)(ql/r])% J

(F.14)

(F.15)

(F.16)

La localizacion de estos valores propios en el plano complejo (ver Figura F.2) son a

una distancia del origen de d = (q1 /n )% y con un angulo a = tn/4 rad.
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Im

Figura F.2 Localizacion de polos para el exo-observador, con v, = 2

Caso v; en general. Realizando el procedimiento descrito anteriormente para v =1,

2, ... se obtienen los resultados tabulados en tabla de abajo. En el tltimo renglén se
han incluido expresiones generales para cualquier caso de v. Cabe senalar que la
forma sistematica de la localizacién de los polos (ver Figura 3.3, y su explicacion
correspondiente en la seccion 3.7.2 del Capitulo 3), permite generar férmulas

recursivas para obtener distancias y angulos para la asignacién de polos, y a partir
de éstos determinar las coordenadas de los polos (4), y finalmente con éstos se

puede obtener el pohnomm caracteristico. Este polinomio caracteristico con s* = =g®

(.e. =2, s'=2, s’=¢, ...) corresponde a la dinamica del error de salida, y cuyos
coeficientes corresponden a las ganancias del filtro 6ptimo, las cuales estan en

funcion de (q,»/f’i)ZK;‘ (‘Ii/"i):[ lise ku ]

Fijando el cociente de referencia (q; /r”) (ruido del ruido del modelo/ruido de

medicién), y definiendo:
1

o =g s =(afn o #.17)

tal que la ganancia K (su) corresponde al i-ésimo vector de la matriz parametrizada
K, (s,):
K,(s,)= db[(s K SR ) (K S :"k;‘pp)'], 5, >0 (F.18)

obteniéndose que las ganancias de referencias K; (1) = [kl", ok ,.] estan determinadas

por @,y dadas en la Tabla 3.1 (Capitulo 3).
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Tabla F.1 Resumen de ganancias 6ptimas y localizaciéon de polos
para el exo-observador

(STl &

1 klu] :(ql/rl)7 A (q,/r,.) 0
k! =1-412(q1~/r,~)% Ay =(=0.707+0.707j) (g, / )} ( /r)% n/4
2 " it
Ky =(g,/r)} A, =(~0.707-0.707 ) (g, /r )} —n/4
1 1
ki=2(q./n) | A=-(a/n) , °
3 |kr=2(q/r) | %=(-05+0866))(q./n) (g./n)° /3
Ko=(q/r) | A=(-05-0866))(a/n) /3
ky; :2-613(%/'})% /11=(—0.924+0.383j)(q,/r1)% n/8
Kt =3.414(q /r)* | 2 =(-0.924-0383))(q /)’ /o) -n/8
4 3 1 il
kL= 2,613(%/,;‘)E A, =(-0.383+0.924)(q,/1)* 3n/8
ke = (g, /r)} 2, =(-0.383-0.924/)(g,/r)* -3n/8
ki, SO los si v, impar =
v, coeficientes del _ . a=zxlxzlv,,
l polinomio: 4y =—dcos(a)td sen(a)] (qi /r, )7‘; 1=01,...,(v,~1)/2
(general) ,fj(s‘ll)zo = F=0L. si v, par=
S kIS e kY =0 t(1+3)7 v,
' 1=0,,...v,/2-1
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II. Configuracién de Butterworth

En el siguiente teorema (Kwakernaak y Sivan, 1972) se establecen las propiedades
asintéticas de un filtro/observador 6ptimo (invariante en tiempo) en estado
estacionario. Observandose que la configuracion que se establece para estos
sistemas, llamada configuracién de Butterworth, corresponde exactamente a la
localizacion de polos obtenida en la seccién anterior.

Teorema 1 (Configuraciéon de Butterworth). Considere el sistema n-dimensional
invariante en tiempo

x(t)=Ax(t)+Bu(t)+ gy (1),

n(t)=cx(t)+w,(t)

donde @, es un ruido blanco escalar con intensidad ¥,, @, es un ruido blanco escalar
no correlacionado con w; y con intensidad ¥,, g es un vector columna, y ¢ es un

(F.19)

vector renglén. Suponer que {4, g} es estabilizable y {4, ¢} detectable. Sea H(s) la
funcién de transferencia escalar

() _eT6—v)
4(s) _I:]](s—ﬁl.)

donde ¢(s) es el polinomio caracteristico de el sistema, y m, i = 1, 2,..., n, son sus

H(s)=c(sI —A)_1 g (F.20)

valores caracteristicos. Entonces los valores caracteristicos del observador 6ptimo en
estado estacionario son los ceros (localizados en la mitad izquierda del plano) del
polinomio

(—1)"¢(s)¢(—s)[1+YiH(—s)H(s)} (F.21)

v

Como resultado, las siguientes aseveraciones se cumplen:

(a) Cuando V,/¥V,;— 0O, p de los n polos del observador 6ptimo en estado estacionario
tienden a los numeros 0,,i=1, 2, ..., p, donde

o si Re(v,)<0
N I Re(v,)>0

4

(F.22)

(b) Cuando V,/¥V;— O, los n - p polos del observador 6ptimo tienden asintéticamente

a lineas rectas, las cuales se interceptan en el origen y hacen angulos con el eje
real negativo de
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+/ il , 1=0,1, ’n—p—l si n— p es impar
n—p 2
F.23
(1+4) ep (29
+ , [=0,1,..., -1 sin— p es par
n—p 2
Estos polos se encuentran (equidistantes) a una distancia desde el origen de
—1
V. 2An-p)
w, = [az -1) (F.24)
£

(c) Cuando V,/¥V,— =, los n polos del observador tienden a los numeros 7,,i =1, 2,

..., n, donde

(F.25)

i

. |m  si Re(r)<0
Cem s Re(n,)>0

H

Los polos equidistantes descritos en (b) de este Gltimo teorema, corresponden a la
configuracion de Butterworth. Por otra parte, de acuerdo a este teorema cuando
V,/Vs—> O (incisos a y b), el polinomio caracteristico ¢(s) [en (F.20)] puede re-

escribirse como

b(s) = é(s—o,.)"[j (s-n,) (F.26)

donde los polos O, (i =1, 2, ..., p) estan definidos por (F.22), los polos 7, (i=1,2, ..., n
- p) constituyen una configuracién de Butterworth de orden n - p y radio 1, y o, esta

dado por (F.24). Sustituyendo (F.26) en (F.20), y rearreglando se obtiene la siguiente
aproximacion

) ——+1
P ;
H(s)= 11— (F.27)
ﬁ(——s +1J = -2 41
i=1 ﬂiwo i
Esta ultima puede reescribirse como
{ ~ 541
P .
H(s)= 1] — (F.28)
o ()] -2 41
O

donde %,_, (s) es un polinomio de Butterworth de orden n - p, que estéa definido por
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Zop (5) = "ﬁ’[-inj (F.29)
i=1 n;

Algunos de los polinomios de Butterwoth de bajo orden se listan en la Tabla F.2. La
expresion (F.28) muestra que, si la funcién de transferencia tiene ceros v,

estrictamente en el lado izquierdo del plano complejo, entonces cuando V,/V;— 0O, la

funcién de transferencia (F.28) se aproxima a

1

b (F.30)
oy ()

H(s)=

la cual es llamada Funcién de Transferencia de Butterworth de orden » - p.

Tabla F.2 Polinomios de Butterworth (Kwakernaak y Sivan, 1972)

s+1

s2+1.414s+ 1

s3+2s2+2s+1
st+ 2.613s*+ 341482+ 2.613s + 1
s5 + 3.236s + 5.236s8% + 5.236s2 + 3.236s + 1

| |WIN|—
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III. Criterio de error ITAE
(Stephanopoulos , 1984; Ogata, 1980)

Los criterios de error se fundamentan en integrales de alguna funcién o funcion
pesada del error de salida del sistema en si. Los criterios mas usados son:

1. ISE (Integral of the Square Error), donde

ISE= [ & (¢)dt (6.31)
2. IAE (Integral of the Absolute value of the Error), donde

IAE = ['|e(t)|dt (6.32)
3. ITAE (Integral of the Time-weighted Absolute of the Error), donde

ITAE = [ tle ()|t (6.33)

Donde e(t)=x(r)—%(¢) es el error de desviacion entre la salida deseada y real (£(¢) y
x(t) , respectivamente). El criterio de error debe seleccionarse de acuerdo a las

caracteristicas y requerimientos del sistema, y luego ajustar los parametros (a sus
valores 6ptimos) de tal forma que minimice el ISE, IAE, o ITAE de la respuesta del
sistema. Algunas caracteristicas son las siguientes: (a) para eliminar errores
grandes, el criterio ISE es mejor que el IAE, ya que los errores estan al cuadrado y
por lo tanto contribuyen mas al valor integral; (b) para eliminar errores pequenos, el
criterio IAE es mejor que ISE, ya que al elevar al cuadrado nimeros pequefios (<1) el
valor se hace aun mas pequeno; y (c) para eliminar errores que persisten por tiempos
largos, el criterio ITAE es el mas adecuado ya que la presencia de tiempos grandes
amplifica el efecto de errores (incluso pequenios) en el valor integral.

De acuerdo a lo anterior, el criterio ITAE es el mas adecuado para el caso de la
sintonizaciéon del exo-observador (i.e. un filtro), cuyo objetivo principal es la
eliminacion del ruido (persistente en tiempo) en las entradas medidas. Este criterio
ha sido aplicado al siguiente sistema de n-ésimo orden:
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Cls) _ a,
R(s) s"+as""'+--+a, s+a,

y se han determinado los coeficientes 6ptimos (ver Tabla F.3) que minimizan el error
integral (6.33).

Tabla F.3 Funcién de transferencia basada en el criterio ITAE (Ogata, 1980)

s+ o,

s+ l4ms+ o

s3+ 1.75w,8* + 2.15w}s + @,

st+210,8’+3.40' 2+ 270 s+ @

$$+2.8m s +50ws’+550.82+3.40 s+ 0
s+ 3.25w, 85 + 6.60w’s* + 8.60w) s + 7.45m. s? + 3.95w s

6
+ a)n

Nl b WIN| -
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IV. Ganancias de referencia del estimador

Como se explicé en la seccion 3.8.2, para la sintonizacién del estimador se toma
como referencia la dinamica LPNA del i-ésimo error de salida [v; en ec. 3.46 o ec.
3.74], reescrita de la forma:
) e (me) ; n,=x, estimador-P
Vil kv kv, =0, . (F.34)
' n, =x,+1 estimador-PI

cuyo polinomio caracteristico

n,

('Y,-)n' +kl,~ ('Yi)n,—1 +,..+k;i =ﬂ(yi —y;) =0 (F.35)

I=1

tiene n; polos de referencia caracteristicos (y,‘ y;_), los cuales se determinan la

matriz de ganancias K/ (1)=|k/,....k. |. La asignacién de polos que aqui se propone
i 1 n,

se hace con base al analisis de la respuesta transitoria para sistemas lineales de
primer y segundo orden (Stephanopoulos, 1984).

Un sistema lineal de primer orden de la forma

ay+a,y=>b f(t) (F.36)
donde Ar) es una funcién entrada (variante en tiempo), puede reescribirse en la
forma estandar (si a, #0)

ty+y=K,f(t) (F.37)
donde 7=q,/a, y K,=b/a, son la constante de tiempo y la ganancia estatica del

sistema, respectivamente. El polinomio caracteristico de este sistema (F.38)
determina la ubicacion del tnico polo existente (F.39) y definido por:

ty+1=0 (F.38)
n=-1/7 (F.39)

Si A7) es un cambio escalén, f{f) = 4, la respuesta transitoria esta dada por
y(t)=4K, (1 - e_%) (F.40)

La respuesta exponencial se muestra en la Figura F.3. Aqui puede verse que : (a) la
velocidad de convergencia al estado estacionario dependen de la ubicaciéon del tnico
polo real (F.39), esto es, entre menor sea t, mayor es y,;, y por tanto mayor velocidad
de convergencia; (b) en un tiempo equivalente a una constante de tiempo 1, la curva
de respuesta alcanza aproximadamente el 63.2% de su valor en estado estacionario;
y {c) la respuesta queda dentro del 2% de su valor final en un tiempo ¢ > 4.
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1.0
0.8

y(t) 0.6
K

P 0.4+

4

0.2

0.0

- mm = m - - - -62.3% - -

Nt ------ - 865%---------

W - mmm o= 950% - - - - - — - -
St - OBEY m - m - - mmmm -

0

t/t

Figura F.3 Respuesta transitoria al escaldn, f{r) = 4, en sistemas de primer orden

Un sistema lineal de segundo orden de la forma

a,y+ay+a,y=>b f(t) (F.41)
puede reescribirse en la forma estandar (si a, #0)
’y+2ty+y=K,f(¢) (F.42)

donde 7=(a,/a, )%, ¢=a,/(27a,),y K,=b/a, son el periodo natural de oscilacion,

el factor de amortiguamiento, la ganancia estatica del sistema, respectivamente. El
polinomio caracteristico de este sistema

oy 2y +1=(y -1 )(r-7,) =0 (F.43)
determina la ubicacion de sus dos polos:

nora=-=(e£E 1) (F.44)

Por lo que el comportamiento de la respuesta transitoria y(f) dependera de la

ubicacioén de los polos (F.44) en el plano complejo, y la localizacién de estos a su vez

queda en funcion del valor de &. Distinguiéndose tres casos de comportamiento para

sistemas de segundo orden (ver Figura F.4):

1. Si £>1 entonces los polos son reales y distintos. La respuesta obtenida es
sobreamortiguada: no oscilatoria pero lenta.

2. Si £=1 entonces los polos son reales e iguales. La respuesta obtenida es
criticamente amortiguada: no oscilatoria y mas rapida que el caso
sobreamortiguado.
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3. Si £ <1 entonces los polos son complejos conjugados. La respuesta obtenida es
subamortiguada: al inicio es mas rapida que los casos 1 y 2 (principalmente con
valores de & cercanos a 1), y en general es oscilatoria (mas pronunciado con
valores pequenos de &).

y(1)
AK
P

Figura F.4 Respuesta transitoria al escalon, f{r) = 4, en sistemas de segundo orden

Como puede verse, el hecho de que los polos (7,,7,) queden en el semiplano

izquierdo del lado complejo no garantiza caracteristicas satisfactorias de respuesta
transitoria. Si los polos complejos conjugados quedan cercanos al eje imaginario
(€ <<1), la respuesta puede presentar excesivas oscilaciones o puede ser muy lenta.
Por lo tanto para garantizar caracteristicas de respuesta rapida y bien amortiguada,
es necesario que los polos del sistema queden en una zona especifica del plano
complejo. En la literatura (Ogata, 1980) se ha reportado £= 0.4 como valor critico
(minimo recomendable).
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» Re

Figura F.5 Region recomendada para la localizacion de polos (Ogata, 1980)

Tomando en cuentas las consideraciones para sistemas lineales de primer y segundo

orden, a continuacién se presenta el desarrollo para la asignaciéon de polos para la
dinamica LNPA del error de salida (F.34), para indices n, = 1, 2, 3; y luego se

resumen los resultados paran = 1, 2, ... (en general) en la Tabla F.4.

Caso n; = 1. Para este caso la dinamica de referencia del error de salida y su

polinomio caracteristico correspondientes son

v, +k v, =0 (F.45)
Ytk =v,-7 =0 (F.46)

De (F.46) se obtiene que la ganancia de referencia esta dada por
ki =-1 (F.47)

Como se expuso anteriormente, un sistema de primer orden tiene un polo (F.39)
definido por (ver Figura F.6):

yi=-w, o =1/t (F.48)
Sustituyendo (F.48) en (F.47) se obtiene la ganancia de referencia en términos de la
frecuencia caracteristica @, :

kl =wf (F.49)
Caso n; = 2. La dinamica de referencia del error de salida y su polinomio
caracteristico correspondientes son
V,+k v, +k v, =0 (F.50)
2 i i i i
(r) +& v, +k =(v,-7) (v, —13) =0 (F.51)

De (F.51) se obtiene que las ganancias de referencia estan dadas por
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kK =—(v+75)
k=17,
Para un sistema de segundo orden subamortiguado, sus polos (F.44) estan definidos
por (ver Figura F.6):
R (gi + 1—531'), W =1/1, 0.71<£<1 (F.53)

(F.52)

La localizacion de los polos en el plano complejo se muestra en la 0, donde se ha
empleado & = 0.71 para obtener un numero de condicién (i.e., la razon entre el

moédulo del polo mas rapido entre el mddulo del polo mas lento) igual a uno, con la
finalidad de amortiguar/atenuar el efecto de la perturbacioén ¢, en la dinamica del

error observable [ec. 3.39 o 3.68 en Capitulo 3]. En general se recomienda
seleccionar un factor de amortiguamiento suficientemente grande: & > 0.71.

Sustituyendo (F.53) en (F.52) se obtienen las ganancias de referencia en términos de
la frecuencia caracteristica ®; y del factor de amortiguamiento &;:

=280 (F.54)
; ° 2 .
ky = (03,. )
Caso n; = 3. La dinamica de referencia del error de salida y su polinomio
caracteristico correspondientes son
V.+kl V,+kyv,+k v, =0 (F.55)
3 i 2 i i i i i
() +4 (v.) +k v+ k=1, -7) (v, =v2) (v, —75) =0 (F.56)
De (F.56) se obtiene que las ganancias de referencia estan dadas por
K =—(v) +7;+73)
=YV +vavatmvs (F.57)

ks == 7, Y3
Para un sistema de tercer orden tomamos la combinaciéon de uno de segundo orden
subamortiguado con uno de primer orden, por lo tanto sus polos (F.39)+(F.44) estan
definidos por (ver Figura F.6):

1.7 =—w,-°(§,»i l-éfj)

i 0o
Vi =—0;

1

o =1/7, 071<£<1 (F.58)

Sustituyendo (F.58) en (F.57) se obtienen las ganancias de referencia en términos de
la frecuencia caracteristica @; y del factor de amortiguamiento &;:
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K =(2¢,+1)(0?) (F.59)

im Im

Im

Re
—a—| o

i}

N
R
I
f=)

Figura F.6 Localizacién de polos para el estimador, conn, =1, 2, 3,y & = 0.71.

Caso n; en general Repitiendo el anterior procedimiento se obtienen las

ganancias de referencia listadas en la Tabla F.4 (ver también Tabla 3.2 y Figura 3.4).
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Tabla F.4 Resumen de ganancias 6ptimas y localizacion de polos para el estimador

. = ll . - » 0
L, |h=2e 7i=-or (& +\1-21)) o | (=g
kzz((’)io) YV, =0, (é_\]l—ézj) arCtg(Vl_é:lz/g)
k]'=(2E',+l)(:):7 ¥ =-w (é:’+ ll—éfj) 0
> k=@e)(e) [A=-e(6-\1-2)) “ arc 1g(~1-¢' /¢
k. =(0);’) 7y =—0; arc tg(wll—‘fiz/f)
k=400 7i=-or(&+\1-2)) are 1g(—\1-2 /¢
| B (o) A=t (512 o | arce(\1-& )
=4t (o) | r=-er(s+1-¢)) are1g(~\1-¢’ )
K =(ar) RGN areg(\1-¢7 /¢)
[ K. k,',] son los si n; . impar = si n, :impar =
n; coeficientes del Vi == (f.-i 1—5,21') @, =arctg (i\/l—_éz /5 )
(general) | polinomio: I=13m =2 7, =-af " I=13..m-2 & =0
e =0 si n,: par= ' sin . par=
O I ) c.s-aenlsE )
1=13,...,n,-1 1=13,...n~1
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