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Resumen

Los datos de supervivencia se presentan en disciplinas tales como medicina, criminologia,
finanzas e ingenieria entre otras. En varias circunstancias el evento de interés puede clasificarse
en varias causas de muerte o fallo y en algunas otras, el evento puede observarse s6lo para una
proporcion de “susceptibles”. Los datos correspondientes a estas dos situaciones son conoci-
dos como de riesgos competitivos y de sobrevivientes a largo plazo respectivamente. Problemas
relevantes en el andlisis de estos dos tipos de datos incluyen a propiedades bdsicas tales como
la estimacion de los pardmetros, la existencia, consistencia y normalidad asintética de los es-
timadores, y su eficiencia cuando éstos siguen una estructura semiparamétrica. En este trabajo
se investigan dichas propiedades en formulaciones semiparamétricas bien establecidas para el
andlisis de riesgos competitivos y de sobrevivientes a largo plazo. Se presenta una descripcion
general de herramientas matemadticas que permiten estudiar dichas propiedades bdésicas, y se
describe cémo la teoria moderna de procesos empiricos y la teoria de eficiencia semiparamétri-
ca facilitan la obtencion de las demostraciones correspondientes. Adicionalmente se presentan
estimaciones consistentes de la varianza para los componentes en los modelos respectivos.

Los resultados encontrados en esta investigacion proveen los fundamentos tedricos para rea-
lizar inferencias de muestras grandes que incluyen el cdlculo de bandas de confianza y la real-
izacion de pruebas de hipétesis. Los métodos se ilustran con bases de datos generadas a través
de simulaciones.

Palabras claves. Andlisis de supervivencia, eficiencia semiparamétrica, modelo de cura,
modelo de mezcla, modelo de riesgos proporcionales, modelo de transformacién, procesos em-
piricos, riesgos competitivos.
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Introduccion

El andlisis de supervivencia es un drea de la estadistica que comprende un conjunto de técni-
cas y procedimientos donde el interés es analizar el tiempo que transcurre entre un evento inicial
y un evento final. Dichos procedimientos son hoy en dia una pieza fundamental en gran parte
de los ensayos clinicos, de estudios epidemioldgicos y de muchas otras disciplinas como son
la economia, la ciencia actuarial y la ingenieria. Las caracteristicas principales del andlisis de
supervivencia radican en que la distribucidn asociada tiende a tener cola larga y ademds que se
busca analizar datos que frecuentemente cuentan con una importante cantidad de observaciones
censuradas, las cuales ocurren cuando los tiempos de supervivencia no se conocen con exacti-
tud. Por ejemplo, en estudios clinicos puede ocurrir que algin individuo abandone el estudio
antes de que ocurra el evento de interés, registrindose solo informacidn parcial del paciente (el
punto en que fue visto con vida por ultima vez), en este caso se dice que el paciente se encuentra
censurado por la derecha.

El principal interés de los datos de supervivencia consiste en estimar la funcién de su-
pervivencia, la cual es la probabilidad de experimentar un evento después de cierto periodo.
Actualmente, existe teoria bien establecida para estimar la funcién de supervivencia en forma
no-paramétrica, semiparamétrica y completamente paramétrica. En particular, el modelo semi-
paramétrico de Cox representa una forma flexible de modelar la funcién de supervivencia en
presencia de variables explicativas pues su estructura de riesgos proporcionales permite ignorar
la parte funcional de la funcién de supervivencia y por lo tanto es posible realizar inferencias
sobre los pardmetros asociados a las variables explicativas; en este caso la funcién de verosimili-
tud asociada tiene cualidades muy cercanas a las de una funcién de verosimilitud completamente
especificada y permitiendo estimar la funcion de supervivenciacon.

En el contexto de datos de supervivencia se puede tener que la ocurrencia del evento puede
ser clasificada en diferentes causas y ademads que tal ocurrencia es provocada por s6lo una causa
en particular. A este tipo de datos se les conoce como riesgos competitivos. Uno de los princi-
pales objetivos del estudio de estos datos es modelar y estimar la funcién de incidencia acumu-
lada de un tipo de causa especifica, la cual es la probabilidad de que ocurra el evento por cierta
causa dentro de cierto periodo, en presencia de variables explicativas. Una forma de proceder
para la estimacion es considerar a los individuos que no experimentan el evento de interés co-
mo censurados. Sin embargo, un paciente que experimenta un evento de riesgo competitivo esta



censurado de una forma informativa; esto es, no puede ser excluido del estudio y por lo tanto los
métodos usados para analizar un solo evento no son utiles. En este caso, la funcién de incidencia
acumulada para un evento de interés debe de ser calculada tomando en cuenta la presencia de
las demads causas competitivas.

Existen varios modelos para analizar riesgos competitivos. Entre ellos, el modelo de Larson
y Dinse (1985) sobresale por su identificabilidad y fécil interpretacién. Dicho modelo consiste
en especificar a las funciones de incidencia acumulada en términos de las probabilidades de
supervivencia condicionales de causa especifica y de las probabilidades de que finalmente el
evento sea de una causa especifica. Larson y Dinse proponen una estructura completamente
paramétrica donde las funciones de supervivencia condicionales tienen la forma paramétrica de
riesgos proporcionales de Cox cuya funcién de riesgo base es construida con pedazos exponen-
ciales y la probabilidad de causa especifica sigue un modelo multinomial. Recientemente, Ng y
McLachlan (2003) y Escarela y Bowater (2008) han propuesto un modelo semiparamétrico de la
formulacion planteada por Larson y Dinse de manera tal que las funciones condicionales de su-
pervivencia de base se expresan a través del modelo semiparamétrico de riesgos proporcionales
de Cox. De esta forma el modelo resultante provee una forma flexible y parsimoniosa para
estudiar riesgos competitivos. Estos autores se han concentrado principalmente en el enfoque
computacional asociado al método semiparamétrico de estimacién de maxima verosimilitud,
ignorando el estudio de las propiedades asintéticas de los estimadores resultantes.

Es comun encontrar datos de riesgos competitivos donde uno de los riesgos es no observa-
ble y corresponde a un subgrupo inmune al evento de interés. Para este tipo de datos la gréfica
de la funcién de supervivencia empirica muestra que los datos presentan una recta horizontal
relativamente larga al final del seguimiento, lo que sugiere la existencia de una proporcién de
individuos que nunca experimentan el evento de interés. Un ejemplo de este tipo de datos es
cuando en estudios clinicos, una proporcion de individuos responden favorablemente a algin
tratamiento y dejan de mostrar signos o sintomas de la enfermedad y, por tanto, son considera-
dos como individuos completamente curados; el resto de los individuos pueden caer nuevamente
enfermos. Berkson y Gage (1952), proponen utilizar una distribucién exponencial para los tiem-
pos de supervivencia y una constante para la fraccion de cura para ajustar datos de cancer de
seno y de estomago. Kuk y Chen (1992) proponen el modelo llamado modelo de cura de ries-
gos proporcionales, en el cual el modelo de riesgos proporcionales de Cox es utilizado en el
tiempo de supervivecia de los individuos susceptibles y un modelo de regresion logistica para
la fraccion curable. Peng y Dear (2000) y Sy y Taylor (2000) han propuesto un modelo de mez-
clas noparamétrico en el cual la suposicion de riesgos proporcionales es empleada para modelar
efectos de covariables sobre los tiempos de fallo de los individuos que son no curados, y propo-
nen un método de estimacion basado en el algoritmo EM. Recientemente, una generalizacion a
estos modelos ha sido propuesta por Lu y Ying (2004), la cual consiste en emplear los modelos
de transformacidén para la especificacion del tiempo de fallo de los individuos susceptibles y un
modelo logistico para modelar la fraccidn curable.

Esta tesis tiene como finalidad estudiar las propiedades asintéticas de dos clases de modelos



semiparamétricos de regresion importantes en el andlisis de supervivencia: el modelo de mez-
clas semiparamétrico para riesgos competitivos y el modelo de cura semiparamétrico basado
en modelos de transformacion. La primera clase corresponde a la especificacion propuesta por
Escarela y Bowater (2008) cuya formulacion permite especificar por separado la probabilidad
de experimentar cualquier tipo de fallo y el riesgo condicional para cada tipo de fallo. El estudio
del segundo modelo tiene como finalidad presentar una generalizacién del modelo propuesto
de Lu y Ying (2004) el cual tiene la flexibilidad de incluir efectos de covariables dependientes
del tiempo y combina una regresion logistica para la probabilidad de ocurrencia del evento con
la clase de modelos de transformacion para los tiempos de ocurrencia. Dicha generalizacion
extiende varios modelos de cura bien establecidos en la literatura tales como el modelo de ries-
gos proporcionales (Farewell, 1982; Kuk y Chen, 1992; Sy y Taylor, 2000; Peng y Dear, 2000)
y el modelo momios-proporcionales (Lu y Ying, 2004). Especificamente este trabajo estudia
las propiedades asintdticas de los estimadores de mdxima verosimilitud noparamétricos de las
dos clases de modelos expuestas. Se revisa el método de estimacidén de méxima verosimilitud
noparamétrica (NPML) y se muestra que la formulacién de los modelos se presta al uso de
herramientas de la teoria moderna de los procesos empiricos para demostrar las propiedades
asintéticas de los estimadores resultantes.

Las dos clases de modelos antes descritas poseen parametros infinito-dimensionales, lo cual
plantea retos tedricos para el andlisis estadistico. En este trabajo se extienden y se aplican las
técnicas desarrolladas por Murphy (1994,1995) y Parner (1998) para modelos frailty, y se hace
uso de la teoria moderna de procesos empiricos establecida por van der Vaart y Wellner (1996)
para crear un camino fécil en el estudio de la existencia, la consistencia y la normalidad asin-
tética de los estimadores resultantes de ambas clases; ademads, se demuestra que los estimadores
de méxima verosimilitud para los pardmetros de regresion son semiparamétricamente eficientes
(Bickel et al., 1993). Finalmente, se obtienen estimaciones consistentes de las varianzas asin-
téticas tanto para la estimacion de los pardmetros de regresion, asi como para la estimacion del
parametro infinito-dimensional.

La tesis estd organizada en dos partes. La primera parte comprende cuatro capitulos y es-
td dedicada a dar una breve introduccion de temas que serdn de utilidad durante el desarrollo
del trabajo. El Capitulo 1 presenta definiciones bdsicas del analisis de supervivencia, describe
algunas funciones paramétricas de supervivencia importantes e introduce la notacién de cen-
sura por la derecha. Aqui también se revisa la inferencia paramétrica en presencia de censura
en los datos y finalmente se presenta el modelo de Cox. El Capitulo 2 exhibe definiciones y
propiedades importantes de los procesos contables y martingalas. En el Capitulo 3 se describe
de manera general las principales técnicas de inferencia semiparamétrica, enfatizando la eficien-
cia semiparamétrica. El Capitulo 4 estd enfocado a explicar la teoria de procesos empiricos la
cual es una parte fundamental para el estudio de las propiedades asintéticas de los estimadores
de cada clase de modelo que aqui se estudia.

La segunda parte comprende dos capitulos en los cuales las dos clases de modelos antes
mencionados son analizadas. En el Capitulo 5 se describe el modelo de mezclas semiparamétrico



para riesgos competitivos propuesto por Escarela y Bowater (2008). Condiciones de regularidad
y el enfoque de maxima verosimilitud son presentados. La teoria de procesos empiricos es apli-
cada para demostrar la consistencia y la normalidad asintética de la estimacion de los pardmetros
de méxima verosimilitud. Estimaciones consistentes de la varianza para los pardmetros finito e
infinito dimensionales son presentadas. Por ultimo se muestran dos simulaciones que permiten
comparar el ajuste del modelo de mezclas semipardmetrico de riesgos competitivos con respecto
a un modelo completamente paramétrico.

En el Capitulo 6 se estudia al modelo de cura semiparamétrico contruido a partir de modelos
de transformacion. Se da una breve introduccién de los modelos de cura y de los modelos de
transformacion lineales. Posteriormente se presenta una especificacion del modelo de cura uti-
lizando modelos de transformacion el cual permite incluir variables dependientes del tiempo. Se
demuestran las propiedades de identificabilidad, existencia, consistencia, normalidad asintética
y eficiencia de lo estimadores de maxima verosimilitud noparamétricos. Finalmente, se presen-
ta un estimador consistente de la varianza tanto para los pardmetros de regresion como para el
pardmetro infinito-dimensional.

El Capitulo 7 presenta conclusiones y perspectivas derivados del estudio de ambas clases de
modelos semiparamétricos.



Notaciones

Aqui se presentan algunas notaciones generales que serdn utilizadas a lo largo del trabajo.

= Las variables aleatorias serdn consideradas sobre un espacio de probabilidad (Q, A, P).
= R denota el conjunto de nimeros reales.

= RF denota el espacio vectorial de dimension k.

= |- | denota la norma euclidiana sobre R¥.

= a A b denota el minimo entre a y b.

= aV b denota el maximo entre a y b.

= Sea C un conjunto,

e [*(C) denota el espacio de funciones uniformemente acotadas en C.
e VB(C) es el espacio de funciones de C en R, que son acotadas y de variacidn acotada.
e Si f es una funcién acotada de C en R, [|f|lo = sup,. [f(?)l.

= [, funciones cuadrado integrables.
= Sea A una matriz de dimensién n X p,

e A’ denota la matriz transpuesta de A.

e Sin = pyAesinvertible, A~! denota la inversa de A.
= Si a es un vector de dimensién p, a® = 1,a®' = ay a® = ad’.
= c.s. denota casi seguramente.
d . .. .
= — denota la convergencia en distribucion.

= 0,(1) denota el simbolo de orden estocdstico.

= funcidn cadlag es una funcién que es continua por la derecha y tiene limite por la izquier-
da.






Parte 1

Preliminares






Capitulo 1

Analisis de Supervivencia

Introduccion

El andlisis de supervivencia es el termino usado para describir el andlisis de datos que co-
rresponden a la duracion de un fendmeno. Dicha duracién comienza en un tiempo origen bien
determinado y concluye con la ocurrencia de un evento. Aqui, las respuestas consisten en tiem-
pos de duracién o ciclos de vida, como pueden ser el tiempo de recurrencia de una enfermedad,
el tiempo que dura la eficacia de una intervencion, el tiempo de un aprendizaje determinado, etc.
En investigacién médica, por ejemplo, el tiempo de origen generalmente se define como el mo-
mento en que se recluta a un individuo para ser observado en un estudio experimental; el evento
puede definirse como la muerte del individuo en este caso, los datos son literalmente tiempos
de supervivencia. En muchas disciplinas es posible encontrar fendmenos que no necesariamente
son de naturaleza fatal, tales como la duracién de huelgas o periodos de desempleo, o también
en procesos de control de calidad en los cuales se estudia el tiempo hasta que cierto producto
falla (tiempo de fallo), o el tiempo de espera hasta recibir un servicio (tiempo de espera), etc.

Dos caracteristicas que presentan los datos de supervivencia son que -en general- los datos
no son distribuidos simétricamente. Tipicamente, un histograma construido de los datos de su-
pervivencia tiende a ser de cola larga a la derecha del intervalo que contiene la mayoria de
las observaciones. En consecuencia, no es razonable suponer que los datos provengan de una
poblacién de distribuciéon normal. Esta dificultad podria ser resuelta al transformar los datos
para obtener una distribucion simétrica. Sin embargo, una metodologia mds satisfactoria es la de
adoptar un modelo alternativo cuya distribucién es mds apropiada para los datos en términos de
bondad de ajuste. Ademds, los tiempos de supervivencia se encuentran censurados, es decir, que
se tiene informacién incompleta de los tiempos de supervivencia. Existen varias categorias de
censura tales como, la censura por la derecha (que es cuando la observacion cesa antes de que se
observe el suceso), la censura por la izquierda (que es cuando la observacion no comienza hasta
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10 CAPITULO 1. ANALISIS DE SUPERVIVENCIA

después de que se haya producido el suceso) y la censura por intervalos (que significa conocer
que la supervivencia verdadera solo se ha producido en algin momento dentro de un intervalo
de tiempo conocido). En ésta tesis se enfocara en censura por la derecha.

La intencion de este capitulo es dar una breve introduccion al modelado estadistico de datos
de supervivencia. En la Seccién 1 se presentan algunas definiciones relevantes de la teoria del
andlisis de supervivencia. Posteriormente, lo correspondiente a la censura y a la construccién
de la funcién de verosimilitud cuando hay datos censurados son explicados en la Seccién 2.
Finalmente, el modelo de riesgos proporcionales de Cox es estudiado en la Seccién 3.

1.1. Funcién de supervivencia y fuerza de mortalidad

En el andlisis de supervivencia existen dos funciones de gran interés: la funcion de super-
vivencia y la fuerza de mortalidad las cuales serdn estudiadas en esta seccion. Para comenzar
con la introduccién al modelado estadisticos de datos de supervivencia, es pertinente conside-
rar algunas caracteristicas relevantes de las distribuciones de probabilidad para el andlisis; para
esto se partird de la suposicion de que la poblacién es homogénea. Denotemos por ¢ al tiempo
de supervivencia actual de un individuo, el cual es visto como un valor de una variable aleato-
ria continua positiva 7" la cual estd asociada con el tiempo para que ocurra el evento. En ésta
tesis nos enfocamos al andlisis de supervivencia para el caso continuo. Sin embargo, la varia-
ble T puede ser una variable aleatoria discreta positiva y por tanto las siguientes definiciones y
propiedades pueden ser ajustadas al caso discreto.

Supdngase que la variable aleatoria 7" tiene una distribucién de probabilidad cuya funcion de
densidad se denota con fr(t). La funcion de distribucion de T esta dada por:

t
Fr(n=PT <1} = f f(u)du,
0
y representa la probabilidad de que el evento de interés ocurra antes del tiempo ¢.

La funcion de supervivencia es definida como la probabilidad de que el tiempo para que
ocurra el evento sea mayor que el tiempo ¢ y se denota por:

Sr@®) =P{T >t} =1-F(@).

Otra interpretacion que se le puede dar a S 7(f) es la proporcion de individuos que sobreviven al
tiempo ¢.

La fuerza de mortalidad, denotada por A7(?), es la probabilidad de que un individuo muera en
el tiempo f dado que ha sobrevivido hasta ese tiempo; es decir, A7 (¢) representa la tasa instantdnea
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de mortalidad para un individuo que sobrevive al tiempo ¢ y es definida como:

Pt <T <t+ AT >t}
() = i, A -

La funcién A7(7) es también conocida conocida como la tasa de mortalidad, 1a tasa instan-
tanea de muerte , o funcion de mortalidad o funcion de riesgo.

Algunas relaciones que pueden derivarse de éstas definiciones son:

Jr(@®)

Ar(t) = S0

d
Ar(t) = —E{log S}

De las expresiones anteriores, la funcién de supervivencia puede ser escrita en términos de
la fuerza de mortalidad de la manera siguiente:

S7(t) = exp{—-Ar (1)},

donde, t
Ar(t) = f Ar(uw)du,

0

es conocida como la fuerza de mortalidad integrada o funcion de riesgo acumulada. Esta fun-
cién tiene su propia interpretacion: ella mide la cantidad total de riesgo que se ha acumulado
hasta el momento 7.

Una funcién Ar(¢) es una fuerza de mortalidad si y s6lo si satisface las siguientes propieda-
des:

1. Ar(x) > 0, para toda x.

2. [T Ar(x)dx = oo

Observacion: Noétese que es suficiente conocer una de estas cinco funciones (S 7(t), A7 (1),
Ar(t), Fr(t) y fr(t)) para poder deducir completamente las otras cuatro. En el anélisis de su-
pervivencia la funcién A7(¢) es importante de estimar debido a que abastece una descripcion
probabilista del futuro inmediato de un sujeto que contintia bajo seguimiento.

A continuacién se ejemplifican las definiciones anteriores con dos modelos paramétricos del
andlisis de supervivencia mas utlizados en la literatura.
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= Modelo exponencial. Supongase que 7T tiene una distribucién exponencial con media 1/y,
entonces

Sr() = exp{—yt}, fr=vyexp{—yt}, Ar(t) =7y, Ar() =1,

donde vy > 0. La fuerza de mortalidad constante refleja la propiedad de la distribucién
exponencial conocida como la falta de memoria; esto es, si la variable aleatoria 7 se
distribuye exponencial con media 1/y, T ~ EXP(y) entonces,

P{T >a+ T > a} =P{T >t} paratodaa >0yt > 0.

El modelo exponencial es ampliamente utilizado en el dominio de confiabilidad (andlisis
estadistico para el estudio de duraciones de vida en el contexto industrial). Este modelo es
estudiado con este fin por Meeker y Escobar (1998) y por Voivnov y Nikulin (1993). Este
modelo fue histéricamente uno de los primeros modelos en el andlisis de supervivencia
(ver Johonson et al, 1994; Klein y Moeschberger, 1997; Lawless, 1982).

= Modelo Weibull. Supéngase que 7' se distribuye Weibull con pardmetro de escala y y
parametro de forma a, i.e. T ~ WEI(1/y, @), cuya funcién de densidad es

fr(®) = ay*t* " exp{-(y)*}, a,y > 0.

La fuerza de mortalidad condicional y la funcién de supervivencia asociadas son
Ar(0) = ay(yn™™

S1(t) = exp{—-(y))*}.
La conveniencia de utilizar el modelo Weibull en aplicaciones es por la flexibilidad de
las funciones S7(f) y Ar(). Notese que cuando @ = 1 entonces se obtiene el modelo
exponencial, mientras que si @ < 1 (@ > 1) entonces la funcién A7(¢) es decreciente
(creciente) en el tiempo.
Este modelo es utilizado en los dominio de confiabilidad y en el anélisis de supervivencia

en medicina, ejemplos de aplicacion para este modelo podrén ser encontrados en Johonson
et al. (1994).

Otros modelos paramétricos de supervivencia que pueden ser encontrados en la literatura
son: el modelo del valor extremo, el modelo de Gompertz-Makeham, el modelo lognormal, el
modelo de pedazos exponeciales, entre otros (ver, Cox y Oakes, 1984; Klein y Moeschberger,
1997; Johonson et al.,1994; Lawless, 1982; Meeker y Escobar,1998 y Voivnov y Nikulin, 1993).

1.2. Meécanismos de censura

El andlisis de supervivencia posee problemas particulares debido a que las observaciones
de duraciones de vida son censuradas la mayoria de las veces, es decir, privan una parte de
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informacién que ellas contienen. Los tipos de censura mds comunes encontrados en la literatura
son (ver Cox y Oakes, 1984):

= Censura tipo L. El suceso de interés se observa si ocurre antes de un instante de tiempo
fijo predeterminado C . En este caso, C es una constante (de censura) prefijada por el
investigador para todas las unidades muestrales.

= Censura tipo II. En este caso el investigador decide prolongar el periodo de observacion
hasta que ocurran k fallas de n posibles (k < n), registrando este dltimo valor de falla para
el resto de los individuos (censuras) que no observd. Una razén comun para determinar
el nimero de fallas a observar es la potencia que se requiere para el estudio. En estos dos
casos, la censura estéa controlada por el investigador.

= Censura aleatoria. En este tipo de censura el investigador no tiene ningiin control sobre
la misma. Las censuras pueden ocurrir porque el individuo abandona el estudio, muere
por una causa que no es de interés o permanece vivo al término del mismo.

Un individuo que entra a un estudio en el tiempo 7y, muere en el tiempo £, + 7. Sin embargo,
si el tiempo de supervivencia correspondiente es censurado, ¢ es desconocido, ya sea porque
el individuo sigue vivo o porque se le ha perdido de vista. Si el individuo fue visto con vida
por dltima vez en el tiempo #, + C, el tiempo C es conocido como el tiempo de supervivencia
censurado por la derecha. Los modelos de censura incluyen la variable 7" asociada a la ocurrencia
del evento y una variable aleatoria C con valores reales en R* U {co} llamada censura. En el
modelo de censura por la derecha, se observa X = T A C, y por tanto se define la indicadora
0 = liz<c), la cual toma el valor 1 si 7 < C y 0 en otro caso. Andlogamente, en la censura por
la izquierda se observaZ =T Vv C.

Otros tipos de censura pueden ser encontrados con mas detalle en Bagdonavicius y Nikulin
(capitulo 8) y Lawless (capitulo 1).

Observacion. En este estudio el principal supuesto de la censura es que el tiempo de censura
C y el tiempo de ocurrencia 7" son idependientes. Es decir, se supone que los sujetos censura-
dos tienen la misma curva de supervivencia subyacente después del tiempo de censura que los
pacientes no censurados. Este estudio se restringe al estudio de mecanismos de censura por la
derecha y entre éstas a censuras de tipo 1.
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1.3. Maxima verosimilitud en un modelo de supervivencia pa-
ramétrico

En esta seccion se presenta el método de méxima verosimilitud para un modelo de andlisis
de supervivencia con censura a la derecha. Para mas detalles de este tema se pueden consultar,
Bagdonavicius y Nikulin (capitulo 4), Kalbfleisch y Prentice (capitulo 3), Lawless (capitulo
3-6), Meeker y Escobar (capitulos 7, 8, 11), entre otros.

Sea T una variable aleatoria que representa la duracién de vida. Supongamos que la medida
Pr = Py, de T pertenece a un conjunto de posibles medidas de probabilidad P = {Py: § € ® C
R”}, con ) € O. Aqui, suponemos que ® es un abierto en R”. Sean fr(t;0), Fr(t;6), S1(t;0)
y Ar(t;0), la funcién de densidad, la funcién de distribucidn, la funcién de supervivencia y la
funcidn de riesgo instantdneo de T respectivamente indexadas por la medida Py.

Supodngase que los datos estdn constituidos por n parejas de observaciones, donde el par
correspondiente a la i-ésima observacién, i = 1,...,n, es (#;,0;), donde t;, = T; A C;, C; es la
variable que representa el tiempo de censura y 6; = li7,<c,;. Una observacién con muerte en ¢
contribuye a la verosimilitud con f(¢), la densidad evaluada en 7, mientras que la contribucién de
una observacion cuyo tiempo de supervivencia tiene censura C (en este caso 7 > C), y por tanto
contribuye a la verosimilitud con P(T > C) = S(C), es decir, la probabilidad de supervivencia
en C. La funcidn de verosimilitud total para n observaciones independientes es entonces,

n

L) = | |1t 1S 7t 01

i=1

Estimar los pardmetros desconocidos en esta funcion de verosimilitud son encontrados ma-
ximizando la funcién logaritmo de la funcién de verosimilitud. Una expresion alternativa para la
funcién de verosimilitud puede ser obtenida reescribiendo la expresion anterior en la siguiente
forma:

R R PTG
L,(0) = D{m} S7(t;0)

n

| [tarys o).

i=1

Esta version de la funcién de verosimilitud es particularmente ttil cuando la funcién de
densidad tiene una forma complicada, como ocurre a menudo.
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1.4. El modelo de riesgos proporcionales de Cox

En el modelado estadistico de datos de supervivencia no s6lo la relacion entre la tasa de
supervivencia y el tiempo es importante, sino también su posible relacion con diferentes varia-
bles explicativas para cada individuo. Una forma conveniente de hacerlo es expresar a la fuerza
de mortalidad como funcién del tiempo y de variables explicativas. La idea fundamental es la
misma que en cualquier modelo de regresion.

El modelo mas utilizado para incluir informacién concomitante es el modelo de riesgos
proporcionales de Cox (1972), el cual expresa a la fuerza de mortalidad como el producto de
una fuerza de mortalidad base y una funcién liga que depende de las variables explicativas. Esto
es, considérese el vector de variables explicativas x y el correspondiente vector de coeficientes
[3, entonces bajo esta especificacion

A(Lﬁ’ X) = lﬂ(ﬁ, X)AO(I)’

donde ¥(B,x) es la funcidon que liga las variables explicativas con el coeficiente de la fuerza
de supervivencia y Ay(f) es una fuerza de mortalidad base, que corresponde a la de un grupo o
subgrupo de referencia cuando y(-) = 1. Obsérvese que la fuerza de mortalidad base no tiene
una parametrizacion particular.

Como el riesgo relativo (83, x) no puede ser negativo, es conveniente definirlo como (5, x) =
exp(B'x). De esta manera, el modelo de riesgos proporcionales de Cox es expresado como:

A(t; x) = exp(B'x)A(1).

Con la especificacion de riesgos proporcionales, se tiene

AL x
o PX

es decir, el modelo plantea el logaritmo del riesgo relativo como una funcién lineal de las cova-
riables. Por lo tanto, el riesgo relativo a diferencia del riesgo propiamente dicho, no depende del
tiempo o, dicho de otra manera, es constante a lo largo del tiempo (de ahi el nombre de modelo
de riesgo proporcional).

Utilizando el modelo de riesgos proporcionales la funcién de supervivencia correspondiente
estd dada por:

S (1;x) = exp{—Ao(t) exp(B'x)}

donde Ay(?) = fot Ao(u)du es la fuerza de mortalidad integrada base.
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1.4.1. Estimacion del modelo de riesgos proporcionales

La estimacion del modelo de riesgos proporcionales de Cox dado un conjunto de observacién
de datos de supervivencia implica la estimacion del vector de coeficientes desconocidos 3 en el
componente lineal del modelo asi como también de la fuerza de mortalidad base, 1(¢)

En lo que corresponde al proceso de estimacion para este modelo, Cox (1972) presenta el
método de verosimilitud parcial para estimar £, el cual se basa en el producto de las verosimili-
tudes de todos los cambios ocurridos. Primero, el vector 5 es estimado y estas estimaciones son
utilizadas para la estimacién de la fuerza de mortalidad base.

Supdngase que los datos estdn compuestos por n individuos, de los cuales existen r tiempos
de muertes diferentes. Por el momento, se supondrad que solo un individuo muere en cada tiem-
po. Los r tiempos de muerte ordenados se denotan con t; < ;... < t, . El conjunto de individuos
que se encuentran en riesgo en el tiempo ¢; se denotard con R(¢;), asi que R(¢;) es el conjunto
de individuos que se encuentran con vida y sin censura antes de ¢;. La cantidad R(z;) es cono-
cida como el conjunto en riesgo. Cox (1972) demostré que la funcién de verosimilitud parcial
relevante para el modelo de riesgos proporcionales estd dada por,

4 exp(B'x;)
L(B) = : ;
lj:_l[ Dler(;) eXP(B'X)

donde x; es el vector de variables explicativas para el individuo que muere en ¢;. La suma del
denominador de la funcién de verosimilitud corresponde a los valores de exp{$’x} de todos los
individuos que se encuentran en riesgo en el tiempo #;. Los individuos con tiempos censura-
dos no tienen contribucién en el numerador, su contribucidén se encuentra en la suma de los
individuos en riesgo del numerador.

Observacion. Esta funcién de verosimilitud parcial tiene todas las propiedades (estima-
ciones consistentes y eficientes) que posee la funcién de verosimilitud ordinaria (e.g. Efron,
1977, Andersen y Gill, 1982). La principal justificacion para su uso es que si uno esta intere-
sado en la estimacion de los efectos de las covariables, la informacién que para ello hay entre
dos tiempos de muerte consecutivos es despreciable. Una condicién para utilizar la funcién de
verosimilitud parcial es que los riesgos mantengan la propiedad de proporcionalidad.



Capitulo 2

Teoria Probabilistica

2.1. Preliminares

Los tiempos de supervivencia pueden ser representados a través de ciertos procesos estocds-
ticos. Los datos en si pueden ser descritos como un proceso contable, el cual es simplemente
una funcidén aleatoria N(¢). Esta funcion es cero en el tiempo inicial y constante en el tiempo
excepto en los tiempo de ocurrencia en donde hace saltos de tamafio 1. La razon de usar proce-
sos contables y martingalas es porque €stos métodos proporcionan formas directas de estudiar
la propiedades de muestras grandes de los estimadores tanto para modelos no-paramétricos asi
como también para modelos semiparamétricos.

Antes de dar las definiciones y propiedades mas importantes de los procesos contables y de
las martingalas, se hard una breve introduccién a la teoria de procesos estocasticos.

Toda la teoria presentada en este capitulo es desarrollada sobre un espacio medible (Q2, ¥, P),
donde ¥ es una o-dlgebra y P es una medida de probabilidad definida en 7.

Definicion 2.1.1. Un procesos estocdstico es una familia de variables aleatorias indexadas
por el tiempo {X(t) : t € I') las cuales son definidas sobre el mismo espacio de probabilidad

(Q,F,P).

El mapeo t — X(#, w), donde w € Q, es llamado una direccién simple o trayectoria de X. El
proceso estocdstico X induce una familia creciente de sub-o-dlgebras,
FX=c{X(s):0<s< 1)

llamada la historia interna de X.

17
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Definicion 2.1.2. Una historia o filtracion (75t > 0) es una familia de sub-o-dlgebras tal que,
para todo s < t,Fy C F,, lo cual significa que si A € F; entonces A € F,.

Algunas veces, las filtraciones pueden ser combinadas; es decir, sean dos filtraciones (?',‘) y
(F7), entonces F,' vV F* denota la filtracién més pequefia que contiene a 7,' y F2.

Definicion 2.1.3. Un proceso estocdstico X es adaptado a la filtracion (F,) si, para cada t > 0,
X(t) es F,-medible, y en este caso FX C F,.

Una variable aleatoria nonegativa T es llamada tiempo de paro con respecto a la filtracién
(F:) si (T < t) € F, para todo ¢ > 0. Para un proceso estocdstico X y un tiempo de paro 7, el
proceso de paro X’ es definido X(t) = X(t A T).

2.2. Martingalas

Las martingalas juegan un papel importante en aplicaciones estadisticas. En esta seccion se
presentan definiciones basicas de martingalas que serdn utilizadas mds adelante.

Definicion 2.2.1. Una martingala respecto a la filtracion (F,;) es un proceso estocdstico continuo
por la derecha M con limite por la izquierda que satisface las siguientes condiciones,

= M es adaptado a F;
s E|M(t)| < oo para todo t

EM@®|F5) = M(s) para todo s < t. (2.1)

Obsérvese que la ecuacion (2.1) es equivalente a
EdM®)|F,.-) =0 para todo ¢ > 0. (2.2)

donde F,_ es la o-dlgebra mds pequefia que contiene todas las F, s < ty dM(t) = M((t +
dt)—) — M(t—). Por lo tanto, una martingala tiene media cero en los incrementos dado el pasado.
La segunda condicién de la definicion anterior garantiza que M es integrable.

Si M satisface
EM@)|Fs) = M(s) para todo s < 1,

en vez de la condicién (2.1), entonces M es una submartingala. De manera similar, si M satisface

EM@)|F;) < M(s) para todo s < t,
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en vez de la condicién (2.1), entonces M es una supermartingala.

Una martingala es llamada cuadrado integrable si sup, E(M(t)*) < co. Una martingala local
M es un proceso en el que existe una sucesion de tiempos de paro (7)) tal que para cada n,
M es una martingala. Si ademds, M’" es una martingala cuadrado integrable, entonces M es
llamada una martingala cuadrado integrable local.

Para ser capaces de formular la descomposicion de Doob-Meyer, se necesita introducir la
definicién de proceso previsible.

Definicion 2.2.2. Un proceso X es previsible si y sélo si X(T) es F,-medible para todo tiempo
deparoT.

Sea X un proceso adaptado cadlag, entonces A es llamado compensador de X si A es un
proceso previsible, cadlag y de variacion finita tal que X — A es una martingala local de media
cero. Si un compensador existe, este es tinico.

2.3. Procesos contables

Un acercamiento alternativo para desarrollar los procedimientos de inferencia para datos
censurados es utilizar la teorfa de procesos contables. Este acercamiento fue desarrollado primero
por Aalen (1975) y consiste en combinar elementos de integracion estocdéstica, la teoria de mar-
tingalas continuas y la teoria de procesos contables dentro de una metodologia que permite de-
sarrollar facilmente las técnicas de inferencia para el anélisis de supervivencia con datos cesura-
dos. Para mas detalles de éste tema véase Andersen et al. (1993) y Fleming y Harrington (1991).

Definicion 2.3.1. Un proceso contable {N(t)} es un proceso estocdstico el cual es adaptado a la
filtracion (F;), cadlag, con N(0) = 0y N(t) < oo c.s. y cuyas trayectorias son constantes entre
los eventos y saltos de tamario 1 en los tiempos de ocurrencia.

Dada una muestra aleatoria con censura a la derecha, los procesos N;(¢t) = I{T; < t,6; = 1}
son procesos contables, los cuales son ceros hasta que el individuo i muere y entonces tiene un
salto de tamafio 1. El proceso N(t) = )i, Ni(t) = 3}, ., 6; es también un proceso contable el cual
cuenta el nimero de muertes al tiempo anterior o igual a ¢.

En el caso de datos con censura a la derecha, la filtracién al tiempo ¢, F;, consiste en el
conocimiento de los pares (7}, ;) siempre que T; < ¢ para los individuos que continuan en el
estudio al tiempo ¢. Aqui se denotard la filracién a un instante antes de ¢ por (¥,_). La filtracion
{F:,t > 0} para un problema dado depende de las observaciones del proceso contable.
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Para datos censurados a la derecha, si los tiempos de muerte 7; y los tiempos de censura C;
son independientes, entonces el cambio de un evento al tiempo ¢, dada la historia antes de ¢, esta
dado por

Pt <T; <t+dt,6; = 1|F,_]

Pt T <t +dt,Ci>t+dt|T; 2 t,C; > t] = At)dt siT; >t
B 0 SiT,'<t'

Para un proceso contable dado, definase dN(¢) como el cambio en el proceso N(¢) sobre un
intervalo de tiempo corto [¢, ¢ + dt); aqui, dN(t) es uno si la muerte ocurre en ¢ o 0, en otro caso.
Si definimos el proceso Y(#) como el nimero de individuos con un tiempo de estudio 7; > ¢,
entonces

E(dN@®)|F:-) = Y(1)A(t)dt.

El proceso h(t) = Y(¢)A(¢) es llamado el proceso intensidad de un proceso contable. /(f) es en
si un proceso estocéstico que depende de la informacién contenida en la historia 7, a través de
Y(?). El proceso estocdstico Y(¢) proporciona el nimero de individuos en riesgo en un momento
dado.

Para el caso continuo, definase el proceso

t
H(t) = f h(s)ds,
0
el cual es llamado proceso de intensidad acumulativo y que tiene la siguiente propiedad:
ENOIF-) = EH(D)IF,-) = H(D).

Esta ultima igualdad se cumple porque una vez que conocemos la historia justo antes de ¢, el
valor de Y (¢) es fijo y entonces H(?) es no aleatoria.

Con las definiciones dadas en las secciones anteriores, podemos establecer el Teorema de
descomposicién de Doob-Meyer. Este teorema establece que para cualquier submartingala N
continua por la derecha existe un tnico proceso previsible continuo por la derecha H tal que
H(0) =0y M + H es una martingala.

Teorema 2.3.1 (Descomposicién de Doob-Meyer). (Fleming y Harrington, 1991 p. 37) Sea N
una submartingala no negativa y continua por la derecha con respecto a la base estocdstica
(Q,F {F : t > 0}, P), entonces existe una martingala M continua por la derecha y un proceso
previsible creciente y continuo por la derecha H tal que E(H(t)) < ooy

N(t) = M(t) + H(t) c.s.
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para cadat > 0. Si HO) =0c.s. ysi N = M’ + H' es otra descomposicion tal que H'(0) = 0,
entonces para cualquier t > 0,

P{M'(t) # M(t)} = 0 = P{H'(t) # H(1)}.

Si ademds N es acotado, entonces M es uniformemente integrable y H es integrable.






Capitulo 3

Modelos semiparamétricos

En este capitulo se presentan las principales ideas y técnicas de la inferencia semiparamétri-
ca, haciendo énfasis en la eficiencia semiparamétrica. Para mds detalles de la teoria aqui presen-
tada véase Bickel et. al. (1993),Tsiatis (2006) and van der Vaart (1998).

Un modelo semiparamétrico P = {Py} es un modelo estadistico el cual tiene uno o més
paramétros de dimension finita y uno o mas pardmetros de dimensién infinita (por ejemplo, una
funcidn real-valuada). Tales modelos pueden ser paramatrizados de la forma 6 = (n, A(-)) —
Py, Ay, donde 7 corresponde al pardmetro finito-dimensional y A(-) se encuentra en un conjunto
infinito-dimensional y es considerado como un pardmetro de ruido. Denétese por 8, la esti-
macion de 6.

Por ejemplo, considérese el modelo de riesgos proporcionales de Cox. Este modelo especi-
fica la funcién de distribucion de la variable T (el tiempo de fallo ) como,

F(t) = l—exp(— f Ao(u)eﬁ”‘du),
0

donde x es el vactor de covariables de dimension g. En este caso 6 = (8, 4p(u)). Notése que
es el vector de pardmetros desconocidos de dimension g y Ay(u) es una funcién desconocida no
negativa la cual es infinito-dimensional.

Obsérvese que la estimacion del modelo semiparamétrico # es mds dificil que la estimacion

bajo cualquier submodelo paramétrico. Se dice que P, es un submodelo paramétrico del modelo
semiparamétrico P si satisface las siguientes condiciones:

n PyCP.

= El sumbodelo paramétrico P, contiene el valor verdadero del pardmetro.

23
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Para cada submodelo paramétrico se puede calcular la informacién de Fisher de la estimacion
de 6. Por tanto la informacién de 6, no es mas grande que el infimo de la informacién sobre todos
los submodelos parametricos y por tanto a 6, se dice que es semiparametricamente eficiente.

sualmente en los modelos semiparamétricos es suficiente considerar submodelos paramétri-
cos unidemsionales de la forma { P, }, los cuales son diferenciable en media cuadrética. En-

tonces, se puede obtener que
0

_Pn+ta,A,

ot

donde S, A es la funcién de score parany S es la funcion de score para A y es considerada
como el conjunto tangente $ para A.

’
:aS,,,A+SA
t=0

Sea [], o la proyeccion ortognal de % en L,. Entonces la funcién de score eficiente para 1
es,

San=Sya— l_[Sn,A
A
y su matriz de covarianza es definida por

T —_ < o/
Iy = PpaS n,ASn,A-

Dendtese por ¢, p = fl;}\g A la funcion de influencia. Entonces para una muestra aleatoria,
X1, ..., X,, independientes e identicamentes distribuidas, se dice que el estimador es (asintdtica-
mente eficiente) para n si 177, satisface

\/;l(ﬁn - 77) \/;an'vbn,A + OP(I)

1 n
- WZ;,/,,LA(X,-) + op(1). (3.1)
i=1



Capitulo 4

Procesos Empiricos

En este capitulo se da una breve introduccidn de los resultados bésicos de la teoria de los
procesos empiricos. Las técnicas aqui presentadas son parte fundamental para demostrar las
propiedades asintéticas de los estimadores méxima verosimilitud de modelos semiparamétricos.
Para mas detalles de la teoria aqui presentada véase, Huber y Lecoutre (1989), van der Vaart y
Wellner (1996) y van der Vaart (1998).

4.1. Introduccion a los procesos empiricos

Un proceso empirico es un proceso estocastico basado en una muestra aleatoria X, ..., X,
i.i.d sobre un espacio de probabilidad (Q2, A, P).

Definicion 4.1.1. Para cada w € Qy n > 1, la medida empirica es definida como

P, = % ; 5X,-(w),

donde 6, es la medida de Dirac en el punto a esto es,

(1 ifxeA
‘Sx(A)‘{ 0 ifxgA

para cualquier conjunto medible A.

Sea P,(A) la medida empirica sobre el conjunto de borel A. La medida empirica de una
muestra de elementos aleatorios Xj, ..., X;, en un espacio medible (€2, A) es la medida discreta
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dada por
(X,eA:i=1,...,n}
- .

1 v card
Bi(A) =~ > 6x(A) =
i=1

Sea F,, la funcién de distribucion (aleatoria) definida por
Fu(x) = F,(x)(w) = Pu(] = 00, x])(w),

for all x € R and w € Q. Obsérvese que

n

F,(x) = %Z X, <x}, xeR.

i=1

La funcién F, es llamada la funcidon de distribuciéon empirica y el correspondiente proceso
empirico es Vn(F, — F). La funcién de distribucién empirica es el estimador natural de F si esta
es completamente desconocida.

Para cada x € R y por la Ley de los Grandes Niimeros se tiene que

F,(x) = F(x).

Y el teorema del limite central permite demostrar que el estimador es asintoticamente nor-
mal, esto es

V(E,(x) = F(x)) = N (0, F(x)(1 = F(x))) .

Dos resultados bdsicos que conciernen a los términos Fy /n(F,(x)— F(x)) son el teorema de
Glivenko-Cantelli y el teorema de Donsker. El primer resultado extiende la Ley de los Grandes
Numeros y da la convergencia uniforme.

Teorema 4.1.1 (Glivenko-Cantelli). (Ver van der Vaart 1998, p.266). Sean X, ..., X, variables
aleatorias real valuadas i.i.d. definidas sobre un espacio de probabilidad (€, A, P) con funcion
de distribucion F. Entonces

IIF, = Fllow = sup[F,(x) — F(x)] = 0.
xeR

El teorema de Donsker da la convergencia en distribucién del proceso empirico Vn(F, — F)
a un proceso gaussiano.

Teorema 4.1.2 (Donsker). (Ver van der Vaart 1998, p.266). Sean X, ..., X, variables aleato-
rias real valuadas i.i.d. definidas sobre un espacio de probabilidad (Q, A,P) con funcion de
distribucion F. Entonces la sucesion de procesos empiricos \n(F, — F) converge en distribu-
cion en el espacio D[—o0, 00] de funciones cadlag a un proceso gausiano centrado Gp, donde la
funcion de covarianza en el punto (s, t) estd dada por

F(sAt)— F(s)F(1).
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El proceso G es conocido como puente Browniano. La notacién de convergencia en dis-
tribucién del proceso \n(F, — F) a Gr depende de la topologia del espacio. Para mds detalle
del estudio de la convergencia en distribucion del proceso empirico real se pueden consultar los
articulos de Donsker (1951, 1952) y Doob (1949) y el libro de Billingsley (1968). Este tltimo
estudia la convergencia en distribucion en espacios métricos.

Existen generalizaciones de los teoremas 4.1.1 y 4.1.2 para un conjunto de funciones me-
dibles, lo que permite obtener las Clases Glivenko-Cantelli y las Clases Donsker de funciones.
Ambas clases intervienen en el estudio de procesos indexados por un conjunto de funciones. A
continuacion se presentan algunas notaciones de éstas clases de funciones que seran usadas a
través de los siguientes capitulos (ver van der Vaart and Wellner, 1996).

Sea Xi, ..., X,, una muestra aleatoria de una distribucién de probabilidad P en un espacio
medible (y, €). Para una funcién medible real-valuada definida en (y, €), se escribe

1 n
B.f =~ > fX).
i=1

Entonces {P,(f) : f € ¥} es la medida empirica indexada por ¥, mientras que {G,(f) : f €
¥} es el proceso empirico indexado por ¥, donde

Guf = Vi@, - P)f = n [% DX - Pf).
i=1

Si f € Li(P), entonces Pf = f fdP < ooy por la Ley de los Grandes Nimeros se sique que

P.(f) =5 P(f). (4.1)

Supdngase que F es una coleccion de funciones real-valuadas tales que f : y — R. Si la
convergencia en la ecuacion (4.1) se satisface uniformemente sobre f € ¥, es decir,

IP.f — Pflly = sup|P,f — Pf] =5 0,
feF

entonces ¥ es una clase Glivenko-Cantelli.
Si f € Ly(P), es decir, Pf? = [ f2dP < oo, entonces

Va(E, = P)(f) 5 N (0. P(f = PfP). 4.2)

por el Teorema del Limite Central. Supéngase que # es una coleccién de funciones real-
valuadas tales que f : y — R. Sila convergencia en la ecuacion (4.2) se satisface uniformemente
sobre f € ¥, entonces

V@, = P)(f) = G(f) in 7(F)
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donde G es un procesos de puente Browniano con media cero y funcién de covarianza

cov(G(f),G(g)) = Pfg - PfPg

y ¢* es definida como

(F) = {x :F = Rlllxlly = sup [x(f)l < 00}-
feF

Entonces F es una clase Donsker.

4.2. Ejemplo de Clases Donsker

Existen diversos métodos que permiten determinar si una clase de funciones es Donsker, van
der Vaart (1998) y van der Vaart y Wellner (1996) presentan los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Si 7 es igual a la coleccion de funciones indicadoras de la forma f, = 1(—oo, ]
con t € R. Entonces F es una clase Donsker (ver ejemplo 19.6 en van der Vaart, 1998).

Ejemplo 2. El conjunto de funciones uniformemente acotadas y de variacién uniformente
acotada es Donsker (ver Teorema 2.7.1 en van der Vaart y Wellner, 1996).

Ejemplo 3. La clase de funciones cuyas derivadas de orden k existen y son uniformemente
acotadas por constantes M es Donsker (ver ejemplo 19.9 en van der Vaart, 1998).

Sin embargo, se puede construir clases Donsker a partir de otras clases Donsker. Por ejemplo,
Ejemplo 4. Si ¥ es una clase Donsker tal que ||P||# y sea ¢ una funcién Lipschitz, entonces
la clase de funciones de la forma ¢(f) es una clase Donsker (ver Teorema 2.10.6 en van der

Vaart y Wellner, 1996).

Ejemplo 5. Si F y G son clases Donsker y ||P||Fug < oo, entonces los pares F AG, F VGy
F + G son clases Donsker (ver ejemplo 2.10.7 in van der Vaart y Wellner, 1996).

Ejemplo 6. Si la clase ¥ y G son clases Donsker y uniformemente acotadas, entonces {fg :
f € ¥, g € G es una clase Donsker (ver ejemplo 19.20 en van der der Vaart, 1998).

Ejemplo 7. Si ¥ es Donsker con ||P|lz < coy f > 0 para cada f € ¥, entonces 1/F =
{1/f : f € ¥} es Donsker (ver ejemplo 2.10.9 en van der Vaart y Wellner, 1996 ).

Ejemplo 8. Si Z es un proceso caglad en [0, ], € R de variacién uniformemente acotada,
entonces Z(-) es Donsker (ver Lema 2 de Parner, 1998).
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Ejemplo 9. Si ¥ es Donsker, entonces es Glivenko Cantelli.
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Capitulo 5

Modelo semiparamétrico para riesgos
competitivos

Actualmente el modelado y el ajuste de datos de riesgos competitivos se presentan en un
gran nimero de disciplinas tales como la investigacion clinica y la epidemioldgica, las finanzas,
la criminologia y la ingenieria entre otras, véase por ejemplo, Holt (1978), Whitmore (1986),
Spivey y Gross (1991), Gaynor et al. (1993), Klein y Moeschberger (1997) y Klein y Bajorunaite
(2004). Aqui el interés se centra en analizar duraciones de tiempo de ciertos eventos, comen-
zando por un tiempo de origen establecido y terminando con la ocurrencia del evento el cual es
clasificado en varias causas. Por ejemplo, cuando una empresa contrata seguros de vida para sus
trabajadores; aqui los montos de las indemnizaciones varian de acuerdo a la causa de muerte del
trabajador; generalmente una muerte relacionada con las condiciones laborales tiende a ser mds
cuantiosa que alguna de otro tipo, por lo que es imperativo estimar las probabilidades asociadas
a cada una de las causas en presencia de variables auxiliares importantes, tales como edad y
género, para asi calcular las primas adecuadas. En muchas situaciones practicas, los datos se
presentan con informacién concomitante de la cual se cree que depende la ocurrencia de los
eventos.

Los datos de riesgos competitivos tienen su propia metodologia de anélisis debido a la pre-
sencia de distintas causas de fallo y ademas que la ocurrencia de una causa no permite observar
la ocurrencia de otra; ademds, es comun encontrar que el tiempo de ocurrencia del evento de
interés no ha sido observado al final del seguimiento de algunas unidades experimentales en la
muestra.
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5.1. Marco téorico del modelo de riesgos competitivos

Considérese el siguiente marco tedrico para desarrollar una metodologia adecuada para el
andlisis de riesgos competitivos (ver e.g. Eldant-Johnson y Johnson, 1980):

= Cada muerte es provocada por una causa en particular.

= Cada individuo es susceptible de fallecer de cualquier causa.

Supdngase que existen J tipos de muerte actuando simultdneamente. Dada la primera su-
posicion del marco tedrico, que cada muerte es provocada por una causa particular, no se
puede observar (T4, ..., T;) conjuntamente. En cambio, se puede observar el tiempo de ocurren-
cia T = min(T4,...,T;) El objetivo para este tipo de datos se centra en modelar la funcion de
supervivencia multivariada del vector aleatorio de los tiempos de supervivencia (T4, ..., T,), la
cual es definida como,

St,....t)) = P{T, > t1,....,T; > t;}.

Se asume que S (4, ..., ;) es absolutamente continua. La fuerza de mortalidad de causa especi-
fica, es la probabilidad instantdnea de que ocurra un evento de tipo j en el tiempo ¢, dado que el
individuo ha sobrevivido a todas las causas y se expresa de la siguiente manera,

. ) P{t<Tj<t+At|Tj2t}
40 = Jin v -
En términos de S (74, ..., t;), la fuerza de mortalidad de causa especifica es expresada como

6logS(t1, v 1y)

Ai(t) = —
/() 6lj

ti=t

Por lo que la funcién de supervivencia total es expresada como:

S7(t)=PT > 1) = P(N_{T; > 1}) = S(t,...0). (5.1)

Definase H como una variable que indica la causa de fallo,

J
H= ZjI(T =T)).

=1

Si se observa el par de valores (T, H), entonces el tiempo de ocurrencia y la causa de ocu-
rrencia son identificadas. A partir de aqui se deduce la distribucion del par aleatorio (T, H).
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La probabilidad condicional de morir por la causa j en el intervalo (z,  + Ar) dado que se vive
hasta el instante ¢, y en presencia de que todas las causas afectan a la poblacién simultdneamente
es, A;(1)dt, mientras que la probabilidad incondicional de que se muera por la causa jen (7,7 +
At) estd dada por S T(t)ﬂj(t)dt. Asi, las probabilidades de fallo de causa especifica, también
conocidas como funciones de incidencia (véase Gaynor et al. 1993) son definidas como:

F(r) = P{fallo por la causa j en un tiempo menor o igual ar}
= P{T <t,H=j}
!
= f A0S 1(wydu,
0
para j = 1,...,J. Dendtese por p; la proporcién de muertes esperadas por causa j, entonces,

pi =Bl =)= [ LS i = Fi(e)
0

conp;+..+p;=1.

5.2. Contribuciones al modelo de riesgos competitivos

Un problema que se presenta en el modelado de los riesgos competitivos es que no necesa-
riamente existe una fuerza de mortalidad de causa especifica que de manera tnica identifique
a la funcién de supervivencia conjunta de los riesgos. Para este problema de indentificabilidad
(ver Tsiatis, 1975), varios modelos suponen que los eventos son mutuamente independientes,
lo cual resuelve el problema de identificabilidad; sin embargo, esta suposicion puede ser muy
cuestionable. Carriere (1995) propone utilizar una funcién cépula para modelar la funcién de
supervivencia conjunta la cual permite una estructura de dependencia entre los riesgos y hace
que el modelo de riesgos competitivos correspondiente sea identificable. Un problema que se
encuentra en la formulacion dada por Carriere, es que existen pocas copulas multivariadas, lo
cual restringe el modelado a dos riesgos; mas aun, no existe una metodologia para determinar
qué copula y qué marginales son adecuadas para el ajuste de los datos.

En la literatura existen varias extensiones del modelo de Cox para riesgos competitivos. La
propuesta por Kalbfleish y Prentice (1973), la cual es rutinariamente usada, consiste en modelar
las probabilidades de ocurrencia de las causas y las funciones de supervivencia condicionales
para cada causa en forma separada, tratando los otros tipos de muerte como datos censurados. El
método de estimacion correspondiente no considera a todas las causas que actian en el proceso
y en consecuencia, el modelo puede tener bandas de confianza muy amplias para las probabili-
dades de supervivencia de causa especifica (ver e.g. Fine,1999).

Otra extension al modelo proporcional de Cox es la presentada por Larson y Dinse (1985),
la cual ha sido también usada frecuentemente en afnos recientes. Esta formulacion es capaz de
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ajustar informacién concomitante a través de una mezcla de un modelo multinomial genera-
lizado para las probabilidades de la causa y el modelo de Cox para las funciones de supervi-
vencia condicionales de cada causa. La desventaja de su modelo es que, al ser completamente
paramétrico, es poco flexible; escoger las formas paramétricas incorrectas de las funciones de
supervivencia condicionales implica tener inferencias erroneas. Larson y Dinse, desarrollan la
estimacion de maxima verosimilitud para su modelo, mientras Choi y Zhou (2002) y Maller y
Zhou (2002) investigan las propiedades asintéticas de los estimadores resultantes que incluye
existencia, consistencia y normalidad asintética.

Una especificacion alternativa a la de Larson y Dinse (1985) es el modelo de Kuk (1992),
el cual consiste en especificar a las funciones de supervivencia condicionales con el modelo
semiparamétrico de Cox. Aunque este modelo cuenta con la flexibilidad que la especificacién
semiparamétrica ofrece a los datos de un sélo tipo de evento, no es posible ignorar la forma
funcional de cada funcion de supervivencia condicional de base en el proceso de inferencia,
ademds su modelo queda pobremente especificado y es entonces susceptible a dar estimaciones
incorrectas.

Otras generalizaciones semipardmetricas del modelo de Larson y Dinse han sido recien-
temente propuestas e investigadas. Por ejemplo, Ng y McLachlan(2003) y Escarela y Bowa-
ter (2008) consideran un modelo semiparmétrico que permite incluir covariables, donde las
marginales condicionales de cada causa siguen una forma multinomial logistica y la distribu-
cién condicional del tiempo de fallo dado las covariables y la causa de fallo es especificada a
través del modelo de riesgos proporcionales de Cox (1972) donde las funciones de superviven-
cia de base toman la forma del estimador de prodcuto limite. Naskar et al. (2005) consideran
un modelo similar para el caso en el que los datos correspondientes a los tiempos de fallo son
agrupados y desarrollan el algoritmo de Monte Carlo para efectuar el proceso de estimacion de
los pardmetros.

Ng y McLanclan (2003) y Escarela y Bowater (2008) han investigado el enfoque computa-
cional asociado con el método de estimacion de mdxima verosimilitud noparamétrica para mo-
delos de mezclas para riesgos competitivos; sin embargo el enfoque teérico ha sido pobremente
estudiado. Dupuy y Escarela (2007) dan una demostracion de la consitencia para los estimadores
de mdxima verosimilitud. Lu y Peng (2008) construyen una estimacion de pardmetros de la ver-
sion semiparamétrica de Larson y Dinse. Esta estimacion se basa en ecuaciones en martingalas
las cuales permiten establecer la consistencia y la normalidad asintética de sus estimadores
obtenidos.

El objetivo de éste capitulo es estudiar las propiedades de los estimadores de maxima verosi-
militud del modelo semiparamétrico generalizado de Larson y Dinse desarrollado por Escarela
y Bowater (2008). Especificamente, se da un estudio riguroso de las propiedades asintéticas de
los estimadores. Esto es alcanzado, siguiendo los enfoques y técnicas desarrolladas por Murphy
(1994, 1995) y Parner (1998) para modelos frailty. Otros enfoques de utilidad pueden ser en-
contrados en Fang et al. (2005), Dupuy et al. (2006), Kosorok y Song (2007) y Lu (2008), entre
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otros. Aqui se estudia la existencia, consistencia y normalidad asintética de los estimadores.
También se demuestra que el estimador propuesto para el pardmetro de interés en la regresion
es semiparamétricamente eficiente y finalmente se obtienen los estimadores consistentes de la
varianza.

5.3. El modelo de mezclas semiparamétrico

Supodngase que todas las variables son definidas sobre un espacio de probabilidad (€2, C, P)
y que la muestra aleatoria es de tamafio n. Se consideraran J tipos de fallos. Parai = 1,...,n,
T,'O denota la variable aleatoria que representa el tiempo de fallo de interés. Supdngase que la
variable 7} se encuentra censurada por la derecha por una variable aleatoria positiva C;. Z; y X;
son los vectores de covariables de dimensiones p y g respectivamente del i-ésimo individuo. La
variable X; contiene la ordenada y los vectores X; y Z; pueden tener comoponentes en comun.
H; es la variable que representa la causa de ocurrencia 'y J = {1,...,J} es el conjunto de los
posibles valores de H,. Para cada j € J se define la variable indicadora IV = 1{H = j}. En
riesgos competitivos tanto la causa de fallo H y el indicador I'/ son observados solamente si el
tiempo de supervivencia no se encuentra censurado.

El modelo de mezclas propuesto por Larson y Dinse (1985) supone que la causa de muerte
de un individuo es escogido por un mecanismo estocastico de J posibles causas. Sea

p;=PH = j}

la proporcién de individuos que finalmente fallecen por la causa j. Definase la funcién de su-
pervivencia condicional como

S =P{T > 1|H = j}, j=1,.J

donde S (#) es una distribucion de supervivencia propia, es decir, S ;(0) = 1y §;(c0) = 0. Se
sigue que las funciones de incidencia pueden ser calculadas utilizando la expresion F(f) =
pjll = § j(1)]. De esta manera, la probabilidad a sobrevivir todas las causas al tiempo ¢, definida
por S7(t) = P{ iJ: (T'; > 1)}, puede ser expresada por

J
Sr®)=PIT >1)= ) p;S(0).
=1

Considerar el efecto de covariables sobre la funcion de supervivencia condicional S ;(7), es
conveniente hacer uso del modelo de riesgos proporcionales de Cox. Mds especificamente, es
conveniente asumir que el componente de riesgo es caracterizado por la siguiente funcién de
supervivencia:

Si(t:2) = exp{-A;) ), j=1,..0
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donde Aj(r) = fot Aj(u)du es la funcion base de la fuerza de mortalidad integrada condicional
para el tipo de falla j, B; denota el vector de los coeficientes de regresion. En términos de la
fuerza de mortalidad, la suposicion de riesgos proporcionales implica que

1
4(2) = 1}%1 ZPO <T°<t+NT°>t,H=jZ)

(O expBL),  j=1,. (5.2)

De la misma manera, el efecto de covariables en las probabilidades de causa especifica de
muerte pueden ser modeladas uilizando el modelo logistico generalizado (ver Cox y Snell, 1989,
pp 155-157), por lo que el modelo de probabilidad sigue la siguiente forma,

j J H J LR R L) .
/ ij_—l EXF(] //(X)

donde y; es el vector de coeficientes de dimension g correspodiente a la variable X. Para propdsi-
tos de identificabilidad se supone que y, es igual a 0. Observe que el vector X puede contener
algunas o todas las componentes del vector Z.

El modelo semiparamétrico para riesgos competitivos ha sido empleado por diferentes au-
tores. Por ejemplo, Kuk (1992) analiza datos de trasplantes de corazén, usando una simplifi-
cacion de los modelos (5.3)-(5.2), (tomando X = Z), mientras que, Ng y McLachlan (2003) y
Escarela y Bowater (2008) ajustan el modelo para datos de cdncer de prostata. Obsérvese que el
modelo (5.2)-(5.3) esté relacionado con los modelos de mezclas semiparamétricos de cura, véase
entre otros, Kuk and Chen (1992), Taylor (1995), Sy and Taylor (2000), Peng (2003) quienes
investigan la parte computacional de esta clase de modelos. Ver también Fang et al. (2005) y Lu
(2008), quienes estudian la propiedades asintéticas de los estimadores de maxima verosimilitud
para modelos de cura.

5.4. Notaciones y suposiciones del modelo

En esta seccion se establecen algunas notaciones y suposiciones del modelo de mezclas
semiparmétrico para riesgos competitivos propuesto por Escarela y Bowater (2008) que serdn
utilizadas en secciones posteriores.

Los datos consisten de n vectores independientes (7, A;, Z;, X;, A;H;) (i = 1,...,n), donde
T; = min{T?, min(C;, 1)}, A; = HT? < min(C;,7)}, y T < oo es una constante fija que denota
el tiempo final de observacién en el estudio. Denotémos por O y O; la abreviacién del vector
observado (T, A, Z, X, AH) y sus n replicas independientes (7, A;, Z;, X;, A;H;), respectivamente.
El problema estadistico del modelo es la estimacion de los parametros ;, y; y las funciones de
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fuerza acumulada A (z) = fot Aj para los vectores O;, i = 1,...,n. En prictica, los coeficientes
B (j € J) son a menudo los parametros de interés en el modelo de mezclas (5.2)-(5.3).

Denétese por G = (¥} ...Y)_)). pg = P(H = jiX).y pS; = P(H = j|X;). Sean N(1) =
HT <t}]Ay Y(t) = {T >t} cont € [0, 7] el proceso de conteo de ocurrencia y el proceso de
riesgo, respectivamente. Para j € J, definase el proceso contable N/(t) = 1{T < t}A’, donde
A = ATV, Observe que N/(¢) es igual a 1 si la ocurrencia surge por la j-ésima causa. Cantidades
correspondientes para el i-€simo individuo seran denotadas por N;, Nij ¥ A{ .

Considérense las siguientes condiciones de regularidad:

(C1) Condicional en Z, H y X, el tiempo de censura C es independiente al tiempo de ocurrencia
T°. Condicional en Z y X, C es independiente de H.

(C2) Existe una constante positiva cy tal que, P(C > 7|Z, X) > ¢( casi seguramente.

(C3) La fuerza de mortalidad dados Z y X, A(s|Z, X), es uniformemente acotada casi segura-
mente.

(C4) SeaB=(B...8) e R =R yG = (y]...7, ) € RV = RC Denotemos por By y
Gy los verdaderos valores de B y de G respectivamente, los cuales pertenecen al interior
de conjuntos compactos conocidos B C R” y G c R respectivamente.

(CS) Para cada j € 7, el verdadero valor de la fuerza de mortalidad condicional acumula-
da denotada por A, es una funcién estrictamente creciente en [0, 7] con Ajp(0) = Oy
Ajo(1) < 00. A es continuamente diferenciable en [0, 7] tal que A;0(¢) = dA (1) /dt.

(C6) Los vectores de covariables Z y X son acotados; es decir, [|X|| < ¢; y ||Z|| < ¢ para
alguna constante 0 < ¢; < oo (donde, || - || denota la norma Euclideana). Las matrices de
covarianza de Z y X son positivas definidas. Denotemos por

co= min exp(BZ) y c3= max exp(BZ).
Bj-jeT NIZll<c: / Bj.jeT \Zl<c) J

Sea L el conjunto de funciones que satisfacen las condiones de CS, sea 6 el vector de
pardmetros igual a (B, G, Aj; j € 9), 6y = By, Go, Ajo; j € ) el valor verdadero de 6, dendtese
por @ = B x G x L* el espacio de pardmetros. Bajo los verdaderos valores 6y, la esperanza de
una variable aleatoria serd denotada por Py, .

(C7) Existe una constante positiva ¢, tal que para cada j € J, Pg,[Y ()] > c4.
(C8) Existe una constante positiva cs tal que para cada j € 7,

Py, [A|T,Z,X] > cs.
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(C9) La distribucion de la causa de fallo H condicionada a X y Z no involucra términos de Z
que no estan en X. La distribucién de C, Z, y X no depende de 6.

Observacion. La condicion C1 garantiza que ninguna informacién acerca de 6 se pierde por
la eliminacién de términos referentes a la censura. La condition C2 garantiza que el seguimiento
es lo suficientemente largo para determinar las funciones base del riesgo acumulado A ;( sobre
el intervalo [0, 7]. Las condiciones C3-C8 son utilizadas para la identificabilidad de 6, y para
las propiedades asintdticas de los estimadores propuestos. La condiciéon C7 garantiza que el
seguimiento es lo suficientemente largo (para cada causa de fallo) para realizar la estimacion
de A sobre todo el intervalo [0, 7]. La condicion C8 garantiza que para cada causa los fal-
los pueden ocurrir y su causa es observada en cualquier momento para cualquier valor de las
covariables. La condicion C9 asegura que ninguna informacion acerca de 6 se pierde por la
eliminacion de los términos en las distribuciones marginales de Z y X en la verosimilitud.

5.5. Estimacion de maxima verosimiltud noparamétrica

Para comenzar, se asume que no existen tiempos de fallos empatados (esta suposicion es
hecha para una ficil presentacion, pero los resultados pueden ser ficilmente adaptados para
incorporar empates). Bajo los modelos establecidos en (5.2) y (5.3) y utilizando las condiciones
establecidas en C1-C9, la funcién de verosimilitud para el pardmetro 6, de las observaciones O;
(i=1,...,n), es proporcional a,

; 1-4;

]—[ ﬂ[aj(T,-)eﬁffo exp (—HAL(T)) pg’j]Af Zexp(—eﬁ}Z'Aj(T,-)) P . (54

=1 \JjeJ jeJ

Es natural calcular el estimador de maxima verosimilitud (MLE) de 6, maximizando el loga-
ritmo de la funcidn 5.4. Sin embargo, el maximo de esta funcion es infinito cuando las funciones
A; (j € J) pertenecen al conjunto L de funciones de fuerza de mortalidad acumulada base
que son absolutamente continuas. Esto es, porque se pueden escoger funciones A; (j € ) con
valores fijos en el tiempo de fallo T; y sea dA;o(T;)/dT; = A;(T;), obsérvese que este término
tiende a infinito para algtin 7; con Alj = 1.

Para resolver este problema, se pueden restringir las funciones A; (j € J) a funciones
continuas por la derecha, tal que cada A; tiene saltos en los tiempo de fallo observados T;. Sea
Aj{t} el tamaio de salto de A; en ¢ donde se busca maximizar la funcién L,(B,G,A;j; j € J) =

n 1-A;

[TATT AT exp (=7 Am0) pS] | S exp (—e T pi

i=1 \ jeg j€T
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sobre el espacio O, =
{(B, G,A)):B € 8B,G € G, Ajes una funcion creciente continua por la derechaen [0,7], j € J } .

Si el estimador existe, entonces es con0c1d0 como el estimador de max1rna ver0s1m111tud no-
parametr1c0 (NPMLE). Sea 6, = (B,, G,,,Ajn, J € 9), donde B, (ﬁm ,BM) y G,
(’l’n Y 1.»)- La siguiente proposicion establece la existencia del NPMLE:

Proposicion 5.5.1. Bajo las condiciones C1-C9, el mdximo 6, de L, sobre ©, existe y es alcan-
zado.

Demostracion: Para comenzar con la demostracion es necesario identificar la forma de un posi-
ble maximizador de A, de L, en el espacio ©,.

Sea j € J. Definase S, = {i € {1,... ,n}lA{ = 1} como el conjunto de individuos de la
muestra que son observados por morir por la j-ésima causa. Para cada j € J y cualquier funcién
Aj en O, se puede construir una funcion creciente de saltos A7, cuyos saltos son efectuados

solamente en los tiempos de fallo {7},i € Si}, tal que A;‘.(Tl-) = A(T;). Claramente en cada
uno de estos tiempos de fallo Aj.{Ti} > AT}, lo cual implica que L,(B,G,A;;j € J) <

L,B,G, Aj.; j € 9). Por lo tanto, el maximo A jn (st existiera) tendria que ser una funcién de

saltos con saltos positivos en el tiempo de fallo 7; tal que A{ = 1. Esto restringe el problema de
maximizacién de L, al siguiente subespacio de ®,,:

{(B.G.A{1]) : BeB.G G Ajlt)) € [0,00),k = 1,....IS]l.j € T}, (5.5)
donde para cada j € 7, |S,];| denota la cardinalidad del conjunto Sﬁ. Sean t{ < ... < IIJS ;

los tiempos de fallo ordenados en el conjunto {7;,i € S{;}. Esto es, se maximiza la funcién
L.B,G,(Af{t])x) =

J
A;
n

[}

i=1 | jeg

A
e'BJ exp[ eﬁj ZA l‘] t]<T})pGl

1-A;

(5.6)

Zexp[ Pl EA t’ t]<T})pGl

JeJ

con respecto a los vectores 8, ¥, y A‘,-{t,{}.

Ahora se demostrd que tal maximizador existe. Supdngase que A j{t,{} < L < oo para cada
k=1,...,IS:ly j € J. L, esuna funcién continua de 8;, y;, y A {t;} sobre el conjunto compacto
BxGx[0,L])", donde s, = X jcq |S7|. Por lo tanto, L, alcanza su mdximo en este conjunto.
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Para demostrar que este maximo existe sobre el conjunto 8 X G X [0, c0)*, se demostrara que
existe L finito tal que para todo (B%, G-, (A]L.{t,i})j,k) € (BxGX[0,0)")N\(BxGx[0, L]*), existe
B, G, (A j{t,{}) ix) € Bx G x[0,L]* el cual tiene un valor mas grande que L,. Para ver esto, se
procedera por contradiccion.

Supéngase que no existe L. Entonces para todo L < oo, existe un (B%, G%, (A]L.{t,{}) i) €
(B x G x[0,00)")\(B x G x[0,L]*) tal que para todo (B, G, (Aj{t,{})j,k) € BxGx|0,L]*,
L,.B,G, (Aj{t]);x) < L,(B-, G, (AJL‘{t,JC})‘,;k). Pero esto demuestra que el término

L,(B", G", (A4t} ;5

puede ser arbitrariamente pequefia cuando L crece, lo cual es una contradiccidn. Para ver esto,
nétese que (5.6) se encuentra acotado por

BA

Jrn ﬂ | [{AitTides) exp[—czA]ZA e < T}]
i=l jeJ

Si (Bf, GE, (A?{t,{})j,k) € (BxGx[0,0)")\(BxGx[0,L]*), entonces existe al menos un j € J

yunle{l,....|S)|} tal que Ak{r]} > L. Sea i* el indice del individuo tal que A = 1y T} = 1],

Entonces

j ISal
A, ; . .
{AHT e} exp{—czAlﬂ > AR < T,»*}]

k=1

tiende a 0 cuando L tiende a +oo. Entonces, la cota superior de L,(B%, GL, (A?{t,{}) i) puede ser
cercana a 0 como se desee mientras L crece, lo cual produce una contradiccién. Por lo tanto,
para cualquier n fijo, el maximo de L, es obtenido en el conjunto B X G X [0, L]*, para algin
L < ooy en este conjunto, el méximo 6, es alcanzado.

O

Para cada n, el problema de maximizacién de L, sobre (5.5) se reduce a una dimension finita,
ya que el nimero total de saltos s, de N; (i = 1,...,n) es inferior o igual a n.

El algoritmo esperanza-maximizacion(EM) (Dempsteret al., 1977) puede ser usado para cal-
cular los NPMLEs. Escarela y Bowater (2008) explican e implementan a detalles el algoritmo
EM (ver Apéndice).

Denotemos por g/(0;6), j € J la esperanza condicional de IV dado O y el valor del
parametro 6, es decir,

g(0;0) = A + (1 - Aw/(0;0),
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donde
exp (—A[T)e"* + y'X)

w/(0;6) = , )
Sk exp (—~AUT)eHZ + ¥ X)

En el paso M del algoritmo EM, se resuelve la ecuacion de score para los datos completos
condicionada a los datos observados. En particular, una ecuacion util para A ;, puede ser obteni-
da, (véase Lema 5.5.1). Dendétemos por P, la medida empirica. Entonces se satisface el siguiente
resultado:

Lema 5.5.1. El NPMLE 79\,1 satisface la siguiente ecuacion,
!
— 1 .
Rnlt) = f 1 Gis, (5.7)
0 H;(s:6,)
para cada j € J, donde Hi(s;0) = P,[hi(s,0;0)], hi(s,0;60) = Y(5)"%g/(0;6), y Gi(s) =

P,N/(s).

Demostracion: Este resultado es obtenido siguiendo los siguientes pasos:

1. Se toma la derivada con respecto a los tamafios de los saltos A j{t,i} de la esperanza condi-
cional de la funcidn log-verosimilitud de los datos completos y del NPMLE, la cual esta

dada por
n Isil , . .
O = > > SN Y UT; =t} log Ajlt]) + AJBZ
i=1 jeJ k=1

k=1

1Sil
~g/(056,)"" ) A1t < Ti) + £(05;,) log pé’j} -

2. Se pone (61@1(9)/8Aj{t,{})|9:@ = (0 y se resuelve para Aj{t,{}.

3. Se suma sobre {k € {1,...,|S|} : ¢/ < 1).

5.6. Identificabilidad del modelo semiparamétrico para ries-
gos competitivos

En esta seccion se estudia la identificabilidad del modelo de mezclas semiparamétrico para
riesgos competitivos propuesto en la seccion 5.3. esta seccion comienza con la definicion de
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identificabilidad y con la definicién de la informacion de Kullback-Leibler para posteriormente
demostrar que el modelo (5.2)-(5.3) es identificable.

5.6.1. Definicion de identificabilidad e informacion en el sentido de Kull-
back-Leibler

Sea P = {P, : ¢ € O} un modelo estadistico donde el paramétro ¢ puede ser finito o infinito
dimensional o tener ambos términos.

Definicion 5.6.1. Un modelo P = {P, : ¢ € ®} es identificable si la aplicacion Py es inyectiva.

Si la familia de probabilidades ¥ puede ser definida en términos de la familia de densidades
¥, es decir, P = {Py = (f(y;d).p) : f € F}, para una medida u, entonces la condicién de
indentificabilidad precedente es expresada de la siguiente manera:

Vo1, ¢ € O, f(y:41) = f(y:42) = 1 = 2. (5.8)

Definicion 5.6.2. Sean dos distribuciones Py, = f(y,¢1).u y Py, = f(y,¢2).u. Se llama la
infomacion en el sentido de Kullback-Leibler de P,, sobre Py, a la cantidad,

fQid2)
K(Ps,,Py) = | In 2222 f(y; dv).
(Pg,, Py,) ; n o ¢1)f(y ¢2)p(dy)

La informacién en el sentido de Kullback-Leibler no es una distancia cldsica porque las
condiciones de simetria y la desigualdad del tridngulo no son satisfechas. Sin embargo, ella
traduce una idea de aproximacion entre las probabilidades Py, y Py,, este hecho es garantizado
por las siguientes dos propiedades (ver Konishi y Kitagawa, 2008 y Kullback y Leibler, 1951)
Proposicion 5.6.1. Sean dos probabilidades Py, y Py,. La informacion en el sentido de Kullback-
Leibler satisface las sigueintes propiedades:

1. K(Py,,Py,) >0

2. K(P¢I,P¢2):O®P¢] :P¢2.

Proposicion 5.6.2. El pardmetro ¢ es identificable si'y solo si:

V¢1,¢2 € q),K(P¢1,P¢2) =0= ¢1 = ¢2.
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5.6.2. Identificabilidad para el modelo semiparamétrico para riesgos com-
petitivos

En esta parte se demuestra que el pardmetro 6 = (B,G,A;; j € J) para el modelo semi-
paramétrico para riesgos competitivos es identificable. El resultado es obtenido siguiendo las
definicién de la informacion de Kullback-Leibler.

Proposicion 5.6.3. El pardmetro 8 = (B,G,Aj;j € J) es identificable; es decir, si 6 =
B,G,Aj;jeyd = (B*,G*,Aj;j € J) son dos elementos de © tales que L(6) = L(6)
entonces, 0 = 6".

Demostracién: Sean 6 = (B,G,Aj;j € J)y 6" = (B',G", Aj; j € J) dos elementos de ©. Si
L(0) = L(#) c.s., por la condicién (C8) existe un [/ € J tal que Al = 1,y € [0,7], ||z]| < 1 y
|[x|| < ¢y, por lo tanto,

I exp (UMW) P = L0 exp (A 0) Pl
lo cual puede ser reescrito como,

L Oexp (e Ai(s)) 0 (%A (5))

G 0s G Os '

Sea t € [0, 7], integrando ambos lados de la ecuacién anterior de O a ¢ se obtiene
piexp (¢A(0)) = pi exp (A 1)
equivalentemente,

exp (¢#AD))  plx

———= = . (5.9)
exp (eﬁl ZA;‘(t)) Pi’;x
Obsérvese que el lado derecho de la ecuacion (5.9) es independiente de ¢, entonces
exp (eﬁEZAl(t))) p’é’i
N Tx ki (5.10)
exp (1A} (0)  P¢
1,x
donde «; es una constante positiva. En particular, tomando x = 0 implica que P — 1, es decir,

pl,x
k1 = 1. De éste resultado y de la ecuacion (5.10) se obtiene °

exp (e812A(1)) )
exp (%A} (1))

b
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aplicando la funcién logaritmo y reordenando términos, la ecuacion anterior se reduce a

P _ Aj(®)
HAlr A

Notese que el lado izquierdo de la ecuacidn anterior no depende de ¢, lo que implica que

o _NO_ (5.11)
A N
con k, una constante positiva. Tomando z = 0, implica que k, = 1, por lo tanto
Pk
Pl o

lo que es equivalente a (B, — 3;)'z = 0 por (C6) se obtiene que B, — B; = 0. Por otro lado, como
ky = 1, por la ecuacion (5.11) se sigue que A (¢) = Aj(¢). Por ultimo y = y*, este resultado es de-
mostrado en el Teorema 1 de Bettina Griin y Friedrich Leisch en Identifiability of Finite Mixtures
of Multinomial Logit Models with Varying and Fixed Effects no presentamos la demostracion de
este hecho en ésta tesis debido a que es larga la demostracion, pero el lector puede encontrar
todos los detalles en esta referencia.

Por lo tanto, 6 = 8%, lo que concluye la demostracion.

O

5.7. Consistencia

El propdsito de esta seccion es establecer, bajo las condiciones C1-C9 la consistencia de los
estimadores semiparamétricos del modelo de riesgos competitivos. La demostracion esta basada
en las ideas desarrolladas por Murphy (1994) quien estudia los modelos frailty. Véase también,
Chang et al. (2005), Kosorok y Song (2007) y Lu (2008) quienes aplican éstas técnicas para
diferentes modelos de supervivencia donde los datos son censurados por la derecha.

Para comenzar, se demostraran dos lemas que serdn de utilidad en la demostracién de la
consistencia de los estimadores.

Lema 5.7.1. Para cada j € [, limsup, A in(T) < oo casi seguramente.

Demostracion: Sea j € J y s € [0, 7), bajo la suposiscién C6,

Hi(s:0,) = P,[Y(5)""S1(0:8,)] = coP,[Y(5)A],
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utilizando la ley de lo grandes niimeros se deduce que H,{(s;@) > o Py, [Y(s)A'] + o(1) casi
seguramente. Bajo las suposisciones establecidas en la seccidn 5.3, se obtiene que Py [Y(s)A']
es mayor que cero. Entonces, para cada s € [0, 1), H,{(s;/H\,,) es mayor que 0 casi seguramente
cuando 7 tiende a infinito. Mas atn, los tamafios de los saltos de A jn €n T son acotados por 1/c,.
Entonces,

_ . 1
0 < Aju(m) < O(DP,N'(1-) + —
(&)

casi seguramente cuando n tiende a infinito, lo cual concluye la prueba.

O

Lema 5.7.2. Para cada j € J yt € [0, 7], definase

A () = f .;dGﬁ(s).
0 H;(s;6p)

Entonces, SUp o1 |Ajn(t) — Ajo(D)] converge a 0 casi seguramente cuando n tiende a infinito.

Demostracion: Primero se demostra que la clase de funciones {h/(s,0;6) : s € [0,7],0 € O}
es Donsker. Para ésto se utilizaran los ejemplos de clases Donsker dados en la seccion 4.2.
Recuérdese que el espacio de pardmetros esta dado por ® = B x G X L*/. Durante la prueba
se denotard por B, y G; al espacio de pardmetros para 8; y y; respectivamente. Considérese la
clase

exp (—A [T + y/X)
ke EXP (_Ak(T)eﬁlkZ + ?’;’(X)

Dado que Z y X son acotadas, entonces por el ejemplo 2, implica que las clases {8'Z : B; € B}

F = wi(0;6) = :0€0®;. (5.12)

y {y)X : y; € G;} son Donsker. Por la diferenciabilidad de &Fi%en Z y dado que la derivada

es acotada, implican que (%% . B ; € B} es Donsker (ver ejemplo 3). Mds aun, la clase de
funciones que mapean 7 en A;(T) indexadas por A; € L son también Donsker (ver ejemplo
8). Se sigue del ejemplo 5 que —A j(T)eE}Z + ;X con 6 variando sobre ® es Donsker, para cada
Jj € 9. Por el ejemplo 4, se concluye que tanto el numerador asi como también el denominador
en (5.12) con 6 variando sobre ® son clases Donsker. Como el denominador es mayor que
cero, implica que ¥ es Donsker (ver ejemplos 6 y 7). Por el ejemplo 6, A/ + (1 — A)w/(O; 6)
es Donsker cuando 6 pertenece a ®. Finalmente, {Y(s) : s € [0, 7]} es Donsker, multiplicando
clases Donsker se concluye que la clase {h/(s,0;6) : s € [0,7],0 € O} es Donsker. Siguiendo
argumentos similares se puede demostrar que {A/1{T < t} /Py, [hj(s, (OR 00)] |-y : t € [0,7]} es
también una clase Donsker.

Abhora bien, para cada j € J y ¢t € [0, 7], definase

!
1 .
(00 = j
A5 o) fo Pahi(s, 0561 0N )
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Entonces,
sup |A.(0) = Aj(t; 6)]
te[0,7]
1< AT < 1) [ AT < 1) ]
sup |— —_— = .
e |0 S HIT60) | Pay [W(5.0:600)] |=r

IO 1 1
sup |— A!l{T,-St}{ - - - }
0 nzl ’ H)(s;60) Palh(s.0:60]]

IA

ANUT <t}
+ sup |(P, — P .
ze[o,E] ( ) [Poo [hi(s, O; )] |s=T:|
- 1 1
< su . — .
se[og] Hl(s;600) Pa [W(s,0560)]
ANUT <t}
+ sup |(P, — P _ . 5.13
ze[og] ( ) [Peo (A (s, 0;6)] |s:T:| 619

Como {h/(s,0:6y) : s € [0,7]} es Donsker y por la definicién de la clase de funciones
Glivenko-Cantelli, el término sup, o ‘H,’,'(s; 6o) — Py, [hf(s, O; 90)” converge a 0 casi segura-

mente. Mds atn, para cada s € [0, 7], Py, [hj(s, 0O; 6’0)] > Py, [Y(s)Fj] (por C6) y bajo la

suposicién C7, Py, [hj (s, O; 00)] > 0 sobre [0, 7]. Entonces, el primer término del lado derecho
de (5.13) converge a 0 casi seguramente, mientras que el segundo converge casi seguramente
a 0 por la propiedad de Glivenko-Cantelli de {A/I{T < #}/Py, [1/(5,0:60)| |, : 1 € [0,7]}.

Por tanto, se concluye que A, converge uniformemente a A(-; 6), casi seguramente. Ademds
obsérvese que A(+; 6p) es igual a A o, lo cual concluye la demostracion.

O

Teorema 5.7.1. Bajo las condiciones C1-C9 y para cada j € [,

IB, — Boll, IG, — Goll, y sup A (D) = A0,
t€[0,7]

convergen a 0 casi seguramente cuando n tiende a infinito.
Demostracion: La demostracion consiste en dos pasos,

1. Se demostrard que cada sucesiéon de n contiene otra subsucesion donde el NPMLE 6,
converge.

2. Se demostrard que el conjunto limite de todas las subsucesiones convergentes de 0, se
reduce a {6,}.



5.7. CONSISTENCIA 49

Demostracion de (1). Como 8 X G es un conjunto compacto y utilizando el teorema de
Bolzanno-Weierstrass se tiene que para cada sucesion de (B,,, G,,) existe una subsucesion llamé-
mosla (B, Ggw) que converge a un limite (B*,G*) en 8 x G. Utilizando el lema 5.7.1 y el
teorema de Helly se puede encontrar con probabilidad 1 una subsucesion A o) de A jé(n) y una
funcidén creciente continua por la derecha Aj. tal que A e () — Aj.(t) débilmente para todo
t €10, 7], donde A;‘. es continua. Extrayendo sucesivamente sub-subsuseciones, se puede encon-
trar una subsucesion £(n) de ¢(n) de tal manera que esta convergencia débil se mantiene a lo
largo de &(n) para cada j € J. Ahora se mostrard que A} es continua para cada j € J en [0, 7].
Obsérvese que

—~ " P (s, 0; 6 —
Ajen(t) = f el : (s AO)] dAjgn)(5), (5.14)
0 Pf(n) [l’l](S, O; Hf(n))]

donde A in €s definida en el lema 5.7.2. Por la propiedad de Glivenko-Cantelli del conjunto
{h'(5,0;0) : s € [0,7],6 € O} se sigue que (ver la demostracién del lema 5.7.2)

sup [Peon[/(s, 0: 60)] — Py, [H(s,0:0)]| — 0 c.s.,
s€[0,7]

sup [Py (s, 03 Geu)] = Py [1(5, 03 Be)]| — 0 c.s. (5.15)

s€[0,7]

Utilizando del teorema de convergencia acotada, el hecho de que, (Bf(n), Gg(n)) converge
a (B*,G") y que A jém converge débilmente a A7, se obtiene que Py, [H(s,0; Gg(n))] converge
a Pgo[hf(s 0; 0%)] para cada s € [0, 7], donde 8* B*,G*, A I *Jj € ). Mas atn, por C3,
la derivada de Py, [hj(s,O;’G:c(n))] con respecto a s es uniformemente acotada; por lo tanto, la
sucesion de funciones Py, [h/(-, O;?O;(n))] es equicontinua. Por el teorema de Arzela-Ascoli, existe
una subsucesion ¥ (n) de £(n), tal que Py, [h/(-, O;@)] converge uniformemente a Py [A/(-, O; 6*)]
en [0, 7] a lo largo de esta subsucesion. Se puede suponer que esta subsucesion es la misma para
todos los j € 7. Utilizando éste resultado, la ecuacién (5.15) y la desigualdad del tridngulo, se
obtiene que

ANy (@ _ Punlh(@.0:60)] Py [1/(1.0:60)]
dKj’w(n)(l) P,p(n) [/’lj(S, O;§¢(n))] Pb’o [hj(t, O; 9*)]

uniformemente en ¢ € [0, 7]. Tomando limites en ambos lados de A juwm(t) en (5.14), se obtiene
que

Ni(t) =

" Py [hi(s, O 6
: f oo L1 (s )] dA ()

o Pg (s, 0;6%)]

Se concluye que A’ es absolutamente continua con respecto a Ao, y por lo tanto A’%(r) es
diferenciable con respecto ¢, y por consecuencia continua. Una segunda conclusion se obtiene
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utilizando el teorema de Dini, el que garantiza que Ay, converge uniformemente a A} con

probabilidad 1. Més aun, d]\\m(,,)(t)/dx jwm(1) converge a dAj.(t)/dA o) 1= A0/ 0(1) uni-
formemente en ¢.

En resumen, para cada sucesion de n se puede encontrar una subsucesion (n) y un elemento
B*, G*, A* ;] €9) tal que IIBW) - B, IIGW) = G*|l'y sup,jo. IAJW)(I) A*(t)l convergen a 0
casi seguramente paracada j € 7.

Demostracion de (2). Considérese la siguiente diferencia,

1 -
0 < ——10g Ly Byiuys Gy Ajyinys j € T) — —— 10g Lyy(Bo, Go. Ay j € )

¥(n)

Haciendo tender n hacia infinito, se obtiene que

¥(n)

* 5/ *~,Z * X

. X(T)exp (ﬁj Z-o AJ.(T)) ph
= 1 ¢ ; -
NG | e exp (BZ - " A o(T)) ply

X je €XPp (—eﬁ; ZA’;(T)) Pf;x
Y jeq exp (=" A o(T)) pl

+ (1 -A)log

este resultado es obtenido aplicando los resultados del inciso anterior. Obsérvese que el la-
do derecho de la desigualdad es el negativo de la informacion de Kulback-Leibler, entonces,
Py, [log ﬁz ;] 0y por lo tanto, se sigue de la identificabilidad del parametro 6 (ver proposicion,

5.6.3)que §" = 6.
__ Combinando los resultados de los pasos (1) y (2), se concluye que la sucesion ||§,, - Byl|,
IG — Goll Y sup,cjoo IAjn(f) — Ajo(2)| para cada j € J, convergen a 0 casi seguramente cuando

n tiende a infinito.

O

5.8. Normalidad asintotica

5.8.1. Score e informacion

Una vez establecida la consistencia, se puede estudiar la distribucion asintética de los NPM-
LEs propuestos por Escarela y Bowater (2008) para el modelo de riesgos competitivos. Para
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derivar la normalidad asintética, se adopta una funcién analitica desarrollada por Murphy (1995)
para el estudio de modelos frailty (ver también Fang et al., 2005; Kosorok y Song, 2007 y
Lu, 2008; quienes recientemente han adoptado este acercamiento para varios modelos semi-
paramétricos de regresion para el andlisis de datos de supervivencia).

Para calcular las funciones de score, se trabaja con submodelos unidimensionales 6, . los
cuales pasan por el estimador 6,. Espacificamente se considera el submodelo

€ O, = (ﬁ,, + ehg, G, + ehg, f (1+ €ha(5)) dAju(s): j € J),
0

donde hg = (h;l .. h/’gj)’, hg = (h’y] .. h’w_l)’, hﬁj es un vector de dimensién p (j € ), hyj es un
vector de dimensién g (j = 1,...,J — 1) y hy; es una funcién no negativa sobre [0, 7] (j € J).
Denotemos por h la coleccion (hg, hg, ha;s Jj €J).

Las ecuaciones de score son obtenidas derivando 4 (6, ) con respecto a € y evaludndolas en
€ = 0. Como ¢, maximiza [; (f) entonces se satisface,

Ol (6,.0)
Oe

=0 (5.16)

e=0

para cada h. Definase Wg(0) = (W3,(0) ... ¥5,(0)') y Yc(0) = (¥,,(0) ... ¥,, (6)'), donde
¥, (0) = MNZ - g/(0,0)Z " A(T),
paracada j€ 7,y
¥, (0) = X (¢/(0,0) - p¥).

paracada j=1,...,J — 1. Para cada j € J, definase también,

T
Wa,(O)(ha,) = M (T) - g0, )" f Iin,(5) dA (5).
0

Después de hager los calculos correﬂ)ondientes, la ecuacion de score (5.16) puede ser reex-
presada como ¥,(6,)(h) = 0, donde ¥ ,,(6,)(h) tiene la forma,

W, (@,)(h) =P, [hi¥y(6,) + h¥e(6,) + > ‘PA]@)(hA].)] : (5.17)
jeg
El espacio de elementos de h es definido como,
H = {h = (hg,hg, hr 3 j € ) : hy € R, [Ihg]l < 00;hg € R, [Ihgl| < o;
ha, 10,71 = R, [l lly < o0, j € T,
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donde |25 ||, denota la variacion total de iy, sobre [0, 7]. Mds atn, se toma a las funciones 7,
como continuas por la derecha en 0.

Definase,

6(h) = ;B + h,.G + Z f ' ha,(5) dA(s),

jeg Vo

donde h € H. A partir de esto, se puede reconsiderar al pardmetro 6§ como un funcional lineal
sobre H y al espacio de parametros ® como un subconjunto de [*(H), el cual representa el
espacio de todas las funciones real-valuadas sobre H cuya representacion esta dada por la norma
uniforme. Por otra parte, el operador de score ¥, es un mapeo de @ sobre el espacio [*(H).

Observacion. La seleccion apropiada de h permite obtener los valores originales de 6; de-

notaremos por 0, (r > 2) el vector columna de dimensién r cuyas entradas son todas iguales a
0.

Por ejemplo, si se toma hg = 0¢, h15,(-) = 0 paracada j € J y hg = (hél ...h;}j)’ tal que
hg, = 0, para cada j € J excepto para algin j = [, con hg, un vector de dimensioén p que es
igual a 1 en la i-ésima posicidn y cero en cualquier otro lado, dando asi el i-ésimo componente
de B;. Otro ejemplo, es tomar hg = 0p, hg = 0g, h,(-) = O para cada j € J excepto para
ha,(-) = 1{- < t}, para algtn ¢ € (0, 7). En este caso, 6(h) se reduce a A(%).

Definase el operador informacion o = (og, 0, 0,3 j € J) : H — H por

au(h) = Py, [295(60) D Al (T)| + P, [P(00)* | g + Py, [¥5(60) e (@) | he
L JeJ ]

(h) = Py, |2%6(60) D Ay (T) | + Py, [P (60| hg + Py, [Ve(60)P5(60) | hy
L JeT i

o, (0)(s) = hy,(8)Pg, | W/(s,0,6)]

T
~Py, [ZAth_,<T>Wf<s, 0,6y) - {W/(5.0,6)) f ha, (1) dAj,o(u)]
0

+P90

T
2Wf(s,0,eo)Z{W"(s,0,eo) f T, (10) d o ()
0

k>j

-W(s, 0. 60) fs ha, (1) dAyo(u) — AkhAk(T)}]
0

—hj;Py, [2W8(00)8"(0; 60" Y (5)| = B Py, | 2% 6:(00)8/ (03 60) i Y (s)
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donde Wi(s, 0, 6,) = Y(s5)%10%gi(0,6y), j € T, s € [0,7].

Observacion. Algunos de los términos en o puede ser simplifacados mediante el uso de las
propiedades de la esperanza condicional. Por ejemplo, Py, [W/(s, O, 6y)] en el término oa,(h) se

simplifica a Py, [Y(5)é%9?T7]. Sin embargo, para fines de estimacién de la varianza, se construird
mds adelante una version empirica de o reemplazando 6, y Py, por 6, y P, respectivamente en
OB,0G Y O'Aj.

Los siguientes lemas establecen algunas propiedades utiles para el operador de score y el
operador informacion.

Lema 5.8.1. Sea h € ‘H. Entonces Py, [¥1(6p)(h)] =0y
Py, [¥1(80)(0)?] = hyorp(h) + hgog(h) + > f o, (h)(5)ha, () dA jo((s).
jeg Y0

donde op, 06, y op; (J € J) siguen las expresiones mencionadas anteriormente.

Demostracion: Sea j € 7. Entonces
Py, |W5,00)| = Po, |AZ - g7(0,00)Ze" 1" A;o(T)|
= Py, |NZ-TIZS "N jo(T)|
Py, |20 M (7).

donde la segunda linea es obtenida por las propiedades de la esperanza condicional, definiendo
M(t) = N(@t) — Yieg fot [P Y(s) dA;o(s) la martingala del proceso contable con respecto a la
fltaracion o{N(s), {T < s,A = 0},Z,X,H : 0 < s < t}. Como Z y I'V son acotadas y medibles
con respecto a la filtarcion M, entonces Py, [ZFj M (T)] = 0. Argumentos similares implican que
Py, [‘I’yj(Ho)] =0y Py, [‘PAj(Qo)(hAj)] = 0 para cada j € J. Esto conluye la primera parte del
lema.

Desarrollando W, (6,)(h)? se obtiene,

¥ (6)(h)®

2
hyWg(6o) + hgW(6o) + Z ‘PAj(Go)(hA,.)}
JET

2
= hp¥5(60)hg + hg W (6)hg + Z l1’1\]-(6’0)(%\]-)] + hg'¥Wg(60)¥Y6(6) he
JjeT
+hg W (60)¥e(60) he + 2hyPp(6) Z Wa,(00)(ha;)

JET

+2hWG(600) ) Pa,(00)h,)
e
(5.18)
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2
= hpW5(60)hs +hy P (6o)hg + Z \PA.f(eo)(hAj)] (5.19)

JjegT
+h;Wp(00)¥¢(6) ' hg + h, W6 (6h)Pe(6) hp

T
+2h;;PB(90)Z Nhy(T) - g/(0,0)” fo hAJ.(s)dAj(s)]

€T

+2hW6(00) Y|
jeg

T
Alha(T) - g/(0,0)P” f hAj(s)dAj(s)]
0

Obsérvese que el término

2
2 TA,.(eoxm,.)]

jeJ

2

T
[Z A'ha(T) - g/(0,0)e"” f ha,(s) dA(s)
g

0

T 2
D ((Athj(T))z + (gf(o, o)’ f ha,(s) dA ,-(s))
0

jeg

T
—2A7ha(T)g/(0, 0)eP/* f ha,(s) dA ()
0

+P90

T
2Wj(s,0,60)Z{Wk(s,O,00) f hia () dAy ()
0

k>j

~Wk(s, 0, 6p) f S ha, (u) dAo(u) — A"hAk(T)}]) (5.20)
0

Por otro lado, como Py, [‘PAj(GO)(hAj)] = 0, implica que

T
Pgo [AjhAJ(T)] = P90 [g](o, 0)€ﬁlzf hAj(S) dA/(S):|
0
para todo h € H. En paricular, tomando h? se cumple la igualdad de arriba , es decir,

T
Py, | AR} ()] = Py, [gj(O, 0’ fo hf\j(s)dAj(s)] (5.21)

Finalmente, sustituyendo los resultados de (5.20) y (5.21) en (5.18) y tomando la esperanza
se obtiene el resultado deseado.

O

Lema 5.8.2. El operador o es inyectivo.
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Demostracion: Supongase que o(h) = 0. Por el lema 5.8.1, Py, [‘PI(GO)(h)Z] = 0y por lo tanto
Y 1(6p)(h) = 0 casi seguramente.

Sea j € [, por la suposiciéon C8, para cada ¢t € [0,7], ||z|]| < ¢; y |[x|]| < ¢}, existe un
subconjunto no despreciable de Q2 (Ilamémoslo ') tal que T(w) = ¢, Z(w) = z, X(w) = X,
Alw) = 1y H(w) = jcuando w € Q. Si la igualdad ¥;(6y)(h) = 0 se cumple casi seguramente,

entonces, en particular eso se cumple para algin w € Q’. Entonces para algin w, ¥;(6y)(h) =0
se reduce a,

ha, () + Wy 2+ I x Z H,xpl

_a%zL[;MK@dAﬂ¢@+4¢gAwa4::a (522
0

con la convencion de que 4, = 0. Escogiendo ¢ arbitrariamente cercano a 0, la ecuacion (5.22)
se reduce a

7, (0) + hy 2.+ ), X Z H,xply = (5.23)

donde A, ; y Ajo son continuas por la derechaen 0y Ao(0) = 0 (por CS). Tomando la diferencia
de (5.22)-(5.23) se obtiene la siguiente ecuacion,

!
I, (D) = B, (0) = & [ f ha,($)dAjo(s) + h,%,»ZAj,o(l)] =0, (5.24)
0
paratodo t € [0, 7], ||zl| < ¢y ¥ ||X]| < ¢;.

Sea t > 0, entonces A o(#) > 0 (por C5) y la ecuacién (5.24) puede ser reescrita como

(1) = ha (0)
Ajo(t)

donde Vj(l) = j(‘)t I’lAj(S) dAj,o(S)/Aj,O(l‘).

= 50" | ri(0) + y 2 (5.25)

Considérese primero el caso cuando S;o = 0. Entonces el lado izquierdo de (5.25) no de-
pende de z y por tanto /g, debria ser igual a 0. Ahora, considérese el caso cuando ;9 # 0. Sean
1, > 0, entonces eﬁ}»oz[r i(t1) — rj(t,)] debria no depender de z. Por la suposiscién C6, la matriz
de covarianza de Z es positiva definida, entonces se pueden encontrar dos distintos valores z; y
z, de Z tales que,

Lot [I’j(ﬁ) _ rj(tz)] = L= [rj(fl) - }"j(tg)] .

Esto implica que r;(¢;) = r;(#2) y por lo tanto, &, () tiene que ser una constante ¢ para cada
t € (0,7]. De (5.25), se deduce que /15 ,(0) = cg, lo cual implica que hg, = 0, ¢, = 0y que



56  CAPITULO 5. MODELO SEMIPARAMETRICO PARA RIESGOS COMPETITIVOS

ha,(t) = 0 para cada ¢t € [0,7]. Lo anterior junto con (5.23) implican que h,, = 0 para cada
j=1,...,J—-1.

Se concluye que hg = 0, hg = 0y que para cada j € J, h, (1) =0 con 7 € [0, 7].

Poniendo estos resultados en o5 ,(h)(s) = 0, se obitiene que /5 () Py, [Wj (s, 0, 6’0)] = (O para
cada s € [0,7] y j € J. Por las suposiciones C2, CS 'y C6, Py, [Wj(~, 0O, 90)] es uniformemente
acotada por O en [0, 7]. Entonces, &5, es identicamente igual a 0 sobre [0, 7] para cada j € 7.
Por lo tanto, se concluye que o es inyectiva.

O

Lema 5.8.3. El operador o es continuamente invertible.

Demostracion: Sea H un espacio de Banach, para probar que o es continuamente invertible,
es suficiente probar que o es inyectiva y que puede ser escrita como la suma A + (0 — A) de un
operador acotado A con inversa acotada y un operador compacto o — A (ver lema 25.93 de van
der Vaart, 1998).

Por el lema 5.8.2 o es inyectiva. Definase el operador lineal A : H — H por Ath) =
(hg, hg, hip;(-) Py, [Wj(-, 0, 90)] ;J € .9). Obsérvese que A es acotado (por las condiciones C4 y

C6) y continuamente invertible con inversa A~'(h) = (hg, hg, ha, ()P, [Wj (-, 0, 90)]_1 ;7€)
porque el término Py, [Wj -, 0, 00)] es uniformemente acotado por 0 en [0, 7] (por C2, CS, C6).

Como un operador lineal acotado con dimension finita es compacto, entonces solo es nece-
sario mostrar que el operador K, : VB(0,7) — VB(0,7) con j € J, dado por

Ka(ha)(s) = ha(5)Pg, |Wi(s,0,60)|

T
~Py, [2Ath,.<T>Wf(s, 0, 6y) — {W/(5,0,60) f N dAj,o<u)]
0

+P90

T
2Wj(5,0,90)Z{Wk(S,O,90) f Ty () dA (a0
0

k>j

_W(s, 0. 0) f ia, 0) dAgo ) — A"hAk<T)}]
0

que existe una subsucesion y un elemento g € VB(0, 7) tal que [|Kx,in, nm) — &llv = 0.

es compacto. Es decir, dada una sucesion de funciones 7, con ||y 4|, < 1, se debe demostrar

Como Kj,; es un operador lineal acotado entonces, [|Ky /ia ll, < M f |ha, (WIdAo(u) para
cada h,; y una constante positiva M. Entonces es suficiente mostrar que existe una subsucesion
ha,nmy d€ hy,, que converge. Como Ay, es de variacion acotada, se puede escribir /5, cOMo
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una diferencia de funciones acotadas crecientes h(l) Ly h(z) Por el teorema de Helly, existe una
subsucesion h&l) () de h(l) la cual converge puntualmente a h'"”*, de 1a misma manera existe una
/ J

subsucesion hﬁ\z) oy € h(z) la cual converge puntualmente a h(z) Entonces £, ,, converge a la

diferencia de los limites por el teorema de convergencia dommada se sigue o — A es un operador
compacto.

O

Se denotard la inversa de o por & = (0B, 0,03 J €J) : H — H.

5.8.2. Normalidad asintotica de los NPMLEs

Para establecer la normalidad asint6tica se comienza estableciendo algunas notaciones que
seran utilizadas mds adelante. Sea {ej,...,ep} la base canénica de R”, donde e,, es el vector
columna de dimensién P con 1 en la m-ésima entrada y O en otro lado, m = 1,..., P. Denotemos
por (u, 0y, 0; j € J) el vector conformado por h tal que hg = u, hg =0,y hAj es identicamente
igual a 0 para cada j € J. Definase el operador lineal @ : R — R’ de la siguiente manera,
u - @) =op((w,00,0; j € 9)). Sea X la matriz de dimensién (P X P) definida por

2 = (w(e)...w(ep)).

Teorema 5.8.1. Bajo las condiciones C1-C9, \n(B, — By) converge en distribucion a una dis-
tribucion normal P-variada con media cero y varianza eficiente X.

Demostracion del Teorema 5.8.1: La demostracion se basa en las ideas desarrolladas en la
demostracién del Teorema 3 de Fang et al. (2005). Como

P1(00) Vi, — 6) = \n (¥.(60) — P(60)) (g) + 0,(1). (5.26)
Por el lema 5.8.1

WE00) () VB, — ) = VB, — Bo) rp(e) + V(G — GoY ()
Y [ o @m o Vidd, - A, G20

JeT

Combinando las ecuaciones (5.26) y (5.27) y el hecho de que o es continuamente invertible
entonces se puede escribir g = o(h), permitiendo obtener,

V| (B, — Bo) + hg; (G, - Go) + thA(s)d EIOIE

JeT

Vi (F,(00)(T(h) = Py, [¥1(60)(@(h))]) + 0,(1).
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Tomando hg = 0g y &y, la funcién identicamente igual a O para cada j € 7, entonces la
ecuacion anterior se reduce a

Vihy, (B, - Bo) = Vi (W, (60)(@ () — Py, [1(60)GW0))]) + 0,(1), (5.28)
donde h = (hg,00,0; j € 9). Por el teorema del Limite Central y el lema 5.8.1 el término
Vihiy(B, — Bo)
converge en distribucién a una distribucién normal con media cero y varianza
Py, [¥1(60)(@(0))’],
para cada hy € R”. Obsérvese que h = o(G(h)) = (0@ (h)), o6(T(h)), oa,(T(H)); j € T) y por
el lema 5.8.1 se sigue que,

Py, |1(60)@(0))*| = hyTy(h) = hyw(hs).

y entonces, Py, [‘Pl(GO)(E(ﬁ))Z] = hyZhg. Por lo tanto, por la Cramer-Wold device (definida en

van der Vaart , 1998), \/ﬁ(ﬁn — By) converge en distribuciéon a una distribucién normal con
media cero y matriz de varianza-covarianza X. Ahora bien, sea h igual a h,, = (e,;,09,0; j € )
en (5.28), paracadam = 1,..., P, lo que permite establecer un sistema de P ecuaciones:

(B, ~B) = = 251030 + 0,(D)

donde
1(0; 6y) = ZW¥g(6o) + Z"¥Pc(0o) + Z Wa,(60) (),
JET
ooy aa,(hy)
z* — E , Z** — E ,
Te(hpy a,(hp)

aqui W ,(6o) es aplicado componente a componente a ™. Asi, B, es un estimador lineal asin-
tético de By, y su funcién de influencia pertenece al espacio tangente generado por las funciones
de score. Por lo tanto B, es semiparamétricamente eficiente (ver Tsiatis, 2006).

O

Observacion. En el andlisis de riesgos competitivos el pardmetro de regresiéon B es usual-
mente el pardmetro de interés. Sin embargo, también se puede establecer el resultado de la
normalidad asintética para los NPMLEs G y A ;. Denotemos por ¢ : R — R2 y definase ¢(u) =
06((0p,u,0;j € 9)), sealf,... £y} una base candnica de RCysea T = (g(f))... s(fp)) la ma-
triz de dimension (Q X Q) de ¢ con respecto a esta base. Sea también h;, = (hg, hg, hs;; j € )
tal que hg = 0p, hg = 0g,h15,(-) = I{- < t} para algin z € (0,7), j € J y hy, es identicamente
igual a cero paracadale J,[ # j.
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Teorema 5.8.2. Bajo las condciones C1-C9, \n(G, — Gy) converge en distribucién a una dis-
tribucion normal Q-variada con media ceroy matriz de varianza (. Ademds, para cada t € (0, T)
yj €9, VvnlA in(t) = Njo(t)) converge en distribucion normal con media cero 'y varianza

o2, = [ Ta,()(5) A jo(s).

Demostracion del Teorema 5.8.2: La demostracion es similar a la del Teorema 5.8.1.

O

5.9. Estimacion de la varianza

Esta seccion se enfoca en la estimacion de la varianza asintética de B,, G, y Aj,(f). La
estimacion de A j,(7) puede ser util para obtener intervalos de confianza las funciones de riesgo
acumulado A, (7).

Sean AB, AG BBy BS matrices de dimensiones (P x P), (P X Q), (Q x P) (Q X Q) respecti-
vamente definidas por,

Ay =B, |¥a(6)%,
B =P, [¥c(.)%].
AS =P, [¥s@,)¥c(®,) ] = (BY)

’

Sea A® una matriz particionada de dimension (P X s,) definada como,
AN = (AN ADN),

donde Aﬁ’ es una matriz de (P X |S£|), donde la /[-ésima columna (l = 1,..., |S£|) es expresada
por

2 —
=g en >
n B,(],l)( )

para cada j € J y donde Wg j,l)(/e\n) denota el valor de ‘I’B(/H\,,) pero evaluado en el individuo
i,talque A, = 1y T, = tl’ (jeJyl=1,...,]8)). De la misma manera, definase la matriz
particionada B de dimensién (Q X s,) dada por,

BY = (BN ...BM),
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para cada j € 7, donde B, N es una matrlz de dimensién (Q X IS’ ) con la [-ésima columna (/ =

IS’ ) esta dada por (2/n)¥¢;, l>(9 ), donde el término ¥ l)(Q ) es definido similarmente
como en g m(@,,). Definase también las matrices particionadas C,]f y Cf’ de tamafio (s, X P)y
(s, X Q) respectivamente, de la manera siguiente,

C?, C¢,
ci=| : |yCi=| i |
Cos Cs
para cada j € 7, CS, jesuna matriz de (ISZ;I X P) donde el [-ésimo rengléon (I = 1,..., ISi;I) esta

dado por,
.| 2950, 8108 Y (1))
mientras que C,(: jesuna matriz de (|S£| X Q) donde el [-ésimo renglén esta dado por,

~P, [2%@)'gf<o;§n>e@nz¥<t{ >] :

Definase C» como una matriz particionada de (s, X s,) donde la entrada (j, k)-€sima (para
jeJ,keJ)es lasubmatriz C A de dimension (|SJ | x |S¥|) donde el elemento (I, m)-ésimo es
definido como sigue,

- 2 -
chdm) = Ij=k {1{1 = m}E, [WA(#,, 0.6, = =W}, O 60)
+2,| (Wit 0,80) SAG@E, < 7))
+1{j < k} P, [2W/(t], 0,6, W (e}, 0, 0,) AN (15) {11, < T)

. 2 —
—1k < )] - ZW-'(r{,O(k,m,en)}

paral=1,..., IS{;I ym=1,..., |S]f,|- En la expresion de C:l\,]}(l’ m), el término mn(t) denota los

tamafos de los saltos de Xk,n al tiempo £; esto es, m NOE Kk,n(t) - Xk,n(t—). Mis atn, O
denota el valor de O para el individuo i tal que A; = 1y T; = £ .

Definanse D,, la matriz particionada definida por,

D,=| B® BS BA

AB AG AN
cB 6 CA]
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y las matrices
3, = {AF - ASB B! - (A} - ASBS)'B))
X(Ch — CSBS) BN (CPCSES) B
T, = (BS - BE(AD)'AS — (B) - BE(AD)'AD)
X(C — CBAR AN (O~ CBaB)y 1A
.= {Ch - CHAD Ay - (CF - Clan™'AD)
x(BS — BB AS) (B - BRADAD) .

Y definanse también los vectores @;,, y U;;, de dimensiones s,, cont € (0,7)y j € 7 tales
que,

(o AR (11 YN Y
®jun = (0, ARG < 1) .. BALE UL, <0 0

’
Y J J ’
Ui = ("zg e <o) e, <) ou,) :
donde V. = Zi: ISy u)) = Z,f:jﬂ |S¥| con I} = u/ = 0. Con todas estas especificaciones se
satisface lo siguiente:

2 —

Teorema 5.9.1. Bajo las condiciones CI1-C9, los estimadores de la varianza X, (', y Tin =

(I);.J’nEn U;.n converge en probabilidad a %, Y’ y O'it (t € (0,7), j € J) respectivamente.

Demostracion del Teorema 5.9.1: La demostracion se basa en las ideas desarrolladas por Parner
(1998), Dupuy y Mesbah (2004) y Fang et al. (2005).

En primer lugar, se estima o a través de una version empirica 0, = (OB, OGns TA;ns J € F)
obtenida al remplazar 6, y Py, por /0\,1 y P, respectivamente en o, 0g y 04, Siguiendo los
mismos argumentos del lema 5.7.2, las funciones o, 06 0a,n con j € J forman clases
Donsker de donde ||o,(h) — o (h)||z — 0. Como o, es invertible y con inversa continua, entonces
se puede expresar h = 0,(g). Entonces,

llo(o(h)) = o(on (M)l

o(h
W@l -y — o)l
nert  hllgy

llo7n(8) — ()l

Como ||o,(h) — o(h)|l[z — 0, entonces 0, = (OBu, TG Ta;m>j € J) converge a o(h) en
probabilidad (ver Dupuy y Mesbah, 2004).

Para cada hg, la varianza asintética de \/ﬁhi}(ﬁn — By) es hyw(hg), la cual es calcula-
da sistemdticamente por hyog,(h), donde h = (hg,0y,0; j € J). Definase h, tal que, h, =
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(le,n, BG,,,, szj,n; jedg) = b",,(ﬁ). Entonces an(ﬁn) =h, lo cual se puede reescribir de la manera
siguiente,

O-B,n(lén) = hB
O-G,n(hvn) = 0Q
Taan(h)(s) =0,  s€[0,7]

'crA,’n(B,,)(s) =0, sel0,7].

En particular, sea s = ¢/, .. | , para cada j € 7, en el sistema anterior. Esto produce un sistema

de (P + Q + s,) ecuaciones las’ cuales pueden ser escritas en forma matricial, cuya expresion es
la siguiente,

l‘iB,n hB
D,| hg, |=| 0o (5.29)
ﬁA,n Osn

donde ha, = (fir,a(t)).. .izAl,n(t“Sll)...EA,,n(tJ) hA,n(t|S, ))’. Haciendo algunos calculos en

(6.32) se puede demostrar que BBn = X,hg, donde X, fue definida anteriormente entonces,
h; %, hg es un estimador consistente de la varianza asintdtica de \/nh! (B —By) para cada hg. A
partir de esto se sigue que X, es un estimador consistente de X. Para obtener la consistencia de
T, se procede de la misma manera.

Seat € (0,7)y j € J. Utilizando el teorema de convergencia dominada y la consistencia
de o, podemos concluir que 0'3,:,” = fot o an(h)(s) dA () converge en probabilidad a O'it.
Similarmente como el procedimiento desarrollado arriba, sea h, = (hg,, hg . hn; 03 j € J) =
oa(hj,). Entonces o ,(h,) = h;,, lo cual puede ser escrito

O-B,n(hn) = 0P
O-G,n(hn) = OQ
o)) = s <1}, se[0,7] (5.30)
oanhy)(s) =0, (€T, 1+ js€[0,7]
En particular, tomando s = t{ e ’t|{s ; para cada j € J en (6.33) se obtiene el sistema de
ecuaciones '
hB,n OP
Dn hG,n = OQ
hA,n Uj,t,n

donde hy,, = (hy, a(1]).. 'hAl’n(l|{Sl|) o cha () ha, n(tlsj )y Uj., ya han sido establecidas
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anteriormente. Similarmente a lo anterior se puede demostrar que hy , = Z,U}, ,, y también que,

!
U?J,n = fa-Aj,n(hj,t)(s)dAj,n(S)
0

IS
D T a ) EHAR (D] < 1)
=1
— (I)’

Jtn

hA,n

7’
Jt.n

2

y por lo tanto, @, =,U;,, es un estimador consistente para o,

O

5.10. Simulaciones

La realizacion de simulaciones representa una importante herramienta estadistica para inves-
tigar el rendimiento, las propiedades y la adecuacion de los modelos estadisticos en situaciones
pre-especificadas. En esta seccion se ilustrard el funcionamiento del modelo de mezclas semi-
paramétrico para el andlisis de riesgos competitivos estudiado en las secciones anteriores.

Dos estudios de simulacion fueron realizados; en el primer estudio se consideré un tamafio
de muestra n = 30 mientras que para el segundo estudio el tamafio de muestra fue n = 200. En
ambas situaciones se consideraron, dos tipos de causa (J = 2) y una variable explicativa Z que
fue generada a través de una distribucién normal estdndar. El modelo de mezclas para riesgos
competitivos representado por las ecuaciones (5.2) y (5.3) fue ajustado mediante dos métodos. El
primer método utilizado fue el estimador producto limite (PLE) descrito por Escarela y Bowater
(2008). Ellos especifican la distribuciéon de supervivencia condicional para el j-ésimo riesgo
como

sin=[] e  jeg. m=1..k,
m:tjm<t
donde k;, denota el niimero de muertes por causa j, @, son parimetros no negativos con ajp = 1

y
- S it mr1y)
jl’ﬂ - T4 /.
S j(tjm)
Por lo tanto la estimacion de la funcién de supervivencia base condicional es expresada como

A d.
Si(t) =expq— _/
m:%<t ZmEij glj’n(e) exp(ﬂjzm)

donde, para cada tipo de fallo j, 7;1) < ... < t;; denota los distintos tiempos de fallo, R; es el
conjunto de individuos que se encuentran en riesgo antes de 7, y d;; es el nimero de muerte
por causa j al tiempo ;).
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El segundo método utilizado fue el modelo exponencial donde la distribucién condicional es
especificada por 4;(f) = exp{k;}, donde —co < k; < 00, j=1,2.

Los tiempos de supervivencia en cada estudio fueron obtenidos por medio del método de
transformacion inversa, dos casos fueron considerados. Primero, se considerd una funcidén de
mortalidad para cada riesgo con distribucidén exponencial, es decir,

/lj(t|Z) = ]’lj exp(ﬁ’/Z) ] =1,2.

Por lo tanto, si un elemento pertenece al primer componente, un tiempo de supervivencia para
la causa 1, es generado de acuerdo a 4,(#|Z), el cual es obtenido por el método de transforma-
cion propuesto por Bender ef al. (2005) (quienes presentan técnicas para generar tiempos de
supervivencia aplicando el modelo de riesgos proporcionales de Cox). Por tanto el tiempo de
supervivencia sigue la siguiente formula

_ —log(U)
hy exp(B,Z)’
donde U es una variable que sigue una distribucion uniforme en el intervalo [0,1]. De la misma
manera, para un elemento que pertenece al segundo componente, el tiempo de supervivencia

para la causa 2 es generado de acuerdo a A,(#|Z) y aplicando el método de transformacion inversa
este tiempo puede ser generado por,

_ —log(U)
hs exp(B,Z)

donde U es una variable que sigue una distribucion uniforme sobre el intervalo [0,1].

Los valores verdaderos considerados para generar los tiempos de supervivencia en este caso
fueron,
(h1,B1, hy, B2) = (0.5,-0.5,1.0,-1.0).

Para el segundo caso se considero que ambas componentes de la funcion de mortalidad
siguen una distribucién Weibull, es decir,

(12 = hyexpBZyv;t ™ j=1,2,

donde v > 0y por consecuencia, el tiempo de supervivencia puede ser generado siguiendo la
formula (Bender et al., 2005)

_ l/V,'
p (L lostw Y
hi exp(B;Z)

donde U es una variable que sigue una distribucién uniforme en el intervalo [0,1].
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Para este caso los verdaderos valores de los pardmetros considerados fueron,
(h1,B1,v1,ha, B2, v2) = (0.5,-0.5,0.5,1.0, 1.0, 1.5).

Obsérvese que al tomar estos valores de parametros, la primera fuerza de mortalidad corresponde
a una funcién decreciente, mientras que la segunda funcién de mortalidad corresponde a una
funcién creciente.

En los dos estudios el modelo logistico propuesto en la ecuacion (5.3), se considero el vector
de covariables X = (1,Z), donde los verdaderos valores considerados para los coeficientes de
regresion fueron, y = (—1.0, 0.5). Para cada elemento el tiempo de censura fue generado por una
distribucién uniforme U(d,,d,) donde d; y d, son cualesquiera contantes. Si el k-€simo tiempo
de fallo fuese mayor que el k-ésimo tiempo de censura, entonces es considerado el k-ésimo
elemento como censurado. En este estudio se consideran 3 conjuntos diferentes de d; y d, lo
que permitird investigar el comportamiento del modelo para diferentes niveles de censura. Para
cada estudio, se generaron 100 muestras independientes para ajustar los datos mediante los dos
métodos.

En las Tablas 5.1 y 5.2 se presenta un promedio de las estimaciones de los coeficientes con
sus respectivos errores estdndares para ambos métodos (estimador producto limite y modelo
exponencial) cuando el tamafio de la muestra es igual a 30. La Tabla 5.1 muestra los resultados
obtenidos cuando los tiempos de supervivencia siguen el modelo exponencial, obsérvese que
cuando el nivel de censura es bajo tanto el modelo semiparamétrico y el enfoque paramétrico dan
buenas estimaciones, pero conforme el nivel de censura aumenta en este caso mostramos niveles
de censura al 23.3 % y al 39.8 % ambos modelos dan estimadores malos. La Tabla 5.2 muestra
el promedio de las estimaciones de los coeficientes cuando los tiempos de supervivencia siguen
un modelo weibull, para este caso se obtuvo malas estimaciones para ambos modelos y para
los diferentes niveles de censura. En particular, en el caso del enfoque semiparamétrico cuando
el nivel de censura es alto no fue posible obtener las estimaciones, se dejo correr el programa
por varias horas (més de 8) sin tener respuesta alguna, el problema es que son pocos datos con
muchas observaciones censuradas y tal vez la distribucién de los datos también ocasiona mas
problemas.

En las Tablas 5.3 y 5.4 se presenta un promedio de los estimaciones de los coeficientes con
sus respectivos errores estdndares para ambos métodos (estimador producto limite y modelo ex-
ponencial) cuando el tamafio de la muestra es igual a 200. Los resultados presentados en la Tabla
5.3 fueron obtenidos cuando los tiempos de supervivencia fueron considerados provenientes de
una distribucién exponencial. A partir de estos resultados se puede observar que el método
semiparamétrico y el enfoque paramétrico son comparables cuando el nivel de censura es ba-
jo. Mientras que para niveles medios y amplios de censura el enfoque paramétrico proporciona
mejores estimadores de los coeficientes del modelo a comparacion del enfoque semiparamétri-
co. Obsérvese que mientras el nivel de censura se incrementa las estimaciones del modelo semi-
paramétrico se van alejando ligeramente de los verdaderos valores de los pardmetros. Por otro
lado, la Tabla 5.4 presenta los resultados obtenidos cuando los tiempos de supervivencia siguen
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un modelo weibull. En este caso, se puede observar que el enfoque semiparamétrico estudiado
en este capitulo proporciona mejores estimaciones respecto al modelo exponencial. Y esto se
debe a que en este caso se considero que la distribucién de los tiempos de supervivencia fuera
diferente a una distribucién exponencial. Obsérvese también que para niveles bajos de censura
el modelo exponencial da malas estimaciones para los coeficientes de probabilidad de tipo de
riesgo, mientras que para altos niveles de censura el problema es con la estimacion de los coefi-
cientes de la funcién de riesgo.

En conclusién, con los resultados de las simulaciones realizadas podemos afirmar que cuan-
do el tamafio de la muestra es 200 el método semiparamétrico estudiado en este capitulo es
tedricamente satisfactorio pero también es computacionalmente intensivo.
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Cuadro 5.2: Promedio de las estimaciones de los coeficientes y sus correspondientes errores estindares usando el estimador pro-

ducto limite (PLE) y el modelo exponencial, cuando n=30 y los tiempos de supervivencia siguen un modelo weibull.

Distribucion de censura Censura PLE Exponencial
Coeficientes de probabilidad de tipo de riesgo
Parametro Covariable Valor verdadero Estimacion  S.E. Estimacion S.E
U(2.0,19.0) 8.7 % Y1 Intercepto -1.0 -1.241 0.123 -1.167 0.017
Y1 X 0.5 0.259 0.124 0.562 0.032
Coeficientes en funcion de riesgo
B Z -0.5 -1.375 0.204 -0.834 0.043
B2 Z -1.0 -1.110 0.077 -0.738 0.262
Coeficientes de probabilidad de tipo de riesgo
Parametro Covariable Valor verdadero Estimacion  S.E. Estimacion S.E.
U(0.5,5.7) 23.7 % Y1 Intercepto -1.0 -6.131 2.516 -1.401 0.052
Y1 X 0.5 2.613 0.925 0.363 0.325
Coeficientes en funcion de riesgo
Bi Z -0.5 -5.052 2.103 -3.959 1.612
B2 Z -1.0 -1.138 0.402 -0.820 0.136
Coeficientes de probabilidad de tipo de riesgo
Pardmetro Covariable Valor verdadero Estimacion  S.E. Estimacion S.E.
U(0.5,2) 39.0 % Y1 Intercepto -1.0 - - -9.411 0.688
Y1 X 0.5 - - 3.692 0.608
Coeficientes en funcion de riesgo
B1 Z -0.5 - - -6.842 1.45
B2 Z -1.0 - - -0.864 0.155
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Cuadro 5.4: Promedio de las estimaciones de los coeficientes y sus correspondientes errores estandares usando el estimador pro-
ducto limite (PLE) y el modelo exponencial, cuando n=200 y los tiempos de supervivencia siguen un modelo weibull.

Distribucion de censura Censura PLE Exponencial
Coeficientes de probabilidad de tipo de riesgo
Parametro Covariable Valor verdadero Estimacién  S.E. Estimacion S.E
U(2.0,19.0) 9 % Y1 Intercepto -1 -1.086 0.095 -1.053 0.063
Y1 X 0.5 0.415 0.110 0.495 0.018
Coeficientes en funcion de riesgo
Bi X -0.5 -0.450 0.051 -0.700 0.036
B2 X -1.0 -1.032 0.037 -0.694 0.033
Coeficientes de probabilidad de tipo de riesgo
Parametro Covariable Valor verdadero Estimacién  S.E. Estimacion S.E.
U(0.5,5.7) 22.3% Y1 Intercepto -1 -1.125 0.140 -1.354 0.155
Y1 X 0.5 0.365 0.145 0.248 0.103
Coeficientes en funcion de riesgo
B1 X -0.5 -0.428 0.091 -0.376 0.131
B2 X -1.0 -1.042 0.072 -0.834 0.38
Coeficientes de probabilidad de tipo de riesgo
Parametro Covariable Valor verdadero Estimacion  S.E. Estimacion S.E.
U(0.5,2) 38.7 % Y1 Intercepto -1.0 -1.155 0.158 -1.844 0.140
Y1 X 0.5 0.523 0.026 0.248 0.200
Coeficientes en funcion de riesgo
Bi X -0.5 -0.560 0.066 -0.414 0.012
B2 X -1 -1.039 0.042 -0.900 0.087




Capitulo 6

Modelo de cura semiparamétrico
utilizando modelos de transformacion

6.1. Introduction

Los modelos de cura permiten estudiar datos en donde existe una proporcién de individuos
que nunca experimentan el evento de interés. Estos individuos son conocidos como curados,
mientras que los individuos susceptibles al evento son considerados como no curados.

Un ejemplo tipico de este tipo de datos es cuando en estudios clinicos, una proporcion de
individuos responden favorablemente a algiin tratamiento, siendo libres de cualquier signo o
sintoma de la enfermedad y son considerados como individuos completamente curados, mientras
que el resto de los individuos pueden recaer al tratamiento.

Farewell (1986) y Taylor (1995) dan algunos ejemplos en el tratamiento de céncer y en el
efecto de radiaciones. El objetivo de estos estudios es estimar la tasa de cura, (proporcion de
individuos curados en la poblacién) y la distribucién de los tiempos de fallo para los individuos
no curados ajustando covariables. Aplicaciones de modelos de cura pueden ser encontrados en
muchas disciplinas incluyendo las ciencias biomédicas, la economia, la sociologia y la inge-
nieria, entre muchas otras. Maller y Zhou (1996) dan una amplia lista de aplicaciones de este
tema.

Gran literatura puede ser encontrada para el estudio de modelos de cura. En particular, una
variedad de modelos paramétricos han sido considerados, los cuales utilizan un modelo logistico
para la proporcién curada y una distribucion particular para los tiempos de fallo de los indivi-
duos no curados. Discusiones de modelos paramétricos pueden ser encontradas en: Berkson y
Gage (1952), quienes utilizan una distribucion exponencial para los tiempos de supervivencia
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y una constante para la fraccién de cura para ajustar datos en el andlisis de cancer de seno y
de estomago. Farewell (1982, 1986) proponen una regresion Weibull para la supervivencia y
una regesion logistica para la fraccion de cura. Otras referencias importantes son: Boag (1949),
Jones et al. (1981), Pack y Morgan (1990), Cantor y Shuster (1992), Maller y Zhou (1992),
Sposto et al. (1992), Lo et al. (1993) y Ghitany et al. (1994). Distribuciones més generales tales
como la gamma generalizada y la F' generalizada son propuestas por Yamaguchi (1992) y Peng
et al. (1998), respectivamente.

Los métodos paramétricos son parsimoniosos y facil de interpretar, sin embargo pueden ser
sensibles a errores de especificacion del modelo, mds aun, existe poca evidencia para sugerir y
justificar el empleo de un modelo paramétrico.

Una alternativa a los modelos paramétricos son los modelos semiparamétricos. Entre los au-
tores que estudian este tipo de modelos se pueden mencionar a: Kuk y Chen (1992), quienes
consideran la estimacion de los pardmetros de regresion utilizando el método de méxima ve-
rosimilitud marginal, proponen el modelo llamado modelo de cura de riesgos proporcionales,
en el cual el modelo de riesgos proporcionales de Cox (1972) es especificado en el tiempo de
supervivencia de los individuos susceptibles y el modelo de regresion logistica para la fraccién
curable. El modelo tiene la flexibilidad de ser semiparamétrico pero su método de estimacion
depende de aproximaciones de Monte Carlo, lo cual lo hace computacionalmente inconveniente
para ser empleado.

Por otro lado, Taylor (1995) emplea el estimador de Kaplan-Meier para estimar la distribu-
cién de los tiempos de supervivencia para los individuos no curados y el algoritmo EM para
estimar los coeficientes del modelo logistico. El problema con esta especificacion es que no
tiene la flexibilidad de incluir variables explicativas en la distibucion de los tiempo de fallo para
los individuos no curados.

Peng y Dear (2000) y Sy y Taylor (2000) estudian un modelo de mezclas noparamétrico.
Ellos extienden el modelo de riesgos proporcionales de Cox permitiendo que existan pacientes
curados en la poblacién e investigan efectos de covariables sobre la distribucién del tiempo de
fallo ¢. El algoritmo EM vy la verosimilitud marginal son empleados para estimar los parimetros
de interés. Sus modelos extienden los modelos y los métodos de estimacidn existentes.

Fang et al. (2005) consideran la inferencia de un modelo de mezclas de riesgos logisti-
co/proporcional semiparamétrico. Estudian la consistencia y la normalidad asintética de sus
estimadores semiparamétricos de maxima verosimilitud. Derivan la estimacién consistente de
la varianza para los componentes paramétricos y noparamétricos. Lu (2008) propone un acer-
camiento de verosimilitud noparamétrico para estimar la funcién de mortalidad integrada y los
pardmetros de regresion. Finalmente, establece la propiedades asintdticas de sus estimadores
usando la teoria moderna de procesos empiricos.

Recientemente, Lu y Ying (2004) proponen una estimacion de ecuaciones para modelos de
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cura semiparamétricos empleando modelos de transformacién, donde la clase de modelos de
transformacion lineal son usados para el tiempo de fallo de los individuos susceptibles y un
modelo logistico es usado para modelar la fraccion curable. Emplean la teoria de martingalas
para construir las ecuaciones de estimacion. Las propiedades de muestras grandes de los esti-
madores resultantes son estudiadas. Sin embargo, el algoritmo para resolver las ecuaciones de
estimacién puede no converger y los estimadores resultantes de los pardmetros de regresién no
son eficientes aun cuando el modelo es especificada la propiedad de riesgos proporcionales.

Modelos semiparamétricos de transformacion han sido estudiados en otros contextos como
por ejemplo, para datos agrupados (Zeng y Lin, 2008), para eventos recurrentes (Zeng y Lin,
2007) y para situaciones de punto de cambio (Kosorok y Song, 2007).

El propésito de este capitulo es generalizar el modelo propuesto por Lu y Ying (2004) uti-
lizando la clase de transformacion lineal (ver Clayton y Cuzick ,1985; Cuzick, 1988; Bickel et
al. 1993; Cheng et al., 1995) para analizar datos con fraccion curable. El modelo propuesto tiene
la flexibilidad de incluir variables explicativas dependientes del tiempo, ademés combina una re-
gresion logistica para la probabilidad de ocurrencia y la clase de modelo de transformacién para
el tiempo de ocurrencia. Incluye como casos particulares, el modelo de cura de riesgos propor-
cionales (Farewell 1982; Kuk y Chen, 1992; Sy y Taylor, 2000; Peng y Dear, 2000) y el modelo
momios-proporcionales (Bennet, 1983; Murphy et al. 1997; Zeng et al. 2005; Martinussen y
Scheike 2006). Una vez especificado el modelo, se establecen las propiedades asintéticas de
los estimadores resultantes del modelo empleando la teoria moderna de los procesos empiricos.
Se muestra que los estimadores de los pardmetros son semiparamétricamente eficientes y final-
mente se deriva la estimacion de la varianza consistente para los componentes finito e infinito
dimensionales.

6.2. Modelos de cura

El objetivo de esta seccion es presentar el marco tedrico de los modelos de cura, los cuales
suponen que la poblacién subyacente es una mezcla de individuos susceptibles y no suscepti-
bles. Se analizaran datos de supervivencia con censura a la derecha con la posibilidad de que
existan individuos curados en la poblacion, por lo tanto todos los individuos susceptibles de-
berdn de experimentar el evento de interés siempre y cuando no exista censura, mientras que los
individuos que son no susceptibles son considerados como inmunes al evento de interés. Bajo el
modelado de mezclas se puede descomponer el tiempo del evento de la siguiente manera,

T =nT"+ (1 —n)

donde T* < oo, y denota el tiempo de fallo de un individuo susceptible, mientras que 7 es una
variable indicadora, la cual toma el valor de 1 si el individuo es susceptible y O si no. Asi, se
puede modelar por separado la distribucion de supervivencia de los individuos susceptibles y la
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fraccion de los susceptibles. El modelo para datos de supervivencia considerando una faccién
curable, es representado por las dos férmulas siguientes
Pt<T"<t+diT* >1,7)

AZ) = lim ” (6.1)

exp(y'X)

a(y'’X) =P =1X,y) = Tp(y’X)

(6.2)

donde el primer término representa la funcién de mortalidad para un individuo susceptible y el
segundo representa la tasa de cura, la cual sigue un modelo logistico. Z y X son vectores de
covariables en R? y R” respectivamente (las componentes del vector Z pueden ser variables de-
pendientes del tiempo). Z y X pueden tener componentes independientes del tiempo en comun,
v es el vector de coeficientes, el cual contiene el componente correspondiente a la ordenada. A
partir de esta notacion, la funcién de supervivencia de T es expresada como,

S:(tX,Z) = P(T >1X,Z)
= B(T>t,n=1X,2)+PT > t,n=0X,Z)

= (T >ty=1,X,Z)P(n = 1|X) + (T > |y = 0, X, Z)P(57 = 0]X)
= B(T* > Z)n(y'X) + P(7 = 0]X)

= 71(yX)SrZ) + 1 - n(y'X),

donde S 7-(#|Z) es la funcion de supervivencia del tiempo de fallo para los individuos suscepti-
bles. La funcion de densidad correspondiente es definida por

d
X, 2) = d_t{FTmX’Z)}

d

= d_t{l - Sr(t1X,Z)}
d

= d_t{l -1y X)S1-(t|Z) — 1 + n(y'X)}

d
= —ﬂ(Y'X)ztST*(ﬂZ)

= n(y'X)fr-(t1Z),

donde f7:(#|Z) es la funcién de densidad del tiempo de fallo para los individuos susceptibles.

Obsérvese que la funcién de supervivencia y la funcién de densidad para los individuos
curados toman el valor de 0 y 1 respectivamente, para cada valor finito ¢, esto es porque los
individuos curados no experimentan el evento de interé por lo tanto, sus tiempos de fallo pueden
ser definidos como infinitos.

Supdngase que la variable T puede ser censurada a la derecha por una variable aleato-
ria positiva C. Dendtese por 7 el tiempo final de seguimiento en el estudio. Definase ¥ =
min (7, min(r,C)) y A = H{T < min(r, C)}, donde 1{-} denota la funcién indicadora. Més aun, se
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asume que el tiempo de censura C es independiente de 7' y n dado Z y X. Los datos consisten
en n vectores independientes (Y;, A;, Z;, X;) (i,...,n).

Supodngase que la distribucion marginal de las covariables Z y X no dependen de los parametro
del tiempo de fallo y de la distribucién de la tasa de cura, entonces la funcién de verosimilitud
para el modelo de cura dadas n replicas i.i.d (Y;, A, Z;, X,), i,...,n, es representada por

n

[ [ Ui, Zoy™ (S 1 (YiX, Zo)' ™)

i=1

= | | e/ X fr- (VUZOY (1 = 7y X)) + 7/ XS - (VX Z)) 7.
i=1

La construccién de esta funcion de verosimiltud para los modelos de cura fue también deriva-
da por Fang et al. (2005) y Lu (2008).

6.3. Modelos de transformacion

Emplear modelos de transformacién permite obtener una gran variedad de modelos para el
andlisis de tiempos de supervivencia censurados. Esta clase de modelos incluyen el modelo de
riesgos proporcionales y el modelo de odds-proporcionales como casos particulares, asi como
tambien muchas otras alternativas. Estos modelos han sido de principal interés para muchos
autores, véase por ejemplo: Cheng et al. (1995), Bagdonavicius y Nikulin (1999), Bagdonavicius
y Nikulin (2002), Chen et al., (2002), Slud y Vonta (2004), Kosorok y Song (2007), Martinussen
y Scheike (2006), Zeng y Lin (2007) y Zeng et al. (2008).

6.3.1. Modelos de transformaciéon semiparamétricos

Sea T* un tiempo de fallo aleatorio y Z un vector de covariables de dimensién ¢, el cual
es considerado por el momento, independiente del tiempo. La clase de transformacion lineal es
expresada por la escuacion:

WT*)=-BZ+e, (6.3)

donde 4 es una funcién de transformacion creciente desconocida, 8 = (Bi,...,,)" es el vector
de dimensién ¢ de los parametros de regresion de interes y & es una variable de error aleatoria
con funcién de distribucién conocida F, (€ es independiente de Z).

De esta manera, el modelo (6.3) puede ser reparametrizado como,

AT = e P2,
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donde A(u) = exp(h(u)) es una funcién desconocida, la cual es estrictamente creciente y positiva
tal que A(0) =0y lim, o A(u) = oo.

Sea F'r-z la funcion de distribucion de 7 dado Z. Entonces

P(T* < 1|1Z)

= P(AT") < AQIZ)

= P(eP%e® < A(1)|Z)
= P(e® < A()FLZ)

= F..(A@D)?)

Frz(1)

donde F,- denota la funcion de distribucion condicional de e®. Por lo tanto, la funcién de riesgo
para 7" dado Z es representada por

dFrz(0/dt  dF (AP D) [dr  fu(ADP ) A1)eP?
1= Froz(t) 1= Fu(ADF?) 1= Fu(A(D)F?)

Arz(t|Z)

donde A(-) es la derivada de A(-) y f.- denota la funcién de densidad de e°. Denotando A.- la
funcién de mortalidad de exp(e), la expresion anterior se reduce a

Arz(1Z) = A (P EN(0))EZA(1). (6.4)

A partir de la ecuacion (6.4) se pueden deducir algunos ejemplos de modelos de transforma-
cién importantes:

Ejemplo 1. Supéngase que € tiene distribucidn valor extremo, es decir, F.(u) = 1 —exp(—e").
Entonces, exp(¢e) es distribuida como una variable aleatoria exponencial, por lo cual A.-(u) = 1,
para cada u > 0. De la ecuacion (6.4) se sigue que

Arz(Z) = %),

obteniendo asi, una funcién de riesgo la cual sigue el modelo de riesgos proporcionales de Cox
con funcidn de riesgo base A(-) y funcién de riego acumulativa A(-).

Ejemplo 2. Sup6ngase que € tiene una distribucién logistica estdndar, es decir, F (1) =
exp(u)/(1 + exp(u)). Entonces A.(u) = (1 + u)~!, por lo cual (6.4) se reduce a

A(t)

Arz(1Z) = A+ e PL

Para este caso la funcién de supervivencia condicional de 7" dado Z puede ser expresada
como ,
e PL

Srez(t) = m,



6.3. MODELOS DE TRANSFORMACION 77

o de manera equivalente por
logit(1 — S 7+z(1)) = B'Z + h(1),

lo que proporciona el modelo de odd-proporcionales. Algunos aplicaciones de estos modelos
pueden ser encontrados en Kosorok y Song (2007) y Ma y Kosorok (2005).

A continuacidn se dara una generalizacion del modelo de transformacion, explicado ante-
riormente. Reescribiendo F, como

Fe(u) = 1-G(e"),
donde G es una funcién decreciente conocida, tal que G(0) = 1 y G(c0) = 0. Entonces,

(T* > f|Z) P(WT*) > h()Z) = P(-B'Z + & > h(1)|Z)
= Ple>h(®)+BZIZ)=1-F.(h(t) + B'Z)

= G (eh@eﬁ’z) =G (eﬁ’ZA(z))
- G( f teB'ZdA(s)).
0

Esta expresion puede ser extendida para incluir covariables dependientes del tiempo. Sea
Z(t) = {Z(s) : 0 < s < t}, la cual denota la historia de Z(-) en el intervalo de tiempo [0, 7],

algunos autores consideran el modelo de transformacién definido por la siguiente funcioén de
supervivencia,

P(T* > 1|Z(1)) = G( f eﬁ'Z@dA(s)).

0

o equivalentemente, por la siguiente funcién de riesgo acumulativa A(7|Z(7))

AZ()) = —logG( f t eﬁ’Z“)dA(s)) = H( f t eﬁ’Z“)dA(s)). (6.5)
0 0

Obsérve que H es una funcidn creciente conocida con H(0) = 0y H(co) = oco. En particular,
esta formulacién es adoptada por: Kosorok y Song (2007) quienes estudian modelos de transfor-
macion lineal aplicados a datos de supervivencia con censura a la derecha y punto de cambio en
los coeficientes de regresion; Zeng y Lin (2007) estudian un modelo de transformacion con efec-
tos aleatorios para eventos recurrentes; Zeng et al. (2008) estudian modelos de transformacién
lineal con efectos aleatorios para tiempos de fallo agrupados.

Observacion. Especificando la funciéon H dejando al mismo tiempo sin especificar la fun-
cion A en (6.5) es equivalente a especificar la distribucién de & dejando al mismo tiempo sin
especificar la funcién 4 en (6.3).
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6.4. Notaciones y suposiciones del modelo

Se considerara un modelo de transformacién lineal semiparamétrico con covariables de-
pendientes del tiempo y fraccién inmune, el cual es especificado por la ecuacién (6.2) para la
fraccidn curada y por la clase de modelos de ransformacidn lineal (6.5) para los tiempos de fallo
para los individuos susceptibles.

Para comenzar con el estudio del modelo se daran algunas notaciones y suposiciones que
seran utilizadas a través del capitulo. Para comenzar, se supondra que todas la variables son
definidas sobre un espacio de probabilidad (€2, C, P).

Se asume que el vector de covariables Z es dependiente del tiempo, es decir, Z(1) = {Z(s) :
0 < s < t}; junto con las notaciones dadas en la seccion 1, los datos consisten de n copias i.i.d
0, = (Y, A, Z;(Y), X)), i = 1,...,n. Dendtese por 6 = (B,v,A) el vector de pardmetros en el
modelo (6.2)-(6.5) y por 8y = (Bo, Yo, Ao) los verdaderos valores de los parametros.

Para establecer las propiedades de los estimadores se necesita establecer algunas suposi-
ciones de regularidad:

(C1) Los verdaderos valores 5y y yo pertenecen al interior de conjuntos compactos conocidos
B c R7y G C R? respectivamente.

(C2) El vector de covariables X es acotado con matriz de covarianza positiva definida. Z(-) es
un proceso caglad con variacion uniformemente acotada en [0, 7]. Sean

M, = mix %20 M, = min %20,
1€[0,7],8eB 1€[0,7],6e8

(C3) A(-) es una funcion estrictamente creciente sobre [0, 7]. A(:) es continuamente diferencia-
ble.

(C4) H(-) es tres veces difereciable en [0, %), con HV(u) > 0y sup,.o{|[HX @)} < oo (k =
1,2,3), donde H¥(-) denota la k-ésima derivada de H(-).

(CS) Sea ¥ : [0,00) — [0, 1] una funcién definida por, W(u) = 1 — exp{—H(u)}. Existe una
constante py > 0 tal que

lim sup(1 + xy°(1 — ¥(x)) < o0, limsup(1l + x)""* (PP (x)) < 0

X—00 X—00

Bajo el valor verdadero 6y, la esperanza de las variables aleatorias sera denotada por Py, .

(C6) Con probabilidad 1, existe una constante positiva y finita Mj; tal que
Po,[AIY, X, Z(Y)] > M3, 1 €[0,7].
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(C7) La siguiente condicién de identificabilidad se cumple para cada ¢ € [0, 7]: si existe un
vector u € R? y una funcién determinista a(?), tal que con probabilidad 1, a(t) +u'Z(t) =
0, entonces u = 0y ap(t) = 0.

Bajo el modelo (6.2)-(6.5) y las condiciones C1-C7, la funcién de verosimilitud para el
parametro 6 de las observaciones O; (i, ..., n) es proporcional a

n

Y
L) = ﬂ{n(y’xaeﬁ’Z*W(Yi)H(“( f eﬁ’Z"”dA(s))
0

i=1

Y; A;
X exp {—H ( f eﬂ’Zf“)dA(s))}}
0
Y; (1-4)
X {1 —1(y'X;) + 7(y'X;) exp {—H ( f eﬁ’lf<s>dA(s))}} (6.6)
0

donde, para cualquier funcién f(-), f(-) denota la derivada de f(-) y A(-) es la derivada de A(:).

6.5. Identificabilidad

En esta seccion se estudiara la identificabilidad de los parametros del modelo de cura semi-
paramétrico utlizando modelos de transformacién. Los resultados son obtenidos siguiendo las
definiciones de la informacién de Kullback-Leibler.

Proposicion 6.5.1. El modelo es identificable, es decir, si L1(0) = L(6%) c.s. entonces 6 = 60",

Demostracion: Supéngase que L;(6) = L;(6") c.s. Por C6, existe un w € Q fuera de un conjunto
despreciable donde L;(0) puede diferir de L,(6*) cuando A(w) = 1. Entonces, con probabilidad
1, se obtiene

{n(y'x)eﬁ’z@u(y)\ym ( f ' eﬁ’Z“)dA(s))}
0

o y %/ 8
= {n(y*’x)eﬁ“ Z(”/l*(y)‘l’(”( f e Z(S)dA*(s))}.
0
Esta igualdad puede ser reexpresada como:

BNy (fo} eﬂ’z(s)dA(s)) L (j(')y e,B*'z(x)dA*(s))
3 =7n(y" X) ~
y Ay

Sea t € [0, 7], integrando ambos lados de esta ecuacioén de O a ¢ se obtiene

a(y'x)¥ ( f eﬁ’Z“)dA(s)) = n(y*’x)\lf( f eﬁ*'“”d/\*(s)),
0 0

n(y'x)
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de esta manera,
P (fot gﬁ'z(s)d/\(s)) ) (7"’ %)
g (fot eﬁ*'z(s)dA*(S)) B n(y’x)

Obsérvese que el lado derecho de esta ultima igualdad es independiente de ¢ entonces,

N (j(;t eﬁ’z(s)dA(s)) ﬂ(’y*/X)
= =K

" (fot eﬁ*/Z(s)dA*(S)) n(y'x) =

b

o
con k una constante positiva. Ahora, se demostrara que si ’:%;‘)) = k para todo x, entonces y* = .

En efecto, tomando x = 0, entonces « = %, y por lo tanto x = 1.

Ahora se necesita demostrar que si ’;((yy;‘)) = 1 para todo x, entonces y* = 7y. En efecto,
AN i
0 = 1 implica que
n(y” x) = 7y X). (6.7)

Por definicion de 7(+), la ecuacion (6.7) puede ser expresada como

P(p = 11x,y") = P(n = 1x,7),

o equivalentemente,
1 -P(n=0x,9)=1-PHn=0%x,7y),

lo que da como resultado,
1 1

l+e?'x 1+erx

Por la condicién C2, se sigue que y = y*.

Como « = 1, entonces,
¥ ([ e dN(s))

¥ ( N eﬁ*’z<s>dA*(s))

para todo ¢ € [0, 7]. Entonces,

! t

¥ ( f eﬁ’Z“)dA(s)) =V ( f e’ Z(S)dA*(s)).
0 0
Por definicién de W(-) esta expresion es equivalente a,

1 —exp {—H( f eB’Z“)dA(s))} =1-exp {—H( f eﬁ*'Z“)dA*(s))},
0 0
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H(f[ eﬁ'l(f)d/\(s)) = H(f[ eﬁ*ll(ﬂd/\*(s)).
0 0

Se sigue por la condicién C4

y por lo tanto,

f eﬂ’z(s)dA(s) — f eﬁ*,z(s)dA*(s),
0 0

Tomando la derivada de Radon-Nikodym respecto a A* en ambos lados de la igualdad anterior
y aplicando logaritmos se obtiene

B'2(t) +1og(A(D) = B 2(1) + log(X' (1)),

o equivalentemente,

(1)
Por la condicién C7, se sigue que 8 = 5* y A(t) = A*(¢). Por lo tanto el modelo es identificable.

B—=B")z(t) + log( AW ) =0.

O

Pasamos ahora a la estimacién en el modelo (6.2)-(6.5).

6.6. Maxima verosimilitud

Pareceria 16gico que para calcular el estimador de maxima verosimilitud (MLE) de 6, es a
través de la maximizacién de la funcién de verosimilitud (6.6). Sin embargo, el méximo de ésta
funcién es infinito cuando la funcién A(-) pertenece a la clase de funciones continuas. Zeng et al.
(2008) proponen utilizar la estimacion noparamétrica la cual consiste en remplazar la funcién
continua A(-) por una funcion creciente de saltos definida en el intervalo [0, 7], con saltos en
los tiempos de fallo. Siguiendo con este enfoque, supdngase que los datos contienen k (k < n)
distintos tiempos de fallo, los cuales son denotados y ordenados como s; < ... < s;. A{t} denota
el tamaio del salto en el instante 7. Entonces se busca maximizar la funcién L,(5,y, A) =

n

k
l_[ {ﬂ(Y,Xi)eﬁ,Z'(y[)A{Yi}H(l) [Z eﬁlzi(sj)/\{sj}l{sj < Yi}]

i=1 j=1
}}Al

k (1-49)
X {1 - 1(y'X;) + n(y'X;) exp {—H [Z FLEDN s {s; < Y,-})}} (6.8)
j=1

k
X exp {—H{Z PLEDN(s )} {s; < Y}
j=1
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sobre el espacio
©,={(B.7.N):BeByecG Alsj}€[0,00),j=1,.... k.

Para cada n fijo, se define el estimador de maxima verosimilitud (MLE) 6, de 6,, como el valor
(s1 existe) que maximiza L, sobre ©,. El estimador de maxima verosimilitud obtenido por este
procedimiento es nombrado a veces como un MLE no paramétrico (NPMLE). A continuacién
se demuestra la existencia del estimador de méxima verosimilitud.

Proposicion 6.6.1. El estimador de mdxima verosimilitud 0, = (ﬁn, Vs /A\n(-)) existe y es alcan-
zado.

Demostracion: La demostracion es obtenida por contradiccién y sigue el enfoque utilizado por
Fang et al. (2005) y Herndndez Quintero et al. (2009) para el estudio de la existencia de los
estimadores de maxima verosimilitud de modelos de supervivencia en otros contextos.

Es suficiente mostrar que la funcién A tiene saltos finitos. Para esto, supéngase primero que
A{sj} < U < coparacada j = 1,...,k. La funcion L, es una funcién continua de g, y y A{s;}
sobre el conjunto compacto, BxGx[0, U]*. Entonces L, alcanza su maximo sobre este conjunto.

Para mostra que un méximo existe sobre el conjunto 8 X G x [0, co)¥, se mostrard que existe
una U finita tal que para todo (8Y,yY, AY{s;}; j = 1,...,k) € (BXGX[0, o))\ (BxGx[0, UT"),
existe un (B,y,Als;}; j=1,...,k) e Bx G x [0, UJ* el cual tiene un valor mas grande que L,,.

El resultado es obtenido por contradiccién. Esto es, supdngase que no existe tal U. Entonces,
para todo U < oo, existe un (BY,yY, AY{s;}; j = 1,...,k) € (BX G X [0, 0))\(Bx G x [0, U*)
tal que para todo (B,y,Als;};j = 1,...,k) € Bx G x [0, U, L,B,y,Als;j};j=1,...,k) <
LBV YUY, A (s} j=1,...,k).

Se demostrard que L,(8Y,yY, AY{s;}; j = 1,...,k) pude ser arbitrariamente pequefio mien-
tras U crece. Para ver esto, observe que la ecuacién (6.8) puede ser acotada superiormente por

n

k
1_[ {MIA{Y,-}H“) [Z FEEDAs M {s; < Y,-}J
i=1 =1
J ) N
X exp {—H [Z MyA{s}{s; < Yi})}}
j=1

Si (BY,yY,AY{s;};j = 1,...,k) € (Bx G x[0,0))\(B x G x [0, U]") entonces existe al
menos un / € {1,...,k} tal que AY{s;} > U. También existe un i* € {1,...,n} talque A = 1y
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Y = s,. Para este individuo se tiene que el término,

k
AV HD| Y PR (s s < Y,-*}]

=1
k

X exp {—H (Z MoAY{s}1{s; < Y }]}
=1

tiende a 0 cuando U tiende a +oo, esto es obtenido utilizando la condicién C4 y el hecho de
que AY{Y;} tiende a +oo. Entonces la cota superior de L,(8Y, yY, AY{s;}; j = 1,...,k) puede ser
arbitrariamente pequefia cuando U crece, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, se sigue que
para cualquier 7 fijo, el maximo de L, es obtenido en el conjunto B x G X [0, U], para algtin
U < ooy sobre este conjunto el méximo 6, es alcanzado.

O

Denotemos por P, la distribucién empirica de los datos y por Py, la esperanza con respecto
al valor verdadero.

Lema 6.6.1. El NPMLE 9, satisface la siguiente ecuacion, para cada t € [0, 7]

" dG,(u)

A= | — (6.9)
0 Wn(u; Qn)
donde (1/W,)(u; 6,) vy G,(u) son funciones no decrecientes en u, definidas por
Wa(u; 0) = Py [wu,0;0)]  y  Gu(w) =P, [AI{Y < u}]
respectivamente, con w(u, Q;0) = #201{u < Y} (0;60) y
(1 — A)r(y’ X)PO ( N eﬁ/z(”)dA(u))
$(0:0) -
I — 7y’ X) + 7y’ X) (1 _y ( I eﬂ'l(wdA(u)))
Ay ([ e 0anw)
_ - ) (6.10)
) ( fo eﬁ’Z(u)dA(u))
Demostracion: Esta demostracion consiste en de dos pasos:
1. Se toma la derivada respecto a los tamafios de los saltos A{s;} (j = 1,...,k) de la funcion-

log-verosimilitud, es decir, la derivada del logaritmo de la ecuacién (6.8)), la cual se re-
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duce a la siguiente forma

n k
LO) = ) Ana(yX) + ABZY) + A ) 1Y = s} In(Als )
i=1 j=1

|

k
j=1

2. Poniendo (91,(6)/0A{s;})| 0=, = 0 y resolviendo para A{s;}.

+Al' In

k
P [Z SHOIN(s))1s; < Vi)

J=1

+(1-=A)In|1 —7(y'X) +n(y’Xp) |1 =¥

Realizando estos dos pasos el resultado es obtenido, concluyendo asi la prueba.

O

6.7. Consistencia

Abhora se esta interesado en el estudio de la consitencia de los estimadores noparamétricos
del modelo de cura semiparamétrico utilizando modelos de transformacion.

Teorema 6.7.1. Bajo las condiciones C1-C7, el NPMLE es consistente, es decir,

sup 1AL = Mo, 17 = Foll and 118, = Boll
t€0,7]

convergen a 0 casi seguramente cuando n tiende a co.

La prueba de la consistencia sigue las ideas desarrolladas por Murphy (1994) para modelos
frailty, véase también Zeng y Lin (2007) y Zeng et al. (2008), quienes usan técnicas similares en
modelos de transformacion con eventos recurrentes y para tiempos de fallo agrupados respecti-
vamente. Tres lemas son necesarios antes de presentar la demostracion del Teorema 6.7.1.

Los siguientes lemas se satisfacen bajo las condiciones C4 y CS.

Lema 6.7.1. Con probabilidad 1, se satisface:

Y; A;
{ﬂ(y’Xi)eﬁlzi(Yi)\P(l> (f J,Zf(s)dA(s))}
0
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Y; (1-4y)
X {1 —1(y'X;)) + n(¥'X;) (1 -y ( f eﬁ’zf“)dA(s)))}
0

< My (1 + AY)) ™ TP0% 4 M (1 + A(Y)) 0t (6.11)

donde My y Ms son constantes positivas independientes de 3, y y A.

Demostracion. Por la condicion CS5, existe una constante po > 0 tal que,

limsup(l + xy°(1 = ¥(x)) <oy  limsup(l + x)'""*° (PP (x)) < co.

X—00 X—00

Por la segunda desigualdad, existe una constante m, < oo tal que

Y; Y; —=(1+po)
ﬂ_(y'Xi)\Il(l) (f eﬁ'zi(“)d/\(s)) < my (1 + f eﬁ,Zi(‘Y)dA(S)) >
0 0

entonces,

—(1+p0)A;

Yi Ai Y;
{n(y’X,-)‘P(l) ( f eﬂ’zf‘“)d/\(s))} smgf(l + f eﬁ/z"(”dA(s)) (6.12)
0 0

Por la primera desigualdad de la condicién CS, existe una constante m; < oo tal que
| = 2(y'X,) + 7(y'X;) (1 _p ( [ eﬁ’Zf<S>dA(s)))
L (1= ([ e m0dne))

- -0
1+ m (1 + foy' P Zi(S)dA(S)) )

IA

IA

entonces,

Y; (1-4)
{1 -1y X)) + 71(y'X;) (1 -y ( f eﬂ’Zi“)dA(s)))}
0

Y; —Po
< {1+m1(1+ f eﬁ’Zf<S>dA(s)) }
0

Y; —po(1-4;)
1+ my (1+ f eﬁ'Z‘(‘Y)dA(s)) . (6.13)
0

(1-A)

IA

Sea my, = min{M,, 1}, donde M, es definida en la condicién C2. Entonces,

Y
1+ f FLOIN(s) > 1 + MoAY;) > my (1 + AY))). (6.14)
0
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De las desigualdades (6.12), (6.13), (6.14) y por la condicién (C2), se obtiene

Y; Ai
{ﬂ(yrxi)eﬁ’li(yi)\{;(l) (f eB,Zi(S)dA(S))}
0

Y; (1-4Ay)
X {1 — 1(y'Xy) + 1(y'X,) (1 -y ( f eﬁ’Zf“)dA(s)))}
0

< Mm [ma (1+ AQDI ™ [ 14 my (ma (14 A ]
= My (1 + A7) P0% 4 M (1 + A(Y)) )

donde My = M mbim; "% y Ms = MYm'm;***m, . Esto concluye la prueba.

O

Lema 6.7.2. El limsup,, A,(T) < oo casi seguramente.

Demostracion: Los principales argumentos para esta prueba se basan en Murphy (1994), Zeng
and Lin (2007) and Zeng et al. (2008).

Considérese la funcién de saltos A,(-) definida como:
" dG,(u)

A= | —L
® o Wa(u;6p)

Obsérvese que A,(f) respecto a G, es similar a A,(7), pero con la diferencia de que W, es
evaluada en 6. Sea 6, = (8o, vo, A,). La prueba es hecha por contradiccion.

Claramente, 0 < n~![In L,,(@,l) —InL,(6,)]. El lado derecho de esta desigualdad puede ser
acotado superiormente utilizando el Lema 6.7.1, lo cual conduce a

0< M+ 13, {An(A (Y3}
—(1 + po)AiIn (1 + A,(¥)) = (oo + A In (1 + A, (1)}
—L 3 {AIA YD) + An (PO (SE, AZOOR, (5,115 < Vi)
+(1 = A)In (1 = 7(yX,)
+r(yeXo) (1= W (Zhey BR, {s;1s; < YY)},

donde Mg es una constante positiva. De la construccion de A1), se sigue que

0 < Mo+ % Zl {A (A Yi) ~ 24+ po + pod) In (1 + Ay(Y)]
< Mg+ % ; {AIn(L + A, () = @A + po + poA) 1{Y; = 7} In (1 + A,(Y)))

—(2A; + po + poA)Y; < ThIn (1 + A,(¥))}. (6.15)



6.7. CONSISTENCIA 87

Abhora siguiendo los argumentos de Murphy (1994), se puede demostrar que el lado derecho
de (6.15) es negativo si A, (1) diverge. Para esto, considérese una particion 7 = so > ... > sy =0
de [0, 7]. Entonces el lado derecho de (6.15) puede ser acotado superiormente por

1 Z A
M — 2n P (2A; + po + poA)HY; = 7} ln(l + A”(T))
1 Z A
_ {E - (2Al +p0 +pOA1)1{Yl = T} ln(l + A”(T))

_% Z ALY € [s1, 50)} ln(l + f\n(T))}
i=1

N 1 n R
- {Z {; D @A+ po + oA Y € [s4, 53D} In (1 + A,(s,))
i=1

q=1

_% DAY, € L4015} n (1 + A,,(sq))}} : (6.16)

i=1

Usando la ideas de Murphy (1994) para la construccion de la particién, la sucesion sy >
s1 > ... > sy puede ser escogida de tal manera que el primer térmno de (6.16) diverge a —oco
cuando A, (1) — co, mientras que el segundo y el tercero son negativos cuando n es grande. Esto
contradice al hecho de que (6.16) deberia ser no negativa. Por lo tanto lim sup [\n(r) < 00,

O

Lema 6.7.3. A,(7) converge uniformemente a Ny(t) casi seguramente.

Demostracion. Primero se demostrard que la clase de funciones
{w(u, 0;0);u € [0,7],0 € 6}

es una clase Donsker. Por el ejemplo 8 de la seccidon 4.2 establce que si Z es un proceso caglad
sobre [0, 7] uniformemente acotado entonces, Z(-) es Donsker, multiplicar dos clases Donsker
se obtiene que {8'Z(u) : u € [0,7],8 € B} es Donsker. La funcién exponencial es Lipschitziana
sobre un conjunto compacto de la recta real. (Esto se sigue de la expansion de Taylor de primer
orden). Dado que Z(-) es uniformemente acotada, se sigue de los ejemplos 3 y 4 de la seccién
4.2, que la clase {¢# 2™ : u € [0, 7], 8 € B} es Donsker.

Como X es acotada, por el ejemplo 2 de la seccién 4.2 implica que la clase {y’X : y € G} es
Donsker. Diferenciabilidad de ¢”X en X y que la derivada es acotada implican que {¢”X : y € G}
es Donsker (ver ejemplo 3 de la seccién 4.2). Como 1 + ¢”X > 0, entonces {¢”X/(1 + ¢’ X)}
es Donsker (ver ejemplo, 7 de la seccién 4.2). Por la condicién C4, la funcién W(-) es Donsker
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(porque su derivada es acotada y Lipschitziana), entonces 1 —¥(-) es Donsker. Por el ejemplo 5 y
6 de la seccién 4.2 (multiplicando y sumando clases Donsker uniformemente acotadas, preservan
la propiedad de Donsker) entonces las clases, {1 —7(y'X) + (¥’ X)P()} y {(1 — A)a(y’ X)PD ()}
son Donsker.

Como 1 — n(y’X) + n(y’X)¥(-) > 0 y por los ejemplos 6 y 7 de la seccién 4.2, la clase

{ (1 = Mr(yX)¥PD() }
1 —7(tyX) + n(yX)¥() |’

es Donsker. Por la condicién C4 las funciones WV(-) y ¥®(-) son Lipschitzianas con ¥ () > 0,

entonces,
AYO()
P
es Donsker. De este andlisis se obtiene que ¢ (¥, O;6) es una clase Donsker. Finalmente, la
funcién indicadora es Donsker.

Entonces, se concluye que la clase
w(u, 0;0);u € [0,7],0 € O}
es Donsker. Argumentos similares permiten demostrar que el término
{Al{u < 1}/ Pg,[w(u, O; 6)1}

es tambien una clase Donsker.

Entonces,

sup
r€[0,7] r€[0.7]

1ZA1Y[<t} [ ALY <t} ]
n < W,(Yi; 6) Py, [w(u, O3 00)]]5=y
1 1
W, (s; 6p) Peo[W(s,O;Oo)]
AL{Y <t}
P, — Py,
( w) [Peo[W(u, 0; eo)]|szy]

sup
s€[0,7]

+ sup (6.17)

t€[0,7]

Del resultado obtenido arriba, {w(u, O; 6y); u € [0, 7],6 € ®} es una clase Donsker y por lo
tanto una clase Glivenko Cantelli, entonces

sup [W,(u; 6p) — Py, [w(u, O; 6))]l
uel0,7]

converge a 0 casi seguramente. Mds atin, para u € [0, 7], Py,[w(u, O;6y)] > 0 en [0, 7]. Entonces
el primer término de lado derecho de (6.17) converge a 0 casi seguramente y el segundo término
converge a 0 casi seguramente por la propiedad de Glivenko-Cantelli del término

{Al{u < 1}/ Pg,[w(u, O; 60)1lu=v}-
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Se concluye que A, converge uniformemente a Ay, lo que finaliza la prueba.
]

Demostracion del Teorema 6.7.1. La demostracion consiste en dos pasos:

1. Se demostrard que cada sucesién de n contiene una subsucesion donde el NPMLE 6,
converge.

2. Se demostrard que el conjunto de limite de todas las subsucesiones convergentes de 0, se
reduce a {6,}.

Demostracion 1. Como B X G es un conjunto compacto y por el Teorema de Bolzanno-Weiers-
trass, cada sucesién de (B,,7,) tiene una subsucesion (,8¢(n) Ysm)» la cual converge a algin
(B*,7") en B X G. Por el Lema 6.7.2 y por el Teorema de Helly, se puede encontrar con prob-
abilidad 1 una subsucesion Ay, de Ay, y una funcién no decreciente continua por la derecha
A" tal que Xw(n)(t) — A*(t) paratodo ¢ € [0, 7], donde A* es continua; se dice que KWD converge
débilemnte a A*. Entonces, se puede encontrar una subsucesion &£(n) de ¢(n) de tal manera que
esta convergencia débil se cumple a lo largo de £(n). Ahora se demostard A* es continua en

[0, 7]. Nétese que
f ! ng(,,)(u)
0 Peonlw(u, O; 95(;1))]

f " Pey [w(u, O;6p)] dGeg )

0 Peon[W(t, O; Bgn))] Pecy [ (ut, O 69)]

ft P [w(u, O; 6p)]
0 Peonw(u, O; Osn)]

A ()

dA g (u1), (6.18)

donde K,, es definida en el lema 6.7.2.

Se sigue de la propiedad de Glivenko-Cantelli de {w(u, O; 6)} que
sup |P§(,,)[W(u, O;600)] — Py, [w(s, O; 90)]| — 0 c.s,
u€l0,7]

sup
uel0,7]

Pg(n)[W(S O (95(,,))] PQO[W(S 0 Hg(n))]' — 0 c.s.. (619)
Entonces, Py[w(u, O; 95(,,))] converge uniformemente a Py[w(u, O;6*)]. Usando este resultado,

la ecuacion 6.19 y la desigualdad del tridngulo, se obiene que,

dA._f(n)(t) . Py, [w(s,0;6p)]
dAsoy(t) Py [w(s,056)]
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uniformemente en ¢ € [0, 7]. Tomando limites en ambos lados de (6.18), se obtiene

v _ [ Polw(u, 0:6)]
A= fo Po [, 0.6y 0

Entonces A*(¢) es absolutamente continua con respecto a Ay(t), por lo tanto, A*(¢) es difer-
enciable con respecto a .

Demostracion de 2. Finalmente, se quiere demostrar que 5* = By, ¥* = Yo y A* = Ay. Considé-
rese la diferencia

f(l )l§<n) (Vf(n) Peans A (n)) & )ls(m (Yo,ﬁo, (n))

Al permitir que n vaya a infinito, se obtiene que Py, [/ (y*, 8", A*) — L (v0,B0, Ao)] > 0. El lado
izquierdo de esta desigualdad es el negativo de la informacion Kullback-Leibler entre la densi-
dad indexada por 6" y la densidad verdadera, lo cual implica que 6* = 6,. Esto prueba que f3,, ¥,
y A(t) (t € [0, 7]) convergen casi seguramente a Sy, o Y Ao(?).

O

6.8. Normalidad Asintotica

6.8.1. Score e Informacion

Para obtener la normalidad asintética de los estimadores de médxima verosimilitud, se adap-
ta el enfoque de una funcién analitica desarrollada por Murphy(1995) para modelos frailty;
véase también Fang et al. (2005), Kosorok y Song (2007), Lu (2008), y Herndndez Quintero
et al. (2010), quienes recientemente han adpotado es enfoque para otros modelos de regresion
semiparamétricos en el andlisis de supervivencia. Para obtener la distribucién asintética de los
estimadores, debemos verificar que un andlogo de la matriz de informacién (ahora un operador)
es continuamente invertible y que las ecuaciones de score son asintéticamente normales. En esta
ultima verificacion se usan resultados de la teoria de procesos empiricos.

Considérese el submodelo
€ — @n’e = (ﬁn + €hg, ¥, + ehy,f (1 + €hp(s)) d/A\n(s)
0

donde /i, es una funcion no negativa en [0, 7], hg y h, son vectores en R? y R” respectivamente.
Sea h = (hg, h,, hy).
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Porque el estimador de maxima verosimilitud 0, = (ﬁn,i/n,f\n) para el modelo completo
tambien maximiza la verosimilitud bajo cualquier submodelo paramétrico que pasa a través de
0,, este deberia satisfacer la funcién de score la cual es obtenida diferenciando ln@,e) respecto
a € y evaluandola en € = 0. Esto es,

Sa(@)(h) = 61"(;@;"6) 0 =0 (6.20)
para cada h. Definase
$,(0) = AX(1-n(y'X))
(1= Xy X)(1 =2 X0¥ [} A0 (s))
e 7(y'X) + 1(y’X) (1 _y ( N eﬁ/z(s)dA(s))) ’
Sp0) = AZY) - $(0:6) fo PN W),
SAO)hy) = Aha(Y) - $(0:6) fo SOy )dA W)
Entonces, el operador de score S ,,(8,)(h) tiene la forma
S w(@)(h) = P, [hS 5(0,) + 1,S,B,) + S a(B)(n)] (6.21)

Considérese el espacio de elementos de h como
H = {h = (hgh,. hy) - hy € R%h, € R”; hy € VB(0, 7)),

donde VB denota la variacion acotada sobre [0, 7]. M4s atn, se toma la funcién s, continua por
la derecha en 0. Se define la siguiente norma sobre H: sih € H,

Il = libgll + [thy[[ + [I2ally,

donde || - || es 1a norma Euclideana y ||h4]|, denota la variacién total de /5 sobre [0, 7]. Definase
tambien H, = (h € H, ||h|ly < r}y Ho = {h € H, | |h||lyy < oo}.

Obsérvese que el parametro puede ser escrito de la siguiente manera,

6(h) = hyB+ )y + f ha()AGs),
0

donde h € H. A partir de esta notacion, se puede reconsiderar el pardmetro § como un funcional
lineal en H, y al espacio de pardmetros ® como un subconjunto de [(H,) el cual es el espacio
de funciones real-valuadas en H,.
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Mas aun, el operador de score S, es un mapeo aleatorio de © al espacio [*(H,.).

Observacion. Escogiendo apropiadamente h se pueden obtener los componentes originales
del pardmetro 6; se denotard por 0, (r > 2) al vector columna de dimension r que tiene todas
sus entadas iguales a 0. Por ejemplo, considerando h, = 0,, #5(-) = 0, y hz como el vector de
dimension g cuya entrada i-ésima es igual a 1 y cero en las otras. Entonces se puede obtener el
componente i- €simo de 8. Otro ejemplo es, que si se considera hg = 04, h, =0,y hp(-) = 1{- <
t}, para algin ¢ € (0, 7). En este caso, 6(h) se reduce a A(?).

Similar a los modelos paramétricos, se define la informacion de Fisher por

1(Bo)(h) = Pg,[S1(60)(h)’]

donde S, es el operador de score (6.21) basado en una observacion. Una expresion explicita de
1(6y)(h) es dada por el siguiente lema.

Lema 6.8.1. Sea h € H,. Entonces Pq, [S1(6p)(h)] = 0y el operador de Fisher es representado
por

1(6p)(h) = h;,o-/;(h) + h;O'y(h) + fo aa(h)($)hp(s)dAy(s), (6.22)
donde

() = Py, [28 5(0)AIAY)] + Poy [ S50 | g + Poy [ $5(60)S (00 |
oy (h) = Py, [25 @) ARA(D)] + Pay [S,(60)%| by + Py, [S,(60)S 560 | g
aa(h)(s) = =Py, [AhA(Y)l{s < Y}¢(O; go)eﬁf)l(x)]

Y
($(0; 6))) { f eﬁaﬂwhA(u)dAo(u)} s < Y}eﬁazm]
0

Py, [255(60) (s < Y)(O: b))
—hi; Py, [28,(60)1{s < Y}(O: )| .

+P90

Demostracion: Se demostrard primero que Pg, [S1(6p)(h)] = 0. Obsévese que

I
0

[ Y
Poy [Sp@0)| = Pa,|AZ(Y) - $(0:6) fo eﬂ’“")Z(u)dA(u)]

[ T Y
= Py, f Z(u)dN (1) — ¢(0; 6) f eﬁ’ZW)Z(u)dA(u)]
[ JO 0

= Py, fTZ(u)dM(u)]
[ Jo

donde,

M(t) = N(1) - f HY > u}p(0; 0)P ZOdA(u)
0
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la cual es una martingala del proceso contable respecto a la filtraciéon o{N(s), I{Y < s,A =
1}, X,Z(s) : 0 < s < t}. Obsérvese que se ha obtenido un proceso en Y, el cual es una integral
estocdstica martingala previsto la covariable independiente del tiempo, este proceso es previsible
(para verificar esto es suficiente verificar que sea acotado, lo cual es obtenido por la condicion
C2). Entonces Py, [ S 5(60)| = 0.

Argumentos similares implican que Py, [SA(6p)] = 0y Py, [S 7(90)] = 0. Concluyendo asi la
primera parte de la demostracion.

Para probar el segundo resultado, es suficiente desarrollar

S 1(60)(0)* = [h;S 5(60) + 1S ,(6) + S A (60) ()]

tomando en cuenta la siguiente relacion,

2
b

Y
Py, [ARA(Y)] = Py, [qxo;e) f eﬂéZW)hA(u)dAo(u)],
0

la cual es obtenida utilizando el hecho de que Py, [SA(6p)(ha)] = O para cualquier funcién
acotada /.

Algunas manipualciones algebraicas, agrupacion de términos, y la aplicacion de la esperanza
de la expresion resultante, se obtiene el resultado (ver demostracién de lema 5.8.1)

O

Lema 6.8.2. El operador o = (0p,0,,0,) : H, — H, es uno a uno.

Demostracion: Supéngase que o-(h) = 0. Por el lema 6.8.1, Py, [S 1(00)(h)2] = 0. Se sigue que
S1(6p)(h) = 0 casi seguramente.

Tomando A = 1y A = 0, se obtienen 2 ecuaciones. Considerando la diferencia entre estas
dos ecuaciones y realizando algunas simplificaciones algebraicas y reordenando términos se
obtiene la siguiente ecuacion:

X X1~ my X ([ a5

W, (X (1 - 7(yX)) + —
1 - 2y, X) + 7(7,X) (1 _y ( I eﬁoZ<s>dA0(s)))

Y
+hZ(Y) + ha(Y) + T'(6)) f PO RZ(s) + ha(s)) dAo(s) = 0, (6.23)
0

donde
rr X ([ e (s)) W) ([ e oan(s)
I'@) = - n . .
1 - 2y, X) + 1(7,X) (1 _y ( I eﬁoZmdAO(s))) P ( I eﬂol<s>dA0(s))
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Escogiendo Y arbitrariamente cercano a 0, la ecuacion (6.23) se reduce a
h’ X (1 = n(ypX)) + h,Z(0) + hA(0) = 0,

donde A5 y A son continuas por la derechaen 0y Ay(0) = 0. De manera equivalente, la igualdad
anterior puede ser reescrita como,

b X (1 = 7(7;X)) = ~h,Z(0) = ha (0),

obsérvese que el lado derecho de esta ecuacion no depende de X, entonces h, deberia ser igual
0. Por lo tanto la ecuacion (6.23) se reduce a

Y
h,Z(Y) + ha(Y) + T (o) f EPONZ(s) + ha(s)} dAo(s) = 0. (6.24)
0

Obteniendo asi una ecuacién homogénea para h;,Z(t) + ha(t) (es decir, no existe término
constante aislado en la ecuacion) la cual tiene como soluciones sélo la solucion trivial (véase
Zeng y Lin, 2007 y el reporte técnico de Zeng y Lin, 2006). Entonces, hpZ(t) + ha(r) = 0 para
todo 7 € [0, 7]. Por la condicion C7, se sigue que hy = 0y 2, = 0. Esto concluye la demostracién.

O

Lema 6.8.3. El operador o es continuamente invertible con inversa o~ denotada como o' =

(05", 03" o)h.

Demostracion: Dado que H, es un espacio de Banach, para mostrar que o es continuamente
invertible, es suficiente probar que o es uno a uno y que puede ser reescrito como una suma
A+ (0 —A) de un operador lineal acotado A con inversa acotada y un operador compracto o — A
(lema 25.93 de van der Vaart, 1998).

o es uno a uno por el lema 6.8.2. Definase el operador lineal, A : H, — H, por A(h) =
(hg, hy, hip(-)Pg, [W(-, 0;6))]). A es acotado (por la condiciones C1 'y C2). Ademads, el térmi-
no Py, [W(-,0,6)] es mayor que O en el intervalo [0, 7]. Entonces A es invertible con inversa
acotada A™'(h) = (hg, hy, ha ()P, [W(-, O, 00)]17).

Demostrar que el operador oo — A es compacto es obtenido usando el enfoque de Lu (2008).
Como un operador lineal acotado con dimension finita es compacto, entonces solo es necesario
mostrar que el operador K, : VB(0,7) — VB(0, 1), dado por

Kn(hp)(s) = =Py, [AhA(Y)l{s < Y}4(0; go)eﬁz,z(s>]

+P90

y
{(0; 6p)) {f eﬁéz(“)h/\(u)d/\o(u)} I{s < Y}eﬁéz(s)]
0
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es compacto. Es decir, dada una sucesion de funciones h, , con ||ha,ll, < 1, se debe demostrar
que existe una subsucesién y un elemento g € VB(0, 7) tal que [|Kx/ha ;) — gllv = O.

Como K, es un operador lineal acotado entonces, ||[Kxhall, < M7 f |ha(u)|dAo(u) para cada
ha y una constante fija M. Entonces es suficiente mostrar que existe una subsucesion /iy ;) de
ha, que converge. Como /i, es de variacidn acotada, se puede escribir /5, como una diferencia
de funciones acotadas crecientes hi\l)n y hf)n Por el teorema de Helly, existe una subsucesion

hf\l)n(n) de h(l) la cual converge puntualmente a A, de 1a misma manera existe una subsucesién
hf)"(n) de h(z) la cual converge puntualmente a h(z) Entonces /i, , converge a la diferencia de los

limites por el teorema de convergencia domlnada se sigue o — A es un operador compacto.

O

6.8.2. Resultados de normalidad asintotica

Teorema 6.8.1. Bajo las condiciones C1-C7,

A d . d
Vi@B, = o) = NO,Zp)  y  VaF, —y0) — NO,Z,),
donde
%5 = (05'(€1,0,,0),.....075' (e, 0, 0))

%, = (0,'(0,.d,,0)......05'(0,.d,.0))

son las varianzas eficientes para la estimacion de By y yo. €; y d; son vectores de dimension q
y p respectivamente, donde la i-ésima componente es igual a 1y cero en las demds. Mas atin,
para cualquier t € [0, 1],

Vi (Ru(t) = Ao0)) 5 N(O.20).

donde vA(t) = fo (0 0,. 1{u })dAo(u).

Para realizar la demostracion del Teorema 6.8.1 es necesario el siguiennte lema.

Lema 6.8.4. Las funciones de score para la estimacion de By y yo son

lp = Sp(60) — S a(60)(gp) — X235, (6b) (6.25)

L, = 8,(60) — S a(00)(g,) — Z32S p(60), (6.26)
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respectivamente, donde

o' (e1,0,,0) o' (0,,dy, 0y

Ty = - y Zp=-% : ,

071 (e,0,,0) 07510, d,, 0)
v S a es aplicado a las componentes de los vectores

o' (e1,0,,0)
® -1 . * -1
8 = _Eﬁ : Y 8y = _27 :
0-/_\1 (eq, Op’ 0), 0'/_\] (Oq, dp, 0)’

05 (04, dy, 0y

Mds auin, las matrices de varianza asintoticas eficientes de 3, y ¥, son

(Pallsl)) =% v (Palbh)) =%,

respectivamente.

Demostracion: Se demostrard que /; es ortogonal a la funcion de score S A (6y)(g) para cualquier
funcién acotada g. Considérese el término e/ XsPq [/3S A(60)(g)], €l cual es igual a

Py, [(€1Z55 5(80) = S A(B0)(€[Zp85) — €/ 25235 ,(60)) S a(E0)(2) (6.27)

Como e/Xp = a[;‘(ei, 0,,0)’, entonces la ecuacién (6.27) es igual a

Py, (075" (€:,0,,0)'S 15(60) + S A(B0) (T3 (€1, 0, 0)) + 77 (€1, 0,, 0 S (6)) S a(60)(2)] . (6.28)

Como

Y
Py, [AhA(YV)] = Py, [¢(0;0> f eﬂ’”“)hA(u)dA(u)]. (6.29)
0

Desarrollando los términos en la ecuacion (6.28), se obtiene que S g(6y)S A(6)(g) es igual a

AZ(Y)AgA(Y) = AZ(Y)$(O: 6) fo ' &g\ (u)dA(u) = Aga(Y)$(O: 0) fo ST Aw)
+¢*(0; 6) fo ' FLOL(w)dA(u) fo ' FLWg (W)dAu).
Utilizando la ecuacién (6.29) lo anterior es equivalente a
AZ(Y)$(O; ) fo ' g (w)dA(u) — AZ(Y)$(O; 0) fo ) &g\ (u)d A (u)

Y Y Y
—AgA(Y)¢(0;6) f FPOL(w)dA(u) + ¢*(0;6) f P HOL(u)d A (u) f g (u)dA(u)
0 0 0
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reduciendo términos esto es igual a f goa(e;, 0,,0). De manera similar, el término

S a(60)( (€, 0,,0))S A(60)(8)

es igual a
Y /
Ao (€;,0,,0)Ag(Y) — Ay (e;, 0,,0)(0; ) f P g(u)d A (u)
0
Y Y
~Ag(Y)$(0;6) f o (€;,0,,0)dAw) + ¢*(O; 6) f 07 (e, 0,, 0)dA(u),
0 0
Utilizando la ecuacion (6.29) lo anterior es equivalente a
Y ; Y ,
Acy'(e;,0,,0)p(0;6) f & " g(u)dA(u) — Aay(e;,0,,0)¢(0: 6) f &7 g(u)d A(u)
0 0
Y Y
~Ag(Y)$(O; ) f 0o (€, 0,,0)dA ) + ¢*(O; 6) f 0o (e, 0,,0)dA(u)
0 0
reduciendo términos esto es igual a f gO'A(o"l(()q, e;, 0)). Finalmente, el término

S 5(60)S a(60)(8)

es igual

Y
AX (1 - (X)) Ag(Y) — AX (1 - 7(y/X)) (0: 6) f 79 g (1)
0

Ag(V)(1 = MXr(yX)(1 = 7y X)W ([ 20dA(s))

1 = 7(y’X) + 7(y'X) (1 4 ( on eﬁ’Z(s)dA(S)))

AN = MXrlyX)(1 = my XN ([ & 70dA )

Y
+¢(0:6) f & g(uyd A(u) .
0 1 = 2(y’X) + 7(y’X) (1 _p ( I eﬁ'Z<s>dA(s)))

Utilizando la ecuacion (6.29) y reduciendo términos lo anterior es equivalente a f 8o a(0,,¢;,0).
De los resultados obtenidos se reduce que X3Py [15S A(6p)(g)] = f goa(o (e, 0,,0)dAy = 0.
Por lo tanto, por el teorema 3.4.1 de Bickel et al. (1993) se sigue que I es una funcion de score
eficiente para la estimacion de 5. Que /, es una funcion de score eficiente para la estimacion de
v es probado de la misma manera.

Por lo tanto,

ePg [ZplslsTsle; = Py [0 (€1,0,,0)'S 5(60)S 4(6o)o ' (€1, 0,,0)'] = €/Zge;
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pata todo i, j = 1,...,q, donde la segunda igualdad es obtenida aplicando el lema 6.8.1. En-
tonces, Py, [Zﬁlﬁlbzﬁ] = X, lo cual implica que (]P’eo[l,;l;,])‘1 = Y. Similarmente se puede obtener

que By [, )7 ==,
O

Demostracion del Teorema 6.8.1: La demostracion sigue las ideas desarrolladas en el Teorema
5.8.1. De la misma manera se demuestra que

Vi (h; (Br = Bo) + 1, (7 = o) + fo REY. (An = Ao) (s)) =
Vi (S w(80) (o () = Py, [S 1(60)(0 ™ ())]) + 0,(1) (6.30)
uniformemente en h cuando n — co.
Poniendo h, = 0, y 1, identicamente igual a 0. La ecuacion (6.30) se reduce a
Ny, (B, = Bo) = Vn (S,(60)(0 ' (b, 0,,0)) = Py, [S1(80)(0 ' (hg, 0,,0)]) + 0,(1),
Por el teorema del limite central, \/ﬁh;g(ﬁ,, —B) es asintdticamente normal con media O y varianza
Pg,[S (07" (hg,0,,,0)* = [(075' (hg, 0,,0)]'hg = hyZshy, (6.31)

para cualquier hg, donde la primera igualdad se sigue de la ecuacion 6.22. Entonces, por la
Cramer-Wold device (van der Vaart, 1998), v/n(5, — o) es asintéticamente normal con varianza
2. Mds atn, por el lema 6.8.4, X5 es la varianza eficiente.

Que Vn(¥, — yo) es asintGticamente normal con media 0 y varianza X, es probada de la
misma forma poniendo i, = 0y hg = 0, en 6.30.

Por ultimo, escogiendo h = (0,,0,, I{u < t}), se tiene que
V(A (1) = Ao(8) = Vi (S,(60)(0 ' (0,,0,, H{u < 1))
— Py, [S100)(0(0,,0,.. 1u < 1})]) + 0,(D).

Lo cual tiene una distribucién asntéticamente normal con media O y varianza

V()= PylS1(071(0,,0,, Hu < )P
1(00)( (04,0, 1{u < 1}))
o o2l (040, 1u < 1)) dAo(u).

Esto completa la prueba.

O
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6.9. Estimacion de la varianza

La varianza asintética de B3,, 9, y A, involucra invertir el operador lineal o en un espacio fun-
cional. Como la inversa o' no tiene forma cerrada, la estimacién de las varianzas asintéticas no
es sencillo. Un posible método para la estimacion de las varianzas asintéticas de las estimaciones
de los parametros de regresién euclidianos y de A, es invertiendo una matriz de informacién ob-
servada discreta, lo cual es sugerido por Sy y Taylor (2000). Otro posible enfoque es derivando
una variacion de la verosimilitud profile (véase Nielsen et al., 1992 y Murphy et al., 1997), lo
cual requiere diferenciaciones de la verosimilitud profile. Sin embargo, no es claro como estos
métodos pueden dar estimaciones consistentes de las varianzas asintéticas. Aqui se presenta es-
timaciones consistentes de las varianzas asintéticas tanto para la estimacion de los parametros
euclidianos S, y 9,, asi como tambien para la estimacién del pardmetro infinito-dimensional A,,.
La demostracién sigue el enfoque desarrollado por Fang et al. (2005).

Sean las matrices Aﬁ JAY Bﬁ y B} de dimensién (gXq), (gxp), (pXq) y(gXq) respectivamente
definidas por

AL =P, [S50)%],
B) = P, [$,(60%],
AL =P, [S4@0)8,0,] = (BE) .
Definase
AD = ’%Sﬁ@).

como una matriz de dimension (g X k). Similarmente, definase la matriz particionada

2 —
BQ = Sy(en)a

“n
de dimension (Q X s,). Sean
Ch = =P, [285(6,) ¢(Y. 0: 0,) " 1(s < v},
C) = =B, [25,@,) 0¥, 0:0,)1(s < 1),

matrices de dimensiones (k X g) y (k X p) respectivamente.

Definase la matriz CQ de dimension (k X k) donde el (I, m)-€simo elemento es definido por:

Chm) = B |{00%.0:0)) BRI, < )|

~1{l = m}B, [¢(Y, 0;6,) 1Y, < Y}
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donde, A//\\(t) denota los tamafios de los saltos de A en el tiempo ¢; que es, &/\\(t) = K(t) — K(t—).
Definase la matriz particionada

AP A7 AA
D,=| B} B, BA
c, C ch

y las matrices
Zpn = (Af - ALB]) B - (A7 - ALB])'B))
X(C - OB BN () - CuE)BY)
S0 = (B) - BAASY AL — (B — BA(AD)'AD)
X(Ch — A AN (€] - Aty A
=, = {C) - Gl AY - (C] - CHA A
x(BY - BA(AL) AL (B) - BAAS AN
También, para cualquier ¢ € (0, 7) definanse los vectores de dimension k, por

®,, = (AN ()t < 1) ... AR 1)1t < 1))

Ujn={ty <t} ... Yt < 1)),
Con estas notaciones, se cumple lo siguiente:

Teorema 6.9.1. Bajo las condiciones C1-C7, los estimadores de la varianza Xz, X, y v,zl(t) =
in2nUn convergen en probability a X, X, y v2(1) (t € (0, 1)) respectivamente cuando n — oo.

Demostracion del Teorema 6.9.1: La demostracion se basa en los argumentos dados en Parner
(1998) y Fang et al. (2005).

Primero, se estima o por medio de una version empirica 0, = (0g,, 0y, 0a,) Obtenida
por reemplazar 6y y Py, por 0, y P, respectivamente en o, 0, y 0. Similar a la prueba del
Teorema (5.9.1), se puede demostrar que o, converge en probabilidad a o en H y que su inversa
ol = (0'[;’}1, 0 Txb) es tal que o7, ' (h) converge a o' (h) en probabilidad.

De 6.31 para cada hg € RY, la varianza asintética de \/ﬁh[’;(,/B\,, — o) es [O';I(hﬁ, 0,,0)]'hg.
Por la consistencia de 6,, el teorema de convergencia dominada y el Teorema 2.10.6 de van
der Vaart y Wellner (1996), se puede mostrar que &,(hg, 0,,0) es un estimador consistente de
o(hg,0,,0). Por lo tanto, [67;) (hg, 0,, 0)]'hy da un estimador consistente de la varianza asint6tica

de rhj(B, — o).
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Dendtese h,, = (ﬁﬁ,n,ﬁ%n,sz,n) = O';I(h/;,()p,O). Entonces O'n(fl,,) = (hg,0,,0), lo cual puede
Ser escrito como,

opa(h,) = hy

O-y,n(fln) = Op
oa,(h)w) =0, forall uel0,7].

En particular, sea u = 14, ..., , en el sistema anterior. Lo que da un sistema de (¢ + p + k)
ecuaciones:
hy, hy
D,| h,, |=]0, (6.32)
l\:l/\,l’l Osn

donde lle’,, = (izAn(tl) ... izAn(tk))’. Se deduce directamente de algunos célculos que ﬁﬁﬂ = X,hg,
con X, dada arriba y entonces, h;gznhﬁ es un estimador consistente de la varianza asintética de

\/ﬁh[’g(/ﬂ\n — Bo) para cada hg. Se sigue que X, es un estimador consistente de X.
La consistencia de Y, es probada de la misma manera.

Sea t € (0, 1), aplicando el teorema de convergencia dominada y la consistencia de 0',‘,1, se
sigue que v2(¢) = fo 00,04,0,, 1{s < 1}) dA,(s) converge en probabilidad a v*(7). Sea h, =
(hg, by, ha,) = O'nl(()q,O , 1{s < t}). Entonces o,(h,) = (0,,0,,1{s < t}), lo cual puede ser
escrito como

O-ﬁ,n(hn) = Oq
0-)/,11(hn) = 017 (633)
oa,(h)(u) = 1{s <1}, forall uel0,7]
En particular, tomando u = 11, ..., # en (6.33) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
hs, 0,
D,| h,, [=] 0,
hA,n Ut,n

donde hyp ,, = (hp (1) . .. han(t))" y U,, son definidos anteriormente. Resolviendo el sistema de
ecuaciones (6.33) se obtiene que h, , = E,U,,, y entonces

V@) = f TR (0,,0,, 1{s < 1) dA,(s)
0

- Za 20,0, 1t < (AN, (1)1t < 1)

= (Dt,nh/\,n

por lo tanto ®;,=,U,, es un estimador consistente para VA(1).

O






Capitulo 7

Conclusiones

Actualmente los modelos de regresion semiparamétricos con aplicaciones a datos de super-
vivencia con censura a la derecha han ganado popularidad y una abundante literatura ha sido
desarrollada para esta clase de modelos. Estas nuevas formulaciones presentan desafios tedricos
por la presencia de pardmetros infinito-dimensionales. En este trabajo se han estudiado dos mo-
delos semiparamétricos del andlisis de supervivencia: un modelo de mezclas semiparamétrico
para riesgos competitivos y un modelo de cura semiparamétrico basado en modelos de trans-
formacion. Para el primer modelo se adoptd la especificacion propuesta por Escarela y Bowater
(2008), mientras que para el segundo modelo se tom6 una especificacion que generaliza los
modelos bien establecidos al utilizar modelos de transformacion cuyos estimadores son sem-
paramétricamente eficientes.

La contribucién principal de este trabajo es el desarrollo de una teoria general para los NPM-
LEs de los dos modelos. La teoria aqui presentada puede ser facilmente empleada para derivar
resultados asintéticos para otros modelos semiparamétricos del andlisis de supervivencia. Para
las dos clases de modelos tratadas aqui se identificé un conjunto de condiciones de regula-
ridad bajo las cuales los estimadores son consistentes, asintdticamente normales y eficientes.
Para cada modelo una representacion del estimador NPML de la fuerza de mortalidad integra-
da fue mostrada (ecuaciones 5.7 y 6.9, respectivamente) la cual facilita y simplifica mucho las
derivaciones matemadticas de los resultados posteriores. Extendiendo las técnicas desarrolladas
por Murphy(1994), empleando clases Donsker y la propiedad Glivenko-Cantelli fueron parte
fundamental para obtener la consistencia de los NPMLEs (Teorema 5.7.1 y Teorema 6.7.1, res-
pectivamente). La normalidad asint6tica fue demostrada aplicando la metodologia desarrollada
por Murphy (1995) para modelos frailty, la cual recomienda adoptar una funcién analitica que
permite trabajar con modelos unidimensionales que pasan a través del estimador del modelo, y
que a su vez permite ver al espacio de pardmetros como un espacio de funciones; esta nueva
funcidn analitica permite una manera facil de definir el operador informacién del modelo.
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A partir de estos resultados es posible obtener la normalidad asintética para cada modelo
semiparamétrico (Teorema 5.8.1, Teorema, 5.8.2 y Teorema 6.8.1), y siguiendo la teoria es-
tablecida en Bickel et al. (1993) y Tsiatis (2006) se pudo demostrar que la funcion de eficiencia
pertenece al espacio tangente generado por las funciones de score, dando como resultado que
los estimadores de los parametros de regresion sean eficientes. Finalmente, las varianzas son
obtenidas invirtiendo un operador lineal en un espacio funcional. Las varianzas consistentes
para los pardmetros finito e infinito dimensionales para cada modelo fueron obtenidas siguiendo
las ideas desarrolladas por Parner (1998),Dupuy y Mesbah (2004) y Fang et al. (2005) (Teore-
ma 5.9.1 y Teorema 6.9.1). Como las inferencias expuestas en este trabajo tienen caracteristicas
deseables, las cuales son equivalentes a las del modelo original de Cox, los bioestadisticos y
estadisticos en general encontrardn en estas formulaciones una forma conveniente, concisa y
precisa para obtener inferencias para riesgos competitivos y modelos de cura.

Aun siendo una disciplina ya madura, el andlisis de supervivencia sigue presentando brechas.
Algunas cuestiones relacionadas con el modelo semiparamétrico de mezclas para riesgos com-
petitivos y con el modelo semiparamétrico de cura utilizando modelos de transformacion siguen
abiertas. Aqui se sefialan algunas sobresalientes:

= En el caso del modelo de mezclas semiparamétrico para riesgos competitivos es posible
notar que la covariable Z en el modelo (5.2) ha sido tomada como una variable indepen-
diente del tiempo, como lo hace Ng y McLachlan (2003) y Escarela y Bowater (2008). Sin
embargo, esta suposicion puede ser ampliada; es decir, se puede permitir que el modelo
(5.2) incluya variables dependientes del tiempo, lo que implicaria que ciertas condiciones
de regularidad deben de ser establecidas.

= Seria conveniente ampliar el modelo de tiempo de fallo condicional (5.2) a una clase
flexible de modelos, tales como lo modelos de transformacion lineal (ver por ejemplo
Slud y Vonta, 2004 y el capitulo 6 de este trabajo).

= También seria interesante incorporar estudios de disefios mds complejos en la inferen-
cia estadistica para los modelos de mezclas semiparamétricos para riesgos competitivos,
como son, la incorporacién de censura por intervalos o tiempos de datos agrupados.

= En el caso del modelo de cura semiparamétrico basado en modelos de transformacion, es
importante desarrollar un proceso de estimacion empleando el algoritmo EM para calcular
los NPMLEs como lo desarrollan Peng y Dear (2000) y Sy y Taylor (2000) para el caso
del modelo de cura semiparamétrico de riesgos proporcionales. Esto permitird realizar
estudios de simulacién para demostrar la eficiencia del modelo en situaciones practicas.
La extension del modelo para que permita observaciones censuradas por intervalos es
también un problema abierto.

= Establecer pruebas de bondad de ajuste para ambas clases de modelos debe de constituir
una direccién importante para trabajos futuros.



Capitulo 8
Apéndice

El algoritmo de Esperanza-Maximizacién (EM) introducido por Dempster et al. (1977)
puede ser utilizado para calcular los estimadores noparamétricos. Esta seccion explica el al-
goritmo EM desarrollado por Escarela y Bowater (2008).

8.1. Algoritmo EM

Con el fin de estimar B y G, es posible modificar el algoritmo EM propuesto por Larson
y Dinse (1985) para el caso en el que el modelo de mezclas toma una forma mds restringida.
Definase la variable l"l’ la cual toma el valor de 1 si el individuo i muere de la causa j y el valor
0 en cualquier otro caso. Obsérvese que si A; = 1, entonces Flj = A{ , J € J; sin embargo, si
A; = 0, entonces F{ es indefinida para toda j € J. Por lo tanto pgf y la matriz N = [Fl./ ], son
parcialmente observadas lo que permite usar el algoritmo EM, como lo proponen Dempster et
al. (1977).

Bajo la suposicion de que la matriz N es completamente observada, la funcion de verosi-
militud dada en la ecuacion (5.4) puede ser ahora referida como la funcién de verosimilitud
completa para n individuos, la cual puede ser reescrita como

- ﬁ{{l—”p‘;’f’wu] H[P mﬂmf}

i=1 jegT

n J
l—H_[(P ﬂﬂm @IS )1 8.1)

i=1 j=1 i=1 j=1
= LpXLs.
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Paso E

El paso E en el algoritmo EM calcula la esperanza del logaritmo de la ecuacion (8.1) dado
las estimaciones actuales de fi(#;), S j(#;) y pG -, 1a cual es la suma de las siguientes funciones

=) Z gl(6)log pi, 8.2)

i=1 j=1

n

J
Is = > > Allog At Z) + gl(6) log $ (1 Z,) (8.3)
i=1 j=1

n

Alllog A1) + B/Zi] = gl(OIA (1) explB/Z;)

.M\

1l
—_

i=1 j
donde, g{ (0) es la esperanza de F{ dadas las estimaciones de péxl y S j(#;) y cuyo valor es
gl(0) = A + (1 - 2)w] (), (8.4)
donde w{ 0 = P{F{ = 1|T > t;}, y tiene la siguiente férmula:
iX
i p l'S ‘(ti)
w/(0) = ———.
21 P(’;,iSl(fi)
Para el j-€simo tipo de fallo, sean 7}y < ... <1, el ordenamiento de los distintos tiempos
de fallo no censurados por causa j. Sea D;; es el conjunto de muertes no censuradas por causa j
que ocurren al tiempo ¢ y Rj; el conjunto de individuos en riesgo antes de ¢;. Finalemente,
sea 10 = 0y tjx;+1) = 0. Siguiendo Kalbfleisch y Prentice (1973, 1978) y Holt (1978), la
ecuacion (8.3) puede ser aproximada por,

J kj ’
/ exp{BZ;
log | || | i) (8.5)
=1 ZmeRﬂ gm(g) CXP{,B -z }

j=1

donde Z;(; es el vector de covariables correspondientes a la observacion, cuyo tiempo de su-
(D)

pervivencia observada es 7. Esta aproximacion es similar a la verosimilitud parcial de Cox,

excepto por la inclusion de los pesos g,,;.

La verosimilitud parcial en (8.5) se adapta cuando existen tiempos de fallo empatados cuando
los tipos de causa son diferentes, sin embargo, una modificacion es requerida si los tiempos de
fallo empatados ocurren en la misma causa. Una aproximacion es propuesta por Breslow (1974)
lo que implica que el ajuste de la funcién de verosimilitud se convierte en:

J ok /<.
log ]—[ plpio} (8.6)
=1 =1 [ Ser, h(@explBiZ,)|"
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donde s;; = Xicp, Z; representa la suma de los vectores de covariables para los individuos en
Dj;. El valor de dj; denota el niimero de fallos empatados por la causa j al tiempo ¢; .

Paso M utilizando el estimador producto limite

El paso M involucra la maximizacion de la ecuacion (8.6) con respecto a B dado el valor
de los pesos gj,. Para esto, es necesario que las funciones de supervivencia condicional S ;(; Z)
sean estimadas. Con el fin de obtener un estimador adecuado para las funciones de superviven-
cia condicionales base se puede usar los enfoques desarrollados por Johansen (1983) y Klein
(1992) quienes utilizan el enfoque de verosimilitud parcial. Escarela y Bowater (2008) adoptan
el estimador noparamétrico producto limite (PME) descrito por Kalflbfleisch y Prentice (1980,
p- 85) el cual especifica a la funcién de supervencia base para el j-ésimo riego como,

sin=[] am  jeg. m=1..k; (8.7)

m:tjm<t
donde los «;,, son pardmetros no negativos, con ajo = 1y

- S (1))
jm = .
S jjom)

El modelo de mezclas que resulta de la estructura PLE descrita arriba, es esencialmente el
modelo de Kuk (1992) que generaliza el modelo de Larson y Disnse (1985). Sin embargo, el
procedimiento de estimacion descrito por Kuk, involucra simulaciones de Monte Carlo, lo cual
hace computacionalmente caro el modelo. Escarela y Bowater (2008) proponen un método de
estimacion alternativo que debe de producir inferencias mas precisas.

Dada la distribucion de supervivencia base expresada en la Eq.(8.7), la correspondiente fun-

.y . . . exp(B/Z)
cion de mortalidad para el j-€simo riesgo es A;(#;X) = 1 — ajnf "7 para todo £, <t < tjme)-

Aplicando los valores obtenidos en el paso E y reordenando términos, la ecuacion (8.3) es ex-
presada como (Kalbfleisch y Prentice, 1980 pp. 85)

ki .
| P 2 (0) Xp(B}Zin)
1—[ — @ l_[ @ jm

=1 iEDﬂ mER/-l—U/- Dj]

<

log

J
j=1

Entonces, si hay empates, la estimacién de mdxima verosimilitud de «j; dados los valores de §;
y v es (ver Collet, 1994, pp. 98)

A Yt
j ~ eXp - .
! { ZmeR_/-[ gin exp(ﬂ;zm) }

Sustituyendo este resultado en la Eq.(8.7), se obtiene entonces que el estimador de la funcién
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base de supervivencia condicional es expresado como

djm
ZmeR_,-m gmj exp(,B;.Zm)

2

§j,o(t) =expy{— Z

m:tjm<t

donde d;; denota el nimero muertes no censuradas por la causa j al tiempo ;.
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