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Der imaginäre Garten, worin Fragen gesät werden und
die Antworten wachsen, ist groß. Es gibt Nutzfragen,
wie es Nutzpŕanzen gibt, und man erntet nahrhafte
Antworten. Es gibt Zierfragen, und die buntblühenden
Antworten tun uns wohl. Sie schmücken das Heim,
bis sie welken, ungemein. Mehr haben sie nicht im
Sinn. Es gibt pompöse Fragen. Tucholsky nannte
sie źPropplemeł. Die plustrigen Antworten hierauf
nehmen im Garten viel Platz weg. Aber sie sind
beliebt und weit verbreitet. Es gibt parasitäre Fragen
und Antworten. Sie pŕegen sich auf echten, knorrigen
und schattigen Antworten anzusiedeln und, von
diesen unbeachtet, aus zweiter Hand zu leben. Es
gibt ungenießbare und giftige Antworten, die sich
von den essbaren kaum unterscheiden. Unkraut, das
keiner gesät hat, wuchert zwischen Würzkräutern und
grünem Antwortkohl. Manchmal kommen Gärtner
mit ihren Scheren und stutzen große, mächtige
Antworten, damit sie das liebliche Landschaftsbild
nicht stören. Und zuweilen stecken Scherzbolde farbig
aufgedonnerte Papierblumen zwischen echte Dahlien
und Astern. Da kann es dann geschehen, daß ein
kurzsichtiger Botaniker den Spaß nicht merkt, sondern
über die vermeintlich neue Blumensorte ein dickes
Buch schreibt.

Erich Kästner
Fragen und Antworten

in: Die kleine Freiheit, Atrium-Verlag, Zürich 1952
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Kurzfassung

Seit jeher sind Wirbelströme ein fester Bestandteil der Leistungsbilanz und
Verlustberechnung in zahlreichen elektromagnetischen Energiewandlern. In
aktiven Magnetlagern und Aktoren haben sie jedoch häuőg einen zusätzlichen
Einŕuss auf die Kraftdynamik, da die einhergehende Feldverdrängung parasitäre
Magnetisierungsströme hervorbringt, welche die meist strombasierten Kraftregler
beeinträchtigen. Besonders betroffen sind die in dieser Dissertation beispielhaft
betrachteten magnetischen Axiallager mit ihrer dreidimensionalen Flussführung,
für welche die sonst übliche und effektive Blechung des Kerns unwirksam wird.

Aus diesen Gründen werden regelungsbasierte Lösungen angestrebt. Bekannte
fortschrittliche Topologien nutzen mitunter aufwendige Regler und Beobachter,
wobei der direkte physikalische Bezug zu den mechanischen Parametern Steiőg-
keit und Dämpfung meist verloren geht. Diese Analogie zu mechanischen Lagern
ist jedoch essentiell für eine einfache Inbetriebnahme des Magnetlagers, ein Grund,
weshalb sich viele alternative Topologien nicht nachhaltig durchsetzen konnten
und die dezentrale kaskadierte Lageregelung mit unterlagerter Stromregelung
noch immer als weit verbreiteter Industriestandard gilt. Die in Axiallagern einge-
schränkte Stabilität, Dynamik und Bandbreite aufgrund der Wirbelstromeffekte
wird dabei zu Gunsten der einfacheren Anwendbarkeit toleriert.

Diese Arbeit stellt ein fraktionales Kompensationsglied in Gestalt eines Fluss-
schätzers vor, welches im Rückführungszweig der unterlagerten Regelung die
Folgen der Wirbelströme dort herausrechnet, wo sie physikalisch wirken. Die
resultierende modellbasierte Flussregelung erhält somit sämtliche physikalische
Bezüge und die gute Anwendbarkeit, bei gleichzeitig verbesserten Regelungsei-
genschaften, sodass diesbezüglich keine Kompromisse notwendig sind.

Das zugrundeliegende Modell leitet sich aus der Lösung der Diffusions-
gleichung für den massiven Kern ab und stellt zunächst ein transzendentes
fraktionales System dar, welches nicht direkt in einer Regelung anwendbar
ist. Über Kettenbruchentwicklungen und Frequenzganganalysen ist es jedoch
möglich, eine rationale Systembeschreibung zu ermitteln, die in Form einer digi-
talen BiquadśFilterśKaskade auch in bestehende Mikroprozessor-Regelungen
echtzeitfähig implementierbar ist. Die Arbeit dokumentiert das Vorgehen für
eine Vielzahl von Randbedingungen und berücksichtigt verschiedene denkbare
Einschränkungen, die in praktischen Anwendungen erwartbar sind.

Der messtechnische Funktionsnachweis zeigt eine nahezu vollständige Kom-
pensation der Wirbelstromeffekte in der unterlagerten Regelung, während sich
die Bandbreite der Lageregelung nachweislich mindestens vervierfacht bei einem
um bis zu 90 % reduziertem Überschwingen gegenüber dem Industriestandard.
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Abstract

Eddy currents have always been part of loss calculations and power balances in
numerous electromagnetic energy converters. In active magnetic bearings and
actuators they additionally have a great inŕuence on the force dynamic, as the
concomitant magnetic skin effect provokes parasitic magnetizing currents that
impair the usually currentśbased force controllers. Thrust bearings with their
threeśdimensional ŕux propagation, which serve as example in this thesis, are
especially affected, due to the ineffectiveness of the commonly applied lamination
of the iron core.

For these reasons, controlśbased solutions are desired. Known advanced control
topologies employ possibly intricating controllers and observers, which hardly
preserve the direct physical reference to mechanical parameters like stiffness and
damping. However, this analogy to mechanical bearings is essential for a simple
bearing operation. That is one reason why many alternative topologies could not
been established sustainably and the decentralized cascaded position control with
subordinated current control is considered as the indisputable industry standard.
Its limitation of stability, dynamic and bandwidth, caused by the eddy current
effects in thrust bearings, is only tolerated, in favor of a superior applicability.

This thesis introduces a fractionalśorder compensation element in the form
of a ŕux estimator that compensates the eddy currents effects, where they
physically occur, to wit, within the feedback path of the subordinated control.
Hence, the resulting ŕux control maintains all physical references and the simple
applicability, but does not compromise on the control characteristic in this regard.

The underlying model is derived from the solution of the diffusing equation
that describes the nonlaminated core. It őrstly constitutes a transcendental
fractionalśorder system, which cannot be directly applied to a bearing control.
However, by the use of continued fraction expansions and frequency analysis, a
rational system description is determinable, which can be implemented as biquad
őlter cascade for realśtime application even in existing microprocessor controls.
This work documents the procedure for a variety of boundary conditions while
considering various possible restrictions, which are to be expected in practical
applications.

The experimental proof of concept reveals a nearly complete compensation of
the eddy current effects in the subordinated control. The bandwidth of the outer
position control is at least quadrupled, while the overshoot can be reduced by up
to 90 % compared to the industry standard.
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Lateinische Symbole

Symbol Beschreibung Einheit

𝐴 Fläche m2

𝐴g ś Luftspaltŕäche m2

𝐴mi ś einer inneren Hystereseschleife m2

𝑎 Allgemeine geometrische Länge m

𝑎 Symmetriefaktor des Symmetrischen Optimums 1

𝐵 Magnetische Flussdichte T

𝐵g ś im Luftspalt T

𝐵k ś am Kniepunkt der Neukurve T

𝐵ma ś statische Hystereseschleife bei max. Auslenkung T

𝐵mi ś innere Hystereseschleife T

𝐵rev ś am Umkehrpunkt einer inneren Hystereseschleife T

𝐵r ś Remanenzŕussdichte T

𝐵v ś Vormagnetisierungsŕussdichte T

𝐵x ś reale (unbekannte) Steuerŕussdichte T

𝐵x est ś geschätzte Steuerŕussdichte T

𝑏 Frequenzunabhängiger Teil eines Funktionsarguments ś

𝐶 Lösungskonstante einer Differentialgleichung ś

𝐷 Lehr’sches Dämpfungsmaß 1

𝐷F Filterdämpfung des PIDT2śReglers 1

𝐷𝜏 DutyśCycle, Tastgrad 1

Δ𝐷ftr Übergangszone zw. Bereichen konstanter Phase Hz

𝑑 Blechdicke m

𝑑 Dämpfung kg/s

𝑓 Frequenz Hz

𝑓cA ś Approximationsgrenzfrequenz Hz

𝑓 -3dB ś −3 dBśGrenzfrequenz Hz

𝑓sat ś maximale Frequenz vor Reglerausgangsbegrenzung Hz

𝑓max ś max. Bandbreite des ungesätt. inneren Regelkreises Hz

𝑓d ś Durchtrittsfrequenz eines offenen Regelkreises Hz
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𝑓e ś Wirbelstromknickfrequenz Hz

𝑓h ś Hauptknickfrequenz → 𝑇h Hz

𝑓Σ ś Summengrenzfrequenz → 𝑇Σ Hz

𝑓N ś Grenzfrequenz des I-Anteils eines Reglers Hz

𝑓s ś Abtastfrequenz Hz

𝑓t ś Schaltfrequenz Hz

𝐹 Kraft N

𝐺 Übertragungsfunktion div.

𝐺o, 𝐺f ś des offenen bzw. geschlossenen Regelkreises 1

𝐺Φ ś Flussstrecke Wb/V

𝐺FS ś Flussschaetzer Wb/A

𝐺F ś Vorőlter, Führungsgrößenőlter 1
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𝐺m ś mechanische Strecke s2/kg

𝑔 Luftspaltlänge m
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𝐻rev ś am Umkehrpunkt einer inneren Hystereseschleife A/m

𝐼 , 𝑖 Elektrischer Strom A

𝑖μh ś Magnetisierungsstrom 0. Ordnung A

𝑖μFe,e 𝑖 ś Magnetisierungsstrom höherer Ordnung A

𝐼max ś Strombegrenzung, maximaler Spulenstrom A

𝑖mess ś messbarer Spulenstrom A

𝐽, 𝐽e Stromdichte, Wirbelstromdichte A/m2

𝑘 Steiőgkeit N/m

𝑘 Ordnung des Kettenbruchs, Laufvariable 1

𝐾 Skalarer Faktor 1

𝐾R Reglerverstärkung div.

𝐾i→𝛷 Flussfaktor, 𝛷śFaktor Wb/A

𝑘Φ KraftśFlussśFaktor N/T

𝑘i KraftśStromśFaktor N/A

𝑘x KraftśWegśFaktor N/m
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𝑘υσ Streu-/Stirnŕusskorrekturfaktor 1

𝑘υσ f ś aus Sicht des kraftbildenden Flusses 1

𝑘υσ t ś aus Sicht des Gesamtŕusses 1

𝒦𝑢 Klirrdämpfung der Eingangsspannung dB

𝐿, 𝐿′ Induktivität (′ der Regelstrecke, nicht exakt bestimmbar) H

𝐿h ś Hauptinduktivität H

𝐿eff ś Effektive Induktivität H

𝐿h ś Durchtrittsinduktivität H

𝐿e 𝑖 ś einer Wirbelstrombahn H

𝑙 Länge eines Flusspfads m

𝑚 Masse kg

𝑚red ś reduzierte Masse kg

𝑚r ś Rotormasse kg

Δ𝑀 Max. absoluter Amplitudenfehler eines Frequenzgangs dB

𝑚 Ordnung u. Laufvariable Zählerpolynom 1

𝑚′ Filterordnung des Flussdichteschätzers 𝑚′ = 𝑚 + 1 1

𝑛 Ordnung u. Laufvariable Nennerpolynom 1

𝑛P Anzahl der Abtastwerte pro Periode 1

𝑁 Windungszahl 1

𝑝𝑚 , 𝑞𝑛 Koeffizienten einer rationalen Funktion 1

𝑝 Lagerseiten, Anzahl der Steuermagnetkreise/Achse 1

𝑟, 𝑟′ Radius, Äquivalenter Radius m

𝑅 Elektrischer Widerstand Ω

𝑅Cu ś eines Kupferleiters bzw. einer Spule Ω

𝑅e 𝑖 ś einer Wirbelstrombahn im Kern Ω

ℛ Reluktanz H−1

ℛb ś eines Blechpakets H−1

ℛeff ś Effektive Gesamtreluktanz (allgemein) H−1

ℛeff Σ ś Summe der effektiven Teilreluktanzen H−1

ℛ′
eff t ś ℛeff korrigiert, aus Sicht des Gesamtŕusses H−1

ℛ′
eff f ś ℛeff korrigiert, aus Sicht des kraftbildenden Flusses H−1

ℛeff hyst ś Effektive Gesamtreluktanz mit Hysterese H−1

ℛ0 ś Stationäre Gesamtreluktanz H−1

ℛ0 𝑖 ś Stationärer Grenzwert einer Teilreluktanz H−1

ℛ∞ 𝑖 ś Hochfrequenter Grenzwert einer Teilreluktanz H−1
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ℛ𝑖 ś eines Kernelements, Teilreluktanz H−1

ℛ𝜎 ś Streuŕussreluktanz H−1

ℛ𝜐 ś Stirnŕussreluktanz H−1

𝓡 Reluktanzmatrix H−1

𝑠 LaplaceśVariable 1/s

𝑠 Weglänge, Distanz m

𝑡 Zeit s

𝑡anr, 𝑡ausr Anregelzeit, Ausregelzeit s

𝑇 Zeitkonstante s

𝑇e ś Wirbelstromzeitkonstante s

𝑇Fe ś Eisenkreiszeitkonstante s

𝑇F ś Filterzeitkonstante s

𝑇h ś Hauptfeldzeitkonstante s

𝑇m ś Messverzögerung bzw. Reglerlaufzeit s

𝑇N ś Reglernachstellzeit des IśAnteils s

𝑇s ś Abtastperiode s

𝑇a ś Abtastkorrektur s

𝑇Σ ś Summenzeitkonstante s

𝑇τ ś Pulsbreite s

𝑇t ś Schaltperiode s

𝑇V ś Reglervorhaltezeit des DśAnteils s

𝑈, 𝑢 Elektrische Spannung V

�̂�1 max ś Maximale SpannungsśGrundwellenamplitude V

𝑈max ś Reglerausgangsbegrenzung V

𝑢∗ ś Reglerausgangsspannung, Sollwert vor Stellglied V

𝑈ZK ś Zwischenkreisspannung V

𝑉 Verstärkung div.
𝑉e ś Wirbelstromverstärkung H−1

𝑉s ś Streckenverstärkung div.
𝑉t ś Stellgliedverstärkung 1
𝑊mag Magnetische Energie J

𝑊mech Mechanische Arbeit, Virtuelle Arbeit J

𝑥, 𝑦, 𝑧 Magnetlagerachsen, Auslenkung in jeweiliger Achse ś, m

𝑥, 𝑦 Komplexes Argument einer transzendenten Funktion 1

𝑥, 𝑦 Substitutionsvariablen für 𝑓 (𝑠) im LaplaceśBereich ś
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Griechische Symbole

Symbol Beschreibung Einheit

𝛼 Ausbreitungskoeffizient elektromagnetischer Wellen 1/m

𝛽 Modiőzierter Ausbreitungskoeffizient für Luftspalte 1/m

𝛿 Eindringtiefe m

𝛿α ś im Kern m

𝛿β ś im Luftspalt m

𝛿 Abklingrate 1/s

𝜖M Maximaler rel. Amplitudenfehler eines Frequenzgangs %

𝜖 Ideelle Polbedeckung ◦

𝛾 Fraktionaler Exponent 1

𝜅 Elektrische Leitfähigkeit S/m

𝜆 Axiale Länge bzw. Breite eines Magnetkreiselements m

𝜇 Magnetische Permeabilität H/m

𝜇0 ś magnetische Feldkonstante H/m

𝜇hyst ś HystereseśPermeabilität H/m

𝜇r ś relative Permeabilität 1

𝜈 Ordnung einer Besselfunktion 1

𝜔 Kreisfrequenz 1/s

𝜔c0 , 𝜔cA ś Intervallgrenzen für Stützstellen 1/s

𝜔e ś Wirbelstromknickkreisfrequenz 1/s

𝜔0 . . .𝜔𝑘 ś Stützstellen 1/s

𝜔0 D ś des gedämpften Systems 1/s

𝜔0 ś Eigenkreisfrequenz 1/s

𝜑 Phasenwinkel ◦

Δ𝜑 Maximale Phasenabweichung eines Frequenzgangs ◦

𝛷 Magnetischer Fluss Wb

𝛷v ś Vormagnetisierungsŕuss Wb

𝛷x ś Steuerŕuss Wb

𝛷𝜐 ś Stirnŕuss Wb

𝛷𝜎 ś Streuŕuss Wb

𝜳 Vektor aus Maschenŕussverkettungen Wb

𝜌 Übergeordneter Radius, Kernradius der Ringkernspule m

𝛩 Magnetische Durchŕutung A

𝜣 Vektor aus Durchŕutungsquellen A
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𝜗hyst Hysteresewinkel ◦

𝜉 Unsicherheitsbereich div.
𝜉M ś der Amplitude dB

𝜉φ ś der Phase ◦

Indizes

Symbol Beschreibung

A Approximationsbezug

a axial

c Kern, Ringkern, CutśOff

e Wirbelstrombezug

f Kraftbezug

g Luftspaltbezug

hyst Hysteresebezug

𝑖 Laufvariable für Reluktanzen

ai ś axial innen

ao ś axial außen

b ś Blechpaket

ca ś Ecken außen

co ś Ecken innen

gb ś Luftspalt mit benachbartem geblechten Kern

gi ś Luftspalt innen mit benachbartem massiven Kern

r ś radial

i innen

L,R Linksseitig, Rechtsseitig

o außen

r radial, Rotorbezug

σ ,
𝜎 Streuŕussbezug

s Statorbezug, Sample

t Wechselrichterbezug, Gesamtŕussbezug

υ ,
𝜐 Stirnŕussbezug

x Steuergröße

z Axialkomponente in Polarkoordinaten
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Abkürzungen

Symbol Beschreibung

API Application Programming Interface
BO Betragsoptimum
CAS ComputerśAlgebraśSystem
DKBE Direkte Kettenbruchentwicklung
DRA Direkte rationale Approximation
EMA Explizite MatsudaśApproximation
ŕop FloatingśPoint operation, Gleitkommaberechnung
FO śSysteme: LTI-Systeme gebrochener Ordnung
FPGA Field Programmable Gate Array
HF Hochfrequenzś
IKBE Kettenbruchentwicklung des impliziten FOśSystems
IMA Implizite MatsudaśApproximation
IO śSysteme: LTI-Systeme ganzzahliger Ordnung
KBE Kettenbruchentwicklung
KLA Axiallagerteil des KombiśUnipolarlagers
KLR Radiallagerteil des KombiśUnipolarlagers
LEVY Curve Fitting nach Levy’s Methode
LF Niederfrequenzś
MAEIS MatsudaśApprox. des äquiv. impliziten FOśSystems
PA PadéśApproximation
PASR PadéśApproximation der Summe der Reluktanzen
PWM Pulsweitenmodulation
PZC PoleśZerośCancellation
RVF Relaxed Vector Fitting
SO Symmetrisches Optimum
ULR Radiallager des reinen Unipolarlagers
VPA VariableśPrecisionśArithmetic

⃝H Hysterese berücksichtigt

��⃝H Hysterese nicht berücksichtigt

⃝S Sättigung berücksichtigt

��⃝S Sättigung nicht berücksichtigt

⃝L Streuung/Stirnŕuss berücksichtigt

��⃝L Streuung/Stirnŕuss nicht berücksichtigt
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Mathematische Funktionen

Symbol Beschreibung

Γ GammaśFunktion
I𝜈 Modiőzierte Besselfunktion 1. Art, 𝜈-ter Ordnung
K𝜈 Modiőzierte Besselfunktion 2. Art, 𝜈-ter Ordnung
J𝜈 Gewöhnliche Besselfunktion 1. Art, 𝜈-ter Ordnung
𝒮𝑛 Allgemeine Reihenentwicklung abgebrochen bei 𝑛
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1 Einleitung

Als die Urväter der Magnetlagerung, F. T. Holmes und J. W. Beams der Universität
in Virginia, Ende der Dreißigerjahre ihre ersten Apparate zur berührungslosen
Lagerung schnell drehender źRotorenł vorstellten [Holmes1937, Beams1937], nut-
zen sie erstmalig geregelte Elektromagnete zur Stabilisierung der magnetischen
Levitation. Nach Earnshaws Theorem [Earnshaw1842] galt diese bis dato als
instabil, ein Makel, den sie durch die Erfassung und Rückführung der Rotorlage
kompensieren konnten. Holmes nutzte dazu einen optischen Aufbau bestehend
aus einer Lichtquelle und Linse sowie einer Fotozelle, dem ersten Positionssensor.
Dieses Funktionsprinzip begründet die Magnetlagertechnik, wie wir sie heute
kennen, eine Technologie, die seitdem einem stetigen Wandel unterliegt. Dabei
war die Forschung ihrer breiten praktischen Anwendung immer um mehrere Jahr-
zehnte voraus, ein Umstand, der sich erst in der heutigen Zeit beginnt zu ändern.
Mit dem hohen Optimierungsgrad, den Magnetlager in der Gegenwart erreicht
haben, treten jedoch eine Vielzahl neuer Anwendungen in Erscheinung, die die
Forschung immer noch mit interessanten neuen Fragestellungen herausfordern.

Während Magnetlager bis in die späten Siebzigerjahre reine Forschungsobjekte
waren, begann mit der Gründung der Firma Société de Mecanique Magnéti-

que (S2M) im Jahr 1976 auch deren industrielle Nutzung. Dieser Schritt war
insbesondere der Entwicklung der Festkörperelektronik zu verdanken, die leis-
tungsfähiger und kompakter als die bisherige Röhrentechnik [Fleming1991] war.
Auch Fortschritte in der Theorie und dem Design computerbasierter Regelungen
sowie ein verbessertes Verständnis der Rotordynamik trugen zur Etablierung der
Technologie bei [Schweitzer1993].

Von Beginn an standen vor allem Turbomaschinen im Fokus, z. B. Kompressoren
und Expander in Gaspipelines oder Kühlsystemen, wo neben effizienteren
hohen Drehzahlen die Freiheit von Schmiermitteln einen entscheidenden Vorteil
darstellt, da sie eine höhere Lebensdauer bei praktischer Wartungsfreiheit über
mehrere Jahre erlaubt [Eaton2010]. Oft sind zudem die angrenzenden Gas-
und Dampfturbinen sowie die Treibermotoren in das magnetgelagerte System
mit eingeschlossen. Die mögliche Entkopplung von Unwuchtkräften sowie die
Beeinŕussung der Rotordynamik durch eine einstellbare Lagersteiőgkeit und
Dämpfung sind weitere zweckdienliche Eigenschaften. Für lange Zeit konnten
die zahlreichen Vorteile nur bei Turbomaschinen die hohen Entwicklungs- und
Anschaffungskosten bei gleichzeitig sehr niedrigen Stückzahlen aufwiegen.
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1 Einleitung

Auch Fräs- und Bohrspindeln, die von einer höheren Drehzahl und Genauigkeit
und den adaptiven Lagereigenschaften proőtieren [Dussaux1990], gehören zu
den frühen industriellen Anwendungsfeldern, beschränkten sich jedoch aufgrund
der hohen Kosten auf einen Nischenmarkt für Fertigungsprozesse mit höchsten
Anforderungen. Ähnliches gilt für Spezialanwendungen bei extremen Umge-
bungstemperaturen, Umweltbedingungen oder Reinheitsanforderungen: dazu
zählen kyrogene Kompressoren/Expander [Brunet1988] und Pumpen für korro-
sive Flüssigkeiten [Eaton2010] sowie Stellantriebe und Roboter in Reinräumen,
aber auch Gyroskope in Satelliten sowie Vakuumanwendungen, wie Turbomole-
kularpumpen und TeilchenstrahlśChopper [Schweitzer1993, Dussaux1990]. Trotz
dieser zunächst zurückhaltenden Marktentwicklung konnte der Weltmarktführer
S2M (mit den Töchtern JMB und MBI) seinen Umsatz in den Achtzigerjahren
verzehnfachen [Brunet1988] und offenbart das große Potenzial, welches in der
Magnetlagertechnologie steckt.

In den Neunzigerjahren beginnt mit der Gründung weiterer bedeutsamer
Firmen wie Mecos (CH, 1988) und später Calnetix (USA, 1998) und Levitec

(D, 1998) eine zweite Phase in der Geschichte industrieller Magnetlager. Die
digitale Schaltungstechnik erlaubte eine wesentlich schnellere und ŕexiblere
Implementierung von Regelungsalgorithmen, die gegenüber dem vergangenen
Jahrzehnt mehr als doppelt so leistungsfähige Frequenzumrichter ansteuerten.
Zusammen mit besseren Steuer- und Überwachungsmöglichkeiten, auch aus der
Ferne, ließen sich auf diese Weise nicht nur die Anschaffungskosten, sondern auch
die Betriebskosten deutlich reduzieren [Swann2009]. Hinzu kommen die zu dieser
Zeit stark ansteigenden Energiekosten, die eine zunehmende Abkehr vom Erdöl
motivierte und die Nachfrage nach effizienteren Antrieben förderte [Eaton2010].
Mit der Einführung von Trockengasdichtungen konnten die magnetgelagerten
Turbomaschinen der petrochemischen Industrie erstmalig ganzheitlich ölfrei
aufgebaut werden. Das eliminierte Brand- und Kontaminationsrisiko reduzierte
die Versicherungskosten beachtlich und erlaubte den Einsatz der Antriebe auch
an entlegenen sowie ökologisch sensiblen Gebieten [Kasarda2000].

Die für Abstürze des Rotors vorgesehenen sogenannten Fanglager wurden
bisher nicht verstanden und ihr mögliches Versagen gefürchtet [Maslen2017]. Sie
konnten jedoch jetzt, ebenso wie die Dynamik ŕexibler Rotoren, mit fortschrittli-
cher Software modelliert werden, wodurch die Zuverlässigkeit magnetgelagerter
Systeme weiter zunahm. All diese Punkte führten zu einem deutlichen Anstieg
der weltweit verkauften Stückzahlen an Magnetlagern, insbesondere im Bereich
der Turbomaschinen [Swann2009]. Weiterhin wurden bisherige Nischenanwen-
dungen endgültig in der Industrie etabliert und neue Anwendungsfelder er-
schlossen. Dazu gehören insbesondere Zentrifugen und Turbomolekularpumpen
[Amrhein2016] sowie u. a. Schwungradspeicher, Präzisionswerkzeugmaschinen,
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1.1 Motivation

Mikrogasturbinen und medizintechnische Anwendungen wie Herzpumpen
[Schuhmann2011].

In der heutigen Zeit beőnden wir uns bereits in der dritten Phase der Entwick-
lung [Swann2009]. Die durch weiter sinkende Kosten zunehmende Attraktivität
von Magnetlagern, lässt auch klassische Hersteller mechanischer Lager in den
Markt drängen. Der schwedische Kugellagerhersteller SKF übernahm im Jahr
2007 den bisherigen Marktführer S2M und auch die britischen Waukesha Bearings
erweiterten bereits 2001 mit der Akquisition von Glacier RPB ihre Magnetlagerś
Kompetenzen. Zudem nehmen Großkonzerne wie FAG/Schaeffler ebenfalls
Magnetlager in ihr Produktportfolio auf und machen sie so einem breiteren Markt
zugänglich. Der zukünftige technologische Trend geht zu źSmart Machinesł,
die sich selbst adaptiv einstellen, kalibrieren, korrigieren und diagnostizieren
[Schweitzer2011]. Die Forschung konzentriert sich zunehmend auf Fanglager,
um die Zuverlässigkeit und Sicherheit weiter zu optimieren und den Weg
zu innovativen Anwendungen, wie magnetgelagerten Computertomographen
[Weiner2018] und 6DśBohrspindeln für moderne Verbundwerkstoffe in der Luft-
und Raumfahrt [Dirscherl2017], zu ebnen.

1.1 Motivation

Die Einführung hat gezeigt, dass Magnetlager zahlreiche Vorteile gegenüber
hydrodynamischen und mechanischen Lagern aufweisen und zudem in ihrer
Entwicklung und Fertigung kontinuierlich günstiger werden. Dazu tragen auch
zunehmend preiswertere und kompakte, teils integrierbare, Umrichter, Sensoren
und Steuerplatinen bei. Trotz allem, sowohl die statische als auch dynamische
Steiőgkeit von Magnetlagern beträgt weiterhin nur ein Bruchteil derer von
klassischen Lagern, was zum Großteil an den eingesetzten Kernmaterialien liegt,
die schnell an ihre physikalischen Grenzen gelangen. Diese Arbeit hat das Ziel,
diese Grenzen auf regelungstechnischem Wege zu überwinden, ohne jedoch eine
Abkehr von industriell bewährten Regelungstopologien zu erzwingen.

Magnetische Axiallager weisen eine besonders geringe Steiőgkeit auf, da in den
meist massiven Stahlkernen signiőkante Wirbelströme zirkulieren, die wiederum
zusätzliche parasitäre Magnetisierungsströme hervorrufen. Die meist stromba-
sierten Kraftregler sind dadurch beeinträchtigt und die Kraftdynamik nimmt
erheblich ab. Die in Radiallagern etablierte und effektive Blechung des Kerns
ist aufgrund dreidimensionaler Flussverläufe nicht zielführend und alternative
Maßnahmen, wie das Schlitzen des Kerns oder die Verwendung von Pulverver-
bundwerkstoffen, gelten als zu teuer oder lassen Zweifel an der mechanischen
Festigkeit aufkommen. Statt den bedingt aussagekräftigen Strom zu nutzen, ist
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1 Einleitung

es daher naheliegend die tatsächlich kraftbildenden Komponenten, wie den
magnetischen Fluss oder die Flussdichte zu regeln. Jedoch ist am Markt keine
FlussdichteśSensorik verfügbar, die in die üblicherweise sehr schmalen Luftspalte
(< 500 µm) integrierbar ist und zudem das inhomogene Luftspaltfeld vollständig
erfassen kann, welches aus der wirbelstrombedingten Feldverdrängung resultiert.

Ein Flussdichte- bzw. Flussschätzer kann im Prinzip dieses Problem lösen. Bis-
herige Ansätze basieren jedoch auf Auswertung von Änderungen der Spannung,
die bei gepulster Ansteuerung insbesondere im stationären Schwebezustand ein
kaum zuverlässiges Feedbacksignal darstellt. Gleichzeitig existieren ausgereifte
dynamische Modelle, welche die Beziehung zwischen dem messbaren Strom und
dem kraftbildenden Fluss über die komplette Bandbreite des Lagers beschrei-
ben können. Allerdings wurden diese bisher nicht in Magnetlagerregelungen
eingesetzt, da sie gemeinhin als zu komplex gelten, zu numerisch bedingten Stabi-
litätsproblemen neigen und bisher keine rationalen Approximationen gefunden
wurden, die eine echtzeitfähige digitale Implementierung erlauben.

Alternative Regelungstopologien, wie z. B. Zustandsregelungen mit ggf. nicht-
linearen Beobachtern, begegnen dem Problem mit einem aufwendigen Rege-
lungskonzept und erhöhter Rechenleistung, ohne jedoch die ursächlichen physi-
kalischen Wirbelstromeffekte zu beachten. Zudem geht meist der unmittelbare
Bezug zu essentiellen Regelparametern verloren, wie der Steiőgkeit oder Dämp-
fung, welche für eine einfache Inbetriebnahme des Lagers wesentlich sind. Es
handelt sich somit oft um Kompromisslösungen, die sich in der Industrie nicht
nachhaltig durchsetzen konnten. Dort wird überwiegend auf den bewährten
und weit verbreiteten Standard einer dezentralen Lageregelung mit unterlagerter
Stromregelung gesetzt. Die möglicherweise eingeschränkte Stabilität, Dynamik
und Bandbreite, die aus der nachteiligen Stromregelung hervorgehen, werden zu
Gunsten eine einfacheren Anwendbarkeit toleriert Ð auch hier ein Kompromiss.

Es ist das Ziel dieser Arbeit, Kompromisse zu vermeiden und die Vorteile
etablierter Regelungstopologien zu erhalten. Für die bestehen Probleme bei der
Implementierung der bekannten Wirbelstrommodelle sollen Lösungen erarbeitet
werden, sodass eine hochdynamische schätzerbasierte Flussregelung etabliert
werden kann. Auf diese Weise können möglicherweise neue Anwendungsfelder
für axiale Magnetlager erschlossen werden.
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1.2 Forschungsstand zur Modellierung von Wirbelströmen in Aktoren

Die Untersuchung von Wirbelströmen in leitfähigen Materialien reicht bis in das
19. Jahrhundert zurück. In den Anfängen waren hauptsächlich die von Wirbelströ-
men verursachten ohmschen Verluste im Eisenkern und die Stromverdrängung
in den Kupferleitern von Interesse Ð bis mit Aufkommen transistorbasierter
Gleichspannungswandler in den 1960er Jahren auch das transiente Verhalten von
Magnetkreisen bei schnellen Schaltvorgängen in den Fokus rückte. Unter den
zahlreichen Publikationen dieser Zeit, sind insbesondere die wegweisenden Stan-
dardwerke von Lammeraner und Štaŕ [Lammeraner1966] sowie Stoll [Stoll1974]
von Relevanz, die den damaligen Stand der Forschung ganzheitlich zusammen-
fassen und zukünftige Arbeiten prägen sollten. Sie beschrieben detailliert die
magnetische Feldverdrängung in geblechten und massiven Eisenkernen verschie-
dener Formen und verallgemeinern ihre Erkenntnisse auf Basis der komplexen
Diffusionsgleichung im Frequenzbereich und legen damit den Grundstein für
die Modellierung dynamischer Wirbelstromeffekte.

Zmood et al. [Zmood1987] wandten als erste Stolls 1DśLösung auf einen
elektromagnetischen Aktor mit massivem rechteckigen Kern an. Für die gleiche
Geometrie begründete Feeley [Feeley1996] mit Hilfe von Stolls allgemeinerer 2Dś
Lösung eine genauere, jedoch auch ungleich komplexere Beschreibung. Daraufhin
approximierte er diese mit einem Verzögerungsglied halber Ordnung und stellte
somit erstmals die Verbindung zu sogenannten fraktionalen Systemen (Fractional
Order Systems, FO-Systeme, → Abschnitt 2.5) her. Zylindrische Kerne wurden
von Rabinovici und Kaplan in den 1990er Jahren berücksichtigt [Rabinovici1992],
welchen auch den Begriff źeffektivł einführten, um die frequenzabhängige effektive
Permeabilität des Eisenkerns zu beschreiben. Im gleichen Jahrzehnt schlugen
Meeker et al. [Meeker1996] auch die ersten Wirbelstrommodelle für Magnetlager
vor, wobei sie sich zunächst auf geblechte Radiallager beschränkten. Bezogen auf
diesen Kontext, war dies auch eine frühe Anwendung von Kettenleitermodellen
bzw. Kettenbrüchen, einer Modellvorstellung begründet von Cauer [Cauer1954].

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf axialen Magnetlagern mit massivem Kern,
für welche in etwa zur gleichen Zeit Kucera et al. [Kucera1996] erste Wirbel-
strommodelle entwickelten. Diese basierten jedoch noch auf der vereinfachenden
Annahme, dass sich die auftretenden Hohlzylinder zu einseitigśunendlichen
Platten źaufklappenł lassen, womit die Lösung der von Stoll [Stoll1974] und
später [Zmood1987] entspricht.

Bis zu jener Zeit wurde das Luftspaltfeld immer als uniform und homogen
angenommen, was jedoch nur für den stationären Zustand ohne Wirbelströme
und Feldverdrängung oder atypisch große Luftspalte der Fall ist. Ein besseres
Modell für ungeblechte Aktoren, welches auch die verbleibende Feldverdrängung
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im Luftspalt beschreibt, wurde von Zhu et al. [Zhu2005a, Zhu2010] eingeführt,
welche auch eine, im Gegensatz zu Kucera, exakte analytische Lösung der Dif-
fusionsgleichung in Hohlzylindern präsentierten. Ihre Reihenschaltung von
frequenzabhängigen effektiven Reluktanzen kann als das erste realitätsnahe analy-
tische Modell eines zylindrischen Aktors betrachtet werden, welches den Einŕuss
von Wirbelströmen berücksichtigt. Sie haben außerdem Feeleys Idee aufgegrif-
fen und die Reihenschaltung aller Reluktanzen des Magnetkreises mit einem
FOśSystem approximiert. Zusammen mit Feeleys Modell [Feeley1996] wurde es
in den vergangen Jahren häuőg genutzt, um zahlreiche Aktoren und Magnetlager
zu modellieren [Anantachaisilp2017, Whitlow2014, u. a.]. Zudem erfolgten Ver-
suche sowohl Streuŕüsse in Form eines Reluktanznetzwerks [Sun2009, Le2016]
sowie Hystereseeffekte [Herzog2009, Rodriguez2007] zu berücksichtigen. Im
Zuge der vorliegenden Dissertation wurde Zhus Modell vervollständigt, indem
die vorher vernachlässigten Eckelemente des Stators mitmodelliert wurden. Wei-
terhin wurde eine Möglichkeit geschaffen, unterschiedliche Materialien innerhalb
eines Magnetkreises einzusetzen, was die Berechnung von Lagern mit einzelnen
Elementen aus Pulververbundwerkstoffen ermöglichte [Seifert2017a].

Dennoch gilt dieses realitätsnahe Modell, welches sich ausschließlich aus
transzendenten Funktionen zusammensetzt, gemeinhin als zu aufwendig, um
es in digitalen EchtzeitśRegelungssystemen einzusetzen [Ferreira2017]. Selbst
für die alleinige Modellierung von Magnetlagern und Aktoren wird Zhus und
Feeleys explizite fraktionale Approximation bevorzugt [Le2016, Zhou2016]. Der
analytische Weg zum Erreichen des vollständigen Modells ist mathematisch her-
ausfordernd und aufwendig, verglichen mit den soeben genannten vereinfachten
Modellvorstellungen. Diese Arbeit wird jedoch zeigen, dass es sich dennoch für
eine verbesserte Magnetlagerreglung anbietet. Sowohl die Approximationen auf
Basis fraktionaler Systeme als auch die transzendenten Funktionen müssen vor
der Diskretisierung in rationale Funktionen überführt werden. Sie weisen dann
den gleichen Grad an Komplexität auf und sind gleichermaßen einfach digital zu
implementieren.

In dieser Literaturanalyse wird deutlich, dass ein Großteil der theoretischen
Grundlagen und analytischen Rechnungen bereits seit vielen Jahren bekannt sind.
Es ist jedoch bis jetzt noch nicht gelungen, die reichhaltigen Erkenntnisse in eine
praktische Anwendung im Bereich der elektromagnetischen Aktorik zu überfüh-
ren und in einer realen Aktor- bzw. Magnetlagerregelung zu evaluieren. Grund
dafür ist vor allem die fehlende Kenntnis geeigneter rationaler Approximationen,
die für eine Diskretisierung des Modells und digitale Implementierung jedoch
unumgänglich sind. An dieser Stelle setzt diese Dissertation an, um erstmalig
mit einem analytisch ermittelten Kompensationsglied regelungstechnisch die
Wirbelstromeffekte in einem Magnetlager bzw. Aktor zu eliminieren.
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1.3 Struktur der Arbeit

Der Flussschätzer, dessen Entwicklung und Modellierung den Großteil dieser
Arbeit darstellt, ist schlussendlich eine einfache digitale FilterśKaskade, die eine
konventionelle Magnetlagerung effektiv ergänzt. Der Weg dahin erscheint in
Anbetracht des Umfangs dieser Arbeit sehr aufwendig, ist jedoch vielmehr ein
Abbild der zahlreichen Möglichkeiten, Irrtümer und potenzieller Sackgassen,
die dem Leser in dem Ð in der Aktorik bisher wenig betrachteten Ð Gebiet
der fraktionalen Systeme begegnen. Je nach Anwendung, Geometrie, den einge-
setzten Materialien oder dem relevanten Frequenzbereich des Aktors, kann der
zielführende Weg ein anderer sein. Diese Arbeit versteht sich daher als Leitfaden
für eine Vielzahl von Anwendungsfällen, wobei das axiale Magnetlager lediglich
als Beispiel dienen soll.

Das einführende Kapitel 2 beschäftigt sich zunächst mit einigen Grundlagen
der Magnetlagertechnik. Neben der magnetischen Krafterzeugung wird der
Einŕuss der Wirbelströme auf die Dynamik von Aktoren und Magnetlagern
erläutert und daraus die Notwendigkeit ihrer Kompensation abgeleitet. Zu diesem
Zweck vergleicht Abschnitt 2.3 verschiedene Regelungskonzepte und schlägt die
Anwendung eines Flussschätzers vor.

Die Modellbildung des Flussschätzers erfordert die Unterteilung des Magnet-
kreises in Teilabschnitte mit eindimensionalem Feldverlauf. Für jeden dieser
Teilabschnitte ist die elektromagnetische Diffusionsgleichung zu lösen, womit
die effektive Teilreluktanz des jeweiligen Kernstücks ermittelt werden kann. Die
Zusammenführung aller Teilreluktanzen eines Magnetkreises führt zu einer tran-
szendenten Übertragungsfunktion, die das Verhältnis zwischen dem messbaren
Aktorstrom und der kraftbildenden Fluss beschreibt und somit als Flussschätzer
bezeichnet werden kann.

Die Teilreluktanzen weisen die Eigenschaften fraktionaler Systeme auf, in wel-
che Abschnitt 2.5 einführt, und können in dieser Form nicht diskretisiert oder als
digitaler Filter implementiert werden. Stattdessen muss eine rationale Approxi-
mation gefunden werden, zunächst für die Teilreluktanzen und anschließend für
das resultierende Gesamtsystem. Der gesamte Prozess lässt sich in zwei Phasen
unterteilen, was sich in den beiden Hauptteilen dieser Arbeit widerspiegelt.

Hauptteil I befasst sich mit analytischen Herleitung und der rationalen Appro-
ximation einer einzelnen Teilreluktanz in den Kapiteln 3 und 4. Um dennoch ein
geschlossenes System betrachten zu können, wird das Beispiel einer Ringkern-
spule mit kreisförmigem Kernquerschnitt herangezogen. Für einen hinreichend
großen Spulenradius kann ein unendliche langer Vollzylinder angenommen wer-
den. Anders als für einen vollständigen Aktor, ist die analytische Beschreibung
der Wirbelstromeffekte für diese Geometrie exakt möglich und durch FEMś
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Simulationen ohne Einschränkungen veriőzierbar. Da bei dieser Anordnung
zudem kaum Streuŕüsse auftreten, lassen sich in Abschnitt 3.2 die Hysterese
und Sättigung des Kerns weitestgehend unbeeinŕusst analysieren.

In Hauptteil II wird in Kapitel 5 zunächst die Vorgehensweise bei der Ring-
kernspule I auf sämtliche Teilreluktanzen sowohl eines magnetischen Axiallagers
als auch Radiallagers übertragen. Die Systemordnung der resultierenden Gesam-
treluktanz ist i. d. R. zu hoch für eine praktische Implementierung, weshalb in
Kapitel 6 mit der PASR und der MAEIS zwei analytische Verfahren zur System-
vereinfachung vorgeschlagen werden. Zudem werden numerisches Verfahren als
Alternative diskutiert. Im nachfolgenden Kapitel 7 erfolgt die Berücksichtigung
von Streuŕüssen, die je nach Geometrie einen erheblichen Einŕuss haben können.

Die Überführung der Gesamtreluktanz in den Flussschätzer ist trivial, sodass
in Kapitel 8 abschließend dessen Implementierung in eine konventionelle Ma-
gnetlagerregelung erfolgen kann. In Abschnitt 8.1 wird dabei auf besondere
Herausforderungen bei der digitalen Implementierung des Schätzers einge-
gangen, da Gleitkommafehler bei der KoeffizientenśQuantisierung gravierende
Auswirkungen auf die Systemstabilität haben. Der um den Flussschätzer ergänzte
innere Regelkreis wird in Abschnitt 8.2 ausgelegt. Die überlagerte Lageregelung
in Abschnitt 8.4 entspricht jedoch weitestgehend dem Industriestand und wird
daher nur oberŕächlich betrachtet.

Kapitel 9 beschäftigt sich abschließend mit der experimentellen Untersu-
chung und dem messtechnischen Funktionsnachweis der Lageregelung mit der
neuartigen unterlagerten Flussregelung auf Basis des Schätzers. Dazu wird in
Abschnitt 9.1 bzw. 9.2 zunächst der Versuchsstand und das Simulationsmodell
vorgestellt, wobei letztes anschließend messtechnisch validiert wird. Daraufhin
erfolgt in Abschnitt 9.4 und 9.5 die Auswahl eines geeigneten Flussschätzers
aus einer Vielzahl möglicher Varianten sowie die Identiőkation eines Unsicher-
heitsbereichs. Auf diese Weise kann der prinzipielle Funktionsnachweis der
Flussregelung in Abschnitt 9.6 kritisch bewertet werden. Abschnitt 9.7 unter-
sucht zum Abschluss die gesamte Lageregelung und zeigt das Potenzial und die
Einschränkungen der neu vorgestellten Regelungstopologie auf.

Hinweis zu BodeśDiagrammen: In dieser Arbeit sind eine große Anzahl Bode-
Diagramme dargestellt. Zur Kennzeichnung, ob die gezeigten Frequenzverläufe
die Hysterese (H), Streu- und Stirnŕüsse (L) oder die nichtlineare Magnetisie-
rungskennlinie bzw. Sättigung (S) berücksichtigen, wurden in relevanten Fällen
die Symbole H L S bzw. H L S eingeführt. Eine eingeschränkte bzw. teilweise
Berücksichtigung ist mit H L S gekennzeichnet. Eine Begründung erschließt
sich jeweils aus dem Kontext und wird nicht gesondert gegeben.
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1.4 Eigene Vorarbeiten und Publikationen

Ein Großteil der vorliegenden Dissertationsschrift wurde inhaltlich, nicht wort-
wörtlich, bereits an anderer Stelle in Form von eigenen Beiträgen in Tagungsbän-
den und Fachzeitschriften publiziert. Tab. 1.1 gibt einen Überblick über sämtliche
mit dieser Arbeit im Zusammenhang stehende Publikationen, sowie deren Bezug
zu einzelnen Kapiteln. Das Thema dieser Dissertation ist zudem aus meiner
eigenen Diplomarbeit hervorgegangen, aus welcher einige grundlegende Ansätze
übernommen wurden. Verweise auf meine eigenen Vorarbeiten erfolgen i. d. R.
nicht, außer für Diagramme, Graőken sowie Tabellen und wenn dies urheber-
rechtlich erforderlich ist. Eine weitere Ausnahme besteht für Sachverhalte, die
ich in Vorarbeiten diskutiert habe und in dieser Arbeit nicht erneut aufgreife.

Inhalte die aus der Zusammenarbeit mit Koautoren oder meiner Betreuung
studentischer Arbeiten hervorgegangen sind, habe ich kenntlich gemacht.

Tabelle 1.1: Eigene Publikation mit Bezug zu dieser Dissertationsschrift

Publikation Titel Bezug

[Seifert2014] Untersuchung der Eisenkreiszeitkonstante eines axia-
len Magnetlagers (Diplomarbeit)

2.1, 2.2, 2.4,
2.5, 3.1, 5.1, 7

[Seifert2015] Modellierung axialer Magnetlager aus Stahl- und
SMC- Komponenten mit Wirbelstromeffekten

2.2, 2.4

[Seifert2017a] Completion of analytical model of active magnetic
thrust bearings including asymmetric air gap őeld
between mixed materials

2.2, 5.1

[Seifert2019a] Einführung in die fraktionale Flussschätzung in elek-
tromagnetischen Aktoren

2.2, 2.3, 5.1,
8.2, 9.1, 9.6

[Seifert2019c] Sensorlose Flussdichteregelung für axiale Magnetla-
ger auf Basis fraktionaler Systeme

2.3, 8.4

[Seifert2019b] Rational Approximation of the Analytical Model of
Nonlaminated Cylindrical Magnetic Actuators for
Flux Estimation and Control

1.2, 2.2, 3.1,
4, 5.1, 5.3, 6

[Seifert2021a] Consideration of Hysteresis, Saturation, Fringing and
Leakage Fluxes in the FrequencyśDependent Analy-
tical Model of Nonlaminated Cylindrical Actuators

3.2, 7

[Hecht2021] Application of Selected Numerical Methods to Model
the Fractional Order System Behavior of Nonlamina-
ted Magnetic Actuators

6.3, 8.1

[Seifert2021b] Highly Dynamic Thrust Bearing Control Based on a
Fractional-Order Flux Estimator

2.2, 2.3, 6.3,
8, 9.5, 9.6, 9.7
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

In diesem einleitenden Kapitel werden sämtliche Grundkonzepte vorgestellt,
die für das Verständnis der Arbeit notwendig sind. Es erfolgt eine Einführung
in das Grundprinzip aktiver Magnetlager und das meist zugrundeliegende
Differenzprinzip bei der Krafterzeugung. Die Notwendigkeit eines Flussschätzers
begründet sich in dem hohen Wirbelstromaufkommen insbesondere in massiven
Kernen, dessen Ursache im nachfolgenden Abschnitt erläutert werden soll. In der
Folge leiten sich zwei grundlegende Regelungstopologien für Magnetlager ab:
die unterlagerte Stromregelung und die Flussregelung. Die Auswahl kann mit
Hilfe der verwendeten Kernmaterialien erfolgen, welche abschließend sowohl
für Radial- als auch Axiallager verglichen werden.

2.1 Magnetische Krafterzeugung und das Differenzprinzip

Das Wirkprinzip von Magnetlagern beruht auf der Reluktanzkraft. Diese Kraft
entsteht an den Grenzŕächen z. B. eines Luftspalts, da durch dessen Verkürzung
das System in einen günstigeren energetischen Zustand überführt wird.

Krafterzeugung

Die Reluktanz ℛ des Magnetkreises, gleichbedeutend mit dem magnetischen
Widerstand 𝑅m, begrenzt den maximal möglichen magnetischen Fluss 𝛷 und
damit die Kraft 𝐹, die sich mit einer bestimmten Durchŕutung 𝛩 erreichen lässt,
wobei gilt

𝛷 =
𝛩

ℛ . (2.1)

Der Magnetkreis eines Magnetlagers setzt sich aus mindestens zwei Materialien
zusammen, dem niederpermeablen Luftspalt (𝜇r = 1, Luft, ggf. auch Vakuum)
sowie dem hochpermeablen Eisenkern (𝜇r ≫ 1) , geblecht oder massiv. Auf-
grund der mit 𝜇 = 𝜇0 erheblich niedrigeren Permeabilität, ist fast die gesamte
magnetische Energie des Systems

𝑊mag =

∭
𝑉

𝐵g𝐻g

2
d𝑉 =

𝐵g𝐻g

2
𝐴g · 𝑔 =

𝐵2
g

2𝜇0
𝐴g · 𝑔 , (2.2)
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dem Produkt aus magnetischer Flussdichte 𝐵g und Feldstärke 𝐻g, im vom Luft-
spalt eingeschlossenen Volumen𝑉 gespeichert. Dabei ist der Luftspalt vereinfacht
über seine Länge 𝑔 und Fläche 𝐴g deőniert. Die an den Grenzŕächen zwischen
beiden Materialien wirkende Anziehungskraft 𝐹 hat das Bestreben, die Länge
dieses Abschnitts kleinerer Permeabilität (und damit höherer Reluktanz) um
den Weg d𝑠 zu verringern. Die einhergehende Verminderung der magnetischen
Energie d𝑊mag ist gleichwertig zur verrichteten mechanischen Arbeit d𝑊mech,
auch virtuelle Arbeit genannt. Über den Energieerhaltungssatz

d𝑊mag + d𝑊mech = 0 (2.3)

und die Wegänderung d𝑠 ist so die Kräftebilanz ableitbar:

𝐹 =
d𝑊mag

d𝑠
= − d𝑊mech

d𝑠
. (2.4)

Mit der Materialbeziehung 𝐵g = 𝜇0𝜇r𝐻g folgt entsprechend für die Kraft 𝐹 im
Luftspalt eines einzelnen Magnetlagerpols:

𝐹 =
𝐵2

g

2𝜇0
𝐴g =

𝛷2

2𝜇0𝐴g
. (2.5)

Da die Flussdichte quadratisch in die Gleichung eingeht, handelt es sich in jedem
Fall um eine Anziehungskraft, unabhängig von der Richtung des Flussdichtevek-
tors. Wird die Durchŕutung

𝛩 = 𝑖 · 𝑁 = 𝐻g · 𝑔 =
𝐵g · 𝑔
𝜇0

(2.6)

durch eine Spule mit der Windungszahl 𝑁 und dem Strom 𝑖 bereitgestellt, so
wird nach Einsetzen dieser Gl. 2.6 in Gl. 2.5 deutlich, dass die Kraft ebenfalls
quadratisch vom elektrischen Strom 𝑖 bzw. indirekt proportional vom Quadrat
der Luftspaltlänge 𝑔 abhängig ist:

𝐹 =
𝜇0𝐴g

2
𝑁2

(︄
𝑖

𝑔

)︄2

. (2.7)

Differenzprinzip

Da für ein Magnetlager mit nur einem Pol in Ermangelung einer Rückstellkraft
kein sinnvoller Betrieb möglich ist, werden grundsätzlich zwei gegenüberliegende
Pole zu einer Magnetlagerachse zusammengefasst. Mit Hilfe eines zusätzlichen
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konstanten Vormagnetisierungsŕusses, hervorgerufen durch ein zusätzliches
Spulenpaar, Permanentmagnete oder eine zweckmäßige Ansteuerung, lässt
sich nach dem Differenzprinzip zudem eine Linearisierung, der ansonsten
nichtlinearen KraftśStromśCharakteristik erreichen (Abb. 2.1).

F1

 x
F2

g
1

g
2

Stator 1 Stator 2Bewegtteil

ix

iv

Φx1
Φv Φx2

Ag
Vormagnetisierungskreis:

Steuerkreis:

Abbildung 2.1: Spiegelanordnung eines magnetischen Elementarwandlers mit Vormagne-
tisierungsspulen zur Realisierung des Differenzprinzip

In Abb. 2.1 ist die einfachste Form eines aktiven Magnetlagers dargestellt,
welches sich aus zwei spiegelbildlich angeordneten magnetischen Elementar-
wandlern als Statoren und einem gemeinsamen Bewegtteil zusammensetzt. Jeder
Stator wird von jeweils zwei Spulen gespeist. Die in Reihe geschalteten Vor-
magnetisierungsspulen (mit dem Vormagnetisierungsstrom 𝑖v) sind dabei so
gepolt, dass der Vormagnetisierungsŕuss 𝛷v in gegenüberliegenden Luftspalten
gleichgerichtet ist. Die ebenfalls in Reihe geschalteten Steuerspulen (mit dem
Steuerstrom 𝑖x) unterscheiden sich allerdings in ihrer Polung, sodass der Steuer-
ŕuss auf der einen Seite des Bewegtteils gegenüber dem Vormagnetisierungsŕuss
additiv wirkt und auf der anderen Seite subtraktiv. Auf diese Weise lässt sich
das aus vielen Bereichen der Elektrotechnik bekannte Differenzprinzip umsetzen,
welches im Folgenden kurz hergeleitet wird.

Für kleine Auslenkungen 𝑥 des Bewegtteils soll angenommen werden, dass
die Luftspaltŕussdichten 𝐵g unabhängig von der Auslenkung sind, sodass sich
diese über die Vormagnetisierungsŕussdichte 𝐵v = 𝛷v/𝐴g und Steuerŕussdichte
𝐵x = 𝛷x/𝐴g berechnen lassen:

𝐵g1 = 𝐵v1 + 𝐵x1 = 𝐵v − 𝐵x bzw.

𝐵g2 = 𝐵v2 + 𝐵x2 = 𝐵v + 𝐵x . (2.8)
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Für die Luftspaltlängen gilt äquivalent:

𝑔1 = 𝑔0 − 𝑥 und 𝑔2 = 𝑔0 + 𝑥 . (2.9)

Durch Einsetzen der Gl. 2.8 in Gl. 2.5 wird deutlich, dass die Gesamtkraft

𝐹 = 𝐹1 − 𝐹2 =
𝐴g

𝜇0

[︂
(𝐵v + 𝐵x)2 − (𝐵v − 𝐵x)2

]︂
=

𝐴g

𝜇0
· 4 · 𝐵v · 𝐵x (2.10)

für 𝐵v = konst. nunmehr linear von der Steuerŕussdichte abhängig ist. Diese
Beziehung ist weitestgehend unbeeinŕusst von den Wirbelströmen im Kern. Die
zudem vielerorts angenommene Proportionalität von Kraft und Steuerstrom,
basierend auf Gl. 2.6, wird in dieser Arbeit jedoch grundsätzlich in Frage gestellt
(→ Abschnitt 2.2).

Anwendung im Magnetlager

Gelingt es den Steuerkreis vom Vormagnetisierungskreis zu entkoppeln, d. h. die
Vormagnetisierungsspulen werden nicht mehr vom Steuerŕuss durchsetzt, so
lassen sich die Vormagnetisierungsspulen auch durch Permanentmagnete erset-
zen. Dadurch muss keine elektrische Leistung mehr für die Vormagnetisierung
bereitgestellt werden. Zudem ist es möglich die Tragkraft bzw. die Gewichtskraft
durch Ausnutzung der natürlichen Steiőgkeit des Lagers (→ Gl. 2.24) ausschließ-
lich durch die Permanentmagnete zu kompensieren. Es ŕießt in diesem Fall
lediglich ein vergleichsweise kleiner Steuerstrom 𝑖x, der der Stabilisierung des
Systems dient. Diese Topologie mit minimaler Leistungsaufnahme und geringen
Verlusten hat sich in der Industrie insbesondere bei mittelgroßen Antrieben, wie
magnetgelagerten Werkzeugspindeln und Turbopumpen durchgesetzt1. Man
spricht von einem Magnetlager mit heteropolaren Steuerŕuss und homopolaren
Vormagnetisierungsŕuss, wobei sich der Begriff Unipolarlager etabliert hat, der
auch in dieser Arbeit verwendet werden soll.

Der Versuchsantrieb, welches dieser Arbeit zu Grunde liegt (Abb. 2.2), wird
ebenfalls von zwei Unipolarlagern gelagert, wobei eines der Lager in eine axiale
und eine radiale Lagerhälfte (kombiniertes Unipolarlager, kurz: Kombilager)
unterteilt ist. Eine nähere Erläuterung des Funktionsprinzips und maßgetreue
Darstellungen folgen in Teil II der Arbeit.

1Bei kleineren Antrieben wird aus Kostengründen auf Permanentmagnete verzichtet. Bei größe-
ren Antrieben, wie magnetgelagerten Gasturbinen, erschwert die hohe Kraft der Magnete bei
gleichbleibenden Luftspalten erheblich die Montage.
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Versuchslagers: 5śachsige Magnetlagerung aus Kombiś
Unipolarlager und Unipolarlager: jeweils homopolarer PM-Vormagnetisierungsŕuss 𝛷v

und heteropolarer Steuerŕuss 𝛷x (außer 𝛷xA); Kraftbildung in gegenüberliegenden
Luftspalten nach Differenzprinzip15
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2.2 Wirbelströme und ihr Einŕuss auf die Dynamik aktiver Magnetlager

Wirbelströme treten immer dann auf, wenn ein elektrisch leitfähiges Material
von einem sich ändernden Magnetfeld durchsetzt ist. Die Wirbelstromdichte
ist dabei umso größer, je höher die elektrische Leitfähigkeit des Materials und
desto größer die durchsetzte Querschnittsŕäche des Kerns ist. Neben ohmschen
Verlusten, rufen die Wirbelströme auch eine Verdrängung des Magnetfeldes
aus dem Kerninneren hervor. Diese erhöht die Reluktanz des Kerns und ruft
Phasenverschiebungen im System vor, welche schließlich Auswirkungen auf die
Dynamik des Feldaufbaus haben. Aus diesem Grund ist es üblich, die Eisenkerne
elektrischer Maschinen, Aktoren und Magnetlager zu blechen. Durch die Redu-
zierung der Querschnittsŕäche können die Wirbelströme so effektiv vermindert,
jedoch nicht vollständig eliminiert werden. In einigen Fällen, wie Transversal- und
Axialŕussmaschinen sowie axialen Magnetlagern ist eine Blechung des Kerns
aufgrund der axialen Flussführung sehr aufwendig oder unmöglich, weshalb
die Auslegung und Regelung diese Maschinentypen im Besonderen durch eine
Berücksichtigung der Wirbelströme verbessert werden kann.

2.2.1 Physikalische Betrachtung

Die physikalischen Vorgänge im Inneren eines massiven Eisenkerns, aber auch
eines einzelnen Bleches, sind vergleichbar mit einem sekundärseitig kurzge-
schlossenen Transformator. Die Primärwicklung ist die Steuerspule, mit dem
HauptfeldśMagnetisierungsstrom 𝑖μh, welche im Kern ein veränderliches ma-
gnetisches Hauptfeld �⃗�h hervorruft. Der Kern selbst bildet dabei die kurzge-
schlossene Sekundärwicklung, in der in der Folge hohe elektrische Feldstärken
𝐸 induziert werden (Abb. 2.3). Aufgrund der guten elektrischen Leitfähigkeit
des Kerns treiben diese umlaufende Wirbelströme der Dichte �⃗�e an. Analog
zum Transformator, ruft auch die źverteilte Sekundärwicklungł ein Feld �⃗�G

hervor, welches dem kraftproportionalen Hauptfeld �⃗�h entgegenwirkt. Dieses ist
jedoch fest durch die Klemmenspannung 𝑢 (primärseitig) bestimmt, wodurch ein
Kompensationsfeld �⃗�K = −�⃗�G erzwungen wird. Der für �⃗�K erforderliche zu-
sätzliche Magnetisierungsstrom 𝑖μe überlagert sich mit dem kraftproportionalen
HauptfeldśMagnetisierungsstrom 𝑖μh ∼ |�⃗�h |. Die Summe der beiden Teilströme
ist der messbare Spulenstrom 𝑖mess, welcher der Flussdichte vorauseilt (Abb. 2.3)

𝑖mess = 𝑖μh + 𝑖μe . (2.11)

Das Kompensationsfeld �⃗�K ruft erneut Wirbelströme hervor und es wird ein
weiteres Gegenś und Kompensationsfeld gebildet, wobei letzteres wieder eines
Magnetisierungsstroms bedarf. Dieser Vorgang wiederholt und überlagert sich
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mit kleinen zeitlichen Verzögerungen unendlich oft. Die einzelnen Felder werden
dabei immer weiter in das Kernäußere gedrängt und ihr effektiver Wirkungsbe-
reich wird von der Eindringtiefe 𝛿 beschrieben. Die effektive Querschnittsŕäche
des Kerns verringert sich und die Reluktanz ℛ des Kerns nimmt zu. Diese wird
daher auch effektive Reluktanz ℛeff genannt. An den Klemmen zeigen sich die
Phänomene in Form einer für steigende Frequenzen abnehmenden effektiven
Induktivität 𝐿eff. Die Beschreibung der Vorgänge anhand eines Kettenleiterś
Ersatzschaltbilds sowie ganzheitlich mit frequenzabhängigen Ersatzelementen
erfolgt in Abschnitt 2.5.5 bzw. Abb. 2.18.

Abbildung 2.3: Feldverläufe und Wirbelstrombahnen in zylindrischen Eisenkernen (Bei-
spiel: Axiallagerscheibe) und qualitative Aufteilung des messbaren Steuer-
stroms in kraftbildenden und wirbelfeldbildenden Magnetisierungsstrom,
basierend auf [Seifert2017a]

In der Literatur wird die Betrachtung oftmals mit dem Kompensationsfeld �⃗�K

1. Ordnung abgebrochen. Die zeitliche Verzögerung zwischen dem kraftbildenden
Hauptfeld �⃗�h bzw. Magnetisierungsstrom 𝑖μh und dem tatsächlich messbaren
Spulenstrom wurde bereits früh von [Rüdenberg1953] beobachtet und dort
ursprünglich als Wirbelstromzeitkonstante bezeichnet. Um Verwechslungen
vorzubeugen ist der am Lehrstuhl geprägte Begriff der Eisenkreiszeitkonstante
𝑇Fe zu bevorzugen (Abb. 2.3). Als Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e wird in dieser
Arbeit der Kehrwert der Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e = 1/(2𝜋𝑇e) bezeichnet
(mathematisch deőniert in Abschnitt 3.1), die beschreibt ab welcher Frequenz
die Wirbelstromeffekte nicht mehr vernachlässigbar sind. Sie bestimmt zudem
maßgeblich den Anfangsverlauf (A) der 𝑖μeśKurve in Abb. 2.3.

Ist diese Eisenkreiszeitkonstante 𝑇Fe hinreichend klein, wie im Falle von ge-
blechten Kernen, so kann sie im Regler oder durch zusätzliche Filter kompensiert
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

werden [Bahr2013]. Jedoch halten sich die positiven Effekte in Grenzen und es
besteht die Gefahr der Überkompensierung, durch die aufwendige und fehlerbe-
haftete Bestimmung von 𝑇Fe [Seifert2014].

Für massive Kerne ist die Eisenkreiszeitkonstante bis zu zehn mal größer als
die Schaltperiode 𝑇t (für eine Schaltfrequenz 𝑓t > 20 kHz ), wodurch der Bereich
eines konstanten Stromanstiegs (Bereich B in Abb. 2.3) nie erreicht wird und
die Eisenkreiszeitkonstante nur eine unzureichende Beschreibung des Vorgangs
darstellt. Es ist somit zwingend erforderlich auch die beschriebenen Kompensati-
onsvorgänge höherer Ordnung in Bereich A mathematisch abzubilden. Dies ist
über die Diffusionsgleichung möglich, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

These 1 (Zusammenfassung) Ein massiver Eisenkern, der von einer Spule umschlos-
sen ist, kann als ein durch Wirbelstrombahnen sekundärseitig kurzgeschlossener Trans-
formator verstanden werden. Auftretende Wirbelströme rufen somit primärseitig einen
zusätzlichen parasitären Stromŕuss hervor, der nicht zur Flussausbildung und somit
Kraftbildung im Magnetlager beiträgt, jedoch messtechnisch auch nicht vom kraftbilden-
den Magnetisierungsstrom getrennt werden kann.

2.2.2 Mathematische Betrachtung

Bei der mathematischen Betrachtung der soeben erörterten physikalischen Phä-
nomene auf Basis der Maxwell’schen Gleichungen geht der Begriff Wirbelstrom
vollends verloren, da sich das gesamte elektromagnetische System mit einer
einzelnen Feldgleichung beschreiben lässt: der Diffusionsgleichung. Beispielhaft
soll deren Herleitung für einen Vollzylinder nach Abb. 2.4 betrachtet werden. Das
Kernmaterial wird als homogen und isotrop mit einer konstanten Permeabilität
𝜇 = 𝜇0𝜇r und der elektrischen Leitfähigkeit 𝜅 angenommen.

Abbildung 2.4: Zylindrischer Eisenkern mit umlaufender Steuerspule

Bei einer zeitlichen Änderung der magnetischen Flussdichte �⃗� wird das
Magnetfeld von einem elektrischen Feld der Feldstärke 𝐸 umwirbelt, beschrieben
durch das Induktionsgesetz

rot𝐸 = −𝜕�⃗�

𝜕𝑡
= −𝜕(𝜇�⃗�)

𝜕𝑡
. (2.12)
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Neben �⃗� = 𝜇�⃗� gilt die weitere Materialbeziehung

�⃗� = 𝜅𝐸 (2.13)

mit welcher sich die Ursache der Wirbelströme bzw. deren Stromdichte �⃗� = �⃗�e
beschreiben lässt. Über das Durchŕutungsgesetz

rot �⃗� = �⃗� + 𝜕�⃗�

𝜕𝑡
(2.14)

ist die Stromdichte �⃗� rückwirkend wieder mit der Feldstärke �⃗� verknüpft. Die
Verschiebungsŕussdichte �⃗� kann für den vorliegenden quasiśstationären Prozess
vernachlässigt werden. Mit den beiden Materialbeziehungen kann Gl. 2.14 nach
𝐸 umgestellt werden

𝐸 =
1

𝜅𝜇
rot �⃗� (2.15)

und ergibt nach Einsetzen in Gl. 2.12 die partielle Differentialgleichung

rot
(︁
rot �⃗�

)︁
= −𝜅𝜇𝜕�⃗�

𝜕𝑡
, (2.16)

auch Diffusionsgleichung quasiśstationärer elektromagnetischer Felder genannt. Sie
dient der unmittelbaren Beschreibung der Feldverdrängung im Kern.

An dieser Stelle wird für die gesamte Arbeit die Annahme getroffen, dass sich
jede das System anregende Größe in seine harmonischen Komponenten zerlegen lässt.
Die Zeitableitung 𝜕�⃗�/𝜕𝑡 ist somit als komplexe Größe j𝜔�⃗� darstellbar.

Die komplexe Diffusionsgleichung

rot rot �⃗� = −j𝜔𝜅𝜇�⃗� = −𝛼2�⃗� , (2.17)

mit der komplexen Kreisfrequenz j𝜔 vereinfacht sich durch die Einführung der
komplexen elektromagnetischen Wellenausbreitungskonstante

𝛼 =
√︁

j𝜔𝜅𝜇 , (2.18)

welche die Ausbreitungsfähigkeit einer elektromagnetischen Welle in einem
Medium quantiőziert. Sie ist proportional zum Kehrwert der Eindringtiefe 𝛿

𝛿 =

√︁
2𝑗

𝛼
=

√︄
2

𝜔𝜅𝜇
. (2.19)
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Diese deőniert den Abstand vom äußeren Rand des Kerns, dem Punkt maximaler
Feldamplitude, bis zu dem Punkt an dem sowohl die Flussdichte �⃗�, die Feldstärke
�⃗� als auch die Stromdichte �⃗� um 1/e ≈ 37 % abgefallen sind.

Gleichung 2.17 stellt die Diffusionsgleichung in ihrer allgemeinsten Form dar
und kann für den Zylinder in Abb. 2.4 in Zylinderkoordinaten aufgelöst werden.
In diesem Fall verläuft die Flussdichte �⃗� in ausschließlich axialer Richtung und
der StromdichteśVektor �⃗� steht in Umlaufrichtung senkrecht auf diesem. Es
ist anzumerken, dass die räumlichen und zeitlichen Ableitungen voneinander
unabhängig sind und die Ausbreitungskonstante 𝛼 zunächst als konstant ange-
nommen werden kann. Die Auŕösung der doppelten Rotation in Gl. 2.17 erfolgt
in zwei Schritten (vgl. auch [Kucera1996]):

rot

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0

0

𝐵z

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0

−𝜕𝐵z

𝜕𝑟

0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0

𝐽

0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

wird eingesetzt in (2.20)

rot

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0

−𝜕𝐵z

𝜕𝑟

0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0

0

−1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑟 · 𝜕𝐵z

𝜕𝑟

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0

0

−𝛼2𝐵z

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠
, (2.21)

und führt in diesem Fall zur sogenannten Bessel’schen Differentialgleichung

𝜕2𝐵z

𝜕𝑟2
+ 1

𝑟

𝜕𝐵z

𝜕𝑟
− 𝛼2𝐵z = 0 . (2.22)

Je nach Geometrie löst sich die Rotation jedoch unterschiedlich auf. Durch zudem
abweichende Randbedingungen erfolgt die Lösung der Differentialgleichung für
jede Geometrie individuell. Es sei daher an dieser Stelle auf die nachfolgenden
Kapitel verwiesen, die hier wieder ansetzen. Die Lösung der Zylindergeometrie
erfolgt in Abschnitt 3.1, weitere Teilgeometrien in Magnetlagern werden in
Kapitel 5 betrachtet.

Alle Feldlösungen 𝐵 ermöglichen anschließend die Berechnung des magneti-
schen Flusses 𝛷, welcher über die Durchŕutung 𝛩 = 𝑖 ·𝑁 und die Windungszahl
𝑁 in der effektiven Reluktanz ℛeff und effektiven Induktivität 𝐿eff resultiert:

ℛeff(j𝜔) =
𝛩(j𝜔)
𝛷(j𝜔) bzw. 𝐿eff(j𝜔) =

𝑁2

ℛeff(j𝜔)
, (2.23)

wie im vorherigen Abschnitt eingeführt.
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2.3 Regelung aktiver Magnetlager

Im Bezug auf die Regelung gibt es in der Magnetlagertechnik einen wenig in
Frage gestellten Industriestandard: die kaskadierte Lageregelung mit unterla-
gerter Stromregelung (Abb. 2.5 und Abb. 2.7). Dabei reagiert der Strom 𝑖 als
Regelgröße empőndlich auf nicht modellierte Einŕüsse, wie Streuŕüsse, Kern-
sättigung, Hysterese und vor allem Wirbelströme und der Lageregelkreis weist
eine stabilitätskritische Mitkopplung auf. Alternative Regelungstopologien hin-
gegen, wie die LQśRegelung [Ackermann1985] und LQGśRegelung [Doyle1981]
sowie die Methoden der Polplatzierung [Ackermann1985] und die SPOCśD
[Larsonneur1988] können die Mitkopplung berücksichtigen und kompensieren.
In Verbindung mit Zustandsbeobachtern, wie KalmanśFiltern [Schuhmann2011],
erweisen sie sich zudem als robust gegenüber den genannten Modellungenauig-
keiten. Dennoch konnte sich bisher keiner dieser Ansätze nachhaltig durchsetzen
[Schweitzer2009], da ihre hohe mathematischen Komplexität und der erhebliche
Implementierungs- und Rechenaufwand ein großes Knowśhow und leistungsfä-
hige, ggf. FPGAśbasierte, Microcontroller erfordert und ihre Anwendung somit
meist nicht wirtschaftlich ist. Eine der Hauptgründe ist zudem der Verlust des
direkten physikalischen Bezugs zu den mechanischen Parametern Steiőgkeit
und Dämpfung, welcher jedoch essentiell für eine einfache Inbetriebnahme des
Magnetlagers ist.

Etabliert hat sich die H∞śRegelung [Nonami1994] zusammen mit der 𝜇ś
Synthese [Nonami1996] und auch die CRONEśSynthese [Oustaloup1995a] sowie
die Quantitative Feedback Theorie [Horowitz2001] őnden vereinzelt Anwendung.
Jedoch handelt es sich hierbei vielmehr um Auslegungsansätze für den konven-
tionellen Lageregler, welche das ursächliche physikalische Problem nicht direkt
adressieren. Dies geschieht bei Topologien, wie der direkte Spannungsregelung
[Vischer1988] bzw. abgewandelten Verfahren [Keith1993], die aufgrund der direk-
ten Proportionalität der Kraft zur Änderung der Spannung eine weitestgehende
Immunität gegen die genannten Modellungenauigkeiten aufweisen, weshalb

𝑥∗ 𝑒x
PID

𝑓 ∗
i Unterlagerter

Regelkreis

𝑓i

𝑓x

𝑓z

𝑘x

𝑓 1

𝑚r 𝑠2

𝑥

-

MechanikLage-
regler

Mitkopplung

Abbildung 2.5: Klassische kaskadierte Lageregelung mit unterlagerter Stromregelung
(Abb. 2.7) oder Flussregelung (Abb. 2.9)
Ð 𝑚r: Rotormasse, 𝑘x: KraftśWegśFaktor
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sie insbesondere in analogen Magnetlagerregelungen zum Einsatz kommen.
Bei niedrigen Frequenzen kann die Spannung jedoch kaum noch ausgewertet
werden, weshalb eine Umschaltung auf die zu vermeidende Stromregelung not-
wendig ist, womit es sich zwangsläuőg nur um einen Kompromiss handeln kann
[Ferreira2017]. Diese Aussage trifft überwiegend auf alle alternativen Topologien
zu, weshalb der einfache ś oft ausreichende ś Industriestandard meist die erste
Wahl darstellt.

Die Argumente für den Industriestandard, die Lageregelung mit unterlagerter
Stromregelung (𝑋ś𝐼śRegelung), sind allesamt äußerst praktischer Natur. Zu-
nächst ist der Strom 𝑖 als Regelgröße eine stetige Größe, die sich sehr einfach
messtechnisch erfassen lässt. Sowohl eine Mittelwert- als auch Augenblicks-
wertmessung liefern hinreichend genaue Werte. Im Gegensatz dazu handelt es
sich bei der Spannung 𝑢 in der Regel um eine gepulste Größe, die nicht ohne
Weiteres messbar ist, sondern aus den Schaltsignalen rekonstruiert werden muss.
Weiterhin ist der Strom 𝑖 die Systemgröße, die zum Schutz der Wicklung und
Leistungselektronik begrenzt werden sollte, was in diesem Fall sehr einfach durch
eine Reglerausgangsbegrenzung geschehen kann und zudem die Möglichkeit
eines AntiśWindup bietet.

Der entscheidende Grund ist jedoch, dass auch bei der Auslegung des Lagereg-
lers der physikalische Bezug erhalten bleibt. Durch Gleichsetzen der linearisierten
Kraftkennlinie eines Magnetlagers mit der Kraftgleichung eines FederśMasseś
DämpferśSystems (→ Abschnitt 2.3.1) ergibt sich unmittelbar ein PDśRegler (mit
einem IśAnteil als Freiheitsgrad), der sich mit der Steiőgkeit 𝑘 und Dämpfung 𝑑

parametrieren lässt. Zur Einstellung und Inbetriebnahme des Magnetlagers kön-
nen somit die gleichen Größen genutzt werden, die auch bei der Auswahl eines
mechanischen Lagers, Öllagers oder Luftlagers entscheidend sind [Bleuler1984].
Diesen praktischen Bezug bietet unmittelbar keine der anderen Topologien.

Ziel dieser Arbeit ist es daher nicht, die 𝑋ś𝐼śRegelung grundsätzlich in
Frage zu stellen. Der fraktionale Flussschätzer ist vielmehr eine Ergänzung
in der Rückführung des inneren Regelkreises, um die aus den Wirbelströmen
resultierenden regelungstechnischen Effekte zu kompensieren Ð dort wo sie
auch physikalisch auftreten. Der physikalische Bezug aller Regelungsgrößen
bleibt somit zu jeder Zeit erhalten. Dies ist auch der entscheidende Unterschied
zu ähnlichen Ansätzen wie in [Zhu2010], wo die Wirbelstromeffekte auf die
StromśSteiőgkeit 𝑘i und damit in die langsamere äußere LageśRegelschleife
projiziert werden. Dadurch wird zudem statt eines konventionellen PIśReglers
ein fraktionaler Regler (für Magnetlager: [Zhong2015, Anantachaisilp2017])
erforderlich, wodurch sich der Aufwand unnötigerweise erhöht.

Weiterhin ist anzumerken, dass die in dieser Arbeit angewandte Lagerege-
lung mit unterlagerter Flussregelung und Flussschätzer (𝑋ś𝛷ESTśRegelung,
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Abschnitt 2.3.2) äquivalent zu einer Regelung des kraftbildenden Stroms 𝑖μh

(→ Abschnitt 2.2.1) ist. Aus sprachlichen und methodischen Gründen wird den-
noch der Begriff der Flussregelung bevorzugt. Zu einer źechtenł Fluss- bzw.
Flussdichteregelung mit Flussdichtemessung (𝑋ś𝐵MEASśRegelung) bestehen
jedoch geringfügige Unterschiede, die in Abschnitt 2.3.3 behandelt werden.

These 2 Trotz der Anfälligkeit für Modellungenauigkeiten, stellt die dezentralisierte kas-
kadierte Lageregelung mit unterlagerter Stromregelung weiterhin den Industriestandard
für Magnetlager dar. Alternative Regelungstopologien erfordern u. a. mehr Rechenleis-
tung und einen größeren Berechnungsaufwand bei erhöhter mathematischer Komplexität
und Abstrahierung. Die Anwendbarkeit ist dadurch signiőkant gemindert, sodass die
Nachteile des Standards in Kauf genommen werden. Somit muss eine ŕussbasierte
Regelung dessen gute Anwendbarkeit erhalten, um auf lange Sicht eingesetzt zu werden.

2.3.1 Lageregelung mit unterlagerter Stromregelung: 𝑋ś𝐼śRegelung

Die 𝑋ś𝐼śRegelung ist eine klassische Kaskadenregelung. Im äußeren Regelkreis
in Abb. 2.5 erfolgt die Positionierung des Rotors, im inneren Regelkreis in Abb. 2.7
wird über den Strom 𝑖 die als proportional angenommene Kraft 𝑓i geregelt.
Ausgangspunkt für die Auslegung der Magnetlagerreglung ist das nichtlineare
Kraftkennlinienfeld des Magnetlagers (Abb. 2.6), welches entweder analytisch
bei der Auslegung des Lagers oder durch Ansteuern aller Arbeitspunkte mess-
technisch bestimmt werden kann [Seifert2014]. Es wird ersichtlich, dass die Kraft
nichtlinear sowohl vom Strom 𝑖 als auch der Rotorposition abhängig ist, jedoch
im Ursprung weitestgehend linear verläuft2.
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Abbildung 2.6: Nichtlineare Kraftkennlinienfelder des KombiśAxiallagers (KLA), Kombiś
Radiallagers (KLR) und des Unipolarlagers (ULR) aus Abb. 2.2

2Der Steuerŕuss des Axiallagers ist aufgrund dessen Aufbaus unabhängig von der Rotorposition, da er
immer beide Luftspalte gleichermaßen durchsetzt. Dadurch entfällt die zusätzliche Nichtlinearität.
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In den meisten Fällen wird ein Magnetlager im Bereich um den Koordinatenur-
sprung der Kennlinienfelder in Abb. 2.6 betrieben, sodass es legitim ist, diese
um den Arbeitspunkt 𝑖 = 0 und 𝑥 = 0 zu linearisieren. Es folgt die linearisierte
Kraftkennlinie

𝑓 (𝑖 , 𝑥) = 𝑘i · 𝑖 + 𝑘x · 𝑥 (2.24)

mit dem KraftśStromśFaktor 𝑘i, auch StromśSteiőgkeit genannt, und dem Kraftś
WegśFaktor 𝑘x, welcher der natürlichen Steiőgkeit des Magnetlagers entspricht.
Der KraftśStromśFaktor hängt im Wesentlichen von der Vormagnetisierung
𝐵v = 𝛷v/𝐴g (→ Abb. 2.1), der Windungszahl 𝑁 und dem Luftspalt 𝑔 des Lagers
ab. Der KraftśWegśFaktor ist quadratisch von der Vormagnetisierung abhängig
und ein Maß dafür, wie stark der Rotor zu einem Pol hingezogen wird, sobald
er die Gleichgewichtslage 𝑥 = 0 verlässt. Mit hohen 𝑘x lassen sich zwar hohe
Lagersteiőgkeiten erreichen, jedoch nimmt resultierend aus Gl. 2.24 auch die
stabilitätskritische Mitkopplung 𝑓x(𝑥) = 𝑘x𝑥 zu. Basierend auf der Kraftkennlinie
ergibt sich unmittelbar die übergeordnete Regelkreisstruktur in Abb. 2.5.

Innerer Regelkreis: Stromregelung

In Abschnitt 2.2.1 wurde festgestellt, dass sich der messbare Spulenstrom 𝑖mess

in einen kraftbildenden Anteil 𝑖μh und einen zusätzlichen Magnetisierungsstrom
𝑖μe aufteilt, wie in Abb. 2.7 durch die aufgetrennte Stromregelstrecke illustriert.
Die Auslegung eines Magnetlagers und die Kraftkennlinien beziehen sich jedoch
immer auf den kraftbildenden Anteil 𝑖 = 𝑖μh und vernachlässigen die Wirbelströ-
me sowie 𝑖μe. Für die Regelung in Abb. 2.7 wird daher i. d. R. angenommen, dass
𝑖 = 𝑖μh = 𝑖mess und es gilt nach dem Differenzprinzip (→ Gl. 2.10)

Annahme: 𝐹 ∼ 𝛷x ∼ 𝐵x ∼ 𝑖mess mit 𝛷x =
𝐿h

𝑝𝑁
𝑖mess = 𝐾i→Φ 𝑖mess , (2.25)

wobei die Umrechnung über die gemeinhin als konstant angenommene Hauptin-
duktivität 𝐿h und die Windungszahl 𝑁 erfolgt, die zum Proportionalitätsfaktor
𝐾i→Φ zusammengefasst sind. Flussdichte 𝐵x und Fluss 𝛷x = 𝐵x · 𝐴g stehen
über die Luftspaltŕäche 𝐴g in Beziehung, wobei 𝐵x immer die mittlere Fluss-
dichte über den gesamten Luftspalt beschreibt. Die Polzahl 𝑝 gibt an, wie viele
Lagerseiten bzw. magnetisch unabhängige Steuerŕüsse an der Kraftbildung
beteiligt sind (für das ULR in Abb. 2.2 ist 𝑝 = 2, für andere Lager gilt 𝑝 = 1).
Die Annahme, dass 𝑖μe vernachlässigbar ist, gilt jedoch nur für geblechte Kerne
in einem beschränkten Frequenzbereich. Bei geblechten Radiallagern liegt die
Bandbreite sowohl der Stromregelung als auch der Lageregelung i. d. R. darunter,
womit die Annahme für diesen Fall als hinreichend angesehen werden kann
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Abbildung 2.7: Unterlagerte Stromregelung der Lageregelung Abb. 2.5 unter der Annahme
𝑖μh = 𝑖mess und

|︁|︁𝐿eff(j𝜔)
|︁|︁ = 𝐿h = konst. Ð 𝑇t , 𝑉t: Zeitkonstante, Verstär-

kung des Stellglieds, 𝑅Cu: Spulenwiderstand, 𝐿′h , 𝐿
′
eff: Streckenparameter

(nicht exakt bestimmbar) Ð adaptiert von [Seifert2021b]

(vgl. auch [Keith1993]). Eine Analyse des Frequenzbereichs der Wirbelströme in
Abhängigkeit der eingesetzten Materialien erfolgt in Abschnitt 2.4.

Bei ungeblechten Axiallagern wirkt statt der Hauptinduktivität in Gl. 2.25
vielmehr die in Abschnitt 2.2.1 eingeführte effektive Induktivität 𝐿eff(𝑠):

𝐹 ∼ 𝛷x ∼ 𝐵x ≁ 𝑖mess mit 𝛷x =
𝐿eff(𝑠)
𝑝𝑁

𝑖mess , (2.26)

welche die wirbelstrombedingte Feldverdrängung im Kern und damit Dämpfung
der Induktivität berücksichtigt. Die Beziehung in Gl. 2.25 gilt weiterhin, jedoch
für den kraftbildenden Strom 𝑖μh:

𝐹 ∼ 𝛷x ∼ 𝐵x ∼ 𝑖μh mit 𝛷x =
𝐿h

𝑝𝑁
𝑖μh = 𝐾i→Φ 𝑖μh . (2.27)

These 3 Die Diskrepanz zwischen dem messbaren Spulenstrom 𝑖mess und dem kraftbil-
denden Magnetisierungsstrom 𝑖μh innerhalb einer unterlagerten Stromregelung führt zu
einer Verringerung der Regelabweichung gegenüber dem Sollwert 𝑖∗μh am Ausgang des
Lagereglers. Diesem wird dadurch suggeriert, dass bereits eine höhere Kraft anliegt, als
das real der Fall ist. Die im nachfolgenden Regelschritt gestellte Kraft wird zusätzlich
reduziert. Somit nimmt die Dynamik der Kraftś bzw. Stromregelung deutlich ab.

In Abb. 2.8 ist das angenommene Frequenzverhalten mit dem realen Verhalten
des inneren Regelkreises für das vorliegende Axiallager analytisch verglichen.
Es wird deutlich, dass die reale -3dBśGrenzfrequenz mit lediglich 15 Hz eine
Zehnerpotenz unter dem angenommenen Wert liegt. In diesem Frequenzbereich
hat das erhebliche Auswirkungen auf die überlagerte Lageregelung, wie in
Abschnitt 8.4 messtechnisch gezeigt wird.
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Abbildung 2.8: Frequenzgang des offenen und geschlossenen Regelkreises einer klassi-
schen Stromregelung unter Vernachlässigung von Wirbelströmen und der
Annahme 𝑖mess = 𝑖μh (a) im Vergleich zum realen Frequenzverhalten (b)
des Axiallagers, basierend auf [Seifert2019c]

2.3.2 Lageregelung mit unterlagerter Flussregelung und Flussschätzer:
𝑋ś𝛷ESTśRegelung

Die direkte Proportionalität zwischen der Kraft 𝐹 und dem Steuerŕuss 𝛷x in
Gl. 2.27 legt eine Flussregelung nahe, die zudem unabhängig vom Einŕuss der
Wirbelströme ist. Dazu ist jedoch die Kenntnis des IstśWerts von 𝛷x nötig. Wie
im nachfolgenden Abschnitt 2.3.3 erläutert, ist jedoch eine Messung dieses Werts
für Axiallager nach aktuellem Stand der Forschung nicht möglich und auch für
Radiallager mit Schwierigkeiten verbunden. Zudem ist nicht jede Anwendung
geeignet und nicht jeder Magnetlagerhersteller gewillt, zusätzliche Fluss- bzw.
Flussdichtesensorik vorzusehen.

Es ist daher wünschenswert, den Steuerŕuss 𝛷x aus bereits bekannten Größen
ermitteln zu können. Die Entwicklung eines solchen Flussschätzers 𝐺FS(𝑠) stellt
den Hauptteil dieser Arbeit dar. Der Ansatz kann unmittelbar aus Gl. 2.26
abgeleitet werden:

𝛷x =
𝐿eff(𝑠)
𝑝𝑁

· 𝑖mess ⇒ 𝐺FS(𝑠) =
𝛷x(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

=
𝐿eff(𝑠)
𝑝𝑁

, (2.28)

womit die folgende unterlagerte Flussregelung mit Flussschätzung (𝑋ś𝛷ESTś
Regelung) in Abb. 2.9 möglich wird. Diese ist im Grundaufbau identisch zur
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Abbildung 2.9: Unterlagerte Flussregelung der Lageregelung (Abb. 2.5) Ð 𝑁 : Windungs-
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meter (nicht exakt bestimmbar) Ð adaptiert von [Seifert2021b]

Stromregelung. Statt des KraftśStromśFaktors 𝑘i, ist jedoch der KraftśFlussdichteś
Faktor 𝑘B bzw. KraftśFlussśFaktor 𝑘𝛷 ,

𝑘B =
𝑔

𝜇0𝑁
· 𝑘i , 𝑘𝛷 =

𝑔𝐴g

𝜇0𝑁
· 𝑘i =

1

𝐾i→Φ
· 𝑘i (mit 𝑝 = 1) (2.29)

zu berücksichtigen, der sich allerdings nur durch einen konstanten Vorfaktor
unterscheidet. Die Kompensation der falschen Annahme 𝑖mess = 𝑖μh erfolgt
durch den Flussschätzer 𝐺FS(𝑠) in der Rückführung. Der Spulenwiderstand 𝑅Cu

kann hier wahlweise vernachlässigt werden, da für kleine Frequenzen mit 𝑠 = j𝜔
unterhalb der Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e gilt

𝑓 < 𝑓e =⇒
|︁|︁𝐿eff(j𝜔)

|︁|︁ = 𝐿h (2.30)

und oberhalb von 𝑓e

𝑓 ≥ 𝑓e =⇒ 𝑅Cu ≪
|︁|︁j𝜔𝐿eff(j𝜔)

|︁|︁ bzw. 𝑅Cu ≪
|︁|︁j𝜔𝐿h

|︁|︁ . (2.31)

Unter diesen Bedingungen können die beiden Pfade𝛷x(𝑠)/𝑢(𝑠)und𝛷x est(𝑠)/𝑢(𝑠)
näherungsweise als identisch angesehen werden. Eine exakte Nachbildung der
Flussstrecke im Schätzerpfad ist in der vollständigen Formulierung

𝐺FS(𝑠) =
𝛷x(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

=
𝐿h

𝑝𝑁

𝑅Cu + 𝑠𝐿eff(𝑠)
𝑅Cu + 𝑠𝐿h

, (2.32)

des Flussschätzers ebenfalls möglich, wobei sich lediglich die Systemordnung 𝑚

des Schätzers um 1 erhöht und der Spulenwiderstand 𝑅Cu zu bestimmen ist. Je
eher es zudem gelingt mit der effektiven Induktivität 𝐿eff das reale Systemüber-
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

tragungsverhalten abzubilden, desto näher wird das Führungsübertragungsver-
halten der 𝑋ś𝛷ESTśRegelung an dem angenommenen idealen und gewünschtem
Verlauf a) in Abb. 2.8 liegen.

These 4 Ein modellbasierter Flussschätzer kann die Wirbelstromeffekte und die einher-
gehende Kraftdämpfung in der Rückführung des inneren Regelkreises kompensieren und
somit unmittelbar dort, wo sie auch physikalisch wirksam sind. Der korrekte physikalische
Bezug aller Regelgrößen und Parameter bleibt auf diese Weise erhalten und die gute
Anwendbarkeit der kaskadierten Lageregelung ist nicht beeinträchtigt.

Eine Regelung basierend auf der unterlagerten Stromregelung in Abb. 2.7, welche
alternativ durch die Schätzung des kraftbildenden Stroms 𝑖μh mit

𝑖μh =
𝐿eff(𝑠)
𝐿h

· 𝑖mess ⇒ 𝐺KIS(𝑠) =
𝑖μh(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

=
𝐿eff(𝑠)
𝐿h

(2.33)

ergänzt wird, wäre vollkommen äquivalent. Zur besseren Abgrenzung von der
Ursprungsvariante wird diese Terminologie jedoch nicht weiter verwendet.

Der hier vorgestellte Flussschätzer unterscheidet sich wesentlich von aus der
Literatur bekannten Flussbeobachtern [Zingerli2010, Jaatinen2013], die ähnlich
wie bei rotierenden Maschinen das Integral über die Eingangsspannung zur
Flussbestimmung nutzen. Diese ist bei Magnetlagern jedoch nicht nur gepulst,
sondern auch hochgradig aperiodisch. Durch begrenzte Abtastraten ist die Span-
nung zudem nicht exakt messbar, sondern muss aus den Schaltsignalen und
der Zwischenkreisspannung bzw. den Sollwerten rekonstruiert werden, wor-
aus eine hohe Anfälligkeit für Parameterungenauigkeiten resultiert. Weiterhin
lässt sich über die Integration der Spannung lediglich der Fluss im transienten
Fall bestimmen, da im stationären Zustand keine Spannung induziert wird. In
hybriden Verfahren [Keith1993, Ferreira2017] wird daher zusätzlich die lineare
KraftśStromśCharakteristik aus Gl. 2.25 herangezogen, womit wiederum eine
frequenzabhängige Umschaltung erforderlich wird. In [Ferreira2017] wird er-
örtert, dass derartige Verfahren zwar der klassischen Stromregelung überlegen
sind, jedoch in keinster Weise ein vollständiges Wirbelstrommodell ersetzen
können. Es handelt sich somit lediglich um einen Kompromiss mit reduzier-
tem mathematischen Aufwand gegenüber dem hier vorgestellten vollwertigen
Flussschätzer.
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2.3 Regelung aktiver Magnetlager

2.3.3 Struktureller Vergleich der Fluss- bzw. Flussdichteschätzung mit der
Flussdichtemessung

Die Vorteile einer Flussś bzw. Flussdichteregelung sind schon seit einiger Zeit
[Keith1993, Bleuler1994] bekannt und wurden auch bereits messtechnisch unter-
sucht [Yi1995, Gähler1998]. Die notwendige Flussdichtemessung ist zudem als
potentieller Ersatz für die Positionsmessung [Zlatnik1990] interessant. Jedoch
liegen die Luftspalte in diesen Veröffentlichungen zwischen 1 mm und 17 mm,
sodass handelsübliche HallśSensoren mit einer maximalen Dicke von 0,7 mm

darin Platz fanden. Die Luftspalte heutiger industrieller Magnetlager betragen
jedoch maximal 0,4 ś 0,5 mm, bei einem Fanglagerspiel von 0,2 ś 0,3 mm. Ein Hallś
Sensor mit einem Messbereich von mind. −1 T < 𝐵 < 1 T und der erforderlichen
maximalen Dicke von 0,2 mm ist nicht am Markt verfügbar.

Aus diesem Grund werden an der Technischen Universität Dresden und dem
Leibniz-Institut für Festkörper- und Werkstoffforschung in Dresden ultraśdünne,
ŕexible HallśSensoren auf BismuthśBasis entwickelt [Mönch2015, Ernst2020],
die in ihrer aktuellen Entwicklungsstufe bei unter 100 µm Dicke immerhin
800 mV/AT bei sehr guter Linearität und Temperaturbeständigkeit erreichen
[Bahr2016] (Abb. 2.10). Somit konnte auch erstmalig eine messwertbasierte Fluss-
dichteregelung in üblichen Luftspalten realisiert werden. Die Sensitivität und
mechanische Festigkeit der Sensoren ist jedoch noch nicht ausreichend für den
industriellen Einsatz.

Hall-empfindl.

Fläche
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2 mm

Gold

Abbildung 2.10: Ultradünne ŕexible Hall-
Sensorik auf BismuthśBasis, Fotos aus
[Bahr2016]
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

Parallel dazu wird z. B. an der Technischen Universität Chemnitz seit eini-
ger Zeit die Platzierung der Sensoren zwischen den Polen untersucht, um den
Luftspaltŕuss modellbasiert aus den Streuŕüssen zu rekonstruieren [Schuh-
mann2006, Rudolph2019]. Dieses Verfahren leidet jedoch unter einer stark
erhöhten Parameterungenauigkeit und verstärktem Rauschen, aufgrund der
räumlichen Nähe zu den Steuerspulen. Kompensierende Maßnahmen, wie ein
KalmanśFilter [Schuhmann2006] sind insbesondere in ihrer nichtlinearen Imple-
mentierung mit einem großen Rechenaufwand verbunden.

Weiterhin ist es mit HallśSensoren generell nicht möglich, die mittlere kraft-
bildende Flussdichte 𝐵x und somit den Fluss 𝛷 = 𝐵x · 𝐴g in den Luftspalten
ungeblechter Axiallager zu bestimmen, da die Feldverdrängung im Kern auch
eine inhomogene Feldverteilung im Luftspalt zur Folge hat (Abb. 2.11, [Sei-
fert2017a]). Somit ist keine sinnvolle Platzierung der Sensoren möglich. Umso
wirkungsvoller ist jedoch der fraktionale Flussschätzer für diesen Fall.

Bis zur Marktreife ist bei den vorgestellten Messverfahren noch weitere For-
schungsarbeit notwendig. Gegenüber der in dieser Arbeit vorgestellten Fluss-
schätzung verbleiben jedoch einige Vorteile. So ist eine Einbeziehung von Kern-
sättigung und Hysterese in den Flussschätzer nur für konkrete Arbeitspunkte
realisierbar (→ Abschnitt 3.2). Eine im Luftspalt gemessene Flussdichte berück-
sichtigt diese Nichtlinearitäten, womit laut [Gähler1998] ein Schätzfehler von
ca. 3 % (statisch, bezogen auf Maximalkraft) vermeidbar ist. Entscheidender ist
allerdings ein struktureller Unterschied innerhalb der kaskadierten Regelung,
illustriert in Abb. 2.12, der im Folgenden näher erläutert werden soll.

Streuś und Stirnŕüsse stellen in beiden Varianten ein Problem dar, sie können
jedoch jeweils durch ein Reluktanznetzwerk oder konstante Faktoren (→Kapitel 7)
berücksichtigt werden.
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Abbildung 2.12: Lageregelung mit unterlagerter Flussdichteregelung: Messung und Schät-
zung im Vergleich, die Flussdichteschätzung ist idealisiert dargestellt und
äquivalent zur Flussschätzung mit 𝐵x = 𝛷x/𝐴g
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2.3 Regelung aktiver Magnetlager

Flussschätzung

Mit dem Flussschätzer wird der Fluss 𝛷x = 𝛷est äquivalent zur Flussdichte
𝐵x = 𝐵x est = 𝛷x/𝐴g berechnet, die über die Durchŕutung unmittelbar aus dem
kraftbildenden Strom 𝛩μh = 𝑁 · 𝑖μh folgt. Die in Gl. 2.27 postulierte Proportio-
nalität zwischen der Kraft 𝐹 und dem Strom 𝑖μh gilt nur in der Nulllage 𝑥 = 0

des Rotors, dem üblichen Arbeitspunkt des Magnetlagers. Die Mitkopplung
Δ𝛷(𝑥) = 𝑥 · 𝑘x/𝑘𝛷 , eine positionsabhängige Flussänderung, die von der Vorma-
gnetisierung 𝛷v herrührt, kann durch den Flussschätzer nicht bestimmt werden.
Die resultierende Regelabweichung bei einem Sollwertsprung muss in der Folge
erst durch einen zusätzlichen IśAnteil des Reglers kompensiert werden.

Der Flussschätzer dient damit vorrangig der Kompensation der Wirbelstro-
meffekte im Kern und einer Korrektur der Auswirkungen der Streuung. Es ist
zudem denkbar die Mitkopplung durch eine Zustandsregelung zu eliminieren.
Die Modellierung der Kernsättigung und Hysterese ist zwar prinzipiell möglich
(→ Abschnitt 3.2), jedoch für Magnetlager nicht zielführend.

Flussdichtemessung

Im Gegensatz dazu, werden bei der Flussdichtemessung im Luftspalt sämtli-
che dieser Nichtlinearitäten mit erfasst. Die tatsächliche Polkraft, inklusive der
positionsabhängigen Mitkopplung Δ𝐵(𝑥) = Δ𝛷(𝑥)/𝐴g = 𝑓x(𝑥)/𝑘B, wird somit
weitestgehend exakt durch die gemessene Flussdichte abgebildet. Wie Abb. 2.12
zeigt, wirkt die Mitkopplung in die schnelle innere Regelschleife hinein und kann
bereits dort effektiv ausgeregelt werden. Die anderenfalls vorhandene Regelabwei-
chung entfällt [Liebfried2018]. Aus diesen Gründen können geblechte Radiallager
auch dann erheblich von einer Fluss- bzw. Flussdichteregelung proőtieren, wenn
der Flussschätzer aufgrund eines nur geringen Wirbelstromeinŕusses bereits
ineffektiv ist.

These 5 Anders als bei einer Flussdichtemessung erfasst der Flussschätzer nicht den
lageabhängigen Einŕuss der Vormagnetisierung des Lagers. Demzufolge kann die Flussre-
gelung auch nicht die durch die Vormagnetisierung bedingte Mitkopplung kompensieren.
Es ist jedoch eine zusätzliche modellbasierte Rückkopplung des Lageeinŕusses in den
inneren Regelkreis möglich, um die Vormagnetisierung zu berücksichtigen.
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2.4 Vergleich von Kernmaterialien

Der Einsatz einer 𝑋ś𝛷ESTśRegelung ist immer dann zielführend, wenn die
Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e des Lagers unterhalb der Grenzfrequenz 𝑓−3dB i des
unterlagerten (Stromś) Regelkreises oder sogar des Lageregelkreises 𝑓−3dB x liegt.
Denn nur dann haben die Wirbelstromeffekte, wie in Abschnitt 2.2 beschrieben,
auch einen merkbaren Einŕuss. In diesem Abschnitt soll erläutert werden, inwie-
fern die Materialauswahl die Zweckmäßigkeit einer Flussschätzung einschränkt
Ð in Abhängigkeit der für die Anwendung benötigten Grenzfrequenzen. In den
Tabellen 2.1 und 2.2 sind die Eigenschaften (basierend auf Herstellerangaben)
einiger Materialien zusammengefasst, die für Magnetlager typisch sind.

Axiallager

Das in dieser Arbeit untersuchte Axiallager (KLA, Abb. 2.2) wurde aus 15NiCr13ś
Stahl gefertigt, welcher neben 25CrMo4 und 34CrNiMo6 eine typische Wahl in
der Magnetlagerindustrie für magnetische Axiallager ist. Sie weisen innerhalb der
Gruppe der Konstruktionsstähle (bzw. Vergütungsstähle nach DIN EN 10083-1)
hinreichend gute elektromagnetische und mechanische Eigenschaften sowie eine
akzeptable Rostanfälligkeit auf. Auch Edelstähle mit hoher relativer Permeabilität,
wie z. .B. X39CrMo17, werden eingesetzt (Tab. 2.1).
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Abbildung 2.13: Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e des axialen Magnetlagers aus Abb. 2.2 in
Abhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit 𝜅 und relativen Permeabilität
𝜇𝑟 für verschiedene Luftspalte Ð Mögliche/Typische* Kernmaterialien:
Konstruktionsstähle: 1) z. B. 15NiCr13*, 25CrMo4*, 34CrNiMo6*
Spezialstähle: 2) Vacoŕux 50* 3) Permenorm 5000H2 4) Vacoŕux 18HR
Edelstähle: 5) X20Cr13 6) X39CrMo17*
Pulververbundwerkstoffe (Somaloy): 7) 1000 3P 8) Prototyp. 9) 700 HR
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2.4 Vergleich von Kernmaterialien

Abbildung 2.13a zeigt, dass diese Materialien bereits ab Wirbelstromknickfre-
quenzen 𝑓e unter 30 Hz erhebliche Wirbelströme zulassen und die Dynamik eines
typischen Lageregelkreises mit 𝑓−3dB x ≈ 100 Hz stark beeinträchtigt wird. Der
Einsatz sehr teurer Spezialstähle, wie Vacoŕux 50 oder Permenorm 5000H2 der
Fa. Vakuumschmelze, kann die Wirbelstromknickfrequenz nur begrenzt erhöhen,
der unterlagerte Regelkreis mit Grenzfrequenzen um 𝑓−3dB i = 1 kHz ist weiterhin
beeinträchtigt. Lediglich Pulververbundwerkstoffe (Soft Magnetic Composites,
SMC) könnten die Wirbelströme physikalisch soweit reduzieren, dass sie nur noch
einen vernachlässigbaren Einŕuss hätten. Die geringe mechanische Festigkeit
[Seifert2017b] beschränkt den Einsatz jedoch auf spezielle Magnetlagertopologien
[Fleischer2017], für die es noch kein praktisches Einsatzfeld gibt. Edelstähle, wie
X20Cr13 oder X39CrMo17, stellen mit ihrer verringerten elektrischen Leitfähigkeit
bei relativ geringen Mehrkosten hingegen einen sehr guten Kompromiss dar.

Tabelle 2.1: Mögliche/Typischea massive Kernmaterialien für axiale Magnetlager
Ð Kniepunkt nach DIN EN 61869-2 (→ Abschnitt A.1)

Name 𝜇r 𝜅 in MS
m Methodik 𝜇r ś Bestimmung

15NiCr13a 880 5,00 Kniepunkt, eigene Messdatenb

25CrMo4a 1000 5,26 Erfahrungswertc

34CrNiMo6a 1000 5,26 Erfahrungswertc

42CrMo4 923 5,26 Kniepunkt, Messdaten aus *1

C15Ea 1000 9,09 Erfahrungswertc

C45Ea 1000 5,00 Erfahrungswertc

Permenorm 5000H2 24 593 2,22 Kniepunkt, eigene Messdatena

Vacoŕux 17 2776 2,56 Kniepunkt, Herstellerangabend

Vacoŕux 18HR 1837 1,54 Kniepunkt, Herstellerangabend

Vacoŕux 50a 6602 2,27 Kniepunkt, Herstellerangabend

X20Cr13 950 1,68 Herstellerangabe, Maximalwert*2

X39CrMo17a 637 1,54 Kniepunkt, Abschätzunge

Somaloy 1000 3P 715 1,43 · 10−2 Kniepunkt, Herstellerangaben*3

Somaloy 700HR 3P 670 1,43 · 10−3 Kniepunkt, Herstellerangaben*3

Somaloy Prototyp. 379 3,57 · 10−3 Kniepunkt, Herstellerangaben*4

a Einsatz in axialen Magnetlagern von Lagerherstellern bestätigt.
b Messung der Neukurve/statischen Hysteresekurve durch Sekels GmbH.
c Vergütungsstähle nach DIN EN 10083-1, Magnetische Kennwerte in Norm

nicht vorgesehen, daher keine Angaben von Seiten der Hersteller.
dMessdaten aus persönlicher Anfrage bei Vacuumschmelze GmbH.
e Einteilung in Gruppe D31-06 nach DIN IEC 60404, Abschätzung der

BHśKennlinie nach [Fofanov2013], Abgleich mit [X39CrMo17]
*1 [Schwenk2012] *2 [X20Cr13] *3 [Somaloy] *4 [SomaloyPrototyping]
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

In Abb. 2.13b wird deutlich, dass auch die Geometrie und insbesondere die
Luftspaltweite des Lagers einen großen Einŕuss auf die Wirbelstromknickfre-
quenzen haben, weshalb die hier gemachten Aussagen nur als Orientierung
dienen können, da sie sich ausschließlich auf das untersuchte Lager in Abb. 2.2
beziehen. Es ist jedoch generell festzustellen, dass der Einŕuss der Wirbelströ-
me für hochausgenutzte Lager mit kleinen Luftspalten größer und damit die
Wirbelstromknickfrequenz kleiner wird. Auch das Schlitzen von Komponenten
[Whitlow2014] wird immer wieder von Herstellern in Betracht gezogen, aus
Fertigungs- und Kostengründen (im Falle des Rotors auch aus mechanischen
Gründen) jedoch selten in Serienprodukten realisiert.

Radiallager

Radiallager sind grundsätzlich geblecht ausgeführt, wodurch der Einŕuss der
Wirbelströme gegenüber ungeblechten Axiallagern erheblich vermindert und
die Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e deutlich erhöht wird. Zudem zeigt Tab. 2.2,
dass die elektrische Leitfähigkeit gegenüber massiven Konstruktionsstählen
geringer und die Permeabilität deutlich größer ist, womit der Einŕuss des
Kerns auf das Systemverhalten generell abnimmt. Geht man von einer typischen
Grenzfrequenz des unterlagerten (Stromś) Regelkreises 𝑓−3dB i von ca. 1. . . 2 kHz

aus, so zeigt Abb. 2.14, dass 𝑓e immer oberhalb des regelbaren Bereichs liegt Ð für
die hier untersuchte Geometrie aus Abb. 2.2, jedoch bereits für einen sehr klein
angenommenen Luftspalt von nur 0,3 mm. Kleinere Luftspalte und Blechsorten,
die Wirbelströme mehr begünstigen als M400-50A und Vacoŕux 17, sind in der
Praxis kaum zu őnden. Lediglich höhere Ausnutzungsgrade sind denkbar.

Tabelle 2.2: Mögliche Blechsorten für radiale Magnetlager Ð Kniepunkt nach DIN EN
61869-2 (vgl. Abschnitt A.1), 𝑑: Blechdicke

Name 𝑑 in mm 𝜇r 𝜅 in MS
m Methodik 𝜇r ś Bestimmung

NO 20 0,20 8038 1,92 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

280 30AP 0,30 7042 1,55 Kniepunkt, Herstellerangaben*2

M235 35A 0,35 8492 1,70 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

M330 35A 0,35 7042 2,00 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

Hiperco 50A 0,36 15 387 2,50 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

M270 50A 0,50 6577 1,82 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

M330 50A 0,50 6505 2,00 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

M400 50A 0,50 6120 2,38 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

Vacoŕux 17 bel. 3200 2,56 Kniepunkt, Blechdatenbank*1

*1 [EMERF] *2 [PowerCore]
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Abbildung 2.14: Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e des radialen Magnetlagers (ULR) in Abb. 2.2
in Abhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit 𝜅 und relativen Permeabili-
tät 𝜇𝑟 für verschiedene Blechdicken bei einem Luftspalt von 𝑔 = 0,3 mm
Ð Mögliche Kernmaterialien: 1) z. B. Vacoŕux 17 (350 µm) 2) Hiperco 50
(360 µm) 3) M330ś35A 4) M235ś35A 5) Vacoŕux 17 (500 µm) 6) M400ś50A
7) M330ś50A 8) M270ś50A

These 6 Für klassische magnetische Axiallager ist der Einsatz einer unterlagerten
Flussregelung mit Flussschätzung materialunabhängig immer zweckmäßig, selbst bei
geringen Anforderungen an die Grenzfrequenz der Lageregelung. Für Radiallager ist
das Vorgehen jedoch i. d. R. ohne Effekt. Nur wenige Spezialanwendungen mit extrem
hohen Anforderungen an die Lagersteiőgkeit mit bis zu 10. . . 20 kN/mm können vom
Flussschätzer proőtieren.

Eine dieser Spezialanwendungen ist die magnetgelagerte Bohrspindel der
KEBA AG (ehemals LTI Motion GmbH) [Dirscherl2017] zum Einsatz in der Luft-
fahrtindustrie. Das gleichzeitige Durchbohren von Titanś und CFKśStrukturen
[Pecat2014] ist nur durch das Maximieren der Lagersteiőgkeit möglich. Durch
die spezielle Auslegung der Lager (Vormagnetisierungsŕuss 𝛷v ≫ Steuermagne-
tisierungsŕuss 𝛷x) lassen sich Induktivitäten im Bereich 1. . . 2 mH und damit
Grenzfrequenzen der Stromregelung von bis zu 𝑓−3dB i = 5 kHz erreichen. In
diesem Fall berichtet der Hersteller von störenden Wirbelstromeinŕüssen, die ggf.
mit der in dieser Arbeit vorgestellten 𝑋ś𝛷ESTśRegelung kompensiert werden
können.

Aus diesem Grund sollen Radiallager in dieser Arbeit zumindest theoretisch
betrachtet werden. Der praktische Einsatz der 𝑋ś𝛷ESTśRegelung ist für die
Radiallager des Versuchsantriebs jedoch nicht zielführend.
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

2.5 Fraktionale Systeme

Fraktionale Systeme sind eine Verallgemeinerung der linearen zeitinvarianten
Systeme (LTIśSysteme), welche in der Regelungstechnik und Systemtheorie
sowie weiteren Wissenschaftsfeldern [Elwakil2010] fest etabliert sind. Sie treten
insbesondere dann auf, wenn der physikalische Prozess der Diffusion eine Rolle
spielt. So basiert das analytische Modell in dieser Arbeit auf der Lösung der
komplexen Diffusionsgleichung für elektromagnetische Felder (→ Gl. 2.17)

rot
(︁
rot �⃗�

)︁
= −𝛼2�⃗� (2.34)

für verschiedene Magnetkreisgeometrien. Die Lösungsvariable 𝛼

𝛼(j𝜔) =
√︁

j𝜔𝜅𝜇 bzw. im LaplaceśBereich 𝛼(𝑠) = √
𝑠𝜅𝜇 (2.35)

enthält die komplexe Frequenz j𝜔 bzw. die LaplaceśVariable 𝑠 in der Wurzel, d. h.
mit dem Exponenten 1/2, welche auch in der Feldlösung erhalten bleibt. Man
spricht daher von einem System gebrochen-rationaler Ordnung, System fraktionaler
Ordnung oder kurz fraktionalen System. Die englische Bezeichnung FractionalśOrder
System führt zudem zur gängigen Abkürzung FOśSystem.

These 7 Physikalische Prozesse wie die Ausbreitung elektromagnetischer Felder, die sich
mit der Diffusionsgleichung beschreiben lassen, sind im Frequenzbereich mit fraktionalen
Systemen abbildbar. Ist das zugrundeliegende Medium oder Material homogen und isotrop,
so ist der Diffusionsprozess symmetrisch und die Systemordnung beträgt 𝛾 = 1/2.

Eine allumfassende Einführung in fraktionale Systeme sowie ihre Geschichte
ist im Standardwerk von Oldham und Spanier [Oldham1974] zu őnden, die
zudem gesondert auf Diffusionsprozesse eingehen. Für eine regelungstechnische
Betrachtung dient das Werk von Monje et al. [Monje2010] als Referenz.

Erweitert man die Deőnition der LaplaceśVariable 𝑠 als Differentiator um
gebrochene Exponenten 𝛾 ∈ R

𝑠𝛾 = ℒ

{︂
d𝛾/︁d𝑡𝛾

}︂
, (2.36)

so wird deutlich, dass die LaplaceśVariable halber Ordnung 𝑠1/2 im Bildbereich
einer halben Ableitung im Zeitbereich entsprechen muss Ð ein zunächst schwer
vorstellbares Konzept, über welches sich jedoch bereits Leibniz im Jahr 1695
Gedanken machte. Er teilte diese in einem Brief mit L’Hospital [Leibniz2004]:

źIl y a de l’apparence qu’on tirera un jour des consequences bien utiles de
ces paradoxes, car il n’y a gueres de paradoxes sans utilité.ł

źDem Anschein nach, wird man eines Tages recht nützliche Konsequenzen
aus diesen Paradoxa ziehen, denn es gibt kaum Paradoxa ohne Nutzen.ł
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2.5 Fraktionale Systeme

2.5.1 Deőnition im Zeitbereich

Die Konsequenzen zog der französische Mathematiker Joseph Liouville im
Jahr 1832 und begründete die fraktionale Inőnitesimalrechnung [Liouville1832].
Riemann überführte seine Erkenntnisse in die RiemannśLiouvilleśDeőnition [Rie-
mann1876] eines fraktionalen Integrals ℐ𝛾 , hier in der Notation von [Monje2010]:

ℐ
𝛾 𝑓 (𝑡) = 1

Γ(𝛾)

𝑡∫
0

𝑓 (𝜏) (𝑡 − 𝜏)𝛾−1 d𝜏 , (2.37)

wobei 𝛾 ∈ R+ die Ordnung der Integration der Funktion 𝑓 (𝜏) angibt und Γ

die GammaśFunktion darstellt. Die Deőnition des Differentialoperators 𝒟𝛾 , als
Linksinverse des Integrals ℐ𝑚−𝛾 mit 𝑚 − 1 < 𝛾 < 𝑚, 𝑚 ∈ N erfolgt analog mit

𝒟
𝛾 𝑓 (𝑡) = 𝒟

𝑚
ℐ

𝑚−𝛾 𝑓 (𝑡) = d𝑚

d𝑡𝑚

[︄
1

Γ(𝑚 − 𝛾)

𝑡∫
0

𝑓 (𝜏)
(𝑡 − 𝜏)𝛾−𝑚+1

d𝜏

]︄
(2.38)

und ist als gleichzeitige 𝑚-fache Differentiation des fraktionalen Integrals der
Ordnung 𝛾 zu verstehen. Voraussetzungen sind, dass 𝑓 (𝑡) stetig und 𝑓 ′(𝑡) in
[0, 𝑡] integrierbar ist. Zur Veranschaulichung soll die halbe Ableitung 𝒟

1/2 der
Funktion 𝑓 (𝑡) = 𝑡2 , (𝛾 = 1/2, 𝑚 = 1) dienen:

𝒟
1
2 (𝑡2) = 1

Γ(1 − 1
2 )

d

d𝑡

∫ 𝑡

0

𝜏2

(𝑡 − 𝜏) 1
2

d𝜏 =
8𝑡

3
2

3
√
𝜋

. (2.39)

Das Argument 𝑡 der Lösung ist erwartungsgemäß um eine halbe Ordnung von 𝑡2

auf 𝑡3/2 vermindert, der irrationale Faktor
√
𝜋 folgt aus der GammaśFunktion Γ.

Insbesondere im zeitdiskreten Bereich ist es schwer vorstellbar, wie eine
diskrete Ableitung als Quotient einer Wert- und Zeitdifferenz Δ𝑥/Δ𝑡 für den
fraktionalen Fall auf einem Regelungssystem implementierbar sein könnte. Ob-
wohl eine direkte Diskretisierung aus dem Zeitbereich theoretisch möglich ist
[Vinagre2003], wird in dieser Arbeit grundsätzlich der einfachere Weg über
die Laplaceś und ZśTransformation gewählt. Aus diesem Grund soll an dieser
Stelle nicht auf weitere Deőnitionen im Zeitbereich, wie die GrünwaldśLetnikovś
Deőnition [Grünwald1867, Letnikov1868] eingegangen werden. Eine Übertragung
der Deőnitionen auf elektrische Schaltkreiselemente liefert u. a. [Krishna2011],
der ein umfassendes Formelwerk für die Auswertung einfacher fraktionaler
Differentiatoren und Integratoren im Zeitbereich vorstellt.
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

2.5.2 Deőnition im Bildbereich

Im Gegensatz zum Zeitbereich, ist die Deőnition des Differentialoperators 𝒟𝛾

im LaplaceśBereich trivial:

ℒ{𝒟𝛾 𝑓 (𝑡)} =
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
𝑠𝛾𝐹(𝑠), 𝛾 ∈ R−

𝐹(𝑠), 𝛾 = 0

𝑠𝛾𝐹(𝑠) − 𝑐0 , 𝛾 ∈ R+ , 𝑐0 = Startwert

(2.40)

und gliedert sich in die bekannten Notationen der Systemtheorie ein. Auf einen
Beweis wird an dieser Stelle verzichtet, da er in zahlreichen Standardwerken der
fraktionalen Inőnitesimalrechnung [Oldham1974, u. a.] zu őnden ist. In Abb. 2.15
wird zudem deutlich, dass sich typische Charakteristika des Übertragungsverhal-
tens von konventionellen LTIśSystemen auch auf fraktionale Systeme übertragen
lassen. So beträgt der Amplitudenanstieg eines 𝑠𝛾śGlieds

Δ𝐺

Dek
= 𝛾 · 20

dB

Dek
bei einer Phasenverschiebung von 𝜑 = 𝛾 · 90◦ . (2.41)
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Abbildung 2.15: Frequenzgang eines Verzögerungsglieds 𝐺(𝑠) mit 𝛾 = [1, 1/2, 1/4]

2.5.3 Stabilitätsbetrachtungen

Zur Untersuchung der Stabilität eines fraktionalen Systems können dessen
Polstellen herangezogen werden, wobei in der fraktionalen Ebene (WśEbene)
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2.5 Fraktionale Systeme

unendliche viele existieren. So gilt nach [Petràš2009] für das Nennerpolynom

𝑠𝛾 + 𝑎 = 0 die Lösung 𝑠𝑛 = |𝑎 |
1
𝛾 ej (𝜗a±2𝜋𝑛) /𝛾 , 𝑛 ∈ N. (2.42)

Die gemeinhin bekannte physikalische SśEbene ist jedoch nur im Bereich
−𝜋 < 𝜗a ≤ 𝜋 deőniert, alle Pole außerhalb dieses Bereichs sind physikalisch
nicht existent und haben somit keinen Einŕuss auf die Stabilität des Systems. Das
Stabilitätskriterium, für den fraktionalen Fall auch Matignons Theorem genannt
[Matignon1996], wird zu

|︁|︁arg 𝑠𝑛
|︁|︁ > 𝛾

𝜋

2
mit 𝑠𝑛 : Nullstellen des Nennerpolynoms (2.43)

verallgemeinert. Es ist für 0 < 𝛾 ≤ 1 deőniert und führt zu einer Aufweitung des
Stabilitätsbereichs. Das Stabilitätskriterium schließt die nichtphysikalischen Pole
bereits mit ein. In der Folge arbeiteten eine Vielzahl von Mathematikern an einer
Erweiterung des Stabilitätskriterium um den fehlenden Bereich 1 < 𝛾 ≤ 2, wie in
[Sabatier2012] zusammengefasst.

Eine anschauliche Variante ist die von [Petràš2009] und [Radwan2009] vor-
gestellte Transformation des Stabilitätsproblems von der Sś in die WśEbene in
Abb. 2.16, in Form des Polstellenwinkels 𝜗s → 𝜗w, welche jedoch nur für 𝛾 ∈ Q+
mit 𝛾 = 𝑘/𝑚 (𝑘, 𝑚 ∈ N+) anwendbar ist.

SśEbene WśEbene
Transformation: 𝑤 = 𝑠1/𝑚

ImśAchse 𝜗w = ± 𝜋

2𝑚

neg. ReśAchse 𝜗w = ± 𝜋

𝑚

Instabiler Bereich

|𝜗s | < 𝑘
𝜋

2𝑚
|𝜗w | < 𝜋

2𝑚

Stabiler Bereich
𝑘𝜋

2𝑚
< |𝜗s | < 𝜋

𝜋

2𝑚
< |𝜗w | < 𝜋

𝑚

Nichtphysikalischer Bereich

Ð |𝜗w | > 𝜋

𝑚

+ Im
(B)

−
Im(B)

−R
e
(B)

−
R

e(B)

�
2<

�
<

instabil

stabil

nicht-
physikalisch

Re(F)

Im(F)

W-Ebene

Abbildung 2.16: Transformation der SśEbene in die WśEbene mit Stabilitätsbereich, nach
[Radwan2009, Fig. 3]
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

Beispielhaft sind in Abb. 2.17 die Pole des Systems aus Abb. 2.15 bzw. Gl. 2.42
in der WśEbene für verschiedene 𝛾 dargestellt. Es wird deutlich, dass für
𝛾 < 1 ausschließlich nichtphysikalische Pole vorliegen und das System daher
grundsätzlich stabil ist. Für 𝛾 = 1 existiert eine einzelne Polstelle auf der negativen
ReśAchse und damit der Grenze zum physikalischen Bereich. Für zunehmende
𝛾 > 1 laufen die Pole in den stabilen physikalischen Bereich hinein, bevor bei
𝛾 = 2 die Stabilitätsgrenze erreicht ist und das System oszilliert. Für 𝛾 > 2 ist das
System in jedem Fall instabil.
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[Radwan2009, Fig. 4]
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2.5 Fraktionale Systeme

2.5.4 Anwendungen: Stand der Forschung

Oustaloup gibt in [Oustaloup2000a] einen umfangreichen Überblick über in-
genieurtechnische Fachgebiete, die sich das Konzept der fraktionalen Systeme
bereits zu Nutze machen. In der Regelungstechnik stoßen fraktionale Regler inzwi-
schen auf äußerst großes Interesse [Tepljakov2021], da sie gegenüber klassischen
Ansätzen zusätzliche Freiheitsgrade bei der Auslegung bieten, wodurch sich die
Dynamik und Robustheit der Regler sowie deren Fähigkeit zur Störunterdrückung
verbessern lassen. Oustaloup gilt hierbei als der Pionier der fraktionalen Regelung
[Oustaloup1995b], der sich bereits seit Anfang der 70er Jahre als einer der ersten
mit der praktischen Anwendung fraktionaler Systeme auseinandersetzt. In einer
aktuellen Studie beschreiben Tepljakov et al. [Tepljakov2021] die Meilensteine
fraktionaler Regler auf dem Weg zu einer angestrebten industriellen Nutzung.
Sie stellen fest, dass der Implementierungsaufwand und mögliche Zusatzkosten
durch leistungsfähigere Rechentechnik die Entwicklung ausbremsen, jedoch
nicht verhindern werden können, da die genannten Vorteile in vielen praktischen
Anwendungen überwiegen [Efe2011]. Dies gilt insbesondere dann, wenn erste
Erfahrungen aus der Industrie die noch bestehenden und unbegründeten Zweifel
an der Zuverlässigkeit und Sicherheit des neuen Ansatzes ausräumen können.

Im Bereich der elektrischen Antriebe sind Ivanès et al. [Retière1999, Riu2003]
aktiv, welche sich sowohl mit der fraktionalen Modellierung von Rotorstäben bei
Asynchronmaschinen, als auch den Dämpferwicklungen bei Synchronmaschinen
beschäftigen. Dadurch werden vor allem Parameterstudien und der Modellab-
gleich mit Messungen vereinfacht. Eine unmittelbare Anwendung der Modelle
in der Regelung erfolgt nicht. Dieses Ziel haben jedoch [Jalloul2013], die ihr frak-
tionales RotorstabśModell mit der sonst üblichen KettenleiterśApproximation
vergleichen. Eine sehr frühe und mathematisch ausführliche Abhandlung zur Be-
schreibung der Ausgleichsvorgänge von Turbogeneratoren mit Massivläufer hat
[Paszek1979] verfasst. Er empőehlt eine Abkehr von der etablierten Beschreibung
der Synchronmaschine mit zwei äquivalenten Polradstromkreisen, unter Nutzung
zusammengefasster Zeitkonstanten, hin zu fraktionalen Systemen bzw. Strom-
kreisen mit verteilten Konstanten. Zur Modellierung des Betriebsverhaltens eines
KlauenpolśSchrittmotors nutzt [Stiebler2005] eine frequenzabhängige Indukti-
vität, um die Wirbelströme im kostengünstigen ungeblechten Kern abzubilden.
Der Einsatz fraktionaler Regler wird u. a. für WindśGeneratoren [Ghasemi2014]
und verschiedene industrielle Stellantriebe [Lino2017] diskutiert.

In der Aktorik őnden fraktionale Systeme bisher kaum praktische Anwendung.
Die Untersuchungen beschränken sich meist ebenfalls nur auf die Modellierung
des Magnetkreises, wie in der Literaturanalyse in Abschnitt 1.2 ausführlich
aufgeführt. Es existieren eine Vielzahl von Veröffentlichungen, die magnetische
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2 Grundlegende Konzepte und Vorbetrachtungen

Axiallager mit fraktionalen Systemen modellieren. Han et al. [Han2013] beschrei-
ben ein reines Axiallager mit zwei Steuerspulen und permanentmagnetischer
Vormagnetisierung, [Sun2009] eine identische Geometrie mit elektrischer Vorma-
gnetisierung. Le et al. [Le2016] liefern für ein KombiśAxiallager, wie in dieser
Arbeit, Ansätze für die Berücksichtigung von Streuŕüssen (→ Kapitel 7). Auch
die Gruppe um Knospe et al. der University of Virginia, die mit [Zhu2005a]
das erste realitätsnahe, fraktionale Modell für Aktoren entwickelt hat, beschäf-
tigt sich weiterhin mit axialen Magnetlagern [Whitlow2016, Spece2018]. Keine
dieser Arbeiten nutzen die abgeleiteten fraktionalen Systemübertragungsfunk-
tionen für ein Verbesserung der Regelung, da die Umsetzung gemeinhin als zu
aufwendig gilt [Ferreira2017]. Es gibt weiterhin Bestrebungen auch im Bereich
der Magnetlagertechnik fraktionale Regler anzuwenden [Zhong2015, Anan-
tachaisilp2017, Tepljakov2018], die jedoch ausschließlich auf numerischem Wege
für konkrete linearisierte Arbeitspunkte ausgelegt werden. Die Ansätze zur
Reglerauslegung verbleiben daher analytisch unspeziősch und unterscheiden
sich somit kaum von den allgemeinen Beispielen, die in Abhandlungen der
Regelungstheorie herangezogen werden.

2.5.5 Die Äquivalenz von Kettenleitern, Kettenbrüchen und FOśSystemen

Diese Arbeit fokussiert sich in der Wortwahl immer wieder auf den Begriff der im
vorherigen Abschnitt vorgestellten fraktionalen Systeme. In diesem Zusammenhang
wird jedoch häuőg die Frage gestellt, ob die Modellierung der Wirbelströme
nicht auch mit einem Kettenleitermodell erfolgen kann. Das ist eine berechtigte
Frage, ist doch die Modellvorstellung eines Kettenleiters Ð bestehend aus eine
Reihenschaltung von z. B. RLś oder RCśGliedern Ð seit vielen Jahrzehnten
eine beliebte Methode nichtlineare Phänomene zu modellieren [Cauer1954]. Am
Beispiel der Stromverdrängung in den Rotorstäben von Asynchronmaschinen
[Köhring2010] wird deutlich, dass oftmals nicht bekannt ist, dass es sich in
Wirklichkeit um ein fraktionales System handelt3.

Es ist daher wichtig zu verstehen, dass Kettenleiter und fraktionale Systeme
äquivalente Beschreibungsformen sind, die lediglich auf unterschiedlichen An-
sätzen beruhen, sich jedoch in einigen Fällen sogar exakt ineinander umrechnen
lassen. Unabhängig vom gewählten Ansatz, wird die digitale Implementierung
auf dem realen Regelungssystem identisch sein. Beispielhaft soll dies anhand
eines Blechpakets im Folgenden erläutert werden. Eine ähnliche Betrachtung für

3Zur Berechnung der Stromverdrängung in den Rotorstäben kann wie bei einem magnetischen Leiter
die Diffusionsgleichung herangezogen werden, welche in einem fraktionalen System resultieren
würde. Da die Stabgeometrie jedoch vergleichsweise kompliziert ist, erschwert sich die Lösung der
Diffusionsgleichung erheblich, womit diese Variante kaum Beachtung őndet.
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2.5 Fraktionale Systeme

ein Radiallager erfolgte bereits durch Meeker [Meeker1996]. Der folgende Ab-
schnitt ist ein Vorgriff auf die ausführlichen Herleitungen und Approximationen
im Verlauf dieser Arbeit (→ Kapitel 4) und dient zunächst nur der Demonstration
der vorliegenden Äquivalenz.

Die effektive Reluktanz ℛb eines Blechpakets berechnet sich mit (→ Gl. 5.42):

ℛb(j𝜔) = ℛ0b ·
1
2 𝑏

√︁
j𝜔

tanh
(︁ 1

2 𝑏
√︁

j𝜔
)︁ = ℛ0b · 𝑥

tanh
(︁
𝑥
)︁ , (2.44)

wobei ℛ0b der stationären Reluktanz bei der Kreisfrequenz 𝜔 = 0 entspricht
und die Konstante 𝑏 sämtliche Geometrie- und Materialparameter enthält, die
die Wirbelströme beeinŕussen. Bei diesem Ausdruck handelt es sich um ein
transzendentes fraktionales System. Durch Grenzwertbetrachtungen ist zudem eine
Überführung in ein explizites fraktionales System sowie implizites fraktionales System

ℛb(j𝜔) ≈ ℛ0b ·
(︂
1 + (j𝜔𝑇e)1/2

)︂
und ℛb(j𝜔) ≈ ℛ0b · (1 + j𝜔𝑇e)1/2 (2.45)

mit der Wirbelstromzeitkonstante 𝑇eb = (𝑏/2)2 möglich.
Für alle diese Ausdrücke existieren Kettenbruchentwicklungen4, so z. B. für

den Tangens Hyperbolicus nach [Baker1996] (allgemein) oder speziell angewandt
auf das fraktionale Argument (j𝜔)1/2 in [Roy1967]:

tanh(𝑥)
𝑥

≈ 1

1
+ 𝑥2

3
+ 𝑥2

5
+ · · · + 𝑥2

2𝑘 + 1
. (2.46)

Unter der Annahme, dass das Blechpaket dem Kern einer Spulenanordnung
entspricht, lässt sich die Spulenübertragungsfunktion aufstellen:

𝑖(j𝜔)
𝑢(j𝜔) =

1

𝑅Cu + j𝜔
𝑁2

ℛb(j𝜔)

=
1

𝑅Cu + j𝜔𝐿eff(j𝜔)
(2.47)

=
1

𝑅Cu + j𝜔
𝑁2

ℛ0b
· 1

1
+ 𝑥2

3
+ 𝑥2

5
+ · · · + 𝑥2

2𝑘 + 1

. (2.48)

4Die Notation der Kettenbrüche in dieser Arbeit erfolgt nach A. Pringsheim:

𝐹 = 𝑏0 +
𝑎1

𝑏1 +
𝑎2

𝑏2 + . . .

= 𝑏0 + 𝑎1

𝑏1
+ 𝑎2

𝑏2
+ . . . .
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RCu

i

Re1 Re2 Re3
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iµh
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iµe1
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iµe3

u

RCu

i

Leff(ω)u

a) Fraktionales System b) Kettenleiter

Abbildung 2.18: Elektrisches Ersatzschaltbild einer Spulenanordnung mit
a) frequenzabhängiger Induktivität auf Basis eines fraktionalen Systems
b) äquivalenter Kettenleiter aufbauend auf einem Kettenbruch

Mit der Rücksubstitution 𝑥 = 1/2 𝑏 j𝜔 wird deutlich, dass alle Wurzeln
√︁

j𝜔
quadratisch vorliegen und somit die fraktionale Ordnung der komplexen Kreis-
frequenz j𝜔 aufheben. Durch Einmultiplizieren des Terms 𝑁2/ℛ0b in die Ketten-
bruchglieder ergibt sich unmittelbar die Kettenbruchdarstellung

𝑖(j𝜔)
𝑢(j𝜔) =

1

𝑅Cu +
j𝜔

ℛ0 b

𝑁2

+
j𝜔

3 4𝑁2

ℛ0 b𝑏2

+
j𝜔

5ℛ0 b

𝑁2

+
j𝜔

7 4𝑁2

ℛ0 b𝑏2

+ · · ·
(2.49)

=
1

𝑅Cu +
j𝜔

1
𝐿h

+ j𝜔

𝑅e1
+

j𝜔

1
𝐿σ1

+ j𝜔

𝑅e2
+

j𝜔

1
𝐿σ2

+ · · ·
(2.50)

des Kettenleiters in Abb. 2.18. Im gezeigten Beispiel approximiert der Kettenleiter
das fraktionale System exakt, bis zu einer von der Anzahl der Kettenglieder
abhängigen Grenzfrequenz. Im Gegensatz dazu steht z. B. die in Abschnitt 4.1.2
bzw. Abschnitt 4.1.2 vorgestellte Matsuda Approximation, die unabhängig von
der Grenzfrequenz eine frei wählbare Anzahl Kettenglieder aufweist. Diese
Eigenschaft führt ggf. zu der für Kettenleitermodelle nicht untypischen Stufung
des Übertragungsverhaltens (→ Abb. 4.2).

Da sowohl ein fraktionales System als auch ein Kettenleiter durch einen
Kettenbruch approximiert bzw. deőniert sind, ist das weitere Vorgehen identisch.
Durch Ausmultiplizieren erhält man eine rationale Funktion, die anschließend
diskretisiert und digital implementiert werden kann (→ Abschnitt 8.1).

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird nicht weiter auf die KettenleiterśAnalogie
eingegangen, da durch die Notwendigkeit die Kettenglieder in real existierende
Ersatzschaltbildelemente (Widerstände, Induktivitäten) zu überführen, der Sach-
verhalt unnötigerweise verkompliziert wird. Es ist jedoch davon auszugehen,
dass generell jeder Kettenbruch in einen Kettenleiter überführt werden kann.
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I
Einführungsbeispiel: Massive Ringkernspule

Der erste Hauptteil dieser Arbeit schließt sich den Betrachtungen in Abschnitt 2.2
an und widmet sich der mathematischen Modellierung der Wirbelstromeffekte
in einem Magnetkreis im Frequenzbereich (Kapitel 3). Die zu diesem Zweck am
besten geeignete Größe ist die sogenannte effektive Reluktanz ℛeff, welche von Zhu
et al. [Zhu2005a] eingeführt wurde und ursprünglich auf die effektive Permeabilität
in [Rabinovici1992] zurückgeht. Zum einen beschreibt sie die Verringerung des
effektiven Kernquerschnitts aufgrund der Feldverdrängung und hat somit einen
unmittelbaren physikalischen Bezug zu sämtlichen Feldgrößen (vgl. Abb. 2.3).
Zum anderen ist sie umgekehrt proportional sowohl zur effektiven Induktivität
𝐿eff (auch źeddyśinductanceł nach [Feeley1996]), welche die Systembeschrei-
bung als Ersatzschaltbild erlaubt, als auch zur Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e, der
regelungstechnisch relevanten Kenngröße zur Modellierung der Wirbelströme.

𝛷x

Kupferdraht
(2–lagig)

𝑁 = 184

𝑑Cu = 1 mm

𝜌T

𝜌T = 52,5 mm

𝑟c = 10,0 mm

2𝑟c

Ringkernspule

Abgeleitetes Beispiel 𝜆c = 2𝜋 𝜌
T

2𝑟c

Abbildung 2.19: Ringkernspule und abgeleiteter unendlicher Zylinder
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Da sich der Kern eines Magnetlager nicht nur mit einer einzelnen Reluktanz
beschreiben lässt, sondern sich aus der Verkettung einer Vielzahl von Teilreluk-
tanzen zusammensetzt, soll zunächst das einfache und geschlossene System der
Ringkernspule in Abb. 2.19 betrachtet werden. Unter Annahme eines hinreichend
großen Radius 𝜌T des Torus, kann dieser als unendlich langer Vollzylinder
angenähert werden5 und lässt sich analytisch exakt mit der elektromagnetischen
Diffusionsgleichung beschreiben. Weiterhin ist der Einŕuss von Streuŕüssen bei
dieser Anordnung vergleichsweise gering6, womit eine relativ unbeeinŕusste
Analyse von Hysterese und Sättigungseffekten möglich wird (→ Abschnitt 3.2).

These 8 Da sich źhalbeł Ableitungen nicht zeitdiskret realisieren lassen, kann die
zunächst transzendente fraktionale Lösung der Diffusionsgleichung nicht ohne weiteres
in eine digitale FilterśÜbertragungsfunktion für den Flussschätzer überführt werden.
Stattdessen müssen die vorliegenden Systeme der fraktionalen Ordnung 𝛾 = 1/2 mit
Systemen ganzzahliger Ordnung approximiert werden. Dies geschieht über eine stufenar-
tige Abbildung des Frequenzgangs, welche zu einer deutlich erhöhten approximierten
Systemordnung 𝑚 ≫ 𝛾 führt.

Kapitel 4 befasst sich mit möglichen Varianten der rationalen Approximation
der Reluktanz der Ringkernspule. Neben einer direkten rationalen Approximation
(DRA) auf Basis von Kettenbrüchen wird die implizite Matsuda Approximation
(IMA) eingeführt, die erstmals die bekannte (explizite) Matsuda Approximation
(EMA) auf ein implizites fraktionales System anwendet, welches mit Hilfe einer
Frequenzganganalyse ermittelt werden kann. Im nachfolgenden Hauptteil II
werden diese Erkenntnisse auf ein 5śachsiges Magnetlager übertragen.

Aufbauend auf Abschnitt 2.2.2 őnden sämtliche Betrachtungen im Frequenz-
bereich und damit im komplexen Zahlenraum statt.

5Die Krümmung kann für den statischen Fall durch einen Korrekturfaktor berücksichtigt werden
[Porstmann2019, Anhang A].

6Eine Minimierung der Streuŕüsse ist durch eine Optimierung der Wicklungsanordnung möglich
[León2014], wurde für den experimentellen Aufbau in diesem Fall jedoch nicht durchgeführt, da die
Relevanz zum Zeitpunkt der Fertigung der Spule nicht absehbar war.
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3 Analytische Modellierung des Flussschätzers

In Abschnitt 2.3 wurde deutlich, dass in einer klassischen Aktorregelung der
gemessene Strom 𝑖mess nicht proportional zum kraftbildenden Hauptŕuss 𝛷h

ist, dies jedoch vereinfachend angenommen wird. Um eine Beeinträchtigung der
Regeldynamik zu vermeiden, ist es daher sinnvoll aus dem messbaren Strom
direkt den Hauptŕuss 𝛷h bzw. die kraftbildende Steuerŕussdichte 𝐵 = 𝐵x zu
berechnen. Aus Gl. 2.26 folgt

𝛷h(j𝜔) = 𝐴c · 𝐵x(j𝜔) =
𝐿eff(j𝜔)

𝑁
· 𝑖mess(j𝜔) =

𝑁

ℛeff(j𝜔)
· 𝑖mess(j𝜔) (3.1)

mit dem Kernquerschnitt 𝐴c und der Windungszahl 𝑁 . Die entscheidende Größe
einer Flussschätzung stellt somit die effektive Induktivität 𝐿eff bzw. Reluktanz
ℛeff dar, welche im Folgenden am Beispiel eines unendlichen Vollzylinders, der
źaufgeklapptenł Ringkernspule aus Abb. 2.19, hergeleitet werden sollen.

3.1 Modellierung von Wirbelströmen als effektive Reluktanz

Die Modellierung der Wirbelstromeffekte führt zunächst zu einer transzendenten
Lösung, d. h. zu einem nicht algebraischen System welches z. B. Bessel- oder Hy-
perbelfunktionen enthält. Dieses kann jedoch durch ein algebraisches fraktionales
System1 (→ Abschnitt 2.5) angenähert werden.

3.1.1 Transzendente Lösung

Ausgangspunkt zur Berechnung einer jeden effektiven (Teilś) Reluktanz ist
immer die elektromagnetische Diffusionsgleichung für das jeweilige Kernelement.
Voraussetzung ist in jedem Fall eine eindimensionale Feldausbreitung, wobei für
einen Vollzylinder (→ Abb. 2.4) lediglich die axiale Komponente 𝐵z des 𝐵-Felds
erhalten bleibt. Für diesen Fall erfolgte die Herleitung der Diffusionsgleichung

𝜕2𝐵z

𝜕𝑟2
+ 1

𝑟

𝜕𝐵z

𝜕𝑟
− 𝛼2𝐵z = 0 mit 𝛼 =

√︁
j𝜔𝜅𝜇 (3.2)

1Fraktionale Systeme können ebenfalls transzendent sein, wenn für den Exponenten 𝛾 ∈ I = R\Q gilt
und somit auch irrationale Zahlen zugelassen sind. Bei der analytischen Modellierung physikalischer
Prozesse beschränkt sich der Zahlenraum des Exponenten jedoch i. d. R. auf rationale Zahlen 𝛾 ∈ Q.
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3 Analytische Modellierung des Flussschätzers

bereits in Gl. 2.22. Das Kernmaterial wird als homogen und isotrop mit einer
konstanten elektrischen Leitfähigkeit 𝜅 und Permeabilität 𝜇 angenommen, auch
wenn der Fehler insbesondere bei der letzteren Annahme signiőkant sein kann,
wie in Abschnitt 3.2 erörtert wird. Die komplexe elektromagnetische Wellenaus-
breitungskonstante 𝛼 ist somit ausschließlich von der komplexen Kreisfrequenz
j𝜔 abhängig. Die Diffusionsgleichung entspricht in dieser Form einer Bessel’schen
Differentialgleichung, deren allgemeiner Lösungsansatz nach [Moon1961]

𝐵z(𝑟) = 𝐶1 · I0
(︁
𝛼𝑟

)︁ + 𝐶2 · K0
(︁
𝛼𝑟

)︁
(3.3)

die modiőzierten Besselfunktionen erster und zweiter Art, I𝜈
(︁
𝑥
)︁

bzw. K𝜈
(︁
𝑥
)︁
, der

Ordnung 𝜈 = 0 enthält. Zur Bestimmung der Lösungskonstanten 𝐶1|2 werden
zwei Randbedingungen benötigt.

Neumann–Randbedingung

−𝑟c 0 𝑟c

0

𝐵0,c

Neumann:
𝜕𝐵z/𝜕𝑟

��
𝑟=0

= 0

Direchlet

Frequenz↑

𝑟

𝐵
z

Abbildung 3.1: Direchlet- und
NeumannśRandbedingung

Die NeumannśRandbedingung beschreibt den
Wert der Normalableitung an einer Grenzŕäche,
wobei bei einem Kernelement immer die der Wick-
lung abgewandte Fläche zu wählen ist. In [Sei-
fert2014] wurde gezeigt, dass sich die Ableitung
der Flussdichte zur Grenzŕäche hin, für hinrei-
chend hohe Frequenzen, dem Wert Null annähert.
Im Falle des vorliegenden Vollzylinders dient die
Rotationsachse als Deőnitionsrand und es gilt

𝜕𝐵z(𝑟)
𝜕𝑟

|︁|︁|︁|︁|︁
𝑟 = 0

= 0 = 𝐶1 · I1(0) + 𝐶2 · K1(0) , (3.4)

da die Flussdichte im Inneren des Kerns stetig sein muss, wie Abb. 3.1 zeigt. Da
für K𝜈

(︁
𝑥
)︁

gilt, dass K1(0) ≠ I1(0) ≠ 0, folgt 𝐶2 = 0.

Dirichlet–Randbedingung

Mit einer DirichletśRandbedingung wird auf dem Rand des Deőnitionsbereichs
einer Differentialgleichung ein Absolutwert festgelegt (Abb. 3.1). Für den voll-
ständig mit einem Kupferdraht umwickelten Vollzylinder ist dies die Flussdichte
𝐵z auf der Mantelŕäche 𝑟 = 𝑟c. Sie entspricht der Durchŕutung 𝛩 bezogen auf
die Gesamtlänge 𝜆c = 2𝜋𝜌T des Kerns

𝐵0 c = 𝐵z(𝑟c) =
𝛩 · 𝜇
𝜆c

= 𝐶1 · I0
(︁
𝛼𝑟c

)︁ + 𝐶2 · K0
(︁
𝛼𝑟c

)︁
(3.5)
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3.1 Modellierung von Wirbelströmen als effektive Reluktanz

mit 𝛩 = 𝑁 · 𝑖mess. Unter der legitimen Vernachlässigung der Stromverdrängung
[Porstmann2019] ist der Randwert nicht frequenzabhängig, wie in [Seifert2014]
anhand einer FEMśSimulation nachgewiesen wurde. Mit der bereits ermittelten
Konstante 𝐶2 = 0 folgt unmittelbar 𝐶1 = 𝐵c/I0

(︁
𝛼𝑟c

)︁
.

Durch Einsetzen von 𝐶1 und 𝐶2 in Gl. 3.3 erhält man eine räumliche Beschreibung
der Flussdichte im Zylinderkern der Ringkernspule

𝐵z(𝑟) = 𝐵c
I0
(︁
𝛼𝑟

)︁
I0
(︁
𝛼𝑟c

)︁ , (3.6)

welche ausschließlich in axialer Richtung wirkt und lediglich vom Radius 𝑟

abhängig ist. Die Integration der Flussdichte über die Kernquerschnittsŕäche 𝐴c

erfolgt in Zylinderkoordinaten

𝛷 =

𝑟c∫
0

2𝜋∫
0

𝐵c
I0
(︁
𝛼𝑟

)︁
I0
(︁
𝛼𝑟c

)︁ · 𝑟 d𝜑 d𝑟 = 𝐵c
2𝜋

I0
(︁
𝛼𝑟c

)︁
𝑟c∫

0

I0
(︁
𝛼𝑟

)︁ · 𝑟 d𝜑 d𝑟 (3.7)

wobei das vereinfachte Integral unter Zuhilfenahme der Substitutionsregel und
[McLachlan1955, Gl. 171] gelöst werden kann. Der resultierende magnetische
Gesamtŕuss 𝛷 entspricht dem Hauptŕuss 𝛷h durch die Spule

𝛷 = 𝛷h = 𝐴c𝐵x = 𝐵c
2𝜋

I0
(︁
𝛼𝑟c

)︁ · 𝑟c
𝛼

I1
(︁
𝛼𝑟c

)︁
= 𝛩 ·

(︃
𝜇

𝛼

𝑟c
𝜌T

I1
(︁
𝛼𝑟c

)︁
I0
(︁
𝛼𝑟c

)︁ )︃ (3.8)

welcher später die Ausgangsgröße des Flussschätzers darstellt. Dividiert durch
𝐴c erhält man die mittlere Steuerŕussdichte 𝐵x. Nach der Deőnition 𝛷 = ℛ · 𝛩
entspricht der zweite Faktor von Gl. 3.8 bereits der gesuchten effektiven Reluktanz
ℛeff bzw. über die Windungszahl 𝑁 der effektiven Induktivität 𝐿eff

ℛeff =
𝛩

𝛷
=

𝛼

𝜇

𝜌T

𝑟c

I0
(︁
𝛼𝑟c

)︁
I1
(︁
𝛼𝑟c

)︁ und 𝐿eff =
𝑁2

ℛeff
. (3.9)

Übergang in den Laplace–Bereich

In Gl. 2.17 wurde die Grundannahme getroffen, dass sich alle Systemgrößen in
harmonische Komponenten zerlegen lassen. Für den Zeitbereich lässt sich daraus
schlussfolgern, dass alle diese Systemgrößen einer stückweise glatten Funktion
𝑓 (𝑡) folgen. Es ist weiterhin gewährleistet, dass die Konstanten 𝑀 > 0 und 𝛿 ∈ R
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existieren, wobei gilt

𝑓 (𝑡) = 0 für 𝑡 < 0 sowie (3.10)

| 𝑓 (𝑡)| < 𝑀e𝛿𝑡 für 𝑡 ≥ 0 und 𝛿 ≥ 0 . (3.11)

Unter diesen Voraussetzungen kann die Lösung mit

𝑠 = 𝛿 + j𝜔 (mit 𝛿 = 0 für harmonische Größen) (3.12)

an dieser Stelle in den LaplaceśBereich überführt werden und es folgt

𝛼 =
√︁

j𝜔𝜅𝜇 ⊶ 𝛼(𝑠) = √
𝑠𝜅𝜇 (3.13)

sowie

ℛeff = ℛeff(j𝜔) ⊶ ℛeff(𝑠) =
√
𝑠

√
𝜅𝜇

𝜇

𝜌T

𝑟c

I0
(︁√

𝑠𝑟c
√
𝜅𝜇

)︁
I1
(︁√

𝑠𝑟c
√
𝜅𝜇

)︁ . (3.14)

Wie einleitend erwähnt, lässt sich über die effektive Reluktanz ℛeff bereits ein Be-
zug zu regelungstechnisch relevanten Größen, wie der Wirbelstromzeitkonstante
𝑇e und der Wirbelstromverstärkung 𝑉e herstellen:

𝑇e =
1

4
𝑟c𝜅𝜇 und 𝑉e =

2𝜌T

𝜇𝑟2
c

= ℛ0 , (3.15)

wobei letztere der Kernreluktanz 𝑅0 im stationären Zustand bei 𝜔 = 0 ent-
spricht. Für eine verbesserte Übersicht bei den nachfolgenden rationalen Appro-
ximationen in Kapitel 4, soll zur weiteren Vereinfachung der Geometrie- und
Materialkoeffizient 𝑏 sowie der Skalierungsfaktor 𝐾 eingeführt werden:

𝑏 = 2
√︁
𝑇e und 𝐾 = 𝑉e/2 = ℛ0/2 . (3.16)

Für die effektive Reluktanz folgt abschließend

ℛeff(𝑠) = ℛ0

√︁
𝑠𝑇e

I0

(︂
2
√
𝑠𝑇e

)︂
I1

(︂
2
√
𝑠𝑇e

)︂ = 𝐾𝑏
√
𝑠

I0
(︁
𝑏
√
𝑠
)︁

I1
(︁
𝑏
√
𝑠
)︁ . (3.17)

Dieses transzendente System lässt sich ausschließlich im Frequenzbereich auswer-
ten und auf analytischem Weg ist keine Rücktransformation in den Zeitbereich
möglich. Aus diesem Grund wird es mit Hilfe einer Frequenzganganalyse im
nachfolgenden Abschnitt 3.1.2 in ein fraktionales System überführt.
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3.1.2 Annäherung als fraktionales System

Eine grundlegende Einführung in die Theorie und Anwendung fraktionaler
Systeme (FOśSysteme) erfolgte in Abschnitt 2.5, wobei für diese Arbeit nur sehr
einfache Formen von Relevanz sind: verzögerte Differenzierglieder der Ordnung
𝛾 = 1/2 und 𝛾 = 1/4. Sie sind daher ein nützlicher Zwischenschritt für die ange-
strebte rationale Approximation des transzendenten Systems. Außerdem handelt
es sich unter der gegebenen Einschränkung 𝛾 ∈ Q um algebraische Funktionen,
die prinzipiell eine analytische Rücktransformation in den Zeitbereich erlauben.

Grundsätzlich lässt sich zwischen expliziten und impliziten FOśSystemen

Explizit

𝐺(𝑠) = 𝑉 · (︁ 1 + (𝑠𝑇)𝛾 )︁ und

Implizit

𝐺(𝑠) = 𝑉 · (︁ 1 + 𝑠𝑇
)︁𝛾 (3.18)

unterscheiden. Eine mathematische Überleitung zwischen beiden Formen ist in
[Seifert2019a] anhand von Taylorentwicklungen gezeigt. In der Aktorik wurden
explizite FOśSysteme erstmalig durch Feeley [Feeley1996] erwähnt, auf des-
sen Arbeit sich später eine Vielzahl von Autoren beziehen (→ Abschnitte 1.2
und 2.5). Ein Vorreiter ist zudem Zhu, der in seiner Dissertation [Zhu2005b]
bzw. in [Zhu2004b, Zhu2004a] FOśApproximationen für sämtliche denkbaren
Kernelemente elektromagnetischer Aktoren einführt. Neben ihrer Ähnlichkeit zu
konventionellen LTIśSystemen (→ Abb. 2.15) und der direkten Übertragbarkeit
ihrer Eigenschaften, zeichnen sich die expliziten FOśSysteme insbesondere durch
die Verfügbarkeit umfangreicher Toolboxen2 für Matlab und Python aus.

Diese Möglichkeiten sind für implizite FOśSysteme nicht gegeben, weshalb sie
nur in sehr seltenen Fällen zur Modellierung elektrischer Maschinen [Riu2003]
herangezogen werden. Im Bereich der Aktorik ist dem Autor noch keine Anwen-
dung bekannt. Auch fraktionale Regler werden bisher nur in Ausnahmefällen
in ihrer impliziten Form betrachtet [Luo2009], wobei es sich überwiegend um
PDT1śRegler (leadślag compensator) [Tepljakov2014, Dastjerdi2019] handelt. Aller-
dings erlauben implizite FOśSysteme möglicherweise eine wesentlich genauere
Approximation physikalischer Diffusionsprozesse, wie dieser Abschnitt anhand
des elektromagnetischen Falls zeigen wird (→ Abb. 3.2). Die Handhabung der
expliziten und impliziten Form ist jedoch bei der folgenden rationalen Ap-
proximation, der Diskretisierung sowie digitalen Implementierung auf dem
Mikrocontroller absolut gleichwertig, sodass sämtliche genannten Vorteile der
expliziten FOśSysteme verschwinden.

2 1) CroneśToolbox [Oustaloup2000b], sporadisch weiterentwickelt durch [Malti2015]
2) FomconśToolbox [Tepljakov2011], wird kontinuierlich weiterentwickelt, aktuell [Tepljakov2019]
3) FomconPyśToolbox [Onyedi2020]
4) Flores ś Fractional order loop shaping śToolbox [Duist2018]
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Diese Arbeit möchte daher ausdrücklich dazu motivieren, die genaueren
impliziten FOśSysteme bei der Modellierung von Wirbelstromphänomenen zu
berücksichtigen und sich nicht nur auf vorhandene Toolboxen zu verlassen. Um
dem Stand der Forschung Rechnung zu tragen, werden hier dennoch beide
Formen betrachtet.

Auch die effektive Reluktanz der Ringkernspule (Gl. 3.17) kann sowohl in Form
eines expliziten als auch impliziten FOśSystems mit dem Exponenten 𝛾 = 1/2

Explizit

ℛeff(𝑠) = ℛ0 · (︁ 1 + (𝑠𝑇e)1/2 )︁ und

Implizit

ℛeff(𝑠) = ℛ0 · (︁ 1 + 𝑠𝑇e
)︁1/2 (3.19)

beschrieben werden. Die Bestimmung der Grenzwerte für niedrige Frequenzen
und somit den Fall 𝑠 → 0

ℛ0 = lim
𝑠→0

ℛeff(𝑠) = ℛ0 , da 1 + (𝑠𝑇e)1/2 → 1 , (3.20)

sowie hohe Frequenzen und 𝑠 → ∞

ℛ∞(𝑠) = lim
𝑠→∞ℛeff(𝑠) = ℛ0

√︁
𝑠𝑇e , da (𝑠𝑇e)1/2 ≫ 1 , (3.21)

ist für beide FOśSysteme jeweils trivial. Sie dienen als Vergleichsreferenz für das
transzendente System. Für die Charakterisierung wird die stationäre Reluktanz
bzw. Wirbelstromverstärkung 𝑉e = ℛ0 und die Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e

benötigt. Beide Größen wurden in Gl. 3.18 bereits deőniert, sodass das im
Folgenden vorgestellte allgemeine Vorgehen als Beweis betrachtet werden kann.

Grenzwert für niedrige Frequenzen

Die stationäre Reluktanz ℛ0 ist je nach Kernelement über eine Grenzwertbetrach-
tung und/oder eine Reihenwicklung zu ermitteln. Für die effektive Reluktanz
der Ringkernspule aus Gl. 3.17 gilt

ℛ0 = lim
𝑠→0

ℛeff(𝑠) = lim
𝑠→0

𝐾𝑏
√
𝑠

I0
(︁
𝑏
√
𝑠
)︁

I1
(︁
𝑏
√
𝑠
)︁ = 2𝐾 . (3.22)

Weiterhin ist für die Besselfunktion I𝜈(𝑥) in [McLachlan1955, Gl. 156] mit 𝑥 = 𝑏
√
𝑠

die Reihenentwicklung 𝒮1 gegeben, welche abgebrochen nach dem ersten Glied

𝒮1( I𝜈(𝑥) ) ≈

(︃
1

2
𝑥

)︃𝜈
Γ(𝜈 + 1)

(︂
1 + . . .

)︂
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
𝒮1( I0(𝑥) ) ≈ 1 + . . .

𝒮1( I1(𝑥) ) ≈
𝑥

2
+ . . .

(3.23)
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zu dem gleichen Ergebnis führt:

𝒮1( ℛeff(𝑠) ) ≈ 𝐾 · 𝑥 𝒮1( I0(𝑥) )
𝒮1( I1(𝑥) )

= 2𝐾 = ℛ0 . (3.24)

Asymptotische Entwicklung für hohe Frequenzen

Ein weiterer Grenzwert für hohe Frequenzen wird durch das charakteristische
asymptotisches Verhalten der effektive Reluktanz ℛeff deőniert, d. h. das doppelś
logarithmische Frequenzverhalten nähert sich einem linearen Verlauf an. Für
I𝜈(𝑥) mit 𝑥 = 𝑏

√
𝑠 gibt [McLachlan1955, Gl. 157] die Asymptote wie folgt an:

lim
𝑥→∞ I𝜈(𝑥) = lim

𝑥→∞

(︃
e𝑥√
2𝜋𝑥

+ ej(𝜈+ 1
2 )𝜋 e−𝑥√

2𝜋𝑥

)︃
≈ e𝑥√

2𝜋𝑥
, (3.25)

welche unabhängig von der BesselśOrdnung 𝜈 ist, wobei die Bedingungen

|𝑥 | ≫ 1 ∧ |𝑥 | ≫ |𝜈 |2 ∧ 𝑞 =

{︃
+1 für 0 < arg(𝑥) < 𝜋
−1 für − 𝜋 < arg(𝑥) < 0

(3.26)

zu erfüllen sind. Für weitere Kernelemente (→ Kapitel 5) sind zudem die
Deőnitionen der Asymptoten für die Besselfunktion K𝜈(𝑥) und den Tangens
hyperbolicus

lim
𝑥→∞K𝜈(𝑥) ≈

√︃
𝜋

2𝑥
e−𝑥 und lim

𝑥→∞ tanh 𝑥 ≈ 1 (3.27)

nach [McLachlan1955, Gl. 204] bzw. [Bronštejn2008, Abb. 2.51] von Interesse. Für
die Ringkernspule folgt zunächst mit Gl. 3.25:

ℛ∞(𝑠) = lim
𝑠→∞ℛeff(𝑠) = 𝐾𝑏

√
𝑠 = ℛ0

√︁
𝑠𝑇e . (3.28)

Die Kreisfrequenz 𝜔, an der die Asymptote ℛ∞(𝑠) den Wert der stationären
Reluktanz ℛ0 annimmt

ℛ0 = |ℛ∞(𝑠)| ⇒ ℛ0 = ℛ0

√︁
𝜔𝑇e ⇒ 𝜔 =

1

𝑇e
= 𝜔e = 2𝜋 𝑓e (3.29)

entspricht der Wirbelstromknickfrequenz bzw. Kreisfrequenz 𝜔e = 2𝜋 𝑓e, die
auch den Knickpunkt der FOśSysteme aus Gl. 3.19 beschreibt, die nach Gl. 3.20
und 3.21 identische Grenzwerte aufweisen. Es konnte somit nachgewiesen wer-
den, dass das transzendente System sowie das explizite und implizite System
zumindest in ihrem asymptotischen Verhalten äquivalente Beschreibungsformen
darstellen. Sie alle entsprechen Differenziergliedern halber Ordnung und die
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Amplituden nähern sich einem konstanten Anstieg von 10 dB/Dek an, charakteri-
siert durch die im Grenzwertverhalten verbleibende Wurzel der LaplaceśVariable√
𝑠 = 𝑠1/2. Zusammen mit der Phasenverschiebung von 1/2 · 90◦ = 45◦ weisen

sie somit das typische Verhalten fraktionaler Systeme nach Gl. 2.41 auf.
Wie Abb. 3.2 zeigt, treten jedoch im Bereich um die Wirbelstromknickfrequenz

𝑓e erhebliche Unterschiede auf. Die Phasengänge der FOśSysteme sind punktsym-
metrisch um den Punkt ( 𝑓e , 22,5◦). Im Gegensatz dazu, prägt das transzendente
System für 𝑓 > 𝑓e ein leicht nichtlineares Verhalten aus. Im Fall des expliziten
FOśSystems, betragen der Amplituden- und Phasenfehler im Bereich um 𝑓e
erhebliche 56,5 % bzw. bis zu 8◦. Das implizite FOśSystem approximiert mit
maximalen Fehlern von vergleichsweise geringen 6,5 % und 1◦ das transzendente
System mit hoher Genauigkeit und ist daher zu bevorzugen.

Für die nachfolgenden Approximationen ist es zudem von großer Relevanz,
dass das die Übergangszone Δ𝐷ftr, zwischen den Bereichen konstanter Phasen-
verschiebung, mit Δ𝐷ftr = 10 für das explizite System erheblich breiter ist als
für das implizite System (Δ𝐷ftr = 4). Das bedeutet, dass ein größerer Frequenz-
bereich durch die Approximation abgedeckt werden muss, wodurch entweder
mehr Stützstellen und somit eine höhere Systemordnung nötig wird oder die
Genauigkeit der Approximation abnimmt.
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Abbildung 3.2: Frequenzgang der transzendenten Übertragungsfunktion im Vergleich mit
explizitem und implizitem FOśSystem, Deőnition der Übergangszonen
Δ𝐷ftr, basierend auf [Seifert2019b, © 2020 IEEE]
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3.2 Einŕuss von Sättigung und Hysterese

Neben den Wirbelströmen ist es naheliegend auch weitere nichtlineare Effekte, wie
die Hysterese und Sättigung des Magnetkreises im Flussschätzer zu berücksichti-
gen. Porstmann hat sich daraufhin im Zuge seiner Diplomarbeit [Porstmann2019]
ausführlich mit einer möglichen Implementierung befasst. Im Ergebnis steht ein
fraktionaler HystereseśAllpassőlter, der jedoch nicht lastabhängig ist und somit
nur eine WorstśCaseśBetrachtung im Zuge des Regelungsentwurfs erlaubt. Eine
echtzeitfähige Modellierung der Hysterese bei gleichzeitiger Berücksichtigung
der Sättigung sowie die Inklusion im Flussschätzer ist daher nicht möglich. Beide
Größen werden weiterhin als Modellfehler behandelt und die resultierenden
Störeffekte durch den Flussregler ausgeregelt.

Aus diesem Grund sollen in dieser Arbeit nur die relevanten Ergebnisse
vorgestellt werden. Für die Herleitung des Hysteresemodells, insbesondere für
den statischen Fall in Abschnitt 3.2.1, sowie eine ausführliche Literaturanalyse
sei auf [Porstmann2019] und [Seifert2021a] verwiesen.

3.2.1 Statisches Hysteresemodell

Der Begriff Hysteresemodell bezeichnet zunächst die Beschreibung der statischen
Hystereseschleife sowie die unterlagerten inneren Hystereseschleifen. Neben um-
fangreichen synthetischen Modellen [Krasnoselskii1983, Mayergoyz1985], die auf
den Arbeiten von Preisach [Preisach1935] beruhen, erlaubt das modiőzierte skalare
PreisachśModell [Cardelli2000] die Ableitung des einfachen Konzepts äquivalenter
Ellipsen [Cardelli2001]. Damit lassen sich die ursprünglichen Beschreibungen,
die von einer Vielzahl von Parametern abhängig sind, auf einen lastabhängigen
Hysteresewinkel 𝜗hyst(𝛩) reduzieren, der die bekannte Materialbeziehung

𝐵(j𝜔) = 𝜇𝐻(j𝜔) · e−j𝜗hyst(𝛩) mit 𝜇hyst = 𝜇 e−j𝜗hyst(𝛩) (3.30)

im komplexen Zahlenraum erweitert [Cardelli2003]. Weiterhin ermöglicht dieser
Hysteresewinkel die abstrahierte frequenzś oder lastabhängige Modellierung der
Hysterese in Form eines LTIśSystems zur Implementierung in einer transienten
Simulationen oder Aktorregelung, wie in Abschnitt 3.2.2 vorgestellt.

Modellierung der statischen und inneren Hystereseschleifen

Sämtliche Ansätze, die auf dem ursprünglichen PreisachśModell beruhen, erfor-
dern die messtechnische Erfassung nicht nur der statischen Hystereseschleife 𝐵ma

bei maximaler Auslenkung, sondern auch der inneren Hystereseschleifen 𝐵mi

sowie der sogenannten Umkehrkurven 1. Ordnung (engl. First Order Reversal
Curves ś FORCs). Die notwendigen Messverfahren sind äußerst aufwendig und
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Abbildung 3.3: Gemessene statische Hystereseschleife für maximale Auslenkung und
Neukurve für 15NiCr13, Deőnition des Kniepunkts im Anhang A.1,
[Seifert2021a]

erfordern hochpräzise Messinstrumente [Novak2018], die im Zuge dieser Arbeit
nicht verfügbar waren. Stattdessen standen lediglich die gemessene statische Hys-
teresekurve und die Neukurve (Abb. 3.3, Anhang A.1) des eingesetzten Materials
15NiCr13 zur Verfügung3. Unter diesen Voraussetzungen hat [Porstmann2019]
bestehende Ansätze analysiert sowie für den vorliegenden Fall angepasst und so
eine rein mathematische Vorgehensweise abgeleitet, um den für den Regelungs-
entwurf notwendigen lastabhängigen Hysteresewinkel 𝜗hyst(𝛩) zu bestimmen.
Die Ergebnisse sind in [Seifert2021a] zusammengefasst.

Ausgangspunkt stellt das ArkustangensśModell von Milovanovic et al. [Mi-
lovanovic2015] dar, welches die statische Hystereseschleife 𝐵ma in einen auf-
und absteigenden Zweig unterteilt und mit einer arctanśFunktion approximiert.
Genauere Ergebnisse lassen sich durch eine zusätzliche Unterteilung der Kurven
an der Koerzitivfeldstärke 𝐻c erzielen.

Bertotti [Bertotti1992] folgend, können daraufhin auf mathematischem Wege
die Umkehrkurven 1. Ordnung ermittelt werden, welchen den Flussdichteverlauf
ausgehend von einem beliebigen Punkt auf der statischen Hystereseschleife
±𝐵rev bis zum gegenüberliegenden Sättigungspunkt ∓𝐵sat beschreibt. Diese
FORCs erlauben anschließend die Konstruktion der inneren Hystereseschleifen
nach [Faiz2010] (Abb. 3.4) unter Zuhilfenahme des Kongruenzkriteriums von
[Mayergoyz1985] für jeden Lastpunkt 𝛩 = 𝐼 · 𝑁 bzw. 𝐻rev = �̂�/𝜆c.

3Die Messung erfolgte durch die Fa. Sekels GmbH mit dem Remagraph® der Dr. Steingroever GmbH.
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Abbildung 3.4: Modellierte statische Hystereseschleife 𝐵ma und abgeleitete innere Schleifen
𝐵mi für die Ringkernspule bei verschiedenen maximalen Stromstärken 𝐼
und Umkehrfeldstärken 𝐻rev = �̂�/𝜆c = 𝐼𝑁/𝜆c [Seifert2021a]

Ermittlung der äquivalenten Ellipse und des Hysteresewinkels

Im nächsten Schritt ist die äquivalente Ellipse nach Abb. 3.5 zu ermitteln. Die
große Halbachse 𝑝 erstreckt sich zwischen den gegenüberliegenden Umkehr-
punkten (±𝐻rev ,±𝐵rev) einer jeden inneren Hystereseschleife 𝐵mi, die kleine
Halbachse 𝑞 wird so gewählt, dass die Flächeninhalte 𝐴mi von Ellipse und Schleife
identisch sind. Aus der Ellipse kann mit den Deőnitionen von [Cardelli2001]
oder [Rodriguez2007]

𝜗hyst = arcsin
𝐴mi

𝜋𝐵rev𝐻rev
oder 𝜗hyst = arcsin

(︁
𝐻′

c/𝐻rev
)︁

(3.31)

der Hysteresewinkel ermittelt werden. Letztere beruht auf der Annahme 𝑞 = 𝑞′,
wie in Abb. 3.5a illustriert, und benötigt die zusätzlich zu bestimmende Koer-
zitivfeldstärke der Ellipse 𝐻′

c. Durch die Auswertung einer Schar an inneren
Hystereseschleifen lässt sich auf diesem Wege die Lastabhängigkeit des Hystere-
sewinkels 𝜗hyst(𝛩) bestätigen.

In Abb. 3.5b wird deutlich, dass Rodriguez’ Annahme über einen großen Feld-
stärkebereich hinreichend genau ist und beide Varianten identische Ergebnisse
liefern. Magnetisch härtere Materialien mit weiten Hystereseschleifen, wie in
diesem Fall, führen mit Rodriguez’ Deőnition jedoch insbesondere im Bereich
𝐻 ≈ 𝐻c zu einer Unterbestimmung des Hysteresewinkels von −20 %, weshalb
die allgemeinere Variante von Cardelli zu bevorzugen ist.
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Abbildung 3.5: a) Innere Hystereseschleife mit der dazugehörigen äquivalenten Ellipsen
b) Vergleich der Deőnitionen von Cardelli [Cardelli2001] und Rodriguez
[Rodriguez2007] für den lastabhängigen Hysteresewinkel 𝜗(𝛩) in Abhän-
gigkeit der anliegenden Feldstärke 𝐻(𝛩). [Seifert2021a]

3.2.2 Dynamisches Hysteresemodell

Die Modellierung frequenzabhängiger Hystereseeffekte wurde in der Aktorik
bisher kaum betrachtet. Herzog et al. [Herzog2009] unternahmen den Versuch
das Problem für ein axiales Magnetlager zu lösen. Sie nutzen ein CauerśNetzwerk
von [Ribbenfjard2008], welches jedoch auf das PreisachśModell zurückgeht und
entsprechende Schwierigkeiten bei der Parameteridentiőkation offenbart. We-
sentlich einfacher ist der Ansatz von Rodriguez et al. [Rodriguez2007], basierend
auf den soeben ermittelten Hysteresewinkel. Im Folgenden ersetzen sie die
lineare Permeabilität 𝜇 mit der HystereseśPermeabilität 𝜇hyst aus Gl. 3.30, um
das analytische Wirbelstrommodell eines zylindrischen Eisenkerns zu ergänzen.
Es folgt für die elektromagnetischen Wellenausbreitungskonstante

𝛼hyst =
√︂

j𝜔𝜅𝜇hyst = 𝛼 e−j𝜗hyst/2 und
𝛼hyst

𝜇hyst
=

𝛼

𝜇
e+j𝜗hyst/2 . (3.32)

Ihr Beispiel entspricht im Wesentlichen der Ringkernspule aus Abschnitt 3.1 und
die effektive Reluktanz ℛeff ändert sich zu

ℛeff hyst(j𝜔) =
𝛼

2𝜋𝜇

1

e−j𝜗hyst/2

𝜆c

𝑟c

I0
(︁
𝛼𝑟c e−j𝜗hyst/2 )︁

I1
(︁
𝛼𝑟c e−j𝜗hyst/2 )︁ . (3.33)
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Abbildung 3.6: Frequenzgang für die effektive Reluktanz ℛeff hyst der Ringkernspule unter
Berücksichtigung der Hysterese und Kernsättigung für verschiedene Lasten
�̂� = 𝐼𝑁 [Seifert2021a]

Setzt man neben dem lastabhängigen Hysteresewinkel 𝜗hyst = 𝜗hyst(𝛩) auch
die lastabhängige Permeabilität 𝜇 = 𝜇(𝛩) = 𝐵rev(𝛩)/𝐻rev(𝛩) ein, so erhält man
eine Beschreibung der effektiven Reluktanz ℛeff hyst(𝜗hyst ,𝛩), die sowohl die
Hysterese als auch die nichtlineare Magnetisierungskennlinie enthält.

Im Amplitudengang in Abb. 3.6 wird deutlich, dass 𝜇(𝛩) = 𝜇0𝜇r rev(𝛩) sowohl
auf den stationären Wert ℛ0 hyst als auch die Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e einen
erheblichen Einŕuss hat. Entsprechend ihrer umgekehrten Proportionalität zu
𝜇(𝛩), nehmen beide Werte mit steigender Last 𝛩 ab, bis in etwa die Koerzitiv-
feldstärke 𝐻c erreicht wird, wo die Neukurve beginnt abzuŕachen (→ Abb. 3.3).
Für höhere Lasten nehmen ℛ0 hyst und 𝑓e wieder zu.

Der Phasengang in Abb. 3.6 zeigt zwei charakteristische Eigenschaften. Der
Grenzwert der Phase 𝜑 für niedrige Frequenzen entspricht dem Hysteresewinkel
𝜑min = 𝜗hyst(𝛩). Für hohe Frequenzen oberhalb der Knickfrequenz 𝑓e ist der Wert
auf 𝜑max = 𝜑e max + 𝜗hyst(𝛩)/2 begrenzt, wobei 𝜑e max der charakteristischen
Phasenverschiebung von 45◦ entspricht, die ausschließlich auf die Wirbelströme
zurückgeht. Der Übergang erfolgt im Bereich der Wirbelstromknickfrequenz
𝑓e. Daraus lässt sich schlussfolgern, dass der Einŕuss der Hysterese, isoliert
betrachtet, mit steigender Frequenz abnimmt.

Es ist gemeinhin bekannt, dass sich Hystereseschleifen für hohe Frequenzen
aufweiten [Bertotti1998]. Porstmann [Porstmann2019, Seifert2021a] nutzt den
Ansatz von Rodriguez und stellt eine neue Formulierung zur Beschreibung dieser
dynamischen Hystereseschleifen vor, welche zur Darstellung in Abb. 3.7 führt.
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Abbildung 3.7: Dynamische Hystereseschleifen auf Basis des Phasengangs der effektiven
Reluktanz ℛeff hyst für 𝐼 = 3,7 A, 𝜇r rev = 598 [Seifert2021a]

Es wird ersichtlich, dass die Aufweitung der Schleifen maßgeblich durch die
Wirbelströme bedingt ist und die HystereseśEigenschaften des Materials den
Effekt sogar dämpfen. Dabei treten beide Phänomene immer gemeinsam auf.

3.2.3 Fraktionaler HystereseśAllpassőlter

Im nachfolgenden Kapitel 4 wird gezeigt, dass sich die transzendente effektive
Reluktanz ℛeff ohne Hysterese in eine rationale Form überführen lässt, die für
die spätere Implementierung des Flussschätzers notwendig ist. Erfolgt jedoch
die Substitution nach Gl. 3.32 zur Berücksichtigung der Hysterese, so ist durch
die zusätzliche Nichtlinearität keine rationale Approximation der resultierenden
Reluktanz ℛeff hyst mehr möglich. Es ist daher erforderlich das System in den
bereits bekannten WirbelstromśAnteil ℛeff und den reinen HystereseśFilter 𝐺hyst

zu zerlegen, wie in Abb. 3.7 gezeigt. Für eine konstante Last bleibt der Ampli-
tudengang des Systems unbeeinŕusst und es lässt sich ein AllpassśVerhalten
identiőzieren. Ein konventioneller AllpassśFilter mit 𝛾 = 1 im LaplaceśBereich
ermöglicht eine Phasenverschiebung zwischen 0◦ und 𝜑 = ±180◦ (LF) oder
andersherum (HF):

𝐺AP LF(𝑠) =
(1 ∓ 𝑠𝑇)𝛾
(1 ± 𝑠𝑇)𝛾 oder 𝐺AP HF(𝑠) =

(𝑠𝑇 ∓ 1)𝛾
(𝑠𝑇 ± 1)𝛾 , (3.34)
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Der Wert Δ𝜑 = 𝛾𝜋 = 𝜋 =̂ 180◦ geht auf den üblicherweise ganzzahligen Exponen-
ten 𝛾 = 1 zurück. In Abschnitt 2.5 wurde jedoch erörtert, dass 𝛾 nicht auf ganze
Zahlen beschränkt ist und diese Arbeit explizit zur Anwendung fraktionaler
Systeme motiviert.

Der isolierte HystereseśAllpassőlter 𝐺hyst weist eine Phasenverschiebung
zwischen 𝜑1 = 𝜗hyst und 𝜑2 = 𝜗hyst/2 auf (Abb. 3.7), womit der Exponent
𝛾 = 𝜗hyst/𝜋 einen Bruch darstellt und ein implizites fraktionales System (vgl.
auch Gl. 2.45) vorliegt. Da weder der Start- noch der Endwert 𝜑 = 0◦ beträgt,
ist eine Reihenschaltung zweier AllpassśFilter notwendig. Eine naheliegende
Realisierung ist daher der folgende HFśFOśAllpassőlter (Abb. 3.8)

𝐺hyst(𝑠) =
(𝑠𝑇e − 1)𝛾1−𝛾2

(𝑠𝑇e + 1)𝛾1−𝛾2
· (𝑠𝑇2 − 1)𝛾2

(𝑠𝑇2 + 1)𝛾2
mit 𝑇2 ≪ 𝑇e , (3.35)

Der erste Term mit 𝑇e modelliert die Absenkung der Phase im Bereich der Wir-
belstromknickfrequenz 𝑓e = 1/(2𝜋𝑇e), der zweite Term mit 𝑇2 ist ein Phasenoffset
um 𝜗hyst/2 mit der Grenzfrequenz 𝑓2 ≫ 𝑓e oberhalb des relevanten Frequenzbe-
reichs. Wie im nachfolgenden Kapitel 4 gezeigt, existieren verschiedene rationale
Approximationen für eine praktische Implementierung, wobei die auftretenden
Binomialfunktionen (1 ± 𝑠𝑇)𝛾 vorzugsweise mit der impliziten Matsuda Ap-
proximation (IMA, Abschnitt 4.1.3) anzunähern sind. Allerdings ist dafür eine
NullśPhase 𝜑 = 0◦ im stationären Zustand 𝑓 = 0 erforderlich, welche mit dem
alternativen LFśFOśAllpassőlter (Abb. 3.8)

𝐺hyst(𝑠) =
(1 + 𝑠𝑇1)𝛾1

(1 − 𝑠𝑇1)𝛾1
· (1 − 𝑠𝑇e)𝛾1−𝛾2

(1 + 𝑠𝑇e)𝛾1−𝛾2
mit 𝑇1 ≫ 𝑇e , (3.36)

gewährleistet werden kann. Während der Term mit 𝑇e identisch zum ersten Fall
ist, erfolgt der Offset in diesem Fall um den vollen Hysteresewinkel 𝜗hyst bei
einer möglichst niedrigen Frequenz 𝑓1 = 1/(2𝜋𝑇1).

Die implizite Matsuda Approximation muss auf jede der Binomialfunktionen
einzeln angewandt werden und führt bei einer empfohlenen Approximationsord-
nung von jeweils mindestens 𝑚 = 9 zu einer sehr hohen GesamtśFilterordnung
𝑚Σ hyst = 4𝑚 − 2 = 34 des Hystereseőlters 𝐺hyst(𝑠). Wie später in dieser Arbeit
gezeigt wird (→ Tab. 6.1), weist auch der Flussschätzer 𝐺FS(𝑠) eine Filterordnung
im Bereich von 𝑚Σ e = 9 . . . 51 auf.

These 9 Es ist anzuzweifeln, dass sowohl ein Hystereseőlter als auch der Flussschätzer
aufgrund ihrer jeweils sehr hohen approximierten Systemordnungen gleichzeitig in einer
echtzeitfähigen Regelung implementierbar sind. Der Hystereseőlter ist zudem nicht
lastabhängig, sondern jede Parameteränderung mit Einŕuss auf den Hysteresewinkel
𝜗hyst, wie z. B. eine variierende Permeabilität durch die Sättigung des Kerns, erfordert
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Abbildung 3.8: Isolierte Phasenverschiebung 𝜑hyst bedingt durch die Hysterese im
Vergleich mit den Niederfrequenzś und HochfrequenzśFOśHystereseś
Allpassőltern [Seifert2021a]

eine Neuberechnung der digitalen Filterkoeffizienten. Dies ist ohne Zweifel nicht in
Echtzeit möglich.

Es ist daher zu empfehlen, weder Hysterese noch Sättigung frequenzabhängig
in echtzeitfähigen Regelungssystemen zu implementieren. Beide Nichtlinea-
ritäten haben gegenüber den Wirbelströmen nur einen kleinen Einŕuss auf
die Systemdynamik und können als Modellfehler durch den Regler der inne-
ren Regelschleife kompensiert werden. Der messtechnische Modellabgleich in
Abschnitt 9.5 zeigt zudem, dass das Abŕachen der Neukurve für niedrige Feld-
stärken einen signiőkanten Einŕuss auf die Modellgenauigkeit hat. Somit kann
in bestimmten Anwendungsfällen eine arbeitspunktabhängige Implementierung
des Flussschätzers von Vorteil sein.

Der Hystereseőlter erlaubt eine verbesserte Abbildung der FlussśRegelstrecke
(Abb. 2.9) und damit die Abschätzung einer zusätzlichen Phasenreserve, die bei
der Reglerauslegung unter Betrachtung eines WorstśCaseśSzenarios berücksich-
tigt werden sollte. Dabei ist jedoch zu beachten, dass die Feldverteilung im mas-
siven Eisenkern nicht homogen ist und verschiedene Bereiche des Kerns sowohl
abweichende Permeabilitäten als auch Hysteresewinkel aufweisen. Darauf zurück-
zuführende Modellfehler sind auch durch gängige FEMśSimulationssoftware
nicht abbildbar. Zumindest ist dem Autor keine kommerziell erhältliche Software
bekannt, welche die Implementierung lastabhängiger Hysteresewinkel oder
innerer Hystereseschleifen ermöglicht4.

4Beispiele: Ansys Maxwell 2017 ist auf statische Hystereseschleifen bei maximaler Auslenkung
beschränkt. Femm 4.2 nutzt die vereinfachte lineare Beziehung 𝜃hyst = 𝜃hyst max · 𝜇/𝜇max, welche für
das hier eingesetzte Massivmaterial nicht nachvollziehbar ist.
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4 Rationale Approximation der transzendenten
Übertragungsfunktion

Die effektive Reluktanz ℛeff kann weder in der Repräsentation als transzen-
dentes System aus Gl. 3.17 noch als eines der FOśSysteme aus Gl. 3.19 direkt
diskretisiert und auf einem Mikrocontroller implementiert werden. Auch eine
Anwendung innerhalb von Matlab/Simulink oder Python (mit FOśToolboxen,
→ Abschnitt 3.1.2) ist nur für das im Vergleich ungenauere explizite FOśSystem
möglich und mit einem hohen Aufwand verbunden. Es ist daher erforderlich,
eine Approximation zu őnden, die ℛeff in eine rationale Funktion der Form

ℛeff(𝑠) =
𝑝0 + 𝑝1𝑠

1 + · · · + 𝑝𝑚 𝑠𝑚

𝑞0 + 𝑞1𝑠1 + · · · + 𝑞𝑛 𝑠𝑛
mit 𝑚, 𝑛 ∈ N , (4.1)

überführen kann, die die LaplaceśVariable 𝑠 nur noch mit ganzzahligem Ex-
ponenten enthält. Rufen wir uns den Flussschätzer aus Gl. 2.28 (bzw. Gl. 3.1)
in Erinnerung, so tritt die effektive Reluktanz in diesem Messglied im Nenner
auf. Es ist somit sinnvoll, die Ordnung des Zählerpolynoms 𝑚 von ℛeff mit
𝑚 = 𝑛 + 1 größer zu wählen als die Ordnung des Nennerpolynoms 𝑛, um in der
Rückführung ein zusätzliches Tiefpassverhalten zu erreichen, welches eventuelles
Messrauschen aus der Strommessung herausőltern kann.

Es existieren zahlreiche Möglichkeiten, um die gesuchte rationale Form in Gl. 4.1
zu berechnen. Ansätze beruhend auf Kettenbruchentwicklungen (KBE) haben
sich jedoch als besonders vorteilhaft erwiesen, da sie die höchste Genauigkeit bei
der rationalen Approximation erlauben. Mit der impliziten MatsudaśApproximation
und der direkten rationalen Approximation wurden im Zuge dieser Arbeit zwei
neue Verfahren entwickelt bzw. in den Kontext von Aktoren und Magnetlagern
übertragen.

Die Mathematik hinter den Approximationen dieses Kapitels ist nicht neu und
es ergeben sich Parallelen zu den bekannten CauerśNetzwerken [Cauer1954],
wie in Abschnitt 2.5.5 erörtert. Direkte Ansätze beschränkten sich jedoch bis-
her auf überwiegend rein mathematische Abhandlungen (z. B. [Baker1996]),
bis auf wenige Ausnahmen für einzelne Geometrien (z. B. [Meeker1996]), die
der Parametrierung eines elektrischen Ersatznetzwerks dienen. Die klassische
MatsudaśApproximation [Matsuda1993] ist in der fraktionalen Regelungstechnik
weit verbreitet und kommt dort bei der Implementierung fraktionaler Regler
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zum Einsatz, wobei überwiegend der explizite fraktionale Differentiator 𝑠𝛾 in
eine rationale Form überführt wird. Die Parameterbestimmung geschieht häuőg
numerisch.

Anmerkung: Rationale Approximationen sind ein beliebtes Forschungsthema in
unzähligen Wissenschaftsbereichen. Der Autor kann nicht ausschließen, dass
die hier vorgestellten Ansätze bereits in einem anderem wissenschaftlichen Feld
publiziert wurden. Auch nach umfangreicher und gewissenhafter Recherche sind
dem Autor keine Anwendungen im Bereich der Aktorik und Magnetlagertechnik
bekannt, mit der Ausnahme der von Meeker vorgestellten Kettenbruchentwick-
lung des Tangens hyperbolicus für geblechte Radiallager in [Meeker1996].

4.1 Rationale Approximation fraktionaler Systeme

Der aufgrund seiner einfachen und direkten Anwendbarkeit beliebteste Ansatz
zur rationalen Approximation des expliziten fraktionalen Differentiators 𝑠𝛾

ist die teilśnumerische CroneśApproximation, welche von Oustaloup [Ousta-
loup1983, Oustaloup2000a] entwickelt wurde und daher auch OustaloupśFilter
genannt wird. Dieses setzt sich aus der Reihenschaltung einer frei wählbaren
Anzahl von Filtergliedern 1. Ordnung zusammen, deren algorithmisch bestimmte
Pol- und Nullstellen in einem deőnierten Frequenzband [𝜔c0 , 𝜔cA] treppenartig
das Verhalten das Differentiators nachstellen.

Die MatsudaśApproximation [Matsuda1993] verfolgt das gleiche Ziel, basiert
im Gegensatz dazu jedoch auf einer Kettenbruchentwicklung mit frei wählbaren,
idealerweise logarithmisch verteilten Stützstellen im Intervall [𝜔c0 , 𝜔cA]. Im
Vergleich mit der CroneśApproximation und weiteren Varianten erzielt die
MatsudaśApproximation in [Vinagre2000] sowie [Steiert2017] die besten Ergeb-
nisse, unter den ŕexiblen Ansätzen mit wählbaren Intervallen, und wird für diese
Arbeit weiter verfolgt.

Maione hat sich in verschiedenen Publikationen mit geschlossenen analyti-
schen Approximationen für 𝑠𝛾 auseinandergesetzt (u. a. [Maione2013]), die auf
der bekannten Kettenbruchentwicklung der BinomialśFunktion (𝑥 + 1)𝛾 (z. B.
in [Baker1996]) aufbauen. Er substituiert im Ergebnis 𝑥 = 𝑠 − 1 und erhält so
ebenfalls eine rationale Beschreibung des Differentiators 𝑠𝛾 . Da die Binomialś
Funktion in seiner Grundform bereits einem impliziten FOśSystem entspricht,
kann die Substitution auch übergangen werden und man erhält eine rationale
Form des impliziten fraktionalen Differentiators (1 + 𝑠)𝛾 . In beiden Fällen ist
das Frequenzband [0, 𝜔2] durch ein Abbruchkriterium und der entsprechenden
Wahl der Systemordnung 𝑚 begrenzt.
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Weiterhin ist es möglich die Substitution in umgekehrter Form 𝑠 = 𝑥 + 1 auf die
teilśnumerischen Ansätze von Matsuda und Oustaloup anzuwenden. Auf diese
Weise lässt sich deren Vorteil, die Wählbarkeit sowohl der Systemordnung 𝑚 als
auch des Frequenzbands [𝜔c0 , 𝜔cA], mit der verbesserten Abbildungsgenauig-
keit der impliziten FOśSysteme kombinieren. Mit der resultierenden impliziten
MatsudaśApproximation erhält man so ein ŕexibles und für Diffusionsprozesse
sehr genaues mathematisches Werkzeug.

4.1.1 Kettenbruchentwicklung des impliziten FO-Systems (IKBE)

Die rationale Approximation von fraktionalen Systemen mit Hilfe von Ketten-
brüchen ist eine logische Schlussfolgerung aus der historisch weit verbreite-
ten Anwendung von KettenleiterśModellen zur Abbildung von Systemen mit
vergleichbarem Verhalten (z. B. Rotorstäbe in Induktionsmaschinen). Oftmals
geschah dies ohne das Wissen, dass es sich in Wirklichkeit um fraktionale Systeme
handelt. Abschnitt 2.5.5 gibt dazu einige Beispiele. Maione hat sich über viele
Jahre mit der Analogie aus Kettenbrüchen und fraktionalen Systemen befasst
[Maione2006] ś [Maione2013], die sich im Kern jedoch auf die bekannte Ketten-
bruchentwicklung für die Binomialfunktion (𝑥 + 1)𝛾 zurückführen lässt. Diese
ist nach Baker et al. [Baker1996, Gl. 6.4] deőniert als

(1 + 𝑥)𝛾 ≈ 1 + 𝛾𝑥

1
+

(1 − 𝛾) 𝑥
2

+ (1 + 𝛾) 𝑥
3

+ · · · + (𝑘 + 𝛾) 𝑥
2

+ (𝑘 − 𝛾) 𝑥
2𝑘 + 1

.

Alternierende Glieder

(4.2)

Nach der Substitution von 𝑥 mit 𝑠𝑇e wird deutlich, dass die LaplaceśVariable
nur mit ganzzahligem Exponenten vorliegt. Der Abbruch des Kettenbruchs bei
der gewünschten Ordnung des Zählerpolynoms 𝑘 = 𝑚 und Ausmultiplizieren
des Bruches führt nach der Multiplikation mit ℛ0 unmittelbar zur gesuchten
rationalen Form von ℛeff in Gl. 4.1.

Abb. 4.1 zeigt, dass die Kettenbruchentwicklung das implizite FOśSystem bis zu
einer bestimmten Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA exakt abbildet und lediglich
die Abweichung zum transzendenten System als Fehler verbleibt (→ Abb. 3.2). Es
ist ersichtlich, dass der Kettenbruch nur sehr langsam konvergiert und für sinnvol-
le Grenzfrequenzen 𝑓cA > 1 kHz sehr hohe Approximationsordnungen 𝑚 > 18

notwendig sind. Dies hängt in erster Linie mit dem Vorkommen alternierender
Glieder in Gl. 4.2 zusammen, wie später Abb. 4.5 illustriert.

Im Vergleich mit anderen Kerngeometrien (→ Abschnitt 5.3, Abb. 5.15) wird
zudem deutlich, dass auch die Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e und der fraktionale
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Abbildung 4.1: Frequenzgang des impliziten FOśSystems im Vergleich mit seiner Ket-
tenbruchentwicklung (IKBE) für 𝑚 = 6 und 𝑚 = 18, basierend auf
[Seifert2019a, © 2019 De Gruyter] und [Seifert2019b, © 2019 IEEE]

Exponent 𝛾 einen erheblichen Einŕuss auf die Approximationsgrenzfrequenz
haben. So lassen sich für die Luftspaltreluktanzen aus Abschnitt 5.1.4 mit 𝛾 = 1/4

und der signiőkant kleineren Zeitkonstante 𝑇e auch bei geringen Approximati-
onsordnungen hinreichend hohe Grenzfrequenzen erreichen.

Für Kernreluktanzen mit Wirbelstromknickfrequenzen um 𝑓e ≈ 1 Hz ist diese
Kettenbruchentwicklung auf Basis des impliziten FOśSystems weniger geeignet.
Allerdings existiert für die meisten denkbaren Kerngeometrien auch die Mög-
lichkeit das transzendente System direkt zu entwickeln, womit i. d. R. günstigere
Ergebnisse zu erzielen sind, wie Abschnitt 4.2.1 zeigen wird.

4.1.2 Explizite MatsudaśApproximation (EMA)

Bei der źexplizitenł MatsudaśApproximation handelt es sich um die klassische
MatsudaśApproximation nach [Matsuda1993] zur Überführung des expliziten
fraktionalen Differentiators 𝑠𝛾 in eine rationale Form. Wie Maione und Baker,
nutzt auch Matsuda einen Kettenbruch als Ansatz, allerdings in einer zunächst
sehr allgemeinen Form:

𝑥𝛾 ≈ 𝑑0 + 𝑥 − 𝜔0

𝑑1
+ · · · + 𝑥 − 𝜔𝑘−1

𝑑𝑘
= 𝑑0 +

𝑚+𝑛
K
𝑘 = 1

𝑥 − 𝜔𝑘−1

𝑑𝑘
. (4.3)
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4.1 Rationale Approximation fraktionaler Systeme

Für ein rationales System der Ordnung 𝑚 werden 𝑘 + 1 = 𝑚 + 𝑛 + 1 Stützstellen
𝜔0 . . .𝜔𝑘 im frei wählbaren Intervall [𝜔c0 , 𝜔cA] benötigt. Die Koeffizienten
𝑑0 , 𝑑1 . . . 𝑑𝑘 = 𝑐0,0 , 𝑐1,1 . . . 𝑐𝑘,𝑘 ergeben sich aus der Rekursionsformel

𝑐𝑢+1, 𝑣 =
𝜔𝑣 − 𝜔𝑢

𝑐𝑢, 𝑣 − 𝑐𝑢, 𝑢
für

{︄
𝑣 = 1 . . . 𝑘

𝑢 = 0 . . . 𝑣 − 2
(4.4)

mit den Startwerten

𝑐0, 0 , . . . , 𝑐0, 𝑘 =
|︁|︁|︁𝜔𝛾

0

|︁|︁|︁ , . . . , |︁|︁|︁𝜔𝛾
𝑘

|︁|︁|︁ . (4.5)

Auch in diesem Fall verschwindet der fraktionale Exponent 𝛾 und es kann die
Substitution 𝑥 = 𝑠𝑇e erfolgen. Das Ergebnis wird anschließend in das explizite
FOśSystem aus Gl. 3.19 eingesetzt und der Kettenbruch ausmultipliziert, um die
gesuchte rationale Form in Gl. 4.1 zu erhalten.

Die Stützstellen sind für optimale Ergebnisse mit einer logarithmischen Vertei-
lung zu wählen, wobei die obere Intervallgrenze 𝜔𝑘 = 𝜔cA bzw. 𝑓cA mindestens
der Grenzfrequenz 𝑓−3dB x der Lageregelung und maximal der Abtastfrequenz 𝑓s
entsprechen sollte. Die untere Intervallgrenze 𝜔c0 sollte so groß wie möglich ge-
wählt werden, muss jedoch mindestens den doppelten Übergangsbereich 2 ·Δ𝐷ftr

abdecken, welcher in Abb. 3.2 deőniert ist. Anderenfalls wird der stationäre
Wert ℛ0 fehlerhaft abgebildet. Die Breite der Übergangszone Δ𝐷ftr ist sowohl
von der Art des Systems (explizit oder implizit) als auch dessen fraktionaler
Ordnung 𝛾 abhängig. Bezogen auf den Wendepunkt des Phasengangs bei der
Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e = 1/(2𝜋𝑇e) bedeutet das:

𝜔0 = 𝜔c0 =
2𝜋 𝑓e

10(2Δ𝐷ftr/2+ 1) mit 𝐷ftr =
5

𝛾
(nur explizit) . (4.6)

Für das hier vorliegende explizite FOśSystem halber Ordnung (𝛾 = 1/2) ergibt
sich somit beispielhaft das Intervall

𝜔0 . . .𝜔𝑘 ∈
[︄
10−11

𝑇e
, 2𝜋 𝑓s

]︄
. (4.7)

Für hinreichend große Approximationsordnungen 𝑚 > 12 ist eine Approximation
des expliziten FOśSystems mit hoher Genauigkeit (Abb. 4.2) möglich. Wird die
Ordnung jedoch auf ein üblicheres Maß reduziert, z. B. 𝑚 = 6, so lässt sich eine
deutliche Schwankung der Phase um bis zu 17. . . 22,4◦ beobachten. Außerdem
sei daran erinnert, dass der maximale Amplitudenfehler von 56,5 % aus Abb. 3.2
erhalten bleibt, welcher aus der unzureichenden Approximation des ursprünglich
transzendenten Systems resultiert.
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Abbildung 4.2: Frequenzgang des expliziten FOśSystems im Vergleich mit der expliziten
MatsudaśApproximation (EMA) für 𝑚 = 6 und 𝑚 = 18, basierend auf
[Seifert2019a, © 2019 De Gruyter] und [Seifert2019b, © 2019 IEEE]

Die explizite MatsudaśApproximation ist somit im Allgemeinen nicht zu emp-
fehlen. Allerdings entspricht sie dem Stand der Forschung und liefert für einzelne
Aktorgeometrien zufriedenstellende Ergebnisse. Dazu gehört z. B. der zylindri-
sche Aktor aus [Zhu2005a] mit einer dominanten Luftspaltreluktanz, die nicht
exakt durch die Diffusionsgleichung abgebildet werden kann. Der Modellierungs-
fehler und der Approximationsfehler der Gesamtreluktanz heben sich auf, sodass
sich zumindest in einem begrenzten Bereich um die Wirbelstromknickfrequenz
genaue Ergebnisse erzielen lassen (→ Abschnitt 6.2.3).

4.1.3 Implizite MatsudaśApproximation (IMA)

Die Vorgehensweise bei der impliziten MatsudaśApproximation ist identisch
zur expliziten Variante in Gl. 4.3 und Gl. 4.4. Lediglich die Substitution ist in
𝑥 = 1 + 𝑠𝑇e abzuändern und das Ergebnis in das implizite FOśSystem in Gl. 3.19
einzusetzen. Da die Übergangszone Δ𝐷ftr nach Abb. 3.2 für das implizite System
wesentlich schmaler ist, kann die unter Intervallgrenze 𝜔c0 aus Gl. 4.6 zur Wahl
der Stützstellen erhöht und somit das gesamte Intervall enger gefasst werden:

𝐷ftr =
2

𝛾
(nur implizit) ⇒ 𝜔0 . . .𝜔𝑘 ∈

[︄
10−5

𝑇e
, 2𝜋 𝑓s

]︄
. (4.8)
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Abbildung 4.3: Frequenzgang des impliziten FOśSystems im Vergleich mit der impliziten
MatsudaśApproximation (IMA) für 𝑚 = 6 und 𝑚 = 18, basierend auf
[Seifert2019a, © 2019 De Gruyter] und [Seifert2019b, © 2019 IEEE]

Das hat bei z. B. gleicher Ordnung 𝑚 = 6 gegenüber der EMA eine deutlich
geringe Phasenschwankung von lediglich ±1,9◦ zur Folge, wie Abb. 4.3 zeigt.
Höhere Ordnungen erlauben auch in diesem Fall eine exakte Abbildung des
impliziten FOśSystems. Die allgemeine Abbildungsgenauigkeit gegenüber dem
ursprünglichen transzendenten System ist somit ebenfalls sehr hoch, da lediglich
der geringe maximale Amplitudenfehler von 6,5 % aus Abb. 3.2 erhalten bleibt.

Ein Vergleich der Abbildungen 4.1 und 4.3 verdeutlicht zudem, dass die
Bandbreite 𝑓cA der IMA bei gleicher Ordnung mehr als drei Dekaden oberhalb der
Bandbreite der IKBE liegt. Die Abbildungsgenauigkeit ist dabei nicht gemindert.

Die implizite MatsudaśApproximation ist den anderen Varianten bei der Um-
wandlung eines FOśSystems in eine rationale Übertragungsfunktion überlegen.
Die Komplexität des Ergebnisses ist für alle Varianten gleichwertig und entspricht
der rationalen Form in Gl. 4.1. An dieser Stelle entfallen somit sämtliche zu Beginn
in Abschnitt 3.1.2 genannten Vorteile der expliziten FOśSysteme. Diese sollen
daher in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet werden, außer für einen späteren
Vergleich mit dem Stand der Forschung in Abschnitt 6.2.3.
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4 Rationale Approximation der transzend. Übertragungsfunktion

4.2 Direkte rationale Approximation (DRA)

Der vorherige Abschnitt 4.1.3 hat mit der impliziten MatsudaśApproximation be-
reits eine einfache und i. d. R. sehr genaue Variante einer rationalen Approximati-
on vorgestellt, die gemeinhin ausreichend ist. Außerdem erfolgt die Identiőkation
des zugrundeliegenden Systems fraktionalen Verhaltens (z. B. [Zhong2013]) oder
die Einstellung des expliziten FOśReglers oft auf Basis von empirisch ermittelten
Daten oder numerischer Algorithmen [Tepljakov2021]. In diesen Fällen gibt es auf
analytischem Weg keine Alternative zu den Abschnitt 4.1 vorgestellten Verfahren.

Für die vorliegende Geometrie lässt sich jedoch das physikalische System
mit Hilfe der Diffusionsgleichung über transzendente Funktionen geschlossen
analytisch beschreiben. Es ist daher naheliegend auch die rationale Approximation
auf analytischem Wege mit höchstmöglicher Abbildungsgenauigkeit anzustreben
und auf den fehleranfälligen Zwischenschritt über die algebraischen fraktionalen
Systeme zu verzichten. In der Literatur sind zu diesem Zweck zwei eng verwandte
Verfahren bekannt: die bereits genannten Kettenbruchentwicklungen und die
PadéśApproximation. Das umfangreiche Standardwerk [Baker1996] von Baker
et al. fasst sämtliche theoretischen Abhandlungen in diesem mathematischen
Feld zusammen und dient im Folgenden als Hauptquelle.

Beide Ansätze erlauben wesentliche größere Konvergenzbereiche als klassische
TaylorśReihenentwicklungen, weshalb insbesondere die PadéśApproximation in
der digitalen Signaltechnik weit verbreitet ist.

Einige der in dieser Arbeit vorkommenden Kerngeometrien sind direkt als
Kettenbruch entwickelbar, andere müssen zunächst mit einem vereinfachten
transzendenten System oder der Binomialfunktion approximiert werden. Alle
diese Kettenbrüche stellen zudem einen Sonderfall dar, denn sie entsprechen in
ausmultiplizierter Form einem sogenannten PadéśApproximanten 𝑃[m/n]. Das
bedeutet, dass eine PadéśApproximation zu dem exakt gleichen Ergebnis führen
würde. Dennoch sollen in dieser Arbeit beide Verfahren betrachtet werden, da die
Kettenbruchentwicklungen zwar einfacher, jedoch nicht in jedem Fall ersichtlich
oder analytisch ableitbar sind. Die PadéśApproximation ist die allgemeinere
Variante und deckt ggf. auch andere hier nicht betrachtete Geometrien ab.
Weiterhin dient sie in Abschnitt 6.2.1 zur Ordnungsreduktion der ermittelten
Gesamtreluktanz des axialen Magnetlagers.

4.2.1 Direkte Kettenbruchentwicklung (DKBE)

Die direkten Kettenbruchentwicklung verfolgt das Ziel, das aus der Diffusions-
gleichung resultierende transzendente System ohne Zwischenschritte direkt
zu approximieren. Im Falle der Ringkernspule handelt es sich um den Quo-
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4.2 Direkte rationale Approximation (DRA)

tienten zweier modiőzierter Besselfunktionen 1. Art I𝜈(𝑥), hier wiederholend
aufgegriffen:

ℛeff(𝑠) = ℛ0

√︁
𝑠𝑇e

I0

(︂
2
√
𝑠𝑇e

)︂
I1

(︂
2
√
𝑠𝑇e

)︂ = 𝐾𝑏
√
𝑠

I0
(︁
𝑏
√
𝑠
)︁

I1
(︁
𝑏
√
𝑠
)︁ . (→ 3.17)

Baker gibt in [Baker1996, Gl. 6.13b] eine Kettenbruchentwicklung für den Quoti-
enten zweier gewöhnlicher Besselfunktionen 1. Art J𝜈(𝑥) an:

J𝜈(𝑥)
J𝜈−1(𝑥)

≈ 𝑥

2𝜈
− 𝑥2

2 (𝜈 + 1) − · · · − 𝑥2

2 (𝜈 + 𝑘) =
−1

𝑥
·
𝑚+𝑛
K
𝑘 = 0

−𝑥2

2(𝜈 + 𝑘) . (4.9)

Über die bekannte Beziehung zwischen gewöhnlichen und modiőzierten Bessel-
funktionen, kann die erforderliche Substitution

I𝜈(𝑥) = J𝜈
(︁
j𝑥
)︁ ⇒ 𝑦(𝑥) = j𝑥 = j𝑏

√
𝑠 (4.10)

abgeleitet werden, um den Ansatz in Gl. 4.9 in die gesuchte Form

𝐾 · 𝑥 · I0(𝑥)
I1(𝑥)

≈ 𝐾

1

2
− 𝑦(𝑥)2

4
− · · · − 𝑦(𝑥)2

2 (1 + 𝑘)

(4.11)

zu überführen. Der Abbruch der Entwicklung bei 𝑘 = 𝑚+𝑛 und Ausmultiplizieren
des Bruchs resultiert in der rationalen Form nach Gl. 4.1 mit der Zählerordnung 𝑚.
Anders als die Kettenbruchentwicklung der BinomialśFunktion in Gl. 4.2, weist
dieser Ansatz keine alternierenden Kettenglieder auf, weshalb ein deutlich
größerer Konvergenzbereich1möglich wird. So zeigt Abb. 4.4 beispielhaft, dass
die DKBE für 𝑚 = 6 erst bei 𝑓cA = 433 Hz divergiert, die IKBE Abb. 4.1 für
den gleichen Konvergenzbereich eine Ordnung von 𝑚 = 20 benötigt. Abb. 4.5
illustriert dieses Sachverhalt über eine großen Bereich von Systemordnungen 𝑚.
Der gezeigte formelle Zusammenhang

Alternierend

𝑚 ≈ 6,99 ·
(︂
𝑇e

𝑓cA

2𝜋

)︂1/2
bzw.

Nicht Alternierend

𝑚 ≈ 3,71 ·
(︂
𝑇e

𝑓cA

2𝜋

)︂1/4
(4.12)

zwischen der Systemordnung 𝑚 und der Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA lässt
sich über eine nichtlineare Regression ermitteln. Eine analytische Herleitung der
Regressionsformeln scheint möglich, konnte jedoch noch nicht gezeigt werden.

1Der Konvergenzbereich ist in dieser Arbeit durch die Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA deőniert, bei
welcher die Phase 𝜑 letztmalig dem asymptotischen Wert 𝛾 · 90◦ entspricht.
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Abbildung 4.4: Frequenzgang des transzendenten Systems im Vergleich mit der direkten
rationalen Approximation bzw. PadéśApproximation für𝑚 = 6 und𝑚 = 18
[Seifert2019a, © 2019 De Gruyter]
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Abbildung 4.5: Abschätzung der Approximationsordnung 𝑚 in Abhängigkeit der gefor-
derten Grenzfrequenz 𝑓cA, ab der die Approximation divergiert, für die
Kettenbruchentwicklung des impliziten FOśSystems und die direkte ratio-
nale Approximation (DRA, DKBE, PA) [Seifert2019a, © 2019 De Gruyter]
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4.2 Direkte rationale Approximation (DRA)

4.2.2 PadéśApproximation (PA)

Die über die DKBE ermittelten Koeffizienten 𝑝0 . . . 𝑝𝑚 und 𝑞0 . . . 𝑞𝑛 der őnalen
rationalen Funktion, stellen nach Normierung auf 𝑞0 = 𝑏0 = 1 gleichzeitig
Sequenzen einer Padé-Tafel dar [Baker1996] und Gl. 4.1 ist ein sogenannter
PadéśApproximant

ℛeff(𝑠)
𝑞0 = 1
====⇒ 𝑃[𝑚/𝑛](𝑠) =

𝑎0 + 𝑎1𝑠
1 + · · · + 𝑎𝑚 𝑠𝑚

1 + 𝑏1𝑠1 + · · · + 𝑏𝑛 𝑠𝑛
. (4.13)

Eine PadéśApproximation der transzendenten Übertragungsfunktion in Gl. 3.17
führt daher zu dem exakt gleichen Ergebnis, wie die DKBE. Die Herleitung einer
passenden Kettenbruchentwicklung ist nicht trivial und nicht immer gegeben,
wie in Gl. 4.9, sodass die PadéśApproximation als allgemeinere Variante eine
zielführende Alternative darstellt. Der im Folgenden vorgestellte Algorithmus ist
einfach implementiert, sollte jedoch nicht ausschließlich mit Gleitkommaarith-
metik umgesetzt werden, wie im nachfolgend erläutert wird.

Als erster Schritt ist die zu approximierende Funktion 𝑓 (𝑥), in diesem Fall das
transzendente System 𝑅eff(𝑠) aus Gl. 3.17, über eine TaylorśEntwicklung um die
Stelle 𝑥 = 0 in eine Potenzreihe

𝑇(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + · · · + 𝑐𝑀+𝑁 𝑥𝑀+𝑁 (4.14)

zu überführen. Diese wird mit dem allgemeinen PadéśApproximant

𝑃[𝑀/𝑁](𝑥) =
𝑎0 + 𝑎1𝑥

1 + · · · + 𝑎𝑀𝑥𝑀

1 + 𝑏1𝑥1 + · · · + 𝑏𝑁 𝑥𝑁
. (4.15)

gleichgesetzt. Für die Systemordnung 𝑚 = 𝑀 werden daher 𝑀 + 𝑁 Ableitungen
benötigt. Dies stellt zugleich die größte Schwierigkeit dar, da nicht alle transzen-
denten Systeme hinreichend oft ableitbar sind, wie z. B. die Lösungen für die
Hohlzylinder in Abschnitt 5.1.1. Die TaylorśKoeffizienten werden anschließend
nach [Baker1996] in das lineare Gleichungssystem (LGS)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑀−𝑁+1 𝑐𝑀−𝑁+2 · · · 𝑐𝑀
𝑐𝑀−𝑁+2 𝑐𝑀−𝑁+3 · · · 𝑐𝑀+1

...
...

. . .
...

𝑐𝑀 𝑐𝑀+1 · · · 𝑐𝑀+𝑁−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄⏞
𝑪

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑏𝑁
𝑏𝑁−1
...

𝑏1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⏞ˉ̄⏟⏟ˉ̄⏞
𝒃

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑀+1

𝑐𝑀+2
...

𝑐𝑀+𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦⏞ˉ̄ ˉ⏟⏟ˉ̄ ˉ⏞
𝒄

(4.16)

eingesetzt, welches nach 𝒃 = [𝑏1 . . . 𝑏𝑁 ] zu lösen ist. Bei der Matrix 𝑪 handelt es
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4 Rationale Approximation der transzend. Übertragungsfunktion

sich um eine schlecht konditionierte HankelśMatrix, weshalb die Berechnung
ihrer Inversen nicht mit auf 64 Bit (≈ 16 signiőkante Stellen) limitierten Gleit-
kommazahlen erfolgen sollte. Anderenfalls würde eine fehlerhafte Koeffizientenś
Quantisierung den Konvergenzbereich und damit die Approximationsgrenzfre-
quenz 𝑓cA numerisch begrenzen (→ Abschnitt 8.1.2). Idealerweise erfolgt die
Berechnung des LGS daher symbolisch mit einem ComputerśAlgebraśSystem
oder unter Verwendung von Langzahlarithmetik (Variable Precision Arithme-
tic ś VPA), womit die für z. B. 𝑚 = 18 mindestens notwendige Anzahl von 50
signiőkanten Stellen (→ Abb. 8.3) gewährleistet werden kann. Eine umfangreiche
Diskussion der KoeffizientenśQuantisierung und Einführung der Langzahlarith-
metik erfolgt in Kapitel 8.

Aus dem Lösungsvektor 𝒃 des LGS können anschließend rekursiv die Zählerś
Koeffizienten 𝑎0 . . . 𝑎𝑀

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎0

𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐0

𝑐1 + 𝑏1𝑐0

𝑐2 + 𝑏1𝑐1 + 𝑏2𝑐0
...

𝑐𝑀 +∑︁min(𝑀,𝑁)
𝑖=1

𝑏𝑖 𝑐𝑀−𝑖

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(4.17)

bestimmt und der PadéśApproximant 𝑃[𝑀/𝑁](𝑥) so vervollständigt werden.
Im Gegensatz zum ursprünglichen Taylorpolynom 𝑇(𝑥), welches in diesem
speziellen Fall auch für 𝑀, 𝑁 → ∞ einen limitierten Konvergenzbereich hat, ist
dieser bei einer PadéśApproximation theoretisch unbegrenzt. Wie auch bei der
Kettenbruchentwicklung in Abschnitt 4.2.1, bestimmt die Wahl der Ordnung 𝑀

und 𝑁 die Höhe der Grenzfrequenz 𝑓cA, wie bereits in Abb. 4.5 gezeigt.
Abschließend ist auch bei dieser Variante noch die Substitution 𝑥 = 𝑏

√
𝑠

durchzuführen. In vielen Fällen, wie auch für das vorliegende Modell der
Ringkernspule mit 𝛾 = 1/2, spielt es dabei keine Rolle, ob dies vor der Taylorś
Entwicklung (mit 𝑀 = 𝑚 und 𝑁 = 𝑛) oder nach der Berechnung des Padéś
Approximant (mit 𝑀 = 2𝑚 und 𝑁 = 2𝑛) erfolgt. Beide Wege liefern identische
Ergebnisse, da bei zunächst übergangener Substitution sämtliche Taylorś sowie
PadéśKoeffizienten ungerader Ordnung verschwinden. Die Wurzel der Laplaceś
Variable 𝑠1/2 hebt sich somit in jedem Fall auf.
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4.3 Vergleich der Approximationen

Alle in diesem Kapitel vorgestellten rationalen Approximationen haben Vorś
und Nachteile, sodass sich keine allgemeine Empfehlung aussprechen lässt.
Ein abschließendes Fazit zu den Varianten erfolgt daher im Bezug auf die
Gesamtreluktanz des axialen Magnetlagers in Abschnitt 5.3.

Die direkte rationale Approximation (DRA) in Form einer Kettenbruchent-
wicklung (DKBE) oder PadéśApproximation (PA) erlaubt theoretisch die exakte
Abbildung des zugrundeliegenden transzendenten Systems. Konnte dieses mit
hoher Genauigkeit und realitätsnahen Materialparametern analytisch berechnet
werden, so ist es naheliegend diese Abbildungsgenauigkeit durch die Approxi-
mation zu erhalten. Neben dem allgemein hohem mathematischen Aufwand,
ist die erreichbare Bandbreite der Approximation von der angesetzten, ggf.
hohen Systemordnung abhängig, was sich auch auf die Rechenzeit auswirkt.
Die Anfälligkeit für Gleitkommafehler erschwert zusätzlich die Implementie-
rung. Die bestmögliche Abbildungsgenauigkeit wird somit durch eine deutliche
komplexere Anwendung erkauft.

Im Gegensatz dazu baut die implizite MatsudaśApproximation (IMA) auf
einer Vereinfachung des transzendenten Systems auf, wodurch bereits der erste
Fehler in die Berechnung eingebracht wird. Dieser kann allerdings insbesondere
im Vergleich mit anderen Phänomenen, wie Streuung, Hysterese, Sättigung
oder der Schwankung von Materialparametern ggf. vernachlässigbar sein. Die
eigentliche Approximation ist dafür weniger aufwendig und numerisch stabiler
und zeichnet sich im Wesentlichen durch die freie Wahl der Systemordnung aus.
Auf diese Weise ist es möglich, gegenüber der DRA mit geringeren Ordnungen
die gleiche Bandbreite zu erreichen.

Die explizite MatsudaśApproximation (EMA) wird aufgrund ihrer niedrigen
Abbildungsgenauigkeit verworfen und dient in dieser Arbeit nur noch vereinzelt
als Vergleichsvariante. Die Kettenbruchentwicklung des impliziten Systems
(IKBE) ist nur im Falle der Luftspaltreluktanzen in Abschnitt 5.1.4 zielführend,
da nur in diesem Fall der Konvergenzbereich hinreichend groß ist.
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II
Anwendungsbeispiel: 5śachsiges aktives Magnetlager

Im zweiten Hauptteil dieser Arbeit werden sämtliche Erkenntnisse von Teil I
auf die aktive Magnetlagerung des integrierten Antriebs in Abb. 4.6 übertragen,
welcher als Versuchsstand aufgebaut wurde. Es handelt sich um eine beliebte Va-
riante eines 5-achsigen Magnetlagers, die sich in ihrer industriellen Ausführung
durch ihren kompakten Aufbau auszeichnet und insbesondere in mittelgroßen
Antrieben, wie magnetgelagerten Werkzeugspindeln und Turbopumpen zum
Einsatz kommt. Das Lager setzt sich aus zwei sogenannten Unipolarlagern zu-
sammen, welche zur Umsetzung des Differenzprinzips (→ Abschnitt 2.1) einen
heteropolaren Steuerŕuss mit einem homopolaren Vormagnetisierungsŕuss
kombinieren. Die Vormagnetisierung wird dabei ausschließlich passiv über Per-

Kombilager Unipolarlager

𝑛–
Sensor

Radiales
Fanglager

Flussdichte–
sensor

Lage–
sensor

Lage–
sensor

Schlitzläufer–
Asynchronmaschine

Flussdichte–
sensor

Radiales
Fanglager

Lage–
sensor

Massive Kernkomponenten

Blechpakete

Steuerspulen

Permanentmagnete

Sensorik

Abbildung 4.6: Foto sowie maßstäblicher Längsschnitt des untersuchten 5śachsig aktiv
magnetgelagerten Antriebs [Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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manentmagnete gewährleistet, was zu einer günstigen Leistungsbilanz beiträgt.
Die linke Lagerseite des linken Lagers wird durch ein rein homopolares Axial-
lager (KLA) ersetzt, weshalb es auch źkombiniertes Unipolarlagerł oder kurz
Kombilager genannt wird. In der Literatur ist die Bezeichnung side-by-side combined
radial axial magnetic bearing (CRAMB) geläuőg (Übersicht in [Hemenway2021]).
Die Funktionsweise der radialen Hälfte (KLR) wird durch die axiale Lagerseite
nicht verändert und entspricht dem rein radialen Unipolarlager (ULR). Auch
wenn es sich bei allen drei Lagern um Unipolarlager handelt, soll zur besseren
begrifflichen Unterscheidung nur letzteres ULR als solches bezeichnet werden,
wohingegen für KLA und KLR ausschließlich der Begriff Kombilager verwendet
wird.

Die Modellierung der Wirbelströme erfolgt in dieser Arbeit für alle drei Lager.
Abschnitt 2.4 hat jedoch verdeutlicht, dass dies für die Radiallager zunächst rein
hypothetisch geschieht, da Wirbelströme nur in Ausnahmefällen eine Rolle spielen.
Die Wirbelstromknickfrequenzen 𝑓e der vorliegenden Radiallager liegen oberhalb
der Schaltfrequenz von 𝑓t = 21,3 kHz, weshalb der Einŕuss der Wirbelströme mit
diesem Laboraufbau nicht nachgestellt werden kann.

Deshalb fokussiert sich diese Arbeit im Anschluss an die Modellierung in
Kapitel 5 ausschließlich auf das Axiallager (KLA), für welches der erhebliche
Einŕuss der Wirbelströme sowie dessen regelungstechnische Kompensation
messtechnisch untersucht wird. Dafür wird das Modell in Kapitel 6 vereinfacht
und in Kapitel 7 um die Berücksichtigung der Streuś und Stirnŕüsse ergänzt.
Basierend auf dem diskretisierten Modell, erfolgt anschließend in Kapitel 8 die
digitale Implementierung des Flussschätzers und die Auslegung der inneren
Flussś sowie äußeren Lageregelung. Der experimentelle Funktionsnachweis für
beide Regelkreise schließt die Arbeit in Kapitel 9 ab.

Anmerkung: Bei dem vorliegenden magnetgelagerten Antrieb handelt es sich um
einen z. T. idealisierten akademischen Versuchsaufbau. Es ist zusätzliche Sensorik
untergebracht, die in Eigenfertigung entstand und nicht miniaturisiert ist. Die
Auslegung der Magnetkreise erfolgte großzügig, um eine Kernsättigung weitest-
gehend zu vermeiden und eine Fokussierung auf die Wirbelstromphänomene zu
ermöglichen. In der Folge sind die räumlichen Ausmaße erheblich größer als bei
industriellen Varianten und mit diesen nicht vergleichbar, was ausdrücklich auch
nicht das Ziel dieser Arbeit darstellt. Dadurch verschlechtern sich zwangsläuőg
auch die rotordynamischen Eigenschaften der schwebenden Welle und das volle
Potenzial der in dieser Arbeit vorgeschlagenen Magnetlagerregelung kann nicht
ausgeschöpft werden. Sämtliche zusätzliche Antriebskomponenten werden in
Abschnitt 9.1 kurz vorgestellt.
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5 Rationale Teilreluktanzen

Anders als das idealisierte Beispiel der Ringkernspule aus Teil I, setzen sich die
Magnetkreise von Aktoren und Magnetlagern aus einer Vielzahl unterschiedlicher
Kernformen zusammen. In einem 5-achsigen Magnetlager, mit einem ungeblech-
ten zylinderförmigen Axiallager sowie geblechten źRadialŕussłśMagnetlagern,
treten fast alle denkbaren Geometrien für Kernabschnitte auf, jede mit einer
individuellen Teilreluktanz. Eine wichtige Ausnahme stellt lediglich ein massiver
rechteckiger Kern dar, wie er z. B. in [Zhu2004a] behandelt wird.

Eventuelle Vormagnetisierungsŕüsse haben keinen direkten Einŕuss auf die
Wirbelströme und werden für das Wirbelstrommodell in dieser Arbeit vernach-
lässigt. Die relevanten Steuerŕüsse treten i. d. R. unverzweigt auf oder werden
unter Anwendung von Symmetriebedingungen mit den Superpositionsprinzip
berechnet. Das bedeutet, dass sich die Gesamtreluktanz ℛ eines Magnetkreises
aus der Summe seiner Teilreluktanzen ℛ𝑖 zusammensetzt, sofern sich die Berück-
sichtigung von Streu- und Stirnŕüssen auf einfache Korrekturfaktoren beschränkt
(→ Kapitel 7). Erfolgt die Summenbildung mit dem Ziel eines implementierbaren
Filterglieds, so muss jede Teilreluktanz ℛ𝑖 in eine rationale Form

ℛ𝑖(𝑠) =
𝑝0 + 𝑝1𝑠

1 + · · · + 𝑝𝑚𝑖 𝑠
𝑚𝑖

𝑞0 + 𝑞1𝑠1 + · · · + 𝑞𝑛𝑖 𝑠
𝑛𝑖

mit 𝑚𝑖 , 𝑛𝑖 ∈ N , (→ 4.1, 5.1)

mit einer jeweils individuellen Ordnung 𝑚 = 𝑚𝑖 und 𝑛 = 𝑛𝑖 überführt werden.
In diesem Kapitel werden die beiden vielversprechendsten rationalen Ap-

proximationen, die implizite MatsudaśApproximation (Abschnitt 4.1.3) sowie
die direkte rationale Approximation in der Variante als direkte Kettenbruchent-
wicklung (Abschnitt 4.2.1), auf sämtliche Kernabschnitte angewandt, die in dem
vorliegenden Versuchsaufbau in Abb. 4.6 auftreten.

5.1 Axiallager mit massivem Kern

Die elektromagnetische Auslegung des Axiallagers in Abb. 5.1 erfolgte in [Sei-
fert2014] und unterscheidet sich heute von der damaligen Konstruktion lediglich
in der einheitlichen Verwendung des 15NiCr13śStahls, welcher eine gängige
Wahl in industriellen Lagern ist. Für die Modellierung der Wirbelströme mit der
Diffusionsgleichung, in Anlehnung an Abschnitt 3.1, muss jeder zu untersuchen-
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5 Rationale Teilreluktanzen
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Abbildung 5.1: Magnetkreis des Axiallagers aufgeteilt in fünf Klassen effektiver Teilre-
luktanzen ś Kernmaterial: 15NiCr13/1.5752 mit 𝜇r = 880, 𝜅 = 5 MS m−1

[Seifert2019b, © 2019 IEEE]

de Magnetkreis so in einzelne Teilabschnitte unterteilt werden, dass diese jeweils
nur in einer Dimension vom magnetischen Feld durchsetzt werden. Im Falle des
Axiallagers ergeben sich demzufolge fünf unterschiedliche Reluktanzklassen
1 ś 5 . Bei den Klassen 1 ś 3 handelt es sich jeweils um Hohlzylinder, die

sich durch die Orientierung des magnetischen Feldes sowie des angrenzenden
Strombelags (oberhalb, unterhalb, seitlich) unterscheiden. Klasse 4 ist eine
Sonderform, die die inhomogene Feldverteilung im Luftspalt nachbildet und bei
Klasse 5 handelt es sich vereinfacht um einen ViertelśTorus, der in Richtung
der Umlaufkoordinate vom Feld durchsetzt wird.

Anmerkung: Ein Vergleich der analytischen transzendenten Lösung einer jeden
Teilreluktanz in diesem Kapitel mit einer FEMśFrequenzgangsimulation erfolgte
bereits in [Seifert2014], wo eine sehr hohe bis exakte Übereinstimmung nachge-
wiesen werden konnte. Auf eine erneute Validierung wird daher verzichtet.
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5.1 Axiallager mit massivem Kern

5.1.1 Radiale Reluktanzen ś 𝓡r

�r
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Abbildung 5.2: 1

Die Kernelemente der Klasse 1 entsprechen einem Hohlzylin-
der und werden nur in radialer Richtung vom magnetischen
Fluss und ausschließlich in Umlaufrichtung von Wirbelströ-
men durchsetzt (Abb. 5.2). Sie entsprechen daher dem von
Stoll [Stoll1974] beschriebenen Fall einer in der Breite unendlich
ausgedehnten Platte. In erster Näherung kann der Kern somit
als Quader mit eindimensionalen Wirbelströmen betrachtet werden, für welche
[Zmood1987] die transzendente Lösung für den magnetischen Fluss

𝛷r(𝑠) = 𝐻r ·
𝜇𝐴r

𝜆r𝛼
· tanh(𝜆r𝛼) mit 𝛩 = Δ𝑟 · 𝐻r (5.2)

angibt, wobei 𝜆r die Dicke und Δ𝑟 die Länge des Kernelements beschreiben.
Die Wellenausbreitungskonstante 𝛼 = 𝛼(𝑠) = √

𝑠𝜇𝜅 enthält im Bildbereich nach
Gl. 3.13 die LaplaceśVariable 𝑠 und stellt den frequenzabhängigen Einŕuss dar.
Zhu et al. [Zhu2005a] nutzen die Lösung von Zmood et al. zur Berechnung der
effektiven radialen Reluktanz ℛr(𝑠), korrigieren jedoch die Querschnittsŕäche
𝐴r, welche sich mit dem Radius von innen nach außen vergrößert. Sie etablieren
das exakte transzendente System

ℛr(𝑠) =
ln (𝑟3/𝑟2)

2𝜋𝜇𝜆r

𝜆r𝛼(𝑠)
tanh(𝜆r𝛼(𝑠))

=
ln (𝑟3/𝑟2)

2𝜋𝜇𝜆r

√
𝑠𝑇er

tanh(
√
𝑠𝑇er)

(5.3)

mit der axialen Länge des Radialelements 𝜆r sowie dem inneren und äußerem
Radius 𝑟2 bzw. 𝑟3. Die Lösung kann ebenso aus der Diffusionsgleichung hergeleitet
werden, wie ausführlich in [Zhu2005b] bzw. [Seifert2014] gezeigt wird.

𝓡r: Grenzwertbetrachtung

Die Grenzwerte des Tangens hyperbolicus für kleine und große Argumente sind
gemeinhin bekannt (z. B. [Feeley1996]):

lim
𝑥→0

tanh 𝑥 ≈ 𝑥 und lim
𝑥→∞ tanh 𝑥 ≈ 1 (5.4)

und erlauben die Berechnung der stationären radialen Reluktanz

ℛ0 r = lim
𝑠→0

ℛr(𝑠) ≈
ln (𝑟3/𝑟2)

2𝜋𝜇𝜆r
(5.5)

sowie der Asymptote

ℛ∞ r(𝑠) = lim
𝑠→∞ℛr(𝑠) ≈ ℛ0 r𝜆r𝛼(𝑠) . (5.6)
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5 Rationale Teilreluktanzen

Analog zu Gl. 3.29, kann durch die Bestimmung des Schnittpunkts von ℛ∞ r(𝑠)
mit ℛ0 r auch in diesem Fall die Wirbelstromknick(kreis)frequenz 𝜔e r = 2𝜋 𝑓e r

bzw. Zeitkonstante 𝑇e r = 1/(2𝜋 𝑓e r) bestimmt werden, wobei der Geometrie- und
Materialkoeffizient 𝑏r bereits aus Gl. 3.16 bekannt ist:

|𝜆r𝛼(𝑠)|
𝑠 = j𝜔
======𝜆r

√
𝜔e r𝜇𝜅 = 1 ⇒ 𝑇e r = 𝜇𝜅𝜆2

r = 𝑏2
r /4 . (5.7)

Implizites FO–System: Aus den ermittelten Parametern ℛ0 r und 𝑇e r kann
unmittelbar das implizite FOśSystem

ℛr(𝑠) ≈ ℛ0 r

√︁
1 + 𝑠𝑇e r (5.8)

abgeleitet werden. Über die implizite Matsuda Approximation ist die Lösung
analog zu Abschnitt 4.1.3 in eine rationale Form überführbar.

𝓡r: Direkte rationale Approximation

Ebenso wie für die Binomialfunktion in Gl. 4.2 und den Quotienten aus Bessel-
funktion in Gl. 4.9, geben Baker et al. in [Baker1996, Gl. 6.3] auch eine direkte
Kettenbruchentwicklung für den Tangens hyperbolicus an:

𝑥 · tanh(𝑥) ≈ 𝑥2

1
+ 𝑥2

3
+ 𝑥2

5
+ · · · + 𝑥2

2𝑘 + 1
=

𝑚+𝑛
K
𝑘 = 0

𝑥2

2𝑘 + 1
. (5.9)

Durch Umstellen des Terms zur Form der radialen Reluktanz in Gl. 5.3

𝑥

tanh(𝑥) ≈ 1

1

1
+ 𝑥2

3
+ 𝑥2

5
+ · · · + 𝑥2

2𝑘 + 1

(5.10)

wird deutlich, dass das Argument 𝑥 ausschließlich quadratisch vorliegt und sich
die Wurzel der LaplaceśVariable

√
𝑠 nach der Substitution 𝑥 =

√
𝑠𝑇er aufhebt. Ein

Ausmultiplizieren des Bruchs, der bis 𝑘 = 𝑚+𝑛 = 2𝑚−1 entwickelt wurde, führt
zu der gesuchten rationalen Form aus Gl. 5.1. Auch bei diesem Kettenbruch treten
analog zur DKBE der Ringkernspule in Abschnitt 4.2.1 keine alternierenden
Glieder auf, wodurch der Bruch vergleichsweise schnell konvergiert (→Abb. 5.15).

Die DRA über den Kettenbruch kann das transzendente System bis zu einer
von der Approximationsordnung abhängigen Grenzfrequenz 𝑓cA(𝑚) exakt ab-
bilden, wie Abb. 5.3 verdeutlicht. Die benötigte Systemordnung 𝑚 steigt dabei
überproportional mit der gewünschten Grenzfrequenz an (→ Abb. 5.15). Für
den Fall, dass mindestens die Abtastfrequenz 𝑓s = 21,3 kHz erreicht werden
soll, ist die Ordnung 𝑚 = 18 erforderlich. Die IMA der gleichen Ordnung kann
wiederum das implizite FOśSystem aus Gl. 5.8 exakt wiedergeben, womit nur
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5.1 Axiallager mit massivem Kern
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Abbildung 5.3: Frequenzgang der transzendenten und impliziten radialen Reluktanz ℛr im
Vergleich zu ihrer IMA und DRA 18. Ordnung [Seifert2019b, © 2019 IEEE]

der Abbildungsfehler des impliziten zum transzendenten System (maximaler
Amplitudenfehler: 1,47 dB ś relativ 18,5 %, maximale Phasendifferenz: 5,9◦) er-
halten bleibt. Dieser ist zwar lediglich gering, im direkten Vergleich ist jedoch
die DRA zu bevorzugen. Allerdings sind in Anlehnung an Abschnitt 4.1.3 mit
der IMA tendenziell geringere Systemordnungen bei einer nur unwesentlichen
Verschlechterung der Abbildungsgenauigkeit des Gesamtsystems möglich.

5.1.2 Äußere Axiale Reluktanzen ś 𝓡ao
�ao

Spule

	

A4

A3

Abbildung 5.4: 2

Die Kernelemente der Klasse 2 entsprechen ebenfalls einem
Hohlzylinder, werden jedoch nur in axialer Richtung vom
magnetischen Fluss durchsetzt (Abb. 5.4). Die Wirbelströme
breiten sich in Umlaufrichtung aus und schmiegen sich an die
innere Mantelŕäche und die dort angrenzende Steuerspule an.
Die Feldlösung entspricht somit der Bessel’schen Differential-
gleichung (Gl. 3.2), die auch schon der Modellierung der ebenfalls zylinderförmi-
gen Ringkernspule in Abschnitt 3.1 diente. Der Lösungsansatz aus Gl. 3.3 erfordert
lediglich eine Anpassung der Neumann- und DirichletśRandbedingungen aus
Gl. 3.4 und 3.5 für den Hohlraum, hier direkt im Bildbereich

𝐵z(𝑟3) = 𝐶1 · I0(𝑟3𝛼) + 𝐶2 · K0(𝑟3𝛼) = 𝐵0,ao , (5.11)
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5 Rationale Teilreluktanzen

𝜕𝐵z(𝑟)
𝜕𝑟

|︁|︁|︁|︁|︁
𝑟 = 𝑟4

= 𝛼 𝐶1 · I1(𝑟4𝛼) + 𝛼 𝐶2 · K1(𝑟4𝛼) = 0 , (5.12)

wobei 𝐵0,ao der Flussdichte an der spulenseitigen Mantelŕäche entspricht. Bei
sonst analogem Vorgehen zu Abschnitt 3.1 (vollständige Herleitung in [Sei-
fert2014]) kürzt diese sich heraus und man erhält die transzendente Beschreibung
der äußeren radialen Reluktanz ℛao, erstmalig vorgestellt in [Zhu2004b]:

ℛao(𝑠) =
𝜆ao 𝛼

2𝜋𝜇𝑟3
· I0(𝑟3𝛼)K1(𝑟4𝛼) + I1(𝑟4𝛼)K0(𝑟3𝛼)

I1(𝑟4𝛼)K1(𝑟3𝛼) − I1(𝑟3𝛼)K1(𝑟4𝛼)
, (5.13)

mit 𝛼 = 𝛼(𝑠) = √
𝑠𝜅𝜇, der axialen Länge 𝜆ao und dem inneren sowie äußerem

Radius 𝑟3 und 𝑟4.
Die modiőzierten Besselfunktionen 1. Art I𝜈(𝑥) haben einen Wertebereich

von (0,∞) bzw. (1,∞) für I0. Bei den Funktionen 2. Art K𝜈(𝑥) verhält es sich
mit (∞, 0) jedoch genau umgekehrt. Aus diesen Gründen kann es zum einen
bei der numerischen Auswertung des Ausdrucks Gl. 5.13 für große Argumente
zum arithmetischen Überlauf kommen und zum anderen führt es auf dem
Weg zu einem digitalen Filter Ð früher oder später Ð zu einer fehlerhaften
KoeffizientenśQuantisierung (→ Abschnitt 8.1). Es ist daher erforderlich, durch
geschicktes Umformen einen Überlauf zu vermeiden oder durch die Nutzung von
Variable Precision Arithmetic eine größere Anzahl signiőkanter Stellen zuzulassen.
Aus analytischer Sicht sind vor allem kleine Argumente problematisch, wie die
folgende Grenzwertbetrachtung zeigt.

𝓡ao: Grenzwertbetrachtung

Die Grenzwertbildung für Gl. 5.13 ist für den Fall 𝑠 → 0 aus den in [Weniger1990]
gegebenen Gründen1 nicht trivial. Auch in der dem Autor bekannten Literatur
ist dies analytisch noch nicht gelungen. Auf numerischem Wege oder mit Hilfe
von ComputerśAlgebraśSystemen ist jedoch eindeutig der Grenzwert

ℛ0 ao = lim
𝑠→0

ℛao(𝑠) ≈
𝜆ao

𝜇 · 𝜋(𝑟2
4
− 𝑟2

3
)
=

𝜆ao

𝜇 · 𝐴ao
(5.14)

bestimmbar, welche der stationären axialen Reluktanz entspricht, die auch
unmittelbar aus der Kreisringŕäche 𝐴ao folgt.

1Für die modiőzierte Besselfunktion 2. Art K𝜈(𝑥) existiert für den ganzzahligen Fall 𝜈 ∈ N und 𝑥 → 0
keine Reihenentwicklung, die in Gl. 5.13 eine zielführende Vereinfachung erlauben würde. Auch
eine Ableitung im Sinne der Regel von de L’Hospital kann K𝜈(𝑥) nicht eliminieren.
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Der Fall 𝑠 → ∞ gestaltet sich einfacher: durch Einsetzen der asymptotischen
Entwicklungen der Besselfunktionen aus Gl. 3.25 und 3.27 in Gl. 5.13, vereinfacht
sich der zweite Term dort zu einem Kotangens hyperbolicus

lim
𝑥→∞
𝑦→∞

I0(𝑥)K1(𝑦) + I1(𝑦)K0(𝑥)
I1(𝑦)K1(𝑥) − I1(𝑥)K1(𝑦)

= lim
𝑥→∞
𝑦→∞

e2𝑦 + e2𝑥

e2𝑦 − e2𝑥
= lim

𝑥→∞
𝑦→∞

coth (𝑦 − 𝑥) . (5.15)

Nach den Substitutionen 𝑥 = 𝑟3
√
𝑠𝜇𝜅 und 𝑦 = 𝑟4

√
𝑠𝜇𝜅 folgt

ℛ∞ ao(𝑠) = lim
𝑠→∞ℛao(𝑠) = lim

𝑠→∞
𝜆ao 𝛼(𝑠)
2𝜋𝜇𝑟3

coth
(︁√

𝑠𝜇𝜅 (𝑟4 − 𝑟3)
)︁

(5.16)

=
𝜆ao

2𝜋𝜇𝑟3
𝛼(𝑠) = ℛ0 ao

𝑟2
4
− 𝑟2

3

2𝑟3
𝛼(𝑠) = ℛ0 ao

𝑟′ao

2
𝛼(𝑠) (5.17)

da mit 𝑟4 > 𝑟3 gilt, dass

lim
𝑧→∞ coth 𝑧 ≈ 1 . (5.18)

Wie auch in Gl. 5.7, ist durch Gleichsetzen von ℛ0 ao mit |ℛ∞ ao(𝑠)| die Wirbel-
stromzeitkonstante 𝑇e ao = 1/𝜔e ao bestimmbar:|︁|︁|︁|︁ 𝑟′ao

2
𝛼(𝑠)

|︁|︁|︁|︁ 𝑠 = j𝜔
======

𝑟′ao

2

√
𝜔e ao𝜇𝜅 = 1 ⇒ 𝑇e ao = 𝜇𝜅𝑟′2

ao/4 = 𝑏2
ao/4 . (5.19)

Der Radius 𝑟′ao kann als der äquivalente Radius eines Vollzylinders verstanden
werden, der die gleichen Grenzwerte aufweist.

Implizites FO–System: Auch in diesem Fall ist es möglich aus den ermittelten
Parametern ℛ0 ao und 𝑇e ao unmittelbar das implizite FOśSystem

ℛao(𝑠) ≈ ℛ0 ao

√︁
1 + 𝑠𝑇e ao (5.20)

abzuleiten, welches mit der IMA (→ Abschnitt 4.1.3) in eine rationale Form
überführbar ist.

𝓡ao: Direkte rationale Approximation

Schon bei der Grenzwertbildung war festzustellen, dass eine Ableitung des
transzendenten Systems aus Gl. 5.13 nach der LaplaceśVariable 𝑠 den Ausdruck
verkompliziert, mit der Folge, dass selbst ComputerśAlgebraśSysteme auf dem
nötigen symbolischen Weg bereits an der dritten Ableitung scheitern. Für eine
PadéśApproximation wäre jedoch eine TaylorśEntwicklung erheblich höherer
Ordnung notwendig. Auch ein Kettenbruch ist für diesen ungewöhnlichen Aus-
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Abbildung 5.5: Frequenzgang der (vereinfachten) transzendenten und impliziten axialen
Reluktanz ℛao (außen) im Vergleich zu ihrer IMA und DRA 18. Ordnung
[Seifert2019b, © 2019 IEEE]

druck nicht bekannt. Es ist daher erforderlich, dass transzendente System zu
vereinfachen. Eine Möglichkeit dazu wurde bereits von Kucera et al. [Kucera1996]
vorgestellt, die unendlich große Innen- und Außenradien annahmen, und den
Hohlzylinder so mit einer unendlich ausgedehnten Platte approximierten. Die
Lösung konnte so auf den ursprünglichen Ansatz von [Zmood1987] für eindi-
mensionale Flüsse zurückgeführt werden, wobei der stationäre Grenzwert aus
Gl. 5.14 mit dem dynamischen Term aus Gl. 5.3 verknüpft wird:

ℛao(𝑠) ≈ ℛ0 ao

√
𝑠𝑇eao

tanh(
√
𝑠𝑇eao)

. (5.21)

Die Grenzwerte dieses vereinfachten transzendenten Systems verbleiben identisch
zu Gl. 5.14 und 5.15, was mit dem Vorgehen aus Gl. 5.4 ś 5.6 geprüft werden kann.
Dementsprechend erfolgt auch die DRA analog dem Ansatz in Gl. 5.9 und 5.10.

Da die DRA das vereinfachte System Gl. 5.21 exakt abbilden kann, verbleibt
nur ein Fehler gegenüber der ursprünglichen Form in Gl. 5.13, wie Abb. 5.5 zeigt.
bzw. 6,8◦. Die Radien 𝑟3 und 𝑟4 können somit als hinreichend groß betrachtet
werden, um die Annäherung des Hohlzylinders als unendlich ausgedehnte Platte
zu rechtfertigen.
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5.1 Axiallager mit massivem Kern

5.1.3 Innere Axiale Reluktanzen ś 𝓡ai

�ai

Spule

	
A2

A1

Abbildung 5.6: 3

Auch die Kernelemente der Klasse 3 entsprechen einem Hohl-
zylinder und werden ebenfalls nur in axialer Richtung vom
magnetischen Fluss durchsetzt (Abb. 5.6). Allerdings schmie-
gen sich die Wirbelströme in diesem Fall an die äußere Man-
telŕäche an, da sich auch die Steuerspule entsprechend auf
der anderen Seite beőndet. Demzufolge sind die Randbedin-
gungen zur Lösung der Bessel’schen Differentialgleichung (Gl. 3.2) anzupassen:

𝜕𝐵z(𝑟)
𝜕𝑟

|︁|︁|︁|︁|︁
𝑟 = 𝑟1

= 𝛼 𝐶1 · I1(𝑟1𝛼) + 𝛼 𝐶2 · K1(𝑟1𝛼) = 0

𝐵z(𝑟2) = 𝐶1 · I0(𝑟2𝛼) + 𝐶2 · K0(𝑟2𝛼) = 𝐵0 ai ,

(5.22)

womit auch die Lösung für die effektive Teilreluktanz

ℛai(𝑠) =
𝜆ai 𝛼

2𝜋𝜇𝑟2
· I0(𝑟2𝛼)K1(𝑟1𝛼) + I1(𝑟1𝛼)K0(𝑟2𝛼)

I1(𝑟2𝛼)K1(𝑟1𝛼) − I1(𝑟1𝛼)K1(𝑟2𝛼)
(5.23)

mit 𝛼 = 𝛼(𝑠) = √
𝑠𝜅𝜇, der axialen Länge 𝜆ai und dem inneren sowie äußerem

Radius 𝑟1 und 𝑟2 leicht abweicht. Da diese Geometrie in der ursprünglichen
Arbeit von Zhu et al. (z. B. [Zhu2004b] mit 𝑟1 = 0) keine Berücksichtigung fand,
wurde diese Lösung erstmalig in [Seifert2017a] vorgestellt und von [Whitlow2018]
bestätigt.

𝓡ai: Grenzwertbetrachtung

Die Grenzwertbildung ist weitestgehend identisch zum Vorgehen bei der äußeren
axialen Reluktanz ℛao in Gl. 5.14 ś 5.19 und führt zu

ℛ0 ai = lim
𝑠→0

ℛai(𝑠) ≈
𝜆ai

𝜇 · 𝜋(𝑟2
2
− 𝑟2

1
)
=

𝜆ai

𝜇 · 𝐴ai
(5.24)

und

ℛ∞ ai(𝑠) = lim
𝑠→∞ℛai(𝑠) ≈ ℛ0 ai

𝑟′ai

2
𝛼(𝑠) mit 𝑟′ai =

𝑟2
2
− 𝑟2

1

𝑟2
. (5.25)

Implizites FO–System: Auf gleichem Wege folgt unmittelbar das implizite FOś
System als Ausgangspunkt für die IMA (→ Abschnitt 4.1.3):

ℛai(𝑠) ≈ ℛ0 ai

√︁
1 + 𝑠𝑇e ai mit 𝑇e ai = 𝜇𝜅𝑟′2

ai /4 = 𝑏2
ai/4 . (5.26)
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5 Rationale Teilreluktanzen

𝓡ai: Direkte rationale Approximation

Wie zu erwarten, offenbart die direkte rationale Approximation der inneren
axialen Reluktanz ℛai in Gl. 5.23 die gleichen Schwierigkeiten, wie für das äußere
Pendant ℛao. Aus mathematischer Sicht, ließe sich auch in diesem Fall eine
Vereinfachung des transzendenten Systems durch die Approximation des Hohl-
zylinders mit einer unendlich ausgedehnte Platte nach [Kucera1996] erreichen.
Allerdings sind der äußere Radius 𝑟2 und insbesondere der innere Radius 𝑟1
wesentlich kleiner, wodurch die im vorherigen Abschnitt 5.1.2 angesetzte Ver-
einfachung 𝑟1 , 𝑟2 → ∞ zweifelhaft erscheint. Vielmehr ist es naheliegend, den
źinneren Hohlzylinderł vereinfachend als Vollzylinder zu betrachten, da bei
höheren Frequenzen das Kerninnere zunehmend feldfrei und das Material für
𝑟1 → 0 irrelevant wird.

Das vereinfachte transzendente System ist aus dem Grenzwert des Ursprungs-
systems in Gl. 5.23 für 𝑟1 → 0 ableitbar und entspricht der allgemeinen Lösung
für einen Vollzylinder, entsprechend dem Ergebnis für die Ringkernspule in
Gl. 3.17:

ℛai(𝑠) ≈
𝜆ai 𝛼

2𝜋𝜇𝑟′ai
· I0

(︁
𝑟′ai𝛼

)︁
I1
(︁
𝑟′ai𝛼

)︁ = ℛ0 ai

√︁
𝑠𝑇eai

I0
(︁
2
√
𝑠𝑇eai

)︁
I1
(︁
2
√
𝑠𝑇eai

)︁ . (5.27)

Der äquivalente Radius des Vollzylinders 𝑟′ai kann aus der Grenzwertbetrachtung
in Gl. 5.25 übernommen worden. Das Vorgehen zur DRA ist identisch zur
Ringkernspule aus dem Einführungsbeispiel und ist in Abschnitt 4.2 erläutert.

Die DRA bildet das vereinfachte transzendente System der inneren axialen
Reluktanz ℛai(𝑠) exakt ab. Der verbleibende Amplituden- und Phasenfehler
gegenüber dem ursprünglichen transzendenten System (Gl. 5.23) ist mit 0,76 dB

(9,2 %) und 2,7◦ etwas größer als im Falle der äußeren axialen Reluktanz, was
in Abb. 5.7 auch visuell deutlich wird. Die IMA ist für diesen Fall mit einem
Amplitudenfehler von nur 0,59 dB (7 %) und einer Phasendifferenz von 4◦ als
gleichwertig zu betrachten.

Der Magnetkreis in Abb. 5.1 zeigt, dass mit 3a und 3c mehrere Elemente tran-
szendente Funktionen mit identischen Argumenten, hier 𝑟1𝛼 und 𝑟2𝛼, aufweisen.
Es ist sinnvoll diese bereits vor der Approximation über ihren Längenparameter
𝜆ai zusammenzufassen. Auf diese Weise können bei der späteren Berechnung
der Gesamtreluktanz in Kapitel 6 Rechenschritte eingespart und ggf. die System-
ordnung reduziert werden. Auch das Element 3b könnte vereinfachend dieser
Gruppe zugeordnet werden, ohne die Abbildungsgenauigkeit signiőkant zu
beeinträchtigen.
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Abbildung 5.7: Frequenzgang der (vereinfachten) transzendenten und impliziten axialen
Reluktanz ℛai (innen) im Vergleich zu ihrer IMA und DRA 18. Ordnung
[Seifert2019b, © 2019 IEEE]

5.1.4 Luftspaltreluktanzen ś 𝓡gi

6

Spule

	
Ag

A1

Abbildung 5.8: 4

Die Luftspaltreluktanzen der Klasse 4 stellen einen beson-
deren Fall dar, da die elektrisch isolierende Wirkung des
Mediums (Vakuum, Luft, Öl etc. mit 𝜅 = 0) keine Feldver-
drängung zur Folge hat, obgleich dennoch ein inhomogenes
Luftspaltfeld beobachtet werden kann [Zhu2005a]. Grund
dafür ist, dass das Magnetfeld im Luftspalt zwar eine Homoge-
nisierung anstrebt, die Luftspaltweite 𝑔 dafür aber oft nicht ausreicht (Abb. 5.8).
Je größer die Frequenz und somit die Feldverdrängung im Kern, desto größer
die Länge und Krümmung der Feldlinien im Übergangsbereich zwischen Kern
und Luftspalt. Abb. 5.9 illustriert, wie sich zwischen der Feldkonzentration im
Kern und der Felddiffusion im Luftspalt ein Gleichgewicht einstellt, welches zu
einem ungewöhnlichen Frequenzverhalten führt.

Die Modellierung der Luftspaltreluktanz setzt bei den beide Extremfällen
in Abb. 5.9 an: für 𝑓 ≪ 𝑓e gi können sowohl Kern- als auch Luftspaltfeld als
homogen betrachtet werden, für 𝑓 ≫ 𝑓e gi ist die Feldverdrängung so stark, dass
sich das Feld mit einem źKnickł nicht nur an die Steuerspule, sondern auch an
den Luftspalt anschmiegt. In beiden Fällen kann das Feld abschnittsweise als
eindimensional angenommen werden und Kern- sowie Luftspaltfeld lassen sich
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Abbildung 5.9: Feldlinien innerhalb der Eindringtiefe 𝛿 eines zylindrischen Eisenkerns mit
Luftspalt für Frequenzen a) unterhalb, b) im Bereich von und c) oberhalb der
Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e gi der Luftspaltreluktanz ℛgi [Seifert2017a,
© 2017 JSME]

klar voneinander trennen. Für den Übergangsfall im Bereich der Wirbelstrom-
knickfrequenz ist dies nicht möglich und es kommt zur Überlappung, weshalb
eine Modellierung in diesem Frequenzbereich nicht gelingt. Der maximale Ampli-
tudenfehler gegenüber einer FEMśSimulation ist mit 4 % jedoch nicht signiőkant
[Seifert2017a].

Ausgangspunkt der Modellierung ist das von Zhu in seiner Dissertation
[Zhu2005b] entwickelte Reluktanzersatznetzwerk für den Luftspalt eines Aktors,
welches zu einem System aus Bessel’schen Differentialgleichungen führt. Der
Ansatz wurde in [Seifert2014] verallgemeinert, sodass auch der bei Axiallagern
auftretende innere Hohlzylinder2 und zudem unterschiedliche Materialien zu
beiden Seiten des Luftspalts3 berücksichtigt werden können. Der angesetzte
Radius 𝑟g entspricht dabei dem Mittelwert der beiden angrenzenden äußeren
Kernradien 𝑟2 und 𝑟d = 𝑟2 − 𝑔. Die Lösung

ℛgi(𝑠) =
𝑔 𝛽

2𝜋𝜇0𝑟g

I0
(︁
𝑟g𝛽

)︁
K1(𝑟1𝛽) + I1(𝑟1𝛽)K0

(︁
𝑟g𝛽

)︁
I1
(︁
𝑟g𝛽

)︁
K1(𝑟1𝛽) − I1(𝑟1𝛽)K1

(︁
𝑟g𝛽

)︁ (5.28)

unterscheidet sich auf den ersten Blick nicht von der inneren axialen Kernreluk-
tanz in Gl. 5.23, jedoch tritt im Argument der Besselfunktionen statt 𝛼(𝑠) = √

𝑠𝜇𝜅

2Der Doktorvater von L. Zhu arbeitete zeitgleich ebenfalls an der Berücksichtigung des inneren
Hohlzylinders. Die Ergebnisse sind in [Whitlow2014, Whitlow2018] publiziert. Die Publikation der
Lösung durch den Autor dieser Dissertation erfolgt erstmals in [Seifert2015] ś [Seifert2017a].

3Auf diese Weise können auch Lager modelliert werden, die in Stator und Rotor aus unterschiedlichen
Materialien aufgebaut sind. So ist es denkbar den Stator aus verlustarmen Pulververbundwerkstoffen,
die Axiallagerscheibe jedoch weiterhin aus hochfestem Stahl zu konstruieren [Seifert2015].
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die LuftspaltśWellenausbreitungskonstante 𝛽 = 𝛽(𝑠) auf. Diese ist laut [Zhu2005a]
deőniert als

𝛽(𝑠) =
√︄

2𝛼(𝑠)
𝑔𝜇r

= 4

√︄
4𝜅 𝜇0

𝑔2𝜇r
· 𝑠 (1 Material) (5.29)

und wurde in [Seifert2017a] für den denkbaren Fall unterschiedlicher Kernmate-
rialien zu beiden Seiten des Kerns erweitert:

𝛽(𝑠) =
√︄

2 · (︁𝛼1(𝑠) + 𝛼2(𝑠)
)︁

𝑔 · (︁𝜇r 1 + 𝜇r 2
)︁ (2 Materialien) , (5.30)

wobei 𝛼1|2 und 𝜇r 1|2 der Wellenausbreitungskonstante bzw. relativen Permeabi-
lität der jeweils angrenzenden Kernmaterialien entsprechen. Gl. 5.29 offenbart,
dass die Argumente der Besselfunktionen die LaplaceśVariable 𝑠 als 4. Wurzel
(𝛾 = 1/4) enthalten. Wie Abb. 5.10 zeigt, beträgt der Anstieg der Reluktanz für
hohe Frequenzen somit nur noch 1/4 · 20 dB/Dek = 5 dB/Dek und die Phase
nähert sich asymptotisch dem verkleinerten Winkel 1/4 · 90◦ = 22,5◦.

𝓡gi: Grenzwertbetrachtung

An der Grenzwertbetrachtung ändert sich formal gegenüber den axialen Kernre-
luktanzen ℛai und ℛao nichts. Somit gilt:

ℛ0 gi = lim
𝑠→0

ℛgi(𝑠) ≈
𝑔

𝜇 · 𝜋(𝑟2
g − 𝑟2

1
)
=

𝑔

𝜇0 · 𝐴g
(5.31)

und

ℛ∞gi(𝑠) = lim
𝑠→∞ℛgi(𝑠) ≈ ℛ0 gi

𝑟′gi

2
𝛽(𝑠) mit 𝑟′gi =

𝑟2
g − 𝑟2

1

𝑟g
. (5.32)

Die Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e gi berechnet sich wiederholt durch Gleichsetzen
der stationären Reluktanz ℛ0 gi mit der Asymptote ℛ∞gi für hohe Frequenzen:

|︁|︁|︁|︁|︁
𝑟′gi

2
𝛽(𝑠)

|︁|︁|︁|︁|︁ 𝑠 = j𝜔
======

𝑟′gi

2
4

√︄
4𝜅 𝜇0

𝑔2𝜇r
𝜔e gi = 1 ⇒ 𝑇e gi =

𝜇0𝜅

𝜇𝑟 𝑔2

𝑟′4
gi

4
=

𝑏4
gi

16
. (5.33)

Implizites FO–System: Um dem veränderten asymptotischen Verhalten gerecht
zu werden, wird auch das implizite FOśSystem mit dem Exponenten 𝛾 = 1/4

angesetzt:

ℛgi(𝑠) ≈ ℛ0 gi
4

√︂
1 + 𝑠𝑇e gi , (5.34)
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5 Rationale Teilreluktanzen

wodurch sich jedoch keine Änderung bei der IMA (→ Abschnitt 4.1.3) ergibt,
da der Exponent 𝛾 = 1/4 als solches nicht erhalten bleibt, sondern über die
Rekursionsformel mit in die Koeffizienten einŕießt. Anders verhält es sich jedoch
bei der direkten rationalen Approximation.

𝓡gi: Direkte rationale Approximation

Die transzendente Lösung der Luftspaltreluktanz ist in ihrer Grundform identisch
zu den axialen Kernreluktanzen und kann daher weder als Kettenbruch entwickelt
werden, noch lässt sich eine PadéśApproximation anwenden (→ Abschnitt 5.1.2).
Der Luftspalt hat ebenfalls die Gestalt eines Hohlzylinders, womit er, wie in
Gl. 5.21 und Gl. 5.27, als unendlich ausgedehnte Platte oder als Vollzylinder
angenähert werden kann. Eine Kettenbruchentwicklung dieser vereinfachten
transzendenten Systeme ist aus mathematischer Sicht zwar möglich, jedoch erfolgt
nach den Deőnitionen in Gl. 4.9 bzw. Gl. 5.9 weiterhin nur eine Quadrierung der
Argumente der Besselfunktionen. Die 4. Wurzel 4

√
𝑠 hebt sich somit nicht vollends

auf. Das Ergebnis stellt zwar eine rationale Funktion dar, jedoch kein LTIśSystem,
wie es für den Flussschätzer benötigt wird.

Daher verbleibt neben der impliziten Matsuda Approximation, nur die Ket-
tenbruchentwicklung des impliziten FOśSystems (IKBE) aus Abschnitt 4.1.1,
angewandt auf Gl. 5.34, da der Exponent 𝛾 = 1/4 analog zur IMA nur in den
Koeffizienten der resultierenden rationalen Funktion auftaucht. Diese Variante
wurde aufgrund ihrer schlechten Konvergenzeigenschaften zunächst verworfen,
für den Fall der Luftspaltreluktanz liefert sie jedoch zufriedenstellende Ergebnis-
se. Grund dafür ist die Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e gi, welche im Vergleich zu
den Kernreluktanzen um Größenordnungen kleiner ist (0,4. . . 3 %, → Tab. 5.1)
und damit nach Gl. 4.12 trotz der alternierenden Kettenglieder nur vergleichs-
weise geringe Approximationsordnungen für die angestrebten Grenzfrequenzen
erfordert (→ Abb. 5.15).

Auch wenn die Einteilung der IKBE in Abschnitt 4.1 auf andere Weise erfolg-
te, so handelt es sich de facto um eine direkte rationale Approximation. Zur
Abgrenzung von der IMA und für eine vergleichbare Kategorisierung wie bei
den Kernreluktanzen, soll die IKBE im Falle der Luftspaltreluktanz der DRA
zugeordnet werden.

In Abb. 5.10 wird deutlich, dass sich das dynamische Verhalten der Luft-
spaltreluktanzen ℛgi erheblich von den Kernreluktanzen unterscheidet. Die
Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e gi liegt mehrere Dekaden über den Grenzfrequen-
zen anderer Kernelemente, weshalb das hochfrequente asymptotische Verhalten
aus Gl. 5.32 in der Literatur lange Zeit vernachlässigt und stattdessen ein homoge-
nes Feld angenommen wurde (z. B. [Kucera1996]). Mit zunehmenden Bandbreiten
der Aktoren und Magnetlager ist dies jedoch nicht mehr zu aufrechtzuerhalten.

92



5.1 Axiallager mit massivem Kern

Außerdem wird der stationäre Wert ℛ0 gi der Luftspaltreluktanz im Allge-
meinen größer sein, als die verbleibenden stationären Reluktanzen ℛ0 𝑖 der
Kernelemente zusammen, weshalb der Luftspalt bis 𝑓e gi den größten Einŕuss
hat (→ Abb. 6.1). Es ist daher sinnvoll auch der Modellierung der Übergangszone
um 𝑓e gi einen hohen Stellenwert einzuräumen. Für größere Frequenzen 𝑓 > 𝑓egi

dominieren die Kernreluktanzen, welche mit 10 dB/Dek stärker ansteigen.
Wie Abb. 5.10 zeigt, liefern die IKBE/DRA und IMA beide eine exakte Ap-

proximation des impliziten FOśSystems, weisen gegenüber dem transzendenten
System jedoch einen vergleichsweise großen maximalen Amplitudenfehler von
1,64 dB (17,23 %) bei einer maximaler Phasendifferenz von 3,4◦ auf. Diese Abwei-
chung wird allerdings teilweise durch einen grundsätzlichen, in [Seifert2017a]
mit ca. 4 % dokumentierten, Modellierungsfehler teilweise kompensiert. Die
Überlappung von Kern- und Luftspaltfeld in Abb. 5.9b für den Übergangsbereich
𝑓 ≈ 𝑓e gi führt zu einer doppelten Berücksichtigung des Kernfelds sowohl in der
Luftspaltreluktanz als auch in der benachbarten Kernreluktanz. Diese Überbe-
wertung gleicht die Unterbewertung durch das implizite FOśSystems zu einem
kleinen Teil aus.
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Abbildung 5.10: Frequenzgang der transzendenten und impliziten Luftspaltreluktanz ℛgi

(innen) im Vergleich zu ihrer IMA und DRA 18. Ordnung [Seifert2019b,
© 2019 IEEE]
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5 Rationale Teilreluktanzen

5.1.5 Eckreluktanzen ś 𝓡c

Die Eckreluktanzen der Klasse 5 können vereinfacht als ein ViertelśTorus bzw.
źaufgebogenł als ein ViertelśZylinder beschrieben werden, wenn davon ausgegan-
gen wird, dass der magnetische Fluss nicht die äußere Ecke des Stators erreicht,
sondern einen näherungsweise viertelkreisförmigen Verlauf hat (Abb. 5.11a).
Anders als bei der Ringkernspule durchsetzt der Fluss den Kern allerdings nicht
entlang ihres Hauptdurchmessers in zśRichtung, sondern in Umlaufrichtung 𝜗.
Die Durchŕutungsquelle liegt dabei im Inneren des imaginären Vollzylinders
auf der zśAchse [Seifert2017a]. Diese elektromagnetische Konstellation ist nur
äußerst selten Gegenstand wissenschaftlicher Publikationen. Die Lösung der
Diffusionsgleichung führt in diesem Fall zu elliptischen Integralen und kann
in keine für die Zwecke dieser Arbeit sinnvolle Form überführt werden. Die in
[Flax1966] vorgeschlagene numerische Auswertung ist sehr aufwendig und nicht
zielführend. Im Referenzmodell von Zhu [Zhu2005b] und darauf aufbauenden
Arbeiten (z. B. [Sun2009]) werden die Ecken vollends vernachlässigt, da ihnen
aufgrund hoher angenommener Permeabilitäten 𝜇 nur ein geringer Einŕuss
zugeschrieben wird. Wie dieser Abschnitt jedoch zeigen wird, erhöht sich die
Komplexität des Reluktanzmodells durch die Berücksichtigung der Ecken nicht.
Die bisher übliche Vernachlässigung der Ecken stellt daher einen vermeidbaren
Fehler dar.

Spule

𝜆r

𝑟4

𝑟3

𝑟2

𝑟1
a) Simulierte Flusspfade

ℛci

𝛷

ℛco

Spule

𝜆r

�̄�

�̄�/2
�̄�/2

Δ𝑟i

Δ𝑟o

Δ𝜆

Δ𝜆

b) Lineare Approximation

Spule

𝜆r

�̄�

𝜗

90
◦ + 𝜗

c) TorusśApproximation

Abbildung 5.11: Simulierte Flusspfade für niedrige Frequenzen und angenommene appro-
ximierte Pfade für die Eckreluktanzen 5 [Seifert2017a, © 2017 JSME]
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5.1 Axiallager mit massivem Kern

Die Betrachtung von Abb. 5.11 legt nahe, dass sich durch ein Anschmiegen der
Feldlinien an die Spule für steigende Frequenzen die effektive Querschnittsŕäche
�̄�c in den Ecken verringert. Gleichzeitig verkürzt sich jedoch die mittlere Länge 𝑙

der Flusslinien. Nach der Deőnition der Reluktanz

ℛci|co =
𝑙(𝜔)

𝜇�̄�c(𝜔)
(5.35)

kompensieren sich diese Effekte gegenseitig. In [Seifert2017a] wurde beobachtet,
dass für die inneren Eckreluktanzen ℛci der Effekt der Längenreduktion über-
wiegt und für die äußeren Eckreluktanzen ℛco die Flächenreduktion. Für die
Summe aller Eckreluktanzen konnte jedoch gezeigt werden, dass die Grenzwerte
konstant bleiben und sich lediglich im Bereich der Wirbelstromknickfrequenz
eine schmalbandige Amplitudenerhöhung um 2 % und eine Phasenverschiebung
von < 1◦ ergibt. Im Falle üblicher geometrischer Ausdehnungen der Ecken, die
sich aus einer ausgewogenen Auslegung des Magnetkreises ohnehin ergeben,
können die Eckreluktanzen daher als konstant angenommen werden.

Die Berechnung der stationären Eckreluktanzen ℛ0 ci|co kann mehr oder weni-
ger aufwendig erfolgen. Die einfachste Variante ist die Erweiterung der angren-
zenden stationären Kernreluktanzen um jeweils ein Viertel der Dimensionen der
Ecken:

ℛ0 co =

ln
𝑟3 + Δ𝑟o

𝑟3
2𝜋𝜇𝜆r

+ Δ𝜆

𝜇𝜋
(︂
𝑟2
4
− 𝑟2

3

)︂ =

ln
3𝑟3 + 𝑟4

4𝑟3
2𝜋𝜇𝜆r

+ 𝜆r/4

𝜇𝜋
(︂
𝑟2
4
− 𝑟2

3

)︂ , (5.36)

ℛ0 ci =

ln
𝑟2

𝑟2 − Δ𝑟i
2𝜋𝜇𝜆r

+ Δ𝜆

𝜇𝜋
(︂
𝑟2
2
− 𝑟2

1

)︂ =

ln
4𝑟2

3𝑟2 + 𝑟1
2𝜋𝜇𝜆r

+ 𝜆r/4

𝜇𝜋
(︂
𝑟2
2
− 𝑟2

1

)︂ , (5.37)

was einer linearen Annäherung an den mittleren Flusspfad �̄� in Abb. 5.11b
entspricht. Es ist ebenfalls denkbar, die Ansätze für die Streuŕussreluktanzen
aus Abschnitt 7.3 bzw. [Roters1941] für den Fall 𝜇𝑟 ≫ 1 abzuwandeln.

Die höchste Genauigkeit liefert jedoch die in [Seifert2017a] vorgestellte Kegel-
stumpfśAnalogie. Die effektive Querschnittsŕäche �̄�c(𝜗) eines ViertelśTorus
variiert über die Umlaufvariable 𝜗 im gleichen Maße, wie die Mantelŕäche eines
Kegelstumpfes mit der Neigung seiner Mantellinie. Durch die Integration über
den Flusspfad 𝜕𝜗 lässt sich so die Reluktanz des ViertelśTorus exakt bestimmen.
Ist der Querschnitt des Torus nicht kreis-, sondern ellipsenförmig (Abb. 5.11c),
so ist das Integral abschnittsweise auszuwerten und in einer Summenformel
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5 Rationale Teilreluktanzen

zusammenzuführen. Für deren ausführliche Herleitung sei auf [Seifert2017a]
verwiesen. Die für hinreichend große 𝑁 eindeutige Lösung lautet

ℛ0 ci|co =
𝑘c

𝜋𝜇

𝑁∑︂
𝑛=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1√︂

4𝑟2 − 𝜌2
𝑛

arctan
(2𝑟 − 𝜌𝑛) · tan (𝜗/2)√︂

4𝑟2 − 𝜌2
𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

𝑛0+ 𝑛
𝑁

𝑛0+ 𝑛−1
𝑁

(5.38)

mit

{︃
ℛci : 𝑛0 = 1, 𝑟 = 𝑟2
ℛco : 𝑛0 = 0, 𝑟 = 𝑟3

und

𝜌𝑛 =

√︂
𝑏2 sin2 𝜗𝑛 + 𝑟2 cos2 𝜗𝑛 , 𝜗𝑛 =

𝜋

2

(︄
𝑛0 +

𝑛 − 1
2

𝑁

)︄
. (5.39)

Der Korrekturfaktor 𝑘c = 0,72 wurde in [Seifert2014] über eine FEMśSimulation
ermittelt und berücksichtigt den nicht ideal elliptischen Verlauf der Feldlinien in
Abb. 5.11a + c, der durch deren Krümmung in den benachbarten Kernelementen
zustande kommt.

Mit den Eckreluktanzen ist die Modellierung und rationale Approximation des
Axiallagers aus Abb. 5.1 vollständig. In Tab. 5.1 sind die Ergebnisse abschließend
zusammengefasst. Die Zusammenführung aller Teilreluktanzen ℛ𝑖 zur effektiven
Gesamtreluktanz ℛeff erfolgt in Kapitel 6.
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5.2 Radiallager mit geblechtem Kern

5.2 Radiallager mit geblechtem Kern

Wie bereits in Abschnitt 2.4 erörtert, werden die beiden Radiallager in dieser
Arbeit nur hintergründig behandelt. Grund dafür ist die bewährte und überaus
wirksame Blechung des Magnetkerns, welche im Wesentlichen eine Erhöhung
der Wirbelstromknickfrequenzen 𝑓e zur Folge hat. Auch die verbesserte Permea-
bilität der Bleche gegenüber den massiven Kernen bedingt, dass der Luftspalt
einen noch wesentlich höheren Einŕuss auf die Gesamtreluktanz hat, als das
beim Axiallager der Fall war. Dennoch gibt es Anwendungen, die in hohen
Frequenzbereichen oberhalb von 𝑓e arbeiten, sodass sie von einer Modellie-
rung der Wirbelströme und dem Flussschätzer proőtieren können. Eine diese
Anwendungen, eine magnetgelagerte Bohrspindel [Dirscherl2017] für höchste
SteiőgkeitsśAnforderungen, wurde bereits in Abschnitt 2.4 vorgestellt.

Mit dem experimentellen Versuchsaufbau dieser Arbeit lassen sich die erfor-
derlichen Knickfrequenzen von 𝑓e > 4 . . . 5 kHz nicht erreichen, weshalb das
Vorgehen zur Ermittlung der effektiven Reluktanz hier nur exemplarisch ge-
zeigt werden soll. Insbesondere für den Zahnkopf, aber auch für Rotor- und
Statorrücken, wurden erheblich vereinfachte Flusspfade angenommen und die
Streuung vernachlässigt. Für eine umfänglichere Modellierung des Magnetkreises
sei daher auf z. B. [Meeker1996] verwiesen.

Das Versuchslager nutzt zwei Radiallager mit identischem Wirkprinzip, das
KombiśRadiallager (KLR) bestehend aus einer Lagerhälfte und das Unipolar-
Radiallager (ULR) mit zwei Lagerhälften. Der Blechquerschnitt unterscheidet
sich nur unwesentlich und ist in Abb. 5.12 dargestellt. Schematische Flussverläufe
zur Erläuterung der Kraftbildung sind in Abb. 2.2 illustriert. Dort ist ersichtlich,
dass sich der Steuerŕuss einer Achse jeweils auf Stator- und Rotorrücken aufteilt
und zwei gegenüberliegende Statorzähne und Luftspalte durchströmt. In den
Zähnen und Luftspalten senkrecht zur Kraftrichtung heben sich alle Flüsse auf,
sofern sich der Rotor in Nulllage beőndet.

Reluktanz des Blechpakets ś 𝓡b

Ein Elektroblech ist das Idealbeispiel einer unendlich ausgedehnten Platte, wie von
[Stoll1974] oder [Kucera1996] beschrieben, da das Verhältnis vom schmalsten
Magnetkreisabschnitt zur Blechdicke ℎsr/𝑑s > 20 sehr groß ist. Dem Vorgehen in
[Stoll1974] folgend, gibt [Meeker1996] die Lösung der Diffusionsgleichung für
dünne Bleche in Form der effektiven Permeabilität

𝜇eff(𝑠) = 𝜇
tanh

(︂
𝛼(𝑠) 𝑑2

)︂
𝛼(𝑠) 𝑑2

(5.40)
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𝑔 0,50 0,50
𝑑r 0,30 0,30
𝑑s 0,50 0,30
𝑡r 19,14 11,26
𝑡s 18,7 10,7

𝑛r 62 37
𝑛s 37 35
� 45,0◦ 48,6◦

Abbildung 5.12: Magnetkreis des KombiśRadiallagers (KLR) und Unipolar-Radiallagers
(ULR) aufgeteilt in zwei Klassen effektiver Teilreluktanzen ś Bleche: 280
30AP mit 𝜇r = 7042, 𝜅 = 1,5 MS m−1, außer KLRśStator: M400 50A mit
𝜇r = 6120, 𝜅 = 2,38 MS m−1

an, wobei 𝑑 die Dicke eines einzelnen Blechs darstellt. Die Reluktanz eines Blech-
pakets der Breite 𝑎 und Länge 𝜆b (Klasse 6 ) ergibt sich aus der Parallelschaltung
von 𝑛b = 𝑛s|r Blechen:

ℛb(𝑠) =
1

𝑛b

𝜆b

𝜇eff(𝑠) · 𝐴b
mit 𝐴b = 𝑎𝑑 . (5.41)

Nach Einsetzen von Gl. 5.40 in Gl. 5.41 folgt entsprechend

ℛb(𝑠) =
𝜆b

𝑎𝑑𝑛b𝜇

𝛼 𝑑
2

tanh
(︂
𝛼 𝑑

2

)︂ =
𝜆b𝛼

2𝑎𝑛b𝜇
coth

(︃
𝛼
𝑑

2

)︃
. (5.42)
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𝓡b: Grenzwertbetrachtung

Die Grundform der transzendenten Lösung ist identisch zur radialen Reluktanz
des Axiallagers und die Entwicklung der Grenzwerte kann aus Gl. 5.4 über-
nommen werden. Für die stationäre Reluktanz ℛ0 b folgt, wie zu erwarten, der
Ausdruck Gl. 5.41 mit 𝜇eff(𝑠) = 𝜇

ℛ0 b = lim
𝑠→0

ℛb(𝑠) ≈
𝜆b

𝑎𝑑𝑛b𝜇
(5.43)

und für die Asymptote

ℛ∞ b(𝑠) = lim
𝑠→∞ℛb(𝑠) ≈ ℛ0 b

𝑑

2
𝛼(𝑠) . (5.44)

Die Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e b kann auch für das Blechpaket durch das
Gleichsetzen von ℛ0 b mit |ℛ∞ b(𝑠)| gewonnen werden:|︁|︁|︁|︁ 𝑑2 𝛼(𝑠)

|︁|︁|︁|︁ 𝑠 = j𝜔
======

𝑑

2

√
𝜔e b𝜇𝜅 = 1 ⇒ 𝑇e b = 𝜇𝜅𝑑2/4 = 𝑏2

b
/4 . (5.45)

Die Reluktanz des Blechpakets ist somit auch in folgender Form darstellbar:

ℛb(𝑠) ≈ ℛ0 b

√︁
𝑠𝑇eb coth(

√︁
𝑠𝑇eb) . (5.46)

Implizites FO–System: Die Parameter ℛ0 ao und 𝑇e ao bestimmen wie beim
Axiallager unmittelbar das implizite FOśSystem

ℛb(𝑠) ≈ ℛ0 b

√︁
1 + 𝑠𝑇e b , (5.47)

für welches mit der IMA (→ Abschnitt 4.1.3) eine rationale Form ermittelbar ist.

𝓡b: Direkte rationale Approximation

Die umgeformte transzendente Lösung ℛb(𝑠) für das Blechpaket entspricht in
ihrer Form der radialen Reluktanz ℛr(𝑠) in Gl. 5.3 sowie der äußeren axialen
Reluktanz ℛao(𝑠) in Gl. 5.21. Die DRA über die Kettenbruchentwicklung des
Tangens hyperbolicus (Gl. 5.9) kann somit auf gleichem Wege erfolgen. Abb. 5.13
zeigt, dass das transzendente System bis zur Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA

exakt von der DRA abgebildet werden kann.
Die maximalen Amplituden- und Phasenfehler, welche durch die IMA verur-

sacht werden, betragen 1,46 dB (relativ: 18,4 %) bzw. 5,8◦ und sind im Vergleich zu
anderen Kernreluktanzen vergleichsweise hoch, was insbesondere im Phasengang
in Abb. 5.13 deutlich wird. Das für das transzendente System charakteristische
schmalbandige Ansteigen der Phase über 45◦ im Bereich der Wirbelstromknick-
frequenz 𝑓e b, kann durch das implizite FOśSystem nicht abgebildet werden.
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Abbildung 5.13: Frequenzgang der transzendenten und impliziten Reluktanz ℛb eines
Blechpakets (Statorzahn) im Vergleich zu ihrer IMA und DRA 18. Ordnung

Die Wirbelstromknickfrequenz des Blechpakets liegt mit über 1 kHz etwa
3-4 Dekaden oberhalb der Grenzfrequenzen, die in Abschnitt 5.1 für die massiven
Kernelemente des Axiallagers beobachtet werden konnten (z. B. 𝑓e ao = 0,24 Hz für
die axiale Reluktanz außen in Abb. 5.5). Dies übersteigt i. d. R. auch die Bandbreite
einer konventionellen unterlagerten Stromregelung, weshalb für Radiallager nur
in seltenen Fällen eine Betrachtung der Wirbelströme von regelungstechnischer
Seite zielführend wäre (→ Abschnitt 2.4).

Luftspaltreluktanz ś 𝓡gb

Durch die Blechung kann makroskopisch bereits im Kern von einem homogenen
Feld ausgegangen werden, auch wenn es innerhalb eines Bleches zur Feldverdrän-
gung kommt. Der Luftspalt zwischen zwei geblechten Kernen (Klasse 7 ) kann
somit ebenfalls als homogen und zudem frequenzunabhängig angenommen
werden. Unter Vernachlässigung der Zahnkopfstreuung und der Krümmung
kann die konstante Luftspaltreluktanz wie folgt formuliert werden:

ℛ0 gb =
𝑔

𝜇0 · 𝐴gb
mit 𝐴gb = �𝜋𝑟g · 𝑡 , (5.48)

wobei der mittlere Luftspaltradius 𝑟g = 𝑟ro + 𝑔/2 sowie die mittlere Blechpaket-
tiefe 𝑡 = (𝑡r + 𝑡s)/2 angesetzt werden.
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5.2 Radiallager mit geblechtem Kern

Effektive Gesamtreluktanz ś 𝓡eff

Den Flussverläufen in Abb. 2.2 folgend, setzt sich der vollständige Steuerś
Magnetkreis eines Radiallagers aus der Reihenschaltung zweier Luftspalte 7

und Statorzähne 6a sowie jeweils der Parallelschaltung zweier 180◦śStator- 6b

und Rotorrücken 6c zusammen. Sind Blechmaterial und -dicke 𝑑r|s von Stator
und Rotor gleich, wie im Falle des ULR, so sind die dynamischen Anteile der Teil-
reluktanzen ℛ𝑖 identisch und können ausgeklammert werden. Für die effektive
Gesamtreluktanz ℛeff(𝑠) eines Radiallagers (des vorliegenden Typs) folgt somit:

ℛeff(𝑠) =
(︄
2 · 𝑙sz

𝑏sz𝑑s𝑛s𝜇⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏞
6a

+1

2
· 𝜋𝑟sr

ℎsr𝑑s𝑛s𝜇⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏞
6b

+1

2
· 𝜋𝑟rr
ℎrr𝑑r𝑛r𝜇⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏞

6c

)︄ √︁
𝑠𝑇eb

tanh(
√︁
𝑠𝑇eb)

+2 · 𝑔

�𝜋𝑟g𝑡𝜇0⏞ˉ̄ ˉ̄⏟⏟ˉ̄ ˉ̄⏞
7

(5.49)

Der resultierende Frequenzgang ist in Abb. 5.14 dargestellt und zeigt die exakte
Abbildung des transzendenten Gesamtsystems durch die DRA. Es wird weiter-
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Abbildung 5.14: Frequenzgang der effektiven Gesamtreluktanz ℛeff eines Radiallagers
(ULR) aufgeteilt in Kern- und Luftspaltreluktanz
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5 Rationale Teilreluktanzen

hin deutlich, dass über einen großen Frequenzbereich die Luftspaltreluktanz
maßgeblich die Gesamtreluktanz bestimmt. Die Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e
des Gesamtsystems wird dadurch noch weiter nach oben verschoben. Für den
vorliegenden Versuchsaufbau kann ein Wirbelstromeinŕuss auf die Dynamik
der Radiallager bis zur Schaltfrequenz 𝑓t = 21,3 kHz somit weitestgehend ausge-
schlossen werden, weshalb diese im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht weiter
betrachtet werden.

5.3 Zusammenfassung und Einŕuss der Approximationsordnungen

In den vorherigen Abschnitten 5.1 und 5.2 dieses Kapitels wurden fast alle reali-
sierbaren Geometrien möglicher Kernabschnitte in elektromagnetischen Aktoren
und Magnetlagern behandelt. Die entsprechenden Teilreluktanzen ℛ𝑖 werden
abschließend in Tab. 5.1 samt ihrer rationalen Approximationen und quantitati-
ven Charakterisierung zusammengefasst. Einzig rechteckige magnetische Leiter
mit nicht vernachlässigbarer Dicke 𝑑 bzw. endlich ausgedehnte Platten, wie sie von
[Feeley1996] betrachtet werden, őnden in dieser Arbeit keine Erwähnung, da sie
in gewöhnlichen Magnetlagern schlicht nicht vorkommen. Sie treten lediglich in
Cśförmigen Aktoren [Zhu2004a] oder innovativen Magnetlagertopologien mit
massiven Statorzähnen aus Pulververbundwerkstoffen [Fleischer2017] auf.
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5.3 Zusammenfassung und Einŕuss der Approximationsordnungen

Das Gesamtsystem wird jeweils von der effektiven Gesamtreluktanz ℛeff

(→ Gl. 2.23) beschrieben, welche sich aus sämtlichen Teilreluktanzen 𝑅𝑖 zusam-
mensetzt. Die meisten Steuermagnetkreise elektromagnetischer Aktoren und
Magnetlager sind entweder unverzweigt oder symmetrisch verzweigt, wie beim
Radiallager mit Gl. 5.49 bereits angedeutet wurde. Auch beim Axiallager werden
alle Teilreluktanzen ℛ𝑖 in Reihe vom Hauptŕuss 𝛷h durchsetzt, sodass sich die
effektive Gesamtreluktanz ℛeff Σ aus der Summe ihrer Teilreluktanzen bildet. In
dem Fall, dass Streu- und Stirnŕüsse berücksichtigt werden sollen (→ Kapitel 7),
setzen sich die Teilreluktanzen in Form eines Reluktanznetzwerks zusammen.

Es stellt sich nun allgemein die Frage, welchen Approximationsordnungen 𝑚𝑖

für die einzelnen Teilreluktanzen zu wählen sind. Zum einen ist 𝑚𝑖 möglichst
klein zu halten, zum anderen ist die Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA des Ge-
samtsystems durch die kleinste aller Grenzfrequenzen der Teilreluktanzen 𝑓cA 𝑖

bestimmt. Daher ist es sinnvoll für jede Teilreluktanz ℛ𝑖 die minimale Ordnung
𝑚𝑖 zu bestimmen, die mindestens die gewünschte gemeinsame Grenzfrequenz
𝑓cA ermöglicht. Da im Falle der DRA jede Teilreluktanz ein anderes Konver-
genzverhalten aufweist, können die Überlegungen aus Gl. 4.12 bzw. Abb. 4.5
herangezogen werden und der formelle Zusammenhang

𝑚𝑖 ≈ 𝑘 ·
(︂
𝑇e 𝑖

𝑓cA

2𝜋

)︂𝜏
mit

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
𝜏 =

1

2
→ alternierende Kettenglieder

𝜏 =
1

4
→ nicht altern. Kettenglieder

(5.50)

auf alle Teilreluktanzen ausgeweitet werden. Es wird deutlich, dass die Ordnung
𝑚𝑖 maßgeblich von der Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e 𝑖 = 1/(2𝜋 𝑓e 𝑖) bestimmt wird,
welche wiederum von der Geometrie und dem eingesetzten Material abhängig ist.
Auch wenn sich in Abb. 5.15 eine Systematik erkennen lässt, ist es nicht gelungen
den Proportionalitätsfaktor 𝑘 analytisch herzuleiten. Stattdessen wurde für jede
Teilgeometrie empirisch die resultierende Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA

für jede Ordnung 𝑚 bestimmt und mit Hilfe der Regressionsformel (5.50) und
der Methode der kleinste Fehlerquadrate (nichtlinear) der Faktor 𝑘 bestimmt.
Gleichartige Kettenbrüche, wie z. B. ℛb, ℛr und ℛao, weisen dabei identische
Faktoren auf. Kettenbrüche mit alternierenden Kettengliedern (IKBE) konver-
gieren sehr langsam und erfordern wesentlich höhere Systemordnungen als die
alternierenden Kettenbrüche der DRA. Dieser Nachteil wird nur im Falle der Luft-
spaltreluktanz ℛg durch die geringe Wirbelstromzeitkonstante 𝑇e gi ausgeglichen,
für welche ohnehin nur diese Variante existiert. Für alle weiteren Kernelemente
ist die IKBE nicht zielführend.
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5 Rationale Teilreluktanzen

Für die IMA sind diese Überlegungen nicht notwendig, da sie eine freie Wahl so-
wohl der Approximationsordnung 𝑚 als auch der Approximationsgrenzfrequenz
𝑓cA für jede Teilreluktanz ℛ𝑖 erlaubt. Allerdings kann es bei einem zu klei-
nem Verhältnis 𝑚/ 𝑓cA zu erheblichen Phasenschwankungen (→ Abschnitt 4.1.3)
kommen. Als Faustregel kann 𝑚 = 5 · lg( 𝑓cA) − lg( 𝑓e 𝑖) angesetzt werden. Die
Gesamtordnung 𝑚Σ nach dem Aufsummieren ist vergleichbar mit der DRA,
weshalb die IMA aufgrund ihrer schlechteren Abbildungsgenauigkeit nur die
zweite Wahl darstellt. Es sei jedoch angemerkt, dass sich diese Aussage nur auf
die individuelle Approximation der einzelnen Teilreluktanzen in diesem Kapitel
bezieht. Im nachfolgenden Kapitel 6 erfolgt eine ganzheitliche Betrachtung des
Gesamtsystems, wo die Vor- und Nachteile beider Varianten an Signiőkanz
verlieren.
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[Seifert2019b, © 2019 IEEE]
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Tabelle 5.1: Transzendente Lösungen der Teilreluktanzen ℛ𝑖 sowie ihre vereinfachten und impliziten Formen. Zahlenwerte für alle
Kernelemente der Abb. 5.1 und 5.12 [Seifert2019b, © 2019 IEEE]

Transzendente Form Vereinfachte tr. Form Implizite Form: ℛ0 (1 + 𝑇e)𝛾 Werte

ℛ𝑖 (KBE z. T. nicht möglich) (KBE möglich) ℛ0 𝑖 𝑏𝑖 = 2
𝛾√︁
𝑇e 𝑖 𝛾

ℛ0 𝑖

mH−1

𝑇e 𝑖

s

1 ℛr
ln (𝑟3/𝑟2)

2𝜋𝜇𝜆r

𝜆r 𝛼

tanh(𝜆r 𝛼)
ℛ0

𝑏

2

√︁
j𝜔 coth

(︂ 𝑏
2

√︁
j𝜔
)︂ ln (𝑟3/𝑟2)

2𝜋𝜇𝜆r
2𝜆r 𝑐α

1

2

a
b

1,54
3,96

1,15
0,17

2 ℛao
𝜆ao 𝛼

2𝜋𝜇𝑟3

I0(𝑟3𝛼)K1(𝑟4𝛼) + I1(𝑟4𝛼)K0(𝑟3𝛼)
I1(𝑟4𝛼)K1(𝑟3𝛼) − I1(𝑟3𝛼)K1(𝑟4𝛼)

ℛ0
𝑏

2

√︁
j𝜔 coth

(︂ 𝑏
2

√︁
j𝜔
)︂ 𝜆ao

𝜋𝜇(𝑟2
4
− 𝑟2

3
)

𝑟2
4
− 𝑟2

3

𝑟3
𝑐α

1

2
5,86 0,67

3 ℛai
𝜆ai 𝛼

2𝜋𝜇𝑟2

I0(𝑟2𝛼)K1(𝑟1𝛼) + I1(𝑟1𝛼)K0(𝑟2𝛼)
I1(𝑟2𝛼)K1(𝑟1𝛼) − I1(𝑟1𝛼)K1(𝑟2𝛼)

ℛ0

2
𝑏
√︁

j𝜔
I0

(︂
𝑏
√︁

j𝜔
)︂

I1

(︂
𝑏
√︁

j𝜔
)︂ 𝜆ai

𝜋𝜇(𝑟2
2
− 𝑟2

1
)

𝑟2
2
− 𝑟2

1

𝑟2
𝑐α

1

2

a
b
c

0,82
1,18
2,84

1,24
1,19
1,24

4 ℛgi
𝑔 𝛽

2𝜋𝜇0𝑟g

I0
(︁
𝑟g𝛽

)︁
K1(𝑟1𝛽) + I1(𝑟1𝛽)K0

(︁
𝑟g𝛽

)︁
I1
(︁
𝑟g𝛽

)︁
K1(𝑟1𝛽) − I1(𝑟1𝛽)K1

(︁
𝑟g𝛽

)︁ ś
𝑔

𝜋𝜇0(𝑟2
g − 𝑟2

1
)

𝑟2
g − 𝑟2

1

𝑟g
𝑐β

1

4

a
b

104,15
104,15

5,3 𝑒−3

5,3 𝑒−3

6 ℛb
𝜆b

𝑎𝑑𝑛b𝜇

𝛼 𝑑/2
tanh (𝛼 𝑑/2) ℛ0

𝑏

2

√︁
j𝜔 coth

(︂ 𝑏
2

√︁
j𝜔
)︂ 𝜆b

𝑎𝑑𝑛b𝜇
𝑑 𝑐α

1

2

a
b
c

31,48
76,07
31,09

0,3 𝑒−3

0,3 𝑒−3

0,3 𝑒−3

Symbole:

Axiale Länge: 𝜆𝑖 , Blechdicke: 𝑑

Wellenausbreitungskonstante: 𝛼 =
√︁

j𝜔𝜅𝜇 = 𝑐α
√︁

j𝜔

↰

für 2 Materialien A|B : 𝛽 =

√︃
2

𝑔

𝛼A + 𝛼B

𝜇rA + 𝜇rB
= 𝑐β(j𝜔)1/4

a Äquivalenter Radius 𝑟′eines Vollzylinders
mit gleichem ℛ0 und 𝑇e wie entsprechender Hohlzylinder

Näherungsweise konstant:

5 ℛc → Gl. 5.38

a
b
c
d

1,55
1,57
2,26
2,22

0
0
0
0

7 ℛgb → Gl. 5.48 3,7 𝑒3 0

a

10
5





6 Rationale Gesamtreluktanz

In diesem Kapitel wird wieder ausschließlich das Axiallager betrachtet. Der
einfache Magnetkreis aus Abb. 5.1 suggeriert, dass für die Ermittlung einer
Gesamtreluktanz 𝑅eff lediglich alle Teilreluktanzen ℛ𝑖 aus Abschnitt 5.1 aufzu-
summieren sind. Dieser Schritt führt jedoch zu inakzeptablen Systemordnungen
[Seifert2019b] weit über 𝑚 > 50. Es ist daher erforderlich die Summe aller
Teilreluktanzen 𝑅eff Σ =

∑︁ℛ𝑖 in ihrer Ordnung weiter zu reduzieren.
Zum einen kann die Ordnungsreduktion von 𝑅eff Σ rein analytisch mit einer

PadéśApproximation erfolgen (PASR). Wie bei den verwandten Kettenbrüchen,
kann dabei die bestmögliche Genauigkeit erzielt werden. Die Approximations-
grenzfrequenz 𝑓cA ist jedoch auch hier von der Systemordnung 𝑚 abhängig und
somit begrenzt. Alternativ lässt sich das System näherungsweise in ein äquiva-
lentes implizites FOśSystem überführen, welches sich mit der in Abschnitt 4.1.3
vorgestellten impliziten MatsudaśApproximation unmittelbar in die gewünschte
Zielordnung bei wählbarer Grenzfrequenz 𝑓cA überführen lässt (MAEIS).

Zum anderen können rein numerische Ansätze gewählt werden. Insbesondere
bei sehr hohen Ausgangsordnungen, bietet sich eine forcierte PolśNullstellen-
kompensation unter Anwendung eines fehleroptimierenden Auswahlalgorithmus
an. Die geringsten Systemordnungen lassen sich jedoch mit Regressionsalgorith-
men auf Basis eines von 𝑅eff Σ abgeleiteten empirischen Datensatzes erreichen.
Ein maximaler mathematischer Freiheitsgrad erlaubt hier die Bestimmung einer
minimalen Anzahl optimierter Koeffizienten der rationalen Zielfunktion bzw.
derer Pol- und Nullstellen. Jedoch kann auf diese Weise nicht in jedem Fall garan-
tiert werden, dass die physikalischen Eigenschaften des System korrekt erhalten
bleiben und auch die Stabilität des Systems muss ggf. erzwungen werden.

Aus diesen Gründen sollen die numerischen Ansätze, wie Levy’s Methode
(LEVY) oder Relaxed Vector Fitting (RVF), in Abschnitt 6.3 zwar kurz vorgestellt,
jedoch für die weiteren Untersuchungen nicht weiter betrachtet werden. Zudem
wird weiterhin das Ziel verfolgt weitestgehend analytische Lösungen für die
zugrundeliegenden Probleme zu őnden. Für Implementierungen in industriellen
Anwendungen stellen die numerischen Verfahren jedoch empfehlenswerte Al-
ternativen dar, wie in Zusammenarbeit mit Hecht in [Hecht2021] erörtert wird.
Dort wurde zudem ein ausführlicher Vergleich aller Verfahren unternommen,
der zeigte, dass Unterschiede in ihrer Abbildungsgenauigkeit vernachlässigbar
sind. Für die Auswahl einer Implementierung für den Flussschätzer sind daher
eher praktische Faktoren zu berücksichtigen, wie in Abschnitt 6.4 illustriert.
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6 Rationale Gesamtreluktanz

6.1 Summe der Teilreluktanzen

Der Ausgangspunkt aller weiteren Approximationen ist die Summe aller rationa-
len Teilreluktanzen ℛ𝑖 des Axiallagers aus Abschnitt 5.1 bzw. Tab. 5.1, wobei jede
durch die Teilordnungen des Zählers 𝑚𝑖 und Nenners 𝑛𝑖 charakterisiert ist. Deren
Wahl hat somit einen entscheidenden Einŕuss auf die őnale Systemordnung nach
der Ordnungsreduktion.

Die Summe mehrerer rationaler Funktionen bleibt eine rationale Funktion

ℛeff Σ(𝑠) =
∑︂

ℛ𝑖(𝑠) =
𝛼0 + 𝛼1𝑠

1 + · · · + 𝛼𝑚Σ 𝑠
𝑚Σ

1 + 𝛽1𝑠1 + · · · + 𝛽𝑛Σ 𝑠
𝑛Σ

, (6.1)

wobei die Nennerordnung der Gesamtreluktanz 𝑛Σ der Summe der Nennerord-
nungen 𝑛𝑖 der Teilreluktanzen

𝑛Σ =
∑︂

𝑛𝑖 sowie 𝑚Σ = 𝑛Σ + 1 (6.2)

entspricht. Teilreluktanzen, die sich nur durch einen konstanten Faktor unter-
scheiden, wie 3a : ℛai 1 und 3c : ℛai 3 sowie 4a : ℛgi 1 und 4b : ℛgi 2 (→ Abb. 5.1),
können zusammengefasst werden und werden in 𝑛Σ nicht mehrfach berücksich-
tigt. Dennoch führen selbst moderate Teilordnungen um 𝑚𝑖 = 18 (→ Abb. 5.3 ś
5.10) zu Gesamtordnungen 𝑚Σ > 100. Ohne eine Ordnungsreduktion ist somit
keine Diskretisierung und stabile Implementierung des Flussschätzers möglich.
Diese Systeme hoher Ordnung eignen sich jedoch für Simulationen und eine
mögliche Reglerauslegung.

In Abb. 6.1 wird deutlich, dass für die Summe ℛeff Σ, beide Approximatio-
nen, DRA und IMA, die Summe der transzendenten Systeme ähnlich genau
abbilden kann (maximaler Amplitudenfehler: ≈ 1 dB ś relativ: ≈ 11 %, maximale
Phasenabweichung: ≈ 2,4◦). Durch eine Reduzierung der Ordnung der DRA
auf z. B. 𝑚Σ = 63 (mit 𝑚𝑖 = 7 . . . 16, entsprechend Abb. 5.15) reduziert sich die
Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA drastisch auf 1,5 kHz, was in Abhängigkeit
der Grenzfrequenzen der Regelung jedoch für die meisten Anwendungen aus-
reichend ist. Die IMA ist bei kleineren Teilordnungen 𝑚𝑖 weniger anfällig für
Abbildungsfehler, sodass 𝑚Σ = 61 mit 𝑚𝑖 = 10 praktisch zu keiner Erhöhung
der Fehler führt. Niedrigere Teilordnungen 𝑚𝑖 = 5 (𝑚Σ = 25) erhöhen den max.
Amplituden- und Phasenfehler auf 1,98 dB (relativ: 20,4 %) bzw. 8,8◦.

Eigenschaften des Frequenzgangs

Nicht nur der Teilreluktanzen lassen sich addieren, sondern auch einzelne
Teilaspekte des Frequenzgangs, wie Verstärkungsfaktoren und Zeitkonstanten.

108



6.1 Summe der Teilreluktanzen

70

90

110

130

150

170 Summe der transzendenten Systeme

Summe der DRAs <∑
= 63

Summe der DRAs <∑
= 137

Summe der IMAs <∑
= 25

Summe der IMAs <∑
= 139

nur Kern
nur Ecken (konstant)

nur Luftspalt

M
ag

( ℛ) in
d

B
H

-1

10−3 10−2 10−1 100 101 102 103 104 105 106

0

15

30

45

60

S H L

5egap5ecore

5 in Hz

!
( ℛ) in

°

ℛ0 core

ℛ0 con

ℛ0 gap

ℛeff – Effektive Gesamtreluktanz KLA

Abbildung 6.1: Frequenzgang der effektiven Gesamtreluktanz ℛeff eines des Axiallagers
(KLA) aufgeteilt in Kern-, Luftspalt-, und Eckreluktanzen, Vergleich der
Summen transzendenter Systeme mit der direkten rationalen Approxima-
tion und impliziten MatsudaśApproximation verschiedener Ordnungen
[Seifert2019b, © 2019 IEEE]

Das erlaubt die Einteilung des Magnetkreises in drei Gruppen, charakterisiert
durch zwei speziősche Knickfrequenzen, wie in Abb. 6.1 illustriert.

Zunächst kann die Wirbelstromzeitkonstante bzw. Wirbelstromknickfrequenz
der Kernelemente𝑇e core = 1/(2𝜋 𝑓e core) bestimmt werden, welche sich aus den sta-
tionären Kernreluktanzen ℛ0 und den Argumenten 𝑏𝑖 in Tab. 5.1 zusammensetzt:

𝑇e core =

(︄∑︁
𝑖

1
2ℛ0 𝑖 𝑏𝑖

𝑅0 core

)︄2
mit ℛ0 core =

∑︁
𝑖 ℛ0 𝑖

und 𝑖 = r1...2 , ao, ai1...3 .
(6.3)

Sie bestimmt die Asymptote für die Kurve źnur Kernł in Abb. 6.1 für hohe
Frequenzen. Die korrespondierende Knickfrequenz 𝑓e core ist jedoch im Frequenz-
gang der Gesamtreluktanz nicht identiőzierbar, da der Übergangsbereich durch
die Luftspaltreluktanzen ℛgap (źnur Luftspaltł) dominiert wird. Für elektroma-
gnetische Aktoren stellt das die Regel dar, da nur in Ausnahmefällen bei sehr
schmalen Luftspalten 𝑔 und niedrigen Kernpermeabilitäten 𝜇r core die Kern-
reluktanzen ℛcore die Größenordnung der Luftspaltreluktanzen ℛgap erreicht.
Der Einŕuss der Feldverdrängung im Kern wird somit erst für weitaus höhere
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Frequenzen sichtbar, wenn sie den Einŕuss der schwächeren Feldverdrängung
im Luftspalt übersteigt. Diese Schnittfrequenz bei |ℛcore | =

|︁|︁ℛgap

|︁|︁ fällt für das
vorliegende Axiallager in etwa mit der Wirbelstromknickfrequenz der Luftspalte
𝑇e gap = 1/(2𝜋 𝑓e gap) zusammen, weshalb im Frequenzgang nur ein einzelner
Knick im Amplitudengang zu beobachten ist.

Die zweite Zeitkonstante 𝑇e gap entspricht hier der individuellen Konstante
𝑇e gi, da beide Luftspalte identisch sind. Für verschiedenartige Luftspalte erfolgt
die Berechnung analog zu Gl. 6.3:

𝑇e gap =

(︄∑︁
𝑖

1
2ℛ0 𝑖 𝑏𝑖

𝑅0 gap

)︄4
mit ℛ0 gap =

∑︁
𝑖 ℛ0 𝑖

und 𝑖 = gi1...𝑛 ,
(6.4)

jedoch mit dem Exponenten 1/𝛾 = 4.
Die dritte Gruppe wird durch die Eckreluktanzen gebildet, die in Abb. 6.1

(źnur Eckenł) einen konstanten Offset beitragen

ℛ0 con =
∑︂
𝑖

𝑅0 𝑖 mit 𝑖 = c1...4 . (6.5)

6.2 Analytische Verfahren

Die beiden hier vorgestellten analytischen Verfahren entsprechen im Wesentlichen
dem Vorgehen in Abschnitt 4.1.3 bzw. Abschnitt 4.2.2, weshalb an dieser Stelle
nur noch auf einige Besonderheiten eingegangen wird.

6.2.1 PadéśApproximation der Summe der Teilreluktanzen (PASR)

Die Summe ℛeff Σ aus Gl. 6.1 ist eine rationale Funktion und kann demzufolge
als TaylorśReihe entwickelt werden. Dies ist Grundvoraussetzung für eine Padéś
Approximation, welche Ð möglicherweise Ð die Gesamtordnung der Summe
reduzieren kann. Dafür ist es jedoch erforderlich, dass auch die Teilreluktanzen
mit einer rein analytischen Approximation (DRA) entsprechend Abschnitt 4.2 be-
rechnet wurden. Bei Verfahren, welche auf der Vorgabe von Stützstellen beruhen,
wie die MatsudaśApproximationen in Abschnitt 4.1.2 bzw. Abschnitt 4.1.3, bleibt
eine nachfolgende PadéśApproximation ohne positiven Effekt.

Die Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA soll bei der Ordnungsreduktion erhal-
ten bleiben. Unter Zuhilfenahme von Abb. 5.15 sind vor der Summenbildung
für ℛeff Σ alle Teilordnungen 𝑚𝑖 entsprechend so zu wählen, dass alle der indi-
viduellen Grenzfrequenzen 𝑓cA 𝑖 mindestens der gewünschten Grenzfrequenz
des Gesamtsystems entsprechen. Die minimale Zielordnung 𝑚𝒫 < 𝑚Σ der
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Abbildung 6.2: DRA/PASR: Abschätzung der minimalen Approximationsordnung 𝑚𝒫 für
eine ZielśApproximationsgrenzfrequenz 𝑓cA, ab welcher die Approxima-
tion divergiert, in Abhängigkeit der individuellen Grenzfrequenzen 𝑓cA 𝑖

der Teilreluktanzen. Regressionsformel: materialabhängig, geometrieunab-
hängig, Regression mit Least absolute residuals. [Seifert2019b, © 2019 IEEE]

PadéśApproximation folgt keiner allgemeingültigen Formel, wie bei den Teilre-
luktanzen in Abb. 5.15. Sie bildet jedoch ebenfalls ein klares Muster aus, wie in
Abb. 6.2 gezeigt, wo die Abhängigkeit der minimalen PadéśOrdnung 𝑚𝒫 sowohl
von der ZielśGrenzfrequenz 𝑓cA als auch den synchronisierten individuellen
Grenzfrequenzen 𝑓cA 𝑖 dargestellt ist.

Das Vorgehen ist weitestgehend identisch zu Abschnitt 4.2.2 und es muss
zunächst das TaylorśPolynom (→ Gl. 4.14) bestimmt werden. Allerdings sind
hier nicht 𝑚𝒫 + 𝑛𝒫 Ableitungen von ℛeff Σ notwendig, um den gesuchten Padéś
Approximanten zu bestimmen, da die Ausgangsfunktion bereits rational ist. Dies
erlaubt die Anwendung von Hadamards Theorem [Baker1996, p. 64] zur direkten
Berechnung der TaylorśKoeffizienten 𝑐0 . . . 𝑐𝑚Σ+𝑛Σ in Gl. 4.14 aus den Zähler-
und Nennerkoeffizienten 𝛼0 . . . 𝛼𝑚Σ bzw. 𝛽1 . . . 𝛽𝑛Σ der rationalen Funktion in
Gl. 6.1. Das Lösen des linearen Gleichungssystems

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0
...

...
. . .

...

𝛽𝑛Σ−1 𝛽𝑛Σ−2 · · · 0

𝛽𝑛Σ 𝛽𝑛Σ−1 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐0

𝑐1
...

𝑐𝑚Σ+𝑛Σ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 · · · 0 𝛼0
...

...
. . .

...

0 · · · 𝛼𝑚Σ−2 𝛼𝑚Σ−1

𝛼0 · · · 𝛼𝑚Σ−1 𝛼𝑚Σ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (6.6)

ist gegenüber den sonst notwendigen Ableitungen rechentechnisch sehr effizient.
Der KoeffizientenśVektor 𝑐0 . . . 𝑐𝑚Σ+𝑛Σ kann auf die ersten 𝑚𝒫 + 𝑛𝒫 Elemente
gekürzt werden und das weitere Vorgehen entspricht den Gleichungen 4.16 und
4.17 mit 𝑀 = 𝑚𝒫 und 𝑁 = 𝑛𝒫 .

In der Praxis hat sich gezeigt, dass die weitere Beschränkung auf ausschließlich
symbolische Variablen wie in Abschnitt 4.2.2 sehr umständlich ist und zu inakzep-
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tablen Rechenzeiten führt. Es ist daher empfehlenswert auf LangzahlśArithmetik
(VPA Ð variableśprecision arithmetic) mit einer hinreichend großen Anzahl signiő-
kanter Stellen (digits) zu setzen. Das Konzept wird in Abschnitt 8.1 erörtert und
die notwendige Anzahl signiőkanter Stellen ausführlich in Abschnitt 8.1.2 unter
Hinweis auf Abb. 8.5 diskutiert.

Mit der Anwendung der PadéśApproximation auf die Summe der Teilreluktan-
zen ℛeff Σ (PASR), wobei jede Teilreluktanz individuell mit der DRA approximiert
wurde, kann die Gesamtordnung 𝑚 → 𝑚𝒫 der rationalen Funktion (Gl. 6.1)
um mehr als 60 % (→ Tab. 6.1) reduziert werden. Bei Einhaltung der in Abb. 6.2
dargestellten Relationen, wird die Grenzfrequenz 𝑓cA nicht beeinŕusst.

6.2.2 MatsudaśApproximation des äquivalenten impliziten Systems (MAEIS)

Die maximale Ordnung 𝑚Σ oder 𝑚𝒫 ist insbesondere von der Art der digi-
talen Implementierung des Flussschätzers in Abschnitt 8.1 abhängig. Sind im
vorliegenden Fall Systemordnungen von bis 𝑚𝒫 = 50 umsetzbar (→ Gl. 8.9),
so ist das möglicherweise nicht für jede verfügbare Steuerhardware der Fall
und Ordnungen 𝑚𝒫 < 10 sind gefordert, sodass entweder bei der Grenzfre-
quenz (DRA) oder der Abbildungsgenauigkeit (IMA) Kompromisse erfolgen
müssen. Eine Möglichkeit dieses Problem zu vermeiden, ist der Verzicht auf
die rationale Approximation der Teilreluktanzen und stattdessen die Bestim-
mung einer äquivalenten Ersatzfunktion anhand charakteristischer Merkmale
des Frequenzverhaltens.

Stand der Forschung

Dieses Vorgehen wird von Zhu et al. [Zhu2010] vorgeschlagen, welche auch für die
Ursprungsvariante des zugrundeliegenden analytischen Modells verantwortlich
sind. Ihr äquivalentes explizites FOśSystem halber Ordnung

ℛeff Zhu = ℛ0 Zhu

(︂
1 +

√︁
𝑠𝑇e Zhu

)︂
, (6.7)

im Folgenden als Stand der Forschung deklariert, setzt sich aus der Summe
aller stationären Teilreluktanzen ℛ0 Σ =

∑︁
𝑖 ℛ0 𝑖 und der Wirbelstromzeitkon-

stante 𝑇e Zhu zusammen. Letztere berücksichtigt nicht nur die Kernelemente,
sondern auch die Luftspaltreluktanzen, die einem System der Ordnung 𝛾 = 1/4

entsprechen. Durch eine TaylorśEntwicklung 2. Ordnung lassen sich aber auch
die Luftspaltelemente in ein System halber Ordnung überführen (Herleitung
in [Zhu2010]), welche jedoch somit für hohe Frequenzen überbewertet sind,
wie Abb. 6.3 zeigt. Es sei zudem angemerkt, dass Zhu et al. die Eckreluktanzen
vernachlässigen.
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Die Amplitudenfehler und Phasenabweichungen in Tab. 6.1 sind für 𝑓 > 𝑓e
entsprechend etwa doppelt so hoch, wie für die PASR. Die Fehler im Bereich 𝑓 ≈ 𝑓e,
die sich aus der nachteiligen expliziten Systembeschreibung (→ Abschnitt 4.1.2
bzw. Vergleich in Abb. 3.2) für die Teilreluktanzen ℛ𝑖 ergeben, fallen jedoch für
die Gesamtreluktanz ℛeff und den Fall dominanter Luftspaltreluktanzen nur
gering (Δℛ < 1 dB) aus. In Abhängigkeit der gewünschten Grenzfrequenz 𝑓cA,
kann die Approximation von Zhu et al. somit eine praktikable Option sein.

Das explizite FOśSystem kann mit der expliziten MatsudaśApproximation aus
Abschnitt 4.1.2 in eine rationale Funktion überführt werden. Dieser Schritt wurde
jedoch nach aktuellem Kenntnisstand in der Literatur bisher nicht praktiziert.

Erweiterung der Approximation von Zhu et al.: MAEIS

Die Nachteile des Ansatzes von Zhu et al. können durch die Anwendung impliziter
Systeme und die naheliegende Aufteilung von Kern- und Luftspaltreluktanzen
entsprechend ihrer physikalischen Systemordnung vermieden werden. Es soll
daher das äquivalente (equivalent) implizite System (EIS)

ℛeff EIS = ℛ0 con + ℛ0 gap(1 + 𝑠𝑇e gap)
1
4 + ℛ0 core(1 + 𝑠𝑇e core)

1
2 (6.8)

vorgeschlagen werden, welches mit der impliziten MatsudaśApproximation
(IMA) in Abschnitt 4.1.3 rationalisiert werden kann (⇒ MAEIS). Die drei Terme
bestehen aus den konstanten Eckelementen und den dynamischen Kernś und
Luftspaltelementen entsprechend der Aufteilung in Abb. 6.1. Die Berechnung der
stationären Reluktanzen ℛ0 und Zeitkonstanten 𝑇e erfolgte bereits in Gl. 6.3 ś 6.5.
Sind bei der ursprünglichen Summe aller Teilreluktanzen ℛeff Σ noch sechs dyna-
mische Terme involviert, sind es nun lediglich zwei, weshalb die Gesamtordnung
𝑚Σ um 2/3 reduziert werden kann.

Für 𝑚Σ = 25 und 𝑓cA = 21,3 kHz ist die MAEIS exakter als die PASR, da sie
auch bei moderaten Ordnungen wesentlich höhere Grenzfrequenzen erlaubt.
Der Vergleich in Tab. 6.1 zeigt jedoch, dass die Unterschiede für 𝑓cA = 1,5 kHz

mit maximalen Amplituden- und Phasenfehlern in den Bereichen 0,99. . . 1,01 dB

bzw. 2,4. . . 2,5◦ nicht signiőkant sind.

6.2.3 Vergleich der Verfahren

Die vorherigen Abschnitt 6.2.1 und 6.2.2 haben gezeigt, dass die MAEIS nicht nur
einfacher und rechentechnisch effizienter ist, sondern auch höhere Approximati-
onsgrenzfrequenzen als die die PASR bei vergleichbarer Abbildungsgenauigkeit
erlaubt. Das wirft zwangsläuőg die Frage auf, ob die weitere Betrachtung der
aufwendigen PASR, basierend auf der DRA aller Teilreluktanz, überhaupt loh-
nenswert ist.
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Tabelle 6.1: Vergleich maximaler Amplitudenfehler Δℛ und Phasenfehler Δ𝜑 sowie Teil-
und Gesamtordnungen 𝑚 für verschiedene Approximationen der rationalen
Gesamtreluktanz [Seifert2019b, © 2019 IEEE]

Direkte Rationale A. (DRA) Implizite Matsuda A. (IMA)

𝑚
Δℛ
dB

Δ𝜑
◦ 𝑚

Δℛ
dB

Δ𝜑
◦ 𝑚

Δℛ
dB

Δ𝜑
◦

𝑓cA/kHz 1,5 21,3 21,3 21,3

ℛr 1 7 13 0,73a 1,6a 5 2,52 12,4 24 1,47 5,9
ℛr 2 11 21 0,75a 1,6a 5 2,85 14,5 24 1,47 5,9
ℛao 10 19 0,74a 1,8 5 2,75 14,2 24 1,88 6,8
ℛai 1+3 16 30 0,76 2,7 5 2,87 14,6 24 0,84 4,0
ℛai 2 16 30 0,78 2,8 5 2,86 14,5 24 0,79 4,0
ℛgi 1+2 8 29 1,64 3,4 5 2,49 13,9 24 1,64 3,4

ℛc 1...4 0 0 - - 0 - - 0 - -∑︁ℛ𝑖 63 137 0,99 2,4 25 1,98 8,84 139 1,01 2,4

Padé Approximation der Summe der Reluktanzen (PASR)

ℛPASR 25 51 0,99 2,4 kein Effekt

Matsuda Approximation des äquivalenten impliziten Systems (MAEIS)

ℛMAEIS 25 1,01 2,5 139 1,01 2,4
9 2,41 11,2 51 1,01 2,4

Matsuda Approximation des äquivalenten expliziten Systems (Stand d. F.)

ℛMA Zhu 25 1,88 3,3 139 1,88 3,3
9 2,54 8,8 51 1,88 3,3

a Die Fehler berücksichtigen den Amplituden- und Phasenabfall unmittelbar vor
dem Divergieren der anderenfalls genaueren oder ggf. exakten Approximation.

Zunächst ist festzuhalten, dass einzig die PASR eine weitestgehend geschlosse-
ne analytische Lösung darstellt. Aus akademischer Sicht stellt die PASR somit die
Referenz dar und wird trotz ihrer Nachteile im Kontext dieser Arbeit weiter un-
tersucht. Die quantitativen Schlussfolgerungen, die aus dem Vergleich in Tab. 6.1
und Abb. 6.3 gezogen werden können, sind jedoch stark von der Aktorgeometrie
und den eingesetzten Materialien abhängig. Für das hier vorliegende Magnetlager
wurde bereits in Abb. 6.1 deutlich, dass das Frequenzverhalten des Magnetkreises
vorrangig von den Luftspalten bestimmt wird. Der Luftspalt ℛgi zwischen zwei
massiven Kernelementen ist jedoch die einzige Teilreluktanz, deren transzen-
dente Lösung aufgrund ihrer fraktionalen Ordnung 𝛾 = 1/4 nicht direkt in eine
rationale Funktion überführt werden kann. Die bestmögliche Alternative ist die
Darstellung als Binomialfunktion bzw. implizites FOśSystem (→ Abschnitt 5.1.4),
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die wiederum sowohl von der PASR als auch der MAEIS genutzt wird, weshalb
auch die Genauigkeit der Approximation des Gesamtsystems erwartungsgemäß
ähnlich ist.

Für den Fall, dass die Kernreluktanzen dominieren, wäre die PASR genauer
als die MAEIS. Dies betrifft vor allem Aktoren mit sehr schmalen Luftspalten
oder relativ zum Luftspalt sehr langen Eisenpfaden, aber auch Anordnungen
mit homogenen Luftspaltfeldern aufgrund angrenzender Blechpakete, wie in
Radiallagern. Der Aufbau des Kerns aus niederpermeablen Materialien, wie
Pulververbundwerkstoffen, hat ähnliche Eigenschaften zur Folge.

Die Fehler entsprächen denen der KernśTeilreluktanzen ℛi in Tab. 6.1, welche
sich für die PASR im Bereich von nur 0,73. . . 0,78 dB und 1,6. . . 2,8◦ bewegen,
wohingegen die MAEIS mit 0,79. . . 1,88 dB und 4,0. . . 6,8◦ signiőkante Abwei-
chungen im Bereich der Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e zeigt.

Im späteren experimentellen Teil dieser Arbeit, insbesondere in den Abschnitten
9.3 bis 9.5, wird sich jedoch zeigen, dass diese quantitative Fehleranalyse allenfalls
eine akademischen Wert aus mathematischśanalytischer Sicht hat. Faktoren
wie die inhomogene sowie frequenz- und lastabhängige Kernpermeabilität
haben einen weitaus größeren Einŕuss, weshalb die Abbildungsgenauigkeit der
gewählten Approximation in den Hintergrund rückt und die in Abschnitt 6.4
gezeigten praktischen Auswahlkriterien von größerer Relevanz sind.

100

120

140

160 Summe der transzendenten Systeme

PASR <�풫 = 25

PASR <�풫 = 51

MAEIS <∑
= 9

MAEIS <∑
= 25

Zhu <∑
= 25

M
ag

( ℛ) in
d

B
H

-1

10−3 10−2 10−1 100 101 102 103 104 105 106

0

15

30

45

60

S H L

5 in Hz

!
( ℛ) in

°

Zoom

Zoom

Abbildung 6.3: Frequenzverhalten der effektiven Gesamtreluktanz ℛeff Σ (Summe der
transzendenten Systeme) im Vergleich mit der PASR und MAEIS sowie
den dem Stand der Forschung für verschiedene Ordnungen entsprechend
Tab. 6.1 [Seifert2019b, © 2019 IEEE]
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6.3 Numerische Verfahren für empirische Daten

Aufgrund der theoretischśanalytischen Ausrichtung dieser Arbeit ist die Unter-
suchung numerischer Approximationsverfahren, die auf der Regression oder
der simplen Kurvenanpassung empirischer Daten beruhen, nicht Bestandteil der
Zielstellung. Eine Zusammenarbeit mit M. Hecht hat jedoch interessante Aspekte
und einige Vorteile für den industriellen Einsatz des Flussschätzers aufgezeigt.
Aus diesem Grund sollen die Ergebnisse der gemeinsamen Untersuchung in
[Hecht2021] hier zusammengefasst werden.

Die numerischen Verfahren benötigen empirische Daten des Systemübertra-
gungsverhaltens im Frequenzbereich, welche simuliert, analytisch berechnet
oder gemessen werden können. Das eröffnet zudem die Möglichkeit, analy-
tisch nicht vollständig abbildbare Effekte, wie nichtlineare Materialparameter
oder frequenzabhängige Streu- und Stirnŕüsse mit einzubeziehen. Durch das
Aufheben sämtlicher mathematischer Verknüpfungen zum ursprünglichen phy-
sikalischen Modell, welches aus der Diffusionsgleichung (→ Abschnitt 2.2)
abgeleitet wurde, erhält man zusätzliche Freiheitsgrade, die eine Optimierung
der rationalen Zielfunktion zu minimalen Systemordnungen 𝑚 erlauben. Auch
wenn das Ursprungssystem physikalisch plausibel und stabil war, so kann dies
für das optimierte System nicht garantiert werden. Es ist somit eine gesonderte
Prüfung auf Plausibilität und ggf. gezielte Anpassung der Pole und Nullstellen
zur Stabilisierung des Systems notwendig.

Die numerische Kurvenanpassung an komplexe Frequenzgänge (Complex Curve
Fitting) ist in der Literatur umfänglich dokumentiert, wobei das Vector Fitting
von Gustavsen et al. [Gustavsen1999] sowie Levy’s Methode [Levy1959] mit ihren
zahlreichen Verbesserungen (Übersicht in [Bañuelos2017]) die bekanntesten
Verfahren sind. Normalerweise werden mit diesen Methoden Frequenzgänge
angeglichen, deren Verhalten bereits einem IOśSystem (mit ganzzahligem Expo-
nenten 𝛾 ∈ Z) entsprechen. Es sind nur wenige Anwendungen auf Systeme mit
fraktionalen Eigenschaften im Zusammenhang mit elektromagnetischen Aktoren
bekannt.

Zhong et al. [Zhong2014] nutzen Levy’s Methode, um eine FOśSystembesch-
reibung aus dem gemessenen fraktionalen Frequenzgang eines ungeblechten
Axiallagers abzuleiten, erlauben für die Regression jedoch auch reelle Exponenten
𝛾 ∈ R. Dieses Vorgehen ist jedoch physikalisch nicht erklärbar und zudem nicht
zielführend, da es weitere Approximationen erfordert. Zhou et al. [Zhou2016]
schränken den Exponenten sinnvollerweise zumindest auf 𝛾 = 𝑘 · 1

2 mit 𝑘 ∈ Z ein
und vergleichen den Ansatz mit einer Regression mit 𝛾 ∈ Z (IO), beschränken
sich jedoch auf sehr kleine Systemordnungen 𝑚 ≤ 3. Herzog et al. [Herzog2009]
kommen der Zielstellung dieser Arbeit am nächsten und wenden Levy’s Methode
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mit 𝑚 = 4 und 𝛾 ∈ Z ebenfalls auf ein Axiallager an. Die Ergebnisse zeigen jedoch
deutliche Fluktuationen im Übertragungsverhalten des ermittelten Systems, die
sich durch höhere Ordnungen 𝑚 ≥ 8 vermeiden ließen. Die Gründe für die
geringen Systemordnungen werden von den Autoren nicht diskutiert, lassen
jedoch erwartbare Probleme mit der KoeffizientenśQuantisierung vermuten.
In Abschnitt 8.1 werden Wege zu deren Lösung aufgezeigt, sodass theoretisch
Ordnungen 𝑚 ≤ 50 (→ Gl. 8.9) ohne signiőkante Nachteile möglich sind.

Im Folgenden soll, neben Levy’s Methode und dem Vector Fitting, mit der
PolśNullstellenśAufhebung mit SchleppfehlerśKompensation auch eine numerische
Alternative zur Ordnungsreduktion mit der PASR vorgestellt werden.

Levy’s Methode (LEVY)

Diese Methode ist verallgemeinert eine gewöhnliche LeastśSquares Regression,
die in ihrer komplexen Form auf E. C. Levy [Levy1959] zurückgeht. Ziel ist
die Minimierung des Fehlers 𝑒(j𝜔𝑘) = 𝐹(j𝜔𝑘) − 𝐺(j𝜔𝑘) für jede Stützstelle j𝜔𝑘

zwischen der empirischen Stützfunktion 𝐹(j𝜔𝑘) und der Zielfunktion

𝐺(j𝜔) = 𝑁(j𝜔)
𝐷(j𝜔) =

𝐴0 + 𝐴1 · (j𝜔) + · · · + 𝐴𝑛 · (j𝜔)𝑚
1 + 𝐵1 · (j𝜔) + · · · + 𝐵𝑚 · (j𝜔)𝑛 . (6.9)

Dafür wird das Optimierungsproblem mit j𝜔 = j𝜔𝑘

𝑒′(j𝜔𝑘) = 𝐷(j𝜔𝑘) · 𝐹(j𝜔𝑘) − 𝑁(j𝜔𝑘) = 0 (6.10)

für aufgetrennte Realś und Imaginärteile gelöst. Das genaue Vorgehen ist in
[Hecht2021] erläutert. Durch die Multiplikation der Stützfunktion 𝐹(j𝜔𝑘) mit
dem Nenner der Zielfunktion 𝐷(j𝜔𝑘) kommt es zu einer ungewollten Wichtung,
die iterativ kompensiert werden sollte. Neben der SanathananśKoernerśIteration
[Sanathanan1963], hat sich insbesondere ein Vorgehen nach Noda [Noda2005]
bewährt, welcher über die Minimierung der Summe der quadrierten relativen
Fehler an den Stützstellen eine wirksame Wichtungsmatrix für das Optimierungs-
problem ermittelt.

Levy’s Methode basiert auf der Berechnung von Koeffizienten, weshalb sie wie
die PASR und MAEIS zu QuantisierungsśFehlern neigt und die Anwendung von
Langzahlarithmetik (→ Abschnitt 8.1) erfordert.

Ein generelles Problem der numerischen Verfahren ist die mögliche Destabili-
sierung der ursprünglich stabilen Stützfunktion, welches insbesondere bereits bei
relativ kleinen Ordnungen 𝑚 < 10 auftritt [Hecht2021]. Eine mögliche Lösung ist
das źUmklappenł eines jeden instabilen Pols in die linke Halbebene, durch Dre-
hung des Vorzeichens seines Realteils sowie einer benachbarten Polstelle, wie in
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6 Rationale Gesamtreluktanz

[Gustavsen1999] vorgeschlagen. Der Amplitudengang wird dadurch nicht beein-
ŕusst. Während dieses Vorgehen bei hinreichend hohen Ordnungen meist ohne
Einschränkungen möglich ist und auch die Auswirkungen auf den Phasengang
nicht signiőkant sind, ist dies für die angestrebten niedrigen Ordnungen nicht
gegeben. Denn für diesen Fall nimmt der Abstand zwischen den umgeklappten
Polen und Nullstellen zu und damit auch der resultierende Abbildungsfehler.
Auch sind möglicherweise keine passenden Nullstellen vorhanden.

In [Hecht2021] konnte für das vorliegende System ℛeff Σ aus Gl. 6.1 gezeigt
werden, dass für 𝑚 = 9 mit maximalen Amplituden- und Phasenfehlern von
lediglich 0,04 dB bzw. 0,23◦ sogar eine höhere Abbildungsgenauigkeit als für die
PASR erreicht werden kann. Für die in der Literatur untersuchte Ordnung 𝑚 = 4

[Herzog2009] vergrößern sich die Fehler mindestens um den Faktor 12.
Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass Levy’s Methode eine sehr genaue

Alternative zu den analytischen Verfahren darstellt, sofern eine gesonderte
Prüfung der Zielfunktion auf Plausibilität und Stabilität erfolgt.

Relaxed Vector Fitting (RVF)

Das wesentlich komplexere Vector Fitting, was auf Gustavsen et al. [Gustavsen1999]
zurückgeht löst ebenfalls ein LeastśSquares Problem direkt im LaplaceśBereich.
Anders als Levy’s Methode werden jedoch nicht die Koeffizienten der Zielfunktion
bestimmt, sondern ihre Partialbruchzerlegung bzw. PolśResiduenśForm

𝐺(𝑠) =
𝑚∑︂
𝑖=1

𝑐𝑖
𝑠 − 𝑝𝑖

+ 𝑑 + ℎ 𝑠 = 𝐾

𝑛∏︁
𝑖=1

(𝑠 − 𝑧𝑖)
𝑚∏︁
𝑖=1

(𝑠 − 𝑝𝑖)
, (6.11)

aus welcher anschließend die PolśNullstellenśForm ermittelt werden kann. In
einem iterativen Prozess werden aus den Stützstellen 𝑠𝑘 der Stützfunktion 𝐹(𝑠𝑘)
und einem frei wählbaren Set an Startpolen 𝑝𝑖 = �̃�𝑖 die Residuen 𝑐𝑖 und Pole 𝑝𝑖
der Zielfunkton 𝐺(𝑠) bestimmt. Das genaue Vorgehen ist auch hier in [Hecht2021]
erläutert. Die Relaxation beschreibt dabei einen von [Gustavsen2006] später
eingeführten zusätzlichen Freiheitsgrad, der zusammen mit dem Fast Vector
Fitting von [Deschrĳver2008] das Verfahren optimiert.

Bei der Bestimmung der Partialbruchzerlegung sind keine Polynome involviert,
weshalb dieses Verfahren bis zu diesem Punkt unanfällig für Koeffizientenś
Quantisierungsfehler und somit in GleitkommaśArithmetik ausführbar ist. Es ist
anderen Verfahren somit nicht nur in der numerischen Robustheit, sondern auch
der Berechnungszeit überlegen. Für die Bestimmung der Nullstellen 𝑧𝑖 oder gar
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6.3 Numerische Verfahren für empirische Daten (LEVY | RVF)

einer gewöhnlichen Transferfunktion wie in Gl. 6.9 müssen jedoch Polynome be-
rechnet werden, weshalb vor diesen Rechenschritten zu LangzahlśArithmetik zu
wechseln ist. Der iterative Hauptteil des Berechnungsgangs erfordert dies jedoch
nicht, weshalb das Relaxed (Fast) Vector Fitting das schnellste aller Verfahren dar-
stellt. An dieser Stelle sei zudem angemerkt, dass Wong et al. [Wong2008] das für
diese Arbeit nicht erprobte Discrete Vector Fitting vorschlagen. Zusammen mit der
späteren digitalen Implementierung des Flussschätzers, basierend auf Secondś
Order-Sections (→ Gl. 8.10), lassen sich somit möglicherweise problembehaftete
Polynome mit 𝑚 > 2 im gesamten Prozess vermeiden.

Bezüglich der Plausibilität und Stabilität der Zielfunktion gelten die gleichen
Einschränkungen wie für Levy’s Methode, wobei auch hier ein źUmklappenł der
instabilen Pole und benachbarter Nullstellen möglich ist.

Die in [Hecht2021] dokumentierte Abbildungsgenauigkeit ist mit maximalen
Amplituden- und Phasenfehlern von 0,34 dB bzw. 0,77◦ (für 𝑚 = 9) zwar schlech-
ter als für Levy’s Methode, jedoch nur unwesentlich und weiterhin genauer als
die analytischen Verfahren. Für niedrigere Ordnungen 𝑚 ist das Vector Fitting
jedoch nicht geeignet, da die Bandbreite unverhältnismäßig schnell abfällt.

PolśNullstellenśAufhebung mit SchleppfehlerśKompensation
Pole–Zero–Cancellation (PZC) with Tracking Error Compensation (TEC)

Ein ideales System halber Ordnung 𝑠1/2, welches in seiner Charakteristik den
überwiegenden höherfrequenten Teil des vorliegenden Magnetkreises beschreibt,
zeichnet sich durch einen äquidistanten und alternierenden Wechsel von Polen
und Nullstellen auf der Frequenzachse aus. Jedoch produzieren alle rationalen
Approximationen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, auch vermehrt Paare
von Polen und Nullstellen, die sehr nah beieinander liegen oder sogar überein-
stimmen. Bei analytisch geschlossenen Reihenentwicklungen, wie der DRA, tritt
die Konstellation häuőger auf als bei stützstellenbasierten Verfahren, wie der IMA,
EMA oder den numerischen Varianten. Diese speziellen PolśNullstellenśPaare
verbessern die Abbildungsgenauigkeit einer Approximation nur unwesentlich,
erhöhen jedoch die Systemordnung 𝑚. Es ist daher naheliegend sie zu entfernen.

Im Grundgedanken handelt es sich somit um eine Ordnungsreduktion, wie
auch die analytische PASR in Abschnitt 6.2.1 oder die RouthśApproximation
[Hutton1975, Langholz1978]. Diese Verfahren sind allerdings nicht in der Lage,
Systembeschreibungen mit gleichmäßig verteilten Polen und Nullstellen zu
generieren. Stattdessen tendieren sie bereits bei niedrigen Ordnungen 𝑚 zur
Gruppenbildung, wie [Hecht2021] zeigt.
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Abbildung 6.4: Abstrahierter Frequenzgang einer Übertragungsfunktion 1. Ordnung mit
PolśNullstellenśAufhebung (PZC) mit|ohne SchleppfehlerśKompensation
(TEC), Fall für reale Pole (basierend auf [Hecht2021])

Ein numerischer Algorithmus zur PolśNullstellenśAufhebung kann dieses
Clustering vermeiden und dabei auf alle Approximationsvarianten angewandt
werden. Das prinzipielle Vorgehen ist in Abb. 6.4 illustriert. Zunächst werden über
die logarithmische Distanz 10𝛿 auf der Frequenzachse sämtliche Konstellationen
aus Polen und Nullstellen inklusive ihrer Nachbarn ermittelt. Wird nun aus der
Ausgangsfunktion [ ś (a) ś (b) ś (c) ś ] beispielhaft das Paar (a)|(b) entfernt, so
verbleibt der Nachbar (c), der jedoch ohne den Einŕuss von (a) an Position (d) rückt.
Dadurch kommt es in der Zielfunktion [ ś (d) ś ] zu einem Schleppfehler, der durch
ein Verschieben des Nachbars auf Position (e) kompensiert werden kann, sodass
der Endverlauf von [ ś (e) ś ] mit der Ausgangsfunktion übereinstimmt. Dieses
Vorgehen wird nun für alle denkbaren Konstellationen 1 . . . 𝑗 im festzulegenden
Intervall 𝐼 = [𝜔min , 𝜔max] geprüft und der maximale Kompensationsfehler

𝜖 𝑗 = max
𝐼

|︁|︁|︁|︁ 𝐺 𝑗(j𝜔) − 𝐻 𝑗(j𝜔)
𝐻 𝑗(j𝜔)

|︁|︁|︁|︁ (6.12)

ermittelt. Mit ansteigendem Fehler 𝜖 𝑗 können nun iterativ solange PolśNullstellenś
Paare entfernt und deren Nachbar korrigiert werden, bis eine gewünschte Zielord-
nung für das System erreicht oder eine festgelegte Fehlertoleranz überschritten
ist. Das genaue mathematische Vorgehen, auch für den Fall konjugiertśkomplexer
Pole und Nullstellen, ist in [Hecht2021] dokumentiert.

Als Beispiel für die Wirksamkeit des Verfahrens soll die Summe der Reluk-
tanzen

∑︁ℛ𝑖 für den Fall der DRA mit 𝑓cA = 1,5 kHz aus Tab. 6.1 herangezogen
werden. Die Ordnung der Summe lässt sich mit der PZC von 𝑚 = 63 auf 𝑚 = 9

reduzieren und ist somit der PASR mit 𝑚 = 25 deutlich überlegen, derer größ-
ter Nachteil auf diese Weise aufgehoben werden kann. Wird die Zielordnung
nicht zu klein gewählt, so verschlechtert sich der Abbildungsfehler durch die
Ordnungsreduktion nicht [Hecht2021].
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6.4 Auswahlkriterien

Dieses Kapitel hat gezeigt, dass alle rationalen Approximationen charakteristische
Vor- und Nachteile haben. Die Auswahl sollte daher nicht nur anhand der
Abbildungsgenauigkeit Ð die für alle Verfahren ausreichend ist Ð sondern mit
Hilfe verschiedener praktischer Auswahlkriterien erfolgen. Die PZC ist optional
auf alle Verfahren anwendbar und wird daher hier nicht betrachtet.

Auswahlkriterien:

Die Bandbreite oder Grenzfrequenz der Approximation bestimmt indirekt die
maximale Grenzfrequenz der Flussregelung und übergeordnet auch die Steiőgkeit
des Lagers.

Die Abbildungsgenaugigkeit gegenüber der transzendenten Lösung ist für alle
Approximationsvarianten hinreichend genau.

Der mathematischśphysikalische Bezug beschreibt die Freiheitsgrade und so-
mit mögliche unphysikalische Parameter der Approximation gegenüber der
ursprünglichen Diffusionsgleichung.

Die gegebene Stabilität des Ursprungssystems wird durch analytische Approxi-
mationen erhalten, muss bei numerischen Varianten jedoch erzwungen werden.

Der mathematische Aufwand ist ein Maß für die Implementierbarkeit und ist
von den Kenntnissen des Ausführenden sowie der Verfügbarkeit bereits vorhan-
dener Softwarelösungen (z. B. Funktion in Matlab) abhängig.

Die OfflineśRechenzeit zur Vorausberechnung des Flussschätzers ist im Wesent-
lichen davon bestimmt, welcher Anteil des Berechnungsgangs in Gleitkomma-
oder Langzahlarithmetik oder sogar symbolisch berechnet werden muss.

Die numerische Robustheit verdeutlicht die Anfälligkeit einer Approximation
für KoeffizientenśQuantisierungsfehler und die daraus resultierende Notwen-
digkeit einer höheren Zahlengenauigkeit.

Die erforderliche Systemordnung ist die niedrigste Ordnung mit hinreichender
Abbildungsgenauigkeit und Bandbreite. Sie bestimmt maßgeblich die Onlineś
Rechenzeit des Schätzers in der őnalen EchtzeitśAnwendung.

In Abb. 6.5 wurde in Form eines Netzdiagramms eine Bewertung der Kriterien
für die einzelnen rationalen Approximationen vorgenommen. Dabei ist anzumer-
ken, dass die Bewertung anhand der Erfahrungswerte des Autors erfolgt und
möglichst neutrale und plattformunabhängige Schlussfolgerungen ermöglichen
soll. Es wurde daher bewusst auf eine quantitative Datengrundlage verzichtet, da
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6 Rationale Gesamtreluktanz

diese nicht nur vom Berechnungs- und Zielsystem abhängig wäre, sondern auch
von den Vorkenntnissen und der speziőschen Implementierung des Anwenders.

Es gibt Kriterien die überwiegend von akademischer Relevanz sind, wie der
physikalische Bezug und eine sehr hohe Abbildungsgenauigkeit. Andere sind
für eine industrielle Anwendung entscheidend, dazu zählen insbesondere die
Systemordnung, die numerische Robustheit sowie Aufwand und Rechenzeit,
wo die numerischen Approximationen im Vorteil sind. Im vorliegenden Fall
gibt es jedoch kein einziges Ausschlusskriterium und alle Varianten sind ohne
Einschränkungen implementierbar, weshalb im experimentellen Teil dieser Arbeit
ausschließlich die analytischen Approximationen mit hohem physikalischen
Bezug untersucht werden. Den besten Kompromiss aus allen Kriterien bietet die
MAEIS, wie in Abb. 6.5 durch die gleichmäßige Verteilung des Netzes ersichtlich
wird. Diese Variante soll daher für die őnale Implementierung der Lageregelung
in Abschnitt 9.7 verwendet werden. Die PASR wird als Referenz lediglich für die
Untersuchung des inneren Flussregelkreises in Abschnitt 9.6 herangezogen.

Aufgrund des theoretischen Charakters dieser Arbeit wurden die numeri-
schen Verfahren zunächst gar nicht in Betracht gezogen und erst nach Abschluss
sämtlicher Messungen zusätzlich implementiert. Da keine nennenswerten Aus-
wirkungen auf die Messwerte erwartbar sind, wurde auf eine Wiederholung der
Messungen und deren Auswertung verzichtet.

Abbildungsgenauigkeit

Bandbreite

Erforderliche
Systemordnungen

Numerische
Robustheit

Offline–Rechenzeit

Mathematischer Aufwand

Stabilitäta

Physikalischer
Bezug

PASR

MAEIS

LEVY

RVFbesserschlechter

a bei stabilem Ausgangssystem ohne erzwungene Stabilisierung

Abbildung 6.5: Netzdiagramm zur qualitativen Bewertung der Auswahlkriterien für die
rationale Approximationen, basierend auf Erfahrungswerten des Autors
ohne quantitative Datengrundlage oder Wichtung
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7 Einŕuss von Streu- und Stirnŕüssen

Kernflüsse 𝛷

Streu-
flüsse
𝛷𝜎

Stirn-
flüsse

𝛷𝜐

Abbildung 7.1: Schematische
Flussverteilung im Axiallager

Neben der Hysterese und Kernsättigung stellen
auch Stirnŕüsse 𝛷𝜐 und Streuŕüsse 𝛷𝜎 relevan-
te Modellungenauigkeiten bei der Regelung elek-
tromagnetischer Aktoren dar. Beide Flusstypen
sollen unter dem Begriff Nebenpfadŕüsse 𝛷𝜐|𝜎 zu-
sammengefasst werden und stehen im Gegensatz
zu den Kernŕüssen bzw. Hauptpfadŕüssen, die sich
ausschließlich im Eisenkern und dem geometri-
schen Luftspalt ausbreiten (Schema in Abb. 7.1). Als
Hauptŕuss 𝛷h = 𝛷f wird der kraftbildende Anteil
des Gesamtŕusses 𝛷t bezeichnet, der sich wieder-
um aus den Kern- und Stirnŕüssen zusammensetzt.

Bei geblechten Radiallagern und konventionellen Maschinen unterliegen die
Nebenpfadŕüsse im Magnetkreis i. d. R. nur geringen Schwankungen und können
daher durch konstante Korrekturfaktoren berücksichtigt werden. In ungeblechten
Axiallagern verändern sich aufgrund der Feldverdrängung die Flusspfade und
vor allem der Anteil der Nebenpfadŕüsse am Gesamtŕuss mit der Frequenz. Statt
eines Korrekturfaktors, der nur den stationären Fall beschreiben kann, soll daher
auch die Anwendbarkeit eines Reluktanznetzwerks untersucht werden. Mit dem
Ziel das Netzwerk auch in der Regelung zu implementieren, sollte es so einfach
wie möglich aufgebaut sein, da sich sonst die Systemordnung erheblich erhöht.

Zum Aufbau des Reluktanznetzwerks wird zunächst ein symmetrisches Axial-
lager mit zentrierter Steuerspule angenommen (Abb. 7.2), da sich so die einzelnen
Nebenpfadŕüsse einfacher aus den Simulationsergebnissen identiőzieren lassen.
Anderenfalls führen Unsymmetrien zu Ausgleichsŕüssen, die die zu ermittelnden
Nebenpfade verfälschen. Ist das Netzwerk identiőziert, kann der Übergang zum
realen unsymmetrischen Lager erfolgen, um auch für diesen Fall die Nebenpfadre-
luktanzen ℛ𝜐|𝜎 zu bestimmen. In einem ersten Schritt wird eine magnetostatische
FEMśSimulation durchgeführt, mit der sich sämtliche Nebenpfadŕüsse und
-reluktanzen identiőzieren lassen. Für den dynamischen Fall muss das Netzwerk
leicht angepasst werden, da durch die Feldverdrängung einige Streuŕusspfade
verschwinden. Abschließend werden die dominanten Pfade ermittelt und eine
Vielzahl von Vereinfachungen vorgenommen, um die Implementierbarkeit des
Flussschätzers weiterhin zu gewährleisten.
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𝛷ao

𝛷𝜎
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Spuleninnenraum: Zoom, Nebenpfadflüsse verstärkt

Abbildung 7.2: Magnetostatische Flussverteilung des Axiallagers mit symmetrischer Spu-
lenanordnung: Identiőkation der Nebenpfadŕüsse und -reluktanzen aus
linearer FEM-Simulation, Unterteilung der Kernreluktanzen in Abb. 5.1
Ð : Integrationsŕächen zur Flussberechnung [Seifert2021a]
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7.1 Magnetostatischer Fall

Beim Axiallager wird zwischen kraftbildenden Stirnŕüssen, Streuŕüssen und
passiven Nebenpfadŕüssen unterschieden. Passive Flüsse haben keinen direkten
Einŕuss auf die Kraft, da sie zu keinem Luftspalt parallel verlaufen. Stirnŕüsse
überbrücken nur einen Luftspalt während Streuŕüsse beide Luftspalte über-
brücken oder senkrecht zur Kraftrichtung stehen und somit keine Kraft ausbilden.
Die Indizierung der Flüsse und Reluktanzen ist in Tab. 7.1 zusammengefasst.

Tabelle 7.1: Bedeutung der Indizes für Haupt- und Nebenpfadŕüsse 𝛷, 𝛷𝜐|𝜎 sowie korre-
spondierende Reluktanzen ℛ, ℛ𝜐|𝜎 , Ausnahme: zusammengefasste Größen

Indizes Bedeutung

1 Hauptelement: (a) ś axial, (r) ś radial, (c) ś Ecke, (g) ś Luftspalt, (d) ś Scheibe
2 Innerhalb (i) oder außerhalb (o) der Spule, Spule durchdringend (c)
3 Innere (i) oder äußere (o) Kante eines Elements

letzer Linke (L) oder rechte (R) Lagerseite bzw. beide Seiten (L|R)

7.1 Magnetostatischer Fall

Die folgenden Haupt- und Nebenpfadŕüsse können für einen symmetrischen
Aufbau eindeutig aus einer magnetostatischen FEMśSimulation in Abb. 7.2
identiőziert werden, wobei die Linien ( ) im Längsschnitt, die von den
jeweiligen Flüssen durchsetzten Flächen im Volumen repräsentieren.

Kern-/Hauptpfadŕüsse

• 𝛷ao ś Stator außen: Fluss schließt den Magnetkreis auf Höhe der Scheibe im
Statorrücken. Deőniert den Gesamtŕuss 𝛷t quantitativ.

• 𝛷giL|R ś Luftspalte: Flüsse überbrücken den Luftspalt im Hauptpfad ohne
Ausbauchung. Sie stellen die hauptsächlich kraftbildende Komponente dar
und werden den Kernŕüssen zugeschrieben, da sie ein vergleichbares Fre-
quenzverhalten aufweisen.

• 𝛷di ś Scheibe: Fluss durch Mitte der Scheibe und des Rotors. Entspricht nach
Abzug von 𝛷𝜎

ciiL|R dem kraftbildenden Hauptŕuss.

Stirnŕüsse 𝛷𝜐

• 𝛷𝜐
dioL|R ś Axial innen über Luftspalte (spulenseitig): Flüsse überbrücken

einzelnen Luftspalt auf der Spulenseite.

• 𝛷𝜐
aiiL|R ś Axial innen über Luftspalte (wellenseitig): Flüsse überbrücken ein-

zelnen Luftspalt auf der Wellenseite.

Streuŕüsse 𝛷𝜎

• 𝛷𝜎
dc ś Axial innen über Scheibe: Fluss überbrückt komplette Scheibe. Entspricht

mit 𝛷𝜎
ciiL|R dem nicht kraftbildenden Teil des Gesamtŕusses 𝛷𝜎

dc = 𝛷ao −𝛷di.
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• 𝛷𝜎
ciiL|R ś Ecke innen über Luftspalte (wellenseitig): Flüsse überbrücken ein-

zelnen Luftspalt direkt zur Welle und somit senkrecht zur Kraftrichtung.
Verschwinden für hohe Frequenzen.

• 𝛷𝜎
riL|R ś Radial innen: Flüsse, die aus der Innenseite der radialen Kernelemente

ℛrL|R austreten und bei bereits kleinen Änderungen von Frequenz, Last oder
Symmetrie ihre Gestalt ändern. Die Berechnung des Reluktanznetzwerks wür-
de so erheblich erschwert. Jedoch sind diese Streuŕusswirbel vernachlässigbar
klein, weshalb sie im Folgenden vernachlässigt werden.

Passive Nebenpfadŕüsse

• 𝛷𝜎
rcL|R ś Zentral über Spule: Diese Flüsse sind im magnetostatischen Fall

Streuŕüsse, kehren aber bereits bei niedrigen Frequenzen ihre Richtung um
und sind dann den passiven Flüssen zuzuordnen.

Jedem dieser Nebenpfadŕüsse 𝛷𝜐|𝜎 wird nun eine Nebenpfadreluktanz ℛ𝜐|𝜎

zugeordnet und zusammen mit den in Abschnitt 5.1 berechneten Kernreluktanzen
ergibt sich das vollständige Reluktanznetzwerk in Abb. 7.3.
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Abbildung 7.3: Vollständiges Reluktanznetzwerk inklusive Nebenpfadreluktanzen
Ð Symmetrisch, Magnetostatisch: 𝛩L = 𝛩R = 𝛩/2,𝛩C = 0
Ð Symmetrisch, Dynamisch: 𝛩L = 𝛩R = 0,𝛩C = 𝛩
Ð Unsymmetrisch: 𝛩L = 𝛩C = 0,𝛩R = 𝛩
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7.1 Magnetostatischer Fall

Anders als in elektrischen Netzwerken sind hier Quellŕuss und Durchŕu-
tungsquelle per Deőnition gleichgerichtet [Müller2006], wobei eine Masche als∑︁

𝛩𝑖 =
∑︁ℛ𝑖𝛷𝑖 deőniert ist. Die Durchŕutung 𝛩 ist physikalisch eine verteilte

Größe und müsste entsprechend im Netzwerk durch eine Vielzahl von Quellen
berücksichtigt werden. Diese sind jedoch nicht bekannt und durch die erhöhte
Anzahl an Unbekannten wäre die Lösung des Netzwerks nicht mehr möglich.

Stattdessen wird die Durchŕutungsquelle dort im Netzwerk berücksichtigt,
wo der magnetische Gesamtŕuss 𝛷t am größten ist: an der äußeren Seite des
Axiallagers. Um die großen Wirbel 𝛷𝜎

rcL|R = 𝛷𝜎
aoiL|R und ggf. die optionalen

kleinen Wirbel 𝛷𝜎
riL|R (→ Abb. 7.2) abbilden zu können, wird die Durchŕutungs-

quelle auf die beiden Ecken und den mittleren Statorteil aufgeteilt. Die selbst zu
wählende Gewichtung hat nur einen quantitativen Einŕuss auf die Reluktanzen
der Wirbelpfade, die später vernachlässigt werden. Jedoch muss die Gewichtung
für jeden Fall Ð stationär oder dynamisch, symmetrisch oder unsymmetrisch Ð
angepasst werden (Abb. 7.3), da nur so die wechselnden Vorzeichen der Flüsse
𝛷𝜎

aoiL|R berücksichtigt werden können und das Netzwerk lösbar bleibt.

Das Reluktanznetzwerk wird durch das Gleichungssystem

𝓡 ·𝜳 = 𝜣 (7.1)

über die Reluktanzmatrix 𝓡 beschrieben, wobei 𝜳 und 𝜣 den Vektoren aus
Maschenŕussverkettungen und Durchŕutungsquellen entsprechen. Die Maschen-
ŕussverkettungen

𝜳 =
[︁
𝛹rL 𝛹rR 𝛹cil 𝛹ciR 𝛹giL 𝛹giR 𝛹goL 𝛹goR 𝛹c 𝛹g

]︁′
(7.2)

lassen sich schrittweise über Knotenpunktgleichungen aus den mit der magneto-
statischen FEMśSimulationen bestimmten Flüssen berechnen:

𝛹rL = 𝛷ao +𝛷𝜎
aoiL

𝛹rR = 𝛷ao +𝛷𝜎
aoiR

𝛹ciL = 𝛷𝜎
ciiL

𝛹ciR = 𝛷𝜎
ciiR

𝛹c = 𝛷ao

𝛹giL = 𝛷𝜐
aiiL +𝛷𝜎

ciiL

𝛹giR = 𝛷𝜐
aiiR +𝛷𝜎

ciiR

𝛹goL = 𝛷ao −𝛷𝜎
dc −𝛷𝜐

dioL

𝛹goR = 𝛷ao −𝛷𝜎
dc −𝛷𝜐

dioR

𝛹g = 𝛷ao −𝛷𝜎
dc .

(7.3)

Es sind auch noch weitere Knotenpunktgleichungen aufstellbar, jedoch wäre das
System dann überbestimmt. Im hier gezeigten System ist der Fluss 𝛷ao besonders
oft vertreten, da er sich exakt bestimmen lässt und die spätere Bezugsgröße
darstellt. Die Durchŕutungen sind im vorliegenden stationären, symmetrischen
Fall gleichmäßig auf die oberen Statorecken aufzuteilen, um den Wirbelcharakter
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

von 𝛷𝜎
aoiL|R zu erhalten:

𝛩L = 𝛩R = 𝛩/2 und 𝛩C = 0 (Fall: symmetrisch, stationär) . (7.4)

Es folgt der Vektor

𝜣 =
[︁
𝛩L 𝛩R 0 0 0 0 0 0 𝛩C 0

]︁′
. (7.5)

Die Reluktanzmatrix 𝓡 mit ℛsoL|R = ℛaoL|R + ℛcoL|R + ℛrL|R + ℛciL|R + ℛaiL|R

𝓡 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ℛsoL+ℛ𝜎
rcL 0 0 0 0 0

0 ℛsoR+ℛ𝜎
rcR 0 0 0 0

0 0 ℛ𝜎
ciiL+ℛ𝜐

aiiL 0 −ℛ𝜐
aiiL 0

0 0 0 ℛ𝜎
ciiR+ℛ𝜐

aiiR 0 −ℛ𝜐
aiiR

0 0 −ℛ𝜐
aiiL 0 ℛgiL+ℛ𝜐

aiiL 0

0 0 0 −ℛ𝜐
aiiR 0 ℛgiR+ℛ𝜐

aiiR

0 0 0 0 −ℛgiL 0

0 0 0 0 0 −ℛgiR

−ℛ𝜎
rcL −ℛ𝜎

rcR 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

. . .

0 0 −ℛ𝜎
rcL 0

0 0 −ℛ𝜎
rcR 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−ℛgiL 0 0 0

0 −ℛgiR 0 0

ℛgiL+ℛ𝜐
dioL 0 0 −ℛ𝜐

dioL

0 ℛgiR+ℛ𝜐
dioR 0 −ℛ𝜐

dioR

0 0 ℛ𝜎
dc+ℛ𝜎

rcL+ℛ𝜎
rcR −ℛ𝜎

dc

−ℛ𝜐
dioL −ℛ𝜐

dioR −ℛ𝜎
dc ℛdi+ℛ𝜎

dc+ℛ𝜐
dioL+ℛ𝜐

dioR

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(7.6)

setzt sich aus den gesuchten Nebenpfadreluktanzen ℛ𝜐|𝜎
𝑖 sowie den bekannten

analytischen Lösungen der magnetostatischen bzw. stationären Teilreluktanzen
ℛ0 𝑖 aus Abschnitt 5.1 zusammen. Das Umstellen und Lösen des Gleichungssys-
tems zur Ermittlung aller ℛ𝜐|𝜎

𝑖 kann z. B. nach dem GaußśAlgorithmus oder mit
einem ComputerśAlgebraśSystem erfolgen. Da für neun Nebenpfadreluktanzen
zehn Maschengleichungen zur Verfügung stehen, kann die Masche 𝛹g zunächst
übergangen werden, diese wird erst für die spätere umgekehrte Berechnung der
Flüsse aus dem Netzwerk benötigt.

Die quantitativen Werte der ermittelten Nebenpfadreluktanzen ℛ𝜐|𝜎
𝑖 sind in

Tab. 7.2 zusammengefasst und mit den parallelen Kernreluktanzen ℛ | | verglichen,
die sie überbrücken.
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7.1 Magnetostatischer Fall

Tabelle 7.2: Durch FEMśSimulation ermittelte Nebenpfadreluktanzen ℛ𝜐|𝜎
𝑖 im Vergleich

mit den durch sie überbrückten Kernreluktanzen ℛ | | für den symmetrischen
Fall mit 0 Hz und 1 kHz

ℛ𝜐|𝜎
𝑖 in H−1 ℛ | | in H−1 ℛ | |/ℛ𝜐|𝜎

𝑖 ℛ | |/ℛ𝜐|𝜎
𝑖

Symmetrischer Fall: 0 Hz 1 kHz

ℛ𝜎
rcL|R 2,36 · 107 ℛsoL|R* 1,08 · 104 0,05 % 2,06 %

ℛ𝜐
dioL|R 5,94 · 106 ℛgiL|R 1,01 · 105 2,37 % 6,22 %

ℛ𝜐
aiiL|R 3,39 · 106 ℛgiL|R 1,01 · 105 2,99 % 7,84 %

ℛ𝜎
ciiL|R 1,89 · 106 ℛgiL|R 1,01 · 105 5,36 % 14,06 %

ℛ𝜎
dc 1,51 · 107 ℛdi + ℛgiL + ℛgiR 2,03 · 105 1,34 % 4,18 %

*ℛsoL|R = ℛaoL|R + ℛcoL|R + ℛrL|R + ℛciL|R + ℛaiL|R
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Abbildung 7.4: Anteil der Nebenpfadŕüsse 𝛷𝜐|𝜎 am Gesamtŕuss 𝛷t = 𝛷ao für das sym-
metrische Axiallager

Es wird deutlich, dass die zentralen Reluktanzenℛ𝜎
rcL|R im relevanten Frequenz-

bereich nur einen vernachlässigbaren Einŕuss haben. Alle anderen Reluktanzen
sollten berücksichtigt werden. Im Vergleich mit Abb. 7.4 wird jedoch deutlich,
dass der scheinbar hohe Einŕuss der wellenseitigen Reluktanzen ℛ𝜐

aiiL|R und
ℛ𝜎

ciiL|R mit 7,8 % bzw. 14 % etwas irreführend ist, da der Gesamtŕuss aufgrund der
Feldverdrängung diese Reluktanzen kaum erreicht. Die tatsächlichen wellenseiti-
gen Nebenpfadŕüsse 𝛷𝜐

aiiL|R und 𝛷𝜎
ciiL|R nehmen mit zunehmender Frequenz ab

und sinken bei 1 kHz bereits unter 1 %. Diese Diskrepanz lässt sich durch das
Reluktanznetzwerk nicht abbilden, wie Abschnitt 7.4 zeigen wird.

Die stationären Teilreluktanzen ℛ0 𝑖 lassen sich nun durch die frequenzabhän-
gigen Teilreluktanzen ℛ 𝑖 ersetzen. Für eine gegebene Durchŕutung 𝛩 ist es so
möglich für jede beliebige Frequenz, die Maschenŕussverkettungen 𝜳 und somit

jeden Kernŕuss 𝛷𝑖 sowie Nebenpfadŕuss 𝛷𝜐|𝜎
𝑖 zu berechnen. Diese können, wie

nachfolgend gezeigt, mit einer dynamischen FEMśSimulation verglichen werden.
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

7.2 Dynamischer Fall

Bei bereits niedrigen Frequenzen schmiegen sich die nun komplexen Kernŕüsse
𝛷𝑖 in den jeweiligen Kernabschnitten an die Steuerspule an. Das hat zunächst
zur Folge, dass die vernachlässigten Wirbel 𝛷𝜎

riL|R sowie die Streuŕüsse 𝛷𝜎
rcL|R,

welche die Spule zentral überbrücken, ihre Richtung umkehren. Für den dynami-
schen Fall wird die Durchŕutungsquelle 𝛩 daraufhin zentral im oberen Zweig
des Reluktanznetzwerks in Abb. 7.3 angeordnet:

𝛩L = 𝛩R = 0 und 𝛩C = 𝛩 (Fall: symmetrisch, dynamisch) . (7.7)

Der Fluss 𝛷ao ist der größte Kernŕuss und wird als Gesamtŕuss 𝛷t deőniert.
Abbildung 7.7 zeigt, dass sich der Amplitudenfehler der analytisch berechneten
effektiven Gesamtreluktanzℛeff gegenüber der FEMśSimulation, welcher sich auf
Streuung und Stirnŕüsse zurückführen lässt (ca. 1 dB), durch das Reluktanznetz-
werk fast vollständig eliminieren lässt. Das Abfallen der Phase vom theoretischen
Grenzwert bei 45◦ für hohe Frequenzen, lässt sich durch das vollständige Re-
luktanznetzwerk ebenfalls abbilden. Lediglich der Modellfehler im Bereich der
Wirbelstromknickfrequenz 𝑓e bleibt bestehen. Das vollständige Reluktanznetz-
werk (Abb. 7.3) führt aufgrund seiner Komplexität zu einer deutlichen Erhöhung
der Systemordnung 𝑚Σ der approximierten effektiven Reluktanz ℛeff und wäre
daher nicht zweckmäßig für eine Berücksichtigung im Flussschätzer 𝐺FS. Deshalb
sollen im Folgenden anhand von Tab. 7.2, Abb. 7.4 sowie der Auswertung von
Feldbildern zahlreiche Vereinfachungen vorgenommen werden.

• Die Stirnŕüsse 𝛷𝜐
dioL|R und 𝛷𝜐

aiiL|R lassen sich als Parallelschaltung den
LuftspaltśStirnŕussreluktanzen ℛ𝜐

giL|R zuordnen:

ℛ𝜐
giL|R =

ℛ𝜐
dioL|R ℛ𝜐

aiiL|R
ℛ𝜐

dioL|R + ℛ𝜐
aiiL|R

. (7.8)

• Der Streuŕuss 𝛷𝜎
dc, welcher beide Luftspalte überbrückt, kann vereinfa-

chend auf beide Luftspalte aufgeteilt werden. Er wird mit den wellensei-
tigen Streuŕüssen 𝛷𝜎

ciiL|R zusammengefasst und kann mit den Luftspaltś
Streuŕussreluktanzen ℛ𝜎

giL|R abgebildet werden. Dabei wird jeweils die Hälfte
der Reluktanz ℛ𝜎

dc mit einer der Reluktanzen ℛ𝜎
ciiL|R parallel geschaltet:

ℛ𝜎
giL|R =

1
2ℛ

𝜎
dc ℛ𝜎

ciiL|R
1
2ℛ

𝜎
dc + ℛ𝜎

ciiL|R
. (7.9)
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7.2 Dynamischer Fall

• Zur Berechnung der korrigierten effektiven Gesamtreluktanz ℛ′
eff t, welche

sich auf den Gesamtŕuss 𝛷ao = 𝛷t bezieht, können ℛ𝜐
giL|R und ℛ𝜎

giL|R zur
kombinierten LuftspaltśNebenpfadreluktanz ℛ𝜐𝜎

giL|R zusammengefasst werden:

ℛ𝜐𝜎
giL|R =

ℛ𝜐
giL|R ℛ𝜎

giL|R
ℛ𝜐

giL|R + ℛ𝜎
giL|R

. (7.10)

• Die beiden źgeometrischenł Luftspaltreluktanzen ℛgiL|R = ℛgi sind, unabhän-
gig von der Symmetrie, identisch und für ℛ𝜐𝜎

giL|R kann das arithmetische Mittel
gebildet werden, sodass sich die einzelne korrigierte Luftspaltreluktanz

ℛ′
gi = 2

(︂
ℛ𝜐𝜎

gi | | ℛgi

)︂
mit ℛ𝜐𝜎

gi =
1

2
(ℛ𝜐𝜎

giL + ℛ𝜐𝜎
giR) . (7.11)

ergibt. Selbst für den unsymmetrischen Fall beträgt der Fehler von ℛ′
gi gegen-

über der Parallelschaltung von ℛgiL|R | | ℛ𝜐𝜎
giL|R lediglich 0,03 %. Dieser Schritt

ist ebenfalls auf die LuftspaltśStirn- und Streuŕussreluktanzen anwendbar

ℛ𝜐
gi =

1

2
(ℛ𝜐

giL + ℛ𝜐
giR) , ℛ𝜎

gi =
1

2
(ℛ𝜎

giL + ℛ𝜎
giR) . (7.12)

• Die äußeren Kernreluktanzen ℛaoL|R lassen sich durch Addition ihrer charakte-
ristischen Längen ebenfalls zu einer einzelnen Reluktanz ℛao zusammenfassen.

• Als letzter Vereinfachungsschritt können die Querreluktanzen ℛ𝜎
rcL|R ver-

nachlässigt werden. Wie in Abb. 7.4 deutlich wird, haben sie für den ma-
gnetostatischen Fall keinen Einŕuss, stellen für hohe Frequenzen jedoch den
dominierenden Anteil der Nebenpfadŕüsse dar. Aufgrund ihres passiven
Charakters, ist ihr Einŕuss auf den Amplitudengang der Gesamtreluktanz ℛeff

dennoch auch für hohe Frequenzen gering. Der Abfall der Phase ab ca. 1 kHz

kann jedoch nicht mehr abgebildet werden. Das ist als unkritisch einzuschätzen,
da die Grenzfrequenz 𝑓−3dB i|B der unterlagerten Strom- bzw. Flussregelung
einen ähnlichen Wert aufweist. Ein Verzicht auf diese Vereinfachung führt zu
einer Erhöhung der Systemordnung, die umso deutlicher ausfällt je größer die
Ordnung der von den Nebenpfadreluktanzen überbrückten Kernreluktanzen
ist. Im Gegensatz zu den LuftspaltśNebenpfadreluktanzen ℛ𝜐

giL|R und ℛ𝜎
giL|R,

können ℛ𝜎
rcL|R nicht ohne weiteres analytisch abgeschätzt werden.

Als Ergebnis erhält man das vereinfachte dynamische Reluktanznetzwerk
in Abb. 7.5, welches durch Aufsummierung der Teilreluktanzen die korrigierte
effektive Gesamtreluktanz ℛ′

eff t = 𝛩/𝛷t abbildet.
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

Bis ca. 100 Hz liefert es identische Ergebnisse wie das vollständige Reluk-
tanznetzwerk in Abb. 7.3. Im weiterhin relevanten Bereich bis 1 kHz verbleiben
der Amplitudenfehler mit Δℛ < 0,4 dB und der Phasenfehler Δ𝜑 < 1◦ sehr
gering (→ Abb. 7.7). Das Netzwerk ist in dieser Form allein jedoch nicht für
den Flussschätzer anwendbar, da für die Magnetlagerregelung nicht nur der
Gesamtŕuss 𝛷t, sondern vor allem der kraftbildende Hauptŕuss 𝛷f = 𝛷gi +𝛷𝜐

gi

relevant ist (Abb. 7.6). Die kraftbildende effektive Gesamtreluktanz ℛ′
eff f = 𝛩/𝛷f

bezieht sich folgerichtig nur auf den kraftbildenden Fluss 𝛷f. Die notwendige
Umrechnung sowie die Ergebnisse für ℛ′

eff f sind im späteren Abschnitt 7.4 zur
Implementierung gezeigt.

ℛaiL 	giL 	giR ℛaiRℛgiL ℛgiRℛdi

	 �
giL ℛ �

giL ℛ �
giR 	 �

giR

ℛcoL ℛaoL

�

	t
ℛaoR ℛcoR

ℛrL

ℛciL ℛciR

ℛrR

bzw.:

ℛciL ℛaiL ℛ′
gi ℛdi ℛaiR ℛciR

ℛrL ℛcoL ℛao

	t

�
ℛcoR ℛrR

Abbildung 7.5: Vereinfachtes Reluktanznetzwerk mit zusammengefasster korrigierter Luft-
spaltreluktanz ℛ′

gi

ℛaiL 	gi 2 · ℛgi 	f
ℛdi ℛaiR

	 
gi 2 · ℛ 

gi

	�
gi 2 · ℛ�
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�
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ℛcoR ℛrR

ℛciL ℛciR

Abbildung 7.6: Vereinfachtes Reluktanznetzwerk mit Aufteilung des Gesamtŕusses in den
gemittelten kraftbildenden Teil 𝛷f und die Streuŕüsse 𝛷𝜎

gi
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Abbildung 7.7: Frequenzgang der korrigierten Gesamtreluktanz ℛ′
eff t für den symmetri-

schen Fall aus Sicht des Gesamtŕusses 𝛷t für die transzendente Lösung,
FEMśSimulation und das vollständige sowie vereinfachte Reluktanznetz-
werk im Vergleich sowie absolute Amplituden- und Phasenfehler gegenüber
der FEMśSimulation

Übergang zum unsymmetrischen Axiallager

Im unsymmetrischen, realen Axiallager ist die Position der Spule und damit
das für die Nebenpfadŕüsse relevante Areal versetzt (→ Abb. 5.1). Diese Maß-
nahme wurde bei der Auslegung und Konstruktion des Lagers ergriffen, um
die stationären Reluktanzen der Pfade des Vormagnetisierungsŕusses in den
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

beiden Statorhälften anzugleichen. Die in diesem Abschnitt erfolgte Analyse der
dynamischen Nebenpfadŕüsse machte jedoch deutlich, dass durch die Unsym-
metrie insbesondere im linken Teil des Lagers bei höheren Frequenzen 𝑓 > 1 kHz

Nebenpfadŕüsse begünstigt werden. Tabelle 7.3 zeigt das durch die deutliche
Erhöhung der Verhältnisse ℛ | |/ℛ𝜐|𝜎

𝑖 der linksseitigen Nebenpfadreluktanzen
gegenüber dem symmetrischen Fall. Weiterhin behält der rechtsseitige Streuŕuss
𝛷𝜎

aoiR über den gesamten Frequenzbereich die Gestalt eines Wirbels, wie in in
Abb. 7.3, wohingegen der linksseitige Fluss 𝛷𝜎

aoiL in jedem Fall passiv wirkt.

Tabelle 7.3: Durch FEMśSimulation ermittelte Nebenpfadreluktanzen ℛ𝜐|𝜎
𝑖 im Vergleich

mit den durch sie überbrückten Kernreluktanzen ℛ | | für den unsymmetrischen
Fall mit 0 Hz und 1 kHz

ℛ𝜐|𝜎
𝑖 in H−1 ℛ | | in H−1 ℛ | |/ℛ𝜐|𝜎

𝑖 ℛ | |/ℛ𝜐|𝜎
𝑖

Unsymmetrischer Fall: 0 Hz 1 kHz

ℛ𝜎
rcL 1,02 · 106 ℛsoL 7,93 · 103 0,78 % 31,43 %

ℛ𝜎
rcR 6,95 · 106 ℛsoR 1,47 · 104 0,21 % 9,36 %

ℛ𝜐
dioL 3,48 · 106 ℛgiL 1,02 · 105 3,65 % 19,29 %

ℛ𝜐
dioR 5,42 · 106 ℛgiR 1,02 · 105 2,59 % 14,77 %

ℛ𝜐
aiiL 2,72 · 106 ℛgiL 1,02 · 105 3,79 % 9,82 %

ℛ𝜐
aiiR 3,33 · 106 ℛgiR 1,02 · 105 3,10 % 8,04 %

ℛ𝜎
ciiL 4,33 · 106 ℛgiL 1,02 · 105 2,38 % 11,20 %

ℛ𝜎
ciiR 1,88 · 106 ℛgiR 1,02 · 105 5,48 % 19,24 %

ℛ𝜎
dc 1,06 · 107 ℛdi + ℛgiL + ℛgiR 2,06 · 105 1,95 % 5,98 %

Zur Berücksichtigung dieser Unsymmetrie, wird die Durchŕutungsquelle im
oberen rechten Zweig des Netzwerks platziert:

𝛩L = 𝛩C = 0 und 𝛩R = 𝛩 (Fall: unsymmetrisch) . (7.13)

Abbildung 7.8 zeigt, dass mit Hilfe dieser kleinen Anpassung, sowohl das
vollständige als auch das vereinfachte Reluktanznetzwerk die korrigierte Ge-
samtreluktanz ℛ′

eff t bis ca. 1 kHz mit hoher Genauigkeit abbilden kann. Der
Amplitudenfehler gegenüber der FEMśSimulation liegt in diesem Bereich bei
maximal 0,5 dB, der Phasenfehler unter 3◦. Für höhere Frequenzen sind die
Nebenpfadŕüsse im unsymmetrischen Fall nicht mehr durch das Reluktanznetz-
werk abbildbar, da die Gestalt der Flusspfade zu stark vom magnetostatischen
Fall abweicht. Für Anwendungen, die höhere Grenzfrequenzen anstreben, ist
daher anzuraten auch dynamische Nebenpfadŕüsse in die Auslegung einzu-
beziehen und auf Unsymmetrien im Spulenbereich zu verzichten. Statt der
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7.2 Dynamischer Fall

Verengung im Bereich 1b in Abb. 5.1 ist es denkbar die Luftspaltŕäche dieser
Statorseite zu verringern, eine Maßnahme die vereinzelt in industriellen Lagern
anzutreffen ist [Bahr2010, Abb. 16]. Das resultierende Kraftungleichgewicht
zwischen den Luftspalten lässt sich regelungstechnisch einfacher kompensieren,
als unsymmetrische Nebenpfadŕüsse.

100

110

120

130

140

S H L

M
ag

(

ℛ)

in
d

B
H

-1

0

15

30

45

!
(

ℛ)

in
°

−2

−1

0

1

−9,8 %

0,5 %

0,3 %

Δ
ℛ e

ff
in

d
B

H
-1

10−3 10−2 10−1 100 101 102 103 104 105

−9

−6

−3

0

3

FEM–Simulation
Transzendente analytische Lösung L
Dynamisches Reluktanznetzwerk
Vereinfachtes dyn. Reluktanznetzwerk

�푓 in Hz

Δ
!

in
°

Frequenzgang – Unsymmetrisches Axiallager – ℛ′
eff t

Fehler im Vergleich zur FEM–Simulation

Abbildung 7.8: Frequenzgang der korrigierten Gesamtreluktanz ℛ′
eff t für den unsym-

metrischen Fall aus Sicht des Gesamtŕusses 𝛷t für die transzendente
Lösung, FEMśSimulation und das vollständige sowie vereinfachte Reluk-
tanznetzwerk im Vergleich sowie absolute Amplituden- und Phasenfehler
gegenüber der FEMśSimulation
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

7.3 Analytische Betrachtung

źThe precise mathematical calculation of the permeance of ŕux paths
through air, except in a few special cases, is a practical impossibility. This
is because the ŕux does not usually conőne itself to any particular path
which has a simple mathematical law.ł [Roters1941, S. 116]

Wie bereits Roters feststellte, ist die analytische Berechnung von Streu- und
Stirnŕüssen und den entsprechenden Reluktanzen mit großen Schwierigkei-
ten verbunden. Insbesondere, da jede denkbare Aktorgeometrie individuelle
Eigenschaften und Randbedingungen aufweist, die sich zudem im Lastfall und
mit der Frequenz verändern. Vorangegangene Betrachtungen zu Streuŕüssen
in Magnetlagern, wie in [Sun2009] oder [Le2016], vernachlässigen notwendige
geometrische sowie elektromagnetische Randbedingungen. Die zudem nicht
veriőzierten Ergebnisse sind nur bedingt nachvollziehbar. Es wird daher versucht
anhand allgemeinerer Ansätze in [Roters1941] zu einer besseren Abschätzung
der analytischen Nebenpfadreluktanzen zu gelangen. Dabei handelt es sich
jedoch lediglich um eine grobe Abschätzung unter einer Vielzahl vereinfachender
Annahmen, die keinen Ersatz für die FEMśSimulation und die Netzwerkidentiő-
kation in den vorherigen Abschnitten darstellt. Dieser Abschnitt zeigt allerdings,
dass die analytisch ermittelte korrigierte Luftspaltreluktanz ℛ′

gi ebenfalls zu
zufriedenstellenden Ergebnissen führt.

Ausgangspunkt für die analytische Herleitung der Nebenpfadreluktanzen ist
die Deőnition der Reluktanz eines Halbbogenelements

ℛ𝜐|𝜎 =
𝜋

𝜇0 𝑙

1

ln
(︂
1 + 2𝑡

𝑔

)︂ =
𝜋

𝜇0 𝑙

1

ln
(︂ 𝑟to
𝑟ti

)︂ (7.14)

aus [Roters1941, S. 131, Abb. 10] mit der Tiefe 𝑙, dem inneren Bogenradius 𝑟ti = 𝑔/2

und dem äußeren Bogenradius 𝑟to = 𝑔/2 + 𝑡. Im Falle eines zylindrischen Aktors
entspricht die Tiefe 𝑙 dem mittleren Umfang des Flusspfades, welcher das Aufwei-
ten der Querschnittsŕäche für steigende Radien berücksichtigt. Die Bogenhöhe 𝑡

wird durch die Breite der Grenzŕächen sowie dem Abstand gegenüberliegender
Kernelemente bestimmt (Abb. 7.9).

Fall a) 180◦śNebenpfadreluktanzen: ℛ𝜐
dioL|R, ℛ𝜎

dc

Aus dem Feldbild in Abb. 7.2 ist ersichtlich, dass die zu den Reluktanzen ℛ𝜐
dioL|R

gehörigen Flussverläufe halbkreisförmig sind, während sich ℛ𝜎
dc aus zwei Vier-

teltori und einem quasiśhomogenen Zwischenstück zusammensetzt (Abb. 7.9).
Das Zwischenstück kann als Hohlzylinder der Länge 𝑑′ = 𝑑 + 𝑔 in Abhängigkeit
der Dicke der Axiallagerscheibe 𝑑 angenommen werden. Für die Viertel- bzw.
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7.3 Analytische Betrachtung

a) 180°: ℛ 
dioL|R, ℛ�

dc

�푡

�푡′
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�1
�푔 �푑 �푔 �2
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�푔
2

ℎ ℎ′
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�푟2

b) 90°: ℛ 
aiiL|R
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�푟1

�푟0

c) 0°: ℛ�
ciiL|R

�

ℎ

�푟1

�푟0

Abbildung 7.9: Deőnition der analytischen Streuŕusspfade für die a) 180◦śStreuŕuss-
reluktanzen ℛ𝜎

dc und ℛ𝜐
dioL|R (für den Fall 𝜆2 < 𝑡′ < 𝜆1), für die

b) 90◦śStreuŕussreluktanzen ℛ𝜐
aiiL|R (für den Fall 𝑡′ < 𝜆) sowie für die

c) 0◦śStreuŕussreluktanzen ℛ𝜎
ciiL|R

Halbkreise bzw. Tori sind sowohl für ℛ𝜐
dioL|R als auch ℛ𝜎

dc die halbe Luftspalt-
weite als innerer Bogenradius 𝑟ti = 𝑔/2 anzunehmen. Der Berechnungsansatz
basierend auf Gl. 7.14 ist somit in beiden Fällen identisch (mit 𝑑′ = 0 für ℛ𝜐

dioL|R):

ℛ𝜐|𝜎
dioL|R, dc = 2 · 𝜋

2𝜇0 𝑙

1

ln
(︂
1 + 2𝑡

𝑔

)︂
⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ⏞

Vierteltorus

+ 𝑑′

𝜇0𝜋
(︂ (︁
𝑟2 + 𝑔

2 + 𝑡
)︁2 − (︁

𝑟2 + 𝑔
2

)︁2)︂
⏞ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄⏟⏟ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄ ˉ̄⏞

Hohlzylinder

. (7.15)

Die Bogenhöhe 𝑡 entspricht der Breite der kleineren der beiden Austrittsŕächen,
jedoch höchstens der maximalen Bogenhöhe 𝑡′:

𝑡 = min
(︁
𝜆1 ,𝜆2 , 𝑡

′)︁ (7.16)

wobei letztere die äußerste Flusslinie beschreibt, die gerade noch einen Bo-
gen schlägt. Außerhalb liegende Flusslinien schließen sich bevorzugt über die
gegenüberliegende Seite des Kerns mit hoher Permeabilität. Somit gilt

𝜋
(︂
𝑡′ + 𝑔

2

)︂
+ 𝑑′ = 2ℎ′ ⇒ 𝑡′ =

2

𝜋

(︃
ℎ′ − 𝑑′

2

)︃
− 𝑔

2
, (7.17)

wobei die effektive Höhe ℎ′ des Nebenŕussraums auch dessen Krümmung
berücksichtigt und die geometrische Höhe ℎ wie folgt korrigiert:

ℎ′ = 𝑟2 ln

(︃
𝑟2 + ℎ

𝑟2

)︃
. (7.18)
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

Der Radius und damit der Umfang 𝑙 der mittleren Flusslinie bestimmt sich
nach [Roters1941] mit dem geometrischen Mittel aus innerem und äußerem
Bogenradius:

𝑙 = 2𝜋

(︃
𝑟2 +

√︂
𝑔/2 · (𝑔/2 + 𝑡)

)︃
. (7.19)

Fall b) 90◦śStirnŕussreluktanzen: ℛ𝜐
aiiL|R

Im Gegensatz zu Fall a) breiten sich die Stirnŕüsse der ℛ𝜐
aiiL|R nicht außerhalb

des HohlzylinderśKerns aus, sondern innerhalb (Abb. 7.9). Der Ansatz

ℛ𝜐
aiiL|R =

𝜋

2𝜇0 𝑙

1

ln
(︂
1 + 𝑡

𝑔

)︂ (7.20)

verbleibt somit identisch zum Vierteltorus aus Gl. 7.15, jedoch beträgt der in-
nere Bogenradius jetzt eine gesamte Luftspaltlänge 𝑟ti = 𝑔. Daher gilt für die
Bogenhöhe

𝑡 = min
(︁
𝜆, 𝑡′

)︁
mit 𝑡′ =

2

𝜋
ℎ′ − 𝑔 , (7.21)

wobei die effektive Höhe

ℎ′ = 𝑟1 ln

(︃
𝑟1

𝑟1 − ℎ

)︃
(7.22)

aufgrund der umgekehrten Krümmung in diesem Fall größer als die geometrische
Höhe ℎ ist. Für den mittleren Umfang folgt analog nach [Roters1941]

𝑙 = 2𝜋
(︂
𝑟1 + 𝑔 −

√︁
𝑔 · (𝑔 + 𝑡)

)︂
. (7.23)

Fall c) 0◦śStreuŕussreluktanzen: ℛ𝜎
ciiL|R

Die Berechnung der Streuŕussreluktanzen ℛ𝜎
ciiL|R ist trivial. Sie entspricht ei-

nem in radialer Richtung vom Fluss durchsetzten Hohlzylinder (Abb. 7.9) und
bestimmt sich analog zur Kernreluktanz ℛr (Abschnitt 5.1.1) über

ℛ𝜎
ciiL|R =

ln
(︂ 𝑟

𝑟 − ℎ

)︂
2𝜋𝜇0𝜆

. (7.24)

Die Krümmung des Kernelements ist bereits berücksichtigt und die Berechnung
der effektiven Höhe ℎ′ ist für diesen Fall nicht notwendig.
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7.3 Analytische Betrachtung

Ergebnisse der analytischen Rechnung

Die analytisch berechneten Nebenpfadreluktanzen werden analog den simulativ
ermittelten in Gl. 7.8 ś 7.10 zur Stirnŕussreluktanz ℛ𝜎

giL|R und Streuŕussreluktanz
ℛ𝜎

giL|R bzw. zur kombinierten LuftspaltśNebenŕussreluktanz ℛ𝜐𝜎
giL|R zusammen-

gefasst. Die Zwischenergebnisse in Tab. 7.4 weichen mit Fehlern von bis zu
40 % teils erheblich von den Simulationsergebnissen ab, da in der analytischen
Rechnung nur die Nebenpfadŕüsse in der Luft berücksichtigt werden und sich
die realen Flussverläufe nicht exakt analytisch abbilden lassen [Roters1941]. Die
simulativ ermittelten Nebenpfadreluktanzen beinhalten jedoch auch Kernab-
schnitte, die von den Nebenpfadŕüssen durchsetzt werden, jedoch nicht von den
Kernreluktanzen berücksichtigt werden und liefern somit ein genaueres Abbild
der realen Flussverteilung.

Tabelle 7.4: Durch FEMśSimulation ermittelte sowie analytische abgeschätzte Nebenpfadre-
luktanzen ℛ𝜎

𝑖 im Vergleich Ð Relativer Fehler: 𝜖rel = (ℛ𝜎
ana − ℛ𝜎

fem)/ℛ𝜎
fem

Symmetrischer Fall Unsymmetrischer Fall

Symbol
ℛ𝜐|𝜎

fem

106H−1

ℛ𝜐|𝜎
ana

106H−1

𝜖rel

%

ℛ𝜐|𝜎
fem

106H−1

ℛ𝜐|𝜎
ana

106H−1

𝜖rel

%

ℛ𝜎
dc 15,06 11,72 −22,2 10,58 11,72 10,7

ℛ𝜐
dioL 4,25 3,87 −8,8

2,81 3,90 38,8
ℛ𝜐

dioR 3,95 3,90 −1,3
ℛ𝜐

aiiL 3,37 4,65 38,2
2,71 3,44 27,0

ℛ𝜐
aiiR 3,31 4,65 40,8

ℛ𝜎
ciiL 1,88 1,77 −5,9

4,30 3,86 −10,3
ℛ𝜎

ciiR 1,87 1,77 −5,4
ℛ𝜐

giL 1,88 2,11 12,6
1,38 1,83 32,5

ℛ𝜐
giR 1,80 2,12 17,9

ℛ𝜎
giL 1,50 1,36 −9,6

2,37 2,33 −2,0

ℛ𝜎
giR 1,38 1,36 −1,7

ℛ𝜐𝜎
giL 0,83 0,83 −1,0

0,87 1,02 17,4
ℛ𝜐𝜎

giR 0,78 0,83 5,9

Die hohen Fehler in den Zwischenergebnissen führen für das vollständige
Reluktanznetzwerk in Abb. 7.3 zu einer Verschiebung der Flussverteilung von
den wellenseitigen Nebenpfadreluktanzen ℛ𝜐

aiiL|R zu den spulenseitigen ℛ𝜎
dc und

ℛ𝜐
dioL|R. Im Bezug auf das vereinfachte Netzwerk in Abb. 7.5 heben sich die Fehler

jedoch überwiegend auf und der Fehler der LuftspaltśNebenpfadreluktanzen
ℛ𝜐𝜎

giL|R reduziert sich auf lediglich −1 % für den symmetrischen Fall bzw. 17,4 %

sowie 5,9 % für den unsymmetrischen Fall (Tab. 7.4).
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

Trotz der Vereinfachungen, die in diesem Abschnitt getroffen wurden und
der damit nur groben Abschätzung der realen Flussverteilung, zeigt Abb. 7.10,
dass auch die Berücksichtigung der analytisch bestimmten LuftspaltśNeben-
pfadreluktanzen zur nachfolgenden Implementierung der Nebenpfadŕüsse im
Flussschätzer geeignet sind.

7.4 Implementierung und Fazit

In Abschnitt 7.2 wurde bereits angedeutet, dass für die Implementierung des
Flussschätzers nicht nur die korrigierte Gesamtreluktanz ℛ′

eff t = 𝛩/𝛷t, sondern
auch die kraftbildende Gesamtreluktanz ℛ′

eff f = 𝛩/𝛷f relevant ist, welche sich
nur auf den tatsächlich kraftbildenden Anteil 𝛷f des Gesamtŕusses 𝛷t bezieht.
Diese kann über den Flussteiler nach Abb. 7.6

𝛷f =
ℛgf | | ℛ𝜎

gi

ℛ𝜎
gi

𝛷t =
ℛ𝜎

gi

ℛ𝜎
gi + ℛgf

𝛷t (7.25)

mit

ℛgf = 2 ·
ℛ𝜐

gi · ℛgi

ℛ𝜐
gi + ℛgi

und ℛ𝜎
gi = 2 · ℛ𝜎

gi . (7.26)

berechnet werden. Durch Teilen beider Seiten von Gl. 7.25 durch die Durchŕutung
𝛩 = 𝑖 · 𝑁 und Kehrwertbildung, erhält man die gesuchte Berechnungsvorschrift

ℛ′
eff f =

(︂
1 + ℛgf/ℛ𝜎

gi

)︂
· ℛ′

eff t . (7.27)

Die Implementierung der LuftspaltśNebenpfadreluktanzen ℛ𝜐𝜎
giL|R zur Bestim-

mung von ℛ′
eff t erfolgt gemäß Gl. 7.11 unmittelbar bei Berechnung der Luftspalt-

reluktanz ℛgi (Gl. 5.28, Abschnitt 5.1.4) bzw. des LuftspaltśGliedes (𝛾 = 1/4) des
äquivalenten impliziten Systems ℛeffEIS (Gl. 6.8, Abschnitt 6.2.2). Die kraftbilden-
de Gesamtreluktanz ℛ′

eff f kann anschließend nach der Bestimmung von ℛ′
eff t

mit Gl. 7.27 abgeleitet werden.
Sämtliche nachfolgenden Rechnungen, Approximationen und die Diskreti-

sierung werden nicht beeinŕusst. Lediglich die Systemordnungen 𝑚Σ , 𝑛Σ des
approximierten Gesamtsystems (Summe aller Teilreluktanzen nach Abb. 7.5, vgl.
auch Abschnitt 6.2.1 und Abschnitt 6.2.2) erhöhen sich Ð im Falle von ℛ′

eff t um
lediglich 1:

𝑚Σσh = 𝑚Σ + 1, 𝑛Σσh = 𝑛Σ + 1 = (𝑚Σ − 1) + 1 = 𝑚Σσh − 1 . (7.28)
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Für ℛ′
eff f kommt durch den Flussteiler jedoch eine zusätzliche Erhöhung der

Gesamtordnung um die Ordnung der Teilreluktanz ℛgi hinzu:

𝑚Σσf = 𝑚Σ + 𝑚ℛg
+ 1 = 𝑚Σσh + 𝑚ℛg

, 𝑛Σσf = 𝑚Σσf − 1 . (7.29)

Obwohl sich im Falle der PASR (Abschnitt 6.2.1) die Ordnung der Summe der Re-
luktanzen um𝑚ℛg

= 8 . . . 29 im Bereich bis 21 kHz (→Abb. 5.15) erhöht, bleibt die
Ordnung der Padéśapproximierten Lösung 𝑚𝒫 gleich. Dies ist ein entscheidender
Vorteil gegenüber der MAEIS (Abschnitt 6.2.2) mit 𝑚ℛg

= (𝑚Σ + 1)/2 = 5 . . . 25,
wo die Berücksichtigung der Streuung mit ℛ′

eff f die Anwendbarkeit des Verfah-
rens erheblich einschränkt.

Alternative: konstante Korrekturfaktoren

Die einfachste Form, um den Einŕuss der Streu- und Stirnŕüsse zu berücksichti-
gen, ist die Einführung konstanter Korrekturfaktoren 𝑘υσ t bzw. 𝑘υσ f (bezogen
auf den Steuerstrom 𝑖). Ohne jegliche Erhöhung der Systemordnung kann die
effektive Gesamtreluktanz ℛeff bzw. Induktivität 𝐿eff nach Gl. 2.23

𝐿eff t = 𝑘υσ t · 𝑁
𝛷t

𝑖
=

𝑘υσ t𝑁
2

ℛeff
=

𝑁2

ℛ′
eff t

⇒ ℛ′
eff t =

ℛeff

𝑘υσ t
. (7.30)

korrigiert werden. Der Korrekturfaktor 𝑘υσ t kann durch den Abgleich der statio-
nären korrigierten Reluktanzℛ′

0 t und streuŕussfreien Reluktanzℛ0 = ℛeff( 𝑓 = 0)
ermittelt werden:

𝑘υσ t =
ℛ0

ℛ′
0 t

=
ℛ0

𝛩/𝛷0 t
, (7.31)

wobei die Bestimmung von ℛ′
0 t bzw. 𝛷0 t (Gl. 7.25 ś 7.27) sowohl analytisch als

auch mit der magnetostatischen FEMśSimulation erfolgen kann. Unter Anwen-
dung des Flussteilers aus Gl. 7.25 folgt analog für die kraftbildende effektive
Induktivität

𝐿eff f = 𝑘υσ f · 𝑁
𝛷f

𝑖
=

𝑘υσ f𝑁
2

ℛeff
=

𝑁2

ℛ′
eff f

⇒ ℛ′
eff f =

ℛeff

𝑘υσ f
. (7.32)

bzw. den entsprechenden Korrekturfaktor 𝑘υσ f

𝑘υσ f =
ℛ0

ℛ′
0 f

=
ℛ0

𝛩/𝛷0 f
=

1

1 + ℛ0 gf/ℛ𝜎
gi

ℛ0

ℛ′
0 t

=
𝑘υσ t

1 + ℛ0 gf/ℛ𝜎
gi

. (7.33)
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

Vergleich

Abbildung 7.10 zeigt, dass bis zu einer Frequenz von 1 Hz die Implementierung
der kraftbildenden Gesamtreluktanz ℛ′

eff f auf Basis des Flussteilers (Gl. 7.25)
oder eines konstanten Streuŕussfaktor (Gl. 7.33) zu gleichwertigen Ergebnissen
führt. Der Fehler von ℛ′

eff f gegenüber der FEMśSimulation kann im Vergleich
zur streuŕussfreien Lösung ℛeff um ca. 0,35 dB bzw. 5,6 Prozentpunkte auf
unter 0,1 dB (stationär) reduziert werden. Eine Implementierung auf Basis der
Simulationsergebnisse ist wie zu erwarten genauer.
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Abbildung 7.10: Absoluter und relativer Amplituden- und Phasenfehler der kraftbildenden
Gesamtreluktanz ℛ′

eff f im Vergleich zur simulativ bestimmten kraftbilden-
den Gesamtreluktanz ℛfem f. Vergleich der transzendenten analytischen
Lösung mit Flussteiler sowie konstantem Korrekturfaktor (jeweils analy-
tisch und simulativ bestimmt)
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7.4 Implementierung und Fazit

Anders als bei ℛ′
eff t (Abb. 7.7 ś 7.8) liefert das Reluktanznetzwerk (bzw. die

Variante mit Flussteiler) für ℛ′
eff f im erweiterten relevanten Bereich bis 1 kHz

keine zufriedenstellenden Ergebnisse. Die in Abb. 7.4 verdeutlichte Verschiebung
der Nebenpfadŕüsse von der Wellenseite zur Spulenseite des Stators kann durch
das Netzwerk nicht hinreichend abgebildet werden. Heben sich für ℛ′

eff t die
resultierenden Fehler gegenseitig auf, so ist das für ℛ′

eff f nicht der Fall, was zu
einer fehlerhaften Bestimmung des kraftbildenden Flusses 𝛷f führt.

Die Berücksichtigung eines konstanten Korrekturfaktors 𝑘υσ f ermöglicht im
erweiterten Frequenzbereich bis 1 kHz zwar nur eine kaum verbesserte Abbildung
gegenüber der nebenŕussfreien effektiven Reluktanz ℛeff, weist jedoch auch keine
vergrößerten Fehler auf und ist daher zu bevorzugen.

Fazit

Die Zweckmäßigkeit eines Reluktanznetzwerks ist stark davon abhängig, ob der
Gesamtŕuss 𝛷t und die entsprechende korrigierte Gesamtreluktanz ℛeff t von
Interesse sind oder der kraftbildende Fluss 𝛷f, welcher durch die kraftbildende
Gesamtreluktanz ℛeff f modelliert wird.

Im ersten Fall können sowohl das vollständige als auch das vereinfachte
Reluktanznetzwerk die Modellfehler (stationär: 11,8 %) über einen großen Fre-
quenzbereich um ca. 10 Prozentpunkte drastisch reduzieren, da sich radiale
Unsymmetrien innerhalb der Netzwerke kompensieren. Das vollständige Netz-
werk weist dabei nur im wenig relevanten Bereich über 1 kHz Vorteile auf, da
der charakteristische hochfrequente Phasenfehler kompensiert werden kann
(→ Abb. 7.7). In der Bandbreite bis 1 kHz sind beide Netzwerke gleichwertig.

Im zweiten Fall őndet hingegen keine Kompensation der durch die Feldver-
drängung hervorgerufenen Unsymmetrien auf.

These 10 Ein Reluktanznetzwerk kann die Verteilung der Streu- und Stirnŕüsse in
Axiallagern mit typischer Geometrie für Frequenzen über 1 Hz nicht abbilden. Es führt zu
einer fehlerhaften Berechnung des kraftbildenden Flusses𝛷f und der für den Flussschätzer
relevanten kraftbildenden Gesamtreluktanz ℛ′

eff f. Der konstante Korrekturfaktor 𝑘υσ f

liefert hingegen über den gesamten relevanten Frequenzbereich eine hinreichend gute
Abbildung. Er hat zudem keinen Einŕuss auf die Systemordnung und lässt sich gegenüber
einem Reluktanznetzwerk einfacher implementieren.

Desweiteren lässt Abb. 7.10 eine zunächst unerwartete Schlussfolgerung zu. Die
Fehler von

|︁|︁ℛ′
eff f

|︁|︁ gegenüber |ℛeff | sind zum einen kleiner als im Falle von ℛ′
eff t

(Abb. 7.7 ś 7.8) und zum anderen weiterhin negativ. Außerdem ist die kraftbilden-
de Gesamtreluktanz ℛ′

eff f kleiner als die nicht korrigierte Gesamtreluktanz ℛeff.
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7 Einfluss von Streu- und Stirnflüssen

Die Kraft wird somit durch die Nebenpfadŕüsse erhöht. Zwar ist der kraft-
bildende Hauptŕuss 𝛷f kleiner als der Gesamtŕuss 𝛷t (gedämpft durch 𝛷𝜎

gi),
die Streu- und Stirnŕüsse führen jedoch zu einer generellen Absenkung der
Gesamtreluktanz

|︁|︁ℛ′
eff t

|︁|︁ < |︁|︁ℛeff

|︁|︁ und damit Anhebung der Kraft, wobei letzterer
Effekt überwiegt. In der Folge ist auch der Korrekturfaktor 𝑘υσ f > 1.

Diese Beobachtung lässt sich jedoch nicht für sämtliche Aktoren und Ma-
gnetlager verallgemeinern, sondern ist nur dann wahrscheinlich, wenn die
kraftbildenden Stirnŕüsse die Streuŕüsse überwiegen. Es ist davon auszugehen,
dass die Aussage allgemeingültig auf magnetische Axiallager, wie dem hier
untersuchten, mit üblichen Geometrien und Proportionen, zutrifft.

Für die praktische Implementierung der Flussregelung im weiteren Verlauf
dieser Arbeit soll ausschließlich auf die über Korrekturfaktoren 𝑘υσ t und 𝑘υσ f

angepassten Induktivitäten 𝐿eff t und 𝐿eff f zurückgegriffen werden. Sie erlauben
eine hinreichend genaue Berücksichtigung der Streu- und Stirnŕüsse und erhöhen
die Ordnung sämtlicher Systemübertragungsfunktionen nicht. Im folgenden
Abschnitt wird zusammengefasst, wie diese korrigiert werden können.

Korrigierte Systemübertragungsfunktionen

Die Stromregelstrecke 𝐺i(𝑠) ist in hohem Maße von den Wirbelströmen beeinŕusst
und beruht daher auf der effektiven Induktivität 𝐿eff. Die Ausbildung des Stroms
folgt jedoch immer dem Gesamtŕuss 𝛷t im Magnetkreis, weshalb gilt:

𝐺i(𝑠) =
𝑖mess(𝑠)
𝑢(𝑠) =

1

𝑅Cu + 𝑠𝐿eff t(𝑠)
. (7.34)

Im Gegensatz dazu ist die Flussregelstrecke 𝐺Φ(𝑠) von den Wirbelströmen
unbeeinŕusst, weshalb die Hauptinduktivität 𝐿h als stationärer Grenzwert der
effektiven Induktivität 𝐿eff wirkt. Der Nenner der Streckenübertragungsfunktion
beschreibt dabei die Ausbildung des kraftbildenden Magnetisierungsstroms 𝑖μh,
der sich analog zur Stromregelstrecke auf den Gesamtŕuss 𝛷t bezieht und daher
die korrigierte Hauptinduktivität 𝐿h t erfordert. Der Zähler ist die tatsächlich
feld- und kraftbildende Komponente, die auf der entsprechend kraftbezogenen
Hauptinduktivität 𝐿h f basiert:

𝐺Φ(𝑠) = 𝛷x(𝑠)
𝑢(𝑠) =

𝐿h f/(𝑝𝑁)
𝑅Cu + 𝑠𝐿h t

mit

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
𝐿h t = 𝐿0 t = lim

𝑠→0
𝐿eff t(𝑠)

𝐿h f = 𝐿0 f = lim
𝑠→0

𝐿eff f(𝑠)
. (7.35)

Der Flussschätzer 𝐺FS(𝑠) hat wiederum das Ziel den Fluss 𝛷x(𝑠) = 𝛷f(𝑠) aus
dem gemessenen Strom 𝑖mess(𝑠) abzuschätzen, und entspricht folgerichtig dem
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7.4 Implementierung und Fazit

Kehrwert der Stromregelstrecke 𝐺i(𝑠) multipliziert mit der Flussregelstrecke
𝐺Φ(𝑠):

𝐺FS(𝑠) =
𝛷x est(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

=
𝐿h f

𝑝𝑁

𝑅Cu + 𝑠𝐿eff t(𝑠)
𝑅Cu + 𝑠𝐿h t

. (7.36)

Sollte der für𝑅Cu ≪ |𝑠𝐿h | vereinfachte Flussschätzer aus Gl. 2.28 zur Anwendung
kommen, so ist die kraftbezogene effektive Induktivität anzusetzen:

𝐺FS(𝑠) =
𝛷x(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

≈ 𝐿eff f(𝑠)
𝑝𝑁

. (7.37)

Es ist anzumerken, dass die Hauptinduktivitäten 𝐿h t und 𝐿h f zwar nicht von der
wirbelstrombedingten Feldverdrängung beeinŕusst sind, jedoch von der daraus
folgenden frequenzabhängigen Verteilung der Streu- und Stirnŕüsse. Über die
eingeführten Korrekturfaktoren werden die Größen dennoch als konstant ange-
nommen. Theoretisch ist es allerdings möglich, mit Hilfe des Reluktanznetzwerks
den Einŕuss der Nebenpfadŕüsse zu isolieren und auf die Hauptinduktivitäten
der feldbildenden Übertragungsfunktionen anzuwenden.

In Tab. 7.5 sind abschließend alle relevanten Größen quantitativ zusammen-
gefasst, wobei entsprechend Abschnitt 9.3 die in verschiedenen Arbeitspunkten
wirksamen relativen Permeabilitäten 𝜇r(𝐵) (→ Anh. A.1) berücksichtigt wurden.

Tabelle 7.5: Streu- und Stirnŕusskorrekturfaktoren sowie korrigierte Induktivitäten für
verschiedene relative Permeabilitäten 𝜇r (→ Abschnitt 9.3)

𝜇r 231 267 880
𝐵 0,1 0,2 1,37 T

Bezogen auf Gesamtfluss

Korrekturfaktor 𝑘υσ t 1,074 1,078 1,098
Korrigierte Hauptinduktivität 𝐿h = 𝐿h t 38,56 40,36 50,95 mH

Bezogen auf kraftbildenden Fluss

Korrekturfaktor 𝑘υσ f 1,020 1,024 1,043
Kraftbezogene Hauptinduktivität 𝐿h f 36,63 38,33 48,40 mH
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8 Magnetlagerregelung mit unterlagerter
Flussregelung

Dieses Kapitel beschreibt im Folgenden die Implementierung der neuartigen
unterlagerten Flussregelung auf Basis des fraktionalen Flussschätzers.

8.1 Digitaler fraktionaler Flussschätzer

Als Bestandteil der digitalen Implementierung der Magnetlagerregelung muss
der Flussschätzer diskretisiert werden. Die rationalisierte Übertragungsfunktion
des Schätzers unter Beachtung der Streu- und Stirnŕüsse (→ Gl. 7.36)

𝐺FS(𝑠) =
𝛷x est(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

=
𝐿h f

𝑝𝑁

𝑅Cu + 𝑠𝐿eff t(𝑠)
𝑅Cu + 𝑠𝐿h t

mit 𝐿eff t(𝑠) =
𝑁2

ℛ′
eff t(𝑠)

(8.1)

= 𝐾 · 𝑞0 + 𝑞1𝑠
1 + · · · + 𝑞𝑛′ 𝑠

𝑛′

𝑝0 + 𝑝1𝑠1 + · · · + 𝑝𝑚′ 𝑠𝑚
′ mit 𝑚′, 𝑛′ ∈ N, 𝑚′ = 𝑛′ + 1

dient dabei als Ausgangspunkt, wobei das Hinzuziehen des Spulenwiderstands
𝑅Cu die Systemordnung 𝑚′ = 𝑚+1 gegenüber der alleinigen effektiven Reluktanz
ℛeff um 1 erhöht.

Die beliebteste Methode für den Übergang aus dem zeitkontinuierlichen
in den zeitdiskreten Bereich ist die bilineare Transformation, da durch sie das
Frequenzverhalten des Systems erhalten bleibt. In dieser speziellen Form

𝑠 ← 2

𝑇

𝑧 − 1

𝑧 + 1
, (8.2)

wird sie auch źTustins Methodeł genannt. Voraussetzungen sind:
• Stetige Eingangsgröße: Die Eingangsgröße ist in diesem Fall der elektrische

Strom 𝑖mess, welcher bei dem vorliegenden ohmschśinduktivem System auch
für gepulste Eingangsspannungen stetig ist.

• Der Zähler darf keine höhere Ordnung als der Nenner aufweisen: 𝑛′ ≤ 𝑚′. Diese
Bedingung kann durch die rationale Approximation erzwungen werden.
Da der Flussschätzer ein zusätzliches Tiefpassverhalten aufweisen soll, um
hochfrequentes Messrauschen des Stroms zu őltern, wird er grundsätzlich mit
𝑚′ = 𝑛′ + 1 und somit 𝑛′ < 𝑚′ ausgelegt.
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8 Magnetlagerregelung mit unterlagerter Flussregelung

Implementierung

Üblicherweise wird für die Diskretisierung die komfortable Matlab Funktion
c2d (Alternativen in Python vorhanden) verwendet. Diese ist jedoch auf eine
64śBitśGleitkommagenauigkeit (double precision nach IEEE 754) beschränkt, wo-
durch die Stabilität des Schätzer für 𝑚′ ≥ 10 maßgeblich beeinträchtigt wird
[Hecht2021]. Aus diesem Grund wird hier auf einen Algorithmus von Scott
[Scott1994, in der Programmiersprache C vorgestellt] zurückgegriffen und für
Matlab portiert (→ Anhang B.1). Dieser bietet zum einen die Möglichkeit, die
Diskretisierung direkt auf dem Mikroprozessor durchzuführen und erlaubt
somit z. B. zu Testzwecken eine Anpassung der Abtastfrequenz im laufenden
Betrieb1. Zum anderen ist es möglich den Algorithmus in Matlab auch mit
symbolischen Zahlen oder sogenannter Variable Precision Arithmetic (VPA) zu
nutzen, die es erlaubt die Zahlengenauigkeit frei zu wählen. Diese Eigenschaft ist
für die Implementierung des Flussschätzers von großer Wichtigkeit, wie dieses
Kapitel im Folgenden zeigen wird.

Im Falle von Matlab werden VPAśZahlen mit dem internen Computerś
AlgebraśSystem (CAS) symbolisch berechnet. Die Zahlengenauigkeit wird nicht
mehr in źBitł festgelegt, sondern in źDigitsł (signiőkante Stellen), was die Vermu-
tung nahe legt, dass das CAS intern zur Zahlenbasis 10 und nicht mehr binär auf
der Arithmetischślogischen Einheit des Prozessors rechnet. Aus diesem Grund ist
die Rechenzeit erheblich langsamer gegenüber reinen GleitkommaśAlgorithmen.
Die mögliche Anzahl der signiőkanten Stellen ist nur durch den Arbeitsspeicher
begrenzt. Ist davon ausreichend vorhanden, so ist es für die Rechenzeit unwesent-
lich, ob mit 50 oder 150 signiőkanten Stellen gerechnet wird. Die Umrechnung
von Bits 𝑛bits in Digits 𝑛digits kann nach der Norm [IEEE-754] erfolgen

𝑛digits = 9 · 𝑛bits

32
− 2 . (8.3)

Im Ergebnis erhält man den Flussschätzer in seiner zeitdiskreten Form

𝐺FS(𝑧−1) = 𝑔0 + 𝑔1𝑧
−1 + · · · + 𝑔𝑚′𝑧−𝑚

′

1 + ℎ1𝑧−1 + · · · + ℎ𝑚′𝑧−𝑚′ , (8.4)

welche einem Filter mit unendlicher Impulsantwort (Inőnite Impulse Response
Filter Ð IIRśFilter) entspricht. Das zugrundeliegende physikalische System
beinhaltet mit der Induktivität 𝐿h bzw. 𝐿eff einen elektromagnetischen Speicher
und weist somit ebenfalls eine theoretisch unendliche Impulsantwort auf. Die
Realisierung des Schätzers als IIRśFilter ist somit folgerichtig.

1Dies gilt nur für einfache IIRśFilter, nicht jedoch für die im Folgenden vorgestellten Filterkaskaden.
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8.1 Digitaler fraktionaler Flussschätzer

8.1.1 IIRśFilter

Die Implementierung des Filters, z. B. in seiner einfachsten Form, der Transposedś
DirectśFormśII (Abb. 8.1), ist gemeinhin bekannt und soll an dieser Stelle basie-
rend auf [Chassaing2008] nur kurz erläutert werden. Der Ausgang 𝑦(𝑘) berechnet
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h1

h2

hm

+

+

+

+

+
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+

Abbildung 8.1: TransposedśDirectśFormśII IIRśFilter, basierend auf [Chassaing2008]

sich in jeder Regelperiode aus dem aktuellen Eingang 𝑥(𝑘), sowie dem gespei-
cherten Zustand 𝑤0(𝑘):

𝑦(𝑘) = 𝑔0𝑥(𝑘) + 𝑤0(𝑘 − 1) . (8.5)

Im Anschluss werden sämtliche Zustände neu berechnet

𝑤0(𝑘) = 𝑔1𝑥(𝑘) + 𝑤1(𝑘 − 1) − ℎ1𝑦(𝑘)
𝑤1(𝑘) = 𝑔2𝑥(𝑘) + 𝑤2(𝑘 − 1) − ℎ2𝑦(𝑘)

...

𝑤𝑚−1(𝑘) = 𝑔𝑚𝑥(𝑘) − ℎ𝑚𝑦(𝑘) . (8.6)

Die Implementierung in C ist z. B. in [Inőneon2007] zu őnden.
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8 Magnetlagerregelung mit unterlagerter Flussregelung

8.1.2 Stabilität

In diesem Abschnitt soll anhand des PolśNullstellenśPlans in Abb. 8.2 die Sta-
bilität sowohl des zeitkontinuierlichen als auch des zeitdiskreten und digitalen
Flussschätzers beurteilt werden.

−5 0 5

−5

0

5

−1 0 1

−1

0

1

−50 0 50

−50

0

50

−1 0 1

−1

0

1

stabil instabil

weitere ,

<′
= 26

Re

Im

stabil

instabil

weitere ,

<′
= 26

Re

Im

stabil instabil

weitere ,

<′
= 44

Re

Im

stabil

instabil

weitere ,

<′
= 44

Re

Im

, 16 digits =̂ 64 bit , 90 digits =̂ 327 bit , 180 digits =̂ 647 bit

Zeitkontinuierlich Zeitdiskret

Abbildung 8.2: Pole ( ) und Nullstellen ( ) des zeitkontinuierlichen und digitalen Fluss-
schätzers für verschiedene Systemordnungen 𝑚′ und unterschiedliche
Anzahl an signiőkanten Stellen 𝑛digits mit denen die Filterkoeffizienten
berechnet wurden. Rationale Approximation: PASR,
basierend auf [Seifert2021b, © 2021 IEEE]

150



8.1 Digitaler fraktionaler Flussschätzer
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Abbildung 8.3: Minimale Anzahl signiőkanter Stellen 𝑛digits für einen stabilen Flussschät-
zer in Abhängigkeit seiner Filterordnung 𝑚′ für beide Approximationen

Ein kontinuierliches System ist genau dann stabil, wenn alle Pole 𝑠x 𝑖 in der
linken Halbebene der komplexen Ebene liegen und somit gilt

Re{𝑠x 𝑖} < 0 . (8.7)

Für Filterkoeffizienten mit einer Gleitkommagenauigkeit von 64 Bit (16 signiőkan-
te Stellen) ist der mit der PASR approximierte Schätzer weder mit der Ordnung
𝑚′ = 26 noch mit 𝑚′ = 44 stabil (Abb. 8.2). Zur Erfüllung des Stabilitätskriteriums
Gl. 8.7 muss die Anzahl der signiőkanten Stellen auf 90 bzw. 180 erhöht werden.
Im Falle des diskretisierten Systems mit dem Stabilitätskriterium

|𝑠x 𝑖 | < 1 (8.8)

sieht das Bild ähnlich aus, wobei zusätzlich die gewählte Abtastfrequenz 𝑓s einen
Einŕuss hat, wie Abb. 8.3 verdeutlicht. Da insbesondere für hohe Filterordnun-
gen auch hohe Abtastfrequenzen sinnvoll sind2, wird das Problem zusätzlich
verschärft. Abbildung 8.3 zeigt ebenfalls, dass die MAEIS mit mindestens 15 %

weniger signiőkanten Stellen, etwas weniger anfällig für Gleitkommafehler ist.
Eine reine Betrachtung im zeitkontinuierlichen Bereich ist sogar mit gewöhnlicher
64śBitśGleitkommagenauigkeit möglich. Für eine diskrete Implementierung ist
eine Berechnung mit VPA in jedem Fall sinnvoll oder gar notwendig.

2Für einen Filter der Ordnung 𝑚′ = 45 werden 46 Strommesswerte aus der Vergangenheit benötigt. Je
kleiner der Zeitraum, in dem diese Werte akquiriert wurden, umso genauer ist das Schätzergebnis.
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8 Magnetlagerregelung mit unterlagerter Flussregelung

Grund für die auftretenden Gleitkommafehler sind Quantisierungseffekte,
wobei zwischen SignalśQuantisierung und KoeffizientenśQuantisierung zu
unterscheiden ist. Im ersten Fall bestimmt die Quantisierung die Auŕösung z. B.
eines Messsignals in seiner Amplitude. Die Quantisierungsfehler des Signals
haben zufälligen Charakter und keinen Einŕuss auf die Stabilität des Schätzers.
Es spielt somit auch keine Rolle, ob der Messwert mit 10 Bit oder 16 Bit abgetastet
wird. Bei der KoeffizientenśQuantisierung wird der Unterschied zwischen einem
zeitdiskreten und einem digitalen System deutlich. Ein zeitdiskretes System ist
theoretisch in der Auŕösung seiner Werte nicht beschränkt und erfordert eine
unendliche Anzahl signiőkanter Stellen bei der Berechnung mit VPA. Ein digitales
System ist jedoch auf die Auŕösung der zugrundeliegenden Rechnerarchitektur
beschränkt. Für Systeme dessen zeitdiskrete Pole nahe dem Einheitskreis und
damit der Stabilitätsgrenze liegen, kann bei digitaler Implementierung mit
beschränkter Auŕösung nicht gewährleistet werden, dass das Stabilitätskriterium
nicht verletzt wird. Je höher die Ordnung des Systems und die Abtastfrequenz,
desto mehr Pole nähern sich dem Einheitskreis an. Eine fundierte theoretische
und praktische Analyse der Problematik ist in [Jackson1989] zu őnden.

Am Versuchsstand kommt eine MicroLabBox der Fa. dSPACE mit einem 64 Bitś
PowerPC zum Einsatz. DSPs mit nur 16. . . 32 Bit őnden in der Antriebstechnik
jedoch ebenfalls Anwendung. Nach Abb. 8.3 ist ein klassisches digitales IIRś
Filter basierend auf der PASR unter dieser Voraussetzung nicht einsetzbar,
basierend auf der MAEIS ist die Filterordnung auf 𝑚′ = 10 beschränkt, wobei das
Übertragungsverhalten eine erhöhte Welligkeit aufweist (→ Abb. 6.1). Aufgrund
der möglichen Quantisierungsfehler wird jedoch generell davon abgeraten, Filter
einer größeren Ordnung als 𝑚′ = 2 einzusetzen [Jackson1989].

Es ist daher erforderlich das IIRśFilter in ein SecondśOrderśSectionsśSystem
(SOSśSystem) umzuwandeln. Dabei handelt es sich um eine Reihenschaltung
aus IIRśFiltern 2. Ordnung, auch digitale BiquadśFilterśKaskade genannt, mit
welcher Quantisierungsfehler vermieden werden können. Im Falle der digitalen
Implementierung von fraktionalen Systemen gelten SOSśSysteme als eine gene-
relle Empfehlung [Tepljakov2014]. Die maximale Filterordnung 𝑚′ ist auf diese
Weise nur durch die Abtastfrequenz 𝑓s beschränkt, wobei als Faustregel

𝑓s/𝑚′ > 2 𝑓 -3dB Φ mit (𝑚′ + 1) mod ( 𝑓s/ 𝑓t) !
= 0 (8.9)

gilt. Demnach rechnet der Schätzer mindestens doppelt schnell, wie der innere
Flussregelkreises mit der Grenzfrequenz 𝑓 -3dB Φ ausgeregelt werden kann. Eine
maximale Abtastfrequenz von 𝑓s = 106,7 kHz (= 5 · 𝑓t) erlaubt in diesem Fall für
𝑓 -3dB Φ ≈ 1 kHz entsprechend eine maximale Filterordnung 𝑚′ = 50.
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8.1 Digitaler fraktionaler Flussschätzer

Anmerkung: Numerische Verfahren, wie in Abschnitt 6.3 bzw. [Hecht2021] kurz
vorgestellt, erlauben aufgrund ihres höheren Freiheitsgrades eine optimierte
Verteilung der Nullś und Polstellen des Flussschätzer und somit Ordnungen
im Bereich 𝑚′ ≥ 8. Auch wenn ein IIRśFilter dieser Ordnung theoretisch stabil
implementierbar ist, so lässt sich allenfalls Grenzstabilität erreichen. Dafür ist
zudem eine GleitkommaśGenauigkeit von mindestens 64 Bit auf dem Zielsystem
nötig. Die nachfolgend vorgestellten BiquadśFilterśKaskaden sollten somit in
jedem Fall zur Anwendung kommen.

8.1.3 Digitale BiquadśFilterśKaskade

Der Einsatz von FilterśKaskaden ist seit vielen Jahrzehnten [Jackson1970] z. B.
in der Audiotechnik (Überblick in [Välimäki2016]) üblich und fußte auf den
sehr kleinen Registergrößen früher Mikroprozessoren von 8 Bit oder sogar 4 Bit

[Shirriff2016]. In der heutigen Zeit wird zudem ein hoher Miniaturisierungsgrad
angestrebt, weshalb i. d. R. die Auŕösung der hochintegrierten Schaltungen nicht
höher gewählt wird, als für die jeweilige Anwendung notwendig. So arbeiten selbst
hochwertige AudiośChips nur mit 24 Bit, selten 32 Bit. Das FilterśDesign őndet
jedoch mit 64 BitśSoftware wie z. B. Matlab statt und eine spätere Skalierung
durch Rundung der Filterkoeffizienten ist notwendig.

Für diese Arbeit steht mit dem NXP QorlQ P5020 Prozessor zwar eine 64 Bit

Rechnerarchitektur am Versuchsstand zur Verfügung, jedoch erfolgte das Filterś
Design mit bis zu 647 Bit unter Nutzung von VPA (→ Abb. 8.2). Das Vorgehen
zur Berechnung der FilterśKaskade und zur Vermeidung von Rundungsfehlern
ist im Folgenden vorgestellt.

Zunächst wird angenommen, dass die Koeffizienten des Flussschätzers in
seiner zeitdiskreten Form nach Gl. 8.4 in allen hinführenden Schritten mit einer
hinreichend großen Anzahl signiőkanter Stellen berechnet wurde (→Abb. 8.3). In
einem nächsten Schritt werden die Pole und Nullstellen des Filters bestimmt. Dazu
kann die solveśFunktion aus Symbolic Math Toolbox von Matlab verwendet
werden, mit welcher sich Zählerś und Nennerpolynom mit VPA und somit
hinreichend hoher Genauigkeit lösen lassen (MatlabśCode: Anhang B.2). An
dieser Stelle können alle Pole und Nullstellen auf bis zu 16 signiőkante Stellen
(64 Bit) bzw. die Genauigkeit des Zielsystems gerundet werden, ohne dass im
weiteren Berechnungsverlauf Gleitkommafehler auftreten.

Diese werden nun weiterhin genutzt, um den Flussschätzer in ein Secondś
OrderśSectionsśSystem (Abb. 8.4) zu überführen:

SOSFS(𝑧−1) =
𝑚′/2∏︂
𝑖 = 1

𝐻𝑖(𝑧−1) = 𝐾

𝑚′/2∏︂
𝑖 = 1

1 + 𝑔1𝑖𝑧
−1 + 𝑔2𝑖𝑧

−2

1 + ℎ1𝑖𝑧−1 + ℎ2𝑖𝑧−2
. (8.10)
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G(=)
�1(I) �2(I) �8(I)

H(=)

Abstand der Polstellen zum Einheitskreisfern nah

(Nullstellen werden Polstellen in unmittelbarer Nähe zugeordnet)

Abbildung 8.4: Digitale BiquadśFilterśKaskade aus SecondśOrderśSectionsśSystem
[Seifert2021b, © 2021 IEEE]

Dazu sind folgende Schritte innerhalb der MatlabśFunktion zp2sos notwendig:

1. Pole und Nullstellen werden in jeweils komplexśkonjugierte Paare 𝑧 = 𝑎 + j𝑏,
𝑧 = 𝑎 − j𝑏 sowie reale Zahlen aufgeteilt.
Matlab: orderzpmit cplxpair, breakconjrealzp

2. Die Pole bzw. konjugiertśkomplexen Polpaare werden absteigend entspre-
chend ihrer Entfernung vom Einheitskreis geordnet.
Matlab: orderp

3. Aus den verbliebenen realen Polen werden ebenfalls Paare entsprechend ihres
Abstands gebildet und geordnet.
Matlab: orderp

4. Die Nullstellen werden den Polen in unmittelbarer Nähe zugeordnet.
Matlab: orderz

5. Aus jeweils zwei Polen und den nächstgelegenen Nullstellen wird ein IIRś
Filter 2. Ordnung (Biquad-Filter: biquadratic Ð Verhältnis zweier quadratischer
Funktionen) gebildet. Der erste Filter der Kaskade nach Abb. 8.4 wird aus
den Polen mit der größten Entfernung zum Einheitskreis berechnet, der
zweite Filter mit den Polen nächstkleinerer Entfernung. Das Vorgehen wird
wiederholt bis der letzte Filter oder ggf. einfache Integrator mit größter Nähe
zur Stabilitätsgrenze gebildet ist.
Matlab: formsos

Eine vollständige programmiertechnische Implementierung für den PowerPC in
der Programmiersprache C ist in [Chassaing2008, iirsos.c, S. 224] gezeigt und
wurde weitestgehend unverändert übernommen:

1 /* Code for Flux Estimator */

2 input = imeas; // measured coil current

3 for (sec = 0; sec < secmax; sec++) {

4 wn = input - Den[sec][0] * w[sec][0] - Den[sec][1] * w[sec][1];

5 input = wn + Num[sec][0] * w[sec][0] + Num[sec][1] * w[sec][1];

6 w[sec][1] = w[sec][0];

7 w[sec][0] = wn;

8 }

9 Phiest = K * input; // estimated flux

code/estimator.c
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8.1 Digitaler fraktionaler Flussschätzer

Die maximale Anzahl an Sections secmax wird mit 𝑚′/2 durch die entspre-
chende Wahl einer geradzahligen Ordnung 𝑚′ ganzzahlig. Die Koeffizienten
Num und Den sowie die Verstärkung K entsprechen den Werten 𝑔, ℎ und 𝐾 in
Gl. 8.10. Sie werden offline vorausberechnet und im Speicher der Echtzeitrege-
lung hinterlegt. Die Zwischenzustände input sowie wn und w werden bei jedem
Schleifendurchlauf 𝑖 =̂ sec neu berechnet.

In Abhängigkeit der Filterordnung 𝑚′ benötigt der Flussschätzer somit nur
4𝑚′

2 + 1 Gleitkommaoperationen (ŕoatingśpoint operations ś ŕop), der eigentli-
che Regler kommt mit zusätzlichen 5 flop aus und unterscheidet sich in diesem
Punkt nicht von einer konventionellen Stromregelung. Nutzt man die effizienten
numerischen Approximationen (→ Abschnitt 6.3) benötigt der innere Regelkreis
somit nicht mehr als 40 flop pro Achse für 𝑚′ = 8. Die Erhöhung der Rechenzeit
auf dem PowerPC durch den Schätzer ist mit unter 1 µs auch für 𝑚′ = 44 noch ver-
nachlässigbar, weshalb der Fokus weiter auf den analytischen Approximationen
liegt3.

These 11 Nach der OfflineśBerechnung der Koeffizienten des Flussschätzers muss nur
ein minimaler Mehraufwand für dessen digitale Implementierung als FilterśKaskade
betrieben werden, um von den Vorteilen einer unterlagerten Flussregelung proőtieren zu
können. Die Erhöhung der Rechenzeit ist vernachlässigbar, jedoch ist ggf. eine längere
Zeit für die A/DśWandlung durch eine Erhöhung der Abtastfrequenz notwendig.

In Abb. 8.5 ist abschließend der vollständige Berechnungsgang für die bei-
den favorisierten Approximationsvarianten PASR (Abschnitt 6.2.1) und MAEIS
(Abschnitt 6.2.2) dargestellt. Beginnend mit den analytisch berechneten Teilre-
luktanzen in Kapitel 5, bis zur BiquadśKaskade, sind für jeden Teilabschnitt
die jeweils benötigten signiőkanten Stellen bzw. die Gleitkommagenauigkeit
angegeben.

3Die abschließenden Messungen in Abschnitt 9.3 und Abschnitt 9.7 waren bereits abgeschlossen, bevor
die numerischen Approximationen theoretisch betrachtet wurden. In [Hecht2021] ist jedoch gezeigt,
dass die Unterschiede zwischen den Approximationen im Bereich der Messunsicherheit liegen. Auf
eine Wiederholung der Messungen mit einem numerisch approximierten Schätzer wurde daher
explizit verzichtet.
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PASR

Teilreluktanzen: Transz. Systeme

Rationale Übertragungsfunktionen

Approximation

Summe der Teilreluktanzen

Summierung

Flussschätzer: zeitkontinuierlich

PASR

Flussschätzer: digitales IIR–Filter

Diskretisierung

ZPK–Modell

Pole/Nullstellen

Biquad–Kaskade

Koeffizienten

Symbolisch

VPA: 10 – 200 Digits

VPA: 20 – 170 Digits

Float: 64 Bit

MAEIS

Teilreluktanzen: Transz. Systeme

Wirbelstromzeitkonstanten

Frequenzganganalyse

Äquivalentes implizites FO-System

Ersatzzeitkonstanten

Flussschätzer: zeitkontinuierlich

MAEIS

Flussschätzer: digitales IIR–Filter

Diskretisierung

ZPK–Modell

Pole/Nullstellen

Biquad–Kaskade

Koeffizienten

VPA: 8 – 140 Digits (Float: 32/64 Bit)

VPA: 8 – 140 Digits

Float: 64 Bit

Abbildung 8.5: Vollständiger Berechnungsgang für die beiden Approximationsvarianten
PASR und MAEIS mit benötigten signiőkanten Stellen bzw. Gleitkomma-
genauigkeit
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8.2 Flussregelung auf Basis des Schätzers

Für die Auslegung des Flussreglers soll angenommen werden, dass die Wirbel-
stromzeitkonstante 𝑇e vollständig durch den Flussschätzer kompensiert wird,
sodass lediglich die Hauptfeldzeitkonstante 𝑇h = 𝐿h t/𝑅Cu als große Zeitkonstante
𝑇1 sowie die Summenzeitkonstante 𝑇Σ als kleine Zeitkonstante verbleiben. Der zu
entwerfende Regler dient somit der Ausregelung der PT2śStrecke

𝐺s Φ(𝑠) = 𝑉Φ

1 + 𝑠𝑇h

𝑉t

1 + 𝑠𝑇Σ
(8.11)

mit der Streckenverstärkung 𝑉Φ = 𝐿h f/(𝑅Cu𝑁) nach Abschnitt 2.3.2 und der
Stellgliedverstärkung 𝑉t = 1. Die Summenzeitkonstante 𝑇Σ setzt sich aus

𝑇Σ = 𝑇t⏞⏟⏟⏞
Schaltperiode

+ 𝑇a⏞⏟⏟⏞
Abtastkorrektur

+ 𝑇m⏞⏟⏟⏞
Messverzögerung

≈ 1,85 𝑇t . (8.12)

zusammen (Tab. 8.1), wobei die Abtastkorrektur bei einer Augenblickswertmes-
sung der halben Abtastperiode entspricht, in diesem Fall 𝑇a = 𝑇s/2 = 𝑇t/2. Die
Messverzögerung wird über eine Frequenzgangmessung in Abschnitt 9.3 zu
𝑇m ≈ 0,35 𝑇t bestimmt. Sie beinhaltet Laufzeiten u. a. der LEMśWandler, Strom-
őlter und DAśWandler sowie weiterer Komponenten des Regelungssystems.

Strecken dieser Art werden i. d. R. mit einem PIśRegler

𝐺R Φ(𝑠) = 𝐾R Φ
1 + 𝑠𝑇N Φ

𝑠𝑇N Φ
= 𝐾R Φ

(︂
1 + 1

𝑠𝑇N Φ

)︂
= 𝐾P Φ + 𝐾I Φ

1

𝑠
(8.13)

behandelt, da dieser die große Zeitkonstante 𝑇h kompensieren kann und somit zu
einer schnellen Einstellung der Führungsgröße führt. Der verbleibende Integrator
dient der Ausregelung eine eventuellen Regelabweichung. Die Reglerverstärkung
𝐾R Φ und die Nachstellzeit 𝑇N Φ können für die vorliegende Strecke sowohl mit
dem Betragsoptimum als auch mit dem symmetrischen Optimum berechnet
werden.

Tabelle 8.1: Zeitkonstanten des inneren Regelkreises für das Axiallager (KLA) bei einer
Schaltfrequenz von 𝑓t = 21 333 Hz

Hauptfeldzeitkonstante 𝑇h 29,8 ms für 𝜇r = 231, bezogen auf 𝐿h t
Schaltperiode 𝑇t 46,9 µs für 𝑓t = 21 333 Hz
Abtastkorrektur 𝑇a 23,4 µs bei Augenblickswertmessung
Messverzögerung 𝑇m 16,4 µs aus Frequenzgangmessung
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8 Magnetlagerregelung mit unterlagerter Flussregelung

8.2.1 Betragsoptimum und Symmetrisches Optimum

Betragsoptimum

Das Betragsoptimum (BO) nach [Kessler1955] erlaubt bei Regelkreisen ohne
Störgrößeneinwirkung eine Optimierung der Einschwingzeit. Die Einstellregeln

𝑇N Φ = 𝑇1 = 𝑇h und 𝐾R Φ =
𝑇h

2 (𝑉t +𝑉Φ) 𝑇Σ
(8.14)

leiten sich unmittelbar aus dem Ziel ab, die große Zeitkonstante zu kompen-
sieren. Das Betragsoptimum führt allgemein zu einer vergleichsweise hohen
Proportionalverstärkung 𝐾P = 𝐾R, bei einer nur kleinen IntegralśVerstärkung
𝐾I = 𝐾R/𝑇N. Sofern keine Störgrößen einwirken, die Streckenverstärkung weitest-
gehend konstant ist und das Stellglied nicht in die Sättigung geht, sind dadurch
keine Einschränkungen zu erwarten. Bei einer Stromregelung ist das i. d. R. auch
der Fall, mit der Ausnahme von Temperatur- und Stromverdrängungseffekten,
die nur in wenigen Anwendungen einen nennenswerten Einŕuss haben.

Für eine Flussregelung in magnetischen Radiallagern können ähnliche Aussa-
gen getroffen werden, da die eingesetzten Elektrobleche nicht nur den Einŕuss
von Wirbelströmen und Hysterese, sondern aufgrund ihrer großen linearen
Aussteuerbereiche auch die Sättigung auf ein Minimum reduzieren können und
somit weitestgehend zu einer Proportionalität von Spulenstrom 𝑖 und Fluss 𝛷
führen (→ Abschnitt 2.3.1).

Bei magnetischen Axiallagern oder anderen Aktoren mit massivem Eisen-
kern ist all dies nicht der Fall. Die eingesetzten Konstruktionsstähle weisen
arbeitspunktabhängige Permeabilitäten 𝜇 auf (→ Abb. A.1) und führen so zu
einer Schwankung der Streckenverstärkung 𝑉Φ ∼ 𝐿h f ∼ 𝜇 (→ Abschnitt 9.3).
Wirbelströme und Hysterese (→ Abschnitt 2.2 bzw. Abschnitt 3.2) haben eine
erhebliche Phasenverschiebung zwischen dem Strom 𝑖 und dem Fluss 𝛷x zur
Folge (→ Abb. 2.3). Kommt eine unterlagerte Stromregelung zum Einsatz, so eilt
der kraftbildende Fluss 𝛷x der Regelgröße 𝑖 nach, wodurch sich zwar die Dyna-
mik der überlagerten Kraft- und Lageregelung verschlechtert, die Stromregelung
selbst jedoch unbeeinŕusst bleibt4. Wird der Fluss allerdings direkt geregelt, so
eilt der Strom 𝑖 der Regelgröße 𝛷 voraus und es werden Stromanstiege gefordert,
für welche die Stellglieder i. d. R. nicht ausgelegt sind5 und der Reglerausgang
erreicht die Spannungsbegrenzung 𝑈max. Die Messungen in Abschnitt 9.6 ha-

4Sofern die vorhandenen Phasenreserve ausreichend ist (→ Abschnitt 8.3)
5Radial- und Axiallager werden i. d. R. vom gleichen MehrachsenśUmrichtersystem gespeist. Wird

für alle Achsen die gleiche Nennkraft angenommen, ergibt sich für die Axiallagerung bei gleicher
Dynamik ein wesentlich höherer Spannungsbedarf. Je nach Auslegung, kann es daher zu einer
Überproportionierung der radialen oder Sättigung der axialen Ansteuerelektronik kommen.
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ben dennoch gezeigt, dass das Betragsoptimum auch im Begrenzungsfall ein
sehr gutes Einschwingverhalten aufweist und sich keine Einschränkung aus der
geringen IntegralśVerstärkung ergeben.

Symmetrisches Optimum

Das Symmetrische Optimum (SO) nach [Kessler1958] ist auf die Ausregelung
von Störgrößen und Modellfehlern optimiert und kann einige Nachteile des Be-
tragsoptimums ausgleichen. Grund dafür ist der vergleichsweise große IśAnteil,
der sich aus der Einstellregel

𝑇N Φ = 𝑎2𝑇Σ =
(︁
2𝜋 𝑓N Φ

)︁−1 (8.15)

ergibt, wobei das geometrische Mittel beider Zeitkonstanten die Frequenz 𝑓c
bestimmt, an der der Phasengang ein Maximum erreicht:

𝑓c

2𝜋
=

1√
𝑇N Φ 𝑇Σ

=
𝑎

𝑇N Φ
=

1

𝑎 𝑇Σ
. (8.16)

Je größer der Symmetriefaktor 𝑎 gewählt wird, desto größer ist der Frequenzbe-
reich mit einer erhöhten Phasenreserve, aber desto kleiner ist die resultierende
Integralverstärkung 𝐾I und damit die Dynamik des Reglers. Über die Reg-
lerverstärkung 𝐾R wird nun der Amplitudengang des offenen Regelkreises
𝐺o(𝑠) = 𝐺Φ(𝑠)𝐺R Φ(𝑠) so verschoben, dass seine Durchtrittsfrequenz 𝑓d mit 𝑓c
zusammenfällt und es gilt:

|𝐺o( 𝑓 = 𝑓c)| = 1 ⇒ 𝐾R Φ =
𝑇h

𝑎 (𝑉t +𝑉Φ) 𝑇Σ
. (8.17)

Es ist ersichtlich, dass für die Standardeinstellung 𝑎 = 2 die Reglerverstärkung
der des Betragsoptimums entspricht, die Grenzfrequenz des IśAnteils mit den
Zahlenwerten aus Tab. 8.1 jedoch fast 78śfach höher liegt.

Vergleich

In Abb. 8.6 wird deutlich, dass das Betragsoptimum für den geschlossenen
Regelkreis 𝐺f das beste Führungsübertragungsverhalten liefert, es keine Am-
plitudenerhöhung im Bereich von 𝑓d aufweist und gleichzeitig die maximale
theoretische Bandbreite 𝑓−3dB = 2061 Hz ermöglicht. Die Darstellung beruht
jedoch auf dem analytischen Streckenmodell, sodass Regler und Strecke ideal
aufeinander abgestimmt sind. Zudem ist die Reglerausgangsbegrenzung 𝑈max

bzw. Stellgliedbegrenzung 𝑈ZK (Zwischenkreisspannung) hier unberücksichtigt.
Die Durchtrittsfrequenz 𝑓d ist beim Symmetrischen Optimum für 𝑎 = 2 und

dem Betragsoptimum annähernd identisch, was aufgrund der gleichen Reg-
lerverstärkung 𝐾R auch zu erwarten ist. Der große IśAnteil verschiebt dessen
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Abbildung 8.6: Analytischer berechneter Frequenzgang des offenen und geschlossenen
Regelkreises 𝐺o bzw. 𝐺f der unterlagerten Flussregelung für das Betrags-
oder Symmetrische Optimum für verschiedene Symmetriefaktoren 𝑎, Zu-
grundeliegendes Modell: MAEIS45

21333 mit 𝜇𝑟 = 231 (→ Abschnitt 9.3)
Ð 𝑓N: Grenzfrequenz des IśAnteils, 𝑓d: Durchtrittsfrequenz des offenen
Kreises, 𝑎: Symmetriefaktor

Grenzfrequenz 𝑓N jedoch in die Nähe der Durchtrittsfrequenz 𝑓d und führt so
zu einer deutlichen Verringerung der Phasenreserve 𝜑PR auf nur 34,4◦ und
einer Resonanzerhöhung Δ𝐾Res bei 𝑓d von 5 dB im geschlossenen Kreis 𝐺f. Die
resultierende verstärkte Schwingungsanregung bzw. das erhöhte Überschwin-
gen sollte bei Magnetlagern allerdings vermieden werden. Eine Erhöhung des
Symmetriefaktors auf 𝑎 = 6 erlaubt eine Wiederherstellung der Phasenreser-
ve auf 72,1◦, jedoch auf Kosten einer niedrigeren Bandbreite von nur noch
𝑓 -3dB = 426 Hz. Eine Alternative zur Verringerung des Überschwingens bei 𝑎 = 2

stellt ein Führungsgrößenőlter zur Kompensation der im geschlossenen Kreis
𝐺f verbleibenden Nullstelle 𝑠0 = 1/𝑇N dar, sofern die gleichbleibend niedrige
Phasenreserve ausreichend ist. Die Grenzfrequenz von 𝑓 -3dB = 1 kHz wird jedoch
auch in diesem Fall zu einer frühzeitigen Sättigung des Stellglieds führen.

An dieser Stelle muss abgewogen werden, welche Bandbreite der unterlagerten
Flussregelung tatsächlich für die überlagerte Lageregelung erforderlich ist. Das
Symmetrische Optimum wirkt mit 𝑎 = 6 oder Vorőlter wie eine künstliche
Verlangsamung des Regelkreises und kann so die Sättigung des Stellglieds
verhindern. Da diese Arbeit eine Maximierung der Regeldynamik anstrebt, ist
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8.2 Flussregelung auf Basis des Schätzers

das Betragsoptimum die erste Wahl. Wie die gemessenen Frequenzgänge und
Sprungantworten in Abschnitt 9.6 zeigen, ergeben sich aus dem vereinzelten
Erreichen der Stellgliedbegrenzung neben der unvermeidbaren Limitierung der
Dynamik keine weiteren Nachteile. Das Symmetrische Optimum soll daher im
praktischen Teil dieser Arbeit nicht weiter betrachtet werden.

Anti–Windup
Der vorherige Abschnitt hat verdeutlicht, dass die Sättigung des Stellglieds ein
wahrscheinlich eintretender Fall ist, weshalb ein AntiśWindup zu berücksichtigen
ist, welches das weitere Auőntegrieren des IśAnteils verhindert [Schröder2009].
Wird eine Differenz zwischen dem begrenzten und unbegrenzten Reglerausgang
detektiert, so wird der IśAnteil auf 0 gesetzt (Abb. 8.7), ein Vorgehen, welches in
der Literatur als Clamping bzw. Integralabschaltung bekannt ist.

4Φ
 R Φ

1
)N Φ

×
4i 1

B

4p D∗ D∗b

|ΔD∗ | > 0
-

±*max

= ±�τmax*ZK

Abbildung 8.7: AntiśWindup des inneren PIśReglers mit Integralabschaltung
Ð 𝑈ZK: Zwischenkreisspannung, 𝐷τmax: maximaler DutyśCycle

8.2.2 Strombegrenzung

Die fehlende Möglichkeit einer direkten Strombegrenzung ist einer der Haupt-
gründe, warum sich ŕuss- bzw. ŕussdichtebasierte Regelungstopologien in
der Praxis bisher nicht durchsetzen konnten. Anders als z. B. beim Hochlauf
drehzahlgeregelter rotierender Maschinen, ist es jedoch aus Sicherheitsgründen
(Absturzgefahr) unüblich Magnetlager an der Strombegrenzung zu betreiben. Der
im Folgenden vorgestellte einfache Algorithmus zur dynamischen Limitierung
der Sollspannung 𝑢∗ am Ausgang des Flussreglers ist somit ausreichend, um den
Steuerstrom 𝑖mess effektiv zu begrenzen und einen ausreichenden Schutz des
Magnetlagers und der Leistungselektronik zu gewährleisten. Die Auswirkungen
dieser dynamischen Reglerausgangsbegrenzung in Abb. 8.8 auf die Stabilität
des Regelkreises sind nicht zu betrachten, da beim Erreichen der Begrenzung
ohnehin eine Notbremsung und -abschaltung eingeleitet werden sollte.

Funktionsweise

Im Wesentlichen ist nur die Kenntnis des Spulenwiderstands 𝑅Cu notwendig,
wobei dessen Temperaturabhängigkeit vernachlässigt oder wahlweise mit einem
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8 Magnetlagerregelung mit unterlagerter Flussregelung

Sicherheitsfaktor berücksichtigt werden kann. Erreicht der aktuelle Strom 𝑖mess

den maximal zulässigen Strom 𝐼max, so soll die Ausgangs-Sollspannung 𝑢∗ auf den
Wert 𝑅Cu𝐼max begrenzt werden, der im stationären Zustand 𝐼max aufrecht erhält.
Eine sprungweise Begrenzung von 𝑢∗ würde das System jedoch destabilisieren
bzw. zum Schwingen anregen, weshalb eine lineare Interpolation zwischen der
maximal möglichen Ausgangsspannung 𝑈max und 𝑅Cu𝐼max erfolgt:

𝑢∗′max =
Δ𝐼

𝐼max

(︁
𝑈max − 𝐼max𝑅Cu

)︁
mit Δ𝐼 = 𝐼max − |𝑖mess | , (8.18)

wie in Abb. 8.8 dargestellt. Ein Pendeln des Stroms 𝑖mess um 𝐼max, ein Fall der
vermieden werden sollte, führt zu einer ständigen Änderung von 𝑢∗′max und
einer unerwünschten Schwingungsanregung (Abb. 8.9). Eine Dämpfung der
Schwingungsamplitude ist durch die zusätzliche Glättung der Begrenzungswerte
möglich. Dazu wird der gleitende Mittelwert, z. B. der letzten 5 Begrenzungswerte

�̄�∗′max(𝑘) =
1

5

4∑︂
𝑖 = 0

𝑢∗′max(𝑘 − 𝑖) (8.19)

gebildet und mit einem Wichtungsfaktor 𝑤 = 0,9 . . . 1 mit dem aktuellen Begren-
zungswert 𝑢∗′max verrechnet:

𝑢∗max = 𝑤 · 𝑢′max + (1 − 𝑤) · �̄�′max mit 𝑤 =
Δ𝐼

𝐼max
· 0,1 + 0,9 . (8.20)

Die Kurvenform in Abb. 8.8 und die Gewichtung können angepasst werden,
wobei sich die vorgestellte Variante als am praktikabelsten erwiesen hat. Ist der
Begrenzungsstrom zu niedrig gewählt, nimmt die Fluss- bzw. Flussdichtedynamik

�max �Fehler

*max

�max · 'Cu

8mess

D∗
max

4Φ
PI

D(∗) D∗ D

8mess

Fluss-
regler StellgliedD∗

max(8mess)

Abbildung 8.8: Dynamische Reglerausgangsbegrenzung: Begrenzung der Ausgangs-
Sollspannung 𝑢∗ in Abhängigkeit des gemessenen Spulenstroms 𝑖mess

ś 𝑈max: maximale Ausgangsspannung, 𝐼max: maximaler vom Regler zu-
gelassener Strom, 𝐼Fehler: hardwareseitige Strombegrenzung (Sicherung,
Not-Abschaltung), 𝑅Cu: Spulenwiderstand, basierend auf [Seifert2019c]
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deutlich ab (Abb. 8.9) und es sollte der Einsatz eines leistungsfähigeren Stellglieds
in Betracht gezogen werden.
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Abbildung 8.9: Gemessene Sprungantworten für Flussdichte 𝐵 ∼ 𝛷 und Spulenstrom
auf Flussdichtesollwertsprung für verschiedene Begrenzungsströme 𝐼max,
Beispielmessungen für Ringkernspule aus [Seifert2019c]

8.3 Stromregelung unter dem Einŕuss von Wirbelströmen

Bei geblechten elektrischen Maschinen und Aktoren stellt die Stromregelung
i. d. R. kein Problem dar. Es liegen praktisch keine Störgrößen vor und die
Auslegung nach dem Betragsoptimum gilt als praktikabel. Die Regelstrecke
ist meist ein RLśGlied, bestehend aus den hinreichend genau bestimmbaren
Parametern Spulenwiderstand 𝑅Cu und Hauptinduktivität 𝐿h:

𝐺s i(𝑠) =
𝑉i

1 + 𝑠𝑇h

𝑉t

1 + 𝑠𝑇Σ
mit 𝑉i =

1

𝑅Cu
, 𝑇h =

𝐿h

𝑅Cu
, (8.21)

sowie den Stellgliedparametern 𝑉t = 1 und 𝑇Σ aus Gl. 8.12. Analog zur Flussrege-
lung in Abschnitt 8.2.1 kann daher ein betragsoptimierter Regler

𝑇N i = 𝑇1 = 𝑇h und 𝐾R i =
𝑇h

2 (𝑉t +𝑉i) 𝑇Σ
(8.22)

entworfen werden, welcher jedoch nur dann stabil ist, wenn die Hauptinduktivität
𝐿h = 𝐿h t weitestgehend konstant über der Bandbreite der Stromregelung ist.
Das ist für massive Eisenkerne jedoch nicht der Fall. Vielmehr ist auch hier die
frequenzabhängige effektive Induktivität 𝐿eff t(𝑠) wirksam.
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Abbildung 8.10: Analytisch berechneter Frequenzgang des offenen und geschlossenen
Regelkreises 𝐺o bzw. 𝐺f der unterlagerten Stromregelung für das Betrags-
optimum, Vergleich von realem Fall mit frequenzabhängiger Induktivität
𝐿eff und des hypothetischen Falls ohne Wirbelströme

Abbildung 8.106 illustriert für einen unveränderten Regler auf Basis von 𝐿h t,
wie sich gegenüber dem hypothetischen Fall ohne Wirbelströme, die Durchtritts-
frequenz 𝑓d um annähernd 1,5 Dekaden nach hinten verschiebt. Die Summen-
zeitkonstante 𝑇Σ, welche maßgeblich die Phasenreserve begrenzt, bleibt jedoch
unverändert. Das Stabilitätskriterium einer positiven Phasenreserve (𝜑 > −180◦)
kann so nicht erfüllt werden. Zur Stabilisierung des Regelkreises ist die Propor-
tionalverstärkung des Reglers soweit zu verringern, dass die Durchtrittsfrequenz
𝑓d mindestens mit der Stabilitätsgrenze 𝑓 (𝜑 = −180◦) zusammenfällt. Dies kann
z. B. durch Absenkung der großen Zeitkonstante 𝑇1 oder durch Einführung
einer äquivalenten Durchtrittsinduktivität 𝐿h t ⇒ 𝐿d erfolgen, um einen Teil der
Phasenreserve zu erhalten. Bei der Durchtrittsinduktivität handelt es sich um
die im realen System effektiv wirksame Induktivität 𝐿d = 𝐿eff t( 𝑓 = 𝑓 ′

d
) < 𝐿h t bei

der angestrebten Durchtrittsfrequenz 𝑓 ′
d

des hypothetischen wirbelstromfreien
Systems. Durch die Annahme von 𝐿d bei der Reglerauslegung, verringern sich
die Proportionalverstärkung 𝐾R i und Nachstellzeit 𝑇N i gleichermaßen, sodass
die Durchtrittsfrequenz des realen Regelkreises 𝑓d an den hypothetischen Fall
𝑓 ′
d

angepasst wird (Abb. 8.10). Auf diese Weise verhält sich die Stromregelung
massiver Axiallager ähnlich zu geblechten Radiallagern.

6Hinweis: In der konzeptionellen Darstellung in Abb. 2.7 wird der kraftbildende Strom 𝑖μh geregelt, in
Abb. 8.10 jedoch der tatsächlich messbare Strom 𝑖mess.
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8.4 Lageregelung

In Abschnitt 2.3 werden eine Vielzahl innovativer Regelungsansätze für die Lage-
regelung aktiver Magnetlager angesprochen, die zum Teil auch die signiőkanten
Wirbelstromeinŕüsse kompensieren können. Jedoch sind die meisten dieser alter-
nativen Ansätze mathematisch abstrahiert und physikalisch kaum noch greifbar,
weshalb diese Arbeit weiterhin die Verwendung des klassischen MasseśFederś
DämpferśAnsatzes [Schweitzer1993] (Abb. 8.11) anstrebt. Die mechanischen
Parameter Steiőgkeit 𝑘 und Dämpfung 𝑑 haben hier einen unmittelbaren Einŕuss
auf die Auslegung des Lagereglers und erleichtern so die Inbetriebnahme des
Magnetlagers. Störgrößen, wie der Einŕuss der Wirbelströme, können mit Hilfe
des Flussschätzers bereits im inneren Flussregelkreis kompensiert werden.

Durch Gleichsetzen der FederśDämpferśKraft 𝐹FD mit der linearisierten Ma-
gnetkraft 𝐹mag(𝑖 , 𝑥) (→ Gl. 2.24)

−𝑘 · 𝑥(𝑡) − 𝑑 · .
𝑥(𝑡) = 𝑘i · 𝑖(𝑡) + 𝑘x · 𝑥(𝑡) = 𝑘Φ ·𝛷x(𝑡) + 𝑘x · 𝑥(𝑡) (8.23)

kann eine Beschreibung des Spulenstroms 𝑖(𝑡) = 𝑖mess(𝑡) bzw. der Flusses 𝛷x(𝑡)
in Abhängigkeit der Lage 𝑥(𝑡) gewonnen werden. Deren LaplaceśTransformierte

𝑖(𝑠) = ℒ
{︄
− (𝑘 + 𝑘x) 𝑥(𝑡) + 𝑑

.
𝑥(𝑡)

𝑘i

}︄
= −(𝑘 + 𝑘x) 𝑥(𝑠) + 𝑠 𝑑 𝑥(𝑠)

𝑘i
(8.24)

führt unter Annahme eines Lagesollwerts von 𝑥∗(𝑠) = 0 unmittelbar zu einem
PDśRegler:

𝐺R x(𝑠) =
𝑖(𝑠)

𝑥∗(𝑠) − 𝑥(𝑠) =
𝑘 + 𝑘x

𝑘i⏞ˉ⏟⏟ˉ⏞
𝐾R x

·
(︄
1 + 𝑠 · 𝑑

𝑘 + 𝑘x⏞ˉ⏟⏟ˉ⏞
𝑇V x

)︄
. (8.25)

Die Herleitung für den Fluss 𝛷x erfolgt entsprechend mit 𝑘Φ und es ergeben sich
die Reglerverstärkung und Vorhaltezeit

𝐾Rx =
𝑘 + 𝑘x

𝑘i|Φ
bzw. 𝑇Vx =

𝑑

𝑘 + 𝑘x
. (8.26)

Unter der vereinfachenden Annahme eines idealen unterlagerten Regelkreises in
Abb. 2.5 mit 𝐺f i|Φ(𝑠) = 1, weist der geschlossene Lageregelkreis zwei Polstellen
auf, die in der komplexen Ebene auf einem Einheitskreis liegen, welcher von der
Eigenkreisfrequenz 𝜔0 beschrieben wird (Abb. 8.12). Der Zusammenhang zur
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Abbildung 8.11: Darstellung eines Ma-
gnetlagers als MasseśFederśDämpferś
System Ð 𝑘: Steiőgkeit, 𝑑: Dämpfung,
𝑚r: Rotormasse bzw. reduzierte Masse,
nach [Schweitzer2009]
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Abbildung 8.12: Polstellen 𝑠1 und 𝑠2

des geschlossenen Lageregelkreises für ver-
schiedene Lehr’sche Dämpfungsmaße 𝐷
Ð 𝜔0: Eigenkreisfrequenz, 𝜔0 D: Kreisfrequenz
des gedämpften Systems, 𝛿: Abklingrate

Dämpfung 𝑑 kann über die Abklingrate 𝛿 und das Lehr’sche Dämpfungsmaß 𝐷

𝐷 =
𝛿

𝜔0
mit 𝛿 =

𝑑

2 · 𝑚r
und 𝜔0 =

√︁
𝑘/𝑚r (8.27)

hergestellt werden, wobei mit größeren 𝐷 auch eine größere Dämpfung der
Eigenschwingung auf die Kreisfrequenz 𝜔0 D möglich ist. Für den theoretischen
Maximalwert 𝐷 = 1 ist das System nicht mehr schwingungsfähig. Im Falle
eines Axiallagers mit massivem Eisenkern führen die Wirbelströme jedoch zu
einer signiőkanten Verringerung des KraftśStromśFaktors 𝑘i bzw. KraftśFlussś
Faktors 𝑘Φ, sofern keine Kompensation erfolgt. Dies lässt im Umkehrschluss eine
Erhöhung des Dämpfungsmaß’ auf 𝐷 > 1 zu, was in der Praxis eine wirksame
Maßnahme zur Stabilisierung der anderenfalls äußerst schwingungsanfälligen
Axiallagerung darstellt. Auch für die StarrkörperśModen des Rotors lässt sich eine
Dämpfung 𝐷 > 1 erreichen, wenn das LageśMesssignal hinreichend rauscharm
und hochauŕösend ist [Schweitzer2009].

Bei der Masse 𝑚r in Gl. 8.27 handelt es sich um die sogenannte reduzierte Masse
𝑚red. Diese berücksichtigt zum einen die ungleiche Masseverteilung auf den
unterschiedlichen (radialen) Lagerachsen, entsprechend ihrer Hebel, sofern der
Schwerpunkt nicht mittig zwischen beiden Achsen liegt. Zum anderen beinhaltet
sie das axiale Massenträgheitsmoment, welches auf eine Masse zurückgerechnet
werden kann. Im Falle des Axiallagers liegt nur eine einzelne Lagerachse vor,
weshalb die reduzierte Masse der gesamten Rotormasse 𝑚r entspricht. Eine
ausführliche Herleitung erfolgte in [Seifert2014].
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Die Steiőgkeit 𝑘 wird üblicherweise als ein Vielfaches des KraftśWeg-Faktors 𝑘x

gewählt, welcher der natürlichen Steiőgkeit der angenommenen Feder entspricht.
Größere Werte erlauben eine höhere Positioniergenauigkeit, führen jedoch zu
einem größeren StromśRipple und allgemein unruhigerem Schwebezustand. Die
maximale Steiőgkeit ist durch die Bandbreite des unterlagerten Regelkreises
begrenzt. Ist diese für die jeweilige Wahl von 𝑘 zu niedrig, führt dies unweigerlich
zur Instabilität der Lageregelung und dem Absturz des Rotors. Durch die unterla-
gerte schätzerbasierte Flussregelung, lässt sich die Bandbreite der unterlagerten
Regelung (→ Abb. 9.10) und damit der Einstellbereich der Steiőgkeit deutlich
erhöhen.

Bei einem MasseśFederśDämpferśSystem stellt sich bei Einwirken einer kon-
stanten Kraft 𝐹 eine ebenso konstante Auslenkung 𝑥 ein. Aus diesem Grund führt
auch der abgeleitete PDśRegler zu einer bleibenden Regelabweichung, die einen
zusätzlich IntegralśAnteil erfordert. Die Nachstellzeit 𝑇N x als Freiheitsgrad ist
so klein wie möglich zu wählen, wobei ihr Kehrwert 𝜔N x = 1/𝑇N x maximal ein
Zehntel der Eigenkreisfrequenz 𝜔0 betragen sollte, um eine zusätzliche Erhöhung
der Resonanzamplitude zu vermeiden.

Weiterhin ist es erstrebenswert, höherfrequentes Messrauschen des kapazitiven
Lagemesssystems herauszuőltern, insbesondere im Bereich der Grenzfrequenz
des unterlagerten Regelkreises. Diese Schwingungen können oder sollen i. d. R.
nicht ausgeregelt werden. Zu diesem Zweck hat sich in der Praxis ein Filter
2. Ordnung mit der Filterfrequenz 1/𝑇F = 𝜔F > 𝜔0 und Dämpfung 𝐷F = 0,7

im DifferentialśTeil des Reglers bewährt7, sodass sich schließlich die folgende
Beschreibung eines PIDT2śReglers ergibt:

𝐺R x(𝑠) = 𝐾R x ·
(︄
1 + 1

𝑇N x 𝑠
+ 𝑇V x 𝑠 ·

1

1 + 2𝐷F𝑇F 𝑠 + 𝑇2
F
𝑠2

)︄
. (8.28)

Sämtliche quantitativen Reglerparameter für alle Achsen sind in Anhang D,
Tab. D.2 zusammengefasst.

Die Diskretisierung des Reglers erfolgt nach dem digitalen PIDśAlgorithmus
und der ZśTransformation aus [Lutz2014].

7In Zeiten analoger Regler war der Filter auch deshalb notwendig, weil sich reine PIDśRegler mit
OPVśSchaltungen nicht stabil realisieren ließen [Lutz2014].
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9 Experimentelle Untersuchung

In diesem Kapitel erfolgt anhand eines Simulationsmodells in Matlab/Simulink

und einem messtechnischen Versuchsaufbau der Nachweis der Wirksamkeit des
fraktionalen Flussschätzers. Anhand des inneren Regelkreises wird in den Ab-
schnitten 9.3 und 9.4 zunächst das dem Schätzer zugrunde liegende analytische
Flussmodell messtechnisch validiert und eine der digitalen Schätzervarianten
ausgewählt. In Abschnitt 9.5 folgt die Deőnition eines Unsicherheitsbereichs
gegenüber dem realen Fluss, bevor unter diesem Aspekt in Abschnitt 9.6 der
Flussregelkreis untersucht wird. Die Parameter der übergeordneten Lagere-
gelung des axialen Magnetlagers sind unabhängig von der Ausführung des
inneren Regelkreises, sodass in Abschnitt 9.7 ein Vergleich des Führungs- und
Störübertragungsverhaltens des Lagers für die beiden Fälle einer unterlagerten
klassischen Strom- oder schätzerbasierten Flussregelung vorgenommen wird.
Durch Variation der Dämpfungs- und Steiőgkeitsparameter des Lagereglers
sollen die dynamischen Grenzen beider Varianten ausgelotet werden und das Ver-
besserungspotenzial der in dieser Arbeit neu vorgestellten Regelungstopologie
aufgezeigt werden.

9.1 Aufbau des Versuchsstands

Der Grundaufbau des Versuchsstands auf Basis des RapidśPrototyping-Systems
źMicroLabBoxł der Fa. dSPACE ist in Abb. 9.1 schematisch dargestellt. Es handelt
sich um eine Eigenentwicklung des Lehrstuhls für elektrische Maschinen und
Antriebe, welche seit 2008 kontinuierlich erweitert und modernisiert wird und
auch in weiteren Forschungsarbeiten zum Einsatz kam (u. a. [Fleischer2017]). Da
der überwiegende Teil der Komponenten bereits in studentischen Arbeiten und
Veröffentlichungen des Lehrstuhls beschrieben sind, wird hier i. d. R. nur auf
diese verwiesen und lediglich auf einige Besonderheiten näher eingegangen.

5śachsig aktiv magnetgelagerter Antrieb

Der Versuchsantrieb setzt sich aus einer SchlitzläuferśAsynchronmaschine sowie
einem kombinierten Radial-/AxialśUnipolarlager und einem reinen Radialś
Unipolarlager und der notwendigen Sensorik zusammen. Die Konstruktionsskiz-
ze in Abb. C.1 in Anhang C zeigt einen Längsschnitt durch den Antrieb.
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Abbildung 9.1: Messtechnischer Versuchsaufbau mit dSPACE MicroLabBox, basierend
auf [Seifert2019a, © 2019 De Gruyter]

Kombiniertes Radial-/Axial–Unipolarlager

Die Auslegung und Konstruktion des Radial-/AxialśUnipolarlagers, auch Kombi-
lager genannt, erfolgte in [Seifert2014]. Allerdings kamen in dem ursprünglichen
Aufbau noch Pulververbundwerkstoffe in Stator und Rotor des Axiallagers zum
Einsatz, welche für diese Arbeit durch den in der Industrie üblichen Konstrukti-
onsstahl 15NiCr13 ersetzt wurden. Der restliche Aufbau verbleibt unverändert,
mit Ausnahme der Rotorbleche, für welche die gegenüber der ursprünglichen
Blechsorte M400 50A, hochwertigere Sorte 280 30AP eingesetzt wurde. Maß-
stäbliche Zeichnungen der Geometrie und ihre Parameter sind in Abb. 5.1 und
Abb. 5.12 dargestellt und die für die Regelung relevanten Parameter in Tab. D.2
zusammengefasst.

Radial–Unipolarlager

Das zweite Radiallager wurde im Zuge der Arbeiten an [Bahr2013] aufgebaut
und ist in [Minner2015] ausführlich beschrieben. Jedoch wurden in diesem Fall
sowohl Stator- als auch Rotorbleche durch die Sorte 280 30AP ersetzt und die
Luftspaltgeometrie an das Kombilager angepasst. Sämtliche Parameter sind auch
hier in Abb. 5.12 und Tab. D.2 zu őnden.
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Schlitzläufer–Asynchronmaschine

Die SchlitzläuferśAsynchronmaschine wurde für die Durchführung von Aus-
laufversuchen am Versuchsaufbau in [Fleischer2017] entwickelt. Statt eines
Rotorkäőgs kommt ein geschlitzter Massivläufer zum Einsatz, der durch die
Ausprägung von Wirbelströmen in den Rotorzähnen nicht auf dedizierte Ro-
torstäbe zur Drehmomentbildung angewiesen ist. Das Drehmoment ist mit
24 mN m äußerst gering, jedoch ausreichend um den Rotor auf 30 000 min−1 zu
beschleunigen [Seifert2017b]. Durch den Verzicht auf Permanentmagnete treten
keine Schleppmomente auf, sodass im Vakuum eine isolierte Bestimmung der
reinen Rotorverluste der Magnetlager möglich ist. Der Motor ist baugleich zur
Ausführung in [Fleischer2011] und seine Parameter in Tab. D.1 zusammengefasst.
Beim Motorstator handelt es sich um den DCMS090/045-20 der Fa. KEBA AG.

Lagesensorik

Das eingesetzte kapazitive Lagemesssystem ist eine Eigenentwicklung des Lehr-
stuhls und geht ursprünglich auf die Arbeiten von [Fleischer2007] und [Schuh-
mann2011] zurück. Der letzte Entwicklungsstand und die Funktionsweise ist
illustrativ in [Fleischer2013] dokumentiert. Das Messsystem zeichnet sich durch
seine hohe Auŕösung von 100 nm bei einer Bandbreite von bis zu 3,4 kHz aus. Die
hohe Empőndlichkeit wird durch eine differentielle Trägerfrequenzmessbrücke
mit einer amplitudenmodulierten Signalerfassung erreicht. Die Trägerfrequenz
liegt mit 160 kHz genau zwischen der 7. und 8. Harmonischen der Schaltfre-
quenz, welche zur Minimierung der Störanfälligkeit auf 21 333 Hz abgestimmt
wurde. Der Verbindungsdraht zwischen HFśPlatine und der Kupferelektrode ist
besonders anfällig für kapazitive Einkopplungen und sollte daher so kurz wie
möglich gehalten werden. In Abb. 9.2 ist die dafür notwendige Anordnung mit
zwei gegenüberliegenden axialen Bezugsŕächen bzw. die radiale Anordnung
dargestellt.

Abbildung 9.2: Aufbau der Lagesensoreinheiten und differentielle Elektrodenanordnung
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Magnetlager- und Antriebselektronik

Als Magnetlagerelektronik bzw. MehrachsenśWechselrichter steht in der 48 Vś
Spannungsebene die ML52.008 der Fa. Levitec* auf SiliziumśBasis als Referenz
zur Verfügung. Die Strommessung erfolgt hier über einen MessśShunt, allerdings
nur im Freilaufpfad, zeitlich abgestimmt zwischen zwei PWMśPulsen (Abb. 9.3).
Deshalb ist die Abtastfrequenz 𝑓s durch die Schaltfrequenz 𝑓t fest vorgeben.
U. a. zur Aufhebung dieser Nachteile, wurde am Lehrstuhl ein funktionell
identischer Wechselrichter auf GaliumśNitridśBasis entwickelt, der sich durch
extrem schnelle Schaltzeiten von lediglich 10 ns auszeichnet und so eine genauere
Stellung des Stroms erlaubt [Liebfried2021]. Weiterhin kommen in dieser Variation
LEMśWandler zur Strommessung zum Einsatz, die unabhängig von der PWM
operieren und somit höhere Abtastfrequenzen erlauben. Auf diese Weise ist
es möglich bis zu fünf Strommesswerte pro Schaltperiode (für 𝑓t = 21 333 Hz)
aufzunehmen (→ Abb. 9.3), womit der Flussschätzer mit Werten aus einem
erheblich kürzeren Zeitraum in der Vergangenheit rechnen kann.

Die SchlitzläuferśAsynchronmaschine wird mit einer Zwischenkreisspannung
von 144 V von der größeren LeviOne JuniorśMagnetlagerelektronik, ebenfalls
von der Fa. Levitec*, gespeist. *heute KEBA AG

Regelungssystem

Die Recheneinheit des EchtzeitśRegelungssystems ist das RapidśPrototypingś
System MicroLabBox der Fa. dSPACE, welches auf dem 2 GHzśDualśCore
PowerPC QorlQ P5020 und dem FPGA Xilinx Kintexś7 (Field Programmable
Gate Array) basiert. Der grundlegende Aufbau ist in Abb. 9.1 dargestellt. Das
FPGA ist in seiner Standardprogrammierung für die Auswertung und Ausgabe
digitaler sowie analoger Signale zuständig. Über Taktgeber generiert es zudem
die PWMśSignale zur Ansteuerung der Wechselrichter. Die Regelschleife und
der Flussschätzer werden auf dem PowerPC berechnet, welcher zusätzlich mit
einem HostśProzessor verknüpft ist, der die manuelle Steuerung des Systems
durch den Anwender erlaubt. Mittels einer API (Application Programming
Interface) ist zudem eine vollständig automatisierte Versuchsstandssteuerung und
Messwerterfassung über Matlab möglich. Die Programmierung der Regelung
erfolgt hardwarenah in der Programmiersprache C, wobei prinzipiell auch eine
CodeśGenerierung durch Simulink unterstützt wird.

Ein hilfreiches Feature ist der sogenannte BurstśMode zur Erfassung mehrerer
analoger Messwerte innerhalb eines PWMśInterrupts (Anzahl: 𝑛P), da so zur
Erhöhung der Abtastfrequenz 𝑓s keine Umprogrammierung des StandardśFPGAś
Programms notwendig ist. Die maximale Abtastfrequenz ist abhängig von der
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9.1 Aufbau des Versuchsstands

Anzahl der parallel ausgelesenen 16śBit ADśWandler sowie der im BurstśMode
betriebenen Kanäle. Der Flaschenhals ist der Local Bus (→ Abb. 9.1), welcher die
Kommunikation zwischen dem für die ADśWandlung zuständigem FPGA und
dem PowerPC herstellt. Die fehlende direkte Verbindung zwischen dem IOśRAM
(Zwischenspeicher für Messwerte) und dem PowerPC verhindert eine effizientere
Arbeitsweise. Für den hier vorliegenden Fall, dass der Flussschätzer und somit
der BurstśMode nur auf den einzelnen Stromkanal für das Axiallager angewandt
wird, ist die Bandbreite des Local Bus dennoch ausreichend. Sollen alle fünf Ma-
gnetlagerachsen im BurstśMode betrieben werden, so ist eine Implementierung
des Schätzers direkt auf dem FPGA notwendig oder der Umstieg auf ein anderes
Regelungssystem empfehlenswert, bei welchem die Hauptrecheneinheit direkten
Zugriff auf den IOśRAM hat.

Ablauf der Echtzeitanwendung

Der zeitliche Programmablauf der EchtzeitśRegelung ist im Folgenden detailliert
beschrieben und in Abb. 9.3 graősch dargestellt. Taktgeber für die gesamte
Echtzeitanwendung ist der PWMśGenerator auf dem FPGA, welcher zu einem
wählbaren Zeitpunkt innerhalb einer PWMśPeriode einen Interrupt aussendet,
der die Berechnung der Hauptregelschleife startet.
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Abbildung 9.3: Zeitlicher Ablauf der Echtzeitanwendung für zwei Spannungspulse
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𝑓t = 21 333 Hz Ð 𝑇t: Schaltperiode, 𝑇s: Abtastzeit, 𝑛P: Samples/Schaltper.
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9 Experimentelle Untersuchung

Mit einem Startzeitpunkt von 𝑡 = 0,93 𝑇t wird gewährleistet, dass auch im
Falle eines maximalen DutyśCycles von 0,7 der Spannungspuls abgeklungen
ist und die nachfolgende Abtastung der Messwerte auch bei ShuntśMessung
verzerrungsarm erfolgen kann. Der Zeitraum bis zum Beginn der nächsten PWMś
Periode ist zudem ausreichend, um die neuen Vorzeichen und DutyśCycles zu
stellen.

Programmablauf

z PWMśInterrupt: 𝑡 = −0,07 𝑇t (vor Beginn der Periode, nach PWMśPuls)

■ VorzeichenśBits des nachfolgenden PWMśZyklus setzen1

z Beginn der PWMśPeriode: 𝑡 = 0

■ Abtastung und Beginn der ADśWandlung sämtlicher Messwerte bzw. des
letzten Messwerts im Falle des BurstśModes

z Frühester Beginn des Ausgabepulses: 𝑡 = 0,15 𝑇t

■ Auswertung der Messwerte, Überstromüberwachung
■ Ausführung des Zustandsautomaten
■ Berechnung des Flussschätzers
■ Lageregelung aller fünf Magnetlagerachsen
■ Sollwert- und Reglerausgangsbegrenzung
■ Unterlagerte Strom- bzw. Flussregelung
■ Schreiben der DutyśCycles für nachfolgende PWMśPeriode
■ Orbit- und Stabilitätsüberwachung

Geringe Priorität:
■ Auslesen des Drehzahlencoders
■ Drehzahlregelung

z Nächster PWMśInterrupt: 𝑡 = 0,93 𝑇t

Die Zeitdauer zwischen zwei PWMśInterrupts ist mit 𝑇t = 46,9 µs gerade
ausreichend für einen vollständigen Durchlauf der Regelschleife. Im Falle eines
aufwendigeren EchtzeitśProgramms mit mehreren Kanälen im BurstśMode
müssen Teile der Regelung auf das FPGA ausgelagert oder die Schaltfrequenz
reduziert werden, anderenfalls kommt es zu einem TaskśÜberlauf.

1Dies kann nicht am Ende der Regelschleife erfolgen, da bei einem schnellen Durchlauf das Vorzeichen
bereits während des vorherigen Pulses gesetzt werden würde und so zu einem Fehlverhalten führt.
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9.2 Simulationsmodell

9.2 Simulationsmodell

Simulink ist als Bestandteil der Software Matlab der Fa. MathWorks das be-
liebteste und umfangreichste aller am Markt beőndlichen Tools zur Simulation
regelungstechnischer Systeme. Es erlaubt eine realitätsnahe Nachbildung des
messtechnischen Versuchsaufbaus aus Abschnitt 9.1, dargestellt in Abb. 9.4.
Im Folgenden sollen die einzelnen Bestandteile des Simulationsmodells näher
erläutert und auf seine Limitierungen eingegangen werden.

Der innere Regelkreis kann mit oder ohne übergeordneter Lageregelung
simuliert werden und erlaubt die Umschaltung der beiden Betriebsmodi Strom-
und Flussregelung. Außerdem ist eine einfache Spannungssteuerung möglich,
die der Modellvalidierung dient.

Streckenmodell ś Innerer Regelkreis

Das Streckenmodell des inneren Regelkreises basiert auf der kontinuierlichen
rationalen Gesamtreluktanz, wie sie in Kapitel 6 hergeleitet wurde. Entsprechend
Abb. 2.9 lassen sich die Übertragungsfunktionen

𝐺Φ(𝑠) = 𝛷x(𝑠)
𝑢(𝑠) =

𝐿h f/(𝑝𝑁)
𝑅Cu + 𝑠𝐿h t

und 𝐺I(𝑠) =
𝑖mess(𝑠)
𝑢(𝑠) =

1

𝑅Cu + 𝑠𝐿eff t(𝑠)
(9.1)

bilden, wobei letztere zur Vermeidung von Quantisierungsfehlern (→ Ab-
schnitt 8.1.2) als ein zunächst symbolisch berechnetes Zustandsraummodell
implementiert wird. Neben dem eigentlichen Flussschätzer enthält somit auch
das simulierte Streckenmodell die effektive Induktivität 𝐿eff t, wenn auch in
der zeitkontinuierlichen Form, mit all ihren Limitierungen. Dazu gehören die
Annahme konstanter Materialparameter, wie die elektrische Leitfähigkeit 𝜅 und
die Permeabilität 𝜇, in der weder Temperatur- noch Sättigungseinŕuss berücksich-
tigt werden. Die Hysterese wird ebenso vernachlässigt, wie frequenzabhängige
Streuś und Stirnŕüsse, welche nur mit den konstanten Korrekturfaktoren aus
Abschnitt 7.4 einbezogen werden. Aus diesen Gründen erfolgt in Abschnitt 9.3
zunächst eine Validierung und Korrektur des Streckenmodells, bevor es als
Referenz zum Vergleich mit der eigentlichen Messung herangezogen wird.

Zusätzlich wird noch der Wechselrichter zusammen mit der Reglerlaufzeit
(Messverzögerung 𝑇m = 0,35𝑇t) als ein Totzeitglied berücksichtigt. In Simulink

ist dafür der Transport DelayśBlock vorgesehen. Die Abtastung wird durch
einen Zero Order HoldśBlock realisiert und hat eine weitere Zeitverzögerung
von 𝑇A = 0,5𝑇t zur Folge (→ Gl. 8.12).
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Streckenmodell ś Äußerer Regelkreis

Das mechanische Streckenmodell des äußeren Regelkreises wird stark vereinfacht
als starrer Rotor mit der reduzierten Masse 𝑚red (→ Abschnitt 8.4) angenommen.
Über die Bewegungsgleichungen kann anschließend das integrale Streckenver-
halten hergeleitet werden:

𝐺m(𝑆) = 1

𝑚red𝑠
2
. (9.2)

Die Eigenfrequenzen des Rotors werden im Simulationsmodell vernachlässigt, da
diese mit 𝑓krit 1 > 1 kHz deutlich oberhalb der Grenzfrequenz des Lageregelkrei-
ses liegen, wie anhand eines vereinfachten Rotormodells mit [Wiedemann1967]
abgeschätzt werden kann.

Regler

Für die zeitdiskrete Implementierung sämtlicher Regler wurde auf sogenannte
SśFunktionen zurückgegriffen, die es ermöglichen den gleichen CśCode wie im
dSPACE System zu nutzen. Sie sind somit identisch zum realen Versuchsstand.
Zur Realisierung eines AntiśWindup wird die Differenz zwischen Regleraus-
gang und -begrenzung ausgewertet und der IntegralśPfad des Reglers im Falle
der Reglersättigung abgeschaltet (Clamping, [Schröder2009]), um ein weiteres
Auőntegrieren effektiv zu unterbinden.

Die Eingangswerte des digitalen Reglers werden entsprechend der Regelperi-
ode 𝑇t mit einem Halteglied 0. Ordnung abgetastet.

Flussschätzer

Die Implementierung des Flussschätzers erfolgt mit dem dedizierten Block
Biquad Filter, welcher die mit zp2sos berechneten FilterśKoeffizienten (→
Abschnitt 8.1.3) benötigt. Wie der reale Versuchsstand, ist auch Simulink auf
64 Bit Zahlen beschränkt und somit anfällig für Quantisierungsfehler, weshalb
eine symbolische Berechnung der Koeffizienten nach dem Schema in Abb. 8.5
notwendig ist.

Die Abtastung der Messwerte, ggf. im BurstśMode, ist über eine Halteglied
0. Ordnung entsprechend der Abtastperiode 𝑇s = 𝑇t/𝑛P nachgebildet, weshalb
bei einer Änderung der Anzahl der Samples pro Periode 𝑛p der Schätzer erneut
berechnet werden muss.

176



9.2
Sim

ulationsm
odell

𝑥∗
PID

𝑓 ∗(𝑘𝑇t) 1
𝑘i|Φ

𝑆∗(𝑘𝑇t) Unterlagerter

Regelkreis

𝑆(𝑡)
𝑘i|Φ

𝑓i(𝑡)

𝑓x(𝑡)

𝑓z(𝑡)

𝑘x

𝑓 (𝑡)
Mechanik

𝑥(𝑡)

𝑥(𝑘𝑇t)

Lageregler

𝑇t 𝑇t+𝑇m

-

�̂�∗

𝑆∗(𝑡)
𝑆∗(𝑘𝑇t)

PI
𝑢(𝑘𝑇t) D

A
�̄�(𝑡) Transferś

Funktion

𝛷x(𝑡)
-

Zustandsraumś

Modell

𝑖mess(𝑘𝑇t)

Biquadś

Kaskade

𝑆(𝑡)

𝛷est(𝑘𝑇t)
𝑖mess(𝑡)

Alternativ: Spannungssteuerung

�̂�∗ = �̂�∗ , 𝑖∗ , �̂�∗
x

𝑆(𝑡) = 𝑖mess(𝑡),𝛷x(𝑡)

Modi:

Flussschätzer

Stromstrecke

Flussstrecke
Puls/Sinusś
Generator

Innerer
Regler

𝑇t

𝑇s

𝑇t

Stellglied
𝑇t

𝑇t+𝑇m

Lageregelkreis:

Unterlagerter Regelkreis:

D
A

Digital/AnalogśWandler
(Rate Transition)

Halteglied 0. Ordnung
(ZOH)

Kontinuierliche Zeitverzögerung
(Transport Delay)

Abbildung 9.4: BlockśDiagramm des Simulink Modells17
7
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9.3 Validierung des kontinuierlichen Flussmodells

Die messtechnische Validierung des Flussschätzers ist auf direktem Wege, durch
eine vergleichende Messung der Flussdichte bzw. des Flusses, nicht ohne wei-
teres möglich. Der Einsatz von HallśSensoren ist aufgrund des inhomogenen
Luftspaltfelds nicht zielführend (→ Abschnitt 2.3.3) und auch die konstruktiv
aufwendige Integration einer sekundärseitigen Messspule würde in Folge der
unübersichtlichen und frequenzabhängigen Streuŕussverteilung (→ Kapitel 7
bzw. [Seifert2021a]) zu einer möglichen Fehlinterpretation der Ergebnisse führen.

Der dynamische Teil des Flussschätzers 𝐺FS(𝑠) baut jedoch alleinig auf dem
Flussmodell in Form der effektiven Induktivität 𝐿eff t auf

𝐺FS(𝑠) =
𝛷x est(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

=
𝛷x est(𝑠)
𝑢(𝑠)

𝑢(𝑠)
𝑖mess(𝑠)

=
𝐿h f

𝑝𝑁

𝑅Cu + 𝑠𝐿eff t(𝑠)
𝑅Cu + 𝑠𝐿h t

, (9.3)

welche ebenfalls in der Stromstrecke auftritt

𝐺i(𝑠) =
𝑖mess(𝑠)
𝑢(𝑠) =

1

𝑅Cu + 𝑠𝐿eff t(𝑠)
, (9.4)

die somit ersatzweise für die Validierung herangezogen werden soll. Als Ein-
gangsspannung 𝑢 kann die Sollspannung 𝑢∗ angenommen werden und der Strom
𝑖mess ist zuverlässig messbar (→ Abschnitt 9.1). Beide Übertragungsglieder un-
terscheiden sich somit lediglich durch einige als konstant annehmbare Parameter
und weisen einen großen Frequenzbereich 𝑓h < 𝑓 < 𝑓Σ auf, in dem die effektive
Induktivität 𝐿eff t wirksam und somit nachweisbar ist, wie Abb. 9.5 zeigen wird.

Die Validierung erfolgt am gleichen Messaufbau, welcher auch für den Nor-
malbetrieb des Magnetlagers vorgesehen ist, allerdings ohne die magnetische
Vorspannung2 𝐵v. Die Eingangsspannung wird in gepulster Form ausgegeben,
jedoch mit sinusförmiger Sollwertvorgabe (�̂� = 3 V). Die Berücksichtigung der
digitalen Spannungssteuerung und des Umrichters (mit 𝑇t) erfolgt in der Si-
mulation über ein Halte- und Totzeitglied mit der Summenzeitkonstante 𝑇Σ

(→ Gl. 8.12). Es konnte beobachtet werden, dass der Spulenwiderstand 𝑅Cu, der
zudem sämtliche Kontakt- und Durchlasswiderstände der Halbleiter beinhaltet,
je nach Last und Temperatur um ± 0,4 % schwankt. Zur besseren Vergleichbarkeit
des dynamischen Verhaltens wurden daher die stationären Grenzwerte aller Am-
plitudengänge 𝑖mess(𝑠)/𝑢(𝑠) auf den mittleren Referenzwiderstand 𝑅Cu = 1,29 Ω

normiert. Im späteren Regelbetrieb wird dieser kleine Modellfehler durch den
inneren Regler kompensiert.

2Da eine vollständige Fixierung der Axiallagerscheibe nicht möglich ist, wurde durch Herausnahme
der Permanentmagnete die Krafteinwirkung auf die Scheibe auf ein Minimum reduziert. Messfehler
aufgrund einer Bewegung der Scheibe können so vermieden werden.
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9.3 Validierung des kontinuierlichen Flussmodells

Der Frequenzgang 𝐺(j𝜔) = 𝑖mess(j𝜔)/𝑢(j𝜔) basierend auf der Spannungssteue-
rung in Abbildung 9.5 verdeutlicht, dass es zwischen dem Simulationsmodell
und der Messung für 𝑓 > 𝑓Σ zu einem signiőkanten maximalen Amplitudenfeh-
ler von 5,1 dB (relativ 44,4 %) und einen Phasenabweichung von maximal 8,5◦

kommt. Dies gilt allerdings nur für den Fall, dass das kontinuierliche Flussmodell
mit einer relativen Permeabilität von 𝜇r = 880 nach der Kniepunktdeőnition
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Spulenstrom 𝑖mess mit �̂�∗ = 3 V, Vergleich verschiedener Approximationen
Ð 𝑇e = 1/(2𝜋 𝑓e): Wirbelstromzeitkonstante, 𝑇h = 1/(2𝜋 𝑓h): Hauptfeldzeit-
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[Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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9 Experimentelle Untersuchung

(→ Abschnitt A.1) berechnet wird. Die Kniepunktŕussdichte 𝐵k liegt bei 1,37 T,
das Axiallager ist jedoch nur für eine Steuerŕussdichte 𝐵xN und eine Vormagne-
tisierungsŕussdichte 𝐵vN von jeweils 0,1 T ausgelegt, wobei letztere in dieser
Analyse des inneren Regelkreises ausgeschaltet ist. Es ist daher sinnvoll für diese
Untersuchung die relative Permeabilität 𝜇r anhand des reduzierten Wertebereichs
[0, 𝐵xN] der Flussdichte zu bestimmen (→ Abb. A.1). Mit dem korrigierten Wert
𝜇r = 231 lässt sich eine sehr gute Übereinstimmung von Messung und Simulation
mit einem maximalen Amplitudenfehler von lediglich 1,04 dB (relativ 12,7 %) und
einer Phasenabweichung von nur 4◦ erreichen (Tab. 9.1). Dieser unvermeidbare
Fehler im Frequenzbereich 10. . . 100 Hz entspricht den bekannten Modellfehlern
gegenüber der FEMśSimulation in Tab. 6.1 und lässt sich ursprünglich auf die in
Abb. 5.9 erläuterte Schwachstelle des Luftspaltmodells zurückführen.

An dieser Stelle wird deutlich, welchen erheblichen Einŕuss die Nichtlinearität
der Magnetisierungskennlinie auf die Abbildungsgenauigkeit des Modells hat,
weshalb die tatsächlich wirksame Permeabilität mit großer Sorgfalt zu bestimmen
ist. Dies ist insbesondere für die hier untersuchten massiven Kernmaterialien
kritisch, da sie anders als Elektrobleche eine deutliche Abŕachung der Magneti-
sierungskennlinie für niedrige Flussdichten aufweisen. Für den Normalbetrieb
des Magnetlagers mit magnetischer Vorspannung sollte die rel. Permeabilität 𝜇r

daher auf den dann gültigen Wertebereich [0, 𝐵vN+𝐵xN] angepasst werden.

These 12 (Zusammenfassung) Für Kleinsignalverhalten mit einer auf den Arbeits-
punkt abgestimmten Modellpermeabilität lässt sich über die gesamte Bandbreite eine
hervorragende Übereinstimmung zwischen dem analytischen fraktionalen Flussmodell,
als Basis des Flussschätzers, und der Frequenzgangmessung nachweisen.

Tabelle 9.1: Vergleich kontinuierlicher Flussmodelle in Simulation und Messung anhand
der Stromregelstrecke für verschied. Approximationen unterschiedlicher Sys-
temordnung 𝑚′ Ð 𝑀: Amplitude, 𝜖M: Relative Abweichung, 𝜑: Phase

Variante
𝑓cA

kHz
𝑚′ Δ𝑀

dB

𝜖M

%

Δ𝜑
◦

PASR15 ∼ 𝑚 14 1,43 15,2 17,1 ✗

PASR27 ∼ 𝑚 26 1,04 12,7 4,1 ✓

PASR45 ∼ 𝑚 44 1,04 12,7 4,2 ✓

MAEIS15
1500 1,5 14 1,38 17,2 6,4 ✗

MAEIS27
1500 1,5 26 1,06 13,0 4,0 ✓

MAEIS45
1500 1,5 44 1,04 12,7 4,0 ✓

MAEIS15
21333 21,3 14 1,27 15,8 6,2 ✗

MAEIS27
21333 21,3 26 1,06 12,9 4,0 ✓

Referenzmodell: MAEIS45
21333 21,3 44 1,04 12,7 4,0 ✓

𝜖M =|︁|︁|︁|︁𝑀sim − 𝑀mess

𝑀mess

|︁|︁|︁|︁
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9.4 Auswahl einer Variante des digitalen Flussschätzers

In Tab. 9.1 und Abb. 9.5 erfolgt weiterhin ein Vergleich der verschiedenen
Approximationsvarianten aus Kapitel 6, wobei sich die Ergebnisse mit dem Fazit
in Abschnitt 6.2.3 decken. Für eine hinreichend große Systemordnung 𝑚′ > 14

sind alle Varianten gleichermaßen geeignet.

9.4 Auswahl einer Variante des digitalen Flussschätzers

Das im vorherigen Abschnitt validierte kontinuierliche Flussmodell dient im
Folgenden als Referenz für den digitalen Flussschätzer. Die sehr gute Überein-
stimmung von Simulation und Messung erlaubt es, für den nicht messbaren
realen Fluss den simulierten Fluss anzunehmen, welche mit dem Referenzmodell
MAEIS45

21333 ermittelte wurde. Diese unterliegt weder einer Abtastverzögerung 𝑇a

noch einer Messverzögerung 𝑇m und eilt den geschätzten Werten in jedem Fall
voraus, wie der Frequenzgang 𝐺(j𝜔) = 𝛷x est(j𝜔)/𝑢(j𝜔) in Abb. 9.6 verdeutlicht.

Bei einer Simulation, die nicht in Echtzeit abläuft, haben sehr hohe Systemord-
nungen 𝑚′ keine negativen Auswirkungen auf die Dynamik der kontinuierlichen
Regelstrecke, sofern Instabilitäten durch Quantisierungsfehler vermieden werden.
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Abbildung 9.6: Frequenzgang des Übertragungsverhaltens zwischen Sollspannung 𝑢∗ und
dem geschätzten Fluss𝛷x est mit �̂� = 3 V, Vergleich verschiedener Varianten
des digitalen Flussschätzers mit kontinuierlichem Referenzmodell
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9 Experimentelle Untersuchung

Bei der digitalen, echtzeitfähigen Implementierung des Flussmodells ist jedoch
eine möglichst geringe Systemordnung anzustreben, um zum einen die Berech-
nungszeit der BiquadśKaskade (→ Abschnitt 8.1.3) auf dem Mikroprozessor zu
verringern und zum anderen den Zeitraum in der Vergangenheit zu verkürzen,
in dem die nötigen Abtastwerte akquiriert werden. In diesem Abschnitt sollen
daher verschiedene Varianten des digitalen Flussschätzers verglichen werden,
die sich nicht nur durch die Filterordnung 𝑚′ unterscheiden, sondern auch durch
die zugrunde liegende Abtastfrequenz 𝑓s bzw. der Anzahl der Abtastwerte pro
Schaltperiode 𝑛P.

In Abb. 9.6 und Tab. 9.2 werden anhand der Strecke 𝐺(𝑠) = 𝛷x est/𝑢(𝑠) exem-
plarisch insgesamt 24 Varianten des Flussschätzers sowohl mit seiner digitalen
SimulinkśImplementierung als auch mit dem kontinuierlichen Referenzmodell
(→ Tab. 9.1) verglichen. Der erste Vergleich dient der Validierung der Schätzerva-
riante und der zweite seiner Bewertung.

Alle Varianten sind mit maximalen relativen Amplitudenfehlern im Bereich von
9,5. . . 11,6 % und maximalen Phasenabweichungen zwischen 3,4. . . 5,4◦ ähnlich
genau, wie die kontinuierlichen Modelle in Tab. 9.1 und es kann von einer sehr
hohen Überstimmung gesprochen werden.

Sämtliche Varianten mit 𝑛P = 1 und somit der kleinstmöglichen Abtastfre-
quenz 𝑓s = 𝑓t weisen gegenüber dem Referenzmodell eine vermeidbar hohe
Phasendrehung von über 22◦ im Bereich der Grenzfrequenz 𝑓Σ auf, wohingegen
sich der Fehler mit höheren Abtastfrequenzen auf bis zu 12,3◦ reduzieren lässt.
Varianten mit 𝑚′ ≤ 14 sind ebenfalls ungeeignet, aufgrund ihrer entweder zu ge-
ringen Approximationsgrenzfrequenz (PASR) oder zu hohen Welligkeit (MAEIS).
Alle weiteren Varianten sind prinzipiell anwendbar und unterscheiden sich nur
gering. Die PASR9x3 und die MAEIS9x3

1500 stellen dabei den besten Kompromiss aus
Genauigkeit und Signallaufzeit dar, wobei erstere Variante mit einem maximalen
Amplitudenfehler von 1,29 dB (relativ: 13,8 %) und Phasenabweichung von 15,3◦

die genauere ist. Letztere Variante unterscheidet sich diesbezüglich nur unwe-
sentlich, ist jedoch numerisch stabiler (→ Abb. 8.3) und stellt daher für diese
Arbeit die erste Wahl dar.

These 13 Die Abweichung des digitalen Flussschätzers vom kontinuierlichen Fluss-
modell ist von der gesamten Akquirierungsdauer aller vergangenen Strommesswerte
abhängig. Der Schätzer proőtiert daher von niedrigen Ordnungen 𝑚′ und hohen Abtastra-
ten, wobei über eine anwendungsbezogene Bandbreite und hinreichende Minimalordnung
eine ŕuktuationsfreie rationale Approximation des Flussmodells zu gewährleisten ist. Die
analytischen Approximationen PASR und MAEIS mit 𝑚′ > 14 oder die numerischen
Varianten LEVY und RVF mit 𝑚′ > 8 sind dabei gleichermaßen geeignet.
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9.4 Auswahl einer Variante des digitalen Flussschätzers

Tabelle 9.2: Vergleich der digitalen Flussschätzer im realen Echtzeitsystem mit der digita-
len SimulinkśImplementierung sowie dem angenommenen kontinuierlichen
Modell für den realen Fluss anhand der Übertragungsfunktion 𝛷x est(𝑠)/𝑢(𝑠)
für verschiedene Systemordnungen 𝑚 und Abtastwerte/Schaltperiode 𝑛P

Ð 𝑀: Amplitude, 𝜖M: Relative Abweichung, 𝜑: Phase

Digitales Modell Referenzmodell

Variante
𝑓cA

kHz
𝑚′ 𝑛P

a Δ𝑀

dB

𝜖M

%

Δ𝜑
◦

Δ𝑀

dB

𝜖M

%

Δ𝜑
◦

PASR15x1 ∼ 𝑚′ 14 1 0,98 10,6 4,1 1,40 14,9 42,1 ✗1, 2

PASR5x3 ∼ 𝑚′ 14 3 0,88 9,6 3,8 1,36 17,0 34,2 ✗2

PASR3x5 ∼ 𝑚′ 14 5 0,86 9,5 4,7 1,47 18,5 32,6 ✗2

PASR27x1 ∼ 𝑚′ 26 1 0,97 10,6 4,2 1,40 14,9 24,3 ✗1

PASR9x3 ∼ 𝑚′ 26 3 0,88 9,6 3,8 1,29 13,8 15,3 ✓

PASR45x1 ∼ 𝑚′ 44 1 0,98 10,7 4,1 1,41 14,9 25,6 ✗1

PASR15x3 ∼ 𝑚′ 44 3 0,89 10,1 3,8 1,31 14,0 14,4 ✓

PASR9x5 ∼ 𝑚′ 44 5 0,94 11,4 3,7 1,29 13,8 15,0 ✓

MAEIS15x1
1500 1,5 14 1 1,00 10,9 3,8 1,79 18,6 24,3 ✗1

MAEIS5x3
1500 1,5 14 3 0,91 10,5 3,5 1,66 17,4 12,6 ✗3

MAEIS3x5
1500 1,5 14 5 0,95 11,6 3,4 1,63 17,1 12,3 ✗3

MAEIS27x1
1500 1,5 26 1 0,99 10,8 3,8 1,43 15,2 26,2 ✗1

MAEIS9x3
1500 1,5 26 3 0,90 9,9 3,5 1,35 14,3 15,1 ✓

MAEIS45x1
1500 1,5 44 1 1,00 10,9 3,9 1,42 15,1 25,9 ✗1

MAEIS15x3
1500 1,5 44 3 0,91 10,0 3,5 1,33 14,2 16,6 ✓

MAEIS9x5
1500 1,5 44 5 0,89 9,8 4,8 1,31 14,0 17,8 ✓

MAEIS15x1
21333 21,3 14 1 0,99 10,8 3,9 1,62 17,0 22,8 ✗1

MAEIS5x3
21333 21,3 14 3 0,90 9,9 3,6 1,54 16,2 14,7 ✗3

MAEIS3x5
21333 21,3 14 5 0,89 9,7 5,4 1,53 16,2 15,3 ✗3

MAEIS27x1
21333 21,3 26 1 0,99 10,8 3,9 1,44 15,2 25,4 ✗1

MAEIS9x3
21333 21,3 26 3 0,89 9,8 3,6 1,33 14,2 16,2 ✓

MAEIS45x1
21333 21,3 44 1 1,00 10,8 3,9 1,42 15,1 26,0 ✗1

MAEIS15x3
21333 21,3 44 3 0,90 9,8 3,5 1,31 14,0 16,7 ✓

MAEIS9x5
21333 21,3 44 5 0,88 10,2 4,5 1,30 13,9 17,2 ✓

✗1 Höhere Abtastfrequenz 𝑓s möglich ✗3 Zu hohe Welligkeit
✗2 Zu kleine Approximationsgrenzfrequenz 𝑓cA

✓ Für weitere Betrachtung ausgewählte Varianten
a (𝑚′ + 1) mod 𝑛P

!
= 0

𝜖M =

|︁|︁|︁|︁𝑀mess − 𝑀sim

𝑀sim

|︁|︁|︁|︁
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9 Experimentelle Untersuchung

9.5 Deőnition eines Unsicherheitsbereichs

Die Validierung und Auswahl des Flussschätzers in den vorherigen Abschnitten
9.3 und 9.4 erfolgte mit einer Sollwertamplitude von �̂�∗ = 3 V, wobei der Strom 𝑖

mit maximal 2,3 A in keinem Fall seinen maximalen Aussteuerbereich von 4. . . 5 A

erreicht. Für diese Kleinsignalbedingungen, welche auch dem stationären Ar-
beitspunkt des Lagers im Schwebezustand bei Nulllage entsprechen, konnte eine
hervorragende Übereinstimmung zwischen Simulationsmodell und Messung
festgestellt werden (→ Tab. 9.2).

Bei der nachfolgenden Frequenzgangmessung für den geschlossenen Fluss-
regelkreis in Abschnitt 9.6 werden jedoch Arbeitspunkte angesteuert, bei der
sowohl die Reglerausgangsbegrenzung 𝑈max = 𝐷𝜏

max𝑈ZK = 33,6 V als auch Strö-
me 𝑖 > 4 A erreicht werden. Im Frequenzgang 𝐺(j𝜔) = 𝑖mess(j𝜔)/𝑢(j𝜔) in Abb. 9.7
zeigt sich, dass sich für diese Fälle mit �̂�∗ → 33 V das gemessene Frequenz-
verhalten der Spule dem ursprünglichen Flussmodell mit 𝜇r = 880 annähert.
Dies wiederum suggeriert, dass mittlere Flussdichten im Bereich der Kniepunkt-
ŕussdichte 𝐵k = 1,37 T vorliegen müssten, was jedoch durch die Auslegung des
Magnetlagers ausgeschlossen ist. Allerdings tritt das in [Seifert2015] beschriebene
Phänomen der lokalen Sättigung auf. Durch die Feldverdrängung konzentriert
sich das Feld in Nähe der Spulenoberŕäche (→ Abschnitt 2.2.1) und führt so
lokal zu einer erheblichen Erhöhung der Flussdichte und Ð in diesem Fall Ð
Erhöhung der Permeabilität, entsprechend der nichtlinearen BHśKennlinie des
Kernmaterials. In Abb. 9.7 wird dies durch ein Absinken des Magnetisierungs-
stroms (bzw. des Verhältnisses 𝑖mess(j𝜔)/𝑢(j𝜔) für 𝑢 = konstant) gegenüber dem
Modell mit konstanter Permeabilität von 𝜇r = 231 deutlich. Zusätzlich werden
Streu- und Stirnŕüsse begünstigt, die ebenfalls zu einer Anhebung der effektiven
Induktivität 𝐿eff führen.

Im Folgenden wird die Frequenzgangmessung von 𝑖mess(j𝜔)/𝑢(j𝜔) für den
kompletten Amplitudenbereich3 �̂�∗ = 1 . . . 33 V wiederholt, womit jeder denk-
bare Arbeitspunkt des Magnetkreises angesteuert wird. Durch die Minima
und Maxima der Kurvenschar für jeden Frequenzwert gegenüber der Referenz-
messung bei �̂�∗ = 3 V, für welche das Modell validiert wurde, können zwei
Grenzkurven ermittelt werden. Diese bilden den Unsicherheitsbereich der Funk-
tion 𝑢(𝑠)/𝑖mess(𝑠) = 𝑅Cu + 𝑠𝐿eff(𝑠) und damit des wirbelstromkompensierenden
Teils des Flussschätzers (mit 𝜇r = 231) ab (→ Gl. 9.3). Es verbleibt die Frage,
inwiefern sich die Unsicherheit der Permeabilität auch auf den feldbildenden Teil

3Für �̂�∗ > 𝑈max = 33,6 V ist die Sollwertvorgabe nicht mehr sinusförmig, sondern entsprechend der
Reglerausgangsbegrenzung zunehmend trapezförmig. Amplituden �̂�∗ > 𝑅Cu𝐼max = 5,16 V erlauben
nicht die Ansteuerung beliebig kleiner Frequenzen, da sonst der maximal zulässige Spulenstrom
𝐼max = 4 A überschritten wird.
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[Seifert2021b, © 2021 IEEE]

des Flussschätzers entsprechend der Funktion 𝛷x est(𝑠)/𝑢(𝑠) ∼ 𝐿h/(𝑅Cu + 𝑠𝐿h)
auswirkt, da die Abweichung der Hauptinduktivität 𝐿h in Ermangelung einer
Messgröße nicht quantitativ abbildbar ist.

Für den Fall 𝑅Cu ≫
|︁|︁j𝜔𝐿h

|︁|︁, nahe des stationären Zustands, őndet keine
Feldverdrängung statt, sodass die Unsicherheit verschwindet. Für 𝑅Cu ≪

|︁|︁j𝜔𝐿h

|︁|︁
kürzt sich die Hauptinduktivität 𝐿h und damit die fehlerbehaftete Größe heraus.
Nicht quantiőzierbar verbleibt die Unsicherheit im Falle von 𝑅Cu ≈

|︁|︁j𝜔𝐿h

|︁|︁ und
insbesondere im Frequenzbereich 𝑓e < 𝑓 < 𝑓h, wo der Spulenwiderstand noch
einen signiőkanten Einŕuss hat, jedoch auch die Feldverdrängung bereits einsetzt.
Es ist jedoch davon auszugehen, dass die beginnende Feldverdrängung nicht
unmittelbar zur Sättigung lokaler Kernbereiche führt und die Unsicherheit in
einem vernachlässigbaren Rahmen bleibt.

185



9 Experimentelle Untersuchung

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass sämtliche nachfolgend dargestellten
geschätzten Flüsse 𝛷x est im Bereich der in Abb. 9.7 dargestellten dynamischen
Unsicherheit 𝜉 von den realen Flüssen 𝛷x abweichen können. Die Unsicherheit
ist dabei umso größer je höher die Frequenz und Amplitude der Erregung ist.
Zusätzlich verbleiben vergleichsweise geringe Fehler durch frequenzabhängige
Streuś und Stirnŕüsse, Hysterese und Schwankungen des Widerstands 𝑅Cu.

These 14 Je nach gewählter Modellpermeabilität und dem vorliegenden Arbeitspunkt,
weist der geschätzte Fluss im dynamischen Grenzbereich des Lagers eine Unsicherheit von
bis zu 5 dB und 5◦ gegenüber dem realen Fluss auf. Im Vergleich zu den vernachlässigbaren
Modellfehlern ist diese Unsicherheit zwar signiőkant, jedoch klein gegenüber dem
systematischen Fehler von 12. . . 15 dB, der bei einer klassischen Stromregelung vorliegt.

9.6 Flussregelung

In diesem Abschnitt folgt die messtechnische Untersuchung der Flussregelung
nach Abb. 2.9, ausgelegt nach dem Betragsoptimum (→ Abschnitt 8.2.1). Unter-
suchungen des Symmetrischen Optimums haben entsprechend der theoretischen
Erwartungen bestätigt, dass es dem Betragsoptimum unterlegen ist, weshalb es
nicht weiter betrachtet wird. Als Flussschätzer kommt die nach Tab. 9.2 ausgewähl-
te Variante MAEIS9x3

1500 zum Einsatz. Die Bewertung der Auslegungsoptima erfolgt
anhand von Frequenzgangmessungen für verschiedene Sollwertamplituden und
Sprungantworten der Führungsgröße.

Anmerkung: Der Vergleich von Frequenzgängen und Sprungantworten sollte
i. d. R. unter Kleinsignalbedingungen erfolgen, d. h. es gibt keine nichtlinearen
Begrenzungsglieder, sodass Gütekriterien wie z. B. das Überschwingen oder
Grenzfrequenzen nicht von der Höhe des Eingangssignals abhängig sind. Für
den vorliegenden Fall der Flussregelung ist allerdings kein Kleinsignalverhalten
erreichbar. Bereits bei geringen Sprunganregungen von 𝛷∗ = ±40 µWb (=̂10 mT,
10 % des Bemessungsŕusses bei Bemessungskraft) gelangt das Stellglied bzw. der
Reglerausgang kurzzeitig die Begrenzung. Kleinere Sollwerte sind zum einen
nicht mehr repräsentativ für den Normalbetrieb und zum anderen führt die deut-
liche Abŕachung der Magnetisierungskennlinie des Kernmaterials (→ Abb. A.1)
zu einer weiteren Nichtlinearität. Es ist daher anzumerken, dass die Auslegung
nach dem Betragsoptimum anhand stationärer Modellparameter sowie einer kon-
stanten Permeabilität erfolgt. Sie ist somit nicht ergebnisbezogen optimiert und
strebt keine konkreten Gütekriterien wie z. B. ein Überschwingen von 4,3 % an.
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9.6.1 Frequenzganganalyse

Die Güte des Führungsübertragungsverhaltens im Frequenzbereich wird in
erster Linie von der −3 dBśGrenzfrequenz 𝑓 -3dB sowie der maximalen Reso-
nanzerhöhung Δ𝐾Res im Bereich der Durchtrittsfrequenz bestimmt. Für eine
präzise Lageregelung bei möglichst verzerrungsarmen Strömen und Feldgrößen
wird in der Magnetlagertechnik zudem normalerweise eine Vermeidung des
Erreichens der Reglerausgangsbegrenzung 𝑈max angestrebt. Die Frequenz 𝑓sat,
ab welcher diese erreicht wird, dient daher als zusätzliche Grenzfrequenz. Die
maximale Frequenz 𝑓max, welche den optimalen Arbeitsbereich der Regelung be-
schreibt, ist demzufolge das Minimum beider Grenzfrequenzen min( 𝑓 -3dB , 𝑓sat).
Als weitere Kenngröße dient die Klirrdämpfung 𝒦𝑢 = −20 log10(Klirrfaktor) dB

der Sollspannung 𝑢∗ bei den jeweiligen Grenzfrequenzen, als Maß für deren
Grundschwingungsgehalt und damit den Grad der Sättigung des Reglers.

Bei Betrachtung des in Abb. 9.8 dargestellten Führungsübertragungsverhalten
wird deutlich, dass die in Abschnitt 9.5 beschriebene Unsicherheit im Frequenz-
gang der Steuerspule zwangsläuőg auch zu Abweichungen zwischen Messung
und Simulation bei der Flussregelung führen muss. Grund dafür sind die er-
reichten Spannungsgrundwellenamplituden von 17 . . . 42,8 V, die deutlich über
dem Bereich �̂�∗ < 9 V liegen, auf welchen der Flussschätzer abgestimmt ist.
Kleine Modellfehler durch Approximationen nach Tab. 9.1 verlieren somit an
Bedeutung. Vielmehr gilt zu beachten, dass jeder nachfolgend dargestellte Fre-
quenzgang ebenjener in Abb. 9.7 deőnierten Unsicherheit 𝜉 unterliegt. Sämtliche
Simulationsergebnisse liegen innerhalb dieses Bereichs, weshalb kein gesonderter
quantitativer Vergleich zur Messung erfolgt.

These 15 Ein sorgfältig berechneter Flussschätzer und eine möglichst exakte Bestim-
mung4 des Spulenwiderstands 𝑅Cu erlauben die Betrachtung des Flussregelkreises als
weitestgehend frei von Störeinŕüssen. Somit stellt das Betragsoptimum einen nahelie-
genden Ansatz mit sehr gutem Führungsverhalten dar. Durch die hohe Dynamik ist ein
Erreichen der Reglerausgangsbegrenzung wahrscheinlich und somit die Implementierung
eines AntiśWindups erforderlich.

Für kleine Sollwerte �̂�∗ = 40 µWb wird die angestrebte Grenzfrequenz von
1 kHz mit 𝑓Φ max = 1003 Hz erreicht und es prägt sich keine Resonanzerhö-
hung Δ𝐾Res im Bereich der Durchtrittsfrequenz aus, wie Tab. 9.3 zeigt. Die
hohe Dynamik des Regelkreises führt jedoch bei höherer Last (Abb. 9.8 für
�̂�∗

x = 160 µWb =̂ 40 mT) zu einer frühzeitigen Sättigung des Stellglieds und da-
mit Absinken der Klirrdämpfung 𝒦𝑢 von 38,3 dB auf 13,5 dB bei 𝑓 -3dB. Dies kann
ggf. zu einer unruhigeren und instabilen Lageregelung führen.

4Dies gelingt über eine Extrapolation des Frequenzgangs der Steuerspule in Abb. 9.5 für 𝑓 → 0.
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Abbildung 9.8: Gemessener und simulierter Frequenzgang des Führungsübertragungs-
verhaltens des Flussregelkreises mit Flussschätzer für die FlussśSollwerte
�̂�∗ = 40 µWb und 160 µWb, Benötigte Spannungsamplitude �̂�∗1 (Grund-
welle) Ð 𝐷𝜏

max: maximaler Duty-Cycle, maximale Grundwellenamplitude:
�̂�max = 4𝐷𝜏

max𝑈ZK/𝜋 = 4𝑈max/𝜋

Weiterhin wird für einen Vergleich ein konstanter Flussfaktor 𝐾i→𝛷 = 𝐿h f/𝑁
(𝛷śFaktor) herangezogen, welcher den Schätzer 𝐺FS ersetzt und das Verhalten
einer äquivalenten Stromregelung unter der üblichen Annahme 𝐹 ∼ 𝛷x ∼ 𝑖mess

(→ Abschnitt 2.3.1) nachbildet. In Tab. 9.4 kann so das Verbesserungspotenzial
der in dieser Arbeit neu vorgestellten Regelungstopologie mit dem Stand der
Technik dargestellt werden. Dabei ist wie bei der Stromregelung (→ Abschnitt 8.3)
zu beachten, dass bei der Reglerauslegung auch hier die verminderte äquivalente
Durchtrittsinduktivität 𝐿d anzusetzen ist. Anderenfalls ist die Regelung instabil.
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Tabelle 9.3: Gütekriterien des Frequenzverhaltens des geschlossenen Flussregelkreises mit
Flussschätzer oder konstantem 𝛷śFaktor (äquivalent zu Stromregelung) im
Vergleich, Auslegung nach dem Betragsoptimum für den MAEIS9x3

1500śSchätzer
unter der Annahme 𝜇r = 231 (ohne Magnete)
Ð Δ𝐾Res: Resonanzerhöhung bei Durchtrittsfrequenz, 𝑓sat: Frequenz bei Errei-
chen der Reglerausgangsbegrenzung, 𝑓 -3dB: −3 dBśGrenzfrequenz des Regel-
kreises, 𝒦𝑢 : Klirrdämpfung, 𝑓max: Grenzfrequenz des Regelkreises unter der
Bedingung eines ungesättigten Reglers

Δ𝐾Res

dB

𝑓 -3dB

Hz

𝑓sat

Hz

𝒦𝑢
-3dB

dB

𝒦𝑢
sat

dB

𝑓Φ max

Hz

�̂�∗ = 40 µWb

mit Flussschätzer Ð 1003 1903 38,3 38,6 1003
mit 𝛷śFaktor (Referenz) 0,51 17 Ð 25,0 Ð 17

�̂�∗ = 160 µWb

mit Flussschätzer 0,02 353 191 13,5 23,8 191
mit 𝛷śFaktor (Referenz) 0,49 17 Ð 25,0 Ð 17

Durch diese Maßnahme unterscheidet sich zwar die Proportionalverstärkung
der neuen Regelvarianten von der Referenz, die Durchtrittsfrequenz ist jedoch
identisch, weshalb die Vergleichbarkeit bewahrt werden konnte. Da diese Variante
die auftretenden Wirbelstromeffekte nicht kompensiert, erreicht sie nur eine
äußerst geringe Grenzfrequenz von 17 Hz, wodurch eine erhebliche Dämpfung
im Führungsverhalten zu erwarten ist (→ Tab. 9.4). Auf eine Optimierung der
Stromregelung durch z. B. eine nichtlineare Auslegung oder Vorsteuerung wurde
bewusst verzichtet, da der Fokus dieser Arbeit auf der Flussschätzung liegt. Eine
gemeinsame Optimierung beider Varianten, der Flussś und der Stromregelung,
ist sinnvoll und kann in fortführenden Arbeiten erfolgen.

9.6.2 Sprungantworten

Neben dem Frequenzverhalten im vorherigen Abschnitt, soll auch das Führungs-
übertragungsverhalten der Flussregelung im Zeitbereich untersucht werden.
Dazu werden die Sprungantworten der Flüsse 𝛷x bei Erregung mit einem Recht-
ecksignal für verschiedene Amplituden gemessen (Abb. 9.9). Die Darstellung
der simulativ ermittelten Kurven ist illustrativ und demonstriert die allgemei-
ne Modellierbarkeit des Systems. Die in Abb. 9.7 dargestellte Unsicherheit 𝜉
führt jedoch auch im Zeitbereich zu signiőkanten Abweichungen gegenüber
der Messung, die überwiegend in der kürzeren Zeitspanne begründet liegt, in
welcher sich das Stellglied in der Begrenzung beőndet. Dies steht im Einklang mit
den Frequenzgängen in Abb. 9.8, wo in der Simulation eine bis zu 10 V geringe
Grundwellenspannungsamplitude benötigt wird.

189



9 Experimentelle Untersuchung

−40

0

40

𝛷
in

µ
W

b

−160

0

160

−400

0

400

0

20

40

𝑈max

𝑡sat

𝑢
∗i

n
V

0

20

40

𝑈max

𝑡sat

0

20

40

𝑈max

𝑡sat

0 2 4 6 8

0

2

4

𝑡 in ms

𝑖
in

A

0 2 4 6 8

0

2

4

𝑡 in ms

0 2 4 6 8

0

2

4

𝑡 in ms

Referenz Simulation Messung
Sollwert Istwert Istwert bzw. Schätzwert

Schätzwert aus Strommessung

BO

𝛷∗
= ±40 µWb 𝛷∗

= ±160 µWb 𝛷∗
= ±400 µWb

Abbildung 9.9: Gemessene und simulierte Sprungantworten des Flusses auf Sollwert-
sprünge von 𝛷∗ = ±40 . . . 400 µWb im Vergleich Ð 𝑈max: Reglerausgangs-
begrenzung, 𝑡sat: Zeit in Reglerausgangsbegrenzung

Eine quantitative Bewertung der Sprungantworten bezogen auf die theoretisch
erwartbaren Gütekriterien des Betragsoptimums gestaltet sich aufgrund der
geringen Reglerausgangsbegrenzung als schwierig. Um ein echtes Kleinsignalver-
halten zu erreichen, müsste die Rechteckamplitude auf sehr geringe 𝛷∗ = 20 µWb

(=̂ 5 mT) reduziert werden, wobei die Anregelzeiten5 𝑡anr z. T. nur noch weniger
als ein Zehntel der Schaltperiode 𝑇t betragen, wodurch zusätzliche Nichtlineari-
täten durch die Abtastung und Pulsweitenmodulation signiőkant werden. Wie
bei den Frequenzgangmessungen, wurde daher als minimale Rechteckamplitude
�̂�∗ = 40 µWb (=̂ 10 mT) gewählt. Der Regler beőndet sich in diesem Fall für 3 ś 4
Perioden in der Begrenzung, was jedoch als vertretbarer Fehler anzusehen ist.

5Die An- und Ausregelzeiten sind nach [Lutz2014] deőniert. Nach 𝑡anr erreicht der Ist- bzw. Schätzwert
erstmalig den Endwert 𝛷∗ = 𝛷(𝑡 → ∞), bei 𝑡ausr tritt er erstmalig dauerhaft in ein Fehlerband von
� = ±2 % ein. Tritt kein Überschwingen auf, so kann 𝑡ausr kleiner als 𝑡anr sein.
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Tabelle 9.4: Vergleich des Zeitverhaltens des geschlossenen Flussregelkreises mit Flussschät-
zer oder konstantem 𝛷śFaktor (äquivalent zu Stromregelung) im Vergleich,
Auslegung nach dem Betragsoptimum für den MAEIS9x3

1500śSchätzer unter der
Annahme 𝜇r = 231 (ohne Magnete) Ð ü: Überschwingen, 𝑡anr: Anregelzeit,
𝑡ausr: Ausregelzeit, 𝑡sat: Zeit in Reglerausgangsbegrenzung, 𝜖anr|ausr: Relative
Zeitersparnis gegenüber Referenzregelung mit konstantem Flussfaktor

ü
%

𝑡anr/Δ𝛷
s/Wb

𝑡anr

ms

𝑡ausr

ms

𝑡sat

ms

𝜖anr

%

𝜖ausr

%

𝛷∗ = ±40 µWb

mit Flussschätzer 1,9 14,4 1,15 0,91 0,14 −96,1 −99,7
mit 𝛷śFaktor (Referenz) 12,3 371 29,7 336 Ð Ð Ð

𝛷∗ = ±160 µWb

mit Flussschätzer 0,6 9,90 3,16 2,41 1,41 −89,6 −98,8
mit 𝛷śFaktor (Referenz) 11,2 95,3 30,5 202 Ð Ð Ð

𝛷∗ = ±400 µWb

mit Flussschätzer 0,1 10,5 8,42 4,62 3,38 −72,4 −97,7
mit 𝛷śFaktor (Referenz) 11,2 38,0 30,5 201 Ð Ð Ð

Neben der repräsentativen Amplitude �̂�∗ = 160 µWb (=̂ 40 mT) wurden
zudem Sprünge zwischen den Bemessungsŕüssen ±400 µWb (=̂ ±100 mT, bei
Bemessungskraft) untersucht, während derer sich der Regler fast vollständig in
der Ausgangsbegrenzung beőndet. Durch das jeweils zeitweilige Erreichen der
Reglerausgangsbegrenzung und der damit einhergehenden Abschwächung der
Dynamik liegt das Überschwingen mit maximal 1,9 % erwartungsgemäß für alle
Rechteckamplituden unter dem theoretischen Wert von 4,3 %.

Anhand der Gütekriterien in Tab. 9.4 kann gezeigt werden, dass die Flussrege-
lung einer äquivalenten Stromregelung mit konstantem Flussfaktor (dargestellt
in Abb. 9.11) weit überlegen ist. Die Anregelzeit 𝑡anr lässt sich je nach Amplitude
um 72,4. . . 96,1 % reduzieren, die Ausregelzeit 𝑡ausr sogar um 97,7. . . 99,7 %. Dies
entspricht für �̂�∗ = 40 µWb einem Faktor von 26 bzw. 368, um welche eine
Flussregelung mit Schätzer schneller an- bzw. ausregelt. Das Überschwingen
beträgt dabei weniger als ein Sechstel.

Wie auch im Frequenzbereich, unterliegen diese Werte einer gewissen Unsicher-
heit. Mit Hilfe von Levy’sśMethode aus Abschnitt 6.3, sind die Grenzkurven aus
Abb. 9.7 in Übertragungsfunktionen überführbar. Auf diese Weise kann über die
Verrechnung mit dem gemessenen Spulenstrom im Zeitbereich ein realistischer
Unsicherheitsbereich für die Sprungantworten bestimmt werden (→ Abb. 9.11).
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9.6.3 Fazit

Die klassische Stromregelung ist durch die Wirbelströme in massiven Eisenkernen
erheblich beeinträchtigt. Im dargestellten Führungsübertragungsverhalten in den
Abbildungen 9.10 (Frequenzbereich) und 9.11 (Zeitbereich) ist sie stellvertretend
durch eine äquivalente Flussregelung mit einem konstantem Flussfaktor in der
Rückführung dargestellt und es zeigt sich, dass sie gegenüber dem hypothetischen
Fall ohne Wirbelströme mit 𝑓 -3dB = 17,4 Hz mehr als zwei Dekaden bei der
Grenzfrequenz einbüßt. Die Anregelzeit 𝑡anr ist entsprechend über 100śfach
langsamer. Mit dem fraktionalen Flussschätzer gelingt es, diese Diskrepanz zum
großen Teil auszugleichen.

Mit einer betragsoptimierten Flussregelung kann eine Grenzfrequenz von
𝑓 -3dB = 1 kHz erreicht werden. Diese ist zwar nur halb so groß, wie beim hypo-
thetischen idealen Verhalten, liegt jedoch Größenordnungen über der etablierten
Stromreglung. Die Anregelzeit ist bei kleinen Sollwertsprüngen (±40 µWb) für
das Betragsoptimum bis zu 26śfach schneller, die Ausregelung gelingt sogar

−30

−20

−10

0

Stromregelung (äquivalent)
mit konstantem 𝛷–Faktor
Flussregelung
mit fraktionalem Flussschätzer
Hypothetisches ideales System
ohne Wirbelströme S H L

M
ag

(

𝐺
)

in
d

B

10−1 100 101 102 103
−100

−50

0

Unsicherheit zum
realen Fluss

𝑓 in Hz

𝜑
(

𝐺
)

in
◦

Hypothetischer Vergleich mit idealem System

Theoretische Annahme eines wirbelstromfreien Systems,
Regelung mit konstantem Faktor (Betragsoptimum)

Flussregelung: 𝐺f Φ(j𝜔) = 𝛷x est(j𝜔)/𝛷∗
x(j𝜔) MAEIS9x3

1500

Abbildung 9.10: Gemessener Frequenzgang des Führungsübertragungsverhaltens des
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gleich mit Regelung mit konstantem Flussfaktor sowie hypothetischem
wirbelstromfreien Fall [Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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bis zu 368śfach schneller. Größere Amplituden und somit eher eintretende
Einschränkungen durch das Stellglied verkleinern die Differenz auf das 4 bis
10śfache für 𝑡anr bzw. das 43 bis 84śfache für 𝑡ausr. Die theoretischen Werte
sind weitestgehend unerreichbar und würden eine meist wenig zweckdienliche
Überdimensionierung des Stellglieds erfordern.

An dieser Stelle wird abermals deutlich, dass das volle Potenzial des Fluss-
schätzers und der vorgeschlagenen Flussregelung nur mit einem entsprechend
ausgelegten Stellglied ausschöpfbar ist, welches nicht nur die erforderlichen
Spannungen bereitstellen, sondern auch die durch die Wirbelströme erhöhten
Magnetisierungsströme tragen kann. Es ist daher abzuwägen, ob Grenzfrequen-
zen von bis zu 1 kHz tatsächlich für die Anwendung erforderlich sind. Anderen-
falls erlauben anwendungsbezogene Führungsgrößenőlter eine Abstimmung der
Regelung auf das Stellglied.

Dies zeigt jedoch auch, dass der Flussschätzer die Wirbelströme nicht eliminie-
ren kann, sondern lediglich deren Folgeeffekte auf die Regeldynamik abmindert.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

−160

−80

0

80

160

Stromregelung (äquivalent)
mit konstantem 𝛷–Faktor
Flussregelung
mit fraktionalem Flussschätzer
Hypothetisches ideales System
ohne Wirbelströme

𝛷
x

in
µ

W
b

10 15 20 25 30 35 40

−160

−80

0

80

160

Unsicherheit zum
realen Fluss

𝑡 in ms

𝛷
x

in
µ

W
b

Flussregelung MAEIS9x3
1500

Zoom

Abbildung 9.11: Gemessene Sprungantwort der Führungsgröße des Flussregelkreises mit
Flussschätzer für eine gepulste Eingangsspannung mit rechteckförmiger
Vorgabe des FlussśSollwerts mit �̂�∗ = 160 µWb, Vergleich mit Regelung
mit konstantem Flussfaktor sowie hypothetischem wirbelstromfreien Fall
[Seifert2021b, © 2021 IEEE]

193



9 Experimentelle Untersuchung

Eine Kompensation der anderenfalls auftretenden Fluss- bzw. Kraftdämpfung
kann nur durch die Ansteuerung des Lagers mit größeren Spannungen sowie
Stromanstiegen gelingen. Maßnahmen zur Reduzierung der Wirbelströme, wie
z. B. die Verwendung hochwertiger Materialien (→ Abschnitt 2.4), sollten daher
weiterhin umgesetzt werden, um die Spannungsbelastung von Stellglied und
Wicklung sowie Verluste durch größere Stromrippel verringern.

Abbildung 9.10 illustriert weiterhin, dass die in Abschnitt 9.5 deőnierten Un-
sicherheitsbereiche einen nicht vernachlässigbaren, jedoch auch nicht weiter
deőnierbaren Einŕuss haben. Sie gelten allerdings für alle Regelvarianten glei-
chermaßen, weshalb sie die Einschätzung nur unwesentlich beeinŕussen. Ein
endgültiger Nachweis für die Wirksamkeit des Schätzers kann erst in Abschnitt 9.7
bei der Analyse der überlagerten Lageregelung erfolgen.

These 16 (Zusammenfassung) Die Anregelzeit der unterlagerten Flussregelung ist
für das angesetzte Betragsoptimum bis zu 26-fach schneller als bei einer konventionellen
Stromregelung. Die Ausregelung gelingt sogar bis zu 368śfach schneller. Das Über-
schwingen des Flusses kann dabei von über 10 % auf unter 2 % reduziert werden. Die
Bandbreite der Regelung erhöht sich um den Faktor 60 auf die angestrebten 1 kHz.
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9.7 Lageregelung

Die äußere Lageregelung bleibt unabhängig von der realisierten Variante im
inneren Regelkreis im Prinzip unverändert. Bei gleicher Parametrierung zeigt
sich jedoch ein signiőkant unterschiedliches Regelverhalten, je nachdem ob
eine unterlagerte Fluss- oder Stromregelung implementiert ist. Auch hat sich
in Abschnitt 9.6.1 gezeigt, dass die neue Flussregelung bereits bei geringen
Sollwertamplituden �̂�∗ ≤ 40 µWb (20 % von𝛷N) sehr hohe Spannungen erfordert,
um die Wirbelstromeffekte zu kompensieren. Diese Anforderung überträgt sich
unmittelbar auf die Lagerregelung.

Im Schwebezustand des Lagers werden die Sollwerte des Flusses nicht mehr
direkt vorgegeben und begrenzt, sondern durch den Lageregler bestimmt. Der
vorliegende MagnetlagerśUmrichter ist mit einer Zwischenkreisspannung von
𝑈ZK = 48 V zwar für einen Antrieb dieser Größe üblich bemessen, jedoch
nicht unter der Zielstellung einer Maximierung der Axiallagerdynamik. Es
kann daher vorkommen, dass für hohe Dämpfungen und Steiőgkeiten die
maximale Reglerausgangsspannung 𝑈max = 𝐷𝜏

max𝑈ZK = 33,6 V nicht über die
gesamte Bandbreite des Axiallagers ausreichend ist, das Stellglied sättigt und
ein für Magnetlager untypisches Großsignalverhalten eintritt. Um das volle
Potenzial der unterlagerten Flussschätzung ausschöpfen zu können, wäre eine
Zwischenkreisspannung von etwa 120 V nötig, welche jedoch vor Abschluss
dieser Arbeit nicht mehr realisierbar war.6

Es verbleibt somit alternativ nur die Möglichkeit die Regelung moderater
auszuführen, um den gewünschten erweiterten Parameterbereich für Dämp-
fung und Steiőgkeit anfahren zu können. Eine naheliegende Möglichkeit ist das
Einschränken der Bandbreite des Flussschätzers und die damit einhergehende
Attenuierung des Flussreglers zur Wahrung der Stabilität (wie auch bei der
Stromregelung → Abschnitt 8.3). Dies hätte zudem den Vorteil, dass die Filterord-
nung des Schätzers reduziert und die Implementierung ggf. vereinfacht werden
kann. Allerdings toleriert dieses Vorgehen die resultierende Fehlbestimmung der
kraftbildenden Größen 𝛷 oder 𝑖μh für höhere Frequenzen, was nach den Zielen
dieser Arbeit jedoch explizit zu vermeiden ist. Die innere Flussregelung soll in
ihrer bestmöglichen Abstimmung unangetastet bleiben.

Die Anpassung der Regelung soll sich daher ausschließlich auf den äußeren
Lageregelkreis beschränken, zum einen über dessen Reglerverstärkung 𝐾R x und
zum anderen durch einen Führungsgrößenőlter 𝐺VF(𝑠) zwischen Lageregler und
unterlagerter Flussregelung. Auf diese Weise wird der Ausgang des Lagereglers

6Um- bzw. Wechselrichter mit einer offenen Schnittstelle für individuelle Regelungen, Schaltfrequenzen
von über 20 kHz und einer Strommessung via LEMśWandlern zur Realisierung von Abtastraten
> 60 . . . 100 kHz sind nicht am Markt verfügbar und müssen gesondert entwickelt werden.
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in seiner Bandbreite beschränkt, die Anstiege des Flusssollwerts 𝛷∗ reduziert und
somit die erforderlichen Sollspannungen 𝑢∗ erheblich gemindert. Gleichzeitig
bleibt der physikalische Bezug aller Größen der Kaskadenregelung über den
gesamtem Frequenzbereich erhalten. Für den abschließenden Regelungsvergleich
werden somit drei Varianten untersucht:

• 𝑋ś𝐼śRegelung Ð Lageregelung mit unterlagerter Stromregelung: entspricht
dem vorherrschenden Industriestandard und dient als Referenz

• 𝑋ś𝛷ESTśRegelung Ð Lageregelung mit unterlagerter Flussregelung und Fluss-
schätzer: neue hochdynamische Variante, die jedoch durch die limitierende
Zwischenkreisspannung von 𝑈ZK = 48 V nicht auf alle Untersuchungspara-
meter anwendbar ist

• 𝑋ś𝛷ESTśRegelung (Reguliert) Ð Regulierte Variante: durch die Attenuie-
rung der Verstärkung des Lagereglers um 50 % und Einführung eines Flussś
Führungsgrößenőlters (Vorőlter) mit 𝑓VF = 400 Hz ist ein erweiterter Parame-
terbereich anfahrbar

9.7.1 Stationärer Schwebezustand

Der stationäre Schwebezustand des Axiallagers soll sowohl für den nichtś
rotierenden Fall als auch bei Rotation der Welle mit bis zu 3000 min−1 für
𝑥∗ = 𝑧∗ = 0 untersucht werden.

Stillstand

Das Schweben im Stillstand ist für alle Varianten in Abb. 9.12 dargestellt, wobei
sowohl die Lage 𝑥 als auch die Reglerausgangsspannung 𝑢out betrachtet wird.
Zunächst ist festzustellen, dass das Schweben kein deterministischer Vorgang,
sondern von stochastischen Prozessen geprägt ist. Dazu zählen neben Störschwin-
gungen in der Versuchsstandsumgebung mit nicht deőnierten Resonanzen, auch
die Rückwirkung von anderen Lagerachsen, vor allem aber das weiße Rau-
schen des kapazitiven Lagemesssystems. Während höhere Rauschfrequenzen
𝑓R > 1 kHz geőltert werden, ist dies für kleinere Frequenzen nicht möglich, ohne
die stabilitätsbestimmende Phasenreserve 𝜑PR der Regelung zu beeinŕussen.

Im Zeitverlauf der Lage 𝑥 in Abb. 9.12 zeigt sich zwischen den Varianten
kein signiőkanter Unterschied in den Amplituden, jedoch schwebt das Lager
mit der ursprünglichen 𝑋ś𝐼śRegelung wesentlich ruhiger als mit unterlagerter
Flussregelung, was sich auch akustisch bemerkbar macht. Sichtbar wird dies
im gemessenen Spektrum (Abb. 9.12), wo die 𝑋ś𝛷ESTśRegelung im Bereich
𝑓 < 500 Hz eine Verstärkung über eine deutlich größere Bandbreite aufweist. Das
ist zu erwarten, denn dieses Kapitel wird zeigen, dass sich die Grenzfrequenz
𝑓 -3dB x durch die 𝑋ś𝛷ESTśRegelung vervielfacht (→ Abb. 9.14, Abb. 9.18). Es ist
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Abbildung 9.12: Reglerausgangsspannung 𝑢∗, begrenzt durch die maximale effektive
Ausgangsspannung 𝑈max, sowie die Position 𝑥 des Axiallagers im sta-
tionären Schwebezustand, Vergleich der Zeitverläufe und abgeleitete
schnelle (fast) FourierśTransformation (FFT) für die 𝑋ś𝐼śRegelung und
𝑋ś𝛷ESTśRegelung (mit ihrer regulierten Variante), Resonanz bei Durch-
trittsfrequenz des inneren Kreises 𝑓d i|Φ = 920 Hz
Ð Beispielparameter: Steiőgkeit 𝑘/𝑘x = 2, Dämpfungsmaß 𝐷 = 0,8

somit nicht ohne Weiteres möglich, gleichzeitig ein ruhiges Schweben und eine
sehr hohe Stelldynamik zu erreichen. Ein adaptives Zuschalten zusätzlicher Filter
im stationären Zustand kann das Problem zwar lösen, vermindert jedoch auch
die Bandbreite der Störgrößenunterdrückung.

Der größte Nachteil der neuen 𝑋ś𝛷ESTśRegelung liegt in den etwa 13-fach
und somit deutlich erhöhten Spannungseffektivwerten der Reglerausgangs-
spannung 𝑢out im stationären Zustand, wie die Momentaufnahme in Abb. 9.12
veranschaulicht. Das entsprechende Spektrum zeigt, dass die Höhe der Span-
nungsspitzen überwiegend von der Resonanz im Bereich der Durchtrittsfrequenz
𝑓d i|Φ des inneren Kreises abhängig ist, welche daher nachfolgend in Abb. 9.19
zum Ableiten eines Trends genutzt werden soll. Das Spektrum macht auch deut-
lich, dass die Spannungsverstärkung innerhalb der Bandbreite der Lageregelung
𝑓 < 30 . . . 500 Hz deutlich abnimmt, sodass für Stör- oder Führungsgrößenände-
rungen kein deutlicher zusätzlicher Spannungsbedarf zu erwarten ist.
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Höhere Spannungen im Bereich von maximal 120 V stellen im Allgemeinen
kein Problem dar, sofern der eingesetzte Umrichter sie bereitstellen kann. Für den
vorliegenden Versuchsstand ist das nicht für alle untersuchten Parameter der Fall,
weshalb es im nachfolgenden Variantenvergleich vereinzelt zu Einschränkungen
kommt. Weiterhin ist es empfehlenswert, die Steuerspulen fest mit dem Stator
zu verbinden oder zu vergießen, um eine zusätzliche mechanische und somit
akustische Anregung des Stators zu vermeiden.

Rotation

Wird die Rotor durch die MassivläuferśAsynchronmaschine beschleunigt, so
wirken zunehmende drehzahlabhängige Unwuchtkräfte. Diese können zwar
größtenteils durch die Radiallager kompensiert werden, jedoch nur zeitverzögert,
sodass sich aufgrund von Unsymmetrien meist ellipsenförmige Orbits ausbilden.
Eine dedizierte Unwuchtkompensation mit einer Kraftvorsteuerung wurde in
diesem Fall nicht implementiert. Das leichte Taumeln des Rotors sowie die
elektromagnetische Kopplung des KombiśRadiallagers (KLR) mit dem Axiallager
(KLA) überträgt die radialen Lageschwingungen auch auf die axiale Achse.

In Abb. 9.13 sind die Orbits der beiden Radiallager sowie der Positionsś
Zeitverlauf des Axiallagers dargestellt. Wie zu erwarten werden die radialen
Achsen nicht durch die Wahl der axialen Regelung beeinŕusst, sondern lediglich
durch die Drehzahl 𝑛. Bei gleicher Parametrierung von 𝑘/𝑘x und 𝐷 (→ Tab. D.2)
läuft das ULR ruhiger als das KLR, da die in der Achse wirksame träge bzw.
reduzierte Masse 𝑚red ca. 8 % größer und die Hauptinduktivität 𝐿h ca. 48 %

kleiner ist.
Für die 𝑋ś𝛷ESTśRegelung im Axiallager wird deutlich, dass trotz einer Anre-

gung durch die Unwucht mit 𝑓n = 25 Hz bzw. 50 Hz die axialen Schwingungsam-
plituden mit 𝑧 < 5 µm nicht größer sind als im Stillstand (→ Abb. 9.12). Grund
dafür sind die hohen Hauptresonanzfrequenzen 𝑓Res dieser Regelvariante, die mit
𝑓Res > 100 Hz deutlich über den anregenden Drehfrequenzen 𝑓n = 25 . . . 50 Hz

liegen. Anders verhält es sich bei einer unterlagerten Stromregelung, hier fällt
für die weiche Parametrierung (Abb. 9.13a) die Drehfrequenz 𝑓n = 25 Hz mit
der Resonanzfrequenz der Lageregelung ( 𝑓Res ≈ 26 Hz) zusammen, was zu
Schwingungsamplituden über 5 µm führt. Ähnliches lässt sich für die steife
Parametrierung (Abb. 9.13b) bei 𝑓n = 50 Hz mit 𝑓Res ≈ 38 Hz beobachten.

Es ist zusammenfassend festzustellen, dass für den stationären Schwebezustand
die neuartige 𝑋ś𝛷ESTśRegelung gegenüber der konventionellen 𝑋ś𝐼śRegelung
insbesondere im Stillstand überwiegend Nachteile aufweist. Diese können je-
doch durch die regulierte Variante teilweise und frei skalierbar kompensiert
werden. Bei Rotation des Rotors ist eine hinreichend große Differenz zwischen
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Abbildung 9.13: Gemessene Zeitverläufe bzw. Orbits aller Lagerachsen bei Rotation mit
𝑛 = 1500 min−1 und 3000 min−1, Lageregelung mit unterlagerter Strom-
(𝑋ś𝐼) oder Flussregelung (𝑋ś𝛷EST) für verschiedene Steiőgkeitsverhält-
nisse 𝑘/𝑘x und Dämpfungsmaße 𝐷, Parameter der Radiallager in Tab. D.2
Ð 𝑓Res: Haupt- und Nebenresonanzfrequenzen der Lageregelung
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der Drehfrequenz 𝑓n und der Resonanzfrequenz 𝑓Res der Lageregelung zu gewähr-
leisten, da anderenfalls Unwuchtkräfte zusätzliche Lageschwingungen anregen.
Für den vorliegenden Drehzahlbereich des Versuchsantriebs von 𝑛 < 3000 min−1

ist die 𝑋ś𝛷ESTśRegelung im leichten Vorteil. Signiőkante Unterschiede zwischen
den Regelvarianten lassen sich vielmehr bei dem nachfolgend untersuchten
dynamischen Verhalten beobachten, dem eigentlichen Fokus dieser Arbeit.

9.7.2 Führungsverhalten

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Auswertung und dem Vergleich des Füh-
rungsverhaltens der Lageregelung für die einzelnen Regelungsvarianten. Dazu
werden zum einen gemessene Frequenzgänge in Abb. 9.14 und zum anderen
Sprungantworten in Abb. 9.15 betrachtet. Dabei werden Parameterpaare aus
dem Dämpfungsmaß 𝐷 und dem Steiőgkeitsverhältnis 𝑘/𝑘x in den Bereichen
𝐷 = 0,8 . . . 1,1 bzw. 𝑘/𝑘x = 1 . . . 4 gewählt, womit sich sowohl weiche als auch
steife Lagercharakteristika erreichen lassen.

Die Bewertung erfolgt anhand folgender Kriterien in den jeweiligen dedizierten
Unterabschnitten 9.7.2 (1) ś (5), wo sie zudem näher erläutert werden:

• Stabilität: Phasenreserve 𝜑PR

• Schwingungsanfälligkeit: Resonanzverstärkung Δ𝐾Res

• Zeitverhalten: Überschwingen 𝜖OS

• Bandbreite: Grenzfrequenz 𝑓 -3dB x

• Spannungsbedarf: źSchwebespannungł 𝑢fd i|Φ
Weiterhin wird mit Hilfe des analytischen Modells für jedes Kriterium und

einen erweiterten Parameterbereich 𝐷 = 0,4 . . . 1,2 bzw. 𝑘/𝑘x = 0 . . . 8 eine Ein-
ŕussanalyse durchgeführt und Tendenzen zwischen den einzelnen Varianten
und Parametern abgeleitet. Die resultierenden Konturdiagramme (Abb. 9.16 ś
Abb. 9.19) illustrieren ebenjene Tendenzen, eignen sich jedoch explizit nicht für
einen quantitativen Vergleich zwischen Messung und Modell, welches dafür
das reale Lagerverhalten im Schwebezustand nicht detailliert genug abbildet.
Das analytische Modell nimmt einen starren Rotor an und berücksichtigt weder
Fertigungstoleranzen noch frequenzabhängige Streu-/Stirnŕüsse oder die nicht-
lineare Magnetisierungskurve. Die Übereinstimmung ist dennoch hinreichend
groß, um diese Vorgehensweise und Darstellungsform zu rechtfertigen.
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Abbildung 9.14: Gemessener Frequenzgang des geschlossenen Lageregelkreises mit un-
terlagerter Strom- (𝑋ś𝐼) oder Flussregelung (𝑋ś𝛷EST) für verschiedene
Steiőgkeitsverhältnisse 𝑘/𝑘x und Dämpfungsmaße 𝐷, Anregung mit
�̂�∗ = 10 µm Ð Label: Δ𝐾Res: Resonanzamplitude, 𝑓 -3dB x: Grenzfrequenz
[Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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Abbildung 9.15: Gemessene Sprungantworten des Lageregelkreises mit unterlagerter
Strom- (𝑋ś𝐼) oder Flussregelung (𝑋ś𝛷EST) für verschiedene Steiőgkeits-
verhältnisse 𝑘/𝑘x und Dämpfungsmaße 𝐷, Anregung mit �̂�∗ = 10 µm
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[Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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(1) Phasenreserve 𝜑PR

Die Phasenreserve 𝜑PR ist ein wichtiges Stabilitätskriterium und kann aus dem
Frequenzgang des offenen Lageregelkreises 𝐺o( 𝑓 ) ermittelt werden. Dieser ist
jedoch nicht messbar und muss aus dem geschlossenen Regelkreis 𝐺f( 𝑓 ) mit
𝐺o( 𝑓 ) = 𝐺f( 𝑓 )/(1 − 𝐺f( 𝑓 )) zurückgerechnet werden. Die 𝑋ś𝐼śRegelung liefert
mit Werten meist unter 20◦ nur eine sehr geringe Reserve, selbst bei hohen
Dämpfungsmaßen, wie Abb. 9.16 illustriert. Somit ist nur ein geringer Spielraum
für die Reglerauslegung gegeben. Zudem ist für 𝐷 < 0,7 gar kein stabiler Betrieb
des Lagers möglich. Mit der 𝑋ś𝛷ESTśRegelung lässt sich die Phasenreserve im
Mittel um 30. . . 40◦ erhöhen und der gesamte Parameterbereich der Dämpfung bis
theoretisch 𝐷 ≥ 0 anfahren, womit sich auch sehr gutmütige Lagercharakteristika
realisieren lassen. Dies ist auch bereits mit der regulierten Variante möglich,
welche die Phasenreserve um mindestens 10. . . 25◦ verbessert.
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Abbildung 9.16: Phasenreserve 𝜑PR aus analytischem Modell mit gemessenen Stichproben
(über Führungsübertragungsverhalten 𝐺f) für verschiedene Steiőgkeiten
𝑘/𝑘x und Dämpfungsmaße 𝐷 für alle Regelungsvarianten bei einer Anre-
gung des Systems mit �̂� = 10 µm, Spannungsgrenze aus Abb. 9.19 führt
zu eingeschränkter Stabilität im Bereich der Eigenfrequenz 𝑓0, basierend
auf [Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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(2) Resonanzverstärkung Δ𝐾Res

Die Resonanzverstärkung Δ𝐾Res ist die maximale Verstärkung des geschlosse-
nen Lageregelkreises bei der Resonanzfrequenz 𝜔0 = 2𝜋 𝑓0. Sie ist ein Maß für
die zu erwartbaren Schwingungen bei einer Anregung des Systems mit der
oszillierenden Führungsgröße �̂�∗. Abbildung 9.17 zeigt eine wesentlich höhere
Dämpfung für die 𝑋ś𝛷ESTśRegelung gegenüber der 𝑋ś𝐼śRegelung, wobei die
Resonanzverstärkung um mindestens 5. . . 25 dB verringert ist. Dieser Effekt ist
insbesondere bei kleinen Dämpfungsmaßen zu beobachten. Für die konkre-
ten Parameterpaare in Abb. 9.14 und 9.15 konnte eine Verringerung von kaum
akzeptablen 13,1. . . 13,6 dB auf gute 3,8. . . 4,8 dB gemessen werden.
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Abbildung 9.17: Maximale Resonanzverstärkung Δ𝐾Res des geschlossenen Kreises aus
analytischem Modell mit gemessenen Stichproben für verschiedene Steiőg-
keiten 𝑘/𝑘x und Dämpfungsmaße 𝐷 für alle Regelungsvarianten bei einer
Anregung des Systems mit �̂� = 10 µm, Spannungsgrenze aus Abb. 9.19
führt zu eingeschränkter Stabilität im Bereich der Eigenfrequenz 𝑓0, basie-
rend auf [Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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(3) Überschwingen 𝜖OS

Das Überschwingen 𝜖OS ist ein Kennwert der Regelung im Zeitbereich und kor-
reliert mit der Resonanzverstärkung Δ𝐾Res im Frequenzbereich. Es beziffert, wie
weit die Führungsgröße nach einem Sprung den eigentlichen Sollwert übersteigt.
Wie bereits in Abschnitt 8.4 erläutert, kommt bei Magnetlagern erschwerend eine
destabilisierende Mitkopplung 𝑘x zum Tragen. Der zur Stabilisierung erforderli-
che DśAnteil des Reglers verursacht eine Regelabweichung, welche unweigerlich
zu einem erhöhten Überschwingen führt. Der kompensierende IśAnteil wird
mit üblicherweise geringen Nachstellfrequenzen 𝑓N x = 1/(2𝜋𝑇N x) (hier 1 Hz)
erst nach der ersten Schwingungsspitze wirksam. Höhere Nachstellfrequenzen
sind an dieser Stelle jedoch kontraproduktiv, da sie das Überschwingen weiter
erhöhen würden.

Der DśAnteil ist zudem im besonderen Maße für Störeinŕüsse anfällig, wes-
halb es aufgrund der Wirbelströme bei geringeren Steiőgkeiten 𝑘/𝑘x ≤ 2 für
die 𝑋ś𝐼śRegelung zu einem inakzeptablen Überschwingen von 173. . . 353 %

kommt, wie die Sprungantworten in Abb. 9.15 verdeutlichen. Selbst für hohe
Steiőgkeiten 𝑘/𝑘x > 4 sind Werte unter 150 % praktisch nicht erreichbar. Die 𝑋ś
𝛷ESTśRegelung erlangt mit nur 30. . . 40 % in etwa das für eine Kaskadenregelung
mit dieser Geometrie erwartbare theoretische Minimum. Die regulierte Variante
der 𝑋ś𝛷ESTśRegelung erlaubt, je nach Einstellung des Führungsgrößenőlters
und der Reglerverstärkung, eine freie Skalierung des Überschwingens. Für die
in Abb. 9.15 gewählten Parameter liegen die Resultate zwischen den beiden
Hauptvarianten bei 51. . . 185 %.

Das trotz 𝑋ś𝛷ESTśRegelung verbleibende Überschwingen ist z. B. gegenüber
dem inneren Regelkreis (𝜖OS < 5 % mit Betragsoptimum) dennoch deutlich er-
höht, was überwiegend auf die Mitkopplung zurückzuführen ist. Für ein darüber
hinaus optimiertes Führungsverhalten ist der Einsatz einer Zustandsregelung
unumgänglich. Der fraktionale Flussschätzer kann möglicherweise für diesen
Fall häuőg eingesetzte Beobachter, wie z. B. KalmanśFilter, ersetzen.
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(4) Grenzfrequenz 𝑓 -3dB x

Die -3 dBśGrenzfrequenz der Lageregelung ist der Kennwert mit dem größten
Verbesserungspotential. Durch die 60-fache Erhöhung der Grenzfrequenz der
inneren Flussregelung (→ Abb. 9.10) gegenüber der Stromregelung, limitiert
diese nicht mehr den überlagerten äußeren Lageregelkreis. Für das gemessene
Frequenzverhalten in Abb. 9.14 zeigt sich, dass dort mindestens eine Vervierfa-
chung der Grenzfrequenz möglich ist. Der eingesetzte Umrichter kann jedoch
für die 𝑋ś𝛷ESTśRegelung nicht die erforderliche Spannung bereitstellen, um
gleichzeitig hohe Dämpfungsmaße 𝐷 > 0,9 und Steiőgkeiten 𝑘/𝐾x > 5 bereit-
zustellen, Parameter die für eine weitere Erhöhung der Grenzfrequenz nötig
wären. Abbildung 9.18 zeigt, dass ein größerer Umrichter theoretisch bis zu
𝑓 -3dB x ≤ 500 Hz erlaubt. An dieser Stelle wird deutlich, dass die vorgeschlagene
Flussregelung nur die Folgeeffekte der Wirbelströme kompensiert und nicht
die Wirbelströme selbst, welche sich schließlich in einem deutlichen erhöhten
Spannungsbedarf widerspiegeln, wie die nachfolgende Abb. 9.19 illustriert.
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Abbildung 9.18: -3 dBśGrenzfrequenz 𝑓 -3dB x des geschlossenen Kreises aus analytischem
Modell mit gemessenen Stichproben für verschiedene Steiőgkeiten 𝑘/𝑘x

und Dämpfungsmaße 𝐷 für alle Regelungsvarianten bei einer Anregung
des Systems mit �̂� = 10 µm, Spannungsgrenze aus Abb. 9.19 führt zu
eingeschränkter Stabilität im Bereich der Eigenfrequenz 𝑓0, basierend auf
[Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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(5) Schwebespannung 𝑢fd i|Φ
Die Klemmenspannung im stationären Schwebezustand des Axiallagers kann
nicht durch eine einzelne konstante oder periodische Größe beschrieben werden,
sondern bildet ein Spektrum aus, wie Abb. 9.12 zeigte. Das analytische Modell ist
jedoch nicht auf spektrale Daten anwendbar, weshalb mit der źSchwebespannungł
𝑢fd i|Φ ein konstruierter Indikator eingeführt wird, der nur mit einer einzelnen
charakteristischen Frequenz korrespondiert. Zu diesem Zweck wird die Resonanz-
frequenz des inneren Kreises 𝑓d i|Φ gewählt, da sich hier sowohl im Spannungsś als
auch Lagespektrum ein dominanter Bereich identiőzieren lässt. Durch Anregung
des Systems mit der Rauschamplitude �̂�∗ = 0,5 µm des Lagemesssystems, lässt
sich somit auch für den Spannungsbedarf ein Trend in Abb. 9.19 ableiten. Auch
wenn für die Schwebespannung keine messtechnische Entsprechung existiert,
so vermittelt sie einen realitätsnahen Eindruck vom tatsächlich beobachtbaren
Spannungsbedarf. Gegenüber der 𝑋ś𝐼śRegelung ist die 𝑢fd i|Φ für die 𝑋ś𝛷ESTś
Regelung in etwa 20-fach höher und erreicht die vom Umrichter limitierte
maximale Grundwellenamplitude �̂�max. Die regulierte Variante reduziert sowohl
den Spannungsbedarf als auch die Geräuschentwicklung des Lagers deutlich.
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Abbildung 9.19: Schwebespannung 𝑢fd i|Φ bei 𝑓d i|Φ für verschiedene Steiőgkeiten 𝑘/𝑘x

und Dämpfungsmaße 𝐷, Anregung mit �̂�∗ = 0,5 µm, keine messtechni-
sche Entsprechung, Spannungsgrenze entspricht maximal erreichbarer
Grundwellenamplitude, basierend auf [Seifert2021b, © 2021 IEEE]
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9.7.3 Störübertragungsverhalten

Abbildung 9.20: Störkraftgenerator

Zum Einbringen einer Störkraft wird der Stör-
kraftgenerator (SKG) mit 𝐹max = 200 N in
Abb. 9.20 an das Wellenende angeŕanscht.
Durch die zusätzliche Rotormasse (ca. 500 g)
und weitere axiale Luftspalte mit kritischen
Toleranzen erreicht das Axiallager bereits in
einer weichen Parametrierung mit 𝑘/𝑘x = 1

und 𝐷 = 1,1 seinen Grenzbereich. Zusätz-
lich ist eine Erhöhung der DT2śFilterfrequenz
auf 1500 Hz sinnvoll, um den Regler auf die
geänderten Eigenfrequenzen des Rotors abzustimmen. Es ist nicht möglich,
messtechnisch den Nachgiebigkeitsfrequenzgang des Axiallagers zu bestimmen,
da bereits kleine Änderungen der Erregerfrequenz und -amplitude zu großen
Änderungen der Amplitude der Rotorlage führen. Daher beschränkt sich dieser
Abschnitt auf die Diskussion der beispielhaften Sprung- und Schwingungs-
antworten in Abb. 9.21, welche dennoch deutlich die Vorteile der neuartigen
𝑋ś𝛷ESTśRegelung gegenüber der konventionellen 𝑋ś𝐼śRegelung aufzeigen.

Der Störkraftgenerator ist ein ebenfalls nach dem Differenzprinzip (→ Ab-
schnitt 2.1) konzipiertes Axiallager, welches jedoch ausschließlich aus einem
Pulververbundwerkstoff, dem Somaloy Prototyping Material, aufgebaut ist. Wie
Abb. 2.13 zeigte, weist dieser Materialtyp Wirbelstromknickfrequenzen von
𝑓e ≫ 1 kHz auf, weshalb von einer direkten Proportionalität der Störkraft 𝐹z

zum Steuerstrom 𝑖SKG (Proportionalitätsfaktor: 𝑘i SKG ≈ 22 N/A) ausgegangen
werden kann. Da der Strom 𝑖SKG nicht sprungfähig ist, lässt sich prinzipbedingt
allerdings keine ideale Sprunganregung erreichen.

Die Sprungantwort in Abb. 9.21a zeigt für die 𝑋ś𝐼śRegelung und eine Anre-
gung mitΔ𝐹z ≈ 3,5 N eine sehr hohe Störspitze von 63. . . 70 µm und erlaubt somit
keinen zuverlässigen Betrieb des Lagers. Mit der 𝑋ś𝛷ESTśRegelung lässt sich
die Störspitze hingegen um 87 % auf lediglich 8 µm reduzieren. Wie beim Füh-
rungsübertragungsverhalten (→ Abschnitt 9.7.2) ist über die regulierte Variante
auch hier eine freie Skalierung der Störschwingung möglich. Mit dem Fluss-
Führungsgrößenőlter von 400 Hz und einer halbierten Lagereglerverstärkung ist
eine Reduzierung der Störspitze um zumindest 49 % erreichbar.

Mit der Schwingungsantwort auf eine sinusförmige Störstrom- bzw. Kraftan-
regung in Abb. 9.21b mit beispielhaften 10 Hz lässt sich ein ähnliches Verhalten
beobachten. Die Schwingungsamplitude bei 𝑋ś𝛷ESTśRegelung reduziert sich
gegenüber der 𝑋ś𝐵MEASśRegelung von 49,5 µm auf 8,7 µm (−82 %). Für diesen
diskreten Frequenzwert entspricht dies einer Störunterdrückung bzw. Nachgie-
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bigkeit von −110 dB gegenüber lediglich −94 dB für die konventionelle Variante.
Wie bereits in Abschnitt 9.7.1 beobachtet, lässt sich auch hier für die 𝑋ś𝛷ESTś
Regelung ein deutlich verzerrter Grundschwebezustand feststellen, der gegen
die verbesserte Störunterdrückung aufzuwiegen ist. Die regulierte Variante stellt
mit einem ruhigen Schweben bei einer Nachgiebigkeit von −100 dB (Amplitude
�̂�DS = 25,3 µm) erneut einen guten Kompromiss dar.
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a) Sprunganregung: Δ𝑖SKG = 160 mA, Δ𝐹z ≈ 3,5 N

b) Sinusanregung: Δ𝑖SKG = 240 mA, Δ𝐹z ≈ 5,3 N, 𝑓 = 10 Hz

Abbildung 9.21: Gemessene a) Sprungantwort des Axiallagers auf sprunghafte Störkraftän-
derung des Störkraftgenerators von Δ𝐹z = 3,5 N und b) Schwingungs-
antwort des Axiallagers bei Sinusanregung durch den Störkraftgenerator
mit Δ𝐹z = 10,6 N und 𝑓 = 10 Hz; Lageregelung mit unterlagerter Strom-
(𝑋ś𝐼) oder Flussregelung (𝑋ś𝛷EST) für 𝑘/𝑘x = 1 und 𝐷 = 1,1

Ð Label: Δ𝑥DS: max. Störantwort, Δ𝐾10
DS: Störunterdrückung ( 𝑓 = 10 Hz)
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Einŕussanalyse: Minimale Störunterdrückung Δ𝐾DS min

Die minimale StörunterdrückungΔ𝐾DS min ist das Maximum des Nachgiebigkeits-
frequenzgangs |𝐺z(𝑠)|, welcher jedoch aus genannten Gründen nicht gemessen
werden kann. Analog zu verschiedenen Kriterien des Führungsübertragungsver-
haltens in Abschnitt 9.7.2, lässt sich jedoch auf Basis des analytischen Modells
eine Einŕussanalyse durchführen. Diese erlaubt das Ableiten eines Trends für
Δ𝐾DS min in Abb. 9.22 für den erweiterten Parameterbereich 𝐷 = 0,4 . . . 1,2 bzw.
𝑘/𝑘x = 0 . . . 8.

Für die 𝑋ś𝐼śRegelung ist die minimale Störunterdrückung mit −60. . . −100 dB

sehr schwach und nur für sehr hohe Dämpfungsmaße 𝐷 > 1 und Steiőgkeiten
𝑘/𝑘x > 4 lassen sich akzeptable Werte besser als −100 dB erreichen. Die 𝑋ś
𝛷ESTśRegelung weist bereits für die übliche Minimaleinstellung 𝑘/𝑘x = 1 eine
Störunterdrückung von mindestens −100 dB auf, für größere Steiőgkeiten sind
bis zu −120 dB möglich. Die regulierte Variante ist dabei insbesondere für
𝐷 > 0,7 gleichwertig. Die Kompensation der Wirbelströme mit dem Flussschätzer
verbessert die Störunterdrückung somit zusammenfassend um mindestens 15 dB

und je nach Parameterwahl sogar um maximal 50 dB.
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Abbildung 9.22: Minimale Störunterdrückung Δ𝐾DS min des geschlossenen Kreises aus
analytischem Modell für verschiedene Steiőgkeiten 𝑘/𝑘x und Dämpfungs-
maße 𝐷 für alle Regelungsvarianten, Spannungsgrenze aus führt zu
eingeschränkter Stabilität im Bereich der Eigenfrequenz 𝑓0
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9.7.4 Fazit

Bezogen auf fundamentale Charakteristika ist die in dieser Arbeit vorgestell-
te 𝑋ś𝛷ESTśRegelung der konventionellen 𝑋ś𝐼śRegelung in allen Bereichen
überlegen, da sie die auftretenden Wirbelstromeffekte in der inneren Regel-
schleife wirksam kompensieren kann. Die deutlich verbesserte Kraftdynamik
zeigt sich in einer erhöhten Lagersteiőgkeit, welche sich über die Grenzfrequenz
der Lageregelung quantiőzieren lässt. Für gleiche Parameter konnte messtech-
nisch eine Vervierfachung nachgewiesen werden, wobei mit einer größeren
Zwischenkreisspannung sogar bis zu 500 Hz erreichbar sein könnten. Auch
die Schwingungsdämpfung, beziffert durch die Resonanzverstärkung im Fre-
quenzbereich sowie das Überschwingen im Zeitbereich, kann von mindestens
𝐾Res = 13 dB bzw. mehr als inakzeptable 𝜖OS > 150 % für die 𝑋ś𝐼śRegelung
um 80-90 % auf lediglich 3 dB bzw. 30 % bei der 𝑋ś𝛷ESTśRegelung reduziert
werden. Die um mindestens 𝜑PR = 30◦ erhöhte Phasenreserve erlaubt einen
zuverlässigeren Schwebezustand über einen erweiterten Parameterbereich und ist
somit weniger anfällig für Modell- und Fertigungsfehler. Die Störunterdrückung
liegt für die neue Regelungsvariante für alle Parameter immer über 𝐾DS > 100 dB,
was sich auch in einer deutlich reduzierten Schwingungsamplitude um > 80 %

zeigt. Die konventionelle Regelung erreicht diese Werte nur für die höchsten
Steiőgkeitsparameter.

Die verbesserten Regelungseigenschaften werden mit einem etwa 13. . . 20-fach
höheren Spannungsbedarf erkauft, der sich vor allem im normalen Schwebezu-
stand zeigt, wenn das System ausschließlich durch das hochfrequente Rauschen
des Lagemesssignals angeregt wird. Bei den eigentlichen Führungs- und Stör-
größensprüngen der Lage hat sich das Problem nur vermindert gezeigt. Mit
Ausnahme des Filteranteils im PIDT2śLageregler wurde jedoch bisher keine
Möglichkeit gefunden, den Spannungsbedarf durch gezielte Signalőlterung zu
reduzieren ohne gleichzeitig die Dynamik der Regelung zu beeinträchtigen.
Diese Möglichkeit ist allerdings nicht ausgeschlossen und wird in weiteren
Untersuchungen betrachtet. Bis dahin kann jedoch die regulierte Variante der
𝑋ś𝛷ESTśRegelung eingesetzt werden, die über einen FlussśFührungsgrößenőlter
und die Attenuierung der Lagereglerverstärkung im Wesentlichen eine freie
Skalierung zwischen den Vor- und Nachteilen der konventionellen und neuen
Variante erlaubt. Alternativ kann durch einen größeren MagnetlagerśUmrichter
auch eine höhere Spannung 𝑈ZK > 120 V bereitgestellt werden, wofür jedoch ggf.
die Wicklung angepasst werden muss.

Ergänzend kann die Dynamik des Lagers durch bauliche Maßnahmen ver-
bessert werden, wodurch sich zusätzlich der Spannungsbedarf verringert. Die
Verwendung von Pulververbundwerkstoffen oder das Schlitzen des Kerns erhö-
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hen jedoch die Fertigungskosten und wirken sich negativ auf die mechanischen
Eigenschaften aus. Daher kann es lohnenswert sein, entsprechend Abb. 2.13 hoch-
permeable Stähle einzusetzen. Der Einŕuss des Kerns am Übertragungsverhalten
nimmt dadurch gegenüber dem Luftspalt ab und die Wirbelstromknickfrequenz
des gesamten Magnetkreises erhöht sich (→ Abb. 6.1). Der Effekt lässt sich bereits
mit vergleichbar günstigen Edelstählen (z B. X20Cr13) erreichen. Hochoptimierte
Spezialstähle (Vacoŕux 50, Permenorm 5000) bieten zwar die bestmöglichen
Eigenschaften, sind jedoch selten wirtschaftlich.

Insgesamt wird sich für jede Anwendung eine umsetzbare Kombination von
Maßnahmen őnden lassen, die ergänzt durch die𝑋ś𝛷ESTśRegelung, eine deutlich
verbesserte Regeldynamik des Axiallagers ermöglicht.

These 17 (Zusammenfassung) Die Bandbreite der Lageregelung lässt sich nachweis-
lich vervierfachen, wenn unterlagert statt einer Stromregelung die schätzerbasierte
Flussregelung zum Einsatz kommt. Theoretisch sind sogar bis zu 500 Hz möglich. Dabei
reduziert sich das Überschwingen bei Sollwertsprüngen um bis zu 90 %. Gleichzeitig
erlaubt die Flussregelung mit einer Erhöhung der Phasenreserve um mindestens 30◦ eine
robustere Reglerauslegung. Anders als bei der Stromregelung verbleibt die Störunter-
drückung auch bei einer weichen Lagereinstellung über die gesamte Bandbreite bei über
100 dB.

These 18 (Zusammenfassung) Die signiőkanten Vorteile in der Regeldynamik wer-
den bei der Flussregelung mit einer erheblichen, etwa 13. . . 20-fachen Erhöhung des
Spannungsbedarfs erkauft, wodurch ggf. eine Anhebung der Zwischenkreisspannung
des eingesetzten Umrichters notwendig ist. Allerdings kann über die Verstärkung des
Lagereglers und einen Vorőlter für den Flusssollwert frei zwischen den Vor- und Nach-
teilen beider Varianten skaliert werden, sodass eine Anpassung der Regelung an die
tatsächlichen Anforderungen der Anwendung und die verfügbare Leistungselektronik
möglich ist.
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Die Auswirkungen von Wirbelströmen in den massiven Kernen von Aktoren
und später auch Magnetlagern beschäftigt die Forschung seit nunmehr über drei
Jahrzehnten. Die Betrachtung theoretischer Fragestellungen fand jedoch mit der
ausgereiften mathematischen Modellierung in der Dissertation von L. Zhu im
Jahr 2005 weitestgehend ihren Abschluss. Nachfolgende Arbeiten beschränkten
sich auf die Verbesserung weniger Details und es konnte sich bis heute keine
praktische Anwendung von Zhus Modell etablieren, da dieses gemeinhin als
zu kompliziert gilt. Diese Arbeit wagte nun einen Blick über den Tellerrand
etablierter Methoden der Aktorik und Magnetlagertechnik, um die von den
Wirbelströmen beeinträchtigte Dynamik von magnetischen Axiallagern mit Hilfe
eines neuartigen Flussschätzers auch in der Praxis zu verbessern. Dazu bedient
sie sich des innovativen Ansatzes der fraktionalen Systeme und erläutert die
erforderliche Methodik, um diese in einer EchtzeitśRegelung implementieren zu
können. Anhand eines magnetgelagerten Antriebs, ähnlich eines industriellen
Spindelantriebs, erfolgte abschließend ein messtechnischer Funktionsnachweis.

10.1 Zusammenfassung

Aus Gründen der Wirtschaftlichkeit und mechanischen Festigkeit werden für
die dreidimensionale Flussführung in axialen Magnetlagern gemeinhin unge-
blechte Kerne aus günstigen Konstruktionsstählen verwendet. Die in solchen
Kernen begünstigte Zirkulation von Wirbelströmen ruft eine Feldverdrängung
hervor, die neben dem eigentlich kraftbildenden Magnetisierungsstrom weitere
parasitäre Stromanteile erfordert. Diese Diskrepanz ist jedoch messtechnisch
nicht erfassbar, weshalb die Kraftdynamik einer Lageregelung mit unterlagerter
Stromregelung, dem weit verbreiteten Industriestandard, erheblich beeinträchtigt
wird. Der in dieser Arbeit vorgeschlagene fraktionale Flussschätzer im Mess-
zweig der Regelung bestimmt den kraftbildenden Fluss aus dem messbaren
Strom und erlaubt über die verknüpfte Flussregelung eine nahezu vollständige
Kompensation der wirbelstrombedingten Kraftdämpfung. Der Flussregler un-
terscheidet sich nur durch einen StromśFlussśFaktor vom Stromregler, weshalb
dieses etablierte Konzept unangetastet bleibt. Für die Industrie relevante Vorteile,
wie die einfache Inbetriebnahme und die Erhaltung physikalischer Referenzen
zu den mechanischen Größen Steiőgkeit und Dämpfung, bleiben bestehen.
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Der fraktionale Flussschätzer beruht auf dem Wirbelstrommodell von Zhu,
welches basierend auf der Diffusionsgleichung eine sehr genaue Abbildung der
Wirbelstromeffekte in einzelnen Kernabschnitten erlaubt. Die resultierenden tran-
szendenten Lösungen in Gestalt effektiver Reluktanzen haben einen fraktionalen
Systemcharakter, d. h. sie suggerieren ein Verhalten entsprechend nicht ganzzah-
liger Ableitungen. Sie sind mathematisch nicht direkt in einer modellbasierten
Regelung verwertbar, sondern zunächst in rationale Übertragungsfunktionen zu
überführen. Zu diesen Zweck identiőzierte diese Arbeit für jede in Magnetla-
gerkernen auftretende Teilreluktanz entsprechende Kettenbruchentwicklungen.
Mit der impliziten MatsudaśApproximation wurde zudem alternativ ein wei-
teres etabliertes Verfahren adaptiert. Die Zusammenführung der Teillösungen
zu einer rationalen Gesamtreluktanz mit anschließender Ordnungsreduktion
vervollständigt das zeitkontinuierliche Modell.

Während des gesamten Berechnungsgangs galt es Gleitkommafehler in den
Koeffizienten der SchätzerśÜbertragungsfunktion zu vermeiden, was durch
die konsequente Anwendung von Langzahlarithmetik in Form von Matlabs
VPAśZahlenformat gelang. Dafür war es vereinzelt notwendig, bereits vorhan-
dene Algorithmen umzuschreiben, wie z. B. die bilineare Transformation zur
Diskretisierung des Schätzers. Die abschließende digitale Implementierung des
Flussschätzers in der EchtzeitśRegelung in der Programmiersprache C erfolgte
in Form einer numerisch robusten BiquadśFilterśKaskade, einem Ansatz der in
der AudiośSignalverarbeitung weit verbreitet ist.

Auf diese Weise war es nun möglich, das bisher auf theoretische Betrachtungen
beschränkte Wirbelstrommodell von Zhu auch in einer experimentellen und
praxisnahen Anwendung einzusetzen. Die Grenzfrequenz der Lageregelung des
ungeblechten Versuchslagers konnte mit der neuen schätzerbasierten unterla-
gerten Flussregelung nachweislich mehr als vervierfacht werden, während das
Überschwingen im Falle von Führungs- oder Störgrößensprüngen um bis 90 %

bzw. 87 % reduziert wurde. Eine zudem deutlich erhöhte Phasenreserve erlaubt
einen erweiterten Parameter- und somit Anwendungsbereich bei einer geringeren
Anfälligkeit für Modell- und Fertigungsfehler. Da es sich beim vorgestellten
Flussschätzer um eine rein softwareseitige Kompensation der Wirbelstromeffekte
handelt, kann er theoretisch auch in bestehende Magnetlagersysteme integriert
werden. Allerdings erfordert der etwa 13. . . 20-fach höhere Spannungsbedarf
ggf. eine Vergrößerung des Magnetlagerumrichters, wenn das volle Potential
der neuen Regelungsvariante ausgereizt werden soll. Hochwertigere Materialien
oder geschlitzte Kerne wirken dem entgegen und können ergänzend eingesetzt
werden.

214



10.2 Anwendungspotenzial

10.2 Anwendungspotenzial

In klassischen Magnetlageranwendungen dient das Axiallager lediglich der
Vervollständigung der berührungslosen Lagerung in allen Achsen und die An-
forderungen an die Dynamik sind gering. Der Hauptaugenmerk liegt in den
allermeisten Fällen auf den i d. R. geblechten Radiallagern, wo wiederum Wirbel-
ströme nur eine untergeordnete Rolle spielen. Dies ist mutmaßlich auch der Haupt-
grund für die bisher überwiegend akademisch und theoretische Betrachtung der
Axiallager mit massivem Kern. Allerdings steigen in vielen Technologiefeldern
die Anforderungen an Zuverlässigkeit, Präzision, Zeiteffizienz und Nachhal-
tigkeit, weshalb Magnetlager bei gleichzeitig sinkenden Kosten zunehmend an
Bedeutung gewinnen. Ein Beispiel liefert die Luft- und Raumfahrtindustrie, wo
der aufkommende Einsatz von ultraleichten, aber schwerverarbeitbaren Titanś
CFKśVerbundstoffen neuartige Werkzeuge erfordert [Pecat2014]. Hochpräzise
magnetgelagerte Bohrspindeln können durch Einprägung einer Vibration in
axialer Richtung ein Ausfransen des Werkstoffs vermeiden [Dirscherl2017], wäh-
rend die hochsteifen radialen Lagerachsen außergewöhnlich hohe Bandbreiten
erfordern. In beiden Fällen kann die schätzerbasierte Flussregelung eine Be-
einträchtigung der Regelung durch Wirbelströme vorbeugen. Neben diesem
Paradebeispiel sollen in zukünftigen Studien weitere Anwendungen identiőziert
werden, die von erhöhten Lagersteiőgkeiten in allen Achsen proőtieren könnten.

Die Anwendung des Flussschätzers ist jedoch nicht nur auf Magnetlager be-
schränkt. Neben dem übergeordneten vielfältigen Feld der Aktoren, die aus
Gründen der Kostenersparnis oder Miniaturisierung ebenfalls mit massiven
Kernen gefertigt werden, sind vor allem mechanisch (quasi-)statische elektro-
magnetische Anordnungen von Interesse. Durch fehlende oder lediglich sehr
schmale Luftspalte ist der Einŕuss der Wirbelströme bereits bei sehr kleinen
Frequenzen beobachtbar.

Weiterhin ist die Vorgehensweise auf Anwendungen mit signiőkanter Strom-
verdrängung übertragbar. Gegenüber der Feldverdrängung sind lediglich die
Wirkungsrichtungen von Feld- und Stromdichtevektoren vertauscht, die resul-
tierende Phänomene sind jedoch vergleichbar. So lassen sich z. B. die Ströme
in den Rotorstäben von KäőgläuferśAsynchronmaschinen ebenfalls in einen
kraftbildenden und einen parasitären Anteil unterteilen. Die Beschreibung der
Stromverdrängung erfolgt in diesem Fall klassisch über Kettenleitermodelle
[Smith1996], aber auch Ansätze mit fraktionalen Systemen sowohl in der Mo-
dellierung als auch Regelung werden bereits untersucht. Vorreiter ist hier eine
Forschergruppe um Jelassi und Melchior ausgehend von [Jalloul2013].

Seit einigen Jahren konzentriert sich die Forschung an fraktionalen Systemen
nicht mehr überwiegend auf theoretische Betrachtungen in der Regelungstechnik
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sondern widmet sich mit zunehmend großer Beliebtheit anwendungsbezogenen
Problemstellungen. Der Durchbruch auch für industrielle Anwendungen steht
unmittelbar bevor, wie Tepljakov et al. in [Tepljakov2021] ausführlich erörtern.
Diese Arbeit möchte einen kleinen Beitrag dazu leisten.

10.3 Ausblick

Im Zuge dieser Arbeit sind einige Fragen offen geblieben, für welche weitere
Untersuchungen lohnenswert wären. Der vorliegende in Eigenregie entwickelte
Versuchsaufbau kommt weder in der Fertigungsgenauigkeit noch in Fragen der
elektromagnetischen Verträglichkeit an industrielle Maßstäbe heran. Die Flussre-
gelung stellt jedoch eine Grenzbelastung dar, die teils unvermeidbare Schwächen
im Versuchsstandsdesign in Form einer übermäßigen Schwingungsanregung
und Geräuschentwicklung sowie einem eingeschränkten axialen Stellbereich
zum Vorschein bringt. Neben der unterdimensionierten Leistungselektronik
hatte das zur Folge, dass das volle Potential der neuen Regelungstopologie nicht
ausgeschöpft werden konnte. Es sollte daher das Ziel sein, die Untersuchungen
an einem industriellen Antrieb zu wiederholen. Auch ein dediziertes Axiallager
mit radialer Gleitlagerung wäre von vielen Störeinŕüssen entkoppelt. Weiterhin
könnte in einem vereinfachten Aufbau eine Sekundärwicklung zur messtechni-
schen Flussbestimmung sowie eine umschaltbare Windungszahl zur Variation
von Induktivität und wirksamer Spannung vorgesehen werden.

Die Berechnung des Flussschätzers ist in dieser Arbeit sehr umfangreich darge-
stellt und erlaubt somit die einfache Adaption für eine Vielzahl von Anwendungen
und Randbedingungen. Insbesondere die Verwendung von Langzahlarithmetik
und die damit einhergehende aufwendigere Diskretisierung wirkt auf potentielle
Anwender eventuell entmutigend, weshalb anhand eines konkreten Beispiels
eine minimalistische Umsetzung des Problems anzustreben ist. Ein möglicher
Ansatz ist das Discrete Vector Fitting [Wong2008], welches unter Nutzung gewöhn-
licher Gleitkommaarithmetik möglicherweise eine unmittelbare Überführung
des transzendenten Wirbelstrommodells in einen digitalen Filter erlaubt.

Aufgrund hoher Anforderungen an die Zuverlässigkeit ihrer Produkte, setzt
die Magnetlagerindustrie bevorzugt auf bewährte Technologien und steht neuen
Ansätzen generell skeptisch gegenüber. Zahlreiche fortschrittliche Regelungstopo-
logien im Zustandsraum mit ausgefeilten Beobachtern konnten sich daher bisher
nicht nachhaltig durchsetzen. Für einen möglichen industriellen Einsatz der hier
vorgestellten 𝑋ś𝛷ESTśRegelung-Regelung ist es somit essentiell, diese nicht nur
mit dem Industriestandard (𝑋ś𝐼śRegelung) zu vergleichen, sondern auch mit
linearen und nichtlinearen Zustandsregelungen ergänzt durch z. B. KalmanśFilter.
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Auf akademischer Ebene ist auch eine Kombination des Flussschätzers mit einer
Zustandsregelung denkbar.

Hauptaufgabe nachfolgender Untersuchungen ist es somit, bestehende Zwei-
fel an der neuen Regelungstopologie auszuräumen und ihre Vorteile anhand
konkreter industrieller Anwendungsfälle nachzuweisen.

217





Thesen

These 1 Ein massiver Eisenkern, der von einer Spule umschlossen ist, kann als ein
durch Wirbelstrombahnen sekundärseitig kurzgeschlossener Transformator verstanden
werden. Auftretende Wirbelströme rufen somit primärseitig einen zusätzlichen parasitären
Stromŕuss hervor, der nicht zur Flussausbildung und somit Kraftbildung im Magnetlager
beiträgt, jedoch messtechnisch auch nicht vom kraftbildenden Magnetisierungsstrom
getrennt werden kann.

These 2 Trotz der Anfälligkeit für Modellungenauigkeiten, stellt die dezentralisierte kas-
kadierte Lageregelung mit unterlagerter Stromregelung weiterhin den Industriestandard
für Magnetlager dar. Alternative Regelungstopologien erfordern u. a. mehr Rechenleis-
tung und einen größeren Berechnungsaufwand bei erhöhter mathematischer Komplexität
und Abstrahierung. Die Anwendbarkeit ist dadurch signiőkant gemindert, sodass die
Nachteile des Standards in Kauf genommen werden. Somit muss eine ŕussbasierte
Regelung dessen gute Anwendbarkeit erhalten, um auf lange Sicht eingesetzt zu werden.

These 3 Die Diskrepanz zwischen dem messbaren Spulenstrom 𝑖mess und dem kraftbil-
denden Magnetisierungsstrom 𝑖μh innerhalb einer unterlagerten Stromregelung führt zu
einer Verringerung der Regelabweichung gegenüber dem Sollwert 𝑖∗μh am Ausgang des
Lagereglers. Diesem wird dadurch suggeriert, dass bereits eine höhere Kraft anliegt, als
das real der Fall ist. Die im nachfolgenden Regelschritt gestellte Kraft wird zusätzlich
reduziert. Somit nimmt die Dynamik der Kraftś bzw. Stromregelung deutlich ab.

These 4 Ein modellbasierter Flussschätzer kann die Wirbelstromeffekte und die einher-
gehende Kraftdämpfung in der Rückführung des inneren Regelkreises kompensieren und
somit unmittelbar dort, wo sie auch physikalisch wirksam sind. Der korrekte physikalische
Bezug aller Regelgrößen und Parameter bleibt auf diese Weise erhalten und die gute
Anwendbarkeit der kaskadierten Lageregelung ist nicht beeinträchtigt.

These 5 Anders als bei einer Flussdichtemessung erfasst der Flussschätzer nicht den
lageabhängigen Einŕuss der Vormagnetisierung des Lagers. Demzufolge kann die Flussre-
gelung auch nicht die durch die Vormagnetisierung bedingte Mitkopplung kompensieren.
Es ist jedoch eine zusätzliche modellbasierte Rückkopplung des Lageeinŕusses in den
inneren Regelkreis möglich, um die Vormagnetisierung zu berücksichtigen.

These 6 Für klassische magnetische Axiallager ist der Einsatz einer unterlagerten
Flussregelung mit Flussschätzung materialunabhängig immer zweckmäßig, selbst bei
geringen Anforderungen an die Grenzfrequenz der Lageregelung. Für Radiallager ist
das Vorgehen jedoch i. d. R. ohne Effekt. Nur wenige Spezialanwendungen mit extrem
hohen Anforderungen an die Lagersteiőgkeit mit bis zu 10. . . 20 kN/mm können vom
Flussschätzer proőtieren.
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These 7 Physikalische Prozesse wie die Ausbreitung elektromagnetischer Felder, die sich
mit der Diffusionsgleichung beschreiben lassen, sind im Frequenzbereich mit fraktionalen
Systemen abbildbar. Ist das zugrundeliegende Medium oder Material homogen und isotrop,
so ist der Diffusionsprozess symmetrisch und die Systemordnung beträgt 𝛾 = 1/2.

These 8 Da sich źhalbeł Ableitungen nicht zeitdiskret realisieren lassen, kann die
zunächst transzendente fraktionale Lösung der Diffusionsgleichung nicht ohne weiteres
in eine digitale FilterśÜbertragungsfunktion für den Flussschätzer überführt werden.
Stattdessen müssen die vorliegenden Systeme der fraktionalen Ordnung 𝛾 = 1/2 mit
Systemen ganzzahliger Ordnung approximiert werden. Dies geschieht über eine stufenar-
tige Abbildung des Frequenzgangs, welche zu einer deutlich erhöhten approximierten
Systemordnung 𝑚 ≫ 𝛾 führt.

These 9 Es ist anzuzweifeln, dass sowohl ein Hystereseőlter als auch der Flussschätzer
aufgrund ihrer jeweils sehr hohen approximierten Systemordnungen gleichzeitig in einer
echtzeitfähigen Regelung implementierbar sind. Der Hystereseőlter ist zudem nicht
lastabhängig, sondern jede Parameteränderung mit Einŕuss auf den Hysteresewinkel
𝜗hyst, wie z. B. eine variierende Permeabilität durch die Sättigung des Kerns, erfordert
eine Neuberechnung der digitalen Filterkoeffizienten. Dies ist ohne Zweifel nicht in
Echtzeit möglich.

These 10 Ein Reluktanznetzwerk kann die Verteilung der Streu- und Stirnŕüsse in
Axiallagern mit typischer Geometrie für Frequenzen über 1 Hz nicht abbilden. Es führt zu
einer fehlerhaften Berechnung des kraftbildenden Flusses𝛷f und der für den Flussschätzer
relevanten kraftbildenden Gesamtreluktanz ℛ′

eff f. Der konstante Korrekturfaktor 𝑘υσ f

liefert hingegen über den gesamten relevanten Frequenzbereich eine hinreichend gute
Abbildung. Er hat zudem keinen Einŕuss auf die Systemordnung und lässt sich gegenüber
einem Reluktanznetzwerk einfacher implementieren.

These 11 Nach der OfflineśBerechnung der Koeffizienten des Flussschätzers muss nur
ein minimaler Mehraufwand für dessen digitale Implementierung als FilterśKaskade
betrieben werden, um von den Vorteilen einer unterlagerten Flussregelung proőtieren zu
können. Die Erhöhung der Rechenzeit ist vernachlässigbar, jedoch ist ggf. eine längere
Zeit für die A/DśWandlung durch eine Erhöhung der Abtastfrequenz notwendig.

These 12 Für Kleinsignalverhalten mit einer auf den Arbeitspunkt abgestimmten Mo-
dellpermeabilität lässt sich über die gesamte Bandbreite eine hervorragende Übereinstim-
mung zwischen dem analytischen fraktionalen Flussmodell, als Basis des Flussschätzers,
und der Frequenzgangmessung nachweisen.
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These 13 Die Abweichung des digitalen Flussschätzers vom kontinuierlichen Fluss-
modell ist von der gesamten Akquirierungsdauer aller vergangenen Strommesswerte
abhängig. Der Schätzer proőtiert daher von niedrigen Ordnungen 𝑚′ und hohen Abtastra-
ten, wobei über eine anwendungsbezogene Bandbreite und hinreichende Minimalordnung
eine ŕuktuationsfreie rationale Approximation des Flussmodells zu gewährleisten ist. Die
analytischen Approximationen PASR und MAEIS mit 𝑚′ > 14 oder die numerischen
Varianten LEVY und RVF mit 𝑚′ > 8 sind dabei gleichermaßen geeignet.

These 14 Je nach gewählter Modellpermeabilität und dem vorliegenden Arbeitspunkt,
weist der geschätzte Fluss im dynamischen Grenzbereich des Lagers eine Unsicherheit von
bis zu 5 dB und 5◦ gegenüber dem realen Fluss auf. Im Vergleich zu den vernachlässigbaren
Modellfehlern ist diese Unsicherheit zwar signiőkant, jedoch klein gegenüber dem
systematischen Fehler von 12. . . 15 dB, der bei einer klassischen Stromregelung vorliegt.

These 15 Ein sorgfältig berechneter Flussschätzer und eine möglichst exakte Bestim-
mung des Spulenwiderstands 𝑅Cu erlauben die Betrachtung des Flussregelkreises als
weitestgehend frei von Störeinŕüssen. Somit stellt das Betragsoptimum einen nahelie-
genden Ansatz mit sehr gutem Führungsverhalten dar. Durch die hohe Dynamik ist ein
Erreichen der Reglerausgangsbegrenzung wahrscheinlich und somit die Implementierung
eines AntiśWindups erforderlich.

These 16 Die Anregelzeit der unterlagerten Flussregelung ist für das angesetzte Be-
tragsoptimum bis zu 26-fach schneller als bei einer konventionellen Stromregelung. Die
Ausregelung gelingt sogar bis zu 368śfach schneller. Das Überschwingen des Flusses
kann dabei von über 10 % auf unter 2 % reduziert werden. Die Bandbreite der Regelung
erhöht sich um den Faktor 60 auf die angestrebten 1 kHz.

These 17 Die Bandbreite der Lageregelung lässt sich nachweislich vervierfachen, wenn
unterlagert statt einer Stromregelung die schätzerbasierte Flussregelung zum Einsatz
kommt. Theoretisch sind sogar bis zu 500 Hz möglich. Dabei reduziert sich das Über-
schwingen bei Sollwertsprüngen um bis zu 90 %. Gleichzeitig erlaubt die Flussregelung
mit einer Erhöhung der Phasenreserve um mindestens 30◦ eine robustere Reglerauslegung.
Anders als bei der Stromregelung verbleibt die Störunterdrückung auch bei einer weichen
Lagereinstellung über die gesamte Bandbreite bei über 100 dB.

These 18 Die signiőkanten Vorteile in der Regeldynamik werden bei der Flussregelung
mit einer erheblichen, etwa 13. . . 20-fachen Erhöhung des Spannungsbedarfs erkauft,
wodurch ggf. eine Anhebung der Zwischenkreisspannung des eingesetzten Umrichters
notwendig ist. Allerdings kann über die Verstärkung des Lagereglers und einen Vorőlter
für den Flusssollwert frei zwischen den Vor- und Nachteilen beider Varianten skaliert
werden, sodass eine Anpassung der Regelung an die tatsächlichen Anforderungen der
Anwendung und die verfügbare Leistungselektronik möglich ist.
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A Mathematische Beweise und Deőnitionen

A.1 KniepunktśDeőnition

Die Bestimmung der relativen Permeabilität 𝜇r aus bekannten Magnetisierungs-
kurven ist nicht genormt. Um dennoch eine vergleichbare Methodik anwenden
zu können, wird in dieser Arbeit auf die StromwandlerśNorm DIN EN 61869-2
zurückgegriffen. Diese deőniert den Begriff der Kniepunktspannung (vgl. auch
IEC 60050-321:1986 321-02-34):

Effektivwert der an die Sekundäranschlüsse angelegten sinusförmigen Spannung 𝑈

bei Bemessungsfrequenz, der beim Erhöhen um 10 % eine Erhöhung des Effektivwerts
des Erregerstroms 𝐼 um 50 % verursacht, wobei alle anderen Wicklungen offen bleiben.

Mit den Zusammenhängen 𝑈 ≈ 𝐵 und 𝐻 ≈ 𝐼, lässt sich die Methodik auch auf
die magnetische Flussdichte 𝐵 und Feldstärke 𝐻 übertragen. In Abb. A.1 ist dies
für das Material des Axiallagers, 15NiCr13, beispielhaft dargestellt.
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Abbildung A.1: Magnetisierungskurve von 15NiCr13 mit KniepunktśDeőnition sowie
Messdaten für gemessene Neukurve (KP= ∗)

Ist der Kniepunkt (KP) ermittelt, so kann mit einer linearen Regression im
Intervall [0,KP] eine Ursprungsgerade bestimmt werden, deren Anstieg der
Permeabilität 𝜇0𝜇r k entspricht. Auf diese Weise lässt sich einheitlich für alle Ma-
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A Mathematische Beweise und Definitionen

terialien mit bekannter Magnetisierungskurve eine hinreichende Linearisierung
der Kennlinie im relevanten Aussteuerungsbereich berechnen. Die Anwendung
des Kniepunkts ist jedoch nur dann sinnvoll, wenn durch die Auslegung des
Magnetlagers auch der gesamte Flussdichtebereich bis zum Kniepunkt aus-
genutzt wird. Anderenfalls ist eine Auswertung bezogen auf den Nenn- oder
Arbeitspunkt (AP) sinnvoller.
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B Programmiertechnische Implementierungen

B.1 Diskretisierung

1 % /** Führt Tustin-Approximation nach Scott1994 zur Diskretisierung durch:

2 % * "A Simplified Method for the Bilinear s-z Transformation"

3 % * IEEE TRANSACTIONS ON EDUCATION , VOL. 31, NO. 3, AUGUST 1994 */

4

5 function [numd,dend] = c2dScott( sampleTime , numc, numd )

6 % Equalize Orders by padding zeros

7 maxOrder = max(numel(numc),numel(denc));

8 if numel(numc) < maxOrder, numc = [zeros(maxOrder - numel(numc),1), numc]; end

9 if numel(denc) < maxOrder, denc = [zeros(maxOrder - numel(denc),1), denc]; end

10

11 % Bilinear transform

12 numd = tustinScott( numc, sampleTime);

13 dend = tustinScott( denc, sampleTime);

14 normd = dend(1);

15 numd = numd./normd;

16 dend = dend./normd;

17 end

18

19 function r = tustinScott(polynomial , sampleTime)

20 % Characteristics of bilinear transform , special Case: Tustin

21 alpha = 2; beta = -2; beta_powers(1) = 1; gamma_powers(1) = 1;

22

23 % In case of symbolic input, convert to vpa

24 if issym(polynomial)

25 alpha = vpa(alpha ,15);

26 beta = vpa(beta ,15);

27 beta_powers = vpa(beta_powers ,15);

28 gamma_powers = vpa(gamma_powers ,15);

29 end

30

31 % Initialize

32 Order = numel(polynomial) - 1;

33 delta = sampleTime; gamma = sampleTime;

34 r = fliplr(polynomial(:).’);

35

36 for j = 1:1:Order

37 beta_powers(j+1) = beta*beta_powers(j-1+1);

38 gamma_powers(j+1) = gamma*gamma_powers(j-1+1);

39 end

40

41 % Discretization

42 for k = 0:1:(Order -1)

43 s = 0;

44 for j = 0:1:Order-k

45 s = s + beta_powers(j+1)*gamma_powers(Order-k-j+1)*r(j+1);

46 end

47 for j = 0:1:(Order-k-1)

48 r(j+1) = ((Order-k-j)*delta*r(j+1) + (j+1)*alpha*r(j+1+1))/(k+1);

49 end

50 r(Order-k+1) = s;

51 end

52 end

code/c2dScott.m
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B Programmiertechnische Implementierungen

B.2 Berechnung der Null- und Polstellen

1 % /** Identisch zur originalen [Z,P,K] = TF2ZP(NUM,DEN),

2 % * führt Berechnung jedoch symbolisch oder mit vpa aus. */

3

4 function [z,p,k] = vpatf2zp(num,den,varargin)

5

6 % Declare polynomial argument

7 x = sym(’x’);

8

9 % Calculate gain

10 k = num(1)/den(1);

11

12 % Solve numerator polinomial

13 p = solve(poly2sym(den,x),x,’MaxDegree’,200,’IgnoreAnalyticConstraints’, true);

14 % Sort poles

15 [~,qsortidx] = sort(real(p),’descend’);

16 p = p(qsortidx);

17

18 % Solve denominator polinomial

19 z = solve(poly2sym(num,x),x,’MaxDegree’,200,’IgnoreAnalyticConstraints’, true);

20 % Sort zeros

21 [~,psortidx] = sort(real(z),’descend’);

22 z = z(psortidx);

23

24 % Optional argument: Round to 64 bit (double precision)

25 if strcmp(varargin{1},’double’)

26 p = double(p);

27 z = double(z);

28 k = double(k);

29 end

30

31 end

code/vpatf2zp.m

B.3 Flussschätzer

1 /* Code for Flux Estimator */

2 input = imeas; // measured coil current

3 for (sec = 0; sec < secmax; sec++) {

4 wn = input - Den[sec][0] * w[sec][0] - Den[sec][1] * w[sec][1];

5 input = wn + Num[sec][0] * w[sec][0] + Num[sec][1] * w[sec][1];

6 w[sec][1] = w[sec][0];

7 w[sec][0] = wn;

8 }

9 Phiest = K * input; // estimated flux

code/estimator.c
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C Konstruktionszeichnungen

Tabelle C.1: Verzeichnis aller Konstruktionszeichnungen

Zeichnungsnummer Bezeichnung

Stator
EMA.RS.2018.UPLKL.001 Gehäusedeckel Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.002 Hauptgehäuse Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.003 PM Stator Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.004 Gehäuse Positionssensor Radial/Axial
EMA.RS.2018.UPLKL.005 Sensorträger Flussdichte
EMA.RS.2018.UPLKL.006 Sensorträger Drehzahl
EMA.RS.2018.UPLKL.007 Sensorträger Position Axial
EMA.RS.2018.UPLKL.008 Sensorelektrode Axial
EMA.RS.2018.UPLKL.009 Gehäuse Motor Topf + Gehäuse Motor Deckel
EMA.RS.2018.UPLKL.010 Hauptgehäuse Unipolarlager
EMA.RS.2018.UPLKL.011 Gehäuse Positionssensor Radial
EMA.RS.2018.UPLKL.012 Fanglagerbaugruppe Radial Hinten
EMA.RS.2018.UPLKL.024 Statorblechpaket Unipolarlager
EMA.RS.2018.UPLKL.027 PM Stator Unipolarlager
EMA.RS.2019.UPLKL.035 Sensorgrundträger Position Axial
EMA.RS.2019.UPLKL.037 Fanglager/Sensorbaugruppe Radial Hinten

Rotor
EMA.RS.2018.UPLKL.013 Welle
EMA.RS.2018.UPLKL.014 Rotor
EMA.RS.2018.UPLKL.015 Messspur Unipolarlager
EMA.RS.2018.UPLKL.016 Abschlussring Außen Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.017 Abschlussring Innen Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.018 Kurzschlussring Motor
EMA.RS.2018.UPLKL.019 Abschlussring Unipolarlager
EMA.RS.2018.UPLKL.020 Zwischenring Unipolarlager
EMA.RS.2018.UPLKL.021 Massivläufer
EMA.RS.2018.UPLKL.022 Rotor Zwischenstück Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.025 Rotorblechpaket Unipolarlager
EMA.RS.2018.UPLKL.026 Rotorblechpaket Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.028 Axiallagerscheibe
EMA.RS.2018.UPLKL.029 Messspur Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.030 Befestigungsscheibe Axiallager
EMA.RS.2018.UPLKL.032 Axialfanglagerscheibe
EMA.RS.2018.UPLKL.033 Rotor Kombilager
EMA.RS.2018.UPLKL.034 Rotor Unipolarlager
EMA.RS.2019.UPLKL.036 Axialmessscheibe 1 + 2
EMA.RS.2018.UPLKL.031 Axiallagerscheibe Hülle

Komplett
EMA.RS.2018.UPLKL.023 Komplettaufbau UPLKL
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D Parametertabellen

Tabelle D.1: Parameter des MassivläuferśAsynchronmotors

Parameter Symbol Wert Einheit

Geometrie
Statoraußendurchmesser 𝑑o 90 mm
Bohrungsdurchmesser 𝑑i 45 mm
Statorlänge 𝑑o 52 mm
ś davon Blechpaket 𝑑b 20 mm
ś davon Wickelköpfe 𝑑w 15 | 17 mm

Elektrisch
Zwischenkreisspannung 𝑈ZK 144 V
Maximaler DutyśCycle 𝐷τ,max 0,7 1
Schaltfrequenz 𝑓t 21 333 Hz
Schaltperiode 𝑇t 46,9 µs
Statorwiderstand 𝑅Cu 1,75 Ω
Statorinduktivität 𝐿h 6,52 mH
Hauptfeldzeitkonstante 𝑇h 3,73 ms

Kennwerte Nennbetrieb [Fleischer2011]
Polpaarzahl 𝑝 2 1
Luftspalt 𝑔 0,9 mm

Drehzahl 𝑛N 30 000*3 min−1

Rotorschlitze 𝑧R 27 1
Drehmoment 𝑀N 24 mN m
Leistung 𝑃N 97 W
Frequenz 𝑓N 1097 Hz
Schlupf 𝑠N 8,9 %
Spannung 𝑈N 104 V
Strom 𝐼N 1,55 A
Leistungsfaktor cos(𝜑) 0,35 1
Wirkungsgrad 𝜂 78 %

Drehzahlgeber
Renishaw RMB28 IC11 BS11 (2048 Count, 5 V)
*3 ggf. nur im Vakuum erreichbar, erfordert Schutzkammer und Schleuderprüfung
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D Parametertabellen

Tabelle D.2: Parameter des Axiallagers (KLA) sowie der Radiallager (KLR, ULR)

Parameter Symbol Wert Einheit
KLA KLR ULR

Geometrie → Abb. 5.1 ś Abb. 5.12 ś

Allgemein
Zwischenkreisspannung 𝑈ZK 48 48 48 V
Nennstrom 𝐼N 0,95 2,35 2,88 A
Bemessungsŕussdichte 𝐵N 0,2 0,5 0,4 T
Windungszahl 𝑁 103 95 60

Luftspaltŕäche 𝐴g 38,9 (40)*1 3,47 2,19 cm2

Maximaler Strom 𝐼max 4,0 5,0 5,0 A
Schaltfrequenz 𝑓t 21 333 21 333 21 333 Hz
Schaltperiode 𝑇t 46,9 46,9 46,9 µs
Summenzeitkonstante 𝑇Σ 86,7 86,7 86,7 µs
Spulenwiderstand 𝑅Cu 1,29 1,03 1,06 Ω

Hauptinduktivität 𝐿h 40,4*2 7,17 3,63 mH

Hauptfeldzeitkonstante 𝑇h 32,1*2 6,95 3,45 ms

Streu-/Stirnŕussfaktoren 𝑘υσ Tab. 7.5 0,95*3 0,95*3

Stromregelung
Streckenverstärkung 𝑉S i 0,77 0,97 0,95 A/V
Reglerverstärkung 𝐾R i 45,3 40,4 20,9 V/A
Nachstellzeit 𝑇N i 6,07 6,80 3,44 ms

Flussregelung
Streckenverstärkung 𝑉S Φ 366 Ð*3 Ð*3 µWb/V

Reglerverstärkung 𝐾R Φ 0,62*4 Ð*3 Ð*3 V/µWb

Nachstellzeit 𝑇N Φ 39,7*4 Ð*3 Ð*3 ms

Lageregelung*5

Reduzierte Masse 𝑚red 2,81 1,60 1,72 kg
Bemessungskraft 𝐹N 51,5 144 110 N
KraftśStromśFaktor 𝑘i 66,9 57,1 38,0 N/A

KraftśFlussśFaktor 𝑘Φ 64,9 Ð*3 Ð*3 N/mWb
KraftśWegśFaktor 𝑘x 102 294 217 N/mm

Reglerverstärkung*6 𝐾R x𝑘i|Φ 0,21 1,18 0,87 N/m

Vorhaltezeit 𝑇V x 5,23 1,13 1,34 ms
Nachstellzeit 𝑇N x 159 159 159 ms
TF2śFilterfrequenz 𝑓F x 840 840 840 Hz
TF2śFilterdämpfung 𝐷F x 0,7 0,7 0,7 1
*1 gerundeter Wert → vereinfachter Umrechnungsfaktor 𝐵 → 𝛷 angesetzt in Kapitel 9
*2 für 𝜇r = 267 (mit Magneten) *3 pauschal oder nicht betrachtet *4 für Betragsoptimum
*5 für KLA: 𝑘 = 𝑘x, 𝐷 = 1 und KLR|ULR: 𝑘 = 3𝑘x, 𝐷 = 0,6 *6 normiert mit 𝑘i|Φ
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