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Введение
В настоящее время широкое распространение для 

определения аттестованных значений стандартных об-
разцов получил метод межлабораторного эксперимента.

Соответствующие математические алгоритмы оцен-
ки аттестуемого значения характеристики стандартно-
го образца (СО) приведены в ГОСТ  8.532-2002 и осно-
ваны на предположении, что экспериментальные дан-
ные, получаемые разными аналитическими методами 
от разных лабораторий, представляют собой выборку 
из одной генеральной совокупности и имеют нормаль-
ное, может быть, засоренное выбросами, вероятност-
ное распределение. Однако на основе анализа результа-
тов международных сличений эталонов, выполняемых 

национальными метрологическими институтами при 
оценке опорного значения сличения, установлена необ-
ходимость учета неопределенности результатов измере-
ний в конкретной лаборатории [1]. Установлено возмож-
ное статистически значимое влияние эффектов лабо-
раторий на результаты оценивания опорного значения, 
связанное с отклонением от нормального вида распре-
деления случайных эффектов лабораторий, описыва-
емых распределением Лапласа, приводящее к появле-
нию скрытых неопределенностей или смещений в ре-
зультатах межлабораторного эксперимента, результа-
ты этих работ обобщены в [2].

В настоящей работе предлагается достаточно об-
щая статистическая модель результатов измерений 
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в межлабораторном эксперименте, в которой послед-
ние показаны в виде набора представителей из различ-
ных генеральных совокупностей.

Данные, полученные из лабораторий, представля-
ют собой набор пар { , }, 1,i ix u i n= ,

, 1,i i ix x i nξ= +∆ + = ,                      (1)

где xi –  результат измерений в i-той лаборатории; x –  
истинное значение измеряемой величины; i∆ – неиз-
вестное смещение результата в i-той лаборатории; iξ – 
случайная погрешность результата i-той лаборатории, 
приводящая к стандартной неопределенности iu  типа 
А, которая считается известной; n –  количество лабо-
раторий участников межлабораторного эксперимента.

Отметим, что для модели данных уравнения (1) ква-
драт стандартной неопределенности результата i-той 
лаборатории имеет вид

2 2 2 2( ) ( )i i i iu x E x x u= − = ∆ + ,            (2)

то есть содержит скрытую часть в виде квадрата смещения.
В силу центральной предельной теоремы теории ве-

роятностей случайные величины iξ , а вместе с ними 
и результаты измерений xi, полученные при обработке 
повторных измерений, такие как среднее арифметиче-
ское, медиана и тому подобные, имеют распределение, 
близкое к нормальному. Если данные лабораторий со-
гласованы, то есть удовлетворяют хи-квадрат тесту, 
то оптимальной оценкой (оценкой максимального прав-
доподобия) является взвешенное среднее результатов 
лабораторий с весами, обратно пропорциональными их 
дисперсиям. Однако наличие в результатах скрытых 
сдвигов i∆ , приводящее к скрытым неопределенно-
стям, в подавляющем числе случаев делает данные ла-
бораторий несогласованными.

На основе этой модели разработаны методы оцен-
ки скрытых неопределенностей и смещений результа-
тов межлабораторного эксперимента. Разработаны ал-
горитмы коррекции данных, позволяющие сделать их 
согласованными и применить оптимальную процеду-
ру оценивания аттестуемого значения характеристики 
стандартного образца и его неопределенности.

Описание алгоритмов обработки 
результатов межлабораторного 
эксперимента
В основе разработанных алгоритмов лежит проце-

дура отыскания максимального подмножества согласо-
ванных данных [3, 4], представленных лабораториями, 

а также необходимая для согласования коррекция дан-
ных не вошедших в него лабораторий. Для этого вычис-
ляют взвешенное среднее

1
2 2

1 1

n n

i i i
i i

x u u x
−

− −

= =

 =   
∑ ∑                               (3)

и проводят тест на согласованность данных, то есть про-
веряют выполнение условия

2
2

2
1

)(
( ; 1)

n
i

i i

P nx x
u

χ
=

−
≤ −∑ ,                          (4)

где 2 ( ; 1)P nχ −  –  P-квантиль хи-квадрат распределе-
ния с n – 1 степенями свободы. Если условие (4) выпол-
няется, то данные всех лабораторий согласованы, оцен-
ка (3) является оптимальной и имеет стандартную 
неопределенность

1
2

2

1

n

i
i

u u
−

−=
=
∑    .                             (5)

В противном случае нумерацию лабораторий уста-
навливают так, что:

22 2
1 2

2 2 2

1 2

)) ) (( (
... n

n

xx x xx x
u u u

−− −
≤ ≤ ≤ .           (6)

Исключают данные лаборатории с номером n и за-
ново вычисляют величины (3) и (4) уже для n – 1 участ-
ников. Проверяют выполнение для них условия согла-
сованности (4). Процесс повторяют до тех пор, пока для 
оставшихся k участников впервые выполнится условие 
согласованности

2
2

2
1

)(
( ; 1)

k
i k

i i

P kx x
u

χ
=

−
≤ −∑ ,

 

1
2 2

1 1

k k

k i i i
i i

x u u x
−

− −

= =

 =   
∑ ∑ . (7)

Таким образом, максимальное согласованное под-
множество данных найдено. Для согласования исклю-
ченных данных последние необходимо скорректировать.

Рассмотрим данные последнего исключенного участ-
ника с номером k + 1, для которого значение величины

2
1 1

2

1

)( k k

k

x x
u

+ +

+

−
                               (8)

оказалось слишком большим, чтобы выполнялся хи-ква-
драт тест. Для включения данных этого участника в со-
гласованное подмножество необходимо скорректиро-
вать их так, чтобы величина (8) уменьшилось до значе-
ния, при котором хи-квадрат тест будет выполняться. 
Это может быть сделано двумя способами:

1) увеличением неопределенности в данных  k + 1-го 
участника, которое приводит к росту знаменателя в (8);
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2) коррекцией результата измерения в данных  
k + 1-го участника, приводящей к уменьшению числи-
теля в (8).

Первый способ
Построим функцию

2 2
1 1 1

1 2 2
1 1

) )( ( ) ( ( )
( ) , 0,

k
i k k k

k
i i k

g x xx x
u u

λ λ
λ λ

λ
+ + +

+
= +

− −
= + ≥

+
∑    (9)

где
1

2 2 1 2 2 1
1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( )

k k

k i k i i k k
i i

x u u u x u xλ λ λ
−

− − − −
+ + + +

= =

   = + + + +      
∑ ∑·

· 
1

2 2 1 2 2 1
1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( )

k k

k i k i i k k
i i

x u u u x u xλ λ λ
−

− − − −
+ + + +

= =

   = + + + +      
∑ ∑ .                   (10)

Функция 1( )kg λ+  монотонно убывает, так как

2
1 1 1

2 2
1

)( ( ) 0
(

( )
)

k k k

k

x x
d u

dg λ
λ λ

λ+ + +

+

−= − <
+

.            (11)

Нижняя граница значений функции (9) при λ → ∞ 
определяется левой частью неравенства (7) и не пре-
восходи т 2 ( ; 1)P kχ − .  В  связи с  тем,  ч то 

2 2( ; 1) ( ; )P k P kχ χ− < , существует значение 2
1kλ σ += , 

при котором
2 2 2 2

2 21 1 1 1 1
1 1 2 2 2

1 1 1

) )( ( ) ( ( )( ) ( ; )
k

i k k k k k
k k

i i k k

x x x xg P k
u u

σ σσ χ
σ

+ + + + +
+ +

= + +

− −= + ≤
+∑

2 2 2 2
2 21 1 1 1 1

1 1 2 2 2
1 1 1

) )( ( ) ( ( )( ) ( ; )
k

i k k k k k
k k

i i k k

x x x xg P k
u u

σ σσ χ
σ

+ + + + +
+ +

= + +

− −= + ≤
+∑ .           (12)

Это значение может быть найдено последователь-
ным вычислением значений функции 1( )kg λ+  с некото-
рым шагом по λ, начиная с 0λ = . Таким образом, уве-
личивая стандартную неопределенность k + 1-го участ-
ника межлабораторного эксперимента, получают со-
гласованное подмножество уже k + 1 участников.

Продолжая этот процесс, включая посредством 
увеличения стандартной неопределенности все новых 
участников из исключенных в ходе построения наиболь-
шего согласованного подмножества данных, в конеч-
ном итоге получают согласованное значение характе-
ристики СО

1
2 2 2 2 2 1 2 2 2 1
1

1 1 1 1
( ,... ) ( ) ( )

k n k n

k n i i i i i i i in
i i k i i k

u u x u x ux σ σ σ σ
−

− − − −
+

= = + = = +

   = + + + +      
∑ ∑ ∑ ∑·

· 
1

2 2 2 2 2 1 2 2 2 1
1

1 1 1 1
( ,... ) ( ) ( )

k n k n

k n i i i i i i i in
i i k i i k

u u x u x ux σ σ σ σ
−

− − − −
+

= = + = = +

   = + + + +      
∑ ∑ ∑ ∑ ,              (13)

квадрат стандартной неопределенности которого име-
ет вид

1
2 2 2 2 2 2 1

1
1 1

( ( ,... )) ( )
k n

n k n i i i
i i k

u x u uσ σ σ
−

− −
+

= = +

 = + +  
∑ ∑ .   (14)

Найденные значения параметров 2
1{ }n

i i kσ = +  в соответ-
ствии с (2) являются оценками величин 2

i∆  и характери-
зуют скрытые стандартные неопределенности лабора-
торий, участвующих в межлабораторном эксперименте.

Второй способ
Он основан на коррекции результатов участников, 

не попавших в наибольшее согласованное подмноже-
ство. Запишем корректирующее параметрическое се-
мейство в виде

1 1 1ˆ ( ) ( ), 0,k k k kx x sign x xµ µ µ+ + += − ⋅ − ≥ , (15)

а также функцию

2 2
1 1 1

1 2 2
1 1

) ˆ( ( ) ( ( ) ( ))( )
k

i k k k
k

i i k

x x x xf
u u

µ µ µµ + + +
+

= +

− −= +∑ , (16)

где
11

2 2 2
1 11

1 1

ˆ( ) ( )
k k

i i i k kk
i i

u x u x ux µ µ
−+

− − −
+ ++

= =

   = +      
∑ ∑ . (17)

Можно показать, что 1( ) 0kdf
d

µ
µ

+ <  и функция (16) 

монотонно убывает при 0 kxµ≤ ≤ .

Существует значение 1
ˆ

kµ += ∆ , при котором

2
1 1

ˆ( ) ( ; )k kf P kχ+ +∆ ≤ .                  (18)

Это значение может быть найдено последователь-
ным вычислением значений функции 1( )kf µ+  с некото-
рым шагом по μ, начиная с μ = 0.

Таким образом, корректируя результат k + 1-го 
участника межлабораторного эксперимента,

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( )k k k k k k k kx x sign x x x+ + + + + + +∆ = − ∆ − = − ∆

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( )k k k k k k k kx x sign x x x+ + + + + + +∆ = − ∆ − = − ∆ ,                             (19)

получают согласованное подмножество уже k + 1 
участников.

Продолжая этот процесс, включая посредством 
корректировки результатов все новых участников 



Та б л и ц а  1 .  Сравнение различных оценок при обработке данных модельного межлабораторного 
эксперимента
Ta b l e  1 .  Comparison of various estimates in the processing of data from a model interlaboratory experiment

Оценка Результат среднеквадратической погрешности

Среднее арифметическое 0,41

Медиана 0,25

Среде взвешенное без коррекции данных 0,36

Средневзвешенное с коррекцией неопределенностей 0,27

Средневзвешенное с коррекцией результатов 0,23
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из исключенных в процессе построения максимального 
согласованного подмножества, в конечном итоге получа-
ют согласованное значение аттестуемой характеристики

1
2 2 2

1
1 1 1

ˆ ˆ ˆˆ( ,... ) ( )
n k n

k n i i i i in i
i i i k

x u x ux u
−

− − −
+

= = = +

   ∆ ∆ = + ∆      
∑ ∑ ∑·

· 

1
2 2 2

1
1 1 1

ˆ ˆ ˆˆ( ,... ) ( )
n k n

k n i i i i in i
i i i k

x u x ux u
−

− − −
+

= = = +

   ∆ ∆ = + ∆      
∑ ∑ ∑ ,                 (20)

квадрат стандартной неопределенности которой име-
ет вид

1
2 2

1
1

ˆ ˆ( ( ,... ))
n

n k n i
i

u x u
−

−
+

=

 ∆ ∆ =   
∑ .         (21)

Параметры 1
ˆ{ }n

i i k= +−∆  оценивают скрытые смеще-
ния результатов измерений лабораторий, участвующих 
в межлабораторном эксперименте в соответствии с мо-
делью результатов измерений (1).

Результаты
Для изучения свойств оценок скрытых неопреде-

ленностей (первый алгоритм, назовем его «взвешенное 
среднее с коррекцией неопределенностей») и скрытых 
смещений (второй алгоритм, назовем его «взвешенное 
среднее с коррекцией результатов») был поставлен экс-
перимент Монте-Карло. Данные лабораторий модели-
ровались в соответствии с моделью (1)

10 , 1,15i i ix iξ= +∆ + =
,

где смещения выбирались в виде

0.1i i∆ = ± ⋅
,

(знак выбирался случайным образом), а случайная со-
ставляющая погрешности результатов генерировалась 
из нормальной совокупности (0, )N u) с нулевым мате-

матическим ожиданием и среднеквадратическим откло-
нением u = 0.5. Значения оценок скрытых неопределен-
ностей и скрытых смещений для результатов, попада-
ющих в максимальное согласованное подмножество, 
полагались равными нулю. Генерация данных произво-
дилась 260 раз. В качестве характерных примеров при-
ведены гистограммы оценок для первых шести лабора-
торий на рис. 1, в первой колонке –  для алгоритма с кор-
рекцией неопределенностей, во второй –  для алгорит-
ма с коррекцией результатов. Красной вертикальной 
чертой обозначены истинные значения (т. е. это те зна-
чения параметров, которые задавались в программном 
обеспечении при моделировании распределений мето-
дом Монте-Карло) для первого алгоритма модулей сме-
щений, для второго смещений с учетом знака.

Как видно из рис. 1, наблюдается неплохое соответ-
ствие значений оценок заданным скрытым параметрам 
в условиях, когда их значения сопоставимы по величи-
не случайным погрешностям.

Для сравнения описанных выше алгоритмов с из-
вестными методами оценивания был произведен дру-
гой численный эксперимент по методу Монте-Карло. 
Данные лабораторий моделировались в соответствии 
с моделью (1).

Скрытые смещения и случайные погрешности ре-
зультатов выбирались из нормальных совокупностей

(0, ), (0, )i i i iN N uσ ξ∆  

,

где σi и ui выбирались случайным образом, первые 
из генеральной совокупности с экспоненциальной плот-
ностью распределения ( ) exp( ), 0e x x x= − ≥ , вторые 
случайно из интервала [0.1,0.5]. Рассчитывалась сред-
неквадратическая погрешность для различных оценок. 
Результат приведен в табл. 1.

Как видно из табл. 1, наименьшую погреш-
ность среди сравниваемых оценок имеет новый 



Рис. 1. Гистограммы оценок модулей смещений для первого алгоритма (левая колонка; A1–A6 –  номера лабораторий) и смеще-
ний с учетом знака для второго алгоритма (правая колонка; В1–В6 –  номера лабораторий) («No of obs» –  количество результатов)

Fig. 1. Histograms of estimations of bias modules for the first algorithm (left column; A1–A6 –  numbers of laboratories) and biases 
based on the sign for the second algorithm (right column; B1–B6 –  numbers of laboratories) («No of obs» –  number of results)
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Рис. 3. Согласование результатов межлабораторного эксперимента путем коррекции результатов

Fig. 3. Coordination of the results of the interlaboratory experiment by correcting the results

Рис. 2. Согласование результатов межлабораторного эксперимента путем коррекции неопределенностей

Fig. 2. Coordination of the results of an interlaboratory experiment by correcting uncertainties
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алгоритм средневзвешенного с коррекцией результа-
тов лабораторий.

Было произведено также опробование разрабо-
танных алгоритмов на реальных данных. На рис. 2 и 3 
проиллюстрирована работа алгоритмов при обработ-
ке результатов межлабораторного эксперимента по из-
мерению теплотворной способности угля. Голубым 
цветом обозначено максимальное согласованное под-
множество результатов, черным –  не согласованные 

результаты, зеленым –  скорректированные неопределен-
ности на рис. 2 и скорректированные результаты на рис. 3.

Заключение
1. Предложенная в настоящей работе модель описа-

ния результатов межлабораторного эксперимента в ви-
де набора представителей из различных генеральных 
совокупностей позволяет при оценке аттестованного 
значения стандартного образца учитывать возможность 
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наличия скрытых неопределенностей (или смещений), 
обусловленных влиянием на результаты измерений 
в данной лаборатории характерных особенностей ме-
тодов, методик и средств измерений, стандартных об-
разцов, технических средств, реактивов, применяемых 
при измерении значения аттестуемой характеристики 
стандартного образца.

2. Данная модель является более точной моделью 
по сравнению с традиционной статистической моделью 
межлабораторного эксперимента, основанной на пред-
положении о статистическом усреднении возможных 
смещений результатов измерений, полученных в раз-
ных лабораториях, разными методами, по разным ме-
тодикам, с использованием разных средств измерений.

3. Показано, что скрытые неопределенности (или 
смещения) результатов измерений межлабораторного 
эксперимента необходимо выявлять и учитывать при 
оценке неопределенности аттестованного значения стан-
дартного образца.

4. Проведенные в работе исследования подтвердили 
возможность применения предложенных алгоритмов об-
работки измерительной информации для коррекции дан-
ных межлабораторного эксперимента. Применение дан-
ных алгоритмов может оказаться эффективным в слу-
чаях участия в межлабораторном эксперименте малого 
числа лабораторий, а также в случаях высоких финан-
совых, материальных и временных затрат, необходи-
мых для проведения экспериментов.

5. Предлагаемые в работе новые алгоритмы оцени-
вания значения аттестуемой характеристики СО без-
условно требуют дальнейшего изучения, однако уже 
первые исследования показывают, что они заслу-
живают внимания при пересмотре ГОСТ  8.532-2002 
Государственная система обеспечения единства изме-
рений. Стандартные образцы состава веществ и мате-
риалов. Межлабораторная метрологическая аттестация.
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