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A Nocéao de Multiplicacao:

um “obstaculo” desconhecido na Histéria da Matematica®

Gert Schubring?

Resumo

A relacdo entre a historia e 0 ensino da Matematica representa um assunto de grande atualidade para as
pesquisas em Educacdo Matematica. Particularmente sdo problemas inerentes & natureza da Matematica e
que se revelam no processo de aprendizagem, no qual se espera — algumas vezes diretamente — solucfes
para problemas didaticos: por meio de conhecimentos tirados da historia da Matematica. E o conceito de
‘obstaculo epistemoldgico’ que representa um foco maior para transpor tais conhecimentos no ensino.
Este artigo discute as potencialidades e as fraquezas dessa no¢do: de um lado segundo a elaboracdo do
conceito na Educacdo Matematica, e por outro, analisando processos de desenvolvimento historicos na
Matematica. Sdo apresentados novos resultados de pesquisas sobre a historia do conceito de
multiplicacdo, que revelam rupturas no desenvolvimento da Matematica e advertem contra um uso direto
ou ingénuo da histéria em sala de aula

Abstract

The relation between mathematics history and mathematics teaching constitutes a topic of high actual
interest in research on mathematics education. In particular, it are problems inherent to the nature of
mathematics and which prove to be relevant in the teaching-learning process that one hopes — sometimes
in a too immediate way — to better approach by introducing knowledge from history of mathematics. It is
the concept of ‘epistemological obstacle’ which constitutes a major focus for transposing historical
knowledge to teaching. This article analyses potentialities and weakness of the concept: on the one hand,
by following the establishment of this concept within didactical theories, and on the other hand by
analyzing processes of historical development within mathematics. New results from research on the
history of the notion of multiplication reveal hitherto unknown “ruptures” in mathematical development
so that immediate transfers from history to the classroom should be avoided.

Introducéo

A nocdo do “obstaculo epistemoldgico” foi desenvolvida pela Didatica da
Matematica, na Franca, a partir dos anos 1970, mas foi recebida e aplicada em outros
paises também. A novidade dessa nocao consiste no fato de que ela propde uma relagao
entre a historia e 0 ensino da Matematica, uma relacdo nédo abstrata, mas, pelo contrério,
operacional, na organizagdo do processo de aprendizagem. O atrativo dessa nogdo para
a Didatica da Matematica consiste na possibilidade de identificar origens de erros dos

alunos; o atrativo para a histéria consiste no fato de apresentar uma verdadeira
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aplicabilidade do saber historico.

Porém, falta ainda uma reflexéo sobre a nogéo de obstaculo epistemoldgico, uma
reflexdo que revele também as limitacdes e as fraquezas da nocdo. Nesse sentido,
discutindo um caso historico do desenvolvimento de um conceito matematico, gostaria

de contribuir para tal debate.

Erros e Obstaculos

O interesse na Didatica da Matematica com os obstaculos epistemoldgicos surgiu
com a mudanca da Didatica de uma técnica ou pratica numa ciéncia experimental e
numa ciéncia propria ou independente, desde os anos de 1960, entdo, desde a recepgéo
da nova Psicologia Genética de Piaget. Como uma das conseqliéncias essenciais da
transformacdo experimental e cognitiva da Didéatica, os erros dos alunos conseguiram
obter um novo papel: com efeito, entretanto, 0s erros ndo sdo mais considerados
possiveis de ser eliminados por uma simples repeticdo, ou por atencao disciplinar por
parte do professor. Pelo contrario, 0s erros nao tém mais um papel marginal na Didatica,
somente relevante para a pratica do professor na sala da aula: eles passaram para o0
centro de reflexdo teérica da Didéatica e da sua pratica experimental®>. Como
conseqiiéncia do “cognitive move”: da transformacdo cognitiva na Didatica e na
Psicologia, os erros sdo considerados como indicadores dos processos cognitivos na
aprendizagem da Matematica nas salas de aula. Ha cerca de 25 anos, tem surgido um
grande nimero de estudos sobre erros de alunos — 0s erros sao considerados como sendo
analisaveis e sdo investigados como atribuidos a determinadas dificuldades dos alunos
na apreensdo do conhecimento.

Um resultado decisivo dessas pesquisas reside na importancia de pré-
concepgdes, ou seja, dos conhecimentos ja estabelecidos no aluno quando confrontado
com um novo conhecimento. Como as pesquisas mostram, os alunos, em geral, ndo
integram um novo conhecimento ensinado direta e integralmente, mas, pelo contréario,
tém interagdes do novo conhecimento com o saber j& existente, que podem se
desenvolver na forma de conflitos.

Na concepgédo do obstaculo epistemologico, 0 novo conhecimento ndo consegue

integrar-se sistematicamente, o saber ja existente ndo admite o novo — seja parcial, seja

% Vé-se a obra de Neuza Bertoni Pinto sobre o conceito de erro (Pinto 2000).

Bolema, Rio Claro — SP, v. 15, n. 18, set. 2002



ISBN 978-85-89082-23-5

inteiramente. Ja fica evidente aqui uma primeira analogia do processo de aprendizagem
com o desenvolvimento da ciéncia: na ciéncia, também as novas concepcbes nédo
conseguem praticamente ser recebidas inteiramente e sem resisténcias: podem subsistir

conflitos fundamentais ou principais entre o novo e o tradicional.

Obstaculos Epistemoldgicos Segundo Bachelard

Com efeito, a concepcdo dos obstaculos epistemoldgicos foi estabelecida por um
filésofo francés, Gaston Bachelard — originalmente em 1938, porém recebida mais
efetivamente depois da segunda edigéo, em 1975.

Fica muito caracteristico que Bachelard (1999) parte, na sua investigacdo da
formacéo do espirito cientifico, de um conflito fundamental subjacente a todas as etapas
deste desenvolvimento: do antagonismo entre os conhecimentos derivados, por meio

dos sensos e 0s conhecimentos cientificos:

Na formacdo do espirito cientifico, o primeiro obstaculo é a
experiéncia primeira, a experiéncia colocada antes e acima da critica —
critica esta que &, necessariamente, elemento integrante do espirito
cientifico. JA que a critica ndo pode intervir de modo explicito, a
experiéncia primeira ndo constitui, de forma alguma, uma base segura
[...]. Eis, portanto, a tese filosofica que vamos sustentar: o espirito
cientifico deve formar-se contra a Natureza, contra o que é, em ndés e
fora de nos, o impulso e a informagdo da Natureza [...]. O espirito
cientifico deve formar-se enquanto se reforma (Bachelard, 1999, p.
29).

Como conseqliéncia, 0 pensamento cientifico sé pode formar-se numa ruptura
contra 0 pensamento sensualista: ”E preciso, pois, aceitar uma verdadeira ruptura
entre o0 conhecimento sensivel e o conhecimento cientifico” (Bachelard, 1999, p. 294).

Assim, podemos ver confirmada uma analogia estrutural entre o processo de
desenvolvimento da ciéncia e 0 processo de aprendizagem: 0 novo conhecimento nédo se
impde automatica ou imediatamente, mas por conflitos com os conhecimentos ja
estabelecidos. Reside aqui a legitimacdo de aplicar a nocdo do *“obstaculo

epistemoldgico” na Didatica.
Obstéculos Epistemoldgicos segundo Brousseau

Quando Guy Brousseau adotou, em 1976, a concepgdo de Bachelard para a
Didéatica da Matematica, ele teve a intencdo de desenvolver uma teoria que facilitasse
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estudar e explicar os erros dos alunos como estratégias particulares ou pessoais. Parece
que Brousseau podia sentir sua adaptacdo confirmada por uma convergéncia ou mesmo
uma ressonancia entre a teoria filosofico-historica de Bachelard e a teoria psicoldgica de
Jean Piaget (de resto, ambas as teorias chamaram-se “epistemolégicas”!). Bachelard
concebeu a formacdo do espirito cientifico como acontecendo em fases, em estados. E,
notavelmente, foram trés estados — como na teoria de Piaget do desenvolvimento
cognitivo do pensamento das criancas: estados definidos bem analogicamente (sensorio-
motor, operagdes concretas, pensamento abstrato):

1° O estado concreto, em que o espirito se entretém com as primeiras imagens
do fendmeno e se apdia numa literatura filosofica que exalta a Natureza, louvando
curiosamente, a0 mesmo tempo, a unidade do mundo e sua rica diversidade.

2° O estado concreto-abstrato, em que 0 espirito acrescenta a experiéncia fisica
esquemas geométricos e se apoia numa filosofia da simplicidade [...].

3° O estado abstrato, em que o espirito adota informacGes voluntariamente
subtraidas a intuicdo do espaco real, voluntariamente desligadas da experiéncia imediata
e até em polémica declarada com a realidade primeira, sempre impura, sempre informe
(Bachelard 1999, 11-12).

Segundo a teoria didatica de Brousseau, ha contradi¢Ges inerentes nos tipos de
conhecimento dos estados inferiores: o conhecimento mostra-se eficaz quando aplicado
nessas areas restritas, mas revela-se como um obstaculo logo que aplicado a situagdes
de um estado superior. Assim, por causa dos fatores inerentes, um conhecimento pode
funcionar como um obstaculo contra um progresso no proximo estado.

Mas, como fica evidente, Bachelard estabeleceu a sua concep¢do a fim de
investigar o pensamento cientifico, tendo em vista refletir sobre a Histéria da Ciéncia.
Ele ndo teve a intencdo de aplica-la aos processos de aprendizagem de alunos. Além
disso, Bachelard também nunca imaginou aplica-la na Matematica!

Com efeito, praticamente todos os problemas que deparam com a concepcao do
obstaculo epistemoldgico na Educacdo Matematica derivam da adaptagdo das ideias de
Bachelard a aprendizagem; podemos mesmo falar de uma “transposi¢cdo”. Ambas as
teorias, de Bachelard e de Piaget, implicam uma viséo teleoldgica: a certeza de poder
conseguir o nivel mais “maduro”, o mais elevado da ciéncia e, respectivamente, do

pensamento humano.

Bolema, Rio Claro — SP, v. 15, n. 18, set. 2002



ISBN 978-85-89082-23-5

O papel da Histéria

Para melhor avaliar a teoria de Brousseau, comparo as suas duas formas, de
1976 e de 1983, agora bem acessiveis na edigdo inglesa Theory of Didactical Situations
(1997).

Um obstaculo se torna visivel pelos erros, mas tais erros ndo se devem
ao acaso. Fugazes, erraticos, sdo reproduziveis, persistentes. Além
disso, erros produzidos pela mesma matéria sdo interligados por uma
fonte comum: uma forma de saber, uma concepcdo caracteristica,
coerente se ndo correta, um “conhecer” anterior que tem sido bem
sucedido ao longo de um dominio-acdo. Tais erros ndo sdo
necessariamente explicaveis. O que acontece é que nao desaparecem
de uma vez; eles resistem, persistem e, entdo, reaparecem (Brousseau,
1997, p. 84)*

O problema com o qual Brousseau se confronta sempre é se um obstaculo pode
ser ultrapassado:

O obstaculo é da mesma natureza do conhecimento, com objetos,
relacionamentos, métodos de compreensdo, predigdes, com
evidéncias, consequéncias esquecidas, ramificacdes inesperadas, etc.
Ele resistird ao ser rejeitado e, como é provavel, tentard adaptar-se
localmente, para modificar-se a0 menor custo, para otimizar-se em um
campo restrito, seguindo o bem conhecido processo de acomodacao
(Brousseau, 1997, p. 85).°

Ele afirma sempre que obstaculos séo inevitaveis, mas que ndo se deve reforca-

los explicitamente:

Obstéaculos de origem verdadeiramente epistemoldgica sdo aqueles
dos quais ndo se pode nem se deve fugir, em razdo do papel formativo
gue estes assumem no conhecimento que se busca (Brousseau, 1997, p.
87).°

* “An obstacle is thus made apparent by errors, but these errors are not due to chance. Fleating, errating,
they are reproducable, persistent. Also, errors made by the same subject are interconnected by a common
source: a way of knowing, a characteristic conception, coherent if not correct, an ancient ‘knowing’ that
has been successful throughout an action-domain. These errors are not necessarily explainable. What
happens is that they do not completely disappear all at once; they resist, they persist, then they reappear”
(Brousseau, 1997, p. 84).

® “The obstacle is of the same nature as knowledge, with objects, relationships, methods of understanding,
predictions, with evidence, forgotten consequences, unexpected ramifications, etc. It will resist being rejected and,
as it must, it will try to adapt itself locally, to modify itself at the least cost, to optimize itself in a reduced field,
following a well known process of accomodation” (Brousseau, 1997, p. 85).

¢ «“Obstacles of really epistemological origin are those from which one neither can nor should escape, because of
their formative role in the knowledge being sought. They can be found in the history of the concepts
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Em 1983, depois de sua controvérsia com Glaeser, sobre o sentido do
“obstaculo”, Brousseau buscou esclarecer essa noc¢do. Fica evidente que a historia da
Matematica ocupa agora, segundo ele, um papel ainda mais decisivo:

O conceito de obstaculos... pode provar-se proveitoso para 0 ensino na
medida em que:

Os obstaculos em questdo forem verdadeiramente identificados na
histéria da matematica;

Tiverem sido identificados nos modelos espontaneos dos estudantes;
As condi¢cdes pedagdgicas para suas ‘“derrotas” ou suas rejei¢des
forem estudadas com uma exatidao tal que um projeto didatico preciso
pode ser proposto aos professores;

A avaliacdo de um tal projeto puder ser considerada positiva
(Brousseau, 1997, p. 93-94)’

Mas esse papel reforcado da historia revela, ao mesmo tempo, uma fraqueza da
sua concepcao: a historia acha-se com a funcdo principal de servir como fonte dos erros
cometidos por matematicos — uma visdo bastante distorcida da histéria, em minha
opiniéo.

A maneira relativamente reduzida de explorar a historia fica visivel na receita de

Brousseau (1997, p. 99) para pesquisas:

Do principio, os pesquisadores deveriam:

a) encontrar erros recorrentes e mostrar gque tais erros estdo agrupados
ao redor de conceitos;

b) encontrar obstaculos na histéria da Matematica;

c) comparar obstaculos histéricos com obstaculos para a
aprendizagem e estabelecer seu caréter epistemoldgico.?

Parece assim que a historia é considerada basicamente como um museu, sem
propriamente apresentar problemas e questfes ainda ndo resolvidos. A idéia de
Brousseau ndo valoriza um papel ativo da historia parece estar ligado com o fato de que

ele ndo integra a parte chave da concepcdo de Bachelard: a nocdo de ruptura entre

themselves” (Brousseau, 1997, p. 87).

" “The obstacles concept ... can prove itself to be fruitful for teaching insofar as:

- the obstacles in question are truly identified in the history of mathematics;

- they have been traced in students’ spontaneous models the pedagogical conditions for their "defeat” or their
rejection are studied with precision in such a way that a precise didactical project can be proposed to teachers;
- the assessment of such a project can be considered positive” (Brousseau, 1997, p. 93-94).

8 “From the outset, researchers should

a) find recurrent errors, and show that they are grouped around conceptions;

b) find obstacles in the history of Mathematics;

¢) compare historical obstacles with obstacles to learning and establish their epistemological character.”
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conhecimento sensivel e conhecimento cientifico, embora essa nocdo apresente uma

dimensdo muito importante, particularmente para pesquisas didaticas.

Paralelismo e Lei Biogenética

Brousseau mesmo previne, de maneira geral, contra a admissdo do paralelismo
biogenético para a concepcdo de obstaculo e de sua pesquisa, mas ndo desenvolve uma
argumentacdo sobre o paralelismo. Analisando as suas publicacdes, pode-se observar
uma idéia subjacente de que a histdria é percebida como podendo tornar-se paralela a
aprendizagem. Ele fala sempre de reacdes “espontaneas” dos alunos e mostra-se
convencido de que essas reacdes exprimem 0s seus obstaculos epistemologicos. Ao
mesmo tempo, as idéias “espontdneas” dos alunos sdo interpretadas como
correspondentes as primeiras nogoes estabelecidas pelos cientistas antigos. Aceitando
assim a validade de tal paralelismo ja implica a lei biogenética, de certa forma. E, ao
mesmo tempo, tal aceitacdo nega as mudancas profundas nos niveis sociais e culturais
que possibilitam que criancas hoje comecem com nogles e conceitos radicalmente
diferentes das concepgdes das geracdes de séculos anteriores.

Além disso, as formulacdes revisadas por Brousseau, em 1983, mostram um
outro problema conceitual na sua abordagem: que a simetria suposta entre o lado da
historia e o lado do aluno ndo existe. Nessa versdo de 1983, Brousseau critica Georges
Glaeser por causa da interpretagdo dele do que significa “obstaculo”. Basicamente,
Glaeser explicou que “obstaculos” consistem em “dificuldades” de compreender
conceitos matematicos. Segundo Brousseau, tal interpretacao torna-se muito fraca, entre
outros motivos, porque se pode imaginar facilmente as dificuldades que podem ser
ultrapassadas. Brousseau, entdo, demandou adicionalmente, em um artigo posterior de
1989, que os obstaculos devem ser “incontournables” e “insurmontables” (Brousseau
1989, citado em Brousseau 1998, 154).

Essa condicdo adicional revela que Brousseau pensa exclusivamente do ponto de
vista da dimensdo de aprender. No entanto, Glaeser prop0s a sua interpretagédo de
“obstaculo” como “dificuldade”, porque o seu interesse foi explorar verdadeiramente a
dimensdo histérica: nessa dimenséo, a saber, um significado tido como “insuperavel”
ndo s6 ndo faz sentido, como é também absurdo. Um progresso cientifico seria

impossivel se obstaculos ndo pudessem ser vencidos.
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Certamente, a interpretacdo “fraca” de Glaeser fica — apesar das verdadeiras
fraquezas da sua metodologia historica — bem razoavel, porque ele tentou identificar
elementos efetivos de dificuldade no desenvolvimento do conceito de nudmeros
negativos (Glaeser, 1981) que nédo foi ainda bem investigado pela historiografia.

Posso mencionar, aqui, brevemente que ja houve uma reflexdo sobre a
concepcao dos obstaculos epistemoldgicos, na ocasido de um simposio internacional:
Obstacles et conflits cognitifs, 1988, em Québec.

Infelizmente, embora com a presenca de muitos especialistas, ndo se constataram
resultados definitivos, porque ndo foram analisadas concretamente questfes decisivas

como:

- Qual realidade corresponde ao conceito de obstaculo?
- Como reconhecer os obstaculos?
- Podem-se evitar os obstaculos na aprendizagem?

- Como se pode ultrapassar um obstaculo? (Bednarz, 1989, p. 16).
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Mesmo Anna Sierpinska, que propaga também o conceito, admitiu “participants
left with the feeling of confusion greater than ever” (Sierpinska 1994, p. 134). Por causa
disto, Sierpinska tentou realizar uma abordagem prépria, elaborando o papel dos
obstaculos epistemoldgicos para uma melhor compreensdo da Matematica, num livro
sobre Understanding in Mathematics (Sierpinska 1994).° Além do carater eclético de
juntar teorias diferentes, um problema sério da abordagem de Sierpinska consiste no
fato de que ai, também, a historia ndo é avaliada segundo o estado atual dos debates e
conhecimentos da historiografia. Por exemplo, o Unico caso apresentado no livro, no
contexto dos obstaculos epistemologicos na Matematica — “the Bolzano Theorem”: com
efeito, o teorema do valor intermediario € discutido na base de apenas um estudo: uma
reflexdo filosofica sobre a Matematica, datada de 1945, composta por nao-especialistas
na Historia da Matemaética. Baseada nisso, Sierpinska reclama de poder afirmar uma
certa interpretacdo da nocao de continuidade, exposta por Cauchy: "which is exactly
what Cauchy wanted to say in his definition of a function continuous in a point" (ibid.,
131). Com efeito, houve debates enormes durante os Ultimos trinta anos sobre o
significado da definicdo de continuidade de Cauchy, e a maioria dos historiadores
admite que ndo se sabe exatamente o que Cauchy queria dizer; além disso, ha
divergéncias se a sua definicdo de continuidade significa continuidade num ponto (ver
Bottazzini 1992).

A fraqueza geral da concepcao do obstaculo epistemoldgico reside no problema
agora apresentado de que a dimensdo historica € compreendida como fixa, firme e
determinada — as suas questdes sdo basicamente resolvidas. No entanto, deve-se
considerar que a historiografia tradicional da Matemaética ndo é adequada para responder
as novas questdes, ao novo uso que se quer fazer no ensino e na aprendizagem da
Matematica: a historiografia tradicional concentrou-se nos eventos, nos ”picos” das
comunidades Matematicas. Ela desprezou os eventos, as obras consideradas secundarias
na comunidade, na sua integralidade. A meu ver, para identificar obstaculos na histéria,
ndo se pode restringir os estudos a poucos matematicos famosos — no entanto, precisa-se
estudar como o0s conceitos matematicos foram apresentados, discutidos, recebidos e

mudados na grande comunidade Matematica huma certa época e cultura — e mesmo,

% \é-se a critica detalhada do livro de Sierpinska por Antonio Miguel no artigo: "Educacéo Matemética e
Epistemologia™ (ndo ainda publicado).

Bolema, Rio Claro — SP, v. 15, n. 18, set. 2002



ISBN 978-85-89082-23-5

mais além, comparativamente para culturas diferentes.

Uma Abordagem Diversa: Explorar a Histdria

Esses estudos historicos trazem possibilidades melhores para identificar
dificuldades, obstaculos e rupturas.

Gostaria de empreender aqui uma nova abordagem da relacao entre a historia e o
ensino da Matematica. Ndo vou perceber a histéria como um “viveiro” para tirar erros
que seriam do uso no ensino. No entanto, vou buscar uma logica propria na historia,
independente da l6gica do ensino. Para revelar tal independéncia relativa, gostaria de
perguntar: ha um campo conceitual na Matematica, onde se pode identificar um
obstaculo na histdria, mas onde ndo existe um obstaculo correspondente no ensino e na
aprendizagem de hoje? Quero afirmar que existe, com efeito, tal obstaculo. Acho que se
deve admitir que, se houve provas da existéncia desse obstaculo, a relacdo entre histéria
e ensino é muito mais indireta que a afirmada na concepcdo dos obstaculos
epistemolégicos. ™

Gostaria de apresentar este exemplo “monstro”: trata-se do conceito de
multiplicacdo e do problema desconhecido de como desenvolvé-lo como conceito geral,
isto é: poder aplica-lo sem restrigdes.

Ha problemas historicos ndo esclarecidos. Recentemente, li uma nota de Ampere
no seu arquivo pessoal. André-Marie Ampére (1775-1836) tornou-se conhecido por
suas pesquisas em Fisica e em Quimica, e também na Filosofia, mas ndo é conhecido
por suas muitas e profundas pesquisas sobre os fundamentos da Matematica. Mesmo a
biografia de Ampere, publicada em 1996, coloca que Ampere teve a “estatura” de um
bom matematico, mas ndo utilizou essas suas capacidades (Hofmann, 1996, p. 59).

Evidentemente, o autor da biografia ndo explorou o arquivo pessoal de Ampeére,
no qual fica claro que ele pesquisou, durante um longo periodo — no contexto da Escola
Politechnica de Paris, onde foi professor dos cursos de Analise e de Mecéanica — para
esclarecer os fundamentos da Matemética. E claro, também, que Ampére se ocupou,
durante muitos anos, de redigir um grande livro destinado a apresentar a Matematica
pura, desde a Aritmética até a Andlise. Infelizmente, a intencdo dele fracassou. Ha

numerosos fragmentos, com novas abordagens sempre, particularmente voltadas ao

10 Cf. as reflexdes profundas sobre o0 uso da histéria no ensino, em Miguel, 1997.
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conceito dos numeros. O obstaculo maior dele foi justamente o conceito do niumero em
geral, e todas as suas lutas em busca de fundamentos seguros e claros foram em véo.

Num dos fragmentos do curso de Aritmética, encontra-se uma critica severa de
uma proposi¢cdo do manual de Aritmética, do famoso Etienne Bézout (1730-1783), o
autor dos manuais de maior influéncia no ensino da Matematica, antes de Silvestre
Francois Lacroix (1765-1843) — ndo somente na Franca, mas também em outros paises
europeus e em todas as Americas.

A critica de Ampere refere-se & afirmagdo de Bézout de que a multiplicacdo de

dois fatores ndo precisa ser comutativa: pode acontecer que é “non-comutativa”:

Antes de terminar essa pequena digressdo, eu creio que devo dizer
uma palavra de uma passagem de Bezout sobre a natureza da operagédo
de que eu trato, e que tendia a derrubar o primeiro principio, que
consiste na invariabilidade do produto qualquer que seja aqueles dois
fatores que servem de multiplicadores. Encontra-se no artigo 17 da
Artilharia duas multiplicagdes de 17 toesas por 34%.10°.2°. Em uma
delas o produto é exprimido em libras e em outra em toesa, e disse que
somente deram esses dois exemplos de multiplicacdo para provar que
mudando o multiplicando em multiplicador pode-se mudar o
produto.™

A Multiplicagio na Historiografia

Depois de ter detectado essa critica, verifiquei no manual de Aritmética para a
artilleria de Bézout e, com efeito, encontrei o paragrafo criticado. Antes de apresentar e
de discutir o texto de Bézout, examinarei o que diz a historiografia sobre essa parte da
historia da Matematica.

A obra mais relevante para essa area da Matemaética é o grande livro classico de
Tropfke sobre a historia da Matematica Elementar. A primeira edi¢do dessa obra data de
1902, publicada em diversos volumes: sobre a Aritmética, a Algebra e a Geometria.
Recebeu varias revisdes e novas edi¢bes. A quarta edicdo, profundamente revisada e

ampliada na parte sobre a Aritmética e a Algebra, foi publicada em 1980 por Vogel.*?

11 Avant de finir cette petite digression, je crois devoir dire un mot d’un passage de Bezout sur La nature
de I’opération dont je traite, et qui tendrait & en renverser le premier principe, qui consiste dans
I’invariabilité du produit quelque soit celui des deux facteurs qui servent de multiplicateur: On trouve a
I’article 117 de I’artillerie deux multiplications de 17 toises par 34#.10s.2d . Dans I’une le produit est
exprimé en livres et dans I’autre en toises, et il dit qu’il n’a donné ces deux exemples de multiplication
que pour prouver gu’en changeant le multiplicande en multiplicateur on peut changer le produit
(Manuscrito).

12 A edicio correspondente da parte sobre a Geometria demora ainda.
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Embora o capitulo presente nesse livro sobre a histéria da multiplicagdo abarque
25 paginas, a parte sobre a historia expressamente conceitual tem somente meia pagina, e
seu conteudo principal consiste na apresentacdo da definicdo 15 da multiplicacdo do
livro 7 de Euclides: “Numero é dito multiplicar nimero, caso quantas unidades estao
nele, tantas vezes seja adicionado o que se multiplica, e seja produzido algum”
(Gongalves 1998, 58)".

Tropfke (1980) menciona definicdes paralelas/analogas na Matematica hindu e
na Matematica arabe, e conclui mencionando a alteragédo da defini¢do por Descartes.

A maior parte do capitulo trata dos sinais para a multiplicacdo, nas diversas
culturas, das palavras utilizadas para exprimir os procedimentos e das formas diferentes
para executar a multiplicacdo para nimeros que tém mais que uma cifra. Em todo o
capitulo, ndo h&a mencdo de uma problemaética, seja inerente & no¢do da multiplicacéo,
seja de debates historicos sobre essa nogéao.

Entdo, considerando essa apresentacao classica da nocao de multiplicacdo, nem
os historiadores nem os didaticos podem saber e, nem sequer suspeitar, que um
problema ou mesmo um obstaculo pudesse estar escondido ai.

Pode-se suspeitar ainda menos de que a comutatividade da multiplicagédo foi
formulada e mesmo postulada axiomaticamente ja muito cedo: em 1667, por Arnauld.
Antoine Arnauld (1612-1694) foi um filésofo importante na Franca do século XVII,
representando 0 movimento jansenista de Port Royal e a luta deles contra a politica dos
jesuitas. E de sua autoria ndo somente a famosa Logique e a Grammaire de Port Royal,
mas também o livro Nouveaux Elémens de Géométrie, publicado em 1667, e a segunda
edicdo em 1683 (ambas as edi¢fes andnimas). Esse livro ndo somente foi o primeiro
livro texto moderno de Algebra e de Geometria na Europa, mas também apresenta um
desafio ousado do manual classico de Euclides: buscou realizar uma ordem mais
metddica e mais rigorosa que Euclides, seguindo, assim, a abordagem de Pierre de la
Ramée, do século XVI (Schubring, 1999, p. 28). O titulo mesmo ja explica o desafio:
Nouveaux Elémens!

Segunda suposi¢do

Em segundo lugar que se saiba que é a mesma coisa na multiplicagéo
comecar pelo qual se quer dos dois nimeros que se multiplica: assim 3
ves 5 é a mesma coisa que 5 vezes , 4 vezes 6 € a mesma coisa que 6

13 Nesta tradugdo - a primeira tradugéo portuguesa dos livros aritméticos - esta definicdo é a 16. porque foi
antes introduzida uma adicional (a décima).
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vezes 4 (Arnauld, 1667, p. 2)*

Mas a posicdo axiomatica de Arnauld foi precipitada: de um lado, uma
axiomatica da Aritmética foi desenvolvida sistematicamente somente no século XIX e,
de outro, ele afirmou tratar das grandezas em geral, mas o texto dele referiu-se
realmente somente aos nUmeros.

As grandezas, no entanto, apresentaram problemas profundos que nunca foram

claramente resolvidos.

O Texto de Bézout
Vejamos agora o paragrafo criticado por Ampére: de um lado, Bézout apresenta

o célculo para multiplicar os dois fatores mencionados por Ampere, numa certa ordem:

Exempre V.

Aralsonde. .. ... ... 34" 1w’ 2 latoise,

Combien doivent cofiter. . 17 toises §
A ————————
238r of o
34

8 10

g 47
0. 1. L]
Ny —————p—
586. 1e. 10

E, de um outro lado, Bézout calcula o produto para os fatores mudados:

17 loises.
347 109 N

68 P pre gl gp
LY
8' 3

$ 5§ T z

#
0. 0. 10 2. 4 ._1I
86, 3. 16. 3. g

E comenta a diferenca dos resultados:

4 Seconde supposition.Secondement qu’on scache que c’est la mesme chose dans la multiplication de
commencer par lequel on veut des deux nombres que I’on multiplie: comme que 3 fois 5, est la mesme
chose que 5 fois 3, que 4 fois 6, est la mesme chose que 6 fois 4 (Arnauld, 1667, p. 2).
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NGs demos esse exemplo, principalmente para confirmar aquilo que
noés dissemos (845), que importa distinguir o multiplicando do
multiplicador, quando s&o ambos concretos: com efeito, no exemplo
anterior, assim como esse aqui, os fatores do produto sdo
igualmente 17 toesas e 34%.10°.2% entretanto os dois produtos
sdo diferentes (Bézout, 1800, p. 90-91)."

Embora um dos dois fatores seja aparentemente simples: 17, os dois produtos
sdo diferentes. Onde estd o problema?

Na verdade, os dois nimeros ou fatores ndo sdo nimeros abstratos - trata-se de
grandezas: uma foi uma grandeza de comprimento, “toises” (toesas), e a outra de preco,
“livres” (libra). Ambas as grandezas tiveram varias subunidades e nenhuma delas era
uma unidade métrica e decimal. Assim, as inter-relacdes entre as subunidades, ficaram
muito complicadas e 0s produtos expressos nas diversas unidades de toises e de livres
foram diferentes.

Lista das subunidades

comprimentos precos
t 1 toise = 6 pieds # 1 livre = 20 sous
pi 1 pied = 12 pouces s 1sous =12 deniers
po 1 pouce = 12 lignes d 1 denier

1 1 ligne = 12 points (pts)

A afirmacdo de Bézout € um exemplo caracteristico de uma problematica que
ocupou muitas geracGes em todas as comunidades Matematicas na Europa: foi marcante
para uma epistemologia em que o conceito dominante da Matematica ndo foi o conceito

de nimeros puros ou abstratos, mas, de grandezas.

O Problema da Dimenséo do Produto
Desde o crescimento da Algebra, os matematicos estiveram ocupados e
divididos com o problema de como multiplicar duas grandezas. Todos concordavam

que a multiplicacdo de dois numeros puros € evidentemente legitima e também a

1> Nous avons dome cet exemple, principalement pour confirmer ce que nous avons dit (§ 45), qu’il
importoit de distinguer le multiplicande, du multiplicateur, lorsqu’ils sont tous les deux concrets: en effet,
dans I’exemple précédent, ainsi que dans celui-ci, les facteurs du produit sont également 17 toises et 344#.
10s. 2d; cependant les deux produits sont différens (Bézout, 1800, p. 90-91).
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multiplicacdo entre um numero puro, entendido como um escalar ou multiplicador, e
uma grandeza ou multiplicando. Mas a multiplicacdo entre duas grandezas foi excluida
porque uma grandeza ndo pode funcionar como um multiplicador. Apesar desse
principio geral, a pratica na Geometria e na Fisica sempre voltava a exigir multiplicar
duas grandezas.

Como é bem conhecido, houve duas abordagens divergentes sobre esse
problema pratico, mas ilegitimo: a de Francgois Viete e a de René Descartes.

Viete permitia a multiplicacdo entre duas grandezas, mesmo heterogéneas — por
exemplo, entre uma linha e um plano — com o resultado do produto com dimensdes
superiores, adicionando as duas dimensdes originais.

Viete distinguiu grandezas “escalares”, surgidas da multiplicacdo de um
comprimento por ele mesmo — entdo praticamente poténcias —, com as dimensdes
indicadas:

1 Latus

2 Quadratus

3 Cubus

4 Quadrato-quadratum

5 Quadrato-cubus

6 Cubo-cubus

7 Quadrato-quadrato-cubus

8 Quadrato-cubo-cubus

9 Cubo-cubo-cubus

e grandezas “comparativas”, surgidas da multiplicacdo entre comprimento e
largura:

1 Longitudo ou latitudo

2 Planum

3 Solidum

4 Plano-planum

5 Plano-solidum

6 Solido-solidum

7 Plano-plano-solidum

8 Plano-solido-solidum
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9 Solido-solido-solidum

A abordagem de Viéte teve como consequéncia que a operacdo da multiplicacao
ndo era uma operacdo fechada - o resultado da multiplicacdo eram grandezas de uma
outra natureza - e, por outro lado, a dimensdo das grandezas podia aumentar sem
limite.*®

Outra abordagem foi a de Descartes. Ele introduziu uma nova definicdo da
multiplicacdo, expressa para grandezas geométricas:

l:a:b:c,

assim: ¢ = ab.

Supondo um comprimento como unidade de largura, e, Descartes estabeleceu
uma nocdo de multiplicagdo entre duas grandezas, na qual a dimenséo foi mantida e,
assim, a operagéo ficou fechada: assim, o produto de dois comprimentos foi de novo um

comprimento, como € visualizado pela figura 1:

Grafica do: Bos 1990, 201

A despeito dessa concepcdo de Descartes, a abordagem de Viete continuou a ser
praticada, em particular, onde grandezas ndo geométricas estavam implicadas. Mesmo
Ampére estava de acordo com a abordagem de Viete, como mostra o paragrafo antes da
critica de Bézout, em que ele admite a multiplicacdo entre grandezas ndo homogéneas:

Nao se pode adicionar linhas e superficies, tempos e velocidades, volumes e
densidades. Mas essas diferentes quantidades podem ser multiplicadas e
ddo produto de uma natureza diferente, mas realmente existentes,

16 Viéte perguntou-se uma vez se poderiam existir grandezas de uma dimens&o mais alta que 3 ou 4, mas
ndo respondeu a sua pergunta (Reich, 1990, p. 188).
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conhecidas sob os nomes de sélidos, espaco, massa.(Manuscrito)*’

E, com efeito, encontram-se no paragrafo de Bézout erros matematicos que
foram também criticados por Ampere: seguindo a concepc¢do agora citada, o produto
entre livres et toises pode ndo ter nem a dimenséo de livres nem de toises: “Il est evident
que le produit des unités de livres par des unités de toises ne peut étre composé ni de
livres ni de toises” (Manuscrito).

O Caso de Bézout ndo foi tnico ou isolado

Sabendo da posicdo de Bézout sobre a multiplicacdo de grandezas chamadas
“complexas”, pode-se pesquisar se hd mais tais posicdes. Uma vez advertido,
encontram-se, ainda outras concepcfes analogas, em particular na segunda metade do
século XVIII.

- Na Italia

Uma concepgéo bem revelante foi publicada pelo matematico italiano Salimbeni
(1752-1823) em 1794, num artigo onde ele se propds a clarificar as nocdes de
multiplicacdo e de divisdo. Salimbeni afirmou que a definicdo de multiplicacdo em
Euclides somente concerne aos nimeros e que ainda falta uma definicdo rigorosa para
grandezas.

A fim de conseguir tal definicdo, Salimbeni mudou a definicdo para propor¢oes

de Descartes, num ponto aparentemente pequeno:

A definicdo verdadeira e geral da multiplicacdo algébrica é esta: Uma
grandeza diz-se multiplicar uma grandeza, quando faca como a
unidade concreta da grandeza multiplicante para a mesma, assim a
grandeza multiplicada para uma outra grandeza que se produz”
(Salimbeni 1794, 484)*

Isto é: ele substitui a unidade abstrata por uma unidade concreta. Pode simboliza-
la pela proporgéo:
1n:A=B:P

7 0On ne peut additioner des lignes et des surfaces, des tems et des vitesses, des volumes et des densités.
Mais cesdifferentes quantités peuvent étre multipliées et donnent des produits d’une nature differente, mais
réellement existans, connus sous les noms de solides, espace, masse (Manuscrito).

8 La vera e generale difinizione della moltiplicazione algebricha & questa: Una grandezza dicesi
moltiplicare una grandezza, quando facciasi come l'unita concreta della grandezza moltiplicante alla
stessa, cosi la grandezza moltiplicata ad un‘altra grandezza che si produce” (Salimbeni 1794, 484).

Bolema, Rio Claro — SP, v. 15, n. 18, set. 2002



ISBN 978-85-89082-23-5

A “pequena” mudanca no sentido da unidade tem como consequéncia que a
unidade agora somente mede a grandeza A, mas ndo mais a grandeza B, porgue ela é
medida por uma outra unidade concreta.

Para Salimbeni, esta consequéncia ndo fez mal porque ele introduziu uma
segunda petitio principii. Ele afirmou que o segundo fator, concebido por ele como o
multiplicador, sempre deve ser um numero abstrato - mesmo se ele tem uma qualidade
como grandeza: “Teorema: Se uma grandeza multiplica uma grandeza; o produto sera
homogéneo com a grandeza multiplicada’ (ibid., 486)".

Assim, 0 produto deve ter a mesma dimensdo do multiplicando, ou seja, do
primeiro fator: a multiplicacdo ndo mudaréd a dimensdo! Depois de ter "demonstrado”
este ‘Teorema’ (baseando-se na sua redefinicdo da multiplicacdo), Salimbeni critica

explicitamente as abordagens tradicionais, no sentido de Viete, como erradissimas:

Por mais simples e manifesto que seja esse Teorema, €, no entanto,
contrario a uma idéia comumente recebida, que é, que ndo havia muita
e muita vez lido: que uma linha, multiplicando uma linha, produz uma
superficie, e que uma linha, multiplicando uma superficie, produz um
solido? Tudo falsissimo [...], pois demonstramos que a grandeza
produzida é do mesmo género da multiplicada (ibid., 487)%

Salimbeni ndo somente se torna bem consciente que assim a multiplicacdo néo
resulta mais comutativa, ele também exprime a non-comutatividade explicitamente e
mostra-se bem orgulhoso dessa sua concepgdo, criticando que se aceite na Algebra

como postulado que o produto de duas grandezas ndo depende da ordem:

gue se duas grandezas, com varias ordens, multiplicam-se
conjuntamente, os produtos sdo iguais entre si. [...] Mas, esse Teorema
tomado em sentido geral [...] € falso; sendo verdadeiro somente no
caso em que as duas grandezas A [e] B sejam do mesmo
género.(ibid.)*

Salimbeni continuou mostrando a sua concepcdo, no caso da multiplicacdo de

duas grandezas, analogo ao texto de Bézout: de 3 pés, entdo, de uma grandeza de

19 “Teorema: Se una grandezza moltiplichi una grandezza; il prodotto sara omogeneo alla grandezza
moltiplicata" (ibid., 486).

20 “Quantunque semplice e manifesto sia questo Teorema, egli & perd contrario ad una idea comunemente
ricevuta. chi &, che non abbia molte e molte volte letto: che una linea moltiplicando una linea produce
uma superficie, e che una linea moltiplicando una superficie produce un solido? tutte cose falsissime. [...]
poiché abbiamo dimostrato che la grandezza prodotta & dello stesso genere della moltiplicata”.

?! “che se due grandezze con vario ordine moltiplichinsi insieme, i prodotti sono uguali fra loro. [..] a
questo Teorema preso in senso generale [...] & falso; non essendo vero che nel caso in cui le due
grandezze A [e] B sieno dello stesso genere” (ibid.).
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comprimento, e de 70 libras, uma grandeza de precgo: “caso se multiplique os 3 pés pelas
70 libras, o produto sera 210 pés; mas, caso se multiplique as 70 libras por 3 pés, 0
produto sera 210 libras” (ibid.).?*

Salimbeni ndo publicou um manual de Algebra e, assim, ele ndo teve

necessidade de expor uma aplicagao coerente dessa concepcao.

- Na Alemanha

No mesmo periodo, ha um outro artigo onde se tentou estabelecer uma
concepgdo de multiplicacdo para grandezas. Trata-se de um mémoire de Jean de
Castillon (1701-1791), também de origem italiana, professor de Matematica em Berlin
e ndo apenas membro da classe Matematica da Academia de Berlin mas diretor da
mesma - entdo um sucessor de Euler e de Lagrange. Nesse mémoire, Castillon rejeita a
nogdo de multiplicagdo por proporgdes, como introduzida por Descartes, e reclama de
somente aplicar a definicdo de Euclides. Mas ele seguiu basicamente conceitos analogos
a Salimbeni: Castillon postulava que o segundo fator - o multiplicador - deveria sempre

ser tratado como um niimero absoluto:

Mas ele é sendo do segundo membro ou do multiplicador que indica
quantas vezes o multiplicando deve ser repetido. Esse multiplicador é
necessariamente absoluto; visto que o nimero que nado indica outra
coisa sendo quantas vezes um outro deve ser repetido, ndo somente
ocasiona, nem mesmo sofre qualquer idéia acessoria de adigdo, nem
de subtracdo. E bem verdade que o multiplicador carrega a idéia do
namero de vezes que o multiplicando deve ser repetido antes de ser
acrescido a ele mesmo, mas a idéia de adicdo, restrita a essas palavras,
se refere ao multiplicando e ndo ao multiplicador que
conseqilentemente é absoluto (Castillon 1790, 351)*

Castillon concentrou-se sobre grandezas particulares: ndmeros com certas
qualidades - de serem positivos ou negativos ou absolutos. Para essas grandezas, ele

estabeleceu como principio fundamental que o multiplicador perde a sua qualidade na

22 «se moltiplichinsi li 3 piedi per le 70 libbre, il prodotto sara 210 piedi; ma se moltiplichinsi le 70 libbre

per 3 piedi, il prodotto sara 210 libbre” (ibid.).

2% “Mais il en est tout autrement du second membre ou du multiplicateur qui indique combien de fois le
multiplicande doit étre répété. Ce multiplicateur est nécessairement absolu; car le nombre qui n'indique
autre chose sinon combien de fois un autre nombre doit étre répété, non seulement n'entraine, mais méme
ne souffre aucune idée accessoire d'addition ni de soustraction. Il est bien vrai que le multiplicateur
entraine I'idée Du nombre de fois que le multiplicande doit étre répété avant que d'étre ajouté a lui-méme,
mais I'idée d'adition renfermée dans ces mots se rapporte a multiplicande et non au multiplicateur qui par
conséquent est absolu” (Castillon 1790, 351).
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multiplicacao:

O primeiro principio, o principio fundamental de toda multiplicagdo, é
aquele em que o multiplicando pode ser absoluto, positivo ou
negativo, mas em que o multiplicador é necessariamente absoluto, e
gue o produto sendo o multiplicando repetido, ele é homogéneo, isto
é: é absoluto, positivo ou negativo como ele (ibid, 352).%*

O Sistema Decimal mudou a Problematica?

Houve mudancgas imediatas a partir de 1800, ou seja, desde a Revolucéo
Francesa, com a modernizacdo do ensino e com a reforma decimal e métrica das
medidas?

Mesmo o manual de Aritmética de Lacroix - um propagador da modernidade - o
qual eu consultei na edicdo de 1808, mostra uma ambiguidade frente & introducdo das
medidas métricas desde a Revolucdo. De um lado, Lacroix afirma a importancia da
uniformidade das medidas e empreende revelar como transformar as medidas antigas ou

estrangeiras em medidas métricas ou decimais:

A uniformidade das medidas era desde ha muito objeto de desejo de
todos os sdbios, no momento em que se estabeleceu na Franga o
sistema decimal, que eu expus mais acima; mas esse sistema nao
sendo ainda adotado pelas nacOes estrangeiras, e substituindo a um
velho sistema pelo qual se exprimem muito dos resultados numéricos
importantes, tem-se freglientemente necessidade de se comparar com
as medidas decimais, sejam as antigas medidas francesas, sejam as
medidas estrangeiras (Lacroix 1808, p. 108-109).”

Ele menciona que um metro corresponde a “3 pieds 0 pouces 11 lignes,296” e
que, assim, o fator para converter metros em toises € 1,94904 (ibid., p. 109-110). Por
exemplo, um numero “complexo” como “13 toises 5 pieds 3 pouces 8 lignes” se
converte num namero decimal 27,06101 metros (ibid., 111).

De um outro lado, revela-se que o problema da dimensao do produto entre duas

grandezas persiste: Lacroix continua praticamente a postular que a dimensdo do

24 «|_e premier principe, le principe fondamental de toute multiplication, est donc que le multiplicande peut étre
absolu, positif ou négatif, mais que le multiplicateur est nécessairement absolu, et que le produit étant le
multiplicande répété, lui est homogene, c'est a dire: est absolu, positif ou negatif comme lui” (ibid., 352).

2« "yniformité des mesures était depuis longtemps I’objet des veeux de tous les savans, lorsqu’on a établi em
France le systéme décimal, que j’ai exposé plus haut; mais ce systéme n’étant pas encore adopté par les nations
étrangeéres, et succédant a un ancien systéme par lequel on a exprimé beaucoup de résultats numériques
importans, on a souvent besoin de comparer avec les mesures décimales, soit les anciennes mesures francaises,
soit les mesures étrangéres” (Lacroix 1808, p. 108-109).
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multiplicador ndo afeta a dimenséo do produto e que esta s6 depende do multiplicando:
“VVé-se que o produto ndo depende da espécie de unidades do multiplicador mas que é
daquelas do multiplicando, e que o multiplicador deve ser considerado como um
niimero abstrato” (ibid, 82).%°

N&o houve uma justificativa para esta afirmacdo de que é visivel que se deve
tratar o multiplicador como um numero abstrato, sO teve a motivacdo que multiplicar
significa repetir o multiplicando tantas vezes “‘que tem coisas independentemente da
natureza destas coisas” (ibid.).?’

Lacroix evitou inverter explicitamente a ordem da multiplicagdo e ndo se
manifestou sobre a comutatividade ou ndo-comutatividade no produto. Parece que
Lacroix achava ter eliminado o problema: baseado no sistema decimal, ficava claro que
os valores numéricos do produto eram independentes da ordem; e, segundo Lacroix, o
enunciado do problema determinava qual fator constituia o multiplicador e o
multiplicando.

Mas, assim, mostra-se a deficiéncia desta abordagem: fora do contexto de
aplicacdo, néo fica definido o produto entre duas grandezas. Esta deficiéncia revela-se
imediatamente como sinal de que o problema da dimens&o - ou da unidade - permanece
como nao resolvido mesmo depois da introducdo do sistema decimal: no paragrafo
seguinte da multiplicacdo, sobre a divisdo, Lacroix divide duas grandezas de mesma

unidade, e o resultado ndo é um numero abstrato, mas uma grandeza de outra dimensao:

“Eis uma segunda divisdo em que o dividendo e o divisor sdo ambos
de mesma natureza, e onde quociente é de uma natureza diferente”:
Lacroix dividiu um prego por um outro preco e recebeu um peso:

,O quociente [...] sera quilogramas e subdivisdes dessa espécie
de unidade“(ibid, 85).%

26 «_*yniformité des mesures était depuis longtemps 1’objet des veeux de tous les savans, lorsqu’on a établi em
France le systéme décimal, que j’ai exposé plus haut; mais ce systéme n’étant pas encore adopté par les nations
étrangéres, et succédant a un ancien systéme par lequel on a exprimé beaucoup de résultats numériques
importans, on a souvent besoin de comparer avec les mesures décimales, soit les anciennes mesures francaises,
soit les mesures étrangéres” (Lacroix 1808, p. 108-109).

2T Lacroix tentou escamotear com a palavra “coisas” (choses) o problema conceitual ndo resolvido da
diferenca entre nimeros e grandezas.

Uma abordagem para modelar o célculo com grandezas por conceitos da algebra multilinear e, em
particular, por espacos vetorais, por espacos duais deles e por produtos tensoriais, foi explicada por
Damerow (Damerow 1979), elaborando avisos por Freudenthal (Freudenthal 1973).

28 «\/oici une seconde division dans laquelle le dividende et le diviseur sont tous deux de méme nature, et

ou le quotient est d’une nature différente”;
Lacroix dividiu um preco por um outro prego e recebeu um peso:
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Embora Lacroix afirmasse que o calculo com ndmeros decimais substitui
efetivamente as operacdes fastidiosas com os “nombres complexes” das antigas medidas
e, embora se queixasse da “bigarrure” (trapalhada) do calculo com as subunidades, ele
ndo sé reclama a necessidade de apresentar estes “anciens calculs” a fim de facilitar
percebé-los e de preparar para operar com medidas estrangeiras (ndo-decimais), mas ele
revela um prazer notdrio de manipular com grandezas “complexas” e de multiplica-las e
de dividi-las (ibid., 115 ff.). Com efeito, das 146 paginas de toda a obra, as Ultimas 32
paginas sdo dedicadas a este assunto principalmente antiquado.

Porque esse problema fica desconhecido?

Avaliando esse problema maior de definir as opera¢fes mais basicas da
Matematica, podemos perguntar se existe ainda tal problema na Matemaética ou no
ensino. Evidentemente, em ambas areas, ndo se trata mais de um problema fundamental.
Por que ndo mais?

Entretanto, aconteceu uma “revolucdo” na Matematica, aproximadamente no
comeco do século XIX: a revolucdo que mudou principalmente a relagdo entre a
Algebra e a Geometria, transformou a Algebra na disciplina de base e degradou a
Geometria, fazendo dela uma disciplina aplicada da Algebra. Um elemento importante
dessa transformacdo é que a grandeza ndo mais constitui 0 conceito basico e geral que
compreende toda a Matematica — e que é, em particular, a0 mesmo tempo, conceito
basico da Algebra e da Geometria: 0s conceitos de numero e de grandeza foram
separados. Os numeros agora sdo basicos e as grandezas sdo nocdes aplicadas,
derivadas.

A multiplicacio é agora definida geralmente para nimeros, na Algebra. Quanto
ao ensino, a aprendizagem comeca também com o0s numeros e ndo mais com grandezas,
que sdo basicamente relegadas ao ensino profissional, desenvolvido mais tarde. A
multiplicacdo é introduzida no ensino fundamental para nimeros e ndo apresenta
obstaculos. Podem acontecer dificuldades quando se trata de grandezas, sem esclarecé-
las bem; assim seriam “obstaculos didactogénicos”.

Esse problema histérico mostra que a relacdo entre o ensino e a historia € muito

“le quotient [...] sera des kilogrammes et des sub-divisions de cette espéce d’unités” (ibid., 85).
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mais indireta que direta; ndo se pode utilizar a historia para um “prognostico” dos erros
dos alunos, mas a histdria apresenta um metassaber sobre a Matematica, que constitui

uma fonte de reflexdo importante para o professor.
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