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Аннотация 

Цели.  Рассматривается задача построения и исследования математической модели стохастической си-

стемы с расщеплением и сборкой запросов. Требуется построить процесс функционирования системы, 

найти условие существования стационарного распределения, предложить алгоритмы его вычисления 

и основных стационарных характеристик производительности системы. Особый интерес вызывает задача 

получения нижней и верхней границ математического ожидания времени пребывания запроса в системе. 

Методы.  Используются методы теории вероятностей, теории массового обслуживания и теории матриц. 

Результаты. Функционирование системы описано в терминах многомерной цепи Маркова. Найдено 

конструктивное условие существования стационарного распределения, предложены алгоритмы его вы-

числения и стационарных характеристик производительности системы. Получены аналитические выра-

жения для нижней и верхней границ математического ожидания времени пребывания запросов в сис- 

теме. 

Заключение.  Исследован стационарный режим функционирования системы массового обслуживания 

с расщеплением и сборкой запросов, поступающих в систему в стационарном пуассоновском потоке. 

Каждый из поступающих запросов расщепляется на два задания, которые идут в две подсистемы, состо-

ящие из обслуживающего прибора и буфера. Времена обслуживания заданий имеют разные фазовые рас-

пределения (PH-Phase type distributions). Для данной системы найдено условие существования стационар-

ного распределения, предложены алгоритмы вычисления стационарного распределения и ряда стацио- 

нарных характеристик производительности системы. Получены аналитические выражения для нижней 

и верхней границ математического ожидания времени пребывания запроса в системе от момента его по-

ступления в систему до момента синхронизации, которое является критическим показателем производи-

тельности системы с расщеплением и сборкой запросов.  
 

Ключевые слова: система массового обслуживания с расщеплением и сборкой запросов (англ. fork-join 

queue), стационарный пуассоновский поток, фазовое распределение времени обслуживания, стационар-

ные характеристики производительности, границы для среднего времени пребывания 
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Abstract 

Object ives.  The problem of investigating a fork-join queuing system is considered. It is required to build the 

process of the system functioning, to find the condition for the existence of a stationary distribution, and propose 

algorithms for calculating the stationary distribution and the main stationary performance characteristics. 

The special interest of the study is to obtain the lower and upper bounds of the mean sojourn time of a customer 

in the system. 

Methods.  Methods of probability theory, queuing theory and matrix theory are used. 

Results .  The functioning of the system is described in terms of a multidimensional Markov chain. A constructive 

condition for the existence of a stationary distribution is found, and algorithms for calculating the stationary  

distribution and stationary performance characteristics of the system are proposed. Analytical expressions are 

obtained for the lower and upper bounds of the mean sojourn time of customers in the system. 

Conclusion. The functioning of the fork-join queuing system with a stationary Poisson flow has been studied. 

Each of the arriving customers forks into two tasks that go to two subsystems, each of which consists of a server 

and a buffer. We assume that the buffer to one of the servers is unlimited, and to the second server has a finite 

volume. Service times have, generally speaking, different phase distributions (  -Phase type distributions). For 

this system, a condition for the existence of a stationary distribution is obtained, algorithms for calculating the 

stationary distribution and a number of stationary performance measures of the system are proposed. Analytical 

expressions for the lower and upper bounds of the mean sojourn time of a customer in the system from the  

moment it enters the system to the moment of synchronization, which is a critical performance indicator of 

the fork-join queues, are obtained. The results of the study can be used for modeling various computer and  

communication systems, in particular, systems that perform parallel computing, customer processing in  

distributed databases, and parallel disk access. 
 

Keywords: fork-join queuing system, stationary Poisson flow, phase-type distribution of service times, 

stationary performance measures, bounds for the mean sojourn time 
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Введение. Системы массового обслуживания с разделением и повторной синхронизацией 

данных (общепринятое в мировой литературе название fork-join-системы) являются естествен-

ными моделями различных компьютерных и коммуникационных систем, в частности систем, 

в которых выполняются параллельные вычисления, обработка запросов в распределенных ба-

зах данных и параллельный доступ к диску. Ключевая особенность этих систем заключается 
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в том, что после поступления запроса в систему он разделяется на   заданий, которые выпол-

няются   параллельными обслуживающими приборами. Запрос считается обслуженным, когда 

все его задания выполнены. В этот момент (момент синхронизации) осуществляется сборка за-

проса из заданий и уход из системы. 

Критическим показателем производительности fork-join-системы является время пребыва-

ния запроса в системе от момента его поступления до момента синхронизации. Точный анализ 

этого времени является сложной задачей из-за зависимости очередей от различных обслужива-

ющих приборов. В случае бесконечных очередей очевидные трудности возникают и при вы-

числении совместного стационарного распределения длин очередей даже при простейших 

предположениях о характере входного потока и времен обслуживания. Нахождению такого 

распределения посвящена работа [1], где рассмотрен случай    , бесконечные очереди 
к приборам, стационарный пуассоновский поток и экспоненциальные распределения времен 

обслуживания. Для fork-join-системы получено функциональное уравнение для производящей 

функции совместного распределения длины очередей и исследованы вопросы асимптотическо-

го поведения совместных вероятностей. Вместе с тем в статье не затрагивается проблема 

нахождения времени пребывания запросов в системе. Результаты работы [1] используются 

в статье [2], где выводится формула для среднего времени пребывания в упомянутой системе 

при упрощающем предположении о том, что интенсивности обслуживания на обоих приборах 

равны. Для случая     в работе [2] предложена приближенная формула для вычисления 

среднего времени пребывания. В исследовании [3] авторы находят среднее время пребывания 

в fork-join-системе с двумя обслуживающими приборами (   ) и более общими распреде- 

лениями времен между поступлениями (гиперэкспоненциальными) и временами обслуживания 

(эрланговскими). В работе [4] рассматривается метод вычисления стационарного распределе-

ния fork-join-системы c марковским потоком,     однородными приборами, характеризую-

щимися экспоненциальным распределением времени обслуживания, и бесконечными очередя-

ми. Метод предполагает решение нелинейного матричного интегрального уравнения и усе- 

чение пространства состояний процесса, описывающего функционирование системы. Основ-

ные результаты получены для случая      Более общие случаи рассматривались в литературе 

(например, [5–8]) только путем приближенного анализа. С состоянием дел в этой области 

до 2014 г. можно ознакомиться из обзора, приведенного в статье [9]. 

Вследствие объективной сложности задачи нахождения распределений, характеризующих 

fork-join-системы, во многих работах авторы ограничиваются анализом среднего времени пре-

бывания в системе, главным образом нахождением верхних и (или) нижних границ для этого 

времени. Исследованию таких границ при различных предположениях о параметрах системы 

посвящены, в частности, работы [5, 10–14]. При этом в большинстве из них не содержится точ-

ных аналитических результатов для указанных границ. Известны только работы [5, 14], где по-

лучены удобные для вычислений аналитические выражения для границ среднего времени пре-

бывания. Для экспоненциальной системы с однородными приборами получены нижняя 

и верхняя границы для среднего времени пребывания [14]. Такие же границы найдены для си-

стемы с однородными приборами, с экспоненциальным или эрланговским распределением 

времени обслуживания [5]. 

В настоящей статье рассматривается fork-join-система с двумя неоднородными приборами 

и более общими предположениями о распределении времен обслуживания запросов. Времена 

обслуживания имеют фазовое распределение, которое включает в себя как частные случаи экс-

поненциальное, гиперэкспоненциальное и эрланговское распределения. Запросы поступают 

в систему в стационарном пуассоновском потоке. Каждый из поступающих запросов расщеп-

ляется на два задания, которые идут в две подсистемы, состоящие из обслуживающего прибора 

и буфера. Предполагается, что буфер к одному из приборов неограниченный, а ко второму 

прибору имеет конечный объем. 

Описание системы. Рассматривается система массового обслуживания с расщеплением 

и сборкой запросов. Запросы поступают в систему в стационарном пуассоновском потоке с ин-

тенсивностью  . Каждый поступающий запрос расщепляется на два задания, которые обслужи-
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ваются в двух подсистемах    и   . Система    состоит из обслуживающего прибора 1 и бес-

конечного буфера, а система    – из прибора 2 и конечного буфера размером  ,        
Время обслуживания задания  -м прибором имеет   -распределение с неприводимым пред- 

ставлением    ,    ,    ,  . Это означает, что процесс обслуживания на k-м приборе происхо-

дит под управлением цепи Маркова   
   

,     , с пространством состояний   , ,    ,     

   , где состояние        является поглощающим. Первоначальное состояние цепи устанав-

ливается в соответствии со стохастическим вектором   . Интенсивности переходов цепи 

в множестве несущественных состояний задаются матрицами   , а интенсивности переходов 

в поглощающие состояния – векторами   
   

     ,     ,  . Здесь и далее   – вектор-столбец, 

состоящий из единиц. Функция распределения времени обслуживания на k-м приборе имеет 

вид                 с преобразованием Лапласа – Стилтьеса                    
   

,  

   ,  . Интенсивность обслуживания рассчитывается по формуле          
      , среднее 

время обслуживания определяется как      
  ,    ,  . Более подробное описание PH-рас- 

пределения можно найти, например, в работах [15, 16]. 

Цепь Маркова, описывающая процесс функционирования системы. Пусть в момент 

времени       – число заданий в подсистеме   ,    ;     – число заданий в подсистеме   , 

   ,  ;   
   

 – состояние (фаза) управляющего процесса PH-обслуживания на k-м приборе,  

  
   

  ,    ,    , .  
Функционирование системы описывается регулярной неприводимой цепью Маркова   ,   

   , с пространством состояний  
 

      ,   ⋃     , ,     ,    ,       ,     ⋃   
 

 ⋃   , ,     ,    ,  ,       ,     ⋃   
 

 ⋃   , ,    ,     ,    ,    ,  ,       ,    ,       ,     . 
 

Перенумеруем состояния цепи    в лексикографическом порядке и обозначим через   ,   

матрицу интенсивностей переходов из состояний со значением   первой компоненты в состоя-
ния со значением    этой компоненты. Также обозначим через    матрицы, которые определены 

как      ,     ,    ,    . 

Чтобы перейти к написанию инфинитезимального генератора   цепи Маркова   , введем 
следующие обозначения:  

  – вектор-строка, состоящий из нулей; 

  ( ) – тождественная (нулевая) матрица; 

 ̅     ; 
     – символ кронекерова произведения (суммы) матриц [17]; 

       ,  ,...,    – блочная диагональная матрица, у которой диагональные блоки равны 

элементам, перечисленным в скобках, а остальные блоки нулевые; 

        ,  ,...,    – квадратная блочная матрица, у которой наддиагональные блоки равны 

элементам, перечисленным в скобках, а остальные блоки нулевые; 

        ,  ,...,    – квадратная блочная матрица, у которой поддиагональные блоки равны 

элементам, перечисленным в скобках, а остальные блоки нулевые.  

Лемма. Инфинитезимальный генератор   цепи Маркова   ,    , имеет блочно-трехдиа- 

гональную структуру  

   

(

 
 
 

           

          

        
       
     

)

 
 
 
, 
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где ненулевые блоки   ,   выглядят следующим образом: 

     – квадратная матрица порядка      ,  

 

  ,         ,      ,  ,       ,            
   
,   

   
  ,  ,  

   
   ; 

 

  ,  – матрица порядка                  ,  
 

   ,              ,       
,  ,       

 ; 

 

  ,  – матрица порядка                  ,  
 

   ,         
   
,  

   
    

,  ,   
   

    
 ; 

 

   – квадратная матрица порядка          ,  
 

           
   
,   

   
      

,  ,   
   

      
 ; 

 

   – квадратная матрица порядка          ,  
 

              ,        ,  ,        ,         
 

          
   

   
,   

   
   

  ,  ,   
   

   
   ; 

 

   – квадратная матрица порядка          ,  
 

              
   ,      

 . 

 

Доказательство леммы проводится путем анализа поведения цепи Маркова   ,    , на бес-
конечно малом интервале времени. 

Следствие 1. Цепь Маркова   ,    , принадлежит классу векторных процессов гибели 
и размножения. 

Доказательство следует из структуры инфинитезимального генератора и определения век-

торного процесса гибели и размножения (quasi-birth-and-death process,    ), данного в рабо-
те [15]. 

Критерий существования стационарного режима. Критерий существования стационарно-

го режима в рассматриваемой системе совпадает с необходимым и достаточным условием эр-

годичности цепи Маркова   ,    . Это условие определено в следующей теореме. 
Теорема 1. Цепь Маркова   ,    , эргодична тогда и только тогда, когда выполняется не-

равенство  
 

          ,                                                                 (1) 

где  

    
 

 

  
     

∑  
 
    

 

  
     

.                                                                (2) 

 

Доказательство. Согласно работе [15] необходимым и достаточным условием эргодично-

сти рассматриваемого процесса     является выполнение неравенства  

 

          ,                                                                  (3) 
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где стохастический вектор   будет единственным решением системы линейных алгебраических 

уравнений  

 

              ,     .                                                     (4) 

 

Представим вектор   в виде      ,  , ,   , где вектор    имеет порядок   , а векторы 

  ,    ,  , – порядок     . Тогда с учетом выражений для блоков   ,  ,  , приведенных 

в лемме, систему (4) можно записать в виде  

 

       (   
   

   
)   , 

 

         
                 

   
   

     ,    ,    ,                        (5) 

 

         
                

   , 

 

где   

 

        
   

       
,           

   
       

       
    

   . 

 

Теперь представим векторы    через неотрицательные векторы    порядка   , удовлетворя-

ющие условию нормировки ∑   
        , следующим образом:      ,         , 

   ,  , где    – стационарный вектор-строка PH-процесса обслуживания на приборе 2,  

т. е. единственное решение системы         
   

     ,      . 

Используем указанные выражения для    ,     ,  , и     в уравнениях системы (5), предва-

рительно умножив первое из уравнений на    
, а каждое из последних уравнений   на      

. 

С учетом соотношений        
   
,       

   
        сведем систему (5) к следующей си-

стеме линейных алгебраических уравнений для вероятностей       ,    ,  :  
 

           , 

                       ,    ,    ,                                       (6) 

       
 
    . 

 

Отсюда убеждаемся, что вероятности   ,    ,  , удовлетворяют системе уравнений равновесия 

для процесса гибели и размножения с интенсивностью размножения   и гибели     Тогда из 
системы (6) и уравнения нормировки следует, что вероятность    имеет вид формулы (2). 

Рассмотрим неравенство (3), задающее условие эргодичности. Поставим цель перейти 

в этом неравенстве от векторов    к векторам    и упростить полученное неравенство. Восполь-

зуемся ранее введенным представлением      ,         ,    ,  , и подставим векто- 

ры    в таком виде в неравенство (3). После этого, учитывая вид блоков   ,    генератора, за-

данных в лемме 1, приведем неравенство (3) к виду  

 

  ∑     
      ∑   

       
   

.                                                        (7) 

 

Обозначим через    стационарный вектор PH-процесса обслуживания на приборе 1,  

т. е. единственное решение системы         
   

     ,      . Из системы (5) можно полу-
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чить соотношение ∑  
 
        . Учитывая это соотношение и очевидные равенства 

∑  
   
           ,        

   
, преобразуем неравенство (7) к виду (1). 

Теорема доказана. 

Стационарное распределение. Обозначим через   ,    , векторы стационарных вероят-
ностей цепи Маркова   ,    , соответствующие значению   первой компоненты. Их можно 

вычислить, используя алгоритм расчета стационарного распределения векторного процесса ги-

бели и размножения (см., например, [15, 16, 18]). В рассматриваемом случае этот алгоритм за-

пишется следующим образом. 

Алгоритм 1. Формулы для вычисления векторов стационарных вероятностей имеют вид  

 

      
   ,    , 

 

где матрица   есть минимальное неотрицательное решение матричного уравнения  

 

             , 
 

а элементы векторов    и    вычисляются как единственное решение следующей системы ли-

нейных алгебраических уравнений:  

 
    ,      ,   , 

 

    ,              , 
 

                . 
 

Характеристики производительности. Вычислив стационарное распределение   ,    , 

можно найти ряд вероятностных характеристик производительности системы. Приведем важ-

нейшие из них: 

– совместное распределение числа заданий в системах    и     

 

  ,    (

 
    

 ) ,      ,    

(

 
 

            
 

   

        

 

)

 
 
,    ,    , 

 

  ,    (

   

      

 ) ,    ,      ,  ∑ 

 

   

  

(

 
 

              
 

     

          

 

)

 
 
,  ,    ; 

 

– стационарное распределение числа заданий в системе           ,    ;  
– среднее число заданий в системе        ∑   

      ;  

– дисперсия числа заданий в системе        ∑   
          

 ;  

– стационарное распределение числа заданий в системе        ∑   
     , ,    ,  ;  

– среднее число заданий в системе        ∑   
      ;  

– дисперсия числа заданий в системе        ∑   
          

 ;  

– вероятность того, что система    пуста,       ; 
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– вектор-строка совместных вероятностей того, что в системе    располагается     зада-

ний и процесс обслуживания на приборе 1 находится в состоянии   ,     ,   ,  

 

     (

   

   
     

) ,    ; 

 

– вероятность того, что система    пуста,  

 

     (

 
    

 )  ∑ 

 

   

  (

   

      

 ) ; 

 

– вектор-строка совместных вероятностей того, что в системе    располагается     зада-

ний и процесс обслуживания на приборе 2 находится в состоянии   ,     ,   ,  

 

     

(

  
 

   

           

   

           

)

  
 

 ∑ 

 

   

  

(

  
 

      

             

   
    

             

)

  
 
,    ,  ; 

 

– вероятность потерь         . 

Время пребывания запроса в системе. Рассмотрим задачу оценивания среднего времени 

пребывания запроса в системе с момента его поступления до момента выполнения и сборки 

всех заданий, соответствующих данному запросу. Обозначим это среднее как  ̅  Дальнейшие 
усилия направим на получение нижней и верхней границ для  ̅, при этом учтем следующие со-

ображения: 

1.  ̅ не меньше среднего значения максимального времени обслуживания  ̅   ,          ,    

в системах    и    заданий, принадлежащих одному и тому же запросу. 

2.  ̅ не превышает среднего значения максимального времени пребывания заданий, принад-

лежащих одному и тому же запросу,  ̅   ,          ,   , если предположить, что системы    

и    независимы. 

3. Среднее время пребывания в системе      ̅     не превышает среднего времени пребыва-

ния  ̅  ̂   в аналогичной системе  ̂ , имеющей бесконечный буфер. 

4. Среднее время пребывания в системе      ̅    , где входной поток прорежен из-за конеч-
ного буфера в системе   , не превышает среднего времени пребывания в аналогичной систе- 

ме  ̂  с бесконечным буфером и исходным входным потоком. 

Из п. 1 следует неравенство  

 
  ̅   ̅   ,          ,   .                                                          (8) 

 
Вычислим правую часть неравенства (8). Пусть    – случайная величина, равная времени 

обслуживания на приборе  ,    , . Тогда среднее значение  ̅   ,          ,    равно средне-

му значению случайной величины         ,   . Учитывая, что времена обслуживания на 
приборах систем    и    являются независимыми случайными величинами, функция распреде-

ления      случайной величины   находится как                     ,         
    

           
     . Выполнив ряд алгебраических преобразований, запишем следующую 

формулу для среднего значения случайной величины  : 
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  ̅   ,          ,    ∫  
 

 
        

 

         
          

                           
    .               (9) 

 

Из пп. 2–4 следуют неравенства 

 

 ̅   ̅   ,          ,     ̅   ,         ̂ , ̂  .                                      (10) 

 
Введенные выше системы  ̂ , ̂  являются системами       , отличающимися только па-

раметрами распределения времени обслуживания. Распределение времени обслуживания в си-

стеме  ̂  описывается неприводимым представлением    ,   ,    ,  . Найдем верхнюю 

оценку  ̅   ,         ̂ ,  ̂   искомого среднего  ̅ как среднее максимума времен пребывания 

в системах  ̂  и  ̂ . Известно [18], что время пребывания в системе        имеет PH-рас- 

пределение. Обозначим неприводимое представление этого распределения для системы  ̂  как 

   ,   ,    ,  . Для вычисления верхней границы  ̅   ,         ̂ , ̂   воспользуемся рассуж-

дениями, аналогичными рассуждениям при получении формулы (9). В результате запишем сле-

дующие соотношения: 

 

  ̅   ,         ̂ , ̂   ∫  
 

 
        

           
       

 

         
          

                           
    .                 (11) 

 
Далее необходимо получить выражения для параметров   ,   ,    ,  , распределений вре-

мени пребывания в системах  ̂  и  ̂ . Поскольку все дальнейшие результаты по нахождению 

времени пребывания справедливы для любой системы       , включая системы  ̂ ,    , , 
во избежание громоздких выражений будем опускать индекс   в обозначениях   ,   ,   ,   . 

Согласно работе [18] при выводе выражений для параметров  ,   используются блоки гене-

ратора цепи Маркова, описывающей функционирование системы        с PH-распределе- 

нием времени обслуживания, заданным представлением  -го порядка   ,  . Этот генератор 
имеет вид 

  

(

 
 

         

        
        
     

)

 
 
, 

 

где  

 

   ,      ,        ,           ,        . 
 

Обозначим через   ,    , векторы стационарного распределения состояний системы в про-
извольный момент времени. Векторы   ,    , вычисляются по алгоритму, аналогичному ал-
горитму 1, с минимальными изменениями. Для удобства читателя приведем этот алгоритм. 

Алгоритм 2. Векторы стационарных вероятностей состояний системы        вычисляют-

ся по формуле  

 

      
 ,    , 
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где матрица   – минимальное неотрицательное решение матричного уравнения  

 

             , 
 

а вектор    является единственным решением следующей системы линейных алгебраических 

уравнений:  
 

      ,        ,              . 
 

Далее используем результаты статьи [18] для нахождения времени пребывания в системе 

массового обслуживания, работа которой описывается общим векторным процессом гибели 

и размножения. Модифицируя эти результаты для системы       , получим следующее 

утверждение. 

Теорема 2. Время пребывания в рассматриваемой системе распределено по фазовому зако-

ну с неприводимым представлением   ,  , где вектор-строка   и квадратная матрица   име-

ют порядок    и вычисляются по формулам 

 

          ̂ ,                     ̂   ̂  ̂,                            (12) 

 
где  

   

(

 
 

  

  

 
  

)

 
 
,                                                                       (13) 

 
   – вектор-столбец порядка  ,  -й элемент которого равен единице, а остальные элементы 
равны нулю,  ̂ – диагональная матрица порядка  , диагональные элементы которой равны 

соответствующим элементам вектора  

 

 ̂                  
     

              ̂   ,                               (14) 

 

а матрица  ̂ вычисляется как  

 

  ̂           
    .                                                         (15) 

 

Следствие 2. Верхняя граница  ̅   ,         ̂ ,  ̂   вычисляется по формуле (11), где векто-

ры    и матрицы   ,    ,  , определяются формулами (12)–(15), в которых все встречаю-

щиеся обозначения снабжены индексом  .  

Таким образом, из формул (8)–(11) следует, что нижняя и верхняя оценки среднего времени 

пребывания  ̅ в рассматриваемой fork-join-системе находятся из неравенств 
 

        
          

                           
      ̅   

         
          

                           
    , 

где векторы    и матрицы   ,    , , определены в теореме 2 и следствии 2. 
Заключение. В статье исследована система массового обслуживания со стационарным 

пуассоновским потоком и расщеплением и сборкой запросов. Каждый из поступающих запро-

сов расщепляется на два задания, идущих в две подсистемы, каждая из которых состоит из об-

служивающего прибора и буфера. Времена обслуживания заданий имеют PH-распределе- 

ния с разными параметрами. Функционирование системы описано в терминах многомерной 
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цепи Маркова. Определено условие существования стационарного режима, предложены алго-

ритмы вычисления стационарного распределения и ряда стационарных характеристик произво-

дительности системы. Получены аналитические выражения для нижней и верхней границ  

среднего времени пребывания запроса в системе. Результаты исследования могут быть исполь-

зованы для моделирования различных компьютерных и коммуникационных систем, в частно-

сти систем, в которых выполняются параллельные вычисления, обработка запросов в распреде-

ленных базах данных и параллельный доступ к диску. 
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