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Аннотация. Рассмотрены вопросы гарантированного оценивания нелинейных мно-
гошаговых систем, для которых часть координат является ненаблюдаемой. Для
возмущений заданы суммарные априорные ограничения с неотрицательными по-
лунепрерывными функциями, что включает также и геометрические ограничения.
Приведены как общие формулы для построения информационных множеств, так и
их конкретизация в частных случаях. В качестве примеров рассмотрены двумер-
ные логистические системы и уравнения Лотки – Вольтерры. Отдельно рассмот-
рен случай линейных уравнений, где используются опорные функции выпуклых
множеств. При геометрических ограничениях на возмущения приведена огрублен-
ная процедура оценивания с возможным использованием функций расстояния до
множества.
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1. Введение и постановка задачи

Теория гарантированного оценивания детерминированных динами-
ческих систем является важной частью современной теории управления
[7]. Обзор методов можно найти, например, в [9]. Одной из основопо-
лагающих статей по задачам оценивания нелинейных многошаговых
систем стала работа [4]. В ней решение задач сводится к описанию эво-
люции в фазовом пространстве некоторых информационных областей,
содержащих все состояния системы, совместимые как с результатами
измерений, так и с априорными ограничениями на неопределенные воз-
мущения. Описание указанных областей в случае как выпуклых, так
и невыпуклых множеств сводится к решению некоторых классов экс-
тремальных задач с функциями уровня. В линейном случае иногда
удобнее использовать опорные функции [3]. В работе [4] и во многих
других работах по этой тематике задаются априорные геометрические
ограничения на возмущения, а также выделяется отдельно уравнение
измерения. В настоящей работе мы рассматриваем общую нелинейную
систему, в которой часть координат наблюдается, а часть нет. Кроме
того, задаются суммарные априорные ограничения на возмущения с
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полунепрерывными функциями. Данная постановка охватывает, по на-
шему мнению, все известные формулировки задач гарантированного
оценивания фазового вектора. Отметим также, что за последние деся-
тилетия существенно изменилась вычислительная база, что позволило
разработать алгоритмы, которые ранее невозможно было реализовать.

Исследуемые многошаговые системы можно рассматривать двояко.
С одной стороны, они служат аппроксимациями непрерывных, а с дру-
гой — они имеют и самостоятельное значение. Особенно это относится к
ряду хаотических динамических систем. Изучаемые системы и их оцен-
ки находят широкое применение на практике, например, в химических
реакциях [10] и робототехнике [8]. В последней работе метод решения
основан на замене компактов ограничения конечными множествами и
последующим построением выпуклых оболочек множеств достижимо-
сти. Данный подход не совсем сочетается с нашими задачами, поскольку
весьма часто информационные множества оказываются несвязными.
Их овыпукление приводит к значительному огрублению оценок. Мы
предлагаем другой подход с использованием функций расстояния до
замкнутых множеств. Эти функции хорошо известны и их свойства
подробно описаны, например, в [2]. С помощью функций расстояния
определяются пересечения и объединения невыпуклых множеств.

Будем рассматривать здесь многошаговую систему

𝑦𝑘 = 𝑔𝑘(𝑦𝑘−1, 𝑧𝑘−1, 𝑣𝑘), 𝑧𝑘 = 𝑓𝑘(𝑦𝑘−1, 𝑧𝑘−1, 𝑣𝑘),

𝑦𝑘 ∈ R𝑛−𝑚, 𝑧𝑘 ∈ R𝑚, 𝑣𝑘 ∈ R𝑞,
(1.1)

где 𝑘 ∈ N; 𝑦𝑘 — наблюдаемые координаты, а 𝑧𝑘 — ненаблюдаемые.
Возможен случай𝑚 = 𝑛, когда все координаты системы ненаблюдаемы.
Возмущения 𝑣𝑘 и неизвестные начальные состояния 𝑧0 ограничены

𝐹0(𝑧0) +
∑︁
𝑘∈1:𝑁

𝐹𝑘(𝑣𝑘) 6 1, (1.2)

где функции 𝐹𝑘 неотрицательны и полунепрерывны снизу, причем все
множества {𝑣 : 𝐹𝑘(𝑣) 6 1} компактны, 𝑘 ∈ 0 : 𝑁 , и множества {𝑣 :
𝐹𝑘(𝑣) = 0} ≠ ∅. Функции 𝑓𝑘 и 𝑔𝑘 предполагаются непрерывными. Здесь
и далее символом 𝑚 : 𝑛 обозначается множество целых чисел от 𝑚 до
𝑛 включительно.

Предположим, что имеется набор векторов 𝑣*1:𝑁 и начальное состо-
яние 𝑧*0 , удовлетворяющие ограничениям (1.2) и порождающие сигнал
𝑦1:𝑁 . Задача состоит в следующем. Для каждого 𝑘 ∈ 1 : 𝑁 требуется
найти информационное множество (ИМ) 𝑍𝑘(𝑦), состоящее из векторов
𝑧𝑘, совместимых с набором 𝑦1:𝑘, т. е. таких, что для них найдутся век-
торы 𝑣1:𝑘 и 𝑧0, удовлетворяющие ограничениям (1.2), порождающие
сигнал 𝑦1:𝑘 и траекторию 𝑧1:𝑘 ненаблюдаемых координат с конечной
точкой 𝑧𝑘. По построению 𝑍𝑘(𝑦) ̸= ∅, ∀𝑘 ∈ 1 : 𝑁 , поскольку 𝑧*𝑘 ∈ 𝑍𝑘(𝑦).
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В данной работе условимся обозначать вертикальную конкатенацию
матриц (векторов) 𝐴 и 𝐵 подходящих размеров через [𝐴;𝐵], а горизон-
тальную — через [𝐴 𝐵].

2. Построение информационных множеств

Введем в рассмотрение множества

𝐺1(𝑦) = {[𝑧0; 𝑣1] : 𝑦1 = 𝑔1(𝑦0, 𝑧0, 𝑣1), 𝐹0(𝑧0) + 𝐹1(𝑣1) 6 1} ⊂ R𝑚+𝑞,

𝒟1(𝑦) = {𝑧1 : 𝑧1 = 𝑓1(𝑦0, 𝑧0, 𝑣1), [𝑧0; 𝑣1] ∈ 𝐺1(𝑦)} ⊂ R𝑚,
(2.1)

где 𝒟1(𝑦) — область достижимости (ОД) для 𝑘 = 1. Определим функ-
цию

𝑉1(𝑦, 𝑧1) = min
[𝑧0;𝑣1]∈𝐺1(𝑦),𝑧1=𝑓1(𝑦0,𝑧0,𝑣1)

{𝐹0(𝑧0) + 𝐹1(𝑣1)} , (2.2)

где 𝑧1 ∈ 𝒟1(𝑦) и минимум берется по [𝑧0; 𝑣1]. Если 𝑧1 ̸∈ 𝒟1(𝑦), пола-
гаем 𝑉1(𝑦, 𝑧1) = 2. Нас интересует неравенство 𝑉1(𝑦, 𝑧1) 6 1, которое
определяет соответствующее множество 𝑍1(𝑦) = {𝑧1 : 𝑉1(𝑦, 𝑧1) 6 1}.

Предположим, что для индексов 𝑖 ∈ 1 : 𝑘 − 1 множества 𝑍𝑖(𝑦) и
соответствующие функции 𝑉𝑖(𝑦, 𝑧𝑖) уже построены так, что 𝑍𝑖(𝑦) =
{𝑧𝑖 : 𝑉𝑖(𝑦, 𝑧𝑖) 6 1} . Тогда по аналогии с (2.1) определяем

𝐺𝑘(𝑦) = {[𝑧𝑘−1; 𝑣𝑘] : 𝑦𝑘 = 𝑔𝑘(𝑦𝑘−1, 𝑧𝑘−1, 𝑣𝑘), 𝑉𝑘−1(𝑦, 𝑧𝑘−1) + 𝐹𝑘(𝑣𝑘) 6 1} ,
𝒟𝑘(𝑦) = {𝑧𝑘 : 𝑧𝑘 = 𝑓𝑘(𝑦𝑘−1, 𝑧𝑘−1, 𝑣𝑘), [𝑧𝑘−1; 𝑣𝑘] ∈ 𝐺𝑘(𝑦)} ,

(2.3)

где 𝐺𝑘(𝑦) ⊂ R𝑚+𝑞, a 𝒟𝑘(𝑦) ⊂ R𝑚 — ОД на 𝑘-м шаге. Далее, как в (2.2),
рекуррентно определяем функцию

𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) = min
[𝑧𝑘−1;𝑣𝑘]∈𝐺𝑘(𝑦), 𝑧𝑘=𝑓𝑘(𝑦𝑘−1,𝑧𝑘−1,𝑣𝑘)

{𝑉𝑘−1(𝑦, 𝑧𝑘−1) + 𝐹𝑘(𝑣𝑘)} ,

где 𝑧𝑘 ∈ 𝒟𝑘(𝑦) и минимум берется по [𝑧𝑘−1; 𝑣𝑘]. Если 𝑧𝑘 ̸∈ 𝒟𝑘(𝑦), пола-
гаем 𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) = 2. Утверждается, что множества

𝑍𝑘(𝑦) = {𝑧𝑘 : 𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) 6 1} (2.4)

являются искомыми ИМ и, более того, множества 𝒟𝑘(𝑦) в (2.3) и 𝑍𝑘(𝑦)
в (2.4) совпадают. Отметим, что уравнения (2.3) включают (2.1), если
положить 𝑉0(𝑦, 𝑧0) = 𝐹0(𝑧0). В предлагаемых обозначениях множеств в
(2.1)–(2.4) считается, что буква 𝑦 заменяет набор векторов 𝑦1:𝑘.

Теорема 1. Множества (2.4) являются непустыми и совпадают с
ИМ для системы (1.1) с ограничениями (1.2).
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Доказательство. Пусть вектор 𝑧*𝑘 принадлежит ИМ в момент 𝑘. То-
гда существует набор 𝑣*1:𝑘 и начальное состояние 𝑧*0 , совместимые с
𝑦1:𝑘, удовлетворяющие ограничению (1.2) и порождающие такую тра-
екторию 𝑧1:𝑘, что 𝑧𝑘 = 𝑧*𝑘. Имеем 𝐹0(𝑧

*
0) + 𝐹1(𝑣

*
1) 6 1, 𝑧1 ∈ 𝒟1(𝑦) и

𝑉1(𝑦, 𝑧1) 6 𝐹0(𝑧
*
0) + 𝐹1(𝑣

*
1) 6 1. Продолжая по индукции, находим,

что 𝑉𝑘(𝑦, 𝑧*𝑘) 6 𝑉𝑘−1(𝑦, 𝑧𝑘−1) + 𝐹𝑘(𝑣
*
𝑘) 6 1 и 𝑧*𝑘 ∈ 𝒟𝑘(𝑦). Обратно, если

𝑉𝑘(𝑦, 𝑧
*
𝑘) 6 1, то найдется набор 𝑣*1:𝑘 и начальное состояние 𝑧*0 , совмести-

мые с 𝑦1:𝑘, удовлетворяющие ограничению (1.2) и порождающие такую
траекторию 𝑧1:𝑘, что 𝑧𝑘 = 𝑧*𝑘 ∈ 𝒟𝑘(𝑦).

Для иллюстрации теоремы 1 рассмотрим простой пример.

Пример 1. Пусть система (1.1) имеет вид

𝑧𝑘 = 𝑧𝑘−1 + 𝑦𝑘−1 + 2𝑣𝑘, 𝑦𝑘 = 𝑦𝑘−1 + 𝑧𝑘−1 + 𝑣𝑘, 𝑧𝑘, 𝑦𝑘 ∈ R𝑛,

а ограничения заданы неравенством (1.2). Поскольку 𝑣𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑦𝑘 и
𝑧𝑘−1 = 𝑦𝑘−𝑦𝑘−1−𝑣𝑘 = 2𝑦𝑘−𝑦𝑘−1−𝑧𝑘, то согласно формулам (2.1)–(2.4)
получаем рекуррентное соотношение 𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) = 𝑉𝑘−1(𝑦, 2𝑦𝑘 − 𝑦𝑘−1 −
𝑧𝑘) + 𝐹𝑘(𝑧𝑘 − 𝑦𝑘), которое позволяет найти ИМ 𝑍𝑘(𝑦).

3. Некоторые частные случаи и примеры

Предположим, что уравнения (1.1) имеют вид

𝑦𝑘 = ℎ𝑘(𝑧𝑘−1) + 𝑐𝑣𝑘, 𝑧𝑘 = 𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑣𝑘),

𝑦𝑘 ∈ R𝑛−𝑚, 𝑧𝑘 ∈ R𝑚, 𝑣𝑘 ∈ R𝑞,
(3.1)

где 𝑐 ∈ R(𝑛−𝑚)×𝑞 имеет полный ранг, т. е. справедливо одно из равенств

rank 𝑐 = 𝑛−𝑚, (3.2)
rank 𝑐 = 𝑞 (3.3)

либо они выполняются одновременно. По-прежнему предполагаются
ограничения (1.2); функции ℎ𝑘, 𝑓𝑘 непрерывны. В случае (3.2) и 𝑞 >
𝑛−𝑚 введем матрицу 𝐶 = (𝑐𝑐′)−1, где ′ обозначает транспонирование.
Пусть 𝐶1 = 𝐼𝑞 − 𝑐′𝐶𝑐 — ортогональная проекция на нулевое подпро-
странство ker 𝑐 = {𝑣 : 𝑐𝑣 = 0}. Тогда 𝑣𝑘 = 𝑐′𝐶𝑐𝑣𝑘 + 𝐶1𝑣𝑘 и 𝑐𝑣𝑘 =
𝑦𝑘 −ℎ𝑘(𝑧𝑘−1). Поэтому уравнения (3.1) и ограничения (1.2) примут вид

𝑧𝑘 = 𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑐
′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) + 𝐶1𝑣𝑘),

𝐹0(𝑧0) +
∑︁
𝑘∈1:𝑁

𝐹𝑘(𝑐
′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) + 𝐶1𝑣𝑘) 6 1. (3.4)
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Замечание 1. В случае (3.2) можно понизить размерность неопреде-
ленных возмущений 𝑣𝑘 в соотношениях (3.4). Так как ker 𝑐⊕ im 𝑐′ = R𝑞,
im𝐶1= ker 𝑐 и dim (im 𝑐′) = 𝑛−𝑚, то rank𝐶1 = 𝑞 − 𝑛+𝑚. Представим
𝐶1 как 𝐶1 = 𝑇 ̃︀𝐶1𝑇

′, где 𝑇 — ортогональная матрица, 𝑇𝑇 ′ = 𝑇 ′𝑇 = 𝐼𝑞
и ̃︀𝐶1 — диагональная матрица с нулями и единицами, поскольку 𝐶1 —
проекционная матрица, 𝐶2

1 = 𝐶1. Удаляя 𝑛 − 𝑚 нулевых столбцов из̃︀𝐶1 и обозначая результат через ̃︀𝐷1, получаем ̃︀𝐶1 = ̃︀𝐷1
̃︀𝐷′
1 и 𝐶1 = 𝐷1𝐷

′
1,

где 𝐷1 = 𝑇 ̃︀𝐷1. Далее, полагаем 𝑢𝑘 = 𝐷′
1𝑣𝑘 ∈ R𝑞−𝑛+𝑚, откуда имеем

𝐶1𝑣𝑘 = 𝐷1𝑢𝑘, 𝐷1 ∈ R𝑞×(𝑞−𝑛+𝑚), rank𝐷1 = 𝑞 − 𝑛+𝑚.
В соотношениях (3.4) и везде далее будем использовать векторы

𝐷1𝑢𝑘 вместо 𝐶1𝑣𝑘. Отметим, что 𝐷′
1𝐷1 = 𝐼𝑞−𝑛+𝑚. Если 𝑞 = 𝑛 − 𝑚,

то 𝐶1 = 0 и вектор 𝑣𝑘 = 𝑐−1 (𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) становится известным. Если
имеет место случай (3.3) и 𝑞 < 𝑛−𝑚, то вектор 𝑣𝑘 = 𝑐+ (𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))
также определяется однозначно. Здесь 𝐴+ обозначает псевдообратную
к 𝐴 матрицу [1]. В случае (3.3) вместо (3.4) будем иметь соотношения

𝑧𝑘 = 𝑓𝑘
(︀
𝑧𝑘−1, 𝑐

+(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))
)︀
,

𝐹0(𝑧0) +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐹𝑘
(︀
𝑐+(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))

)︀
6 1.

(3.5)

Для сокращения записей введем обозначения

𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑐
′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) +𝐷1𝑢𝑘) = ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘),

𝐹𝑘(𝑐
′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) +𝐷1𝑢𝑘) = ̃︀𝐹𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘),

𝑓𝑘
(︀
𝑧𝑘−1, 𝑐

+(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))
)︀
= ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1),

𝐹𝑘
(︀
𝑐+(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))

)︀
= ̃︀𝐹𝑘(𝑧𝑘−1).

(3.6)

В рассматриваемых случаях множества (2.3) запишутся в виде

𝐺𝑘(𝑦) =
{︁
[𝑧𝑘−1;𝑢𝑘] : 𝑉𝑘−1(𝑦, 𝑧𝑘−1) + ̃︀𝐹𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘) 6 1

}︁
⊂ R2𝑚+𝑞−𝑛,

𝒟𝑘(𝑦) =
{︁
𝑧𝑘 : 𝑧𝑘 = ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘), [𝑧𝑘−1;𝑢𝑘] ∈ 𝐺𝑘(𝑦)

}︁
⊂ R𝑚,

(3.7)

где 𝒟𝑘(𝑦) — ОД. На 𝑘-м шаге определяется функция

𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) = min
[𝑧𝑘−1;𝑢𝑘]∈𝐺𝑘(𝑦), 𝑧𝑘= ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1,𝑢𝑘)

{︁
𝑉𝑘−1(𝑦, 𝑧𝑘−1) + ̃︀𝐹𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘)

}︁
,

где 𝑧𝑘 ∈ 𝒟𝑘(𝑦) и минимум берется по [𝑧𝑘−1;𝑢𝑘]. В случае (3.3) вектор
𝑢𝑘 в (3.7) и в определении 𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) следует опустить.

Сделаем дополнительное предположение о том, что уравнение 𝑧𝑘 =̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘) допускает обращение, т. е.

𝑧𝑘 = ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘)⇔ 𝑧𝑘−1 = ̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘, 𝑢𝑘) (3.8)
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для всех допустимых параметров, где ̃︀𝑔𝑘 — непрерывная функция, 𝑘 ∈
1 : 𝑁 . При условии (3.8) имеем

𝐺𝑘(𝑦) =
{︁
[𝑧𝑘;𝑢𝑘] : 𝑉𝑘−1(𝑦, ̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘, 𝑢𝑘)) + ̃︀𝐹𝑘(̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘, 𝑢𝑘), 𝑢𝑘) 6 1

}︁
⊂

⊂ R2𝑚+𝑞−𝑛,

𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) = min
𝑢𝑘,[𝑧𝑘;𝑢𝑘]∈𝐺𝑘(𝑦)

{︁
𝑉𝑘−1(𝑦, ̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘, 𝑢𝑘)) + ̃︀𝐹𝑘(̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘, 𝑢𝑘), 𝑢𝑘)}︁ .

(3.9)

В случае (3.3) условие (3.8) означает следующее:

𝑧𝑘 = ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1)⇔ 𝑧𝑘−1 = ̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘),
при этом соотношения (3.9) запишутся без минимизации

𝐺𝑘(𝑦) =
{︁
𝑧𝑘 : 𝑉𝑘−1(𝑦, ̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘)) + ̃︀𝐹𝑘(̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘)) 6 1

}︁
= 𝑍𝑘(𝑦) ⊂ R𝑚,

𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) = 𝑉𝑘−1(𝑦, ̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘)) + ̃︀𝐹𝑘(̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘)). (3.10)

Теорема 2. Пусть уравнения (1.1) имеют вид (3.1) и матрица 𝑐
имеет полный ранг. Тогда с учетом замечания 1 справедливы соотно-
шения (3.4), (3.5), (3.6) и (3.7). При дополнительном предположении
(3.8) имеют место формулы (3.9). В случае (3.3), (3.8) в формулах
(3.9) вектор 𝑢𝑘 и минимизация отсутствуют, выполняются форму-
лы (3.10).

Пример 2. Рассмотрим двумерную систему 𝑧1𝑘 = log
(︀
𝑧2𝑘−1 + 1

)︀
,

𝑧2𝑘 = 1/
(︀
𝑧1𝑘−1 + 1

)︀
, где неизвестные начальные состояния ограничены:

0 6 𝑧10 6 1, 0 6 𝑧20 6 1. Уравнения измерения имеют вид 𝑦1𝑘 =
𝑧1𝑘−1 + 𝑣𝑘, 𝑦2𝑘 = 𝑧2𝑘−1 + 𝑣𝑘, где модули возмущений 𝑣𝑘 суммарно ограни-
чены:

∑︀
𝑘∈1:𝑁 |𝑣𝑘| 6 1. Mожно считать, что функция 𝐹0 в (1.2) является

индикаторной для начального множества. Система обратима: 𝑧2𝑘−1 =

𝑒𝑧
1
𝑘 − 1, 𝑧1𝑘−1 = 1/𝑧2𝑘 − 1. Поскольку [1; 1]+ = [1 1]/2, находим функции

̃︀𝐹𝑘(̃︀𝑔𝑘(𝑧𝑘)) = ⃒⃒⃒(︁𝑦1𝑘 + 𝑦2𝑘 − 1/𝑧2𝑘 − 𝑒𝑧
1
𝑘

)︁
/2 + 1

⃒⃒⃒
.

Пусть 𝛿(𝑥) — индикаторная функция отрезка 0 6 𝑥 6 1. Тогда

𝑉1(𝑦, 𝑧1) = 𝛿
(︀
1/𝑧21 − 1

)︀
+ 𝛿

(︁
𝑒𝑧

1
1 − 1

)︁
+ ̃︀𝐹1(̃︀𝑔1(𝑧1)), 𝑧1 = [𝑧11 ; 𝑧

2
1 ].

Функции 𝑉𝑘(𝑦, 𝑧𝑘) определяются рекуррентно по формулам (3.10).
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3.1. Уравнения для неизвестных координат не содержат
возмущений

В этом случае уравнения (3.4) примут вид 𝑧𝑘 = 𝑓𝑘(𝑧𝑘−1), 𝐹0(𝑧0) +∑︀
𝑘∈1:𝑁 𝐹𝑘(𝑐

′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) + 𝐶1𝑣𝑘) 6 1, а (3.5) запишутся как

𝑧𝑘 = 𝑓𝑘(𝑧𝑘−1), 𝐹0(𝑧0) +
∑︁
𝑘∈1:𝑁

𝐹𝑘
(︀
𝑐+(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))

)︀
6 1. (3.11)

Уравнения (3.11) так же, как и (3.10), не предполагают минимизации.
В качестве приложения рассмотрим логистические двумерные систе-

мы, которые могут быть записаны в виде

𝑧1𝑘 = 𝑧2𝑘−1, 𝑧2𝑘 = 𝑓(𝑧1𝑘−1), (3.12)

где функция 𝑓 представляет собой полином, содержащий положитель-
ные параметры. Такие системы часто демонстрируют хаотическое по-
ведение. Уравнения измерения предполагаются такими же, как в (3.1),
причем 𝑞 ≤ 𝑛−𝑚. Пусть начальное множество 𝒵0 совпадает с квадра-
том 𝐽1×𝐽1, где 𝐽1 — единичный отрезок 0 6 𝑥 6 1. Опишем множества
𝒵𝑘, содержащие все возможные состояния 𝑧𝑘 системы. Их назовем ОД
из начального множества. В отличие от ИМ 𝑍𝑘(𝑦) и совпадающих с
ними ОД 𝒟𝑘(𝑦) на 𝑘-м шаге множества 𝒵𝑘 не зависят от измерений.
Итерации функции 𝑓(𝑧) обозначаются как 𝑓𝑘(𝑧), т. е. 𝑓2(𝑧) = 𝑓(𝑓(𝑧))
и т. д.

Лемма 1. ОД из начального множества для логистических систем
(3.12) имеют вид 𝒵2𝑘−1 = 𝑓𝑘−1(𝐽1)× 𝑓𝑘(𝐽1) и 𝒵2𝑘 = 𝑓𝑘(𝐽1)× 𝑓𝑘(𝐽1).

Лемма доказывается по индукции.
Приведем пример систем (3.12) с полиномом второй степени.

Пример 3. Пусть 𝑓(𝑥) = 𝑚𝑥(1 − 𝑥), где параметр удовлетворяет
неравенству 0 6 𝑚 6 4. Из леммы 1 получаем

Следствие 1. Для системы (3.12) с указанным полиномом второй
степени справедливы следующие утверждения:

1. Если 2 ≤ 𝑚 ≤ 4, то, начиная с 𝑘 = 2, ОД 𝒵𝑘 из начального
множества постоянны и равны 𝐽𝑚/4 × 𝐽𝑚/4, где 𝐽𝑚/4 — отрезок 0 6
𝑥 6 𝑚/4.

2. Если 1 ≤ 𝑚 < 2, то, начиная с 𝑘 = 2, ОД 𝒵𝑘 имеют вид
𝒵2𝑘−1 = 𝐽𝑓𝑘−1(1/2)× 𝐽𝑓𝑘(1/2) и 𝒵2𝑘 = 𝐽𝑓𝑘(1/2)× 𝐽𝑓𝑘(1/2). При этом после-
довательность 𝑓𝑘(1/2), убывая, стремится к 1− 1/𝑚.

3. Если 0 ≤ 𝑚 < 1, то ОД 𝒵𝑘 монотонно стягиваются к началу
координат.
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Доказательство. Для доказательства первого утверждения построим
обратную функцию к 𝑓(𝑥). Эта разрывная функция записывается как{︃

𝑥 = 1/2−
√︀

1/4− 𝑦/𝑚, если 0 ≤ 𝑦 < 𝑓(𝑚/4);

𝑥 = 1/2 +
√︀
1/4− 𝑦/𝑚, если 𝑓(𝑚/4) ≤ 𝑦 ≤ 𝑚/4.

Таким образом, на любом шаге для всякой точки 0 6 𝑥 6 𝑚/4 можно
найти начальную точку 𝑥0, из которой точка 𝑥 получается путем итера-
ций. Чтобы получить два других утверждения, достаточно проверить,
что функции 𝑓𝑘(𝑥) строго вогнуты при 𝑚 < 2 и их графики симмет-
ричны относительно прямой 𝑥 = 1/2. Далее, из теории одномерного
уравнения Ферхюльста 𝑥𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1) известно, что число 1− 1/𝑚 явля-
ется асимптотически устойчивой точкой равновесия при 1 ≤ 𝑚 < 2 и
последовательность 𝑓𝑘(1/2), убывая, стремится к этому значению. При
0 ≤ 𝑚 < 1 асимптотически устойчивой точкой равновесия одномерного
уравнения является нуль.

Найдем ИМ 𝑍𝑘(𝑦) для этого примера при 𝑚 = 3.4, если уравне-
ния измерения и ограничения в (3.11) имеют вид 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘−1 + [1; 1]𝑣𝑘,∑︀

𝑘∈1:𝑁 |𝑣𝑘| 6 1. Предположим, что сигнал порождается начальным со-
стоянием [0.0055; 0.0450] и возмущением 𝑣𝑘 = (−1)𝑘/2𝑘. Тогда на шаге
𝑘 = 8 получаем рис. 1, где ИМ содержится в квадрате ОД 𝐽0.85 × 𝐽0.85.
На последующих шагах ИМ существенно уменьшается в размерах и в
пределе совпадает с одним из значений 4-цикла, к которому стремится
траектория.
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Рис. 1. ИМ на шаге 𝑘 = 8

Рисунок построен сеточным методом. Он работает и в случае, когда
система становится хаотической, например, 𝑚 = 3.7. При таком 𝑚 и
𝑘 = 8 ИМ получается несвязным.



46 Б.И.АНАНЬЕВ, П.А. ЮРОВСКИХ

3.2. Дискретная модель Лотки – Вольтерры

Дифференциальная модель описывается уравнениями

�̇�1 = 𝑥1(𝑎− 𝛼𝑥2), �̇�2 = −𝑥2(𝑐− 𝛾𝑥1), (3.13)

где 𝑥1 и 𝑥2 — плотности популяции жертв и хищников соответственно.
Параметр 𝑎 — это коэффициент роста жертв в отсутствии хищников,
а параметр 𝑐 — это коэффициент смертности хищников в отсутствии
жертв. Все параметры положительны. Начальные условия [𝑥10;𝑥

2
0] так-

же положительны. Известно, что точка [𝑐/𝛾; 𝑎/𝛼] является равновесной
и устойчивой для системы (3.13). Точные решения системы периодичны
и изображаются замкнутыми траекториями вокруг точки равновесия.

Приведем систему к каноническому виду. Для этого сделаем замену
переменных 𝜏 = 𝑐𝑡, 𝑢(𝜏) = 𝛾𝑥1(𝑡)/𝑐, 𝑣(𝜏) = 𝛼𝑥2(𝑡)/𝑐. В результате
система (3.13) превратится в следующую:

𝑑𝑢/𝑑𝜏 = 𝑢(𝑎/𝑐− 𝑣), 𝑑𝑣/𝑑𝜏 = −𝑣(1− 𝑢), 𝑢0 = 𝛾𝑥10(𝑡)/𝑐, 𝑣0 = 𝛼𝑥20(𝑡)/𝑐.

Таким образом, будем считать, что в системе (3.13) только один па-
раметр 𝑎 > 0, а остальные 𝛼 = 𝛾 = 𝑐 = 1. Система не является
гамильтоновой, но после замены 𝑤 = ln𝑥1, 𝑣 = ln𝑥2 :

�̇� =
𝜕 ̃︀𝐻
𝜕𝑣

, �̇� = −𝜕
̃︀𝐻

𝜕𝑤
, ̃︀𝐻 = 𝑎𝑣 − 𝑒𝑣 + 𝑤 − 𝑒𝑤. (3.14)

Гамильтониан ̃︀𝐻 является первым интегралом, и по теореме Лиувил-
ля гамильтонова система сохраняет объём. Если подставить обратное
преобразование в функцию ̃︀𝐻, получим 𝐻(𝑥) = 𝑎 ln𝑥2− 𝑥2 + ln𝑥1− 𝑥1.
Пусть определитель

⃒⃒⃒
𝜕(𝑤,𝑣)
𝜕(𝑥1,𝑥2)

⃒⃒⃒
= 𝜎(𝑥). Непосредственно проверяется, что

систему (3.13) можно переписать как

�̇�1 =
𝜕𝐻

𝜕𝑥2
⧸︀
𝜎(𝑥), �̇�2 = −𝜕𝐻

𝜕𝑥1
⧸︀
𝜎(𝑥). (3.15)

Действительно,

𝐻𝑥2 = 𝑎/𝑥2 − 1, 𝐻𝑥1 = 1/𝑥1 − 1 и 𝑠𝑖(𝑥) =
⃒⃒⃒⃒[︂
1/𝑥1 0
0 1/𝑥2

]︂⃒⃒⃒⃒
= 1/(𝑥1𝑥2).

Решения системы Лотки – Вольтерры и гамильтоновой системы свя-
заны явными формулами. Введем обозначения. Пусть

𝜓𝑡(𝑦)=[𝑤𝑡(𝑦);𝑣𝑡(𝑦)] −

поток гамильтоновой системы (3.14) с начальной точкой 𝑦, а 𝜑𝑡(𝑢) —
поток системы (3.15) с начальной точкой 𝑢. Тогда

𝜑1𝑡 (𝑢) = 𝑒𝜓
1
𝑡 (ln𝑢

1,ln𝑢2), 𝜑2𝑡 (𝑢) = 𝑒𝜓
2
𝑡 (ln𝑢

1,ln𝑢2),

𝜓1
𝑡 (𝑦) = ln𝜑1𝑡 (𝑒

𝑦1 , 𝑒𝑦
2
), 𝜓2

𝑡 (𝑦) = ln𝜑2𝑡 (𝑒
𝑦1 , 𝑒𝑦

2
).
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Поток гамильтоновой системы является композицией трех взаимно одно-
значных дифференцируемых преобразований, действующих в положи-
тельном ортанте. Применяя цепное правило вычисления якобианов, по-
лучаем

𝜓𝑡𝑦 =

[︂
1/𝜑1𝑡 (𝑒

𝑦1 , 𝑒𝑦
2
) 0

0 1/𝜑2𝑡 (𝑒
𝑦1 , 𝑒𝑦

2
)

]︂
𝜑𝑡𝑦(𝑒

𝑦1 , 𝑒𝑦
2
)

[︂
𝑒𝑦

1
0

0 𝑒𝑦
2

]︂
.

Переходя к определителям, получим соотношение

|𝜑𝑡𝑦(𝑢)| =
𝜑1𝑡 (𝑢)𝜑

2
𝑡 (𝑢)

𝑢1𝑢2
, (3.16)

где 𝑢1, 𝑢2 — любые положительные величины. Здесь воспользовались
тем, что для любых гамильтоновых систем определитель |𝜓𝑡𝑦| = 1 [5].
Свойство (3.16) используется при специальном численном интегриро-
вании системы (3.13). Обычные численные методы приводят к траек-
торным спиралям, а не к замкнутым траекториям, как в непрерывной
модели. В работах [5; 6] предложены численные методы, удовлетворя-
ющие соотношению (3.16) и дающие траектории, тоже спиралевидные,
но более близкие к непрерывным замкнутым решениям.

Пусть отображение 𝑋 = 𝜗(𝑥) дает преобразование точки [𝑥1𝑘−1;𝑥
2
𝑘−1]

= 𝑥 в точку [𝑥1𝑘;𝑥
2
𝑘] = 𝑋, причем от шага к шагу преобразование не

меняется. В работе [6] отображение 𝜗(𝑥) имеет следующий вид:

𝑋1 − 𝑥1

ℎ
=
𝑋1 + 𝑥1

2
− 𝑋1𝑥2 +𝑋2𝑥1

2
,

𝑋2 − 𝑥2

ℎ
= −𝑋

2 + 𝑥2

2
+
𝑋1𝑥2 +𝑋2𝑥1

2
,

где ℎ — шаг интегрирования и 𝑎 = 1. Пусть измерения имеют вид
𝑦𝑘 = 𝑥1𝑘−1+𝑣𝑘,

∑︀
𝑘∈1:𝑁 |𝑣𝑘| 6 1. Предположим, что начальное множество

𝒵0 — это произведение двух одинаковых отрезков 0.8 6 𝑥 6 1.2, а сиг-
нал порождается начальным состоянием [1.1333; 1.0667] и возмущением
𝑣𝑘 =

(−1)𝑘

2𝑘
. Тогда на шаге 𝑘 = 10 получаем рис. 2. Траектория системы

вращается вокруг точки [1; 1] и совершает полный оборот примерно за
127 шагов. После 10-го шага ИМ быстро стягивается в точку.

4. Линейно-квадратичный случай

В этом случае система (1.1) принимает вид (4.1) с ограничением (4.2):

𝑦𝑘 = 𝐶𝑦𝑘𝑦𝑘−1 +𝐴𝑦𝑘𝑧𝑘−1 +𝐵𝑦
𝑘𝑣𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐴𝑧𝑘𝑧𝑘−1 + 𝐶𝑧𝑘𝑦𝑘−1 +𝐵𝑧
𝑘𝑣𝑘,

(4.1)

|𝑧0|2 +
∑︁
𝑘∈1:𝑁

|𝑣𝑘|2 6 1, (4.2)
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Рис. 2. ИМ на фоне области достижимости 𝒵𝑘, 𝑘 = 10

где | · | — евклидова норма. На первом шаге вычисляем опорную функ-
цию множества 𝒟1(𝑦). Для этого находим все решения первого равен-
ства в (4.1) при 𝑘 = 1. Всякое решение этого равенства имеет вид
[𝑧0; 𝑣1] = 𝑌1 + ker [𝐴𝑦1 𝐵

𝑦
1 ], 𝑌1 = [𝐴𝑦1 𝐵

𝑦
1 ]

+(𝑦1 − 𝐶𝑦1𝑦0), Пусть 𝑃1 — это
проектор пространства R𝑚+𝑞 на ker [𝐴𝑦1 𝐵

𝑦
1 ]. Данную матрицу можно

записать как 𝑃1 = 𝐼𝑚+𝑞 − [𝐴𝑦1 𝐵𝑦
1 ]

+[𝐴𝑦1 𝐵𝑦
1 ]. Поскольку имеет место

равенство 𝐴+ = 𝐴′(𝐴𝐴′)+, то в силу ортогональности векторов огра-
ничение (4.2) примет вид [𝑧0; 𝑣1] = 𝑌1 + 𝑃1[𝑎; 𝑏], где [𝑎; 𝑏] ∈ R𝑚+𝑞, и
справедливо |[𝑎; 𝑏]|2𝑃1

6 1 − |𝑌1|2, где символом |𝑥|2𝑃 = 𝑥′𝑃𝑥 обозначена
квадратичная форма с симметричной и неотрицательно определенной
матрицей 𝑃 . Таким образом, находим опорную функцию

𝜌(𝑙|𝒟1(𝑦)) = 𝑙′𝑧1 +

√︁
(1− |𝑌1|2) 𝑙′𝑃1𝑙, 𝑙 ∈ R𝑚,

𝑧1 = 𝐶𝑧1𝑦0 + [𝐴𝑧1 𝐵
𝑧
1 ]𝑌1, 𝑃1 = [𝐴𝑧1 𝐵

𝑧
1 ]𝑃1[𝐴

𝑧
1 𝐵

𝑧
1 ]

′.
(4.3)

ИМ 𝑍1(𝑦) = 𝒟1(𝑦) с опорной функцией (4.3) — эллипсоид, возможно
вырожденный. Из (4.3) следует, что

𝑧1 ∈ 𝒟1(𝑦)⇔ 𝑧1 = 𝑧1 + ̃︀𝑧1, |̃︀𝑧1|2𝑃+
1
6 1− |𝑌1|2, ̃︀𝑧1 = 𝑃1𝑧1.

Отсюда |𝑧1|2𝑃1
6 1 − |𝑌1|2. Подставляя [𝑧0; 𝑣1] во второе равенство в

(4.1), получаем условие 𝑃1𝑧1 = [𝐴𝑧1 𝐵
𝑧
1 ]𝑃1[𝑎; 𝑏]. Пара [𝑎; 𝑏] = 𝑃1[𝐴

𝑧
1 𝐵

𝑧
1 ]

′𝑧1
удовлетворяет этому равенству, причем |[𝑎; 𝑏]|2𝑃1

6 1−|𝑌1|2. Данная пара
имеет минимальную норму из всех пар, удовлетворяющих равенству.

На втором шаге получаем уравнения 𝑦2 − 𝐶𝑦2𝑦1 − 𝐴
𝑦
2𝑧1 = 𝐴𝑦2𝑃1𝑧1 +

𝐵𝑦
2𝑣2, 𝑧2 = 𝐶𝑧2𝑦1+𝐴

𝑧
2𝑧1+𝐴

𝑧
2𝑃1𝑧1+𝐵

𝑧
2𝑣2, с ограничениями |𝑧1|2𝑃1

+ |𝑌1|2+
|𝑣2|2 6 1. Это эквивалентно следующему:
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𝑦2 − 𝐶𝑦2𝑦1 −𝐴
𝑦
2𝑧1 = 𝐴𝑦2𝑃

1/2
1 𝑟1 +𝐵𝑦

2𝑣2,

𝑧2 = 𝐶𝑧2𝑦1 +𝐴𝑧2𝑧1 +𝐴𝑧2𝑃
1/2
1 𝑟1 +𝐵𝑧

2𝑣2,

|𝑟1|2 + |𝑌1|2 + |𝑣2|2 6 1.

(4.4)

Вычисляем опорную функцию множества 𝒟2(𝑦). Для этого находим все
решения первого равенства в (4.4). Всякое решение равенства имеет вид
[𝑟1; 𝑣2] = 𝑌2 + ker [𝐴𝑦2𝑃

1/2
1 𝐵𝑦

2 ], 𝑌2 = [𝐴𝑦2𝑃
1/2
1 𝐵𝑦

2 ]
+ (𝑦2 − 𝐶𝑦2𝑦1 −𝐴

𝑦
2𝑧1).

Пусть 𝑃2 — это проектор пространства R𝑚+𝑞 на ker [𝐴𝑦2𝑃
1/2
1 𝐵𝑦

2 ]. Огра-
ничение в (4.4) примет вид

[𝑟1; 𝑣2] = 𝑌2 + 𝑃2[𝑎; 𝑏], [𝑎; 𝑏] ∈ R𝑚+𝑞, |[𝑎; 𝑏]|2𝑃2
6 1− |𝑌1|2 − |𝑌2|2.

Находим опорную функцию

𝜌(𝑙|𝒟2(𝑦)) = 𝑙′𝑧2 +

√︁
(1− |𝑌1|2 − |𝑌2|2) 𝑙′𝑃2𝑙, 𝑙 ∈ R𝑚,

𝑧2 = 𝐶𝑧2𝑦1 +𝐴𝑧2𝑧1 + [𝐴𝑧2𝑃
1/2
1 𝐵𝑧

2 ]𝑌2, 𝑃2 = [𝐴𝑧2𝑃
1/2
1 𝐵𝑧

2 ]𝑃2[𝐴
𝑧
2𝑃

1/2
1 𝐵𝑧

2 ]
′.
(4.5)

ИМ 𝑍2(𝑦) = 𝒟2(𝑦) с опорной функцией (4.5) — это эллипсоид, возмож-
но вырожденный. Из (4.5) следует, что 𝑧2 ∈ 𝒟2(𝑦) ⇔ 𝑧2 = 𝑧2 + ̃︀𝑧2,
|̃︀𝑧2|2𝑃+

2

6 1 − |𝑌1|2 − |𝑌2|2, ̃︀𝑧2 = 𝑃2𝑧2. Отсюда |𝑧2|2𝑃2
6 1 − |𝑌1|2 − |𝑌2|2.

Подставляя [𝑟1; 𝑣2] во второе равенство в (4.4), получаем условие 𝑃2𝑧2 =

[𝐴𝑧2𝑃
1/2
1 𝐵𝑧

2 ]𝑃2[𝑎; 𝑏]. Пара [𝑎; 𝑏] = 𝑃2[𝐴
𝑧
2𝑃

1/2
1 𝐵𝑧

2 ]
′𝑧2 удовлетворяет этому

равенству, причем |[𝑎; 𝑏]|2𝑃2
6 1− |𝑌1|2 − |𝑌2|2. Кроме того, данная пара

имеет минимальную норму из всех пар, удовлетворяющих равенству.
Продолжая по индукции, на 𝑘-м шаге получаем уравнения

𝑦𝑘 − 𝐶𝑦𝑘𝑦𝑘−1 −𝐴𝑦𝑘𝑧𝑘−1 = 𝐴𝑦𝑘𝑃
1/2
𝑘−1𝑟𝑘−1 +𝐵𝑦

𝑘𝑣𝑘,

𝑧𝑘 = 𝐶𝑧𝑘𝑦𝑘−1 +𝐴𝑧𝑘𝑧𝑘−1 +𝐴𝑧𝑘𝑃
1/2
𝑘−1𝑟𝑘−1 +𝐵𝑧

𝑘𝑣𝑘,

|𝑟𝑘−1|2 + |𝑌𝑘−1|2 + |𝑣𝑘|2 6 1.

(4.6)

Пусть 𝑃𝑘 — это проектор пространства R𝑚+𝑞 на ker [𝐴𝑦𝑘𝑃
1/2
𝑘−1 𝐵

𝑦
𝑘 ]. Огра-

ничение в (4.6) примет вид [𝑟𝑘−1; 𝑣𝑘] = 𝑌𝑘 + 𝑃𝑘[𝑎; 𝑏], [𝑎; 𝑏] ∈ R𝑚+𝑞,
|[𝑎; 𝑏]|2𝑃𝑘

6 1−
∑︀

𝑖∈1:𝑘 |𝑌𝑖|2. Находим опорную функцию

𝜌(𝑙|𝒟𝑘(𝑦)) = 𝑙′𝑧𝑘 +

⎯⎸⎸⎷(︃1− 𝑘∑︁
𝑖=1

|𝑌𝑖|2
)︃
𝑙′𝑃𝑘𝑙, 𝑙 ∈ R𝑚,

𝑧𝑘 = 𝐶𝑧𝑘𝑦𝑘−1 +𝐴𝑧𝑘𝑧𝑘−1 + [𝐴𝑧𝑘𝑃
1/2
𝑘−1 𝐵

𝑧
𝑘 ]𝑌𝑘,

𝑃𝑘 = [𝐴𝑧𝑘𝑃
1/2
𝑘−1 𝐵

𝑧
𝑘 ]𝑃𝑘[𝐴

𝑧
𝑘𝑃

1/2
𝑘−1 𝐵

𝑧
𝑘 ]

′,

𝑌𝑘 = [𝐴𝑦𝑘𝑃
1/2
𝑘−1 𝐵

𝑦
𝑘 ]

+
(︀
𝑦𝑘 − 𝐶𝑦𝑘𝑦𝑘−1 −𝐴𝑦𝑘𝑧𝑘−1

)︀
.

(4.7)
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(4.7) выполняются для всех 𝑘 ∈ 1 : 𝑁 , если положить 𝑃0 = 𝐼𝑚, 𝑧0 = 0.

5. Огрубленная процедура для нелинейной задачи

В общем случае (1.1), (1.2) получить точное решение, подобно преды-
дущему разделу, удается в редких случаях. Наряду с общими фор-
мулами раздела 2 рассмотрим огрубленные процедуры оценивания c
возможным использованием функций расстояния.

Пусть задано компактное множество Ω ⊂ R𝑛 и 𝐶 ⊂ Ω — замкнутое
множество. Функция расстояния 𝑑𝐶 до этого множества определяется
по формуле 𝑑𝐶(𝑥) = min𝑧∈𝐶 |𝑥− 𝑧|, ∀𝑥 ∈ Ω. Известно, что эта функция
липшицева. Между функциями расстояния и множествами имеются
следующие очевидные отношения: 𝐶 = {𝑥 : 𝑑𝐶(𝑥) = 0}, 𝐴 ⊂ 𝐵 ⇔ 𝑑𝐴 >
𝑑𝐵. По определению полагаем 𝑑𝐴 = 𝑑clA, где cl𝐴 — замыкание множе-
ства 𝐴, и 𝑑∅ = +∞. Таким образом, 𝑑𝐴(𝑥) + 𝑑𝐴(𝑥) = 0 ⇔ 𝑥 ∈ fr𝐴, где
fr𝐴 — граница множества 𝐴 и 𝐴 = Ω ∖𝐴 — дополнение. В задачах оце-
нивания встречаются операции пересечения и объединения множеств.
Предположим, что для всех рассматриваемых множеств 𝐶 ⊂ Ω извест-
ны как функции 𝑑𝐶(𝑥), так и функции 𝑑𝐶(𝑥). Тогда для замкнутых
множеств 𝐴 и 𝐵 верны соотношения 𝑑𝐴∪𝐵 = 𝑑𝐴 ∧ 𝑑𝐵, 𝑑𝐴∩𝐵 = 𝑑𝐴(𝑥)∧
𝑑�̄�, где 𝑎 ∧ 𝑏 = min {𝑎, 𝑏}.

Будем рассматривать только уравнения (3.1) c геометрическими ог-
раничениями. Для этого предположим, что все функции 𝐹𝑘 в ограни-
чениях (1.2) имеют вид 𝐹𝑘(𝑣) = 𝛿V𝑘

(𝑣), 𝑘 ∈ 0 : 𝑁 , где V𝑘 — компакты
соответствующих размерностей. Учитывая замечание после формулы
(3.4) и используя обозначения (3.6), эту формулу запишем как

𝑧𝑘 = 𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑐
′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) +𝐷1𝑢𝑘) = ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘),

𝑧0 ∈ V0, 𝑐′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) +𝐷1𝑢𝑘 ∈ V𝑘, 𝑘 ∈ 1 : 𝑁.

Множества (2.1) имеют вид

𝐺1(𝑦) =
{︀
[𝑧0;𝑢1] : 𝑧0 ∈ V0, 𝐷1𝑢1 ∈ V1 − 𝑐′𝐶(𝑦1 − ℎ1(𝑧0))

}︀
⊂ R2𝑚+𝑞−𝑛,

𝒟1(𝑦) =
{︁
𝑧1 : 𝑧1 = ̃︀𝑓1(𝑧0, 𝑢1), [𝑧0;𝑢1] ∈ 𝐺1(𝑦)

}︁
⊂ R𝑚.

(5.1)

Предположим, что для 𝑖 ∈ 1 : 𝑘 − 1 множества 𝐺𝑖(𝑦) и 𝒟𝑖(𝑦) уже по-
строены. Тогда по аналогии с (5.1) рекуррентно определяем множества

𝐺𝑘(𝑦) =
{︀
[𝑧𝑘−1;𝑢𝑘] : 𝑧𝑘−1 ∈ 𝒟𝑘−1(𝑦), 𝐷1𝑢𝑘 ∈ V𝑘 − 𝑐′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))

}︀
,

𝒟𝑘(𝑦) =
{︁
𝑧𝑘 : 𝑧𝑘 = ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1, 𝑢𝑘), [𝑧𝑘−1;𝑢𝑘] ∈ 𝐺𝑘(𝑦)

}︁
,

(5.2)
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где 𝐺𝑘(𝑦) ⊂ R2𝑚+𝑞−𝑛, а ОД 𝒟𝑘(𝑦) ⊂ R𝑚 на 𝑘-м шаге совпадает с ИМ
𝑍𝑘(𝑦), (2.4). В случае (3.3) возмущение 𝑢𝑘 отсутствует и вместо (5.2)

𝐺𝑘(𝑦) =
{︀
𝑧𝑘−1 : 𝑧𝑘−1 ∈ 𝒟𝑘−1(𝑦), 𝑐

+(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) ∈ V𝑘

}︀
,

𝒟𝑘(𝑦) =
{︁
𝑧𝑘 : 𝑧𝑘 = ̃︀𝑓𝑘(𝑧𝑘−1), 𝑧𝑘−1 ∈ 𝐺𝑘(𝑦)

}︁
.

(5.3)

И в (5.2) и в (5.3) множества 𝐺𝑘(𝑦) образуются путем пересечения.
Обозначим одним символом 𝒢𝑘(𝑦) множества{︀

[𝑧𝑘−1;𝑢𝑘] : 𝐷1𝑢𝑘 ∈ V𝑘 − 𝑐′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1))
}︀

или{︀
𝑧𝑘−1 : 𝑐

+(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) ∈ V𝑘

}︀
.

(5.4)

В силу свойств матрицы 𝐷1 первое множество в (5.4) запишем 𝒢𝑘(𝑦) ={︀
[𝑧𝑘−1;𝑢𝑘] : 𝐷

+
1 (𝑐

′𝐶(𝑦𝑘 − ℎ𝑘(𝑧𝑘−1)) + 𝑢𝑘 ∈ 𝐷+
1 V𝑘

}︀
. Полагая 𝒟0(𝑦) = V0,

получаем следующий алгоритм вычисления ИМ 𝑍𝑘(𝑦) = 𝒟𝑘(𝑦).

Алгоритм 1.
∙ На первом шаге берем пересечение 𝐺1(𝑦) = (𝒟0(𝑦)× R𝑞+𝑚−𝑛) ∩

𝒢1(𝑦) или 𝐺1(𝑦) = 𝒟0(𝑦) ∩ 𝒢1(𝑦) в случае (3.3).
∙ Делаем прогноз 𝒟1(𝑦) = ̃︀𝑓1(𝐺1(𝑦)).
∙ На 𝑘-м шаге берем пересечение 𝐺𝑘(𝑦) = (𝒟𝑘−1(𝑦)× R𝑞+𝑚−𝑛)∩𝒢𝑘(𝑦)

или 𝐺𝑘(𝑦) = 𝒟𝑘−1(𝑦) ∩ 𝒢𝑘(𝑦) в случае (3.3).
∙ Вычисляем 𝒟𝑘(𝑦) = ̃︀𝑓𝑘(𝐺𝑘(𝑦)).
В данном алгоритме пространство R𝑞+𝑚−𝑛 можно заменить компак-

том 𝑈 , содержащим все возможные векторы 𝑢𝑘.
Огрубленная процедура оценивания состоит из следующих действий.

Алгоритм 2.
∙ Заменяем все множества V𝑘 конечными множествами ̃︀V𝑘.
∙ Заменяем сигнал 𝑦𝑘 наилучшим приближением ̃︀𝑦𝑘 с помощью урав-

нений (3.1) и множеств ̃︀V𝑘. Без этого приближения последующие по-
строения могут приводить к пустым множествам.
∙ Множество ̃︀𝑈 всех возможных векторов ̃︀𝑢𝑘 также становится ко-

нечным. На первом шаге берем пересечение ̃︀𝐺1(𝑦) =
(︁ ̃︀𝒟0(𝑦)× ̃︀𝑈)︁∩ ̃︀𝒢1(𝑦)

или ̃︀𝐺1(𝑦) = ̃︀𝒟0(𝑦) ∩ ̃︀𝒢1(𝑦) в случае (3.3).
∙ Делаем прогноз ̃︀𝒟1(𝑦) = ̃︀𝑓1( ̃︀𝐺1(𝑦)).
∙ На 𝑘-м шаге берем пересечение ̃︀𝐺𝑘(𝑦) = (︁ ̃︀𝒟𝑘−1(𝑦)× ̃︀𝑈)︁∩𝒢𝑘(𝑦) или̃︀𝐺𝑘(𝑦) = ̃︀𝒟𝑘−1(𝑦) ∩ ̃︀𝒢𝑘(𝑦) в случае (3.3).
∙ Вычисляем ̃︀𝒟𝑘(𝑦) = ̃︀𝑓𝑘( ̃︀𝐺𝑘(𝑦)).
В данных алгоритмах все множества могут быть заменены соответ-

ствующими функциями расстояния. Исследование сходимости огруб-
ленного алгоритма представляет собой отдельную задачу, которая бу-
дет рассмотрена в последующих работах.
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6. Заключение

∙ Рассмотрены вопросы гарантированного оценивания нелинейных
многошаговых систем, для которых часть координат ненаблюдаема.
∙ Для возмущений заданы суммарные априорные ограничения с не-

отрицательными полунепрерывными функциями, что включает и гео-
метрические ограничения. Постановка задачи охватывает все извест-
ные нам формулировки задач гарантированного оценивания фазового
вектора для многошаговых систем.
∙ Приведены общие формулы для построения информационных мно-

жеств и их конкретизация в частных случаях. Рассмотрены примеры:
двумерные логистические системы и уравнения Лотки – Вольтерры.
∙ Отдельно рассмотрен случай линейных уравнений, где для постро-

ения информационных множеств используются опорные функции.
∙ При геометрических ограничениях на возмущения приведена ог-

рубленная процедура оценивания с возможным использованием функ-
ций расстояния до множества. В дальнейшем предполагается рассмот-
реть сходимость предлагаемой процедуры, а также изучить вопросы
выбора точек в ограничивающих множествах.
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