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关于矩阵广义逆的几个性质
’

刘 双 吉吉

(数 学 系 )

摘 要 M a g n u s 和 N e u d e e k e r 曾讨论 M o o r e 一

P e n r o s e 广义逆所具有的
“

乘积

化简
”

和
“

加减分拆
”

等若干较好性质
.

本文推广得到最小二乘广义逆和最小范 数广义

逆等也具有这些性质
,

为其进一步应用提供了方便
.

关键词 M P 广义逆
,

最小二乘广义逆
,

最小范数广义逆
,

自反广义逆
.

O 引 言

矩阵广义逆概念被 M 。 。 re 和 P e n r 。“ 分别提出后
,

目前在代数
、

数理统计
、

计算

方法
、

微分方程
、

泛函分析
、

物理学
、

测量学和 自动控制等方面都有愈加广泛的应用 川
。

对

其研究
,

也愈引起人们的重视
〔 ’ 一 ` ’ .

本文给出其中 M o or e 一 P e n r o蛇 广义逆性质的某些

结论的推广
,

使得最小二乘广义逆和最小范数广义逆等同样具有这些较好性质
,

方 便 于 应

用
。

1 准备知识

本文限定于讨论实矩阵
.

定义 对于矩阵 A 。 、 。 ,

如果存在 G
。 、 。 ,

满足下面 M o o r e 一 P e n r o s e 方程

A G A = A ( l )

G A G = G ( 2 )

( A G )
` = A G ( 3 )

( G A )
` “ G A ( 4 )

中的某些方程
,

则称 G 是 A 关于这些方程的广义逆
.

较重要的有满足所有 4 条的 M o o er
-

P e n r
os e 广义逆

,

有时称作加号逆
,

记 G = A 十 ; 满足 ( l)
、

( 3) 的最小二乘广义逆
,

记 G 二

A 石; 满足 ( l )
、

( 4) 的最小范数广义逆
,

记 G = A币 满足 ( l)
、

( 2) 的自反广义逆
,

记 G = A 几
.

还有其它广义逆
,

此处不一一列举了
,

可参见文献 〔4〕
,

只有 A 十

存在且唯一
,

其它广义逆

存在但不唯一
下面是 M o o er

一
P e n r o朋 广义逆的几个性质

〔 ” 〕 :

性质 l :

( A
十

)
十 = A ;
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性质 2 : A + 二 A
,

若 A对称幂等
;

性质 3
: 且

’

注注
十 = 且

` = A 十
且 A

` ;

性质 4 : A
`

A 十 ’

A + = A + = A 十 A + `

A
’ ;

性质 5 :

( A
’

A )
+ = A 十 A

+ ` ,

( A A
`

)
十 = A + `

A 十 ;

性质 6 :

( A A
十

)
+ = A A + ,

( A
十

A )
+ = A

+

A
.

对照上面
,

给出下面引理
,

其中若干将用于本文主要结果的证明
.

弓}理 l : A 任 ( A动动

引理 2 : A 任 A
一 ,

若 A 幂等
;

弓I理 3
: A

’

A A 汤= A
’ = A 兀A A

` ;

弓}理 4
: A

’

A打 A云任 A云
,

A石A兹A
’

任 A矛

引理 5 : A汤A万任 ( A
`

A )
一 ,

A汀A 石任 ( A A
’

)
一 ,

A 石
; A而 任 ( A

’

A )石
` ,

A石; A云
。
任 ( A A

’

)云
。 ;

弓1理 6 : A A 几任 ( A A动石
,

A石A e ( A 几A )几
.

证明
:

引理 l 注意到
: A 几A A舀二 A几 且 A A几A 二 盛

.

引理 3 A
’

A A 石= A
’

( A A动
` = ( A A石 A )

` = A
` 二 ( A A 几A )

’ = ( A 而A )
’

A
’ = A 石A A

`

引理 2
,

4
,

5
,

6 考虑使用定义
.

2 主要定理

定理 l 若 B 行满秩
,

则 ( A B ) ( A B )几
= A A 石

证明
:

(盛 B ) (通刀 )石= (月B ) 几
`

(且 B )
` = ( A B )污

`

B谊
` = (盛B )石

`

B 恤
`

A注石

二 A B ( A B )而A A石= A B ( A B )舀A B B 十 A 石= A A石
.

定理 2 若 H 列满秩
,

则 ( H A )武 H A ) = A 石A

证明
:

( H A )献 H A ) = A
’

H
’

( H A )汀
= A石A A

`

H ( H A )汀
= A 几H

+

H A ( H A )几( H A ) = A 石A

定理 3 若 A = A
` = A “ ,

则 A B = B 且 叹 A ) = 叹 B ) 瞬 = > A = B B 石

证明
: 。 A B 二 B B 石B 二 B ,

进而
, (且 ) = , ( B B石)簇

r
( B ) = r ( A B )簇 , ( A )即 , ( A ) = : ( B )

净 令 尸 = A 一 B B 石
,

易知 尸
护 二 尸 且 B 石A 任 { B耐

,

B B石A =
( B B 舀)

`

A
’ =

( A B B 石)
` 二 ( B B 石)

` = B B 石

于是 尸
2 = A

“ 一 A B B 石一 B B 石A + B B 石B B 元= A 一 B B 云一 B B 几十 B B 石二 A 一 B B 石= P

r ( P ) = t r (尸 ) = 七r ( A ) 一 t r ( B B石)
二 :

( A ) 一 r ( B B 石) = ,
( A )

一 r
( B )

= o

即 A = B B石
.

定理 4 若 A = A
’ 二 A “ ,

则 H A =
H 且 (r A卜 (r H ) < = > A = H 石H

证明
:

幸 H A = H H 石H = H 进而 袱 A ) = 以 H )

冷令 尸 = A 一
H 孤H

,

易知 尸
’ 二 尸 且 A H孤H

=
H孤H

于是 尸 ” 二 A “ 一 A H 几H
一

H 几H A + H 孤H H 几H

= A 一
H几H 一 H 石H + H二H

= A 一 H孤H
= 尸

: (尸 ) 二 七(r P )
二
衍 ( A )

一 tr ( H 二H )
= 袱且 ) 一 :

( H 几H )
= : ( A ) 一 袱 H ) = 0
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即 A =
H石H

定理 5 已知 A
, : ,

对称幂等
, A B = O

,

且
:
( A ) + , ( B ) = n

则 A 二 I 一 B B 石

证明
:

令 〔卜 I
。
一 A

,

则 C 对称幂等
,

且 C B = B ,

进一步 以 C ) 二 n 一 以 A ) 二
:
( B )

由定理 3知 C = B B 石
,

即 A 二 I
, 一 B B石

.

定理 6 已知 A
。 、 。

对称幂等
,

H A = 0
,

且 以 A ) + 以 H ) 二 n ,

则 A 二 I 一 H 孤H
.

证明
:

令 C = I
。 一 A

,

则 C 对称幂等
,

且 H C = H
,

进一步 《 C ) = n 一 以 A ) = 袱 H )
,

由定理 4 知 C =
H 云H

,

即 A 二 I
,
一 H石H

.

定理 7 和定理 8 与文献〔 3 〕中定理 1
.

1 有关
.

定理 7 A
’

A B = A
`

C <
二

今 A B = A A 石C

证明
:

=< A
’

A B = A
`

A A 石c = A
`

c
,

根据前面的引理

=> A A石C =
( A A 石)

’

C = A万 A
`

C = A汀A
’

A B = A B

定理 8 H A才 = G A
’

令奋 H A = G A云A

证明
:

幸 H A A
` = G A 反A A

` = G A
’ ,

根据前面的引理
.

今 G A元A = G ( A石A )
’ = G A

’

A汀
二 H A A

’

A汀
= H A

注
:

特别地
,

上面所有定理对 M o or
e 一 P e n r

os e 广义逆全部成立
,

故文献 〔 3 〕中有关结论

是本文的特例
.

本文主要定理的应用可参见文献〔 3 〕中定理 3
.

20 到定理 3
.

24 等
,

待另文

探讨
。
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