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PROLOGO

El propósito de este trabajo es establecer el fundamento 

de una teoría categorial de variedades diferenciables, que po

dría generalizar definiciones y teoremas de la geometría dife

rencial. Se tiene la idea de que nociones tales como atlas y 

variedades diferenciables y aplicaciones entre ellos pueden ex 

presarse en una forma muy general mediante el lenguaje de la 

teoría de categorías. Así surgen los atlas abstractos, los 

morfismos entre ellos, las variedades abstractas, etc. Esa d£ 

finición general admite como ejemplos, además de los entes que 

generaliza,otros sin vinculación aparente con aquellos, como 

sucede en el $ 5 de la primera parte, en que la proposición 56 

y su corolario 5·7 proveen ajemplos "algebraicos" de atlas ab£ 

tractos, que no surgen naturalmente del modelo "topológico" 

que se tuvo en mente.

A partir de las definiciones "abstractas" mencionadas se 

tratan de obtener propiedades análogas a las que tienen los en 

tes de los cuales se partió. Así por ejemplo, en el l 4 de la 

primera parte se obtiene una categoría de variedades abstrac

tas y morfismos entre ellas. Otra tarea importante, que ocupa 

toda la segunda parte, es la ele construir en ciertas condicio

nes muy generales (ver postulados (1) a (6),% 1) el atlas tan

gente a uno dado, así como también el morfismo tangente asocia 
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do a un morfismo dado (y luego por supuesto, las variedades 

tangentes correspondientes). Para la definición del atlas 

tangente se usé la idea (ver ) de "pegar" sus codominios 

de mapa mediante morfismos de la forma (ψ© ρτ,ϋψ ) si se con

sidera que los respectivos codominios del atlas dado se "pegan" 

mediante los morfismos <f> .

También se caracteriza el morfismo tangente asociado a 

uno dado f por medio de los morfismos que quedan inducidos 

entre los modelos de los atlas tangentesque serán de la for- 
i 

ma pr,D<p ), con φ inducido por £ entre los modelos de 

los atlas dados. Con estas definiciones se logra además con£ 

truir un funtor tangente "generalizado" y, aplicadas al caso 

concreto, se demuestra que se obtienen las nociones conocidas 

(ver $6) relacionándosé asimismo el funtor tangente "concreto" 

con el "abstracto" (teorema 6.9)

Se obtienen además algunos resultados como por ejemplo u- 

na realización de atlas abstractos (ver teorema 2.5» primera 

parte), el isomorfismo entre una categoría de variedades abs·. 

tractas y otra de sus realizaciones (teorema 4.5» primera par

te), una "restricción" que constituye una equivalencia de atlas 

abstractos, que se aplica en el caso particular del atlas domi

nio de un morfismo dado (ver proposición 5.6 y teorema 5.8), 

etc.

Se espera de esta manera seguir obteniendo resultados que 

llevarán a la generalización de teoremas conocidos, así como a 
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poner en evidencia la raiz categorial o funtorial de algunos 

resultados clásicos.



Primera Parte

Definición de variedad abstracta
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$ 1 INTRODUCCION

1.1 Terminología:

Las topologías de Grothendieck serán llama

das G-topologías; su definición es la de [2 1. En lo que sigue 

es la categoría de conjuntos y funciones, y G-£ es la G-to- 

pología que se obtiene de adjuntándole, como Cov(G-€>) la 

familia de los conjuntos Φ de morfismos tales que, para cada Φ, 
f 

las imágenes de las funciones pertenecientes a T cubren en sen

tido habitual un cierto conjunto ΙΛ . Se hará uso de los fun- 

tores y transformaciones naturales generalizados introducidos 

por Ehresmann (ver C3J): un funtor generalizado E, de la cate

goría C en la categoría C’ asocia a cada morfismo de C una cía 

se no vacía de morfismos de C’ , de tal manera que, si £ es la 

unidad del objeto A de C, F(el es la clase de las unidades de 

los objetos de F(A), y si h= go f en C, entonces:

Nuestra definición de transformación generalizada será li

geramente diferente de la de Ehresmann: si F y F* son funto- 

res generalizados de C en C* , una transformación generalizada 

t de F en F’ asocia a cada objeto A de 0 una clase de morfi¿ 

mos que tienen por dominio un objeto de F(A) y por codominio 

un objeto de F’(A), de tal manera que: (i) Para todo X £ F(A) 

existe al menos una flecha de t(A) cuyo dominio es X, (ii) Si 

X C-F(A), X’ eF(B), léF’(A), Y’é F’(B), u:X—*Y con u <5 t(A), 

v:X'—*Y' con vét(B) y geF(f) con f:A—»B y g:X—»X' ,
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entonces existe y h:Y·—· Y’ tales que h« F’(f’)

y h«>u«Vog. Se componen las transformaciones generaliza

das de C en C’ porcia fórmula: (tgot.XA) · t£(A). t.(A) . 

Se obtiene así una categoría cuyos objetos son los funtores 

generalizados de C en C’ y cuyos morfismos son las transforma

ciones generalizadas entre tales funtores. Si el segundo funtor 

F’ es constante, entonces para cada Xe F(A) hay exactamente un 

morfismo perteneciente a t(A) cuyo dominio es X.

Una transformación generalizada t:F—*F’ (funtores genera

lizados de C en C*) tal que, para todo objeto A de C^het(A), 

h sea un isomorfismo en C* será llamada.equivalencia débil de 

F en F’.

Un funtor generalizado de· la G-topología T en la G-topolo- 

gía T’ es un funtor generalizado F:Cat T—-Cat T’ , tal que se ··
verifican las dos condiciones siguientes: (i) Para todo conjun

to Cov T y para todo X¿F(V), si Φ es la familia

de todos los morfismos de la forma g:Y—* X con gá-Fí^j) para 

para al menos un índice i, entonces <$ € Cov Τ’, (ii) Dado el 

diagrama Jx» V K g¿e F(fp (i=l,2), f^U^U ;

si existe en Cat T* un objeto no inicial A y morfismos a-:A— V· 

tales que g1 · a^ g2 , entonces 3 Ü, VgF(Ü), h^-.Ü—U. , 

k. g F(h^) tales que el. siguiente es un diagrama de producto 

fibrado en Cat Τ’:
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Si se tiene un diagrama de producto fibrado en Cat T:

entonces existe un diagrama de producto fibrado en Cat Τ’:

siendo r^ ( d = i,j) valores del funtor F y f. e F(<£)

Hay una noción evidente de cofuntor generalizado y de trans 

formación generalizada entre tales cofuntores.

1.2 Teorema de Kan sobre la existencia de límites:

Hay una noción evidente de límite de un funtor (o de un co

funtor) generalizado, con respecto a una transformación genera

lizada y el teorema de existencia de Kan .141· vale bajo la forma 

siguiente:

Teorema de Kan para funtores generalizados en 6 ;

A todo funtor generalizado F:C —*€ se puede asociar, de 

manera canónica, un conjunto A y una transformación generaliza

da t, de manera que A sea límite directo de F con respecto at.

La demostración sigue el esquema de la de (4). En el con

junto de ternas (U,V,x) tales que U es un objeto de C, Ve F(U) 

y xe V se define una relación (reflexiva y transitiva), denota

da ru , por la condición siguiente:/ (U,V,x) (U*,V’,x’) si

y sólo si existen morfismos f:U—»U* y g:V—»V’ tales que

g eF(f) y g(x)= x’ · Sea R la relación de equivalencia ge

nerada por cu : (U,V,x) R (U*,V’,x’) si y sólo si existe 
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una sucesión finita de ternas to,...,t , tales que: to=(U,V,x), 

tn=(U’,V’,x’) y ° » Para i=l,...,n-

Sea A el conjunto cociente por R. Se define una transfor

mación generalizada t., de F en el funtor "constante" de dominio 

C y "valor" A, definiendo como t(U) el conjunto de aplica

ciones t(U)v:V—»A (donde VeF(U)) dadas por: t(U)v(x)=(ü,V,x) 

donde la barra indica la clase de equivalencia con respecto a t^. 

En el caso en que los valores de F en los morfismos sean todos 
inclusiones, el conjunto A es isómorfo a \~J V (unión de

VeRu) ,UeOb(ÍP) 
los valores de F en los objetos de C).

En todo lo que sigue, escribiremos simplemente "límite" 

en lugar de "límite directo".
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 2 ATLAS ABSTRACTOS

2.1 Definición;
Un atlas abstracto es una terna (F,X,s), donde 

F es un funtor generalizado de la G-topología T en la G-topo- 

logía T, X es un límite de F con respecto a una transformación 

generalizada t, y ¿ es una equivalencia débil de F en el fun

tor idéntico sobre Cat T; esto implica que Cat T debe ser una 

subcategoría de Cat T. Diremos que X es el soporte del atlas 

abstracto y que t es la transformación asociada al atlas.

Sea el diagrama;

de producto fibrado en Cat T, siendo k.e F(h.), g.£ F(f.) (i= 

1,2). Si son f?, h? (i=l,2) los morfismos de Cat T dgdgeapor 

postulado (ii) de transformación generalizada aplicado a £, 

tales que, para ciertos. ues(U), u.«s(ü^), ues(U) hacen con

mutativos los diagramas: 

entonces es:

un diagrama de producto fibrado en Cat T.

2.2 Aplicación a los atlas diferenciables:

Diremos que un atlas CZ , diferenciable de clase C , o

C -atlas en el sentido de [51, es hereditario si se verifican 

las dos condiciones siguientes:
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(i) δίψέΟ', con ψ:Α—-U ; si Be A es un abierto y 

Ve U es un abierto, entonces <p|Béd y φ| é Ώ · 

(ii) Si , con ψ:Α —-U, para todo espacio de Banach E 

que interviene en la definición de d, para todo abier 

to Ve E y para todo C -isomorfismo f :U—-V, se tie

ne que: f« ψ e 3

Sea Q un 0 -atlas hereditario. Llamaremos Cat T a la ca

tegoría cuyos objetos son los codominios de los mapas de 3 y 

cuyos morfismos son: los cambios de mapa de Ct , las inclusio

nes entre objetos de Cat T y las composiciones (en número fini

to cualquiera) de tales morfismos. SeA Cov T la familia de 

conjuntos de morfismos de Cat T que cubren en sentido habitual 

un cierto objeto de Cat T. Se obtiene así la G-topología T.

Sea T la G-topología que hemos llamado G-^ (1.1). Sea F el fun— 

tor generalizado de T en- T construido de la siguiente manera: 

si U es un objeto de Cat T, F(U) es la clase de dominios de ma 

pas cuyo codominio es U. Para un morfismo <p:U— V- en Cat T, 

se distinguen tres casos: si φ es una equivalencia (cambio de 

mapa), Ε(ψ) es la clase de identidades de los objetos perten£ 

cientes a F(U)n F(V); si ψ es una inclusión entonces para to

do V’ tal que fy,:V’—-V sea un mapa de Cf, ponemos U’sf~~(U) 

y se define entonces F(<p ) como la clase de todas las inclu

siones de la forma: U’c—— V’ ; si ψ es una composición de equi

valencias e inclusiones, se define F(^) de manera evidente 

tomando todas las composiciones posibles. Sea X el conjunto 

subyacente al atlas Ό , Entonces X es el límite de F con res
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pecto a una transformación generalizada t que a cada objeto 

U de Cat T asocia el conjunto de las inclusiones U’c—X, donde 

U* recorre F(U). Sea ahora js la transformación generalizada de 

F en el funtor idéntico sobre Cat T, que a cada objeto U de 

Cat T asocia la clase de mapas de CX cuyo codominio es U : es 

una equivalencia débil. La terna (F,X,s) es un atlas abstracto 

de soporte X y de transformación asociada t.

2.3 Subcategorías inclusivas:
 Llamaremos así a toda subcategoría

D de C tal que: Ob(D) = Ob(C) y para A y B objetos cualesqui£ 

ra de D, el conjunto D(A,B)u D(B,A) tiene a lo sumo un elemen 

to.

El ejemplo típico de subcategoría inclusiva es la subcate

goría de ·€ cuyos morfismos son las inclusiones.

2.4 Cr -categorías:

Sea S un conjunto de espacios de Banach; una 

categoría será llamada C -categoría de tipo S si sus objetos 

son abiertos de los espacios de S y sus morfismos son: C“-iso- 

morfismos, inclusiones ó composiciones en número finito cual

quiera de tales morfismos con la propiedad siguiente: todo 

abierto incluido en un objeto es un objeto, todas las inclusio

nes entre objetos son morfismos, y todo Cr-isomorfismo de un ob 

jeto sobre un abierto de un espacio E C S es un morfismo·
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Una Cr-G-topología de tipo S es una G-topología T tal que

Cat T es una Cr-categoría de tipo S y Cov T es la familia de 

conjuntos de morfismos que cubren en sentido habitual un cierto 

objeto de Cat T.

2.5 Teorema de realización;

Teorema: Sea (F,X,s) con F:T—G-€, 

un atlas abstracto de transformación asociada £, tal que:

(i) T es una C -G-topología de tipo S.

1 (ii) F toma sus valores en una subcategoría inclusiva 

de Cat T = .

Entonces existe un C -atlas hereditario C* , de tipo S, 

cuyo conjunto subyacente es X y cuyos mapas son las composicio
nes de la forma h o g”\ con h es(U), get(U), y donde g es 

la restricción de g a su imagen. 

Demostración: Probaremos en primer lugar que, para todo

f:U,—-Up en Cat T y para todo g^F(f), la aplicación g es 

inyectiva.

Sea g:V,—-Vp. Como s es una transformación generalizada 

de F en el funtor idéntico sobre Cat T, existe h £ s(U,), 

késíüj) con h:V,—U^ , kiVp-^Up . Por definición de trans

formación generalizada, existe entonces un morfismo f’:U,—Up 

tal que: f’«h = k«g. Pero f’ (siendo un morfismo de Cat T) 

es inyectiva, y h es inyectiva puesto que £ es una equivalen·*· 

cia débil. Luego β es inyectiva.
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Sea ahora V£F(U), y llamemos t(U)y:V—X a la única 

aplicación de dominio V perteneciente a t(U). Probaremos que 

esta aplicación es inyectiva. Es suficiente hacer la de

mostración para el caso en el que X es el límite de F 

con respecto a t construido de manera canónica por aplicación 

del teorema de Kan (1.2).

Supongamos t(U)y(x) = t(ü)v(y). Luego (ü,V,x) = (U,V,y). 

Entonces existe una sucesión finita de ternas tA...«,t , tal 

que (con las notaciones de 1.2) 6 t^~ ^i-1» para

i=l,...,n, y to = (U,V,x), t = (U,V,y). Para n=o se tiene 

x=y. Supongamos n=l; luego existe f:U —U, g:V—-V conI 
geF(f) y g(x)=y, o bien g(y)=x. Por la hipótesis (ii) del 

enunciado del teorema se tiene g=ly , luego x=y. Supongamos 

ahora n=2. Entonces existe (U^,V.,x.) tal que se verifica uno 

de los siguientes casos:

En lo que sigue supondremos siempre g^e. F(f.), i=l,2.

En el caso (a) se tiene: f^:ü—f2:U,—” * 

gi;V—, g2:V1—V con g2(g1(x)) = y. Pero g2<5 g1= ly,

luego x=y. El caso (b) es análogo. En el caso (c) existen 

f-pf^U—*υχ, g1,g2:V—V15 con gj(x) = g2(y). Pero de 

acuerdo a lo que se ha probado al principio de esta demostra -
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ción, g, es inyectiva y, por la hipótesis (ii), 6^ ~ 63 » 

luego x = y. El caso (d) es análogo.

Se demostrará por inducción que, si existe una sucesión 

de n ternas to ,... ,t con las propiedades ya enunciadas, en

tonces x=y. Esto ya ha sido demostrado para n ■ o,1,2. 

Supongámoslo verdadero para n 2 y supongamos que existe una 

sucesión de longitud n+1 con las propiedades enunciadas: to, 

....t ,. Si existiera un índice j tal que 1 4 j ¿ n y 7 n+i
t . t <-u t. oj t. Ί , ó t. ·, aj t t, i, se tendría una sucesión J —1 J 3+-L J ■u
de longitud n con las mismas propiedades, pues la relación 

es transitiva; luego, en virtud de la hipótesis inductiva, el 

teorema estaría demostrado. Entonces, reemplazando el símbolo 

por una flecha, sólo quedan por considerar los dos casos 

siguientes:

En el caso (1) se tiene un diagrama no necesariamente con

mutativo: 

con uts(U), ve s(U,), we s(Up). Pero como ¡s es una trans

formación generalizada, existen f£,fA en $ tales que el 

diagrama siguiente conmuta:
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Como g,(x) ■ g2(x2) " xi» se ti®11® que V » g1(V)n g2(V2) es 
no vacío. Por ser g,,g2 inyectivas es el siguiente diagra

ma de producto fibrado:

donde §■ (i=l,2) es la restricción de g^ a su imagen. Luego 

por definición de funtor generalizado entre G-tppologías (1.1) 

existe ü objeto de Cat T, existe Ve F(Ü) tales que, si es k- 

e F(h^) (i=l,2), h^jÜ —► U, h2:Ü—»Ü2 se tiene un diagrama

de producto fibrado:

Sea h:W—*V tal que k..h = (i=l,2), dada canónica

mente por ser V un V x Vo y sea xí » h(x-,). Entonces:
Vi ¿ χ χ

Luego, se tiene la siguiente sucesión de n+1 términos de

(U,V,x) a (U,V,y):

que tiene dos flechas consecutivas del mismo sentido, que se 

reduce, entonces, a una sucesión de longitud n, de donde se 

obtiene x=y.

Para el caso (2) la demostración es análoga.

Se ha probado entonces que, para todo Uc Ob(Cat T) y para 

toda ge t(U), g es inyectiva. Si llamamos g a la restricción 

de g a su imagen, existirán mapas de la forma h «> ?; con he s(U) 

y es claro que sus dominios cubren a X. Basta probar entonces



r · a—1que los cambios de mapa son C -isomorfismos. Sean η,e g, , 

boo Eg á°s mapas con el mismo dominio A y codominios Uj,U2 

respectivamente. Debemos comprobar que la composición:
λ —1 —1 rk = hp® g2 6i° es una 0 -equivalencia. Es evidente

mente biyectiva,.luego es suficiente probar que es localmente 

un isomorfismo de clase C .
Sean x e-Uj , x -kCxp, y^h^xp, y2=h2 (x2). Luego: 

Bj/yj) = 62(y2)» y como 6i€t(Ui)v>, se tiene (U^V^yp E 

(U2,V2,y2). Existe entonces una sucesión > con
i J

t · =(W.· ,Ζ· ,z. ) y tal que: t._Ί~ t. ó t.^j t. , , siendo t, = 1 1 1 X ZL*eJL j» 1 X“X X

(U^,V^,yj) y tQ=(U2,V2,y2).

Entonces, para cada i=l,...,n-l existe un morfismo f. 

perteneciente a Cat T ^i’^i+1^^ Cat T (W^+j,W^) y un morfis

mo a· perteneciente a Cat T (Ζί,Ζ. η)υ Cat T (Ζ· , ,ζρ, con Ju X J· X Ju «L

a·€ F(f.) tal que:

Por definición de transformación generalizada, existe para 

cada i=l,...,n un isomorfismo en Cat Ϊ. m-:Z^—-W^, tal que 
I

m^Gs(W^); tomaremos m,=h. , m =h2. También por definición de 

transformación generalizada, existe f? con igual dominio e 

igual codominio que f. (i«l,...,n-l), tal que el cuadrado for-
*

mado por m^, a., m^+^, f? es conmutativo.' Teniendo en cuenta 

este hecho, y (x), se ve que existen abiertos W£c. W-(i=l,.- ,n) 

con Xj€ W| , x2€ W* , y C -isomorfismos f^ (1=1,...,n-l) ta

les que fV es la restricción de f? a _W? y W? ,, y los f?i X X X ■"X
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o sus inversas (convenientemente elegidos para cada i) dan por

composición un Cr-isomorfismo· * W’ , con f”(x,) = Xp.
-lz X *Sea ahora x£eW|, y sea yph^ (xp· Por conmutatividad de los

cuadrados m.,a.,m. ,,fl, existe yAcZ , xA e W’ tales que: X J· X TX X te XX te XX

Pero como a.e Ε(^), se tiene que (U1,V1,yp R (U2*V2’yP * 
luego:
De la segunda fórmula de (xje) y de (xxx) se deduce:

Entonces el C -isomorfismo f" coinqide con k en un entorno

de x,, lo que prueba que k es localmente un isomorfismo.

2.6 Proposición:
Sea Ct un C -atlas hereditario (en el sentido

de 2.2) de conjunto subyacente X, y sea (F,X,s) el atlas abstrae 
to asociado a él por el método de 2.2, con F:T—G-tp . Entonces 

(F,X,s) verifica las hipótesis del teorema 2.5» y la aplicación 
de ese teorema a (F,X,s) da el atlas CZ . En efecto, si S es 

<
el conjunto de espacios de Banach que intervienen en la definí- I
ción del atlas Q , la G-topología T verifica la condición (i) 

de 2.5 puesto que CX es hereditario, y el funtor F verifica 

la condición (ii) de 2.5 por construcción.v El resto de la de
mostración es evidente.
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3 MORFISMOS DE ATLAS ABSTRACTOS

3.1 Definición:

Estando dada una clase C de atlas abstractos 

|(FpXpSx)l para i é I, tal que para todo i € I, Εχ sea 

un funtor generalizado de la G-topología T. en la G-topología 

T (con T constante), se dirá que la G-topología K es interme

dia para la clase 0 si se satisfacen las condiciones siguien

tes:
(i) K es una sub-topología de T.

(ii) Para todo i € I, es una sub-*G-topología de K.

(iii) Para todo i t I y para todo objeto ü de Cat T.,
si íψ:U. — Uj £ Cov K, entonces 5^: ^j-^uj é Cov Τχ 

3.2 Ejemplo:

Si C es una clase de C -atlas, hereditarios, se pue 

de tomar como Ob(Cat K) la unión de las clases de objetos de 

las categorías Cat T. obtenidas por el método de 2.2, como 

morfismos de Cat K todas las aplicaciones C -diferenciables 

entre tales objetos, y como Cov K la unión de todos los Cov T 

Se obtiene así una G-topología K, intermedia para la clase C.

3.3 Definición:

' Sean (Ρχ,Χ,,3χ), (F2,X2,s2) ablas abstractos 

con F, ; T,—»T, F^Tg—y transformaciones asociadas t,,t2· 

Sea K una G-topología intermedia para la clase formada por esos 

atlas. Un K-morfismo de (F,,Χχ,3χ) en (F2,X2,s2) es un morfis

mo de Cat T: ί:Χχ—- X2 tal que para todo diagrama de Cat T:
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conU'aF,(U), htt^U), mcs^(U), existe 

tal que, para cada je‘J existe un diagrama en Cat T,

con V’· c Fo(Vi ), ké t_ (¥= ) , n€ s, (V· ), y un morfismo de Cat K J J ¿ u ¿ J “
f .:U.—de manera que el diagrama siguiente sea conmutativo 0 0 0

5.4 Proposición:

Sea C una clase de atlas abstractos, y sea K 

una G-topología intermedia para C. Si se toma como clase de ob 

jetos la clase C, como morfismos los K-morfismos entre atlas de 

C (5.5), y como composición la de T (siendo T la G-topología 

"blanco" para todos los atlas de C), entonces se obtiene una ca 

tegoría.

En efecto: para todo atlas (F,X,s)e C, la aplicación 1 

es un K-morfismo de ese atlas en si mismo; para verlo, basta 

tomar como * U j la clase de un elemento {1^» como Vj

el mismo objeto U, como f. la identidad 1^, y n=m, k=h.

Ademas, si f: (F^,X^,s-^)—*(Fg,Xg,S2), g! (F2,Xg,S2)—► (Fj, 

X,,s,) son K-morfismos, la composición go f es un K-morfismo 

de (F^,X^,s^) en (Ε,,Χ,,β,). Para verlo, sea en Cat T el dia- 

grama U·—U’—X, como en 5.5 · Puesto que f es un K-morfismo

(I)
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existe íUj —* üj j £ Cov T^, tal que, . para todo j £ J exi£

te f .:Uj—· Vu en Cat K y el diagrama conmutativo (1). Pero, 
d d d

estando dado el diagrama Vj*~V^—puesto que g es un K- 

morfismo, existirá: re R θον T2’ Para cada
réR un morfismo de Cat K, g^:Vj—-W , de manera que hay un ··· d·
diagrama conmutativo: 

con uét5(Wr), qéS5(Wr). Como Y = {J é Cov T2, se 

tiene V € Cov K puesto que T2 os una sub-G-topología de K. 

Luego, si llamamos V^x al producto fibrado de V-r por Uj 
sobre V_¡ con respecto a ψ^Γ y f^, se tiend: Φ = Kp

é Cov K. Pero K es intermedia y U. es un objeto de Cat T-. ; luego 
d «L

Φ € Cov T,. Entonces:

Pongamos: Z? = y ' para séS. Para cada seS existe un C S J
morfismo de Cat K, d_:V xü. —» W_ obtenido por composición de s jr j r
la proyección de producto fibrado: VH*U.—»V. con g :V. W

d^ d d * d* J·
Se ve entonces fácilmente que el diagrama siguiente es conmuta
tivo: 

lo que prueba la proposición.

(2)
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5.5 Proposición:
Sean CX. , OL C -atlas hereditarios de tipo S, 

cuyos conjuntos subyacentes son X,respectivamente. Sea A^ 

(i=l,2) el atlas abstracto obtenido de Cl/ por aplicación de 

2.2; sean K la G-topología intermedia descripta en 5*2 tomando 

como 0 la clase ^:^1'—^^2 una Entonces
f es una Cr-aplicación diferenciable de la estructura de, C - 

variedad diferenciable definida por CX, en la definida por CZ 

si y sólo si f es un K-morfismo de Aj en A2» en el sentido de 

3,3.

5.6 Proposición:
Sean A, ,A2 atlas abstractos que satisfacen 

las hipótesis (i) y (ii) del teorema 2.5;$., Q? l°s θ -atlas t
correspondientes por aplicación del teorema 2.5; K la G-topo- 

logía intermedia para la clase descripta en 5.2 ;

y f:X-,—*Xg una función (siendo X^ el soporte de A-, i=l,2) 

Sea ν'. la Cr-variedad definida por el atlas .. Entonces f 

es un K-morfismo de A. en Ap, en el sentido de 5*5» si y sólo 
si f es una aplicación Cr-diferenciable de en V^.
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$4 VARIEDADES ABSTRACTAS

4.1 Definición:
Sea C una clase de atlas abstractos y sea K una 

G-topología intermedia para C.· Sean A·=(F·,X■,s.) é C, para 

i=l,2. Diremos que A, es K-equivalente a Ag si y solo si 

es un K-morfismo de A^ en Ag y de Ag en A^ (yes 

entonces un isomorfismo)·

Es ésta una relación de equivalencia en C.

I
4.2 Definición:

En las condiciones de £.1, se llama K-variedad 

abstracta a cada una de las clases de equivalencia en C por la 

relación de K-equivalencia. Un K-morfismo entre tales varieda

des es un K-morfismo entre dos representantes respectivos.

4.5 Teorema:

En las condiciones de 4.2, las K-variédádés abstrae 

tas y los K-morfismos entre ellas forman una categoría.

4.4 Proposición:
Sea A un atlas abstracto que satisface (i) y (ii) 

de 2,5. Sean CZ el C -atlas obtenido por aplicación de 2.5 y A 
el atlas abstracto obtenido de Ct por aplicación de 2.2. Enton

ces A y A* son K-equivalentes (siendo K como en 5.2) y perte

necen, entonces, a la misma K-variedad abstracta.
En efecto: sea eí diagrama U-^U’-^X, con tfeF(U), me s(If)
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h€t(U). Existen entonces f 1^:11—*-ü^ € Cov T, el diagrama: 

U-BaJZ----- h(U’)c—-X en Cat T2 · ® y el morfismo 1^ (en

lugar de fj), tales que 1^ satisface la definición de morfis 

mo 3.3 ·
Recíprocamente: estando dado el diagrama: 

m ir1u.m——- h(U* )<—-x

el cubrimiento ¿l^U —, el diagrama U-—U’---- -X y el mor

fismo de Cat K 1^:U—Permíben establecer que 1^. es un

morfismo de A’ en A.

4» 5.. Teorema: 
Ί 

Sea S una clase de espacios de Banach y sea K la G- 

topología definida por: los objetosi.de Cat K son abiertos de los 

espacios de S, los morfismos de Cat K son.las aplicaciones C - 

diferenciables entre esos objetos, y los elementos de Cov K son 

las clases de morfismos que son C -isomorfismos en su imagen y 

que cubren U en el sentido habitual (donde U recorre- Ob(Cat K)). 

Sea Vr la categoría de Cr-variedades de tipo S y de Cr-morfis- 

mos, y sea VAr la categoría siguiente: Los objetos de VAr 

son las variedades abstractas construidas sobre C-G-topologías 

de tipo S (en el sentido de 2.4) cuyos respectivos funtores ge- 

neralizados (los que definen los respectivos atlas) toman sus 

valores en subcategorías inclusivas de & ; los morfismos de VAr 

son los K-morfismos entre los objetos. Entonces, la construc

ción 2.2 y la proposición 3·5 definen un funtor ordinario de

objetosi.de
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Vr en VA , y el teorema 2.5 y la proposición 3·θ definen un 

funtor de VAr en V . Estos funtores son inversos uno del o- 

tro, y las categorías Vr y VAr son entonces isomorfas.

4.6 Remarque:

En todo lo anterior se puede reemplazar "espacios 

de Banach." por "espacios localmente convexos" y 30 -variedad" 

por "variedad diferenciable" en el sentido de C6].
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|5 UN EJEMPLO DE ATLAS ABSTRACTO

5.1 Proposición:

Sea S un funtor fiel ordinario S:C—-'é, C una 

categoría cualquiera, como en 1.1. Si C tiene productos 

fibrados y si S los conserva, es decir;si, cada vez que C es un 

A, xA, es S(C) un SÍAjx^U?), entonces:
1 B ¿ , 1β(Β) .

Cov T feCov es una clase de

cubrimientos tal que: T = fc,Cov Tj es una G-topología, y S 

un funtor S:T—► G-'é.

5·2 Definición:

Llamaremos "de tipo G-io " a una G-topología T 

tal que:

(i) Existe un funtor ‘ S:T—-G-^ tal que S:Cat T—-’to

es un funtor fiel ordinario.

(ii) Si (s^)? j CCov(G-€), entonces Cov T.
i-

Como se ve, (i) y (ii) implican la siguiente equivalencia: i
t Cov T si y solo si € Cov(G-€). Además,

en la proposición 5·1 se ve que esta condición caracteriza a 

Cov T.

5.5 Definición:

Llamaremos a T, en las condiciones de la propo

sición 5.1, una G-topología de tipo G- lo definida por C.

Las categorías "algebraicas": de grupos y homomorfismos
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de grupos, de anillos, de módulos, etc., son ejemplos de cate

gorías que dan lugar a G-topologías de tipo 0-6 , siendo S el 

correspondiente funtor de subyacencia.

5.4 Lema:
Sea T = í Cat T, Cov una G-topología, C una subca

tegoría de Cat T. Existe una subcategoría C de Cat T que con

tiene a C y tal que T’ = C,Cov T|¿f es una sub-G-topología 

de T, siendo Cov Tl^ la clase de cubrimientos inducida por 

Cov T en 0·
D emostracion:

La categoría C es la generada por la clase de ob

jetos que se obtiene adjuntándole a Ob(C) todos los productos 

fibrados entre los objetos de C y por la clase de morfismos for 

mada por los de C y las correspondientes proyecciones canónicas 

de los productos fibrados mencionados

5.5 Definición:

Llameremos a T’ (en las condiciones del lema

5.4 ) una sub-G-topología de T generada por C.

5.6 Proposición:
Sea T= íCat T, Cov T? una G-topología, C una 

subcategoría de Cat T. Sea T* como en el lema 5.4, I:T’e_»T 

el funtor inclusión. Entonces, si I tiene un límite X, es 

(I,X,lj) un atlas abstracto.
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5.7 Corolario:

Todo módulo M sobre un anillo A es soporte de 

un atlas abstracto de la forma (I,M,lj),. siendo I:T’c_»T el 

funtor inclusión, T’ una G-topología generada por la categoría 

de sub-módulos de M finitamente generados e inclusiones y T $ t *
una G-topología de tipo G-6 definida por la categoría de A-mó

dulos y homomorfismos de A-módulos.

Demostración:

Sea C la categoría que genera Τ’, y la que defi 

ne a T. Si se tiene una transformación natural t:I— M*, 

con M’ funtor "constante" igual al objeto M’ de ^6 existe un 

único homomorfismo h:M—·Μ’ definido por:

h(m)=(t(A.m))(m), siendo A.m el submódulo de M generado 

por |mj. Luego, si es I,:C—el funtor inclusión, se tiene 

que: lim I.= M. Además, si consideramos C definida por:

Ob(C) = íintersecciones finitas de objetos de cj 

Morf(C) = /inclusiones entre objetos de o]

y T’ =|C,Cov Tj£ j , también será lim I=M siendo I:T’c—T el 

funtor inclusión.



Segunda Parte

Definición de variedad tangente
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Kota: En lo que sigue, las referencias que aparecen en el tex
to serán, salvo mención en lo contrario, correspondien

tes a los parágrafos y números de la segunda parte.

^1 MODELOS TANGENTES

1.1 Consideraciones previas:
Tomaremos (F,X,s) como representan-

te de una K-variedad abstracta,1 siendo F:T —T, y llamaremos 

modelos a los objetos de Cat T.
Consideraremos además que valen los siguientes postulados 

para T y T:

(1) (Existencia de productos librados en Cat T) Dado el 

diagrama: A, » B ■ Ag en Cat T, si existe un objeto no

inicial A y morfismos a^:A—►A£,-i=l,2> tales que fj. a,=fgoag 

entonces existe el producto fibrado A,x Ao. En particular, si 
XB ¿

existe un U£ x UX, siendo U2éF(U.), i=l,2 , respecto de los 
A

morfismos h^6t(U^), h^ÍÜ^—·Σ, entonces existe un diagrama:

de producto fibrado, con € F(pj)<

(2) Si se tiene un diagrama conmutativo en Cat T

y si son h un morfismo de Cat K, g uno de Cat T, entonces f 

es un morfismo de Cat K'
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una familia cualquiera de morfismos de Cat T, entonces Φ- U Xg 

é Cov T.
(4) ("Pegado" de funciones) Sea φ= —► ujé Cov T.

Sea C* una subcategoría de Cat T definida por:
Ob(C* ) = (u-,W. . | W. u es un U. xU. respecto de Ψ. ,φ.?

* L 1 xd ü 1 d)
Morf(C/)= í identidades, composiciones de proyecciones

* c de productos fibrados?

Entonces, si es I:C*—- Cat T el funtor inclusión, se tiene 7 <
que: lím I = U, respecto de la transformación natural t„

dada sobre las por t^Uf) =

(5) Si se tiene el diagrama U«£-V* , con <p morfis- 

mo de Cat T y ncsCV), entonces existe U’é F(U), mes(U), 

f F(<p) tales que: 

conmuta, y "recíprocamente", dado un diagrama conmutativo (íé) 

con mes(U), né s(V), <p morfismo de Cat T y fé:F(<p.) (para al

gún φ, ) , se tiene que f é F(<P ).

(6) Si es m. fes(U), 1=1,2 , m^:U*—*U, entonces m^mg ·

1.2 Definición:

En las condiciones anteriores diremos que la 

sub-G-topología L de T tiene modelos tangentes de K, siendo K 

una sub-Gtopología de L, si existe'un objeto E de Cat L tal
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que:

(i) Existe una función inyectiva.T_:Ob(Cat K)—Ob(Cat L)
* 'Λ

tal que Te(U) es un UxE ·
SI

(ii) Para todo objeto U de Cat K, pr, :T (U) — U es un

morfismo suryectivo de Cat L.

1.3 Teorema:

Todo objeto U de Cat K es soporte de un atlas abs

tracto tal que: si U es un modelo, entonces los morfismos de i
la forma ho m~^ con mes(U), h€ t(U) son K*-morfismos de 

atlas, siendo K* la unión disjunta de K y Τμ, Tg definida 

por: Ob(Cat T^^uj, Mórf(Cat Tv) = ¡1^, Cov Tv = Si

L tiene modelos tangentes deSK, entonces la proyección 

pr^:T (U)—»U es un K^-morfismo de atlas, siendo definida 

por: Ob(Cat Kn) = [ U,Ta(U)} , Morf(Cat pr , 1T (u)] ,
Cov Kn - ^u} ’ ί^ζυ)}]*

Demostración: Se tiene que (1φ ,ϋ,1π) es un atlas abstracto.Ijj u
Análogamente lo es (lq, >Ta(U),!τ (up’ pr1:Ta(U)-*U es 

Ta(U) a

un Κμ-morfismo entre ambos.

1.4 Definición:
Si L tiene modelos tangentes de K y si existe

una función D:Morf(Cat K) —*Morf(Cat í) tal que:

(i) Si cp;U-*V, entonces D<p:T (U)—E

(ii) Si <{>=1^, entonces D^pep^íT (U)—-E
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(iii) ϋ(ψ·φ) = Βψο((φ* prx),D<p)

(iv) ((p. pr.,Dψ) es un morfismo de Cat L, 

entonces diremos que L tiene derivadas de K .

1.5 Proposición:

Si L tiene derivadas de K, si se define

T¿:Cat K —Cat L sobre los morfismos por: T <p«pr, ,D«p ) 
Λ 

entonces T_ es un funtor y su imagen es una subcategoría de 

Cat L isomorfa a Cat K, sea Cat K ; si además definimos:
Cov K = Ta(ü^l κ} Λ

entonces es K una G-topología. Además Ta (Cat T) es una sub

categoría de Cat K, sea Cat Τ’. Definiendo:
CovT ’ éCov T j 7

se tiene que T* es una sub-G-topplogía de-K. 

Demostración:

Por definición, dados U, mor

fismos de Cat K, será: Τ3(ψ0<ρ) el único morfismo tal que:

siendo p^:T (U.)_ »U· , q^TÍU.)—»E proyecciones canónicas, x a x x x a x
i=l,2,J. Además:

esto último por definición 1.4. Luego se ve que:
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(siendo p:Ta(U)—U y q:Ta(U)-—E las proyecciones canóni

cas). Luego, Ta es un funtor y, por ser inyectivo sobre los 

objetos, es Cat K una subcategoría de Cat L. Veamos que tam

bién es inyectivo sobre los morfismos; sean <p,φ’:ϋ,—-üo, ta

les que Τβ(φ) = Τ&(φ»). Se tiene que: Ta(ip)=p2.Ta(ip')

= φβρ, (siendo p^:Ta(U^)—— Ü¿, i=l,2). Por ser p^ suryecti- 

va (definición 1.2) será Luego T es un isomorfismo

de Cat K sobre Cat K, de lo cual se deducen trivialmente las d£ 

más afirmaciones del lema.

1.6 Definición; 

Llamaremos modelos tangentes a los objetos de 

Cat Τ’.

1.7 Proposición;

Las proyecciones pr, :T (U)—-U constituyen x a
ana transformación natural pr del funtor T& en el"funtor idén 

tico en Cat K.

1.8 Definición:

Diremos que L es una G-topología de derivadas 

de K si tiene derivadas de K y si es intermedia para 

(según definición 5.1 de la primera parte).

1.9 Corolario:
Si L es una G-topología de derivadas de K, és 

intermedia para .
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%2. DEFINICION DEL ATLAS TANGENTE

2.1 Definición;

Con referencia a la definición 1.4 se dirá que

L tiene derivadas conservativas de K si T„ conserva cubrimien- ----- --------------- --------------------- — — a
tos y productos fibrados de T, es decir si se verifica: 

es un diagrama de producto fibrado en Cat T, entonces:

lo es en Cat T.

(iii) Si es φ =χ —£ Cov T, .1:0$ Cat T el

funtor inclusión (C^ como en el postulado (4), 11) se tiene que: 

TO(U) = lim (T o I) en Cat T. a —— a
2.2 Definición:

Diremos que una sub-G-topología T de T es 

G-plena en T si se verifica:

(i) Si € Cov T y para todo i, <s-Morf (Cat T), enton
ces: ÍTi] Cov $·

(ii) Todo diagrama de producto fibrado:

en Cat T, donde p.,f. (i=l,2) son morfismos de Cat T, es un dia 

grama de producto fibrado en Cat T.
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2.5 Proposición:

Sea (F,X,s) como en i 1, sea T G-plena en Ϊ y 

supongamos que existe una G-topología L que tiene derivadas con

servativas de K. Si, además, existe una función inyectiva Φ , 

Φ:V(F)— Ob(Cat T), siendo V(F) la clase de valores de F en 

los objetos de Oat T, tal que para todo U*^V(F), φ(ϋ’) es un 

producto U’xE, entonces existe un funtor generalizado F:T’—T 

(Τ’ definido como en la proposición 1.5) que tiene las siguien

tes propiedades:

(i) Existe una transformación generalizada q:F —F

(ii) Existe una equivalencia débil s de F en el funtor 

idéntico en Cat Τ’.

Demostración;

Definimos F sobre los objetos por:

Sea, para cada U’e F(U)( el morfismo m:U’—-U, mes(ü) (es 

único por postulado (6), % 1) ; si llamamos m=m 1„ .siendo 1^, 

la identidad en E, quedará bien definida, para ψ:ϋ»—mor 

fismo de Cat T, la clase: 

(nótese que, para cada féF('p) existe <p· por definición de trans 

formación generalizada aplicada a £, y es única por ser m. y m2 

isomorfismos).

Veamos que F es, en efecto, un funtor generalizado. Sean

morfismos de Cat T, sea he ΡζΤ^φ.'ρ)).



Luego, existirán heF(ipo<p), h:U£—*Ui, :U^—-U^, tales que:

h = m~ e <» y el siguiente diagrama conmuta:

Por ser: Ρ(ψ®φ) = Ρ(ψ) · ^Cp) , existirán féF(<p), f:U£—-UA, 

géF(<^), g:U£ — U’ tales que h=g « f , y, dados f y g exis

tirán <p ’, φ>’, tales que los siguientes diagramas conmutan:

Luego: ψ’ „ m^=m,e h por lo que, por unicidad de 7} ’, se

tiene que ψ’ a <ψ’ = Ό’ y entonces, si llamamos:
f = m^1 o Τ&(φ’) o g = “5 · Ta(y’)«. ®2’ será k=g o f,

con feF(Ta(tp)), geF(TaCp))« •4
Recíprocamente, sea h=g « f & F(T (ψ)) e F(T Op)). Serán 

entonces f,g de la forma: f=m2 βΤ&(ψ’)β m^, g=m^ o 

siendo φ’, ψ* asociados a algún valor feF(ip), g &Ρ(ψ) respec

tivamente. Puesto que f y g son componibles y por la inyec- 

tividad de Φ , lo serán también f y g y entonces es: 

h=m“ - T (ψ’βφ’)β m, siendo, según se vió antes, ψ*.φ* asociado 

a gef&F(lp.tp).

conmuta; por ser F funtor generalizado y por postulado (6), $ 1 

eso implica: £=1^» (U"=U’) y ^ρ’=1μ. Luego si es f ¿F(Ta(l^))
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necesariamente será f=l;p ♦ con U’ = $(U’)·

Definimos £ por:
q(U) = < pr^: $(U*)—-U’ I ü’eF(ü) y pr^ proyección canónica^

considerando aquí el funtor T„ como el que une las categorías a
dominio de F y F.

Dado el morfismo ψ :U—*V en Cat T, sea el diagrama:

con f€F(Ta(^)), U€-q(U), vcq(V). Entonces existen f^F(<p), 
γ9 :U—V tales que: f = n“\ T (cp’)« S y ^’om=nef. Además 

f hace conmutativo el diagrama (x). En efecto:

(siendo, en las igualdades anteriores, Ta(U)—

pry:Ta(V)—-V las proyecciones canónicas). Por lo tanto, es 

£ una transformación generalizada.

Sea T (φ):Τ (U)—-T_(V) un morfismo de Cat Τ’, ί^Ρ(Τ„(Ψ)), a 1 a a a
Entonces, f es de la forma: f=ñ“· Τ&(φ’)· m, con mes(T (U)), 

n^s(T (V)). Luego el siguiente diagrama: 

conmuta, con lo que se prueba que £ es una transformación gene

ralizada y, obviamente, una equivalencia débil.
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Probemos finalmente que F:T’—-T es un funtor entre G-topolo- 

gías. Sea (Τ_(φ.):T„(U.) —~T_(U)?C Cov T’, Por definición, 

será entonces e Cov T. SeaUVF(U), U’€F(Ta(U)).Entonces: 

[fJ:U“-U’ ] t Cov T, siendo fJeF^). Dada f? existe U

morfismo de Cat T tal que Cp? o m. = m · f? , o sea

=m . f? « (m?)“ . Luego: {9??€ bov T y, puesto que T es 

G-plena en T será: j £ Cov T. Como L tiene derivadas conser

vativas de K, es |té Cov Τ· Si definimos f£ por: 
f? = m-l- m? es f? £ Ε(Τα(Ψ· )) y además, por lo

que se ha visto y por ser m, mí equivalencias, se tiene que:

é CovOT. Es decir, se verifica el axioma (i) de 

funtor entre G-topologías.

Sea el diagrama , g-t F(Ta((p.)} (i=l,2)

y supongamos que es a^:A—morfismo de Cat T tal que: 

g,« ai = g2« a2« Si son gjéFfe) , ‘P? tales que:
g.=m-1e Τ(φ?) . m. , m . g. = φ»e m. (con mé s(U), m.€ s(ü.)) X CL ' X X XXX XX
será: g^β a^o p^ = g2ea2eP2 * áonde p^€ q(U^):U|—U?.

Luego, por ser F funtor entre G-topologías, existirá un 

objeto W de Cat T, un W’< F(W) y morfismos k_¡ e Ρ(ψ^) (i=l,2) 

tales que:

es un diagrama de producto fibrado, siendo ψ. :W—wU· en Cat T. M· ^L*•%.

Si es un morfismo de Cat T tal que: = ψ? o n

con n«s(W) entonces: 

es un diagrama de producto fibrado en Cat T, y, por ser T 

G-plena en T, lo es también en Cat T. Como L tiene derivadas
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conservativas de K, se tiene que:

es un diagrama de producto fibrado en Cat T. Si tomamos:
k.=m7^e Tf'p?)® n , entonces k. e ϊ'ζΤ.ζψ?)) y si es W’=Φ(W’)

1 1 cl X X 8. X

el siguiente diagrama:

es de producto fibrado.

2.4 Definición:

Llamaremos semicompleta a una categoría C tal 

que todo funtor generalizado F a valores en © tiene límite di

recto si y sólo si existe una. transformación generalizada 

k:F—*A, siendo (por abuso de notación) A el funtor "constante"

igual a un objeto A de C.

2.5 Teorema:

Si existe una G-topología L de derivadas conserva

tivas de K (según 1.8 y 2.1) y si Cat T es semicompleta, enton

ces en las condiciones de 2.5 existe X tal que (F,X,s) es un 

atlas abstracto. Además, si son t y t las transformaciones gene 

ralizadas asociadas a los límites X y X respectivamente, enton- 
h , _  

ces existe un único morfismo p:X-*X en Cat T tal que: p o t=t « q 

(considerando a p como transformación natural entre funtores cons 

tantes) que es un L-morfismo entre los atlas (F,X,s) y (F,X,s).



Demostración:

Sea k:F^X definida por: k=t « q. Entonces pues

to que Cat T es semicompleta, existirá X«lim F. Obviamente, 

(F,X,s) es un atlas abstracto. Además, por la propiedad univer 

sal del límite, existirá un único morfismo p:X —-X tal que: 

p · t=k, o sea: p , t=t o q, y que es un L-morfismo de atlas; en 

efecto, dado el diagramas T_(U) ——- U*--- — X , con me s(T (U)),a a
h €t(T (U)) tomando el cubrimiento trivial para T(U) y el mor- a a
fismo pr(U):T (U) —U de Cat L, se tiene que el siguiente dia- i a
grama conmuta: 

siendo h^t(U), m^s(U), pues existe r:U*—-ü’ , req(U) que 

hace conmutativos los dos diagramas parciales.

2.6 Definición:

En las condiciones del teorema 2.5, se llamará 

a (F,X,s) un atlas tangente al (F,X,s) y al morfismo £ su 

proyección natural.
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$ 3. RESTRICCION DEL ATLAS DOMINIO DE UN MORFISMO DADO

Comenzaremos este parágrafo demostrando algunas conclusio

nes que se pueden obtener de los postulados (1) a (6) del % 1.

5.1 Lema:

Sea W^2 como en el postulado (1), 31. Entonces:

es un diagrama de producto Librado, siendo p£ (i=l,2) tal que: 
m^o p| = q¿ o m^2 > con m12e S(W12^’ $ié s(Ui)

5.2 Lema:
Sea Φ = :Uj_ —*U e-j- é Cov T. Entonces para todo 

U’ £ F(U) existe Φ’ = í f. :U? —¿ TG Cov T tal que para to- 

do i: f. € ) y f es tal que m · f. = ψ. ° m. , siendo

m c s(U), mi e s(up .

Demostración;

Inmediata usando el postulado (5),31 y por el 

axioma de composición de cubrimientos.

5.5 Definición:

Llamaremos a φ’ una imagen de Φ por F asociada a U5.

3.4 Lema:

Sea T G-plena en T. Si es Φ = :U. —* U ?Cov T y

Y= %:V . -*U ? una familia de morfismos de Cat T, entonces 
J J

Φ uY Cov T.
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5.5 Lema;

Sea 0$ como en el postulado (4),51, U’eF(U) ,

<ξ’ = —*U* J una imagen de Φ por Ϊ asociada a U’. Si es

01 la categoría definida por:
Ob(Cj-, )= í U? ,U? . I U? . valor de F que es un U? x U2 

{ i ij 1 iü i Uj d
respecto de f· , f . ? u )

Morf(C.,)=¿identidades, composiciones de proyecciones 
$ de productos fibrados J

entonces lím I’ = U’ , siendo I’:C^,—*Cat T el funtor inclu 

sión.

Demostración:

Por ser Φ’ G Cov T existe para todo i., para todo

j, U? x U’. luego, por ser F un funtor entre G-topologías, 
1 U’ °

existe un producto fibrado de esa forma que es valor del funtor.

Es decir, se tiene un diagrama: 

con q^GF(p^) , *=i,j.

Sean TL , v. tales que m^ e q^= TIL « m^,. , , q^= IT. «m^

para m^fesCU^), ^=i,j , m. .e s(U- .). Luego por el postula-1J 1J
do (5),¿19 será Además, por 2.1 (primera parte)

se tiene el diagrama: 

que es de producto fibrado. Sea D$ una categoría análoga a 

la C$ que figura en el postulado (4), £ 1, que contiene a los 

U. . , ΤΓ-· , TTj · Evidentemente, existe un funtor ordinario
J-J i j

A:D$—» C^j, que es un isomorfismo ("A lleva en Ü£, en
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u? . , IT. en q.). Existe también una transformación natural ig ’ i *1'
a:!—*1’ (siendo I:D-—Cat T el funtor inclusión) que es u-

na equivalencia débil, dada por: a(W):I(W)——I1A(W), a(W)»(m,.),

con m,,£s(W) (nótese que hemos considerado una transformación w
natural entre funtores con distintos dominios, con el funtor A 

como vínculo entre esos dominios). Si es m:U’—*U, m^s(U),

se tiene que el diagrama:

conmuta, siendo u la transformación natural asociada al límite 

(dada sobre los por la familia )* y u’ la análoga dada 

sobre los por la familia j f.

Si es Y un objeto de Cat T, h:I’—^Y una transformación

natural,existirá, por la propiedad universal del límite, un úni··
co morfismo k:U—de Cat T tal que el diagrama:

conmuta. Luego, si tomamos l=k o m, se ve ,tomando en cuenta 

el diagrama (x^que 1 es el único morfismo tal que:

conmuta.

5.6 Proposición; ("restricción"de un atlas dado)

Sea (F,X,s) un atlas abstracto como en 1.1 .

Sea T una sub-G-topología de T tal que:
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(i) T es G-plena en T.

(ii) Si es —U, un morfismo de Cat T y U2 un ob

jeto de Cat T, entonces U, es un objeto y ψ un 

morfismo de Cat T.

(iii) Para todo objeto U de Cat T existe :U. — U] <Cov T 

con objeto de Cat Τ·

Entonces, existe un funtor F:T—-T y una transformación 

generalizada s tales que: (1) Para todo U’F(U) vale la siguien 

te condición: (R) existe U’eF(U), existe —-üJ^Cov T

con =U y Φ’= imagen de Φ por P asociada a U’,
o 

con U? = U’ . 
xo

(2) s = s|p

(3) (F,X,s) es un atlas K-equiva-

lente al (F,X,s).

Demostración:

Se define F por;
F(Ü) = £u’£F(U) tales que verifican (R) |

W) = {f€F($) [ f:Ui^U¿ , UpF(U±), i=l,2] 

Se ve que F es un funtor generalizado, y que s' queda definida 

por (2).

Sea t:F—*X la transformación asociada al límite, y sea 

t=t . Probemos que lím F= X , según t. Sea Y un objeto de 

Cat T, u:F —»Y una transformación generalizada y veamos que 

existe una extensión de u en u, u:F—»Y. Sea U un objeto de 
Cat T, U’e F(U). Por hipótesis, existe Φ :U.—- uj<t’ Cov T

tal que para todo Uj es un objeto de Cat T. Luego, si es
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Φ’ = —*U’f c Cov T una imagen de Φ por F asociada a

U’ , si son D$ , 0$» asociadas a Φ como en el lema 3.5, si 

son 1,1’, A también como en esa demostración, se ve que: 

FL· = lo.A. Además, teniendo en cuenta el hecho general (de- I
mostrable inmediatamente) de que, si es W un límite de un fun- 

tor G:C—, lo es también de cualquier funtor de la forma 

GoA, con A un isomorfismo, A:C’—► C, se tiene que:

U’ = lím I’o A. Luego, existirá un único morfismo 1. que ha

ce conmutativo el siguiente diagrama:

siendo uTT, = ulT, Λ· Es decir que para todo i conmutará el U I ± o λ —

diagrama: 

con h^¿u(U^), siendo 1. el único que hace esos diagramas con

mutativos. Luego definimos el valor de u en U’ por:
1:U’ — Y (léU(U)). Sea U? £ Cov T, con V. ob-

‘ d d d
jeto de Cat T, para todo j. Sea "ψ’ = una imagend d J
de Ύ por F asociada a U’. Por lo ya visto, existirá un único 

morfismo l’:U’—*Y tal que, para todo j, el diagrama:

conmuta, siendo h.éu(V.). Por el postulado (3), se tiene que d d
Υ’υ Φ’£ Cov T y, por el lema 5*4 que roY^Cov T, y

obviamente γ*ο φ* es una imagen de φυΥ por F asociada a U’.



44

Entonces, existe un único morfismo h:U’—*Y tal que los si

guientes diagramas conmutan:

Luego, por (x) y (xx) debe ser h=l=l’ , por lo que se ve que 

1 no depende del cubrimiento elegido, es decir que u:F—-Y es

tá bien definida. Además, es una transformación generalizada.

En efecto: «ea<^:U—morfismo de Cat T, sean f^ Ε(^), f:U’—*V’ 

keu(U), k:U’—-Y, Pu(V), 1:V’—-Y y consideremos el siguien 

te diagrama:

en Cat T, siendo φ = ? £ Cov Τ, =f V. Τ € Cov Τ, ϋ. , V . ob-
* J-J J ' ι J

jetos de Cat T para todo i, para todo j. Sean =

imagen de por F asociada a U* , idem de

asociada a V’. Si es <p’:U—-V tal que nof = m 

(con mes(U), nes(V)) se tiene, por lema 5·^ que: [ψ’<5

£ Cov T, y además [f ef^ uT’é Cov T y éste es imagen por 

F del anterior, asociada a V’. Entonces, por lo visto, se tie-

ne que: 

conmuta, como 1. es el único tal que: 1 ef^=h^ , se tiene que: 

m o f=1.

Entonces, por la propiedad universal del límite^ se tiene que 

existe un único morfismo p:X^—*Y tal que:

conmuta, en particular conmutará también:
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es decir que lím F = X? lueg° (F,X,s) es un atlas abstracto.

Trivialmente se ve que si K es una G-topología intermedia 

para <T,T? , 1T es un K-morfismo de (F,X,s) en (F,X,s). Recí- 

procamente, dado el diagrama U-^-U’^—X, con mes(U), he t(U) 

sea [ψί :U.—-uj € Cov T, dado por la hipótesis (iii) de la pr£ 

posición. Se tiene entonces que, si es <f.imagen por 

F de asociada a U*5 existe un diagrama conmutativo:

En efecto: h o m“X . φ. =h o f. o m7X=h·o m7X. Entonces también •I» J·
sería lv un K-morfismo de (F,X,s) en (F,X,s). Además, K es 

intermedia para [Tj , siendo T^TcK^T. Si es —*ü} C

Cov K, U un objeto de Cat T, se tiene que es un objeto y

un morfismo de Cat T (por hipótesis (ii)) y entonces, como 

U es en particular un objeto de Cat T, será 6 Cov 1° 

que implica, por ser T G-plena en T, que £ Cov T. Es decir 

que K es intermedia para [τ,τ| y, por lo anterior, resulta (5)·

3.7 Definición:

Dado un morfismo entre los atlas A^=(F^,X^, 

Si) y ^2=^2’^2’s2^ ’ dado un modelo U de A^ y un U’ cF(U), exis 
te Φ= :U.—Cov T, y morfismos —-V^ de Cat K, 

con V. modelo de Ao, tales que:
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conmuta, siendo mts^CU), het^ü), ηχ^ 82(νχ), ^&ΐ2(νχ).

Llamaremos a φ un cubrimiento de U asociado a ( <* ,U*).

3.8 Teorema:

Sea ¿ :X-^—1111 morfismo de Cat T. Sea para 

i=l,2 , V. una K-variedad de soporte X., A.= (F.,X.,s.) un atlas 

de V^. Entonces es un morfismo de en Ίsü existe 

A-^CF-pX^, s^) é tal que es un morfismo de Aj_ en k^ y 

para todo modelo de U de A^ , para todo U’^ F^(U) un cubrimien

to de U asociado a ( <x ,U’) es el trivial.

Demostración:

Si (X es un morfismo de en k^ , por definición 

es de V^ en V^. Recíprocamente, sea un morfismo de en Vg 

sea Cat la subcategoría plena de Cat tal que:

Ob(Cat T^) = modelo de A^ ] 3 U modelo de A-^ , U’€F^(U) 
<5= u} con Uio = U ,

Φ cubrimiento de U asociado a (κ ,U’) j

Sea Cov T, = Gov T, |n„. m 1 JL I 0 Q. U X q

Obviamente, T-^ es G-plena en T^.

Veamos que se verifican las hipótesis (ii) y (iii) de la 

proposición $.6. Sea <p :U^—*U2 un morfismo de Cat , Ug un
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objeto de Cat ϊ, . Luego existen un modelo U de , U’G F^U) 

Φ un cubrimiento de U asociado a («,υ*) tales que es Φ = 
^i^i—con ^io“^2* Si ^omamo3 ^i= uí%.0° se Ί'ΐθ11® 

que φ. éCov (por lema J.4) y bí son V^o modelo de Ag ,
morfismo de Cat K, dados por ser Φ cubrimiento asociado a 

( <* ,U’) entonces el diagrama:

con mes^(U), h^t^CU)· Por ser Φ un cubrimiento de U asociado 

a (<X,U9 existirán un morfismo de Cat K . :W_ sien- 10______ 10 ’

conmuta, siendo més^(ü), het^(U), nes2^io^’ ^€^2^io^ ’ 
luego es un cubrimiento de U asociado a y entonces

resulta U-^ un objeto y (p un morfismo de Cat (esto último 

por ser Cat subcategoría plena de Cat T) ·

Entonces, puesto que la hipótesis (iii) se verifica trivial, 

mente, por la proposición 3.6 tenemos que es K-equivalente 

a A^. Luego, será <X un morfismo de A-^ en A£.

Sea el diagrama: W _l·—, con o^s^CW), 1 t^(W)
Entonces por definición de Cat y de existirá un Φ = 

{ψ. :U.—-u} tal que U. =W y si es = —-U’? imagen de

Φpor Pasociada a U’ , será U|0=W’. Luego, se tienen los si

guientes diagramas conmutativos:
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do V. un modelo de A? y un V? Fp(Vin) tales que el diagra- 

ma:

conmuta, siendo n€s?(V· ), ket?(V. ). Luego, por (x) con- £* «bi «A» X^
mutará también:

Es decir que el cubrimiento: —-W) es asociado a
s

3,9 Corolario:

Sean , ?2 K-variedades de soportes X^ , X2 

respectivamente· Sea e Ί i=l,2. Entonces, un

morfismo ©< :X^—^2 en es 1111 K-morfismo de variedades sii

existe una transformación generalizada k:F^——X2 (F^ como en el 

teorema 5.8) tal que: (1) Para todo U’^F^(U), k’e k(U), el mor 
fismo. k’:U’—^2 es de la forma: k’=Vo n“^ o oc’ ó'm ', con m € 

s^CU), n^S2(V), vet2(V), <<’ morfismo de Cat K.

(2) El morfismo oó es el único que hace

conmutativo el siguiente diagrama:

Demostración:

Si es un morfismo de variedades, por el teorema 

5*8 se ve que existe k de esa forma. Veamos que es transforma-
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ción generalizada. Sea f:U£—, f e F^Gp) y ψ :U^—*U2 

un morfismo de Cat T^. Veamos que k2 o f=k^ , siendo

Luego, debe existir un único morfismo tuX^—-X2 tal que el 

diagrama:

conmuta (por ser lím F^X^). Como verifica esa condición, 

será h= .

La recíproca es trivial.

3.10 Definición:

Sean A-^ , A2 , A-^ como en el teorema 3.8; dado 

el diagrama U·^™1 Uj. , con m^s^CU^), h-^e t^CU^), existí

rá uno correspondiente: V^ni V^- *X2 , con n^€ s2(V^) , 

^2^1^ y un morfismo —*^1 tales que el día
grama:

conmuta.

Llamaremos a V£ (respectivamente V^) un valor de F2 corres

pondiente a (respectivamente a un modelo correspondiente a 

U^) respecto de U-^ , (respectivamente de , Vj*) por o< ,
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siendo k· &tn(V.) , i=1,2. En efecto:

Luego, por el postulado (1), $ 1, existe un F2^1^ que 
el siguiente diagrama:

ya (respectivamente ) un morfismo inducido por oi en

tre U] y V| (respectivamente entre U·^ y Vj ).

3.11 Corolario:

En las mismas condiciones que el teorema 3.8, 

si son a:UÍ — Ul,, V£ un morfi£

mo inducido por entre U1 y , entonces existe un valor W£ 

de Fp correspondiente a U£ (respecto de , W, para algún W.) 

y existe b:W£—-V^ , beF2Í^)» ^ales Que:

conmuta, siendo un morfismo inducido por oZ entre U£ y Wí . 

Demostración;

Sea (3|:U£—-V£ un morfismo inducido por ** , (3£=

n^ o o m^ , con m^es^(U^), n^é s2^1^*

Sea ψ’:υ.—tal que m2 ® a = ψ’β m^ , con

Entonces el siguiente diagrama conmuta:
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es de producto fibrado, siendo q^éF^Cp^), 1=1*2. Entonces, 

por el lema 3.1 será también:

un diagrama de producto fibrado, con p? , i=l,2 tales que (1)

p? o o = n^o q^ siendo o:W£—, OéS2(wp. Se ve entonces 

que existe un único morfismo —-W1 tal que: (2) p| o
I

y (5) P¿ ° αι = °^2 ° ^ ’ · Como f χ es un morfismo de 

Cat K y p^ de Cat T , resulta un morfismo de Cat K (por 

postulado (2), ?1).

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

con l€t2(W^), lo que se deduce inmediatamente de (í),(2) y (5)

Luego, es un morfismo inducido por entre y y
= o*1 o m^ lo es entre y W£.

Si es b = qg , se tiene además que:
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4. DEFINICION DEL MORFISMO TANGENTE ASOCIADO A UNO DADO

Analizaremos, a modo de introducción, los postulados del 

?1 y conclusiones correspondientes del i 5, para el caso de un 

atlas tangente a uno dado. Es decir, deberemos reemplazar en 

los enunciados "T"'por "Τ’" , "K" por "K" (pues K será la G- 

topología intermedia para la variedad tangente a construirse) 

y (F,X,s) por (F,X,s).

El postulado (1) vale trivialmente en este caso (puesto 

que F es a valores en T) sin el caso particular, referente es- 

pecíficamente al funtor F.

El postulado (2) no vale en general; el (5) es válido ob

viamente. Probemos que el postulado (4) también es aplicable 

en el caso que estamos considerando:

4.1 Lema:

Sea Γ = é Cov Τ’. Sea la categoría Cr

Entonces, si es I:CP —* Cat T el funtor inclusión, se tiene 

que: U=lím Ϊ respecto de la transformación generalizada t$

dada sobre los por .·

definida por:
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Demostración:

Como T es un isomorfismo, existe una subcatego

ría de Cat T, sea C$ , asociada a —-ü/é Cov T como

en el postulado(4) ,4 1 tal qüe: T (Cj)=Cp (en particular, se 

rá Φ. =T (φ. )). Por la definición 2.1, se tiene que: i a i 
lím (T .I) = T (U) en Cat T y es, evidentemente (por ser 

T o I e I funtores de igual imagen pero distinto dominio) a
Ta(U) = U = lím Ϊ.

Siguiendo con las consideraciones, mostremos la validez 

del postulado (5)» que tomará la siguiente forma: 

conmuta; además, dado un diagrama conmutativo (x), con m^s(U)

ñes(V), morfismo de Cat T’ y f£ F(<p^) para algún morfismo 

de Cat T’ , se tiene que f€F(<p).

Demostración;

Existe un diagrama U——V’ , con ψ morfiss 

mo de Cat T, ncs(V), tal que ψ =T&(^), ñ=nx 1-^; luego, por el 

postulado (5), $ 1 existirán mes(U), f e F(<p) tales que: 
n«f =^m. Entonces: m=m x 1^ , f=ñ"\ ψο 5 (fcF(<p)) satis

l\-. 2 Lema:

Dado el diagrama: U- —V’ con moriismo

de Cat T’ , ñ^s(V), existen m^s(U), f £ F(ψ) tales cae el 

diagrama:
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facen lo pedido.

Sea- ί^Ρ(φ,) tal que: n<>f=4)o 2, es decir (I) f= 

ñ~« « m. Por definición de F, existen (p^:U—— V, ffc

tales que: naf=(ppm (para m&s(U), nt s(V)) y f=ñ~ . T 

Por (I) se ve que ψ Por ser ^a 1111 isomorFismo, si
es ^=Τ&(ψ), será ψ= ψΐ . Por lo tanto el diagrama:

conmuta, con feF(<p,). Por el postulado (5),$ 1» se tiene en- 
$
tonces que f£ Ε(ψ) y luego, por definición de F, será Je F(<p).

El postulado (6),il vale trivialmente para s en lugar de s

Podemos demostrar asimismo, a modo de coroloarios, los si

guientes lemas:

4.3 Lema: (análogo al lema 3· 4)

Sea T G-plena en T; si son Γ=[φ.]έ Cov Τ’,Λ = 1 J J
una familia de morfismos de Cat Τ’, entonces Γ u Δ ¿ Cov Τ’.

Demostración:

Trivial usando el lema 3.4 y la definición de Cov T’

4.4 Lema; (análogo al lema 3*2)
Sea Γ =^Φ. :U. —£ Cov Τ’; entonces, para todo U’£ «L J·

F(U) existe Π’ = —»U’Jé Cov T tal que, para todo φ:

f. G F(¿f. ) y f. es tal que: m<> f . = ° m. siendo mes(Ü),J·
m-e s(ü.).
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4.5 Definición:

Llamaremos a Π una imagen dé -P por F asociada a U’.

4.6 Remarque:

Como en las demostraciones de: el lema 5·5, la 

proposición 5·6 y el teorema 3.8 sólo se usan los postulados 

(3), (4) y (5) del £1 y el lema 3·4, valdrán estos tres enun

ciados también para el atlas (F,X,s) en lugar de (F,X,s); la 

única salvedad es que, en la demostración de la proposición 3.6 
i 

faltaría probar que K es intermedia para £T’j , lo que se dedu

ce inmediatamente de la definición de Cov T’ y del hecho de 

que K es intermedia para fTj.

4.7 Proposición:

Sean (F,X,s), (F,X,s) como en la proposición

3.6 · Sea (F,X,s) un atlas tangente a (F,X,s), definido como en 

2.6. Entonces, si es Τ’ la G-topología definida por: Cat T’ = 
Ta(Cat ϊ), Cov T’ = £ ‘ Cov J ’ se ^^ene Que

existe un funtor 5 y una transformación geheralizada s que ve

rifican (1), (2) y (3) de la mencionada proposición para T’ en 

lugar de T y T’ en lugar de T (en particular, (3) se expresa

rá: (F,X,s) es K-equivalente a (F,X,s).

Demostración;

Por remarque 4.6, bastará probar que Τ’, T’ veri

fican las hipótesis (i), (ii) y (iü) de la proposición 3·6, lo 
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cual se deduce trivialmente de la validez de los mismos (i), 

(ii) y (iii) para T y T y del hecho de que T es un isomor- 

fismo.

4.8 Remarque:

En particular podemos tomar en el enunciado 4.7, 

si suponemos dado un morfismo de (F, ,Xpsp en (F£,X2,S2), 

el (F.,X.,s^) dado por el teorema 3.8.

4.9 Teorema:

Sea A.=(F.,X.,s^) un atlas abstracto, A.=(F^,X.,

s.) un atlas tangente a A^ , i=l,2. Dado un morfismo ^j-Xg 

que sea un K-morfismo de A, en A2 existe una transformación 

generalizada k:F,—-X2 (siendo (F^,X^,s·^) como en 4.7 y 4.8) 

tal que: (1) Para todo Ü’G F_ (T (U)) , lek(T (U)), 1:Ü’—Xo ± o. a
es de la forma 1= v * T (cx’)o m, con m e s'-(T_(U) ) , n C a xa
so(T (V)), véto(T (V)) siendo <** un morfismo inducido por °< 

entre U y V.

(2) Existe un morfismo :X-^—*^2 ^al que θΐ

diagrama siguiente conmuta:

(3) Si son —-Fjl como θη Ia proposición 2.3

k como en el corolario 3·9, P2:^2—*^2 Ia ΡΓ°Χθο°ίθη canóni-
ca, será el diagrama:
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conmutativo, (con |_ \|¥1 ).

(4) Si p. :Χ^—-X4 (i=lj2) es la proyección canóni

ca, entonces el siguiente diagrama conmuta;

Demostración:
Sea ü’él(Ü), con Ü=T (U). Entonces, Ü’=$(U’) ± a

(^como en 2.5), con U’é F^(U). Tenemos entonces un diagrama: 

Ú——U’-^—*-X^ * con m e s^(U), h^t-^(U). Puesto que es un 

morfismo de A^ en A£ (también lo será de A-^ en A2) existirán un 

objeto V de Cat Tg, un V’é un morÜsmo ^’:U—de Cat

K, inducido por <x entre U y V. Sean v:V’—^2^ 

n:V’---- N, n ¿s^íV)· Definimos entonces:
k(Ta(U)) = í vo ñ-1e Ta(o<’)e m \ vet2(T9(V)), mé^CTaCu))

ñé^T (V)), </’ inducido por °* entre U y V |

Probemos la siguiente propiedad de k: si son 1:U’—^^2 ’ 
1-, :U’—^X- dadas por 1=νβη"^<, T ío¿’)em; 1Ί =νΊ « T )e m, 

siendo ^ei^T (Vi)), € SgCT^Vi)) , morfismo inducido ^or

ex entre U y V·^ , entonces 0 S3a: los valores de k no de

penden del correspondiente V’ de U’ elegido en cada caso.

En efecto: puesto que conmuta el diagrama:

existirá (según el postulado (1),?1), un W’é-FO/)^ para algún
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que es un V| x V* con proyecciones qfeF(p), q·^ Ε(ρ-ρ. De 
x2

acuerdo con el lema 3.1, será además, para p’, p] tales que: 

p’o o = n«q y p|« o = n^ * q^ (con o:W’—^W, o s2(W)) W un 
V, x V respecto de los morfismos v, o ηΓ^ y v o n-^ con

1 X2
proyecciones p’ y p4 . Entonces, por la propiedad universal 

del rpoducto fibrado existirá un único morfismo (de Cat K por

postulado (2)) que:

Entonces, si son

y definiendo:

se tiene que: Además, si es

podemos probar que:

En efecto:

lo que implica: 1=1-,

Una vez definida k de la forma dada por (1), veamos que es 

en efecto, una transformación generalizada.

Sea f € F. (Τ(ψ)) , f:U.*—«-U’ , sea el diagrama:

con 1. € k(T (U.)), lék(T (U)). Dada f existirán φ’, feF.M x H JL o. I -L
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con m £ s,(U), m^e s^(U^). Por el corolario $.11 sabemos que: 

si es V’ correspondiente de U’ , U."=n~ « . m un morfismo

inducido por << entre U’ y V’ con n^íV) existe un W’ co

rrespondiente de U£ , un con oé S£(W) que

es un morfismo inducido por o< entre y W’ y un g€ Ρ2(ψ) 

para algún Ψ, g:W’—*-V’ tales que el diagrama:

conmuta. Si es tal que n «g = ψ’ο o, entonces
g=ñ“^<> T (ψ’)· ó además se deduce trivialmente

que: = ψ’βοφ Entonces se tiene que:
v © ñ~^o T (*’) o m o f = w * o~l T (<*? ) o πϊΊ (siendo w:W’— 

u a i x
un valor de tp). En efecto:

Como según se probó, 1^ no depende del valor de corres
pondiente de Uí elegido, podemos tomar: ln=w- o "Λ T (□<’) « m, x “ X a JL _L
Y también: l=v.ñ"^« T (oí’)o m. Luego se ha probado que:

Siendo A-.=(Py,Xj,sp corno en el teorema 5·8, por 4.7 y

Ψ.8 es K-equivalente a (F. ,X^,Sj). En particular:
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lím F^=Xj. Luego, (2) resulta trivial.

Sea para i=l,2 p. :X.X. , q. :F·—-F. como en la hipó «L «Ja «M ~~ «JL
tesis. Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

siendo r^eq^(Ü), k’^k(U), lek(U).

En efecto: como k’ y 1 no dependen de los correspondien 

tes de U’ elegidos, tomamos: V’ correspondiente de U’ (respe£ 

to de U,V) con morfismo inducido por entre U y V. Si 
definimos entonces: k*=v^ n”^ o o¿’e m, l=v« T (^’)o m, a 
con v^t2(V), néS2(V), nes^U). Se*tiene que: 

donde se han considerado , Py y Py, proyecciones canónicas, 

teniendo en cuenta además, en la anteúltima igualdad, el teore

ma 2.5» Hemos probado entonces la validez de (5).

Por último, consideremos el diagrama:

Se tiene la transformación generalizada: defi

nida por: k^= c/ot^o q^. Luego, existe un único morfismo w 

que hace conmutativo el siguiente diagrama:



Además, es:

y también:

Entonces, debe ser: o _ p^ o <x , lo que prueba (4).

4.10 Corolario:

Si es ot :X^——Xg como en θΐ teorema 4.9 , 

entonces es un K-morfismo de (F^,X^,s^) en (FgjXg,^) 

si oC’ es un morfismo inducido por <X entre U y V, entonces 

T ( ot ’ ) lo será (entre T_(U) y TQ(V)) por o< . a a a
Demostración:

Inmediata usando 5.9 ? ^·7 y 4.8 .

4.11 Definición:

Llamaremos aun morfismo tangente asociado 

a ** »
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$5. PROPIEDADES FUNTORIALES DE LOS MORFISMOS TANGENTES

5.1 Proposición:

Sea G una clase de atlas abstractos, K una G- 

topología intermedia para C. Sea C otra clase de atlas abstrae 

tos que contiene, para cada atlas A de C al menos un Á tangente 

a A y supongamos que es K (definida a partir de K como en 1.5) 

una G-topología intermedia para C. Sean C y C las categorías 

cuyas clases de objetos son 0 y C respectivamente y cuyos mor- 

fismos son los K-morfismos y K-morfismos de atlas, respectiva- 

imente. Entonces existe un funtor ^a:€ — C tal que si A es 

un atlas de 0, ^a(A) es un atlas tangente a A y si es un K- 

morfismo de atlas, ) es un morfismo tangente asociado a ·

Demostración:

Definimos S_(A)=A, eligiendo como A un atlas tan- a
gente a A perteneciente a C, y Bo( <x)= , siendo como se de

finió en $ 4.

Sea 1χ:Α—^A , con A=(F,X,s) atlas de C y sea A= ?a(A), 

de soporte X. Por definición, el morfismo 1^ es el único tal 

que: 

conmuta, siendo k tal que, si l£k(T (U)), es de la forma: 
1 = v. ñ-1o τ(φ )- m , con ve t(T (V)), ñe s(Ta(V)), mé s"(T a 1 a el a
(U)), tp morfismo inducido por ly entre U y V. Luego se tie

ne que, si es ue t(T (U)), entonces:

Dados u, v, m, n, existen u:U*—-X, v:VJ—-X, m y n tales
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que: u = Vo η-1β φ. m, con ufet(U), vé t(V), me s(U), 

n¿s(V). Luego, por el postulado (1),^1, existirá un W’e

F(W) que es un U* x V’ respecto de u, v con proyecciones q.€ 
X

F(p.) (i=l,2) para ciertos p. y, por el lema 5.1 , si son p? 

tales que m o q. = p’. . o (con o:W’—-W, o es(W)) será W un 
U x V respecto de u» m~^, v° n” . Por la propiedad univer- 

X
sal del producto fibrado existirá entonces un morfismo pf :U^-W 

tal que: p| a p£ = 1^ y ° P1 = ’ Sean W = T&(W),

W’=$(W’) (siendo Φ como en la proposición 2.5), o = o x Ij, 

w:W"’—-X, wíí(W); si definimos q,=m « T&(Pj)o ó, 

q2=ñ . TqÍP^) ® entonces será q.^ FCT^pp) y w=ü»q1=v.q2 

(por definición de transformación generalizada aplicada a t). 
Por lo tanto se tiene que: m-^ = q^e o~\ Ta(p£), lo que

implica:

Teniendo en cuenta (se) y (xx) se ve que 1— = lv , o sea: A A
^A5 = ^(A) ·

Sean « y , o<:A^ —A2 , /S :A2—— A, , morfismos de C, 

con A.=(F.,X.,s. ). «A» «JL·
Dado el diagrama U-S—U’—^X , con mes^(U), h€t^(U) , 

siguiendo el procedimiento de la proposición J.4 de la primera 

parte, se obtiene un cubrimiento asociado a



64

(ot,U’) tal que existe un diagrama conmutativo:

donde ds= » o<g siendo, si se considera al atlas A^ "res

tringido" a los modelos U , un morfismo inducido por s s
entre U y V. y, si se considera el atlas A? "restringido" s or ¿í
a los modelos Vjr5 r un morfismo inducido por β entre Vjr 

y wr.
Sean k^:?^—’ ^2:*2 —^J^l-^^3 las ■transforma“ 

ciones generalizadas asociadas a los morfismos y res

pectivamente (como en el teorema 4.9). Sean U’é F,(T (U)) , X a
15« k5(Ta(U)), l5=Weó-1e Ta(d)o m , con w:W’ , w « t^C^GO) 

ó é Sj(Ta(W)), d morfismo inducido por áotf entre U y W, m € 

s, (T (W)). Por lo demostrado más arriba sabemos que existe V 

modelo correspondiente de ,U por , existe , morfismo indu 

cido por entre U y V y existe ídem por entre V y W, 

tales que: d= · Sea V’ correspondiente a ü’ (siendo U’

un U’ x E) por respecto de U, V; sea n:V’—(V), ñéSr/T/V)) a a
V* un V’ x E , u:U’—*-ΧΊ , u € t-, (TQ(U)) . Entonces: x xa

^“.u =^o v<.n“\ Ta(°<^)o m por ser S. el único morfismo 

tal que: .t^ = . Además ^«v = í. ó"oTa(Aj)« n , por

ser el único morfismo tal que:/3 e 12 = k2 . Luego: p030ü=l^ 

lo que implica, por unicidad de ¿ou : Es decir que:

Hemos probado entonces que es un funtor.
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5.2 Lema:

Sean los atlas A=(F,X,s), A’=(F?X,s’), y sean 

Á=(F,X,s) , A’=(F’,X’,s’) atlas tangentes, respectivamente,a 

los anteriores. Si A es K-eqUivalente a A’, entonces X es iso 

morfo a X’ y A es K-equivalente al atlas (F’,X , s"’)· 

Demostración:

Por la demostración de la proposición 5.1 se ve 
A* 

que pueden tomarse A’ ,A de manera que existan k y k’, 

k:F —'X, k’:F’—X transformaciones generalizadas tales que

los siguientes diagramas conmutan:

siendo i=i’=l^ , i:A-—-A’ , i’:A’—^A (k y k’ asociadas a 

i, i’ como en 3*9) y tales que l»o 1 = 1A.

Aplicando la proposición 5·1 al caso en que C y C son da

das por: Ob(C)= |A,A’^ , Ob(C)= { A,A’^ y como morfismos los 

K y ^-morfismos respectivamente, tenemos que si son λ= 5_(i) , 

A = «e(i’) ( definido trivialmente,análogo al de 5.1), se- 

rán, en particular * :X—»X’ , A:X’—*X tales que:

i)= lg (A)= ’ Análogamente podría d£
postrarse que = · Es decir, en particular = 1^

y pOr lo que resulta que Ay^ son isomorfismos,

inversos uno del otro, de X en X’ y de X’ en X respectivamente.

Si tomamos la transformación generalizada t" = t’ (con

siderando, por abuso del lenguaje, a como transformación ge-
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neralizada) es lira F’= X respecto de t" y, evidentemente,

A es K-equivalente a (F’,X ,s’).

5.3 Teorema:

Sea Vp. una categoría de K-variedades abstractas. 

Entonces existen una categoría de K-variedades abstractas Vg 

y un funtor :Vrr—-Vg tales que: si es V un objeto de ,

tJ(V) es una clase de atlas tangentes a los de V en correspon-, 

dencia biunívoca con ellos y si es c< :V.—, A-é V. (i=l,2) 

entonces ('■<-') :A,—»Á2 es un morfismo tangente asociado a

(siendo Á-tB (V.) , A· atlas tangente a A.) «JL·
Demostración:

Sea V un objeto deV^ , A=(F,X,s) € V. Sea 

Á=(F,X,s) un atlas tangente a A. Según el lema 5*2 existirá 

una K-variedad V de soporte X tal que cada atlas de V es tan

gente a uno de V y recíprocamente·

Sea entonces Vg la categoría cuyos objetos son las ^-va

riedades V construidas de esa manera y cuyos morfismos son los 

K-morfismos entre ellas. Sea ζ :Vg—definido por: ^(V)=V 

"£(c<)=<< , siendo, si consideramos :A^—^^2 ^i ^i ’ =

1,2 ), un morfismo tangente asociado a entre los

atlas A^ , A2 (A^€ , i=l,2) tangentes a A^ , A2 respecti

vamente. Por la proposición 5·1» es un funtor.

5.4 Definición:

Llamaremos a ^(V) una variedad tangente a V y,
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si es o£ :V,—-V, un K-morfismo de variedades, éí’* ) será un 

morfismo tangente asociado a «xf entre las variedades ζ (V,) y 

^(Vo). Además, si es p:X—»X la proyección natural (defini

ción 2.6), será p: ?(V)—^V, y también la llamaremos proyec

ción natural.

5.5 Observación:

Si es L una G-topología de derivadas conserva

tivas de K (definiciones 1.8 y 2.1) es, en particular, L inter

media para £k,K^ · Luego una K-variedad abstracta (respectiva 

mente una K-variedad abstracta) es una L-variedad abstracta y 

un K-morfismo entre variedades (respectivamente un K-morfismo) 

es un L-morfismo entre variedades.
L LSea (respectivamente V^) la categoría cuyos objetos y 

morfismos son los mismos que los de Vg (respectivamente V^) en 

5.3, pero considerados como L-variedades y L-morfismos respec- 
L L tivamente. Sea la categoría generada por uVg y sea

3 el funtor inclusion^ Entonces, se tiene el si

guiente corolario de 5*5:

5.6 Corolario;

Existe una transformación natural p:?——tal 

que p(V): ^(V)—*V es la proyección natural de V. 

Demostración:

Inmediata por el teorema 4.9 .
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$6. APLICACION DEL ESQUEMA A UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE

Supondremos en lo que sigue que los Cr-atlas mencionados 

son E-atlas ( Cl] , II, $ 1) hereditarios (según 2.2, primera 

parte) y cumplen la siguiente condición: si son m^ , m2 mapas 

con el mismo dominio y el mismo codominio, entonces m^n^·

Veamos que valen los postulados (1) a (6) del ¿ 1 para T, 

T definidos como en 2.2 (primera parte) y K definida como en 

3.2 (primera parte).

La primera parte del postulado (1) vale trivialmente en 

T=G-^ . Es decir: si existe, un objeto A como se afirma, el pr£ 

ducto fibrado será un conjunto no vacío. En la segunda parte, 

por ser h^ , h2 inclusiones (ver 2.2 primera parte) un produc

to fibrado será U-^q que, por ser el atlas hereditario, es 

un dominio de mana.

El postulado (2) resulta trivialmente pues, por según 

morfismo de Cat T es un isomorfismo en su imagen y, si llama

mos g a ese isomorfismo, es f = h .

Por definición de Cov(G-ig), el postulado (3) se verifica 

también trivialmente.

Demostraremos ahora la validez del postulado (4-).
Si es Φ = í^i:Ui—Cov s®rá cada un isomorfi£ 

mo en su imagen y un U. x U. es W. . = Ψ. (U. )ηψ.(ϋ .). Basta1 U J ’ J J
probarlo en este caso. Evidentemente t^ , definida sobre 

por: tu(Wiá) = incw. _ U (inclusión) es una transformación 

natural. Sea v:I——V otra, con V objeto de Cat T, sea v^=v(U^)
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v..=v(W·.). Entonces: v. .=v. op.=v. <. p. , siendo p^ = ij ij ij i 1 J 0 o' fa"
^9

(«=i,j) la proyección canónica del producto fibrado. Sea u^U; 

existirá i, u. 6 U. tal que 9\(u-)=u. Definimos h(u)=v. (u. ); 

si es u.^ U. tal que (-p.(u.)=u, entonces u € W. . y se tiene J J ’ J J ^-u
que: ν· (u-» pXu)^. ° pXu)=v.(u.) . Luego, h

está bien definida y para todo i, para todo j, hace conmutati

vos los siguientes diagramas:

Verificaremos ahora el postulado (5)

Se tiene que ^(U) es un abierto en V· Luego si son:
U’=n~\ φ (U)) , ms^^dnl Ί (donde ψ=Ψ pero con

Ιη^φίυ)) 
codominio restringido a su imagen) por ser el atlas hereditario 

tendremos que: m:U’—*U es un mapa. Si es f la inclusión 

de U’ en V’ se obtiene lo requerido. La segunda parte es obvia 

por definición de F.

Por último, el postulado (6) se mencionó expresamente co

mo hipótesis para los atlas a considerar, al pedir que exista 

un único mapa con dominio y codominio dados, en el principio 

del parágrafo.

6.1 Lema:

Sea Ώ un Cr-atlas perteneciente a una variedad .

Si es K la G-topología definida en 5.2(primera parte) para la 

clase C de atlas de la variedad, sean 0,M y N las siguientes
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clases:

Si definimos: Ob(Cat L)»Ob(Cat K) (y 0 U ^Ej , Morf(Cat L) 
es la clase generada por Morf(Cat K) u M u <pr:UxE—»ü tal 
que pr proyección cartesiana? , Cov L=Cov K u N , entonces L 

es una G-topología intermedia para £k,KJ , siendo K definida 

por: Ob(Cat K) = 0 , Morf(Cat E) = M , Cov K = N.

Demostración:

Probemos que si L está bien definida; es decir, 

que Cov L está bien definido.
Sea Φ una equivalencia en Cat L. Para probar é Cov L 

bastará suponer M. Sea entonces Φ =(φ * prn ,υφ) , 
V- (ψ β pry ,D<p), con Ύ-Φ”1 , donde φ:ϋ—-V, φ;ν—U , 

Entonces:
ρ^ΑΦ = ψ· ΡΓν·Φ = Ψ»<Ρ· ρτπ (pues - 1ϋχΕ )

Luego, por ser pr^ suryectiva será ψοψ « 1 , Análoga* 

mente = ly.

Se ha probado entonces que si ( ψ · pr™ ,D<p) es una equi 

valencia, también ψ lo es. Además Cov K y, por defi
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nición de N será {$7 € Cov L.
Veamos que la"composición" de familias de N da una familia 

de N. Para eso mostraremos previamente que M es cerrado respe£ 
to a la comnosición.

Sea
Sean

proyecciones cartesianas. Entonces:

Sean uGÜ, xfeE. Se tiene que:

donde en la anteúltima igualdad se usó la regla de derivación 

de una función compuesta. Luego:

por lo que: Hemos probado entonces:

de donde resulta:

Por ser Cov K cerrado respecto a la "composición" de fami- 

lias y por lo que acabamos de probar de Mt tenemos que también 
N es cerrado respecto a dicha "composición".

Verifiquemos por último el axioma (iii) de G-topologías. 
Los únicos casos posibles son:
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12) Obvio por ser K una G-topología.
Ψ1 m22) Sea el diagrama: ü. --- — ü—- . UxE, sea pr·:U.xE —-U·,

X J» «1»

$. =(tp. o pr^ ,ϋ^). Entonces el siguiente es un diagrama

de producto fibrado:

Para probarlo,mostremos previamente que si es <p:ü—-V una 

equivalencia, entonces (ψ« pr^ ,Βψ ) también lo es.

Sea V ■ Ψ , ψ:ν—*U. Entonces:

donde pr-pUÜxE—-E es la proyección cartesiana, usando además 

aquí la siguiente igualdad conocida:

Ahora la demostración de que el diagrama de más arriba es 

de producto librado se deduce trivialmente del hecho de que ψ. 

es un isomorfismo en su imagen, ¿demás, por definición de N 

será e Cov L.
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*ψ·
J2) Dado el diagrama U.xE .------UxE —---- VxE existirán y. ,

(n morfismos de Cat K tales que Pr¿

« (ψ. prn ,Ώψ ) siendo pr^:U^xE—-U^ , pr^jUxE—U pro

yecciones cartesianas, y é Cov Entonces existe 

que es un U- x V respecto de Ψ· y<p , y si son p.:V. —, 
1 U

q. :V^—»Ü£ las proyecciones canónicas, será {p^ Cov £·

Afirmamos que el siguiente es un diagrama de producto fi

brado :

siendo P±=(pie pry ,Dp±) , pr/ jDq±) , pry sV^—V±

proyección. En efecto: evidentemente el diagrama conmuta, por 

ser o q^ ■ ψ *y por (®e); además, si es S un objeto de 
Cat L y son 22 .g—^U^xE , 2:S—-VxE morfismos de Cat L

tales que = YeSg , necesariamente (k=l,2),

o sea que S es de la forma: S=WxE, y · Prw ’P^k^’ δ^βη”
/

do pr^WxE—*W proyección. Entonces será Oys-ψ-ο por 

lo cual existirá h (morfismo de Cat K) tal que: qph = °i » 

Pp h = cj , Si tomamos H»(h «pr« , Dh) será: Q^o H ■ 22 , 

P^ o H » S2 . Además, por ser £p¿} 6 Cov K, será Cov L. 

42) Se deduce inmediatamente del 22 y 52 caso.

52) Idem del 12 y 22.

Por último, en el transcurso de la demostración ha sido

probado que K está bien definida. En efecto, basta ver que to

da equivalencia T de W es tal. que , que M y N son "cerra 

das respecto a la composición" y que vale el axioma (iii) de
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G-topologías para N, lo que resulta del 32 caso que se probó.

Es obvio también que L es intermedia para £E,kJ .

6.2 lema:

Si es L como en el lema 6.1, entonces L es una G-

topología de derivadas de K (según definición 1.8).

Demostración:

Veamos en primer lugar que L tiene modelos tangen

tes de K (según definición 1.2).

Trivialmente se ve que K es una sub-G-topología de L y que 

Cat L es una subcategoría de Cat T. (T=(?-'€). Sea G Cov L 

y veamos que Cov T. Basta probar que Nú Cov T. Sea

< N ; luego para todo i existe un morfismo ψ- de Cat K tal 

que e pr,D^.) y Cov K. Por definición de Cov K es
•L «I* «Ib C.

ψ. un isomorfismo en su imagen, para todo i, y se tiene además 

que, si es <ρχ:ϋ·—(DM)=U. Entonces, D'ft(x) es biyectiva 

para todo x y, si es (u,y)é UxE existirá (ux,x)e U^xEtal que 
$i(u.,x)=(u,y). Es decir que VJ φχ(υχχΕ)=ϋχΕ,γ entonceq NcCovT

Definimos Ta por T (U)»UxE, para U objeto de Cat K. Obvia

mente T es inyectiva y vale también (ii) de la definición 1.2.

Podemos considerar a la derivación usual como una función 

D: Morf(Cat K)—-Morf(Cat T) tal que si ψ:ϋ—-V es un mor

fismo de Cat K, entonces es D^p :UxE—E. Además, si Cp= Ip’ 

por (xzx) de la demostración del lema 6.1 será ΰψ = pr„ (pro- 

yección cartesiana) y se verifica también (por (x) de la misma 

demostración) que: ΰψ® (op e pr,D<p) » D (ψΗψ). Es decir 
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que, según la definición 1.4, L tiene derivadas de K.

Por ser además Ii intermedia para [K,Kj(lema 6.1) vale lo 

propuesto por el enunciado.

6.3 Lema:
La G-topología L tiene derivadas conservativas de K 

(según definición 2.1) 

Demostración:
Como S es una sub-G-topología de L y ésta lo es de

T, se ve que vale trivialmente (i) de dicha definición. 
Sea el siguiente diagrama de producto fibrado en Cat Tí

Entonces, por ser (i=l,2) un isomorfismo en su imagen, pode, 

mos tomar W=f j(U^)n (θίη6 sería W’s= W y por lo tanto
TO(W) «; T_(W’) por ser T_ funtor), y ρ4=ί7 » siendo ?· = f. a a a xx xx
pero con codominio restringido a su imagen.

Siendo Ta(f.) (i=l,2) un isomorfismo en su imagen (por ser 
lo f·), un producto fibrado en G-^ es:

Bastaría ver que es

Probemos que:

Sea (u,y)s f^(U^)xEt Luego existe u^« tal que f^(u-)=u. 

Por ser f^ un isomorfismo en su imagen, será Df.(t) biyectiva 

para todo t. Por lo tanto existirá xeE tal que Df.(u£).x ■ y 
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Es decir que: (u,y) € con lo que queda probado

lo propuesto (la otra inclusión es evidente).

Entonces:

Luego, vale el punto (ii) de la definición 2.1.
Sea ahora φ = y ——uj £ Cov T, I:C_ —— Cat T el fun- 

tor inclusión. Si es I’:C„ —Cat Τ’ el funtor inclusión,Π 7
Cat T’=T_(Cat T) , C_=T„(C*), si probamos que lím I’=T (U), 

será lím (Ta® I)=Ta(ü) (por ser T un isomorfismo de C$ en C|,) 

Siguiendo el procedimiento que se usó para demostrar la va

lidez del postulado (4), al principio de este parágrafo, y te

niendo en cuenta lo probado respecto al producto fibrado 

T„(U,) x TQ(UO) mas arriba, se ve que: Φ (ü) = lím I’, a x a z» a ■■ »
Ta(u) CL

6.4 Proposición:

Dado un C -atlas CX , que sea un E-atlas here
ditario, si es K la G-topología definida como en 3.2(primera 

parte) entonces existe una G-topología L de derivadas conserva

tivas de K (según definiciones 1.8 y 2.1)

6.5 Nota:

Consideraremos en lo que sigue la siguiente defini
ción (CCO de espacio tangente en un punto x€X, siendo X el espa 

ció subyacente a un atlas CX: T (χ)=ΑΑ> ; siendo A el conjun-
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to de ternas (U’ ,m,v) con m:U’—-U mapa en x de Ct, vej y la 
relación de equivalencia definida por: (U*,m,v)«^ (V’,n,w) sii 

T_(n o m”*)(m(x),v)»(n(x),w).81
Se ve que, fijado un mapa (U*,m) hay un isomorfismo: 

T (X)—»E dado por: (U’,m,v)t—»v
Además, si es T(X) » V T_(X) (unión disjunta), será T(X) 

xeX x
el soporte del atlas T(cx) tangente al, cuyos dominios de 
mapa son los TT-\ü’), siendo TT:T(X)—»X la proyección: 

ΤΓ |τ » ^xj , U’ dominio de mapa de Ct.
Se tiene entonces, para cada (U*,m) mapa en x) un isomor 

fismo ; TT”\u’)—-U’xE* definido por: (U’,m,v)i—-(x,v).

Por último, si es f:X·.—— X? una aplicación diferenciable 

se define T(f) :T(X. )—T(X2) de,1a siguiente manera: sea Tx(f): 

■^x^l^~*’^f (x)^2^ tal (USm/v). = (V’ ,n,w), siendo
w=Df’(m(x)).v, f* definida én m(f“^(V’)n U’) por f’=n«f. m“^; 

entonces Tx(f)=Τ(ί)|φ (χ)· Trivialmente resultará: 

1^2 e T(f) ■ f = , siendo ΤΓ^ , proyecciones canónicas.

6.6 Proposición:

El atlas abstracto (G,T(X),u) obtenido como 

en 2.2 (primera parteé a partir de T(Qr) es un atlas tangente 

(según la definición 2.6) al (Ε,Χ,ε) obtenido por la misma 
construcción a partir de & . Además, la proyección 1ϊ :T(X)—X 

es su proyección natural. 

Demostración:
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En primer lugar veamos que valen en este caso las hipóte

sis del teorema 2.5 (suficientes para la existencia del atlas 
I 

tangente a (F,X,s)).
Trivialmente se ve que T es G-plena T y, como tiene 

límites directos (teorema de Kan) es en particular semicompleta^ 

obviamente existe^la función Φ como en 2.3 y, por proposición 

6.4, se tiene la totalidad de las hipótesis. 
_ «

Si es G:T"—-T definido como en 2.2(primera parte) a par

tir de T(Ot), será Cat T” la categoría cuyos objetos son los 
de la forma UxE con U modelo .de O- y cuyos morfismos son los

(φ. pr™ ,ρφ ) que son cambios de mapa en T(CV) (luego φ es

un cambio de mapa en CC ),. las inclusiones entre objetos y las 

composiciones. Luego, es igual a Cat Τ’, siendo T’ definida c£

mo en ?2 a partir de T, donde T es el dominio del funtor F.
Además Cov T" es la clase de familias {Φ-:ü·xE —— UxEj tales que 

O ^(U · xE) =UxE ; siendo $· un morfismo de Cat T" será de la 

forma: « ( Ψί β siendo —-U, pr$ :tLxE
—U- proyección. Según se vió en la demostración del lema 6.3 

es Φ. (U-xE)" Cp. (U. )xE. Luego: LJ (U.xE) = (U'P-(U. ))xE«=UxE , x x X X i X XI
por lo que: U. Entonces Cov T"=Cov T* y entonces
I ’ a T n

Veamos que (G,T(X),u) definido como sigue verifica la de
finición 2.6 para (F,X,s).

Según. 2.2 G será:
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Sea Φ :UxE—-VxE un cambio de mapa.en T(a). Entonces:

La transformación natural, ρ está dada porr

Por ser ^“^(U’)^ U’xE, es también Tr“^(U*) un U’xE en

Cat T. Además:

En efecto; si es (U*,m) un mapa en x, ve E:

donde: (m(x)).v y,, por definición de F es f una in
clusión, luego: <-p’=nom“l, si es /3 ^^(V’) -S-»V’xE, se tiene 

que: ñ=(nxLg)o A , luego:

Como T (n« m”^)(m(x),v)=(n(x),w), es (U’,m,v)=(V*,n,w), luego: 

ñ”^e Τ&(φ’)« S »iocs,n’”^(U,)c—Jr“\v *) (inclusión).

Recíprocamente, sea U*ep(u), V’e F(V) , f^inc^^CU ’)c—tr“1(V’) 

Entonces será: U’=(Tf.tr“í)(u *) C (TT«f’’1)(V*) = V’ (por ser ΤΓ 

suryectiva); luego, si es f=inc:U’c_-V*, será f«F((p) y si es 
_Ί _ _—1

ψ’ =ne m , se ve que f=ñ o^TaGp*)o m (m y n están unívoca- 
mente determinados por el postulado (6)).
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También los valores de U según la hemos definido, coinci- 
i w pi* · —1 ✓den con los de s de 4 2, pues, si consideramos: U’·- v—ΤΓ (U’)

E, siendo U’xE y pr^,:U*xE—-ü*, prE:U’xE
—-E proyecciones, es IT ”\u *) un U’xE con proyecciones pry,®* 

y pr^ooi , y m un mxl- , para cada m, eh Cat T.

Entonces se ha visto que: (G,T(X),u) es un atlas tangente

a (F,X,s).
Por último, tenemos el, siguiente diagrama conmutativo:

En efecto:

Entonces conmutará también:

por lo que resulta ΤΓ proyección ñatural entre (G,T(X),u) y 

(F,X,s).

6.7 Proposición:

Sea f:Xx—«-X^una aplicación diferenciable en- 
T r

tre los atlas y 7 sea· $(£) su correspondiente apli
cación tangente. ' Si es A. (i=l,2) el atlas abstracto asociado 
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a T(CX ) como en laiproposición 6.6, entonces T(f) es un morfis

mo tangente asociado a f (según definición ' 4.11), consideran 

do f:A,—»A2 , siendo A^ atlas abstracto asociado a CU (como 

en 2.2, primera parte).

Demostración:

Vamos a definir en primer lugar el atlas Cl equi 

valente al Ct mediante la siguiente construcción: si es U’ 
un dominio de mapa CX, , tendremos que: U*= Ctu’n f“X(V’)), ,1a 

unión extendida a todos los dominios de mapa V’ de CU. Por 
, _ i. .ser f diferenciable, en particular continua, sera U’O f (V*) 

abierto en U’. Por ser el atlas hereditario, será también un 

dominio de mapa. Consideramos entonces el atlas 5, cuyos 

dominios de mapa son sólo los de esa forma y los mapas son, na 

turalmente, las respectivas restricciones de los de CI Tri

vialmente será S equivalente a CZ^, Además, si se toma 

el atlas abstracto A^ asociado a Ct como en 2.2(primera par 

te), evidentemente satisface las hipótesis del teorema J.8.

Sea S^=(G^,T(X, ),u, ) asociado a T(eL) , Á2=(G2,T(X2),u2) 

asociado a T(CX2), como en 1»proposición 6.6. Definimos enton

ces la transformación generalizada k:G,—-T(X2) como sigue: 
«el z < ni *sea Ti (U *)—-UxE un mapa de T(czp; entonces, existirá un

mapa TT2X(V’) H-VxE de T(Ct2) tal que f(U’) c V’, por definí 

cion de CX,. Luego, se puede definir f’=n· f· m , f:U—-V. 

Sea φ’=(ί’. pr™ ,Df’), $’:UxE—VxE; sea entonces el valor 1 
de k en UxE de dominio ΤτΓΗϋ*) definido por l=ñ . Φ’β m.
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Veamos que se verifica la conmutatividad del siguiente dia

grama:

O sea que, para cada dominio de mapa U’ de = ΐ

' —3 ϊπSea x eir, (U.*); luego U’----- -U es un mapa en x. Conside
remos identificado AT1 (U*) con U’XE por el isomorfismo 06 , 

•fe
(U’ ,m,v)i__ ^(x,v) y análogamente ΤΓ^ (V*) con V’xE por 

। 6: (V’ ,η^)!—-(f(x),w) (siendo V! mapa en f(x)).

Entonces: T('f)(x,v)=T (f)(x,v)=(f(x),w), siendo
. , _ -1w=Df ’ (m(x]>.v , f’=n ofe m . Por otra parte:

Trivialmente se ve además que ^©ΤζΓ) = ί»1Γ.,

Luego, si definimos el valor,1 de la transformación generaliza

da k:F^—»X2 (siendo F-^ tal que: A, =(F, ,Χ, ,s-| )) en U con do

minio en U’ por l=n « f ’« m,. o sea: l=f| se tiene que: I TT ·

Puesto que, por la proposición 3.5(primera parte) es f un 

morfismo de A, en A£ i hemos probado entonces que k, T(f) veri

fican las condiciones del teorema 4.9. En particular T(f) es 

un morfismo tangente asociado a f.
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6.8 Nota:

Sea S una clase de espacios de Banach, sea K defini

da como en el teorema 4.5(primera parte) y sean Vr, VAr las 

subcategorías plenas de Vr, VAr (defihidas en ese teorema) cu

yos objetos son las E-variedades ([1]) para E variando en S, y 

las correspondientes K-variedades abstractas según el isomor

fismo entre Vr y VAr, respectivamente.

Sea S la clase de espacios de Banach que "modela" a las 

variedades tangentes a las de V ·, y sea K la G-topología de

finida por: los objetos de Cat K son los abiertos de la for

ma UxE con U abierto de E, U objeto de Cat K, E variando en S; 

los morfismos y la clase Cov K se definen como en el lema 6.1.
Sea la categoría de Cr-1 variedades de tipo S mod£ 

ladas cada una sobre uno de los espacios de S y aplicaciones 
Cr , WAr-l la categoría' imagen por el isomorfismo, dado por 

el teorema 4.5 mencionado, de

Entonces, podemos enunciar el siguiente teorema:

6.9 Teorema:
Si es T:V^—-Vr“·'· el funtor tangente, VA^

(i=r-l,r) el isomorfismo dado por el teorema 4.5 (primera par
te), se tiene que existe un funtor :VAr—-WAr~^ en las con

diciones del teorema 5·3 tal que Γ Γ « T = ΓΓ. 

Demostración:

Sea V< WAr. Por ser ΓΓ un isomorfismo, será
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V = 'nr(V), Con Ι/’ Q^-vasiedad de tipo S modelada .sobre un es 

pació E»
Si tomamos los atlas tangentes a los de Ύ3, se ve que por 

la proposición 8.6, aplicándoles la construcción 2.2 (primera 

parte) se obtienen los atlas abstractos tangentes (según definí 

ción 2.6) a los de V. Además, puesto que son equivalentes (for 

man la variedad iCV*)), los atlas।abstractos correspondientes 
serán K-equivalentes, por* proposición 5,5(primera parte); es d£ 

cir que pertenecen a una misma K-variedad abstracta V.

Definimos entonces: ^(V)=V y, si és un K-

morfismo de variedades, 2( ) = T(«X ), que es una buena definí 

ción teniendo en cuenta la proposición 5.5(primera parte) y la 

6.7·
Luego, existe en las condiciones del teorema 5·5·
Se ve además trivialmenté que; P ΓΉ T =^>oPr.,
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