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PROLOGO

El propbsito de este trabajo es establecer el fundamento
de una teoria categorial de variedades diferenciables, que po-
dria generalizar definiciones y teoremas de la geometria dife-
rencial, Se tiene la idea de que nociones tales como atlas y
variedades diferenciables y aplicaciones entre ellos pueden ex
presarse en una forma muy general mediante el lenguaje de la
teoria de categorias. Asi surgen los atlas abstractos, los
morfismos entre ellos, las variedades abstractas, etc. Esa de
finicién general admite como ejemplos, ademés de los entes que
generaliza, otros sin vinculacidn aparente con aquellos, como
sucede en el 25 de la primera parte, en que la proposicidén 56
y su corolario 5.7 proveen ajemplos "algebraicos" de atlas abs
tractos, que no surgen naturalmente del modelo "topoldgico"
que se tuvo en mente.

A partir de las definiciones "abstractas" mencionadas se
tratan de obtener propiedades analogas a las que tienen los en
tes de los cuales se partidé. Asi por ejemplo, en el % 4 de 1la
primera parte se obtiene una categoria de variedades abstrac-
tas y morfismos entre ellas. Otra tarea importante, que ocupa
toda la segunda parte, es la de construir en ciertas condicio-
nes muy generales (ver postulados (1) a (6),2 1) el atlas tan-

gente a uno dado, asi como también el morfismo tangente asocia



do a un morfismo dado (y luego por supuesto, las variedades
tangentes correspondientes). Para la definicibn del atlas
tangente se usd la idea (ver [ ) de"pegar™ sus codominios

de mapa mediante morfismos de la forma (Yo pr,D¥ ) si se con-
sidera que los respectivos codominios del atlas dado se "pegan"
mediante los morfismos ¢ .

También se caracteriza el morfismo tangente asociado a
uno dado f por medio de los morfismos que quedan inducidos
entre los modelos de los atlas tangentes, que seran de la for-
m:e\ (Yo pr,D¢Y ), con P inducido por f entre los modelos de
los atlas dados. Con estas definiciones se logra ademés cons
truir un funtor tangente "generalizado" y, aplicadas al caso
concreto, se demuestra que se obtienen las nociones conocidas
(ver $6) relacionédndose asimismo el funtor tangente "concreto"
con el "abstracto" (teorema 6.9)

Se obtienen ademéds algunos resultados como por ejemplo u-
na realizacidén de atlas abstractos (ver teorema 2.5, primera
parte), el isomorfismo entre una categoria de variedades abse
tractas y otra de sus realizaciones (teorema 4.5, primera par-
te), una "restriccidén" que constituye una equivalencia de atlas
abstractos, que se aplica en el caso particular del atlas domi-
nio de un morfismo dado (ver proposicibn 3.6 y teorema 3.8),
etc.

Se espera de esta manera seguir obteniendo resultados que

llevardn a la generalizacibén de teoremas conocidos, asi como a



poner en evidencia la raiz categorial o funtorial de algunos

resultados clésicos.



Primera Parte

Definicibn de variedad abstracte



$1 INTRODUCCION

1.1 Terminologia:

Las topologias de Grothendieck serén llama-
das G-topologias; su definicidn es la de {21, En 10 que sigue
¢ es la categoria de conjuntos y funciones, y G~ es la G-to-
pologia que se obtiene de © adjuntidndole, como Cov(G-%) 1la
familia de los conjuntos 4? de morfismos talesfque, para cada @g
1§s imagenes de las funciones pertenecientes a ® cubren en sen-
tido habitual un cierto conjunto Cé . Se hara uso de los fun-
tores y transformaciones naturales generalizados introducidos
por Ehresmann (ver (3}): un funtor generalizado F, de la cate-
gorfa C en la categoria C’ asocia a cada morfismo de C una cla
se no vacia de morfismos de C° , de tal manera que, si e es la
unidad del objeto A de C, F(e) es la clase de las unidades de

los objetos de f(A), v si h=gof en C, entonces:

Fh = F@)F) = zz [ JueF( y ve F(g) con z:voug

Nuestra definicidn de transfor@acién generalizada serd li-
geramente diferente de la de Ehresmann: si F y F?’ son funto-
res generalizados de C en C? , una transformacidén generalizada
t de F en F? asocia a cada objeto A de C una clase de morfis
mos que tienen por dominio un objeto de F(A) y por codominio
un objeto de F?(A), de tal manera que: (i) Para todo X e F(A)
existe al menos una flecha de ¥(A) cuyo dominio es X, (ii) Si
XeF(A), X eP(B), YeP2 (L), Y¢ F”(B), u:X—>Y con u ¢ t(4),
v:X—=Y' convet(B) y geF(£) coh f:A—B 7y g:X—sX',



entonces existe f£?’:A—B y h:Y—= Y’ +tales que he€ F'(f?)
¥y hou=voeg. Se componen las transformaciones generaliza-
das de C en C' por la férmula: (t2<>tl)(A) = t2(A). tl(A) .
Se obtiene asi una categoria cuyos objetos son los funtores
generalizados de C en C? y cuyos morfismos son las transforma-
ciones generalizadas entre tales funtores. Si el segundo funtor
F' es constante, entonces para cada X< F(A) hay exactamente un
morfismo perteneciente a t(A) cuyo dominio es X.

Una transformacidén generalizada +:F—F' (funtores genera-
lizados de C en C®) tal que, para todo objeto A de C,Vhe t(4),

h sea un isomorfismo en C’ ser& llamada.equivalencia débil de

F en F?,

Un funtor generalizado de: la G-tqpologia T en la G-topolo-
gia T® es un funtor generalizado F:Cét T—Cat T’ , tal que se
verifican las dos condiciones siguientes: (i) Para todo conjun-
to §<pi:vi_-v} ¢ Cov T y para todo X< F(V), si $ es la familia
de todos los morfismos de la forma g:Y— X con g€ F(9;) para
para al menos un indice i, entonces<?'é Cov T*. (ii) Dado el
diagrama V84,V 8 v, g;€ F(£y) (i=1,2), 2,:U.—U ;
sl existe en Cat T’ un objeto no inicial A y morfismos 8y A=V,
tales que g;. ay= g, 08, , entonces 3 U, Ve F(D), hi:ﬁ—~Ui )
kieaF(hi) tales que el siguiente es un diagrama de producto

fibrado en Cat T°:

Viek Volen

o\,

A%



Si se tiene un diagrama de producto fibrado en Cat T:
U<t U, U,

\ JJ/
entonces existe un diagrama de producto fibrado en Cat T7:

V._n_.u ._,_.v

Dy T

siendo r, (o= 1i,j) valores del funtor F y £ ,€ F({,)

A
Hay una nocidén evidente de cofuntor generalizado y de trans

formacidn generglizada entre tales cofuntores.

1.2 Teorema de Kan sobre la existenci# de limites:

Yay una nocidn evidente de limite de un funtor (o de un co-
funtor) generalizado, con respecto a una transformacidén genera-
lizada y el teorema de existencia de Kan .[4] vale bajo la forma
siguiente:

Teorema de Kan para funtores g@eneralizados en G

A todo funtor generalizado F:C — & se puede asociar, de
manera canbdnica, un conjunto A y una transformacidn generaliza-
da t, de manera que A sea limite directo de F con respecto a t .

La demostracidén sigue el esquema de la de (4). En el con-
junto de ternas (U,V,x) tales que U es un objeto de €, Ve F(U)
y Xx¢ V se define una relacibn (ref}exiva y transitiva), denota-
da ~ , por la condicidén siguiente: (U,V,x) ~ (U?,V?,x?) si
y s80lo si existen morfismos f£:U—U' y g:V—V’ tales que

g eF(f) yglx)=x* . Sea R 1la relacidn de equivalencia ge-

nerada por ~ : (U,V,x) R (U',V’,x') si y sb6lo si existe



una sucesidn finita de ternas +t,,...,t_, tales que: t,6=(U,V,x),

n’

£, =(U2,V2,x*) ¥ 5, by 6 bty b o,

Sea A el conjunto cociente por R. Se define una transfor-

para i=l,...,n -

macidn generalizada t, de F en el funtor "constante" de dominio
C y "valor" A, definiendo como t(U) el conjunto de aplica-
ciones t(U),:V—A (donde Ve F(U)) dadas por: t(U) (x)=(T,V,x)
donde la barra indica la clase de equivalencia con respecto a t.
EFn el caso en que los valores de F en los morfismos sean todos

inclusiones, el conjunto A es isomorfo a K,j A\ (unidn de
Ve F@),Ve 0b(C)

los valores de F en los objetos de C).
En todo lo que sigue, escribiremos simplemente "limite™

en lugar de "limite directo".



$2 ATLAS ABSTRACTOS

2.1 Definicién:
Un atlas abstracto es una terna (F,X,s), donde

F es un funtor generalizado de la G-topologia T en la G-topo-
logfia T, X es un limite de F con respecto a una transformacién
generalizada t, y 8 es una equivalencia débil de F en el fun-
tor idéntico sobre Cat T; esto implica que Cat T debe ser una

subcategoria de Cat T. Diremos que X es el soporte del atlas

abstracto y que t es la transformacidén asociada al atlas.

; Sea el diagrama: V, ¥ ,,-V
de producto fibrado en Cat T, 51endo kie,F(hi), g; ¢ F(£;) (i=

1,2). Si son I

1, h? (i=1,2) los morfismos de Cat T dadoa: por

postulado (ii) de transformacibén generalizada aplicado a g,

tales que, para ciertos. ﬁiES(ﬁ), uiés(Ui), ue s(U) hacen con-

mutativos los diagramas: V_K; A Vi _$i .V
111 : ui ull ¥y
5 he I

entonces es:

un diagrama de producto flbrado en Cat T.

2.2 Aplicacidn a los atlas diferenciables:

Diremos que un atlas (X , diferenciable de clase CT, o

cT-atlas en el sentido de [51, es hereditario 'si se verifican

las dos condiciones siguientes:



(i) Si Pe, con Y:A—TU ; s8i BcA es un abierto Jy
Vc U es un abierto, entonces (P]Bécr y &P‘gp_l(v)é T .
(ii) Si 9¢ X, con P:A—U, para todo espacio de Banach E
que interviene en la definicién de @, para todo abier
to Vc E y para todo cT-isomorfismo f:U—V, se tie-
ne que: fePped
Sea I un cT-atlas hereditario. Llamaremos Cat T a la ca-
tegoria cuyos objetos son los codominios de los mapas de I y
cuyos morfismos son: los cambios de mapa de &, 1l1lds inclusio-
nes entre objetos de Cat T y las composiciones (en nlmero fini-
to cualquiera) de tales morfismos, Sed Cov T la familia de
conjuntos de morfismos de Cat T que cubren en sentido habitual
un cierto objeto de Cat T. Se obtiene asi la G-topologia T.
Sea T la G-topologia que hemos llamado G-¥% (1.1l). Sea F el fun-
tor generalizado de T en T construido de la siguiente manera:
si U es un objeto de Cat T, F(U) es la clase de dominios de ma
pas cuyo codominio es U. Para un morfismo P:U—V- en Cat T,
se distinguen tres casos: 81 @ es una equivalencia (cambio de
mapa), F(P ) es la clase de identidades de los objetos pertene
cientes a F(U)n F(V); si P es una inclusidn entonces para to-
do V* tal que fy,:V’—V sea un mapa de &I, ponemos U’=f;}(U)
y se define entonces F(qb) como la clase de todas las inclu-
siones de la forma: U’c»V?’ ; si @ es una composicidén de equi-
valencias e inclusiones2 se define F() de manera evidente

tomando todas las composiciones posibles. Sea X el conjunto

subyacente al atlas &X' , Entonces X es el limite de F con res-
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pecto a una transformacibédn generalizada t que a cada objeto
U de Cat T asocia el conjunto de las inclusiones U’c_.X, donde
U? recorre F(U). Sea shora s la transformacién generalizada de
F en el funtor idéntico sobre Cat T, que a cada objeto U de
Cat T asocia la clase de mapas de XX cuyo codominio es U : es
una equivalencia débil. La terna (F,X,s) es un atlas abstracto

de soporte X y de transformacidén asociada t.

2.% Subcategorias inclusivas:
‘ Ilamaremos asi a toda subcategoria

D de C tal que: Ob(D) = Ob(C) y para A& y B objetos cualesquie
ra de D, el conjunto D(A,B)u D(B,A) tiene a lo sumo un elemen
to.

El ejemplo tipico de subcategoria inclusiva es la subcate-

goria de ¥ cuyos morfismos son las inclusicnes.

2.4 ¢T—categorias:

Sea S un conjunto de espacios de Banachj; una
categoria serf llamada CT-categoria de tipo S si sus objetcs
son abiertos de los espacios de S y sus morfismos son: cF-iso-
morfismos, inclusiones 0 composiciones en nimero finito cual-
quiera de tales morfismos con la propiedad siguiente: todo
abierto incluido en un objeto es un objeto, todas las inclusio-
nes entre objetos son morfismos, y todo CT-isomorfismo de un ob

jeto sobre un abierto de un espacio E € S es un morfismo.
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Una Cr-G-topologia de tipo S es una G-topologia T tal que
Cat T es una Cr—categoria de tipo S y Cov T es la familia de
conjuntos de morfismos que cubren en sentido habitual un cierto

objeto de Cat T.

2.5 Teorema de realizacidn:

Teorema: Sea (F,X,s) con F:T —G-G,

un atlas abstracto de transformacidn asociada t, tal que:

(i) T es una cT-G-topologia de tipo S.
‘' (ii) F toma sus valores en una subcategoria inclusiva

de Cat T = ©,
Entonces existe un CT-atlas hereditario X , de tipo S,
cuyo conjunto subyacente es X y cuyos mapas son las composicio=-

l, con h es(U), get(U), y donde g es

nes de la forma he@
la restriccibdn de g a su imagen.

Demostracidn: Probaremos en primer lugar que, para todo

£f:U; —7U, en Cat T y para todo gecF(f), la aplicacién g es
inyectiva.

Sea g:Vy —V,. Como 8 es una transformacidén generalizada
de F en el funtor idéntico sobre Cat T, existe h € s(Ul),
ktEs(U2) con h:Vy—U; , k:iV,—U, . Por definicidén de trans-
formacidn generalizada, existe entonces un morfismo f’:Ul——a—U2
tal que: f’o h = Xo g. Pero f' (siendo un morfismo de Cat T)
es inyectiva, y h es inyectiva puesto que s es una equivalen-

cia débil., Luego g es inyectiva.
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Sea ahora Ve F(U), y llamemos t(U)V:V-———X a la Gnica
aplicacidén de dominio V perteneciente a t(U). Probaremos que
esta aplicacidén es inyectiva. Es suficiente hacer la de-
mostracidén para el caso en el que X es el 1limite de F
con respecto a t construido de manera candnica por aplicacibdn

del teorema de Kan (1.2).
Supongamos t(U)V(x) = t(U)V(y). Luego (U,V,x) = (U,V,y).

Entonces existe una sucesidn finita de ternas %,,...,% tal

n ?
que (con las notaciones de 1.2) t; jo t; 6 t;~ t. ,, para
i=lyee.,n, y t, = (U,V,x), t, = (U,V,y). Para n=o se tiene
X=Y . Supongamos n=1; luego existe f:U—U, g:V—7V con
gcP(f) vy glx)=y, o bien g(y)=x. Por lé hipbtesis (ii) del
enunciado del teorema se tiene g=lv , lu§go X=y. Supongamos
ahora n=2. Entonces existe (Ul,Vl,xl) tal que se verifica uno
de los siguientes casos:

(a)  (U,V,x)~ (Uq,Vy %) (U,V,5)

(d)  (U,V,3)~ (Uy,V7,%)n (U,V,x)

() (U, V,x)~ (Uy,Vy,%7) ¥ (U,V,57)~ (Ug,Vq,%;)

(@) (Ug,V,x))m (U,7,%) 7 (Up,Vy,%p)w (U,V,5)

En lo que sigue supondremos siempre B;€ F(fi), i=1,2.

En el caso (a) se tiene: flzq—a-Ul, £5:0,—TU ,
gy:V—V; , g5:V;—V , con gg(gl(x)) =Y. Pero g,. g1= 1y,
luego x=y. El caso (b) es andlogo. En el caso (¢c) existen

fl,fzzU——le, 81185:V—V,, con gl(x) = gz(y). Pero de

acuerdo a lo que se ha probado al principio de esta demostra -
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cién, g, es inyectiva y, por la hipbétesis (ii), 81 = 85 »
luego X = Y. 'El caso (d) es andlogo.
Se demostrari por induccidn que, si existe una sucesibén

de n ternas t,,..0,47T con las propiedades ya enunciadas, en-

n
tonces x=y. Esto ya ha sido demostrado para n = o0,1,2.

Supongémoslo verdadero para n = 2 y supongamos que existe una
sucesidén de longitud n+l con las propiedades enunciadas: t_,

cooyt Si existiera un Indice j tal que 1 &€ j ¢ n y

n+l’

b g by b5 6 bty by, se tendria una sucesibn

de longitud n con las mismas propiedades, pues la relacidn

es transitiva; luego, en virtud de la hipbétesis inductiva, el
teorema estaria demostrado. Entonces, reemplazando el simbolo
~ por una flecha, sélq quedan por considerar los dos casos

siguientes:

(1) (U,V,x)— (Ul avl axl) - (U2 ,V2 ’X2) — (U3 3V3 ’XB) oo
(2) (U,V,x)~— (Ul avlaxl)—' (U2 ,V2,X2)._- (U_aa,Ya ’XB) e

En el caso (1) se tiene un diagrama no necesariamente con-

mutativo: vV_% V.S
1 2

o I

con ue s(U), ve s(Ul), we:s(Ue).‘ Pero como s es una trans-

formacidn generalizada, existen £1,£3 en Cat T tales que el
diagrama siguiente conmuta: V84 VoS vy
=

oo

U-£Lﬂ>L&¢£Lt% -
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Como gl(x) = 82(x2) = X;, 8€ tiene que W = gl(V)n 52(v2) es

no vacio. Por ser gy,85 inyectivas es el siguiente diagra-

ma de producto fibrado: v § ", 2-: V

PN

donde 8, (i=1,2) es la restriccién de g; & su imagen. Luego
por definicidn de funtor generalizado entre G-topologias (1l.1)

existe U objeto de Cat T, existe Ve F(U) +tales que, si es ks

e-F(hi) (i=1,2), hl:ﬁ->U‘ h2:ﬁ—a-U2 se tiene un diagrama

de producto fibrado: \Qkk, iV

\/

Sea h:W—V tal que kih = BI"

(i=1,2), dada candnica-

mente por ser V un Vv x V2 Y sea xi ='h(xl). Entonces:
Vi

kl(xi)=x, ka(xi)=x2.
Luego, se tiene la siguiente sucesidn de n+l términos de
(u,v,x) a (U,V,y):
(U,V,x)«—-(U,V,xi).—-(U2,V2,x2)—a»(U3,V3)x3)
que tiene dos flechas consecutivas del mismo sentido, que se
reduce, entonces, a una sucesidén de longitud n, de donde se
obtiene zx=y.
Para el caso (2) la demostracidn es anlloga.
Se ha probado entonces que, para todo UE:Ob(Cat T) y para
toda g¢ t(U), g es inyectiva. Si llamamos £ a 1la restriccidn
1

de g a su imagen, existiran mapas de la forma h o

—

con he s(U)

y es claro que sus dominios cubren a X. Basta probar entonces
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que los cambios de mapa son cT-isomorfismos. Sean hje @Il ’
h20 ggl dos mapas con el mismo dominio A ¥y codominios Ul,U2

respectivamente, Debemos comprobar que la composicidn:
A=l =1 s o : . _

k = hye 85 B8q° hy:U;—U, es una C"-equivalencia. Es evidente
mente biyectiva,.luego es suficiente probar que es localmente
un isomorfismo de clase Cr.

Sean x.eU , X, k(xl), yl-h (xl), y2-h (x2) TLuego:
g, (71) = 85(35), ¥ como g; € £(U; )v , se tiene (Ul,Vl,yl) R
(qa,ve,ye) Existe entonces una suce31on it §1=1 , con
ti=(wi,Zi,zi) y tal que: t; _;~ b 6 tijv t;_5, siendo t=
(Ulavlayl) J tn=(U2aV2ay2)° |

Entonces, para cada i=l,...,n-1 existe un morfismo fi

perteneciente a Cat T (wi,wi+1)k) Cat T (wi+l’w') y un morfis-

mo a. perteneciente a Cat T (Zi, 1+1)() Cat T (2. Z-), con

i
aiéIF(fi) tal que:

i+l?

a;(25) =257 6 a3(z5,5) =23 (=)
Por definicibén de transformacidn generalizada, existe para
cada i=l,...,0 un 'isomorfismo en Cat T, ms Z Wi, tal que
mie:s(wi); tomaremos ml=h1, mn=h2. También por definicibn de
transformacién generalizada, existe f] con igual dominio e
igual codominio que fi (i=l,...,n41), tal que el cuadrado for-
mado por Miy 85y My 99 fi es conmutativo. Teniendo en cuenta
este hecho, y (%), 8e ve que existen abiertos Wic;wi(i=1,.",n)
n
con xleJWi y X5€ wa y ¥ cT-isomorfismos f- (i=l1,+e.4n-1) ta-

les que f! es la restriccidn de fi a W!yw!,, 7 los £
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o sus inversas (convenientemente elegidos para cada i) dan por
composicién un CT-isomorfismo. £":W] —W) , con f"(xl) = X5
Sea ahora xj €W}, y sea yichil(xi). Por conmutatividad de 1os
cuadrados mi’ai’mi+l’f:,i.’ existe yée Zn’ 'E‘_xée WI’1 tales que:
£"'(x]) = x3 , by(§3) = x2 (=x)
Pero como a;é€ F(fi), se tiene que (Ul,Vl,yi) R (Uz,Vg,yé) .
luego: 81(¥]) = 85(¥3) (k=)
De la segunda férmula de (%) y de (xxx) se deduce:
(byo 8506 Bye BTT) (x1) = x3

Entonces el CT-isomorfismo f" coingide con k en un entorno

de Xq s lo que prueba que k es localmente un isomorfismo.

2.6 Proposicién:
Sea & un CT-atlas hereditario (en el sentido

de 2.2) de conjunto subyacente X, y sea (F,X,s8) el atlas abstrac
to asociado a él1 por el método de 2.2, con F:T— G-¢ . Entonces
(F,X,s) verifica las hipétesis del teorema 2.5, y la aplicaciébn
de ese teorema a (F,X,s) da el atlas CX ., Em efecto, si S es
el conjunto de espacios de Banach que'intervienen en la defini-
cidén del atlas ¢ , la G-topologia T verifica la condicibén (i)
de 2.5 puesto que X es hereditario, y el funtor F verifica
la condicidn (ii) de 2.5"_por construccidn,* El ;esto de la de-

mostracibn es evidente.
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4 3 MORFISMOS DE ATLAS ABSTRACTOS

3,1 Definicidn:

Estando dada una clase C de atlas abstractos
{(Fi,Xi,si)} para i ¢ I, tal que para todo i€ I, Fi sea
un funtor generalizado de la G-topoiogia Ti en la G-topologia

(con T constante), se diri que 1&_G-topologia K es interme-

Q@ K

IH.

a para la clase C si se satisfacen las condiciones siguien=-

tes:
(i) K es una sub-topologia de T.

(ii) Para todo i € I, T. es una sub=G-topologia de K.
(iii) Para todo i € I y para todo objeto U de Cat Ty,
] I\, — S 7 2 U, .- .
si §<p3 U:j U} ¢ Cov K, entonces ECPJ 3 U}é Cov T,
3,2 Ejemplo:

Si C es una clase de CT-atlas. hereditarios, se pue.
de tomar como Ob(Cat K)- la unién de las clases de objetos de
las categorias Cat T; obtenidas por el método de 2.2, como
morfismos de Cat K todas 1las aplicaciones cT-diferenciables
entre tales objetos, y como Cov K ‘la unién de todos los Cov :

Se obtiene asi una G-topologia K, intermedia para la clase C.

3.3 Definicidn:

- Sean (Fl,Xl,sl), (F,,X5,8,) atlas abstractos
con Flle-—sT, F2:T2—a-T y transformaciones asociadas t,,t,.
Sea K una G-topologia intermedia para la clase formada por esos

atlas. Un K-morflsmo de (Fl,Xl,sl) en (F2,X2,32) es un morfis-

mo de Cat T: f:Xl—a-Xa tal que para todo diagrama de Cat T:
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™M . h
U 2 _"“'7(1

con U'eFl(U), hetl'(Uj, me sl(U), existe

ftpjznd—-u} jeg € Cov Ty
tal que, para cada Je'J existe un diagrama en Cat T,

R,
ViR A X, _
con V&er(VJ), ke t'z(vj ), n¢ Sz(vj ), ¥ un morfismo de Cat K

f.:U.-—-Vj, de manera que el diagrama siguiente sea conmutativo

J J
x. —f _x
h 1 2
o ‘ﬁ (1)
mJT V!
(J\\\. J
. ~1
\% ({j* fJ ——VJ n

3.4 Proposicidn:

Sea C una clase de atlas abstractos, y sea K
una G-topologia intermedia‘para C. Si se toma como clase de ob
jetos la clase C, como morfismos los K-morfismos entre atlas de
C (3.3), y como composicién la de T (siendo T la G-topologia
"blanco" para todos los atlas de C), entonces se obtiene una ca
tegoria.

En efecto: para todo atlas (F,X,s)e C, la aplicacidn 1,
es un K-morfismo de ese atlas en si mismo; para verlo, basta
tomar como iqB:Uj—ﬂ'U} la clase de un elemento {IUI, como VJ
el mismo objeto U, como fd la identidad lU’ ¥y n=m, k=h,

Ademds, si f:(Fl,Xl,sl)—-(F2,X2,82), 8‘(F2’X2’82)—*'(F3’
X3’83) son K-morfismos, la composicién go f es un K-morfismo
de (Fy,Xq,87) en (FB’X3’53)° Para verlo, sea en Cat T el dia-

grama Ul“—U’b’X como en 3,3 . Puesto que f es un K-morfismo
1 :
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existe {C{):j:U:j — U};je J € " Cov Tl, tal que, para todo Je J; exis
te f:]:U‘,j---V'j en Cat K y el diagrama conmutativo (1). Pero,
estando dado el diagrama Vj«’-’— Vz,lli-v}{2 y puesto que g es un K-
morfismo, existira: {&P,jrzwvjr-' ng re R € Cov T,, y para cada
r¢R un morfismo de Cat K, gr‘vjr—' W., de manera que hay un

diagrama conmutativo:

g
I‘/'X2 ’X‘*\ﬁ
Vs , >
ol 13 wr (2)
J\V 91. >w%1
Jr JT - r
con uétB(Wr)’ qéSB(Wr)' Como ¥= {q),jr:v;jr" VJZ ¢ Cov T,, se

tiene Y ¢ Cov K puesto que T, es una sub-G-topologia de K.

Luego, si llamamos V. x U. al producto fibrado de V._ por U‘.j

JT J JT
sobre Vj con respecto a L‘}jr N fj’ se tiend: $ =§vjr"Uj"Uj}reR
€ Cov K. Pero K es intermedia y Uj es un objeto de Cat ’I‘l; luego

$ ¢ Cov T,. Entonces:
1.
= V. . } . c R
2= jox U~ Uy e Ufy p € Cov 1y
Pongamos: . ={ O‘S? ‘ para s8¢€¢3. Para cada seS existe un

morfismo de Cat K, dszvjerj—.wr obtenido por composicidn de

la proyeccidn de producto flbrado:"\ erxUj—-—vVJ. con gr:er-» W,
Se ve entonces facilmente que el diagrama siguiente es conmuta-
tivo: . e S.f

o2 1 %3

-l T ‘\u

w!
U r
P -1
PVl ds ,w;/‘;
lo que prueba la proposicidn.
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3,5 Proposicidn:

- Sean Ul, a2 CT-atlas hereditarios de tipo S,
4
cuyos conjuntos subyacentes son X,,X, respectivamente. Sea A;

(i=1,2) el atlas abstracto obtenido de Cli por aplicacidn de
2.2; sean K la G-topologia intermedia descripta en 3.2 tomando
como C la clase &Zi,CIz}’ y :_E":Xl-——«—'X,2 una funcién. Entonces
f es una cT~aplicacién diferenciable de la estructura de, C'=-

variedad diferenciable definida'por Cxl en la definida por(1'2

si y s6lo si £ es un K-morfismo de A, en A,, en el sentido de

2¢5

3,6 Proposicidn:

Sean Al,A2 atlas abstractos que satisfacen
las hipbtesis (i) y (ii) del teorema 2.5;<11,C12 los CT-atlas
correspondienteé por aplicacién del teorema 2.5; K la G-topo-
logia intermedia para la clase icll’CI2z descripta en 3.2 j
y f£:X;—X, una funcibén (siendo Xi el soporte de A;, i=1,2)
SeaAVQi la CT-variedad definida por el atlas CZi, Entonces £

es un K-morfismo de’Al en A, en el sentido de 3.3, si y solo

si £ es una aplicacidn cT-diferenciable de'v; en 1fé.



21

24 VARIEDADES ABSTRACTAS

4,1 Definicibdn:
Sea C una clase de atlas abstractos y sea K una

G-topologia intermedia para C.. Sean A;=(F;,X,,s;) € C, para

i=1,2. Diremos que A; es K-equivalente a A, s1y solo si
X,=X, ¥ ly es un K-morfismo de A; en A, y de A, en A§ (yes
entonces un isomorfismo).

Es &sta una relacidn de equivalencia en C.

‘ ,
4,2 Definicibn:

En las condiciones de ¢.1, se llama EK-variedad

abstracta a cada una de las clases de equivalencia en C por 1la
relacibén de K-equivalencia. Un K-morfismo entre tales varieda-

des es un K-morfismo entre dos representantes respectivos.

4,3 Teorema:

En las condiciones de 4.2, las K-variéddadés abstrec

tas y los K-morfismos entre ellas forman una categoria.

4.4 Proposicidn:
Sea A un atlas abstracto que satisface (i) y (ii)

de 2.5. Sean (X el c¥-atlas obtenido por aplicacidén de 2.5 y A
el atlas abstracto obtenido de CX por aplicacibn de 2.2. Enton;
ces Ay A’ son K-equivalentes (siendo K como en 3.,2) y perte-
necen, entonces, a la misma K-variedad abstracta.

En efecto: sea el diagrama U«-’-"—U’-'—‘-X, con e F(U), me s(U)
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he t(U). Existen entonces {IU:U-;-‘»U} € Cov T, el diagrama:
Tt , ,
U.Ef’h ‘p(U’)c_q.X en Cat T2 = Cat T y.el morfismo 1U (en

lugar de fd)’ tales que 1y satisface la definicibén de morfis

mo 303 °
Reciprocamente:' estando dado el diagrama:

e-1
g=B:B7 pegryeox-

h

el cubrimiento ElU:U——>U} , el diagrama U-"—U’ 2-X y el mor

fismo de Cat K 1U:U—f~U, permiten establecer que 1X es un

morfismo de A? en A.

4.,5. Teorema:

Sea S una clase de espécios de Banach y sea K la G-
topologia definida por: los objetos:. de C:a’g K son abiertos de los
espacios de S, los morfismos de Cat 'K son.las aplicaciones cT-
diferenciables entre esos objetos, ¥ los elementos de Cov K son
las clases de morfismos que son cT-isomorfismos en su imagen y
que cubren U en el sentido habitual (donde U recorre-Ob(Cat K)).
Sea VI 1la categoria de cT_variedades dé'tipo S y de cT-morfis-
mos, Yy sea vAT 1a categoria siguiente: .Los objetos de vaT
son las variedades abstractas construidas sobre Cr-G-topologias
de tipo S (en el sentido de 2.4) cuyos respectivos funtores ge-
neralizados (los que definen los respectivos atlas) toman sus
valores en subcategorias inclusivas de & ; los morfismos de VAT
son los K-morfismos entre los objetos. Entonces, la construc-

cidn 2,2 y la proposicién 3.5 definen un funtor ordinario de


objetosi.de
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VY en VAr, y el teorema 2.5 ¥ la’proposicién 3,6 definen un
funtor de VAT en Vr. Estos funtores son inversos uno del o-

tro, y las categorias VT y VAT son entonces isomorfas.

4,5 Remarque:

En todo lo anterior se puede reemplazar "espacios
de Banach" por "espacios localmente convexos" y 9CcT —variedad"

por "variedad diferenciable" en el sentido de (6].
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35 UN EJEMFLO DE ATLAS .ABSTRACTO

5.1 Proposicibn:

Sea S un funtor fiel ordinario S:¢ —6, € una
categoria cualquiera, ® como en l.l1. Si € tiene productos
fibrados y si S los conserva, es de¢ir:si, cada vez que C es un

A, x A, es S(C) un S(Al)x-S(Az), entonces:

B 8(B)
Cov T ={§,(Pi}.q ’%((Pi)}- IQ—Cov (G-f,)} es una clase de
i ic

cubrimientos tal que: T = {C,Cov T} es una G-topologia, y S

1

un funtor S:T-—»G-06,

5.2 Definicibn:

Llamaremos "de tipo G-G " a una G-topologia T
tal que:
(i) Existe un funtor ' S:T—G-'6 tal que S:Cat T— G
es un funtor fiel ordinario.

(ii) si {S(tpi)} e QCov(G-@), entonces Wi}iel Cov T.

i

Como se ve, (i) y (ii) implican la siggiente equivalencia:
%‘Piz ieT € Cova siy solo si {S(@i)} icT € Cov(G-G). Ademés,
en la proposicidn 5.1 se ve que esta condicidn caracteriza a
Cov T,

5.3 Definicibn:

Llamaremos a T, en las condiciones de la propo-

siciébn 5.1, una G-topologfa de tipo G- definida por €.

Las categorias "algebraicas": de grupos y homomorfismos
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de grupos, de anillos, de mbdulos, etc., son ejemplos de cate-
gor{as que dan lugar a G-topologfas de tipo G-©, siendo S el

correspondiente funtor de subyacencia.

5.4 Lena:
Sea T =:{Cat T, Cov T} una G-topologfa, € una subca-
tegoria de Cat T. Existe una subcategoria € de Cat T que con-

tiene a € y tal que T? {C—J,Cov Tléf es una sub-G-topologia

de T, siendo Cov T'E la clase de cubrimientos inducida por
CovT en €.

Demostracidn:

—

La categoria C és la generada por la clase de ob-
jetos que se obtiene adjunténdole a Ob(€) todos los productos
fibrados entre los objetos de € y por la clase de morfismos for
mada por los de C y las correspondientes proyecciones candnicas

de los productos fibrados mencionados

5.5 Definicibdn:

Ilameremos a T? (en las condiciones del lema

5.4 ) una sub-G-topologia de T generada por C.

5.6 Proposicidn:

Sea T= {Cat T, Cov T} una G-topologia, € una
subcategoria de Cat T, Sea T’ como en el lema 5.4, I:T'% . T

el funtor inclusibén. Entonces, si T tiene un limite X, es

(I9XalI) un atlas abstracto.



26

5.7 Corolario:

Todo mbébdulo M sobre un anillo A es soporte de
un atlas abstracto de la forma (I,M,lI)z,siendo I:T% .T el
funtor inclusidén, T? una G-topologia generada por la categoria
de sub-mbédulos de M finitamente generados e inclusiones y T
una G-topologia de tipo G- G definida por la categoria de; A-mo-
dulos y homomorfismos de A-médulos.

Demostracibn:

Sea C la categoria que genera T’, y /4 la que defi
ne a T. Si se tiene una transformacibén natural +:I— M?,
con M' funtor "constante" igual él objeto M? de /% existe un
Gnico homomorfismo h:M—M?* definido por:

h(m)=(t(A.m))(m), siendo A.m el submbdbdulo de M generado

por {m}. Luego, s8i es Il:C-—»/%,el funtor inclusidn, se tiene
que: lim I,= M. Ademés, si consideramos € definida por:
Ob(C) = {intersecciones finitas de objetos de C}
Morf(C) = {inclusiones entre objetos de C|
y T = {E,Cov T,-éi , también serd 1lim I=M siendo I:Tc.T el

—

funtor inclusiébn.



Segunda Parte

Definicibn de variedad tangente
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Nota: En lo que sigue, las referencias que aparecen en el tex-

to serin, salvo mencién en lo contrario, correspondien-

tes a los paragrafos y nimeros de la segunda parte.

51 MODELOS TANGENTES

1.1 Consideraciones previas:

Tomaremos (F,X,s8) como representan-
te de una K-variedad abstracta, siendo F:T— T, y llamaremos

modelos a los objetos de Cat T.

Consideraremos ademls que valen los siguientes postulados
para T y T:

(1) (Existencia de productos fibrados en Cat T) Dado el
diagrama: Al~&L>B-bLL-A2, en Cat T, si existe un objeto no
inicial A y morfismos Jai:A-——Ai,,i=1,2, tales que f,. a;=foay

entonces existe el producto fibrado Ajx Ase En particular, si
B

existe un U] siendo Ule F(U;), i=1,2, respecto de los

2,
X'
morfismos h1€=t(Ui)’ h;:U} —~X, entonces existe un diagrama:

U <——1——W’/
de producto fibrado,’éon a3 e“F(pi)a

(2) Si se tiene un diagrama conmutativo en Cat T

'U_i_.ir
2
N
Y si son h un morfismo de Cat K, g uno de Cat T, entonces f

es un morfismo de Cat K-
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(3) sies $,=3¢;:U0;—~Ufe Cov ¥, Pp={¥):v,—U]
una familia cualquiera de morfismos de Cat T, entonces @&\)fié
€ Cov T. | |
(4) ("Pegado" de funciones) Sea <I>= &‘.Pi:Ui—- U}é Cov T.
Sea Cy una subcategoria de Cat T definida por:
Ob(Cg ) = {U; Wiy | Wy es un UjxU; wespecto de Py, ¢4
Morf(C, )= {identidades, composiciones de proyecciones
¢ de productosa fibrados}
Entonces, si es I:Cy— Cat T el funtor inclusién, se tiene
que: 1im I = U, respecto de la transformacidén natural ty
dada sobre las U; por tU(Ui) =<Pi.
(5) Si se tiene el diagrama UfB»V-?l—V’ , con © morfis-
mo de Cat T ¥y nhe s(V), entonces existe U’¢ F(U), me s(U),

fe F(p) tales que:

vtf .y

T
\Y

" e

conmuta, y "reciprocamente", dado un diagrama conmutativo ()
con me s(U), ne s(V), ¢ morfismo de Cat T y fe F(CP]_) (para al-
gun LPl), se tiene que fe&F(® ).

(6) Si es mie:s(U), i=1?2 , m;:U’— U, entonces m,=m,.

1.2 befinicién:

En las condiciones anteriores diremos que la

sub-G-topologia L de T tiene modelos tangentes de K, siendo K

una sub-Gtopologia de L, si existe:un objeto E de Cat I tal
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que:
(i) Existe una funcién inyectiva, T :0b(Cat K)—Ob(Cat L)
tal que Ta(U) esun Ux E.
(ii) ©Para todo objeto U  de Cat K, prlzTa(U)-*'U es un

morfismo sﬁryectivo de Cat L.

1.3 Teorema:

Todo objeto U de Cat K es soporte de un atlas abs-
tracto tal que: si U'es un modelo, entonces los morfismos de

1

la forma hem ~ con mé s(U), heith) son K*-morfismos de

atlas, siendo K 1la unién disjunta de K y Ty, Ty definida
por: Ob(Cat Ty)={U}, Morf(Cat T) = {143, Cov Ty = {{1U}}. Si
L tiene modelos tangentes deiK, entonces la proyeccidn
prl:Ta(U)-a»U es un KU—morfismo de atlas, siendo Ky definida
por: Ob(Cat KU)' _ { P,Ta(u)} y Mori_}(Cat: KU)T“:flU'.’ pr , ITa(U)}’

Demostracidn: Se tiene que (1lg ,U,1y) es un atlas abstracto.
U

Andlogamente lo es (lTT (U),Ta(U),lT (U))’ y prl:Ta(U)-q»U es
g (UJ a

un KU-morfismo entre ambos.

1.4 Definiciébn:

Si L tiene modelos tangentes de K y si existe
una funcidén D:Morf(Cat K)— Morf(Cat T) tal que:
(I) Si @:U—V, entonces DCP:Ta(U)——-E
(ii1) si P =1y, entonces D\P=pr2:Ta(U)—>E



50

(i1i) D(@o+ @) = DWo ((P o DFy),DP)
(iv) (@, pr; ,D¢ ). es un morfismo de Cat I,

entonces diremos que I, tiene derivadas de K .

1.5 Proposicibn:

Si L tiene derivadas de K, si se define

T, :Cat K—Cat L sobre los morfismos pori Ta(‘]o)z(ﬁp,prl,D(p),
entonces 'I‘a es un funtor y su ;magen es una subcategoria de
Cat L isomorfa a Cat K, sea Cat K ; si ademés definimos:

Cov K = f {Taccei):Ta(Ui)_’ Ta(U)l i(PizeCov K} )2,
entonces es K una G-topologia. Ademés T, (Cat T) es una sub-
categoria de Cat K, sea Cat T'. Definiendo:

Gox T ={{Ta(<f>i):Ta(Ui)__.Ta(U)\ {Psfecov 1} ?
se tiene que T’ es una sub-G-topplogia de- K.

Demostracibn:

Por definicién, da;los QP:U]_——- Us, \\):U2 —U; mor-
fismos de Cat g, seré: Th(g)gp)_el tnico morfismo tal que:
Pz o To(WeP) = Yo P-py
dze To(Wop) = D(YoP)
siendo pi:Ta(Ui)“'Ui’ qi:Ta(Ui)-a-E proyecciones candnicas,
i=1,2,3. Ademés:
PzeTa(p) o T(P ) = Yo, 6T () =YWePop,y
az0Ta (@) ¢ To(P) = DY T (P) = D(yagp),
esto Gltimo por definicibén 1.4. Luego se ve que:

Ta(qu«p) = TaGy). Taﬁp}. AdeméS:wTa(lU>=(1U°p’D(1U»=(p’Q)glUxE
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(siendo p:T,(U)—~U y q:T,(U)—E 1las proyecciones canéni-
cas). Luego, T, es un funtor y, por gser inyectivo sobre los
objetos, es Cat K una subcategoria de Cat L. Veamos que tam-
bién es inyectivo sobre los morfismos; sean ‘?,?’=U1--U2’ ta-~-
les que T () = T (¢). Se tiene que: P 4DP;=P5 o Ta(\p)=p2°Ta(tp‘)
=(prl (siendo Pi’Ta(Ui)“’Ui’ i=1,2). Por ser p, suryecti-
va (definicibén 1.2) serd P =¢'. TILuego T, es un isomorfismo

de Cat K sobre Cat K, de lo cual se deducen trivialmente las de

m&s afirmaciones del lema.

1.6 Definicidn:

Llamaremos modelos tangentes a los objetos de

Cat T?,

1.7 Proposicibdn:

Las proyecciones prl:Ta(U)—a—U constituyen
una transformacibén natural pr del funtor T, en el funtor idén

tico en Cat K.

1.8 Definicibn:

Diremos que L es una G-topologla de derivadas

de K si tiene derivadas de K y si es intermedia para,l{K,ﬁg

(segin definicibén 3.1 de la primera parte).

1,9 Corolario:
Si L es una G-topologia de derivadas de K, es

intermedia para iT,T’{.
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2.1 Definicibn:

Con referencia a la definicibn 1.4 se diré que

L tiene derivadas conservativas de K si T, conserva cubrimien-

tos y productos fibrados de T, es decir si se verifica:
(1) Si %*Pl} ¢ Cov T, entonces {Ta((Pi)f € Cov T.
(ii) Si: Yyt By,

es un diagrama de producto fibrado en Cat T, entonces:

T,(p T,(p,)
T0,) 22 Tow) 2R 7 ()

o

Td(fp\\ A})

T,

lo es en Cat T,

(iii) 8i es $=§ @ :U; —~UJ € Cov T, I:Cue-Cat T el

funtor inclusidén (Cy como en el postulado (4), 21) se tiene que:
T,(U) = lim (‘Ta oI) en Cat T.

2.2 Definicibn:

Diremos que una sub—G—tobologia T de T es

—

G-plena en T si se verifica:

(i) si f‘Pi]e Cov T y para todo i, ¢; €¢Morf(Cat T), enton-
ces: fﬁPl} ¢ Cov T.

(ii) Todo diagrama de producto fibrado: Ut Wy,
) s U~F

_ _ 1
en Cat T, donde p;,f; (i=1,2) son morfismos de Cat T, es un dia

grama de producto fibrado en Cat T.
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2.3 Proposicibn:

Sea (F,X,s) como en%l, sea T G-plena en T y
supongamos que existe una G-topologia L que tiene derivadas con-
servativas de K. Si, ademis, existe una funcidén inyectiva ¢ ,
& .v(F) —~ Ob(Cat T), siendo V(F) la clase de valores de F en
los objetos de Cat T, tal que para todo U? €« V(F), $(U’) es un
producto U< E, entonces existe un funtor generalizado F:P~.T
(T* definido como en la proposicidén 1.5) que tiene las siguien-
tes propiedades:

(i) Existe una transformacibn generalizada q:F —F
(ii) Existe una equivalencia débid 8 de F en el funtor

idéntico en Cat T°?.

Demostracibn:

Definimos F sobre los objetos por:
F(r (U)) = {&¥(U*) | U er(U)]

Sea, para cada U’¢ F(U) el morfismo m:U’— U, me s(U) (es
inico por postulado (6), %i); si llamamos m=m lEy”siendo 1p
la identidad en E, quedard bien definida, para :Uy —TU, mor
fismo de Cat T, la clase: ;

F(T,(p)) = {H5 o @) Hy | TLEF(P) con: Pomy=myo £
(nbtese que, para cada f ¢ F(p) existe ' por definicidén de trans
formacidén generalizada aplicada a s, y es Unica por ser my y m,
isomorfismos).

Veamos que F es, en efecto, un funtor generalizado. Sean

$:U)— Uy, ¥:U, — Uz morfismos de Cat T, sea he f‘(‘l‘a(vo\p)).
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Luego, existirin he F(Peop), h:0] —U3, ’?”Ul'_’US’ tales que:

h = Tngl o Ta(o?’) o'ﬁl*‘* y el siguiente diagrama conmuta:
Ui__h_.[y
UJ‘Q?_‘Us

Por ser: F(’*‘ckp) = F(W)o F(QP), existirén fe F(‘-P), f:Ui—’Ué,
g e F(Y), g:0) U2 tales que h=gof , y, dados f y g exis-~

3 = =
tirdn ¢, ¢, tales que los siguientes diagramas conmutan:
[ U £y
mIL lmz Pnzi LLmS
Ul‘_?T" U V5= Us

Luego: Y’ , (p’, ml={n3° h por lo que, por unicidad de n’, se
tiene que ’ ., P’ = mn?’ y entonces, si llamamos:
£ =mpteT(9)e Wy, B = Byl T,(y7). Hp, serd B-g. f,
con fe-f‘(Ta(LP ), éef‘(Ta(&,J)).
Reciprocamente, sea B=§ - £ e F(T (kp)) : F(T (\F)) Serén
entonces f,g de la forma: J‘—.’--m2 oT (\P ) e ml, g=mz" o T (u,l ).,m
siendo @?, '’ asociados a algin valor feF(Y), ge_F(w) respec-

tivamente. Puesto que f y g§ son componibles y por la inyec-

tividad de P , lo serdn también f y g y entonces es:

=i

o T (a\) ¢ . m; siendo, segin se vid antes, Y’. ¢’ asociado
a gofeF(W.y).

Sea lTa(U) la identidad en T, (U); luego: 1q (U)= Ta(lU)
Sea f¢ F(lU), p?:U—U +tales que:

x;_i.
m | m

U

conmuta; por ser F funtor generalizado y por postulado (6),31

eso implica: f=ly, (U"=U’) y P’=ly. Luego si es feF(T, (1))
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necesariamente seré f=lU—, , COn -IF={>(U’).
Definimos g por: ‘

q(U)= {.Prl=‘§(U’)——'U”| U'eF(U) ¥ pry proyeccidn canénicg}

1

considerando aqui el funtor T; como el que une las categorias

———

dominio de F y F.

Dado el morfismo P :U—V en Cat T, sea el diagrama:

- § =

i By
ul | v ()

Vv A\YA

con fei"(’l‘a(up)), u ¢q(U), ve q(V). Entonces existen fe F(p),
¢ :U—V tales que: £ =1t Ta(cp’)- my $P%m=n.f. Ademés

f hace conmutativo el diagrama (®). En efecto:
- -1 _ -1 _
vef =vel o T (P)-@ =n "o pry.T (). m
= n"'l’ “P ’oPI"U o ﬁ = n:-l

~r

e P’emmon
= fou

(siendo, en las igualdades anteriores, pry: Ta(U)—a»U,
prV:Ta(V)-—»V las proyecciones canbdnicas). Por lo tanto, es
g una transformacidn generalizada.

Definimos §}F-—»10at D por:

8(T,(U)) = @: U —T (V) | WeF(T,(V)), m=mxly, mnes(U) }
Sea Ta(&p):Ta(U)HTa(V) un morfismo de Cat T°?, feF(Ta(\P)).

5 A, |

Entonces, f es de la forma: f=hn ~. T (P’).m, con mes(T_(U)),

ﬁ€%§(Ta(V)). Luego el siguiente diagrama:

I
m | | A
T, —T,(W

T (%"

conmuta, con 1o que se prueba que §_es una transformacidn gene-

ralizada y, obviamente, una equivalencia débil.
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Probemos finalmente que F:T'—T es un funtor entre G-topolo-
gias. Sea [T (p;):T,(U;) —T (U)€ Cov I’. Por definicién,
seré entonces {CPis ¢ Cov T, Sea U%F(U), U’<F(T,(U)).Entonces:
o pt . ! o . o
if;:Ui—»U’}e Cov T, siendo f;e F(&Pi). Dada fi existe cf’i:Ui—-— U

morfismo de Cat T tal que &% o m; = mef; , O sea

L

¥y

G-plena en T serA: f?;ié Cov Te Como L tiene derivadas conser

=m . f3 o (mg‘_)-l. Luego: gCP;-‘je Cov T y, puesto que T es
vativas de K, es ?Ta(Cp'._’i’_K ¢ Cov T, Si definimos iT; por:
o _ —~=] o — ™~ T _
f¥ =m ", ‘I‘a((pi), m3 es f} ¢ F(Ta(cpi)) y ademé&s, por lo
que se ha visto y por ser m, ri'i equivalencias, se tiene que:
gf‘l‘U“]‘_‘ —-fﬁ{ ¢ Covi'T, Es decir, se verifica el axioma (i) de
funtor entre G-topologias.

Sea el diagrama U-i'?—l-U—’--{z—ITé ) §ie f(Ta(Qpi)} (i=1,2)
y supongamos que €s ai:A——vﬁ;_ morfismo de Cat T tal que:
gy -8y = 8,085, Si son g; € F((Pi) y ¢! tales que:
_ =1 —
g;=m .o Ta(tpi) .My, Mogs =Plom, (con me s(U), ms € s(Ui))
seré: B © 8 oDy = Bye850D, , donde p; € q(Ui):UJ?_,—-vUi.
Luego, por ser F funtor entre G-topologias, existird un

objeto W de Cat T, un W?¢ F(W) y morfismos ke F(wi) (i=1,2)

tales que: L W‘-l‘-i;U‘z

e

?’1\‘ U"/ez

es un diagrama de producto fibrado, siendo k\)i:w—-vUi en Cat T.
S1 es (7 un morfismo de Cat T tal que: m;o k: = qJJ?_o n

con n€ s(W) entonces: : Ul-ﬂtwi"f.vz
LP;\~U‘/¢;

es un diagrama de producto fibrado en Cat T, y, por ser T

G-plena en T, lo es también en Cat T, Como I tiene derivadas
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] !
conservativas de K, se tiene que: T(Ul\.'].;l(—“&)’l‘a(w)m T. ()
T(\\\*fg«n T(P)
es un diagrama de producto fibrado en Cat T. Si tomamos:

Ri=“;1, Ta(vg)o n , entonces k.e:F(T (W?)) y si es'W3=f?(W’)
el siguiente diagrama: U’ kK, p_ke _ "

R L

es de producto fibrado.

2.4 Definicibn:

Llamaremos semicompleta a una categoria € tal

que todo funtor generalizado F a valores en € tiene limite di-
recto si y sblo si existe una.transformacidén generalizada
k:F—A, siendo (por abuso de notacidn) A el funtor "constante"

igual a un objeto A de C.

2.5 Teorema:

Si existe una G-topologia L de derivadas conserva-
tivas de K (seglin 1.8 y 2.1) y si Cat T es semicomglé;a, enton-
ces en las condiciones de 2.3 existe X tal que (F,X,s) es un
atlas abstracto, Ademés, si son t ¥y i_las transformaciones gene
ralizadas asociadas a los limites X y X respectivamente, enton-
ces existe un Gnico morfismo pii—;f'en Cat T tal que: pot=t- g

(considerando a p como transformacidén natural entre funtores cons

tantes) que es un L-morfismo entre los atlas (F,X,s) y (F,X,s).
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Demostracibn:

Sea k:F —X definida por: k=t .q. Entonces pues-
to que Cat T es semicompleta, existir& X=1im F. Obviamente,
(F,X,s) es un atlas abstracto. Ademés, por la propiedad univer

sal del 1limite, existiréd un Gnico morfismo p:X —~X tal que:

p-t=k, 0 sea: D.t=toq, ¥y que es un L-morfismo de atlas; en

efecto, dado el diagrama: Ta(U)-Qﬂ—-U’—lL'-X , con me¢ s(T_(U)),

EZGE(Ta(U)) tomando el cubrimiento trivial para Ta(U) y el mor-

fismo pr(U):Ta(U)-—~U de Cat L, se tiene que el siguiente dia-

grama conmuta: X_ T _x
Ef fh

. E_. U
m m

(0 EY y

siendo het(U), me s(U), pues existe r:U’—U’ , re q(U) que

hace conmutativos los dos diagramas parcilales.

2.6 Definicibn:

En las condiciones del teorema 2.5, se llamara

a (F,X,s) un atlas tangente al (F,X,s) y al morfismo p su

proyeccidén natural.
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¢ 3. RESTRICCION DEL ATLAS DOMINIO DE UN MORFISMO DADO

Comenzaremos este parégrafo demostrando algunas conclusio-

nes que se pueden obtener de los postulados (1) a (6) del % 1.

3.1 Lema:

Sea Wi, como en el postulado (1), 21. Entonces:

}HSER\X‘/igzne

es un diagrama de producto fibrado, siendo pi (i=1,2) tal que:

3.2 Lema:
Sea &= {(Pi:Ui-—»UZ

ieT € Cov T. Entonces para todo
Ute F(U) existe &'= {fi:U:;_ —~U?!. . 1€Cov T tal que para to-
do i: f;¢F(p;) y f; es tal que mef, =¢Y;om; , siendo
mes(U), mie_s(Ui).

Demostracidn:

Inmediata usando el postulado (5),21 y por el

axioma de composicidn de cubrimientos.

2,3 Definicibdn:

Llamaremos a @’ una imsgen de $ por F asociada a U’.

304" Lema:

Sea T G-plena en T. Si es & ={‘Pi:Ui —»Ugé Cov T ¥y

1¥=§Qﬁ:vj.—»0'} una familia de morfismos de Cat T, entonces

S oY cov T.
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55 Tiema:

Sea Ca como en el postulado (4),%1, U?e F(U)
¢r= ?fi:Ui~f~U’i una imagen de ¢ por ¥ asociada a U?, Si es
Cy 1la categoria definida por:

Ob(C§N)= {U{ ’Uij ‘Uij valor de F que es un U2 U

p)
x U3
respecto de f; , fji

Morf(C ,)=§identidades, composiciones de proyecciones
: de productos fibrados }

entonces 1lim I’ = U’ , siendo I’:C,,—~Cat T el funtor inclu
Slén °

Demostracidn:

Por ser $’ ¢ Cov T existe para todo i, para todo
J, Ui > Us luego, por ser F un funtor entre G-topologias,
U’
existe un producto fibrado de esa forma que es valor del funtor.

Es decir, se tlene un diagrama: U, 4 q lf

\U./

‘WJ. tales que m, o q,= Wi oM

con q e F(p..) , «=1i,J.

Sean TI.

i 0 s I

. . c 0 Q.=T. cm. ..
ig * B39 5"y
para m_ € g(U,), «=i,J |, my 5 € S(Uij)‘ Luego por el postula-

do (5),%2 1, seré qdé:F(TQ). Ademés, por 2.1 (primera parte)

se tiene el diagrama:

que es de producto fibrado. Sea Dg una categoria andloga a
la C@ que figura en el postulado (4), 21, que contiene a los

Uij . Tri . WTJ » Lvidentemente, existe un funtor ordinario

A:Q§—A-C¢ﬁ que es un isomorfismo (A lleva Ui en Ui, Uij en
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Ul. , 7; en q;). Existe también una transformacidén natural

J 1

a:I~—=I' (siendo I:Dy—=Cat T el funtor inclusién) que es u-
na equivalencia débil, dada por: a(W):I(W)—I3A(W), a(W)a(mWYt
con mww;s(W) (nbtese que hemos considerado una transformacidn
natural entre funtores con distintos dominios, con el funtor A

como vinculo entre esos dominios). Si es m:U— U, me s(U),

se tiene que el diagrama: I 2. U

-1
T (%)

conmuta, siendo u 1la transformacidén natural asociada al limite

(dada sobre los U; por la familia f%&f). y u’® la anidloga dada
sobre los U} por la familia {f,%.

51 es Y un objeto de Cat T, h:I’—Y una transformacibn
natural, existira, por la propiedad universal del limite, un Gni

co morfismo k:U—»Y de Cat T tal que el diagrama:
I-‘i‘-—Uk
ay |
rhy
conmuta., ILuego, si tomamos 1l1l=k .m, se ve ,tomando en cuenta
el diagrama (%) ,que 1 es el Gnico morfismo tal que:
T
i1
hN\ Y

connmuta.

3.6 Proposicidn: ("restriccidn"de un atlas dado)

Sea (F,X,s8) un atlas abstracto como en 1.1 .

Sea T una sub-G-topologia de T tal que:
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(i) T es G-plena en T.

(ii) Si es <P:U1-4-U2 un morfismo de Cat T y U, un ob-
jeto de Cat T, entonces U; es un objeto y ¥ un
morfismo de Cat T.

(iii) Para todo objeto U de Cat T existe 3¥E:Ui—*-U}€COV'T
con Ui objeto de Cat T,

Entonces, existe un funtor F:T—T y una transformacidén

ceneralizada § tales que: (1) Para todo U’< F(U) vale 1la siguien

te condicidn: (R) existe U’e F(U), existe‘¥=§#g:Ui~*-U}6Cov T

con Uy U y %= {fi:UJ?_—-U'} imagen de Y por F asociada a U?,
0 o~
con Ui = U? .
O ~
(2) 5 = Stﬁ
(3) (¥,X,8) es un atlas K-equiva-

lente al (F,X,s).

Demostracidn:

.4

Se define F por:
F(O) = {ﬁ3é:F(ﬁ) tales que verifican (R)}
F(F) = {fep(@ [ £:0; -T2 , Tle F(T,), i=1,2]

o~

Se ve que F es un funtor generalizado, y que S8 queda definida
por (2).
Sea t:F—X la transformacibn asociada al limite, y sea

E=tlﬁ . FProbemos que Lig‘§= X , segin %. Sea Y un objeto de

Cat T, TU:F —Y una transformacibn generalizada y veamos que
existe una extensidén de U en u, w:F-——-Y, Sea U un objeto de

Cat T, U’¢ F(U). Por hipbtesis, existe P =§‘P1:Ui~» Ufe Cov T

tal que para todo 1, Ui es un objeto de Cat T. Luego, si es
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P = gfi:Ui——»U’f € CovT una imagen de  por F asociada a
U? , si son D¥ . Cﬁy asociadas a P como en el lema 5,5, si
son I,I’, A también como en esa demostracidén, se ve que:

F Dp™ I’ .A. Ademés, teniendo en cuenta el hecho general (de-
mostrable inmediatamente) de que, si es W un limite de un fun-

tor G:C-—D , lo es también de cualquier funtor de la forma

GoA, con A un isomorfismo, A:C’—C, se tiene que:

U? = 1im I’. A. Luego, existird un Gnico morfismo 1 que ha-
ce conmutativo el siguiente diagrama: I'. A WA
.\ll
Yep Y
siendo Uy, ='ﬁlI, ,+ Es decir que para todo i conmutara el
diagrama: Uy fy o

IS (%)

con hie’ﬁ(Ui), siendo 1 el Gnico que hace esos diagramas con-

mutativos. Luego definimos el valor de u en U’ por:

1:00—Y (Leu(W)). Sea ¥=3 qu:Vj-»U? € Cov T, con Vj ob-
jeto de Cat T, para todo j. Sea Y ={§j:V5-—rU’3 una imagen
de Y por F asociada a U?., Por lo ya visto, existira un tnico
morfismo 1?:U’—-Y +tal que, para todo j, el diagrama:

V’j‘ ?j 0K
}‘3\\4 Y (%x)

conmuta, siendo hjeﬁ(Vj). Por el postulado (3), se tiene que

v', $’e Cov T y, por el lema 3.4 que PoVYecov T, ¥

obviamente y’, $’ es una imagen de LY por F asociada a U’.
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Entonces, existe un Unico morfismo h:U’-——-Y tal que los si-

guientes diagramas conmutan: - _
o I Nt
h ]h

Luego, por (#) y (#%) debe ser h=1=1’ , por lo que se ve que
1l no depende del cubrimiento elegido, es decir que u:F —7Y es-
t4 bien definida. Ademés, es una transformacidn generalizada.
En efecto:seay:U—V morfismo de Cat T, sean f€ F(y), £:U>-V’

k eu(U), k:U’—Y, leu(V), 1:V—7Y y consideremos el siguien

te diagrama: U, A% ST,
VP
V3 < T Y
en Cat T, siendo & = §ﬁpij ¢Cov T, T =§ q)jfé Cov T, Ui’ V’j ob-

jetos de Cat T para todo i, para todo J. Sean.<§’={fi:Ui———U’f
imagen de f%&f por F asociada a U? , r7’=f§3:V3-—'V’f idem de
§433 asociada a V?, Si es ¢*:U—V tal que nof =+’ m
(con mes(U), ne s(V)) se tiene, por lema 3.4 que: {Cp’o Cpiﬁuf’
€ Cov T, y ademés {f efiiLsP’e. Cov T y éste es imagen por

F del anterior, asociada a V?. Entonces, por lo visto, se tie-

ne que: U;_ fofi \T
'
hi >Ny

conmuta, como 1l es el Gnico tal que: 1 of.=h. , se tiene que:

meo f=1,

Entonces, por la propiedad universal del limite, se tiene que
Ft . x
} ¢
o

existe un Gnico morfismo p:X—Y tal que:

conmuta, en particular conmutara también:
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es decir que lim F = X3 luego (F,X,8) es un atlas abstracto.
Trivialmente se ve que si K es una G-topologia intermedia
para i@,Tf y 1y es un K-morfismo de (F,X,5) en (F,X,s). Reci-

procamente, dado el diagrama U<-U’R.X, con mes(U), he t(U)

sea {%&:Ui-a-U} € Cov T, dado por la hipétesis (iii) de la pro
posicidén. Se tiene entonces que, si es {fi:Ui——;U’S imagen por

F de $¢;f asociada a U', existe un diagrama conmutativo:
x
h X X
v ‘\hi
hf% Us

1
:?i\ Uy "/m:.l

R 4
1

-1

i Entonces también

- _ -1
En efecto: hem — , §&-h¢:fio m; =h:o m
seria 1y un K-morfismo de (F,X,s) en (F¥,%,s). Ademds, K es
intermedia para {T}, siendo Tc Tc K< T. Si es {Cpi:Ui—-—U} <
Cov K, U un objeto de Cat T, se tiene que U; es un objeto ¥
@, un morfismo de Cat T (por hipbtesis (ii)) y entonces, como
U es en particular un objeto de Cat T, seré {%&ff§FCov T, 1lo
que 1implica, por ser T G-plena en T, que §¥E§G.Cov T, Es decir

que K es intermedia para {T,Tf y, por lo anterior, resulta (3).

3,7 Definicibn:

Dado un morfismo o entre los atlas A1=(F1’Xl’
sl) y A2=(F2,X2,82), dado un modelo U de Ay ¥ un U* ¢ F(U), exis
te ¢- {CPi:Ui——'—U} € Cov Ty y morfismos &;:U;—V. de Cat X,

con Vi modelo de A2, tales que:
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U:PNUi' o Aj_: :

1 Vi
conmuta, siendo me:sl(U), he tl(U), n, ¢ 82(Vi)’ hie,t2(vi).

TLlamaremos a ® un cubrimiento de U asociado a (=« ,U0?).

3.3 Teorema:

Sea o :X;—X, un morfismo de Cat T, Sea para
i=1,2, V; una K-variedad de soporte X;, Ai=(Fi,Xi,si) un atlas

de Vi‘ Entonces o« es un morfismo de Vl en V2 sii existe

9
Lo d

Al=(Fl,Xl,sl) ¢ V; tal que « es un morfismo de Ay en A, ¥
para todo modelo de T de Ki , para todo ﬁ’e'fl(ﬁ) un cubrimien-
to de U asociado a (e« ,U’) es el trivial.

Demostracibdn:

Vo

Si o es un morfismo de Ay en A, , por definicidn

es de V en'V2. Reciprocamente, sea « un morfismo de Vl en V2

1
sea Cat Tl la subcategoria plena de Cat T; tal que:

ob(Cat ;) = { T modelo de 4; | 3 U modelo de &; , U*€Fy(U)
d= §¢E:Ui_—’U} con Uio = U ,
$ cubrimiento de U asociado a (o(,U’)}

oea Cov Tl = Cov Tl \Cat ﬁl

Cbviamente, Tl es G-plena en Tl.

Veamos que se verifican las hipdtesis (ii) y (iii) de 1la

proposicidén 3.6. Sea.(P:Ul—d'U2 un morfismo de Cat Ty » Uy un
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objeto de Cat Tl. Luego existen un modelo U de Al y U?2€ Fl(U)
¢ un cubrimiento de U asociado a (= ,U?) tales que es & =
p.:U,—=U} con U; =U,. Si tomamos & = PUfP <P} se tiene

que <I‘léCov Ty (por lema 3.4) y si son V;, modelo de A, , «io

morfismo de Cat K, dados por ser $ cubrimiento asociado a

\

(e« ,U?) entonces el diagrama:

h X X
If},/r 1 ?-\{V‘
m! io
\Ul—h——"V/

conmuta, siendo me€ s (U), het (U), ne 82(V ket2(V

10)’ 10)

luego @l es un cubrimiento de U asociado a (« .,U’) y entonces
resulta Ul un objeto y © un morfismo de Cat El (esto 1ltimo
por ser Cat El subcategoria plena de Cat T).

Entonces, puesto que la hipdtesis (iii) se verifica trivial

O~

mente, por la proposicidn 3.6 tenemos que Al es K-equivalente

~

a A;. Luego, serd K un morfismo de A, en A,.

Sea el diagrama: W WL o 1 » con oe¢ El(W), 1¢€ Tt'l(W)

Entonces por definicidn de Cat "fl y de fl existird un P =
i@i:Ui—-—-—U} tal que U; =W y si es @’={fi'zUi———U’} imagen de
@p,orFasociada a U’ , seré UiO=W’. Luego, se tienen los si-

gulientes diagramas conmutativos:

) flo Ul w) flg \U'
°J l"‘ \ 1“ (%)
W. U X;
$io

con me sl(U), hetl(U). Por ser ® un cubrimiento de U asociado

a («,U’) existirén un morfismo de Cat K dio:w_.vio , sien-
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do V., un modelo de A, y un V{oe-Fz(V.o) tales que el diagra-

io i
mas: X X
h .M 2
U‘/ *v'
m' ! - is
U . .?1
e e T
conmuta, siendo ne:sz(Vio), ket,(V;,). Luego, por (®¥) con-
mutard también: -
X
v ~
W' A

le
OYJ\ \\T. Ao AV n-l

Es decir que el cubrimiento: zlw:W——-W} es asociado a («x,W?).

3

3,9 Corolario:

Sean V, , V, K-variedades de soportes Xl y X5
respectivamente. Sea Aiz(Fi:Xi?si) e Vs, i=1,2. Ento;ces, un
morfismo « :X;—-X, en Cat T es un K-morfismo de variedades sii
existe una transformacidn generalizada k:ﬁl_a-Xg (fl como en el
teorema 3.8) tal que: (1) Para todo U’<F, (U), k’¢ k(U), el mor

lo x?'e M, COn MW €

fismo. k?:U’—X, es de la forma: k’=v. n
51(U), n €s5,(V), vet,(V), «' morfismo de Cat K.
(2) EI1 morfismo ot es el tGnico que hace

conmutativo el siguiente diagrama:
ﬁl““ﬁl—" Xy

N,

Demostracidn:

Si ® es un morfismo de variedades or el teorema
— sy P

5.8 se ve que existe k de esa forma. Veamos que es transforma-
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cién generalizada. Sea f£:U;—U2 , fesfi(¢) y $¥:U;—70,

un morfismo de Cat El’ Veamos que k2<:f=kl , Siendo

~1 .
ki=Vie B;7 o o} o my (i=1,2), kie.k(Ui)
-1

k20f=V20 Ny~ e oLéomgof= O(oh2of (por ser o un morf;lcs)-)-
_ l

=coh) =VjenyTo ofemy
= ky

Luego, debe existir un Gnico morfismo h:X;—X, tal que el

diagrama: F, ) X,

conmuta (por ser 1lim F,=X,). Como - verifica esa condicién,
serd h=<¢,

La reciproca es trivial.

3,10 Definicién;

~

Sean A, , A2 . Al como en el teorema 3%.8; dado

el diagrama Ul*mL'Uilh”'Xl , con mlergl(Ul), hle-fl(Ul), existi

r4 uno correspondiente: Vl¢n1 Vi kl-X2 y COn nq< 52(V1)
kie t5(Vy) v un morfismo «,:U;—V, de Cat K tales que el dia
grama: X, X

i@’ Xi\\}
Tl\ 0(1 /]-

-1
conmuta. Sea o(l-nl o olloml.

Llamaremos a V’ (respectivamente V ) un valor de F2 corres-

pondiente a Ui (respectivamente a un modelo correspondiente a

Ul) respecto de Ul . Vl (respectivamente de Ui . Vi) por « _,
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y a ui (respectivamente di) un morfismo inducido por « en-

tre U] 7 V3 (respectivamente entre U, 79 V4 ).

3.11 Corolario:

En las mismas condiciones que el teorema 3.8,

si son a:U} —U3,, aéfl(w); P:U; —Us; «3:U3—~V3 un morfis

mo inducido por ¢ entre U2 Yy V2 , entonces existe un valor Wi
de F, correspondiente a Uj (respecto de U; , Wy para algin wl)
y existe b:W]—V3 , besFe(V),<¥:w1—a-V2 tales que:

) o(’ )
al 1 b
] ! \
U, %2 .V,

conmuta, siendo <Xi un morfismo inducido por o entre Ul y Wi.

Demostracibn:

Sea (31'U’———Vi un morfismo inducido por =« , @B}=
ﬁlom , con mles (U ), n 1€ s2(V1)
Sea P° :U;—U, tal que myoa = Pre my , con m2e5§i(U2)

Entonces el siguiente diagrama conmuta:
\ I0 -1 ! o
Vl_é.ml Uldz"P 5
$‘Xz’{z

siendo kie;t2(Vi) , i=1,2. IEn efecto:

Ky o 03 o @7 = Ko h2.m2 o P? (con h2etl(U2) por serﬁg( ur)l
o n -1 N 1 morfismo
= 2oaom1 = ° hlo ml
_ -1
=ke@fi-m
Luego, por el postulado (1), % 1, existe un WiéiF2(wl) tal que

el siguiente diagrama:
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\xg/

es de producto fibrado, siendo qje¢ F2(pi), i=1,2. Entonces,

por el lema 3.1 ser& también:
. "

klk Y kzohgl

un diagrama de producto fibrado, con pi , 1=1,2 +tales que (1)

p]?-oo=n.

;o 9; siendo o0:W3—W, , oe:sg(wl). Se ve entonces

que existe un Gnico morfismo «,:U;—W; tal que: (2) pj. ¥ =

B, 7 (3) ple % = X5 92 .  Como (?; es un morfismo de
Cat K ¥y pi de Cat T , resulta <Xl un morfismo de Cat K (por
postulado (2), 21).

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo:

X, —% X%,
h 1

1
m . o(l o

1 U]_ »Wl'
con let,(W;), lo que se deduce inmediatamente de (1),(2) 3 (3)

Luego, «, €s un morfismo inducido por & entre U1 y wl y
-1
di =0 " o Nlo mq lo es entre Ui Yy Wi.

i es b =q, , se tiene ademés que:
- -1
n2lo 0(20 meoa = n2100(2o QP’O ml=n2 opéoo(loml

-1
beoeoO odloml

d’c&:

o X
beq
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24, DEFINICION DEL MORFISMO TANGENTE ASOCIADO A UNO DADO

Analizaremos, a modo de introduccibén, los postulados del
31 y conclusiones correspondientes del 23, para el caso de un
atlas tangente a uno dado. Es decir, deberemos reemplazar en
los enunciados "T"*por "T*" , "K" por "K" (pues K serid la G-
topologia intermedia para la variedad tangente a construirse)
y (F,X,s) por (F,X,s).

El postulado (1) vale trivialmente en este caso (puesto
gue F es a valores en T) sin el caso particular, referente es-
pecificamente al funtor F.

El postulado (2) no vale en general; el (3) es valido ob-
viamente. Probemos que el postulado (4) también es aplicable

en el caso que estamos considerando:

4,1 Lema:

Sea ' = {—i:ﬁl——>ﬁ§ € Cov T'. Sea la categoria Cp

U. respecto de Q& , @%

.esunﬁ.x
lﬁ;j

en Cat T’}

Morf(CP)= {identidades, composiciones de proyecciones de
productos fibrados_?

Entonces, si es I:C, —= Cat T el funtor inclusidn, se tiene

que: ﬁ=lig I respecto de la transformacibén generalizada tﬁ

m—

dada sobre los U; por tﬁ(Ui)F @i .
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Demostracibdn:

Como T, es un isomorfismo, existe una subcatego-
ria de Cat T, sea Cz , asociada a <I’=E<P1:Ui—~U)?é Cov T como
en el postulado(4),21 tal que: Ta(C?)=Cp (en particular, se
ra ¥E=Ta(¢i)>‘ Por la definicidbn 2.1, se tiene que:
1im (T, - 1I) = Ta(U) en Cat T y es, evidentemente (por ser
oI e I funtores de igual imagen pero distinto dominio)

T (U) = U = lim I.

Siguiendo con las consideraciones, mostremos la validez

del vpostulado (5), que tomarid la siguiente forma:

.2 ZLema:

a—

Dado el diagrama: T1-£ .V _¥V* con Y morfismo

de Cat T , ne8(V), existen me5(T), £feF(P) talesc cue el

diagrama: T R T
"l (x>
U-—$£ .V

conmuta; ademids, dado un diagrama conmutativo (%), con me¢ s(U)
nes(V), ¢ morfismo de Cat T? y fé;f(@i) para algin morfismo
z§1 de Cat T* , se tiene que fe F(P).

Demostracidn:

Existe un diagrama U-£ .v.m _y» | con Y morfis

mo de Cat T, nes(V), tal que CP=TaCP), fi=nx 1p; luego, por el

postulado (5),% 1 existirdn me s(U), feF(f) tales que:

nef =¢om, Entonces: @m=mxly , i_‘=h'-l., Qe m (fe F(@)) satis-
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facen lo pedido.
sea, f¢F(F) tal que: T .f=Po @, es decir (I) ¥=

i), §o @. Por definicién de F, existen (]:U—=V, feTF(¢))

tales que: noe f= (Pio m (para mes(U), ne s(V)) y £f=n"—. Ta(cf:]’_),ﬁ

Por (I) se ve que q9=TaGpi) y por ser T, un isomorfismo, si

es CPzTaQP), seré (P=‘fi. Por lo tanto el diagrama:

vt .y
‘m-L ln
U ,v

conmuta, con feaF(@l). Por el postulado (5),%21, se tiene en-

éonces que fé F(g) y luego, por definicidn de F, serd fe F(§).
E1l postulado (6),21 vale trivialmente para s en lugar de s
Podemos demostrar asimismo, a modo de coroloarios, los si-

guientes lemas:

4,3 Tema: (an&logo al lema 3.4)
Sea T G-plena en T; si son f’=f¢i}é Cov T’,ﬂs=§Q%f
una familia de morfismos de Cat T*, entonces Mudl ¢ Cov T?,

Demostracidn:

Trivial usando el lema 3.4 y la definicidn de Cov T¢

4.4 Tema: (andlogo al lema 3.2)
Sea T’:{Qﬁ:ﬁi—a—ﬁ} € Cov T’; entonces, para todo U’e

F(U) existe M?= {fi:ﬁi-—»ﬁ’fé Cov T tal que, para todo i:

f;¢F(§;) v f; es tal que: me Iy = §,o@; siendo @es(D),
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4,5 Definicidn:

Llamaremos a 1" una imagen dé :I* por F asociada a

<!

4,6 Remarque:

Como en las demostraciones de: el lema 3.5, la
proposicién 3.6 y el teorema 3.8 sblo se usan los postulados
(3), (4) vy (5) del 21 y el lema 3.4, valdridn estos tres enun-
ciados también para el atlas (¥,X,s) en lugar de (F,X,s); 1la
dnica salvedad es que, en la demostracidn de la proposicidn 3.6
faltaria probar gue K es intermedia para {T’}, lo que se dedu-

ce inmediatamente de la definicidén de Cov T’ 7y del hecho de

que K es intermedia para §{Tf.

4,7 Proposicidn:

Sean (F,X,s), (¥,X,8) como en la proposicibn
5.6, Sea (F,X,5) un atlas tangente a (F,X,s), definido como en
2.6. Entonces, si es T' la G-topologia definida por: Cat T’=
Ta(Cat T), Cov T’ = { {Ta(cpiﬂ {\Pﬁ & Cov “’f‘g } , se tiene que
existe un funtor ? y una transformacidén geheralizada § que ve-
rifican (1), (2) y (3) de la mencionada proposicidn para T’ en
lugar de T y T° en lugar de T (en particular, (3) se expresa-
ra: (¥,X,8) es K-equivalente a (F,X,35).

Demostracidn:

Por remarque 4.6, bastara probar que T’, T? veri-

fican las hipdtesis (i), (ii) y (iii) de la proposicidén 3.6, 1lo
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cual se deduce trivialmente de la validez de los mismos (i),
(ii) y (iii) para T y T y del hecho de-due T, es un isomor-

fismo.

4,8 Remarque:

En particular podemos tomar en el enunciado 4.7,
si suponemos dado un morfismo o de (Fl ,Xl,sl) en (F2,X2,52),

el (f&,Xl,Ei) dado por el teorema 3.8.

4;9 Teorema:

Sea A;=(F;,X;,s;) un atlas abstracto, A,=(¥,,%;,
éi) un atlas tangente a A, , i=1,2. Dado un morfismo < :X;=X,
que sea un K-morfismo de A, en A, existe una transformacidn
generalizada Eiﬁi—-f2 (siendo (ﬁl’il’ga) como en 4,7 y 4.8)
tal que: (1) Para todo U’e Fy(T_(U)), le k(T (U)), 1:0'— X,

es de la forma 1= Vs ﬁ_l

o Ta(oc.’)° m, con ﬁea?i(Ta(U)), n e
§2(Ta(V)),‘Ve;E2(Ta(V)), siendo « un morfismo inducido por «
entre Uy V.

(2) Existe un morfismo ?izil——»ig Gnico tal que el

b X,
12\.%"’"
B 2

(3) Si son qle ———Fl como en la proposicidn 2.3

diagrama siguiente conmuta: §1

k como en el corolario 3.9, p2:i2—~rX2 la proyeccidn candni-

ca, seri el diagrama: T k¥
’ & . H———X,

s )
FX X,
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conmutativo, (con d;=q4 'fl )

dp—

(4) s8i py Xy —X, (i=1,2) es la proyeccidn canéni-

ca, entonces el sigulente diagrama conmuta.

X,
B
k&‘

oL

2_2
1 ke
2

—

Demostracidn:

Sea ﬁ’é?l(ﬁ), con ﬁ=Ta(U). Entonces, U= ®(U)

(& como en 2.3), con U’¢ Fl(U). Tenemos entonces un diagrama:

g~y h ~X, , con me—"é’l(U), he%'l(U). Puesto que £ es un
morfismo de A, en A, (también lo sera dé'Kl en A2) existirén un
objeto V de Cat T,, un V’¢ F2(V) v un morfismo «?:U—V de Cat
K, inducido por o« entre U y V. Sean v:V’—=X,, Veat2(V),
n:V'—7V, n esz(V). Definimos entonces:

k(T (U)) ={‘va B, T () e @ | Tet(Ta(V)), ey (T, (W)

ﬁms%iTa(V)), «? inducido por ¢ entre U y'V?

L

Probemos la siguiente propiedad de k: si son lzﬁ’—a¥i2 ,
LT ve - L =, 7. -7 . 75~ =
1,:0’—X, dadas por 1l=V.1h "o Ta(d’),m, 1;=Vys Dy Taﬁxi),m,
siendo VfE%Z(Ta(Vl)),'ﬁle:§2(Ta(Vl)), «) worfismo inducido row

& entre U ¥y V1 , entonces 1=1l; 0 s2a los valores de k no de-
penden del correspondiente V? de U? elegido en cada caso.

fn efecto: puesto que conmuta el diagrama:

v, By gy nlee yp

%

existird (segin el vostulado (1),31), un W B (W) para algin W,
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que es un V] x V' con proyecciones q €F(p), qq € F(pl). De
X
2

acuerdo con el lema %.l, seri adéemds, para Dp’, pj tales que:

Pe O =MNeq ¥ DPje O =1Nq.d (con o:W?—VW, oeas2(w)) W un

1 1

Vy x V respecto de los morfismos Ve nI Yy Ven — con

X2
prcyecciones p’ ¥y pi . Entonces, por la propiedad universal

del rooducto fibrado existird un Unico morfismo (de Cat K por

postulado (2)) oL 3 tal que:

Entonces, si son W=Ta(W)j, W’:‘@(W’);“ 0=0x ln , A=nx1ly ,

_ . S | R | -
ny=n;xlp y definiendo: G=h ‘I‘a(p’)° 0 , Q=D o Ta(pl’)° 0,

se tiene que: §<;?é(Ta(F)), q4¢€ F2(Ta(pl)). Ademés, si es

'W{W’——vié ,'WG?E2(W), podemos probar que:
7.0t Ta(dﬁ) = Vq- ﬁilo Ta(«i)
En efecto: Vef t. T, («?)=TeB ToT (p')o T (4})=F-307% T_(x3)
W e BT, B (3) =T+ 3. 870 T, (43)
SN RN RN

J—
=Vie 0" o Ta(di}

lo que implica: l=1l
Una vez definida k de la forma dada por (1), veamos que es

en efecto, una transformacidn generalizada.

Sea fez?i(TaOP)), f&ﬁi——-ﬁ’ , sea el diagrama:

X,
o1

con 1,e k(T_(U;)), léfR(Ta(U)). Dada f existirén ¢, £eFi(¥)
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f:"{ Ta(@’)‘{ﬁl y el siguiente diagrama conmuta:

tales que: m

U] 9l
m, | Im
U,— Y
(p’
con mezgl(U), mle-Ei(Ul). Por el corolario 3.11 sabemos que:

si es V? correspondiente de U? , .i"=n-1o ol”’e m un morfismo

inducido por « entre U? y V’ con nees2(V) existe un W’ co-
rrespondiente de Ui , un d£=o_locxio m, con oOc¢ SQ(W) que
es un morfismo inducido por « entre U] y W’ y un gezF2(w)

para algin ¥, g:W'—V’ tales que el diagrama:

AN RV
£ | 8
UL LV

conmuta. Si es WYW:W—V +tal que n og
-1

WY’ 0, entonces

o =1
=1

e T,(W). 0 e}§2(TaOP)) v ademis se deduce trivialmente

que: «€?e P = uy’ccyi. Entonces se tiene que:
. n T, T, () Fof =W.0 % Ta(ui)o'ﬁl (siendo W:W3__~Té
un valor de 52). FEn efecto:

- —-"l - P — —-l . ‘ — — -""1 _—
Ven . Ta(oz’) cMoef =V ol a.Ta(u‘).T&(‘-?)oml=vo n . Ta"(qJ’),Ta(ozi).ml

- ToREod T
-1

° Ta(di)° 1

|
|
°
(@]

Como sepin se probd, 1l no depende del valor de ¥, corres-
=1

pondiente de U2 elegido, podemos tomar: lléﬁ. 0 o Taﬁxi).'ﬁl
y también: 1=V.'ﬁ-1° Ta(d’)o’ﬁ. Luego se ha probado que:
lof-':ll

Siendo Al=(§1,Xl,§l) corio en el teorema 3.8, por 4.7 ¥y

+.8 es (ﬁl,fl,éa) K-equivalente a (?l,il,gl). En particular:
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lim.§l=il. Tuego, (2) resulta trivial.

< Sea para i=1,2 p;:X;—X; , qi:?iT"Fi como en la hipd

tesis. Zntonces, el siguiente diagrama conmuta:

Tl %,
I‘ll, l pz
U = Xo

siendo rye q;(U), k’¢ k(U), 1ek(T).
En efecto: como k> y 1 no dependen de los correspondien
tes de U’ elegidos, tomamos: V’ correspondiente de U’ (resvpec

to de U,V) con ' morfismo inducido por « entre Uy V. Si

-1 _ =1

definimos entonces: k’=Vven ~ o o'y m, 1=V 1 "o TaGX’)o m,

con ve:tz(V), n<ss2(V), mesgl(U). Se*tiene que:

k’orl=Vol'1“100(’omorl=Von-lo o(’oonﬁ=

Vo n"1, pvcaTa(u’)o o= V o Dy, © n-1, Ta(o(’)° m

_=1 , -
Poe Voll 7o Ta(a ). I

= p2¢,l
donde se han considerado ™y 2 Py T Py proyecciones canbnicas,
teniendo en cuenta ademés, en la antelGltima igualdad, el teore-
ma 2.5. tHemos probado entonces la validez de (3).

Por Gltimo, consideremos el diagrama:
e

lii :iz
Hl | B
X, —2 X

Se tiene la transformacidn generalizada:'klzfl—+X2 defi-

?

nida pop: El= d‘,¥1o dy. Luego, existe un Gnico morfismo w

—

que hace conmutativo el siguiente diagrama: :ir:l._—il..xl

> lw
[N
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. e = o = 0‘0 o s = o o T
Ademés, es: kg do 17 "f«" ql"l'ﬁ Py =ty = © pl) t1
1 1 1

v vambién: ky= Aoty o Gk e Gy =ppe k=(ppe )« ¥y

Entonces, debe ser: o o py = Pg"a , lo que prueba (4).

4,10 Corolario:

=

Si es 0L:Xl-——J'X2 como en el teorema 4.9 ,

am—

entonces & es un K-morfismo de (Fi,ii,gl) en (fz,fg,gé) y
si & es un morfismo inducido por & entre U y V, entonces

Ta(cX’) lo serd (entre Ta(U) y Ta(V)) por « .

Demostracidn:

Inmediata usando 3.9 , 4.7 y 4.8 .

4,11 Definicidn:

Llamaremos a & un morfismo tangente asociado

a .

——
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5. PROPIEDADES FUNTORIALES DE LOS MORFISMOS TANGENTES

5.1 Proposicibdn:

Sea G una clase de atlas abstractos, K una G-
topologia intermedia para C. Sea C otra clase de atlas abstrac
tos que contiene, para cada atlas A de C al menos un A tangente
a A y supongamos que es K (definida a partir de K como en 1.5)
una G-topologia intermedia para C. Sean € y € das categorias
cuyas clases de objetos son C ¥y C respectivamente y cuyos mor-
fismos son los K-morfismos y K-morfismos de atlas, respectiva-
mente. Entonces existe un funtor :EE;C-—-E' tal que si A es
un atlas de C, %,a(A) es un atlas tangente a A y si &« es un K-

morfigdmo de atlas, Za(o() es un morfismo tangente asociado a X,

Demostracidn:

Definimos g;(A)=K, eligiendo como A un atlas tan-

gente a A perteneciente a 5, y %’a( oL )= ol y S8liendo ™ como se de
finibd en ¢ 4.
Sea 1ly:A—A , con A=(F,X,s) atlas de C y sea K:“ZE(A),

de soporte X. Por definicidn, el morfismo ly es el tnico tal

.5

PN &

conmuta, siendo k tal que, si lé;E(Ta(U)), es de la forma:
-1

que: B

1 =¥.5h T(@)e B, con FeT(T(V)), BeS(T,(V)), Te B(T,

(U)), ¥ morfismo inducido por ly entre Uy V. TLuego se tie-
ne que, si es ﬁeﬁ%(Ta(U)), entonces:
— - _—=1 _
(JE) 1X° 2 Vel o Ta(LP)C' m

Dados u, Vv, m, n, existen u:U’—=X, v:V2—=X, m y n tales

<]
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que: U= Vo n"lo Pom, con uet(u), ve t(V), me s(U),
ne¢s(vV)., Luego, por el postulado (1), 21, existird un W’e

F(W) que es un U’ x V® respecto de u, v con proyecciones g, ¢
X
F(pi) (i=1,2) para ciertos p; ¥, por el lema 5.1 , si son p!

tales que mog; = p’i «0 (con o:W'—=W, 0€s(W)) serd W un
U x V respecto de u- m-l, Vo n—l. Por la propiedad univer-

X
sal del producto fibrado existir& entonces un morfismo pi:U—-w

tal que: plepy =1y ¥ Dp>op] =P . Sean W = T (W),
w'=%(w*) (siendo ® como en la proposicién 2.3), © = o X 1;

w:W’—X, Wet(W); si definimos gqy=

m . Ta(p]’_) ° 0’
§2=ﬁ-o Ta(pé)o 0, entonces serl q; € f(‘l‘a(pi)) y 'v7=ﬁe§l=’\7o§2

(por definicidn de transformaciédn generalizada aplicada a t).

Por lo tanto se tiene que: M~ =Qgye 0 Ta(pi), lo que
implica:
(EBE) l-X e U = vq,-ﬁ-lo Ta(\P>o-ﬁ—l . En efecto:
TG = Talyo 0 o T(PY) = Wed LT (pI)=Folpe 5 % T_(pY)
= Voo . T,(p2)e T (p])
R |
=vVend LT (¥)
Teniendo en cuenta (%) y (¥%x) se ve que li = I; , O sea:

2é<lA) - 1EE(A) .
Sean o« y ﬁ y XiAy—A, , 13:!-\2—«—1!3 , morfismos de C,

con Aj.:(Fi,Xi,si).
Dado el diagrama U-I—LU’_}LX , COn mé€ sl(U), hetl(U) .
siguiendo el procedimiento de la proposicibén 3.4 de la primera

parte, se obtiene un cubrimiento Z = }‘a-s:Us_'U} asociado a
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(e¢,U?) tal que existe un diagrama conmutativo:
X, L —(—3;>X

)/ ‘< )

{ vy

q."E\Us s W

U et
r

o [ d . * ~
donde d.= ﬂr o X siendo, si se considera al atlas Al "res-

ml

tringido" a los modelos U_, o un morfismo inducido por o«

S

entre U v VJr vy, Ssi se considera el atlas Ké "restringido”
a los modelos V (%r un morfismo inducido por F entre er
y wr.

Sean klzﬁl—" ')_('2 . E2:F2 —a.f%, EB:’f‘l—'f3 las transforma-

ciones generalizadas asociadas a los morfismos —ol,(z y [°°* res
pectivamente (como en el teorema 4,9). Sean U’¢ '—f"-l(Ta(U))
1€ ky(T,(V)), 1 _w.,a‘lo 1,(3)e & , con Wi —X, , Web(T,(W)
5('I'a(w)), d mori‘ismo inducido por (o’ oX entre Uy W, me€
§i(Ta(W)). Por lo demostrado mas arriba sabemos que existe V
modelo correspondiente de U por « , existe 041 , morfismo indu
cido por o entre Uy V y existe @l idem por 8 entre V y W,
tales que: d= (510 0(1 . Sea V'’ correspondiente a U’ (siendo U’

un U’ x E) por o respecto de U, V; sea ﬁ:’\_l_’_..Ta(V), ¢ '§2(Ta(V))

<

*un V’ x E , G:0° ‘5{-1 . Tie—'gl(Ta(U)). Entonces:

@od U = Fo . AL, WNCIDE m por ser & el tnico morfismo

A <

tal que: ,’cl =k, . Ademés (Zo? = We 6"]2, Ta((sl)" n , por
ser @ el Gnico morfismo tal que ﬁ_ %2 = -122 . Luego: (3.,;101'1‘:13

lo que implica, por unicidad de éd : (3’03( =@.ot. Es decir que:
J(post) = B (B oBals).

Hemos probado entonces que %a es un funtor.
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5.2 Lema:
Sean los atlas A=(F,X,s), A’=(F}X,s8’), Yy sean

i=(F,X,s) , A'=(F’,X",8°) atlas tangentes, respectivamente,a

los anteriores. Si A es K-equivalente a A?’, entonces X es iso

morfo a X' y A es K-equivalente al atlas (¥',X ,5°).

Demostracidn:

Por la demostracibén de la proposicidn 5.1 se ve
que pueden tomarse A ,X de manera que existan k y k’,
k:f-—vX, k’:F’—~X transformaciones generalizadas tales que

los siguientes dlagramas conmutan
F-——-A—X F’“—*—X
\ 11 ]K J 3
siendo 1i=i’=ly , i:A—A’ , 1’:A°—A (k y k? asociadas a
i, i’ como en 3,9) y tales que 1i’c i = 1A'

Aplicando la proposicién 5.1 al caso en que € y € son da-
das por: Ob(C)= {A,A’g , Ob(6)={:K,K?; vy como morfismos los
K y K-morfismos respectivamente, tenemos que si son 4= 6, (1)
M= Ea(i’) ('Za.definido trivialmente,andlogo al de 5.1), se-
rén, en particular A:X —X’ , /u{i’—~—f' tales que:

/uo’)\_-. Ea(i,o i)= Ea(lA)= 1ga(A)= 1’[& . Anflogamente podria de
mostrarse que AeM= 157y » Es decir, en particular MeA = 17
vy Ao oM = 1z, por lo que resulta que A y'/x son isomorfismos,
inversos uno del otro, de X en X? y de X’ en X respectivamente.

Si tomamos la transformacidén generalizada t"= Me t°’ (con-

siderando, por abuso del lenguaje, au/L como transformacién ge-



66

neralizada) es 129 F'= X respecto de t" y, evidentemente,

A es K-equivalente a (F',X ,s’).

5.5 Teorema:

Sea V. una categoria de K~variedades abstractas.
Entonces existen una categorfa de K-variedades abstractas 'VK
y un funtor & :W—Vg tales que: si es V un objeto de ¥y ,
(V) es una clase de atlas tangentes a los de V en correspon=—.
dencia biunivoca con ellos y si es ol :Vq—>V, , Asec V, (i=1,2)
entonces ii(d):ﬁl—avﬁg es un morfismo tangente asociado a «
(siendo 'Aie T v;) Ki atlas tangente a As)

Demostracidn:

Sea V un objeto de ¥ A=(F,X,s) € V., Sea

K
A=(F,X,s) un atlas tangente a A, Segln el lema 5.2 existiré
una K-variedad V de soporte X tal que cada atlas de V es tan-
gente a uno de V y reciprocamente.

Sea entonces 'VK la categoria cuyos objetos son las K-va-
riedades V construidas de esa manera y cuyos morfismos son los
K-morfismos entre ellas. Sea G :Vp—-Vgy definido por: € (V)=V
E ()= o , siendo, si consideramos & 1Ay — A, (Aié Vi , 1 =
1,2), al:ﬂl--K2 un morfismo tangente asociado a « entre los

atlas 4, , K2 (A;€ V; , i=1,2) tangentes a Ay , A, respecti-

vamente. Por la proposicién 5.1, G es un funtor.

5.4 Definicibn:

Llamaremos a (V) una variedad tangente a V y,
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si es ot :V;—V, un K-morfismo de variedades, & (<) serd un

morfismo tangente asociado a « entre las variedades € (V;) 7

3Z(V2). Ademés, si es p:X—X la proveccibdn natural (defini-

cién 2.6), serd p: 6 (V)—»V, y también la llamaremos proyec-

cibn natural.

5.5 Observacidn:

Si es L una G-topologia de derivadas conserva-
tivas de K (definiciones 1.8 y 2.1) es, en particular, L inter-
media para '{K,K} . Luego una K-variedad abstracta (respectiva
mente una K-variedad abstracta) es una IL-variedad abstracta y
un K-morfismo entre variedades (respectivamente un K-morfismo)
es un L-morfismo entre variedades.

Sea'vﬁ (respectivamente'v%) la categoria cuyos objetos ¥y
morfismos son los mismos que los de‘VK (respectivamente‘VK) en
5.3, pero considerados como L-variedades y L-morfismos respec-
tivamente. Sea ‘\VL la categoria generada por W%{’ uW—LK Yy sea

ZJ:V%._;WL el funtor inclusibén. Entonces, se tiene el si-

gulente corolario de 5.5:

5.6 Corolario:

Existe una transformacibén natural p:%—J tal
que p(V): ©(V)—V es la proyeccidn natural de V.

Demostracidbn:

Inmediata por el teorema 4.9 .
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36, APLICACION DEL ESQUEMA A UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE

Supondremos en lo que sigue que 1los cT-atlas mencionados
son E-atlas ( {11 , II, 21) hereditarios (segin 2.2, primera
parte) y cumplen la siguiente condicidn: si son my , M, mapas
con el mismo dominio y el mismo codominio, entonces my =M,

Veamos que valen los postulados (1) a (6) del 31 para T,
T definidos como en 2.2 (primera parte) y K definida como en
3.2 (primera parte).

La primera parte del postulado (1) vale trivialmente en
T=G-® , Es decir: si existe, un objeto A como se afirma, el pro
ducto fibrado serad un conjunto no vacio. En la segunda parte,
por ser hy; , h, inclusiones (ver 2.2 primera parte) un produc-
to fibrado sera Uln U2 que, por ser el atlas hereditario, es
un dominio de mapa.

El postulado (2) resulta trivialmente pues, por se g un
morfismo de Cat T es un i1somorfismo en su imagen y, si llama-

-1y,

>

mos g a ese isomorfismo, es f = g

Por definicibén de Cov(G-¢ ), el postulado (3) se verifica

también trivialmente.
Demostraremos ahora la validez del postulado (4).
sies ¢ = {‘Pi:Ui-—-‘Ui € Cov T serd cada Y un isomorfis

mo en su imagen y un Uy g Uj es Wij = (Pi(Ui)r‘q%(Uj)‘ Basta
probarlo en este caso. Evidentemente ty definida sobre wij

por: tU(wij) = lncwij"’U (inclusidn) es una transformaciébdn
natural, Sea v:I—=V otra, con V objeto de Cat T, sea vi=v(Ui)
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. _ : _ -l
vij-.:v(wij). Entonces: vij"vi" pi=vj o pj y slendo D = }w"
) e

(x=i,j) 1la proyeccién candbénica del producto fibrado. Sea ue¢ U;
existird i, u; € Uy tal que <Pi(ui)=u, Definimos h(u)=vi(ui);

si es ujé Uj tal que kPj(uj)=u, entonces ue:wij y se tiene

-1
que: vi(ui)ﬂ&fﬁPi Xu)ﬁyio pﬂ(u)#&jo pj{u)=vj(uj). Luego, h
est&4 bien definida y para todo i, para todo Jj, hace conmutati-
vos los siguientes diagramas:

Uy h oy V&jCiELJJ

Q;\\\ih‘ Vg\\\\ih

Verificaremos ahora el postulado (5)

Se tiene que (U) es un abierto en V. Luego si son:

vr=n o)) , m=¢le n'

A

n-l((p(U)) (donde P =Y pero con

codominio restringido a su imagen) por ser el atlas hereditario
tendremos que: m:U’—=U es un mapa. Si es £ 1la inclusién
de U’ en V? se obtiene lo requerido. La segunda parte es obvia
por definicién de F.

Por Gltimo, el postulado (6) se menciond expresamente co-
no hipAtesis para los atlas a considerar, al pedir que exista

un Gnico mapa con dominio y codominio dados, en el princirio

del parégrafo.

6.1 Lema:

Sea X un CT-atlas perteneciente a una variedad 17,
Si es K la G-topologia definida en 3.2(primera parte) para 1la

clase C de atlas de la variedad, sean O,M y N las siguientes
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clases:
0 = {UxE | U es objeto de Cat K |
M ={((pl, ¢,):UxE —VxE |3 @:U—V, ¢peMorf(Cat K) con

(915 Po)=(Pepr,DP ), siendo pr:UxE—U la proyeccidn

cartesiana, DP la derivada usualf

N\:-=[ f( CP]_, <p2) &M, (Sol,goz)i:UixE-———UxE tal que

(P15 PoY=(Pyo rsDA) 5[ Psfe Cov K?i}

Si definimos: Ob(Cat L)=0b(Cat K) & O U §E} , Morf(Cat L)
es la clase generada por Morf(Cat K)o M U {pr:UxE —=U tal
que pr proyeccién cartesiana} s, Cov L=Cov Ku N , entonces L
es una G-topologia intermedia para {K,f} , siendo K definida
por: Ob(Cat X) = O , Morf(Cat K) =M , Cov K = N.

Demostracibn:

Probemos que si L est& bien definida; es decir,

que Cov L esté& bien definido.

sea ¢ una equivalencia en Cat L. Para probar {@}e Cov L
bastard suponer € M. Sea entonces @ =(P e pry DY)
Yo(opry ,Dy ), con ¥=P™ | donde P:v—v, @:v—v,
Entonces:

pon'Ekro@ = Yo prvoé =YePo pr; (pues Yob - lugg )

Luego, por ser pry suryectiva serd Pop = 1y - Analoga~
mente Yol = 1.

Se ha probado entonces que si (kp e DIy DY) es una equi
valencia, también LP lo es. Ademés {tp} ¢ CovK y, por defi
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nicién de N ser4 {@5 € Cov L.

Veamos que la"composicidn®" de familias de N da una familia
de N. Para eso mostraremos previamente que M es cerrado respec
to a la composicidn. |

Sea @ =(Po PTy DY ) e M, CP:U—-V ,"&rs(wo PTy JIY) ,
Y:V—W ,"Y ¢ M. Sean pr,:AxE-—A, para A=U,V,W y pry:WxE —E
proyecciones cartesianas. Entonces: pryo¥.$=\.q. PTy

prpe¥ed = Dy d
Sean ueU, x€E, Se tiene que:
(DYed) (u,x)=DY(P(u),dDP(u).x)=DY(P (u)).(DP (u).x)
=(DY (P (u))aDP(u))(x)
=(D(Yotp)(u))(x)
=(D(Yo9))(u,x)
donde en la antelltima igualdad se usd la regla de derivacidn
de una funcidén compuesta. Luego:
(x) DyoP = D(Ye P),
por lo que: prEo"ifoéa D(Yo®p). Hemos probado entonces:
(xx) Yo = (Woiporry 2DPeq))
de donde resulta: yr o@ e M.

Por ser Cov K cerrado respecto a la "composiciédn" de fami-
lias y por lo que acabamos de probar de M, tenemos que también
N es cerrado respecto a dicha "composicidn".

Verifiquemos por Gltimo el axioma (iii) de G-topologias.
Los Gnicos casos posibles son:

12) {(Pi:Ui_.U} ¢ Cov K, W:V—eU, Y morfismo de Cat K.
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29) {cpi:Ui_.U} ¢ Cov K, pr:UxE—U (morfismo de Cat L)

39) féi:UixE—-UxE}e N, Y :VxE —UxE, We M

40) icpizui'—.u} ¢ Covk, G:VxE—eU, Ge=pryo¥, Ye M

59) gtpi:Ui——»U} ¢ Cov K, H:VxE —U, H= Yo PTy W morfismo
de Cat K

12) Obvio por ser K una G-topologia.

22) Sea el diagrama: Uiﬁ. 5 UxE, sea pri:UixE -—-—Ui,
§>i=(cpio pry ,D‘Pi). Entonces el siguiente es un diagrama

de producto fibrado: _PTi UxE $i_u.E

\/

Para probarlo,mostremos previamente que si es ©:U—V una
equivalencia, entonces (P Pry ,D{ ) también lo es.
Sea Y=l Y:V—U. Entonces:
(P o pry s DPle(y o Pry ,DY)=(Yo Popry ,D(YWep))(por (=)
= (pry ,D(1y))
= (pry ,0ry )
= lyxg o
donde prE:UxE —E es la proyeccidn cartesiana, usando ademés

aqui la siguiente igualdad conocida:
(=)  D(1y) = pry

Ahora la demostracidn de que el diagrama de més arriba es
de producto fibrado se deduce trivialmente del hecho de que ‘f;

es un isomorfismo en su imagen. Ademés, por definicibén de N
seré {@1? ¢ Cov L.
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32) Dado el diagrama U;xE E-J-:»UxE.Y——-VxE existirén Soi ,
) morfismos de Cat K tales que ‘f’i-(cpio pr; D ipi) » Yo
= (Yo pry ,Dy ) siendo pr,:U;xE—U;  pr;:UxE—~U pro-
yecciones cartesianas, ¥y SCPi} ¢ Cov K. Entonces existe V;
que es un Uy I:} V respecto de Y; yY , y si son p;:V,—V,
qi:Vi—4-Ui las proyecciones candnicas, seri {pi} € Cov K.
Afirmamos que el siguiente es un diagrama de producto fi-

brado: UpnBaB VB PL L vaE

N, A

siendo P;=(pj; o prvi,Dpi) , Qi°(qi° Ty ,’in)' s PT i:VixE—-—Vi
proyeccion. En efecto: evidentemente el diagrama conmuta, por
ser P;oq; = Y °ep; ¥ por (=x); adembs, si es S un objeto de
Cat I y son les_..UixE . 22:S-—VxE morfismos de Cat L
tales que Cbio Zl a Yo 22 , necesariamente Zke M (k=1,2),
o sea que S es de la forma: SsWxE, y & =( « DTy Gk), sien-
do pr:WxE—W proyeccidén. Entonces seré ‘P ° 0'1 -Y-o G, 'por
lo cual existird h (morfismo de Cat K) tal que: Qb = 03,
Pjeh = 05 . S5i tomamos H=(h opry , Dh) seré: Qo H = &, ,
P; oH =22 . Ademés, por ser ‘Epije Cov K, seré {Pj?e Cov L.
42) Se deduce inmediatamente del 22 y 32 caso.
50) TIdem del 12 y 29.

Por dltimo, en el transcurso de la demostracién ha sido
probado que K esté bien definida. En efecto, basta ver que to-
da equivalencia ‘? de M es tal que %@561! y Qque M y N son "cerra

das respecto a la composicibn" y que vale el axioma (iii) de
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G-topologias para N, lo que resulta del 32 caso que se probd.

Es obvio también que I es intermedia para {K,f{} .

6.2 Lema: |
Si es L como en el lema 6.1, entonces L es una G-
topologia de derivadas de K (segin definieibébn 1.8).

Demostracibn:

Veamos en primer lugar que L tiene modelos tangen
tes de K (segln definicidn 1.2).
Trivialmente se ve que K es una sub-G-topologia de L y que
Cat L es una subcategoria de Cat T (T=G—‘G).. Sea 5@1} ¢ Cov L
y veamos que i@&e Cov T. Basta probar que Nc¢ Cov T. Sea i@l}
¢ N ; 1luego para todo i existe un morfismo ¢& de Cat K tal
que @i"(‘Pi e DTyDP;) ¥ §(Pi ¢ Cov K, Por definicidn de Cov K es
P; un isomorfismo en su imagen, para todo i, y se tiene ademés
que, si es q&:Ui—-U3qu3(Ui)=U. Entonces, D$i(x) es biyectiva
para todo x y, si es (u,y)e UXE existiré (ui,x)e.UixE~tal que
éi(ui,x)=(u,y). Es decir que \U @i(UixE)a»UxE,y entonceg NcCovT
Definimos T, por Ta(U)aUxE, para U objeto de Cat K. Obvia-
mente T, es inyectiva y vale también (ii) de la definicién 1.2,
Podemos considerar a la derivacidén usual como una funcién
D: Morf(Cat K)—Morf(Cat T) tal que si Y:U—V es un mor-
fismo de Cat K, entonces es DY :UXxE—=E, Ademés, si (P= 1y
por (¥xx) de la demostracibén del lema 6.1 serd DY = Prp (pro-

yeccidn cartesiana) y se verifica también (por (=) de la misma

demostracién) que: DWYe (Yo pr,D¥) =D (yotp). Es decir
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que, segin la definicién 1.4, L tiene derivadas de K.
Por ser ademés L intermedia para {K,K{(lema 6.1) vale lo

propuesto por el enunciado.

6.5 Lema:
La G-topologia L tiene derivadas conservativas de K
(segln definicibn 2.1)

Demostracidn:

Como XK es una sub-G-topologia de I y ésta lo es de

T, se ve que vale trivialmente (i) de dicha definicibn.,

Sea el siguiente diagrama de producto fibrado en Cat Tg
LA U T TN

\;:\\\y//qg/

Entonces, por ser fi (i=l,2)'un isomorfismo en su imagen, pode
mos tomar W=f;(U;)n £5(U,) (sind serfa W'~ W ¥y por lo tanto
Ta(W)sz Ta(W’? por ser Ta.funtor), y pi=3;1, siendo fi = £
pero con codominio restringido a su imagen.

Siendo Ta(fi) (i=1,2) un isomorfismo en su imagen (por ser
lo £;), un producto fibrado en G-¢ es:

Wyp = Ta(£1)(Ta(01))N T, (£5)(T,(U,))

Bagtaria ver que es Wy o=Tgy (W),

Probemos que: Ta(fi)<Ta(Ui)):= fi(Ui)xE (i=1,2)

Sea (u,y)e £;(U;)xE, Luego existe u; € U; tal que £5 (u;)=u.
Por ser fi un isomorfismo en su imagen, seré Dfi(t) biyectiva

para todo t. Por lo tanto existird xeE tal que Df;(u;)ex =y
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Es decir que: (u,y)csTa(fi)(Ta(Ui)),'con lo que queda probado
lo propuesto (la otra inclusidén es evidente).
Entonces: Wyis = (fl(Ul)xE)r\(fa(Uz)xEZ
=:(fl(Ul)r\f2(U2))x(Ef\E)
aWxE
Luego, vale el punto (ii) de la definicidén 2.1.
Sea ahora ® = §P,;:U; —~UJe€ Cov T, I:C,—Cat T el fun-
tor inclusibén. Si es I':C,—Cat T’ el funtor inclusidn,
Cat T’=Ta(Cat T) , Cr=Ta(C¢), si probamos que 1im I’=Ta(U),
serd 1lim (Tao I)=Ta(U) (por ser T, un isomorfismo de C4 en q;)
Siguiendo el procedimiento que se usd para demostrar la va-
lidez del postulado (4), al principio de este parégrafo, y te-
niendo en cuenta lo probado respecto al producto fibrado
Ta(Ul) X Ta(U2) mas arriba, se ve que: Ta(U) = 123 I,
Ta(U)

6.4 Proposicidn:

Dado un CT-atlas CX, que sea un E-atlas here-
ditario, si es K la G-topologla definida como en 3.2(primera
parte) entonces existe una G-topologia I de derivadas conserva-

tivas de K (segin definiciones 1.8 3 2.1)

6.5 Nota:

Consideraremos en 1o que sigue la siguiente defini-
c¢idn ([1]) de espacio tangente en un punto xe¢ X, siendo X el espa

cio subyacente a un atlas X: T_(X)=A/~, ; siendo A el conjun-
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to de ternas (U’ ;m v) con m:U’—-U mapa en x deX, veE ¥y la
relacibn de equivalencia definida por: (U?,m,v)e (V?,n,w) sii
To(no ™) (m(x),v)=(n(x),w).

Se ve que, fijado un mapa (U’,m) hay un isomorfismo:

T_(X) —E dado por: (U?,m,Vv)r—v
Ademés, si es X)) = V1 (X) (unibn dlsjunta), serd T(X)
xeX ¥
el soporte del atlas T(cx) tangente alcx , cuyos dominios de
mapa son los 1T 1(U’), siendo Tr:T(X)—X la proyeccién:
T = X U’ dominio de mapa de (X,
_xy = 33> |

Se tiene entonces, para cada (U?,m) mapa en X) un isomor

fismo o(:TT-l(U’)-a—U’xE% definido por: (U’,m,v)r—(x,V).
Por Gltimo, si es f:X;—~X, una aplicacibén diferenciable

se define T(f):T(Xl)_a.T(Xe} de,la siguiente manera: sea Tx(f):

T (X)—=Tp 1) (X) tal que: T (f) (U ,m,v). = (V',n,w), siendo
w=Df’(m(x)).v, £® definida en m(f-l(V’)n_U’) por f'=n.fo m-l;
entonces T (f)=T(f)}T (x; )* Trivialmente resultari:

T,o T(£) = £o 171 . 31endo my » W, proyecciones canénicas.

6.6 Proposicibn:

El atlas abstracto.(G,T(X),u) obtenido como
en 2.2 (primera parte): a partir de T(XX') es un atlas tangente
(segin la definicién 2.6) al (F,X,s) obtenido por la misma
construccidén a partir de Ox . Ademés, la proyeccidn T :T(X)—X
es su proyeccidn natural.

Demostracidn:
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En primer lugar veamos qQue valen en este caso las hipéte-
sis del teorema 2.5 (suficientes para la existencia del atlas
tangenée a (F,X,8)).

Trivialmente se ve que T es G-plens en T y, como ‘6 tiene
limites directos (teorema de Kan) es en particular semicompleta;
obviamente existe. la funcién ¢ como en 2.3 y, por proposicidn
6.4, se tiene la totalidad de las hipétesis.

Si es G:T"—T definido como en 2.2(primera parte) & par-
tir de T(XA), serd Cat T" la categoria cuyos objetos son 1los
de la forma UxE con U modelo.de X ¥y cuyos morfismos son 1los
$= (Yo pry ,DYP ) que son cambios de mapa en T(CX) (luego @ es
un cambio de mapa en_(ﬂ:)% las inclusiones entre objetos J las
composiciones. Luego, es igual'a Cat T?, siendo T’ definida co
mo en 22 a partir de T, donde T ‘es el dominio del funtor F.
Ademés Cov T" es la clase de familias f@&;UixE~——UxE} tales que
U@i(UixE)=UxE s siendo @lun morfismo;. de Cat T" seri de 1la
forma: E?i = ((pia prUi)D&pi), siendo p.:U.-—U, prﬁi:UixE‘
—U; proyeccibén., Segin se vid en la demostracién del lema 6.3
es &, (U;xE)= ;(U;)xE. Tuego: U & (U;xE)=(LI¢,(U;))xE=UxE ,
por lo que: \U®,(U;)= U. Entonces Cov T"=Cov' T’ y entonces
T = T",

Veamos que (G,T(X),u) definido como sigue verifica la de-
finicibn 2.6 para (F,X,s).

Segin. 2,2 G ser4:

G(UxE) = {W'I(U’) ‘ J m:U’— U, mapa de CI}
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Sea P :UXE—VNxE un cambio de mapa.en ‘T(Ct ). Entonces:
6(&)= {ine: T HUNNe o™ (V?)] 3 inc: UV’ , U B(U),
| Ve F(V)? |
La transformacidn natural y esté dada por: |
u(UXE) = zfﬁ':TT'l(U’)-»UxE, T=(mxlg)eel , o H(T)wU’xE
isomorfismo, m:U’—;—U mapa de cx} .
Por ser 'TT'l(U’) ~ U’xE, 'es también Tf-l(U’) un U’xE en
Cat . AdemAs: finc: "lT_l(U’)C——'-’“"l‘(V’)J? =fa T (). & |
¢ u(UxE), Beu(VxE), J fe F(P ) tal que: nof = Pomf.
En efecto; si es (U’,rn)2 un mapa en x, ve E:
(8™ Ty(pe (T ,m,v)=(87% T, ($2)) ((mxlg) (x,v))
=(27% T, (")) (n(x),v)
A~ (P(m(x)) ,w)

i~ (n(x),w) ,

donde: w=D¢@’ (m(x)).v ¥y, por definicibén de F es f una in-
clusibn, luego: YP’=n o m-l", si es FI :W'l(V’)_’-E*_.V’xE, se tiene
que: ﬁ=(nxlE)oﬂ , luego: |
5 (n(x),w) = F “L(x,w)
= (V’,n,w)

Como Ta(na m'l)(m(x),vx)=(n(x)?,w), es (U',m,v)=(V’,n,w), luego:
B0 T, (9" e T =iexw"1(U?)e T 1(V?) (inclusién).

Reciprocamente, sea U?’¢ F(U), V’e F(V) , fl‘\:inc:'T-l(U ’)c_.‘tr"l(V’)
Entonces seré: U’=(T\’-TT-1)(U D Ne (TroTl"‘""'l)(V’) = V' (por ser T
suryectiva); luego, si es fzinc:U"c___.V’, seréd feF(P) y si es
WP’ =n, m'l, se ve que f=ﬁ;;ovTa(LP’)o -1 (m y n estdn univoca-

mente determinados por el postulado (6)).
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También los valores de U segin la hemos definido, coinci-

) ol -
den con los de § de 2 2, pues, si consideramos:‘ULifﬁL_ﬂT l(U’)
Pt‘Eod

~£ -E, siendo . & :Tf-l(U NE-U'XE y Pry,:UxE—U?, Prp

—=E proyecciones, es“TT'l(U’) un U’xE con proyecciones prU,od

+U'xE

J prpeo , ¥ @ un mxlg . para cada m, en Cat T.
Entonces se ha visto que:"(G,T(X),u)_es un atlas tangente
a (F,X,s).
Por Gltimo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
i) e g
wm| lm
UxE v ___ VD

En efecto: (prU<>(mxlE)oo()(U’,m;€§=(prU‘a(mxlE)(x,v)

= pry(n(x),v)
= m(x)
(mo® )(U?,m,v) = m(x)
Entonces conmutari también: o) X
B‘SJ . ‘Jinc
Tr-l(U')—-kl@-')-—U'
'folT | Tm"l
qx'E Py U

por lo que resulta W proyeccidén datural entre (G,T(X),u) y

(F,X,s).

6.7 Proposicibdn:

sea f:Xl——~Xéﬁmafaplicacién diferenciable en-
tre los atlas Cll y CI2 ¥ seé T(f) su correspondiente apli

cacién tangente. ' Si es Ki (i=l,2)‘e1 atlas abstracto asociado
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a T(@&) como en lmproposicibn 6.6, entonces T(f) es un morfis-
mo tangente asociado a f (segin definicién ' 4.11), consideran
do f:A,—A, , siendo A; atlas abstracto asociado a <, (como
en 2.2, primera parte)i

Demostracidn:

C o

Vamos a definir en primer lugar el atlas &, equi

valente sl ‘3i mediante la siguiente construccidn: si es U?
un dominio de mapa CIl , tendremos que: U’= \Mu*n f-l(V’»,,la
unibén extendida a todos los dominios de mapa V? de C12. Por
ser f diferenciable, en particular continua, seréd U’N £7L(v )
abierto en U’. Por ser el atlas hereditario, seré también un
dominio de mapa. Consideramos entonces el atlas Eil cuyos
dominios de mapa son sdlo los de esa forma Yy los mapas son, na
turalmente, las respectivas restricciones de los de ‘11' Tri-
vialmente seré al equivalente a ;. Ademés, si se toma
el atlas abstracto Ki asociado a éil como en 2.2(primera par
te), evidentemente satisface las hipdtesis del teorema'B.B.

sea A =(G,T(Xy),U;) asociado a (&), By=(Gy,T(X,),uy)
asociado a!DGI2), como en lxzproposicibn 6.6, Definimos enton-
ces la transformacidn generalizada 'Rzal——a-T(Xg) cono sigue:

———

sea TTI]'(U N L UxE un mapa de T(&l); entonces, existird un

mapa T3 (V?) 2. VxE de B(X,) tal que £(U’) ¢ V’, por defini

cibdn de éil. Luego, se puede definir f'’=ne.fo m'l, f:U—V.

Sea d=(f, pry ,Df?), ¢°:UxE--~VxE; sea entonces el valor 1

de ¥ en UxE de dominio WJT(U’) definido por

i-a~L ¥, &.
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Veamos que se verifica la conmutatividad del siguiente dia

grama: ’5,1, o, »>T(X,)
x l T¢).
| T(X,)

~S

O sea que, para cada dominio de mapa U? de 0‘1 s T(f)LTil(U ’)= 1

Sea xe‘lTil(U»’L); luego U~ 2 .U es un mapa en x. Conside-

remos identificado TTI1(U’) con U'¥E por el isomorfismo ©¢,

oL: (U7 ,m,v)—=(x,v) ¥ analogamente TTEl(V’) con V'xE por

‘@:(V’,n;W)k—u»(f(x),w)(biendo v Ry mapa en f(x)).
Entonces: TGf)(x,v)=Tx(f)(x,v)=(£(x),w), siendo
w=Df*(m(x).v , f?’=n ofo mfli. Por otra parte:
10x,v)=((n" xlg) o $2.(mxlp))(x,v)=(n " x1p) ((£% m)(x),
Df*(m(x)).v)
= (£(x),w)
Trivialmente se ve ademés que TTgoT(f) = £.T,.
Lvuego, si definimos elfvalorflhde la transformacidén generaliza-
da kiﬁl—“—Xz (siéndo'Fi tal que: Xi=(§l’xl’§l)) en U con do-
% f’« m, o sea: 1=flU’ se tiene que:

-1,
en T, (U?).

minio en U’ por 1=n"

Tr2al=1o‘|Tl |

Puesto que, por la proposicibén 3.5(primera parte) es f un

morfismo de A; en A, , hemos probado entonces que k, T(f) veri-
fican las condiciones del teorema 4.9. En particular T(f) es

un morfismo tangente asociado a £,
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6.8 Nota:

Sea S una clase de espacios de Banach, sea K defini-
da como en el teorema 4.5(primera parte) y sean vE, vaAT 1as
subcategorias plenas de Vr, VAT (defihidas en ese teorema) cu-
vos objetos son las E-variedades ﬁln para E variando en S, ¥y
las correspondientes K-variedades abstractas segin el isomor-
fismo entre VT N VAr, respectivamente.,

Sea S la clase de espacios de Banach que "modela" a las
variedades tangentes a las de'Wru, vy sea K la G-topologia de-
finida por: los obJjetos de Cat K son los abiertos de la for-
ma UxE con U abierto de E, U obJjeto de Cat K, E variando en S5;

los morfismos y la clase Cov K se definen como en el lema 6.1.

-1 r-1

Sea V¥ la categoria de C variedades de tipo S mode
ladas cada una sobre uno de los espacios de S y aplicaciones
Cr-l,'WAr-l la categoria imagen por el isomorfismo, dado por
el teorema 4.5 mencionado, de VE~L,

Entonces, podemos enunciar el siguiente teorema:

©.9 Teorema:

Si es T:\Vr——»W'r-l el funtor tangente, Pi:\Vl—»\VAi
(i=r-1,r) el isomorfismo dado por el teorema 4.5 (primera par-

-1

te), se tiene que existe un funtor & WAL _—waT en las con-

diciones del teorema 5.3 tal que r'r—;, P =Ce 'T,

Demostracibn:

Sea Ve VAT, Por ser 'Y un isomorfismo, seri
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v =TTy, con " ¢F-vaxiedsd @e tipo S modelada. sobre un eg
pacic E.

Si tomamos los atlas tangentes a los de V°, se ve que por
la proposigcibén 6.6, aplicéndoles.la construccibn.-2.2 (primera
parte) se obtienen los atlas abstractos tangentes (segin defini
cién 2.6) a los de V. Ademés, puesto que son equivalentes (for
man la variedad T(V*)), los atlas:abstractos correspondientes
serdn K-equivalentes, por proposiciénm 3.5(primera parte); es de
cir que pertenecen ‘a una misma K-variedad.abstracta V.

Definimos entonces: &(V)=V y, si es oL:Vy—=V, un K-
morfismo de variedades, G{(o ) - T(«L ), gue es una buena defini
cidn teniendo en cuenta la proposicién 5;5(primera parte) y la
6.7,

Luego, -existe & en .las condiciones del teorema 5.3,

Se ve ademés trivialmente que: [ r=l_ ¢ -%.PT,
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