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Sur les théorèmes d’existence relatifs aux ondes perma—

nentes périodiques à deux dimensions dans les liquides
hétérogènes ;

Pn M.—L. DUBBEIL—JAÇOTIN.

Introduction.

Nous nous proposons de montrer dans ce mémoire comment la
méthode que nous avons utilisée pour l'étude des ondes permanentes
à deux dimensions dans les liquides homogènes (') se généralise et
permet l’é tude des ondes également périodiques permanentes à deux
dimensions dans un liquide hétérogène.

Les mêmes changements de fonction inconnue et de variables
permettent de remplacer ce problème physique par la résolution d’un
problème aux limites non linéaire, dans une couronne ou un cercle,
pour une équation aux dérivées partielles de type elliptique non
linéaire dont la partie linéarisée est de la forme

Av+aä—jÈ+bâ—ï+cv=j avec r>o.

Du fait que c est positif résulte que le problème de Dirichlet relatif
à cette équation n’a pas nécessairement une solution unique comme
c’était le cas dans les fluides homogènes où cette équation était
remplacée par AV: 0. C’est de ce fait que résulte la différence essen—
tielle entre le cas homogène et le cas hétérogène et l’intérêtde l’étude 

(‘) Journal de Mathématiques, 13, 1934, p. 217-291.
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de ce dernier cas. En particulier dans ce mémoire nous étudierons
complètement et essentiellement le problème nouveau des ondes à
l’intérieur d’un liquide hétérogène d’épaisseur H compris entre deux
plans horizontaux fixes (") (problème ct).

Les résultats obtenus dans ce cas (et à plus forte raison dans le cas
plus compliquéd’un liquide hétérogèneavec surface libre, problème 65)
ne sont pas aussi précis que les résultatsobtenusdans le cas homogène.
On arrive à la conclusion suivante : le problème d’onde n’a pas de
solution pourp (parametre égal à 57:7’ X longueur d’onde, c v1tesse

de ro a ation uelcon ue; mais au voisina ed’une double infinitéP P g q ‘] g

de valeurs dep et pour toute fonction fdonnée arbitrairement, mais
petite comme v et continue au sens de Holder, on peut affirmer qu’il
y a « en général » une onde unique non triviale, symétrique, fonction
d'un paramètre.

Le mot « en général » exprime deux restrictions. D’abord la valeur
considérée de p, qui est caractérisée par la propriété que pour cette
valeur une certaine équation intégrale doit avoir deux fonctions fon—
damentales, doit être telle qu’elle n’en ait pas plus de deux. D’autre
part la fonction B donnée caractérisantl’hétérogénéité ne doit pas être
solution d’une certaine équation fonctionnelleË(B)= 0. Nous préci-
sons ceci dans le cas particulier intéressant pour les applications
où B(p)=

2—5
de la façon suivante : quel que soit Ir, la fonction—

|
.: -nelle

5<S—_>
n’est jamais nulle et l’on est sûr qu’1l y a une onde non

triviale fonctiond’un paramètreau voisinagede toutes les valeurs p‘,'n de
! la suite doublement infinie de valeurs caractéristiques de p si estH:

>.2
incommensurable;si

H“-‘
est rationnel mais n’est pas de la forme v(_v +1) 

(’) Lorsque l’hétérogénéité consiste simplement en deux fluides superposés
le problème a été résolu complètementpar Kotchine (Math. Ann., t. 95, 1926).
Le cas de la répartition continue qui nous occupe a déjà été considéré dans un
cas particulier et sur les équations linéarisées par Lord Rutxmn (Proc. Loud.
Math. Soc, vol. 22, 1891-1892).
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/92_lou “’ , où v est un entier, on est sûr qu’il y a une onde fonction

4 _
.

d’un paramètre de longueur d’onde effective >\ et sans plan nodal.
\

. A’ . . . , . .
SI È, ava1t une des valeurs exceptionnelles s1gnalees, Il y aurait une

équation de ramification de plus à discuter et notre méthode simple
ne permet pas de donner le résultat.

Pour terminer, nous indiquons comment on peut résoudre d’une
manière analogue le problème avec surface libre et profondeur finie.
Le cas de la profondeur infinie se traiterait de même, et même plus
simplement, mais du fait que B(p) doit rester borné, on ne peut plus
(dans ce cas) considérer le cas particulierintéressant de la répartition

. , . . . , k2 ,

de den31te exponent1elle qu1 condu1t a B = —, (°).
La méthode utilisée dans ce mémoire a été résumée dans une note

aux Comptes rendus (" ).

l . POSITION ou PROBLÈME. — Nous étudions le mouvement supposé à
deux dimensionsdans un plan vertical. Le domaine fluide y est limité
soit par deux horizontales(problème a), soit inférieurement par une
horizontale et supérieurement par une ligne ! (problème 03). Nous
ferons sur cette ligne [les mêmes hypothèses que dans le cas homogène,
c’est—à—dire qu’elle n’est pas très différente d’une horizontale, son
niveau moyen, et qu’elle se déplace sans changement de forme avec
une vitesse constante c. Nous étudions le mouvement comme mouve-
ment supposé permanent dans un système d’axes liés à l’onde. Nous
prendrons l’axe des a: dans le niveau moyen de I dans le cas de la
surface libre, sur l’horizontale supérieure dans le cas du liquide com— 

(3) Dans le cas de cette répartition de densité le problème a été étudié, en
première approximation, par Burnside (Proc. Land. Math. Soc., 20, 1889,
p. 392), Love (Proc. Loud. Math. Soc., 22, 1891, p. 307); voir aussi Lamb
(flydrodynamicsfifth ed., p. 356, Cambridge, 1930). Les conclusions relatives à
la profondeur infinie sont problématiques, en particulier il n’existe pas, quelle
que soit la répartition de densité, d’onde irrotationnelle, voir Bend. R. Acc.
Lincei, t. 15, 1932, p. 814.(‘) Tome 200, 1935, p. 210.
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pris entre deux plans, mais toujours dirigé en sens inverse de la propa-
gation de l’onde, de telle sorte que la composante horizontale de la
vitesse des particules est toujours voisine de la quantité positive c;
enfin nous prenons l’axe desy vertical descendant.

Nous désignerons encore par ‘F(X, Y): const. les lignes de cou-
rant, par lF=o la courbe ! ou l’horizontale Y :o, par 1V=q le
fond Y = H.

On sait (‘) que ‘P' est solution de l’équation
. It’tW)iü | ()‘l" ’ ’dW '-’ (_. ,

… “"“ mwn°Y—5[(üî> + W) ] —f'<‘“‘ 
où [. est une fonction arbitraire et où h(‘F) est la densité qui, grâce
à l’hypothèse d’un mouvement permanent sans diffusion, est comme
on l’a montré constante sur chaque ligne de courant. La pression est
donnée par la formule de Bernoulli généralisée, de telle sorte que les
conditions aux limites peuvent s’écrire

,. JW ’ d‘F ’ ,zig\,—
<—-.—

— — =const. sur ‘l =(» l _ _d-\, ()Y (pour le probleme (B)

W = (, sur Y =” l
et naturellement

‘P'=u sur Y=o ! _

W= (] sur Y = H ‘
(pour le probleme cl).

2. TRANSFORMATIONou mont—tus. — Comme dans le cas homogène,au
lieu de prendre comme inconnue la fonction de courant lF(X, Y),
nous cherchons les lignes de courant sous la forme Y = :p(‘F, X) afin
de remplacer le domaine inconnu du problème 65 par une bande et
pour que les fonctionsf. et h portent sur une variable et non plus sur
la fonction inconnue. Le problème sous cette forme est équivalent au

. . d‘!“ — . - a 9premier puisque d_Y’ tou10urs mm… de c, ne peut s annuler. D une

façon plus précise nous chercherons Y sous la forme
Y=A‘F+v(X,‘F), 

t‘) Voir par exemple M.-L. Dunnmn-Jmorm, Read. R. Acc. Lincei, t. 21,
1935, p. 344.
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A
mais pour la définition précise de 0 nous renvoyons à ce qui a été
dit dans le cas homogène (°).

L’équation donnant v peut s’écrire, en posant

. , H ‘ . . . . [
où v est peut et ou A = ? En premiere approx1matmn on a c = —»

dA(W)—... d‘F
"’V A=d_’_u ‘L")’îîî_zîî "" "’“ +-(L""Ïïät'fi+ ax=+ ax aw= axWaxaw aw) ax=

——logh(‘l—’),     

, A dv d*v dv aw
)… +2 d_wñ_(îça—wax
dv

(A+d—w)
dv dv ’ ‘

<A+—>— A'2[1 +(——>]+A(lif) Agw v+î °"p
_âX

A2 A+ï '
aw

=——_.f.J‘F)

Cette équation montre que [, doit être de la forme

f,(W)=—AÜF) [Ag‘F—â2J+f2(w)s

où f, est petit du même ordre que v et arbitraire; nous supposerons
de plus que f2 est continu au sens de Holder.

L’équation (I’) se met sous la forme

(1”) %Ê+A- g—X‘;++\(‘F)[A“tw+ %J+A”_A(W)=Fu

où F, est un polynome du second ordre en v, ses dérivées des deux
premiers ordres et fa. La valeur de F2 n’a aucune importance pour
les démonstrationsqui suivent, il suffit de retenir que F, est pair en X
en même temps que v. Mais la forme actuelle du problème étant la
plus commode pour le calcul effectif de la solution développée par
rapport à un paramètre petit jusqu’à tel ordre d’approximation désiré, 

(°) Loc. cit., (’), p. 233.
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nous donnons l’expression effective de F,

F—— (È)’È’_v_zæ'd_v_
d’v dv =d=v*“ ax, ow= ax aw dX_dqf + (Tm) %

dv d’v dv d‘v )]+ ”(W äî “E)î axaw
. , :

+lew)dî‘ïî (ad—:p) +3À<%>+3Az]
t‘\ ”,- à" :; ()V : dv

_J\(‘l‘,{°‘ l_(bÎ> +V3A<W‘> +3A2W‘]
! ,._ dv dv " I ()p 'dv :-,

Les conditions aux limites du problème 03 sont naturellement les
mêmes que dans le cas homogène

 
An…… "_"._ A_",4._è ”_“\’_ ; £‘L

’
" d‘P‘ 9.

_
a (dX 2A dllf

_
dv ! dv

_,- (2gv — À)Afi<A+-2 W) S… “"—U,

v=n sur ": (, à cause du choix de A,
enfin

v=o sur ll/"=o et v=o sur ‘F=q pour le problème a.

Nous faisons encore le changement de variables
w:pcosa, )'=psina

avec
”M ._ ll 21rp=e '— , a=Î-X

qui permet, en tenant compte dela périodicité supposée, de remplacer
la bande horizontale par la couronne limitée par les cercles de rayons

_ï*_‘! __“Jl'p.,=€ )- =e 7— et 1.
Du fait que

ü. + fi _<‘Ë—7—:>2A2(J2+
)'=) AVdx= d‘lf=

_
À ” ’

dv dv d’v dv =d’v dv =div2m—wmïr—(a) @ —(a—w>d—m
21! ‘ . .

"
dp_y_ ÔV ÔV ! È :

=(?) A"‘”'“”l(fiæ *—Väÿ> [(a—œ) “*‘<dr>i
'

dp à 09 d-l(2)
—<£’+J’>Ëæë“äÿñsvi’
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et

dv d*v dv dïv__ Aæï+ =)<ÎÎ>HÆ<'0x0w_àîfäî=—‘ ( y i
.… êzï.M «M æi— %]Xl<äî>+ d)») ldydæ_dædy dy ydæ

résulte que l’équation transformée de ( 1”) peut s’écrire

 dv dv
AV+B(P)[PV—xägc—yîyl—f(Pl—F

enposant
_ ). A(\F> _igA2 _ i : f.(W>

B—z—nîpT’ ’” w’ f(P’__<Œ)A p=

De l’expression de F il suffit de retenir que c’est un polynome du
second ordre en v, ses dérivées des deux premiers ordres et f dont
les coefficients sont des polynomes en x, y et B, et de plus que F est
pair en a en même temps que v.

Les conditions aux limites s’écrivent après ce changement de
variables sous la forme finale

v = 0 sur 9: Po l bl‘ &v=o sur P=I }
(pour epro eme )

et, comme dans le cas homogène,

v=o sur p= po
,

dv 1
2“ dv _ _ _ > (pour le problème 03),

d_n+lw_H 0 Æ£ds_® sun p_i
_,

où (1) a la valeur donnée dans l’étude du cas homogène et dont il suffit
de se rappeler : que c’est une fraction rationnelle en v et ses dérivées
du premier ordre dont le dénominateur peut être minoré par une
quantité positive non nulle quand v et ses dérivées sont assez petits et
enfin que (I) est pair en même temps que v.

5. REMARQUES sur. LA FONCTION B(ç). —— Cette fonction est toujours
positive. Nous avons posé, en effet,

_ 7\ A(p) _ d
B(p)_2—7Ë W avec A(p)_ä\—plobh(lÿ),

Journ. de Math., tome XVI. — Faso. 1, 1937. 7
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or h(‘F), densité, est positive et croissante vers le bas, la répartition
à l’état d’équilibre étant supposée stable, la'(‘l”) est par suite positive,
donc B(p) également.

La fonction h(‘l") ne peut être supposée donnée : ce qui est donné
c’est la densité en fonction de la cote avant le mouvement (1: d(Y).
Pour en déduire 110?) nous ferons l’hypothèse suivante qui semble
légitime et qui d’ailleurs redonne les résultatsdéjà connus en première
approximation : la densité des particules sur une ligne de courant est
celle qu’avaient les particulessur le niveau moyen de cette ligne. D’où

K+).

Iz(W)=d<AW+%f v(X,‘l”)dX>’ X
K+).

d’<A‘F
+ ,‘[ v(X, max)J\(W): ’ X K+).

'

d<AW+,£f v(X,‘l”)dX>‘ X

Or si l’on ajoute à B une quantité de l’ordre de v, cela revient seule—
ment à changer la valeur de F sans en changer la forme et toute la
théorie s’applique de même. Si l’on suppose que la fonction d a une
dérivée seconde continue au sens de Holder on peut prendre pour B sa
valeur en première approximation égale à

 X+’f.
1 ()
_ _ l .(A + lfx ()‘FV(X’ P‘)dX>

_ 7t [ d[logd(A‘F)]B(P)—
«E: ;? dA‘F

'

Nous étudierons comme application le cas où la loi de densité est
la loi importante

d(Y) =ek"\‘_
Nous aurons alors

k!B( )= ‘:P
P"

.
A ,

en posant I:”: 2—Tk’“. En supposant le donne, nous supposerons, par
L

suite, l’hétérogénéité et la longueur d’onde données.
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II. — Étude du problème a.

4. La PROBLÈMEa sa R\MÈNE A L’ETUDE D’UN SYSTÈME lNTÉGRO—DIFFÉRENTIEL

RÉSOLUBLE pm APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. — Soit @ la solution de

@+ B<p>[pfi— p‘3—Î] —f<p>=o

dépendantde 9 seul et nulle sur le contour. Cette fonction existe quelle
que soit la fonction] si l’équation

d’t 1 du
d,: +<g, —

PB(P))d—P +PB(P)U(P)=O 
n’a pas de solution nulle en po et |, ce qui a lieu en général. Si p est
une valeur caractéristique c’est-à-dire une valeur telle que toute solu-
tion de cette équation nulle en p, soit aussi nulle pour p = 1, la déter—
mination de @ est impossible, sauf sifsatisfait à une condition et @

est alors défini à une constante arbitraire près. Nous supposerons que
nous sommes dans le premiercas, c’est-à—dire quep a une valeur géné—
rale, et quand nous particulariseronsp pour avoir des solutions, nous
supposerons que ces valeurs ne sont pas caractéristiques pour ce
problème aux limites, ce qu’il faudra vérifier dans chaque cas
particulierconsidéré.

Posons alors 0: V + @. V satisfait à l’équation

AV+B(p)[pV—p%%] =F
avec les conditions

V=o sur p=p… V=o sur p=l.
Pour résoudre ce problème de Dirichlet nous utilisons la fonction

de Green classique relative au laplacien et àla couronne G. Alors
une fonction V satisfaisant à l’équation intégro-différentielle

V I l 21! ()\Ï

__2—nfp‘o[ G[B(p)(pV——pd—P)—F]pdpdœ,

satisfait bien à l’équation donnée et aux conditions aux limites.
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Cette équation est résoluble par approximations successives : en
effet G est la somme d’une fonction harmonique régulière et de — logr,
on peut donc, grâce aux théorèmes de Dini et au fait que F est un
polynome en les inconnues, remplacercette équation par un système
dont les seconds membres satisfont aux deux inégalités fondamentales
permettant la résolution par approximations successives (’). Cette
équation a donc, en général, une solution unique, identiquemcnt nulle
sifest nul, si non fonction de 9 seul et par conséquentil n’y a pas, en
général de mouvement d’onde. Il ne peut y avoir d’onde qu’au voisi-
nage de valeurs de p telles que l’équation linéarisée ait des solutions
non identiquement nulles.

5. ON rsur mouvsn UNE INFINITÉ DE VALEURS posmvss map TEI.LES QUE
LE rnom.Èue & LlNÉARISÉ Al'l‘ mas SOLUTIONS. — L’équation intégro—
diflérentielle linéarisée est équivalente à la résolution du problème
de Dirichlet : trouver V nul sur la couronne et satisfaisant à

avAV+B [v_ _l=o.(?)p Pdp_

Nous cherchons des solutions non identiquement nulles sous la forme

am(Plcosma, bm(P)sînma;

on a pour déterminer a… et b… la même équation

P’aÏn(P) + M! — p’B(p) ]a’…(p) + [PP’B(P) — m’]a…<M =°
avec a…(po) = o, a…(1) = o. C'est un problème aux limites classiques
de la théorie des équations différentielles que l’on ramène à une forme
canonique en posant

[)=IÏL+H, aln(P)=blll(P)=P'”I/Il(P) 
(7) Voir par exemple LICBTBNSTBIN, Vorlesungen über einige K lasser; nic/ct-

linearer Integralgleichungen und lntegrodzflerentialgleic/eungen,Chap.I
(Berlin, 1931).
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et en prenant comme nouvelle variable; au lieu de p, tdéfini par

d’p
% _ 2m+ | — p’B(p\

<f’—P>“
?

dt

d . .avec, pour t: 1, p = 1, ÎiÊ
: 1 :, 501t ta la valeur de t correspondant a

 
;: p.,, le problème est équivalent à : trouver les valeurs de p. pour
lesquelles l’équation
(C.) lt.<t> +p[(p'<t>ÿBjl…=<>

a des solutions nulles en to et 1; on sait (”) qu’il y a une infinité de
valeurs positives de p. telles qu’il en soit ainsi. Nous avons ainsi une
double infinité de valeurs de p : p‘,'n: m + p.Ïn telles que le problème
linéarisé ait des solutions non identiquement nulles

a…(p)cosma, a…(p)sinma,

ce sont toutes les valeurscaractéristiques comme on le vérifieaisément.
Mais a priori rien ne prouve que pour une valeur choisie de p, p‘,'… on
n’a que les deux fonctions fondamentalesécrites; il faut pour qu’il en
soit ainsi que l’équation en nombresentiers m’ et v’ : m + l1—Ïn

: m’+ l‘-Ïri,

ait la seule solutionm’: m, v’= v. S’il en est ainsi la valeurconsidérée
sera « générale » et l’on n’aura à discuter que deux équations de rami—
fication, dans le cas contraire on a un nombre plus grand d’équations
de ramifications à discuter et nous ne pourrons pas donner de résultats.
Pour préciser ceci considérons le cas particulier de la loi d’hétérogé-
néité B(p):

Ë—-
L’équation donnant a… (ou b…) se réduit à

p*a'}n(p) + p(1 — k’)d’…(p) + (pk’— m’)am(p) = 0

dont la solution générale est

am(P): CilnPr1 + C?nP"» 
(“) Voir par exemple E. PICARD, Leçons sur quelques problèmes aux limites

de la théorie des équationsdiférentielles (Paris, 1930).
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r. et r, étant les racines de

l"— k’r +pk’— m’=o.

La solution a…: c(p”* —- p") est nulle pour p = | , elle sera nulle pour
p = p., si 93: 93; ceci s’écrit

où v est un entier; ou encore, en vertu de la valeur de logpo

r1 —— r,=— [vn-
Les racines de l’équation en r satisferont à cette condition si l’on a

2 !
k‘+4m’+v‘%—, (Ic'—nm)’+u*â—2

P=PÏu=——Ù..——=m+ î_=m+Pfm
relation qui donne la double infinité de valeurs caractéristiques de p.

Pour qu’à une même valeur de p puissent correspondre plusieurs
mouvements d’ondesinfinimentspetits, il faut que l’équation

! 11ÀAm”+v’ =4m”+v"-—H2 H’

ait des solutions autres que m': m, v'= v. Cette équation s’écrit
4(m2 —- m”) _ 31

v”— v‘ _ ll‘
. 2 .qui montre que sn 2— est 1ncommensurable toute valeur pÏn dep estH!

. . ,
. .générale. Salt maintenant â—, : %, où P et Q sont des entiers premiers

entre eux, on a
[;Qm’+ Pv’=4Qm"+Pv”,

p‘,',, étant choisi on connaît donc M : 4Qm”+ Pv“ et il s’agit de voir
de combien de façons le nombre M est représentable par la forme

M=aæ‘+by’ (a=4Q,b=P).
C’est un problème classique de théorie des nombres; en général M,
a et b étant donnés arbitrairement, le problème n’a pas de solution, il
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faut pour qu’il soit possible que le discriminant changé de signe de la
forme soit reste quadratique de M (ceci est réalisé évidemment ici par
construction de M) et il y a le procédé classique faisant intervenir les
substitu tions modulaires qui donne toutes les solutions; Ici le problème
est très simple, le nombre des solutions est nécessairementfini,

e_t_
il

. . . . Msuffit de faire success1vementæ=1,2, ..., u (a plus petit entier;\/;)
et de voir pour quelles valeurs de &:

M—aæ2
b7”:

est le carré d’un entier. En général il n’y a que la solution x=m,
y = v mais on peut toujours construire des exemples pour lesquels il
n’en est pas ainsi. Prenons par exemple ‘

ZÎ … E‘.
H2

_ ro’

L’équation est satisfaite également pour m’=t, v’= 7, et pour la
valeur ' '

-

k" + 18, '

_4k—27 =PÊ=Pl

on a les quatre fonctions fondamentales
aä(p) cosza, a3(p) sin2a; a} (p) cosa, aï(p) sina.

La valeur pÏ,, générale étant choisie, la solution correspondante aÏ,,
s’écrit

_ÎVA
at.(p) = Cgf-(p " — t),

elle s’annule entre po et 1 pour les v— 1 valeurs de p

logp=——ZTÂHË (N=l,….,U——l). 
Le mouvement d’onde infiniment petit correspondant à ce problème
linéarisé et à cette valeur pÏn de p a donc v—1 plans nodaux et le
résultat est général quel que soit B(p) positif, car il est bien connu
que toute intégrale relative à p.’,’,, de l’équation (C), a, entre t0 et 1,
v — 1 zeros.

La solution infiniment petite correspondant à v = 1 est donc la seule
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sans plan nodal; si l’on prend de plus m = 1, on a la solution particu-
lièrement importante de longueur d’onde effective X; pour la valeur
correspondante111 on est sûr qu’il n’y a pas d’autres fonctions fonda—
mentales de la forme a… cosma, a… sinma ;p: sera une valeur générale

. . . . /.—= ,

SIP: =p}; n’a pas de solution. En part1cuher pour B = ? cette equa-

tion s’écrit
1 + £—__ v2;

ceci n’est possible que si

À

!-
|. .=n(n+1) ou _}_—_=4n’4—1, _\

où n est un entier. Dans ce cas la fonction @ n’existe pas nécessaire—
ment ou, si l’on veut, en n’introduisant pas cette quantité, on aurait
dans ce cas trois équations de ramification à considérer. Donc en,! i=)\résumé si Îiî est incommensurahle tout p… est général,s

11—_1_
rationnel

[;n‘
4

n’est pas de la forme n(n+1) ou la valeur particulièrement 
importante p: est certainementgénérale.

6. DISCUSSION nes ÉQUATIONS ne mmncnmn DU PROBLÈME &. — Nous
nous proposons maintenant de voir si au voisinage de toute valeur p‘,’,,

générale dep le problème d’ondes a, ou non, des solutions. Reprenons
l’équation intégro-difi'érentielle du problème

V=af,f
d’où l’on déduit

.
_if ]"_ÊlB<p)[V—EŒ]—F%Zdädä.271: ()0 a ‘ ‘

Po P

Considérons le système linéarisé
1 27: _ _0v1 _ __ _

=%f f G B(p)<pVi—p—_-)pdpda,
Po 6?

(__MV21L‘ff—%B(p)(pV—pî)—Yp’>pdpda.

 B(p)[1:V _p"__l_Fsëd,ädäz,de A
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Pourp: 0 ce système donne la résolution du problème de Dirichlet
avec condition nulle sur le contour pour l’équation

()V
AV—B(p)pd—P=o.

Cette équation a la seule solution 0, puisque le coefficient de V est
nul. Il en résulte que le noyau

1 0G —2;;, 55 ? B(P)

n’admet pas de fonctions fondamentales et par conséquent que la
r ' \ ’ ' r - ÔVseconde equation du systeme lméanse donne un1voquement?; quand

V' est connu. D’autre part, pour la discussion, nous pouvons
remplacer l’équation intégro-différentielle par l’équation équivalente

1 211 _
(E.» v=,‘,f [ ;pëB<ë>e+il.ä=3<ë>e]gvdfäd«po 0 ()P .

1 275_ Lf [ GF5d@dä.27Ï
?o 0

Et il suffit de considérer cette équation pour la discussion, chacune
des autres inconnues que l’on introduit pour avoir un système équiva—
lent à cette équation intégro—diñ‘érentielleétant donnée univoquement
par les parties linéarisées des équations obtenues par le procédé
indiqué.

Or l’équation (E) linéàrisée admet pourpÏ,, général les deux fonc—
tions fondamentales a‘,',,( p) cosma, a‘,',,(p ) sinmoc, son équation associée
admet donc égalementdeux fonctions fondamentalesqui sont évidem—
ment de la forme af,,(p)cosmoc, et (p) sinmoc. Si l’on posep =p},— x,
où ‘A est petit comme V, et si l’on remplace le noyau

V
…

_ _ () _ _pïnpB(p)G+
(,—ëlp’B(p)Gl

suivant le procédé de Schmidt par

E<p, a; 65) — a“…<ë>at<p> cosmŒ — «>,

Où le noyau E n’admet plus de fonctions fondamentales, l’équation
Journ. de Math., tome XVI.— Fasc. 1, 1937. 8
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obtenue a une solution unique égale en première approximation à

V
/'1 a‘,',,(p) cosma + r,a…(p) sin … a,

où r‘ et r2 sont deux paramètres;en posant r. : rcosmQ, r,=rsinmQ,
cette solution en première approximations’écrit

Ïa‘,’,,(p) cosm(œ — 82).

Elleestdoncpaire en oz—Q :, or, il résulte immédiatementdela propriété
de parité rappelée pour F que toutes les approximations sont égale-
ment paires en a —9, donc qu’il en est de même de la solution, la con—
vergence étant absolue et uniforme. Par conséquent notre noyau est
linéaire en p et admet deux fonclions fondamentales dont on sait
aprion‘ qu’une combinaison linéaire à coefficients constants

i‘a‘,',,(p) sin m(a —— Q)

est orthogonaleà la solution. On sera donc assuré de l’existence d’une
solution non triviale fonction d’un paramètre si (°)

1 ! .21'. 27._ ,_ _ _ _ _f f / PBiP)G({J,Œ; p, a)a…(p)cosm(a—Sl)
?o ;: ‘ 0 (|,

0

>< a…(p)cosm(a -— 9) do de du du # o.

La discussionn’est donc pas immédiate commedans le cas homogène,
où grâce à des conditions de symétrie on pouvait affirmer apriori que
la quantité analogue n’était pas nulle. Cette expression se simplifie
beaucoup en remplaçant G par sa valeur. Pour ce calcul pratiquenous
n’utiliserons pas pour G l’intéressante formule donnée par M. Villat
au moyen des fonctions elliptiques,mais la formule développéeobtenue
par application du théorème de Harnack (“’)

logp logp
logp..

+É cosn(a — &) Pä" [(E)"P_"+ (E)—"P"— (E)—"(rfi _ P"Œ>”
_

n l— pä"

G=—logr+ 
"=1 

(") Voir M.-L. DunuBlL-JACOTIN,Sur la discussion des équationsde ramifica-
tion relatives a certains problèmes d’ondes (Bull. Soc. Math., 1936).

("’) Voir par exemple Gounsu‘, Cours d‘Analyse, t. 3, 3° édition, p. 190.
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On en déduit immédiatementpuisque

sli PÊPf
’l

äl=l
/\À

]'0
\\-/

°.o. m 3 Q
:

21:[ logr<p, ac; 5, &) cosnâdæ=
0 l

ël=l ) cosnoc si pêë,
211

'] Gcosn(cx—— Q)dcx
0

TE _ E
"

P
n

_—— ——Q 1(-> +E=<-:>ncosn(a >|} P P

+ Pâ”((5>”P—"+(E)—"P” (E)—”W) —

P"(5)”],  
  ‘ _ Pô

où
e1=1, 82=0 pour Egp,
€1=0, 82=I pour pâê.

Et la condition à satisfaire s’écrit

[! 1_ (_ 6
m

?
In

D) f B a <-) + & (:>(
up., p…P ?>[i P..

,
P

+ Pä"‘((P)mP"”+ ( P)—"‘P”‘ -— (E)—"‘P—m —

P"'<P)'”J_
_

_ I _ Päm
, ‘ _

>< aä.(P)a‘in(p) dpdp # o,

la fonction a‘,'n(p) étant donnée par

I 1 _ _ ?
m

?
…

aîn(P)—_ PYnPB(P) [51('> +8 (7)2,”
Po ‘P

2

P
'

+ Päm((P)mP—m+(P>—mpm
_<p)—mP—m)__gn(ë)m]l _ Päm

d _2
_

P
…

_ £ …

+ ;; [P
B… Ha) * ’la)

'

+Pâ'”(<P>”’P"”+Œ)‘"‘P"‘:ISÈ)_"‘P"”)—P’”<P>”’]]}a;l(5)dgzI _ Po

et ocÏn(p) par l’équation associée.
Le premier membre de la condition (D) est donc une fonctionnelle

en B qui, si elle n’est pas identiquement nulle quel que soit B, n’est
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nulle que pour certaines valeurs particulières de l’hétérogénéité. On
peut donc dire alors que « en général » il y a une onde unique non
triviale fonction d’un paramètre au voisinage de toute valeur géné—
rale p‘,'n de p.

Pour nous assurer que la condition (D) n’est pas identiquemcnt
nulle et pour compléter les résultats précis obtenus déjà dans le cas

. . . k’ . ,
part1cul1er ou B = ?

, nous allons calculer cette quantite dans ce cas.

On a vu que l’on a : a‘,',,(p)=p"‘— ”; d’autre part oz‘,’“(p) est alors
la solution unique de l’équation

“ Er ., 9 varvnŒ)— Œ[[ (pm—° ’”)<T> “m(PldP

+j_ (p…+m)<g) arn(p)dp

" Ill

+f{ (P… + "€ ) Pu
IP“…’;f—l—P'"

Po
_ P"

+ (”’/,il“
”:)P_Ü—(Æä"î——M)i a:…(p)dp]=o.“‘

0

En dérivant deux fois cetteéquation intégrale on constate que «‘,'”(p)
est solution de l’équation différentielle

9=axî(p) + (3 + k’)paï;,tp) + (I + k’+pïnk’— rn’)aïu(P)=°»

dont la solution générale est C. (>“ + C2 9” avec :. = — 1 —— r.,
-.2 = — 1 — r._. ; a?” est donc de la forme C. p"“”+ C2 p““”*; pour déter—
miner la relation homogène qui doit lier les constantesC et Ca, nous
portons cette quantité dans l’éequation intégrale et identifions en 9; or
nous avons à égaler à 0 quatre coefficients: les coefficients de p“" et
p””‘ ont respectivementC et C2 en facteur et sont identiquementnuls
en vertu de la relation donnant pf”; en égalant à zéro les coefficients
de c’" ou de p“’", on obtient

C.' C!+l)—r, p—I‘: 
d’ou

“HP)= C(<P — "JP—“"'— (p — rap—“'“)
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et la condition à vérifier s’écrit
! l

_ "£ \ … ‘-'”‘ _
m —m

_
—m m__ —m —m _ m

_
mf f ;[E’<Ë>

+82 € + P» ((P) ? +(9) ? (P) ? ? (p)
]

Po Po P \? l _ päm

>< [(P)“ — (ë)”=] l(PÏn — f1)P—""‘— (Jf/n —— … p““"‘] de dp # °-

Le calcul de cette quantité est tout à fait élémentaire. On a

fg l51<)(g)”][]
2 m '

P": .
I‘._, -.. Ï'1 P… 31+7'1 P..…

=T—=[ v
—

V _]+ /= (y _pv ,
‘ })Ilt_ ri Pm_’2 ( Pm— 'n Pm+ln\

   
car

_

m=— r‘f=k%p‘,ÿ,—— rl); (rtl— m) (r, — m)=lfi(p‘,@— m);
(n+ m) (r:+'m) = k’(pïu+ m)-

1

D’autre part, puisquef p""**“‘dp = 0, on a
Po  .l2m ". r. ‘

.] ÎlPiÎ—fl—
?

l“Pit—H>P—‘—'f—<m—fz>p-1—f-]dppo P\;n— "!
m=-— ê—lovpok=°

et le terme restant s’écrit ,.2 __ ,. ’ m m+n —m
v _ ‘

/1‘2

’ [ <l——Jl;np'—m
_ _P0 P

>[(Pm_ "'llP_’_r1_ (pl/'n” r2lP_l_,’] dP v
"Po Pm+ ”"

k‘ I:”m—-— m+—

_(r,—r,)’[1—po
’ 1—“Po ’]_ ;, v

— .
k m_Pm p’r'u+ m

Enfin il faut ajouter

f’ ]” Päm [ (;)m P—m + (E)—… P…
__ (E)—mp—m __ Pm(ë )m]

Po po . I _ Päm

>< (p)"'" — (P)"*“‘] [<% — n)p"*“-— (ptn — rap—”"] dp d'p;

ce terme se calcule de même sans difficultéet l’on trouvequ’il est égal à

k’ l:*m—— m+-_(r2_r1)z l—P0 2 I__P0 2

k" " _ " ’m _ Pm Pm+ ”" -
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de telle sorte que la condition (D) se réduit à

_ % l0gpoçf 0-

Elle est donc toujours vérifiée. La fonctionnelle 5(B) n’est donc pas

identiquementnulle et de plus dans le cas où la loi de densitéest B =
I;—

au voisinage de toute valeur générale p‘,’n de p on est sûr qu’il y a une
onde umque, non tr1v1ale, symétrique, fonction d’un paramètre.

III. — Étude du problème (3.

7. LE PROBLÈME(B se RAMÈNE A L’ETUDE D’UN SYSTÈME lNTÉGRO—DIFFÉRENTIEL

RÉSOLUBLE pm APPROXIMATIONS successrvss. — Soit 0 la fonction définie
au paragraphe4, fonction que nous supposons encore exister quel que
soitf; @ étant fonction de 9 seul satisfait sur 9 = 1 à

et si l’on pose encore 0: V + @, V satisfait à

avAV+B ( v_ —)=F,(P) [’ Pô?
av* _ : °” av*
d—n

+I)V -—
;1—t 0 % dO'—_q))

V"=O

en affectant encore d’une ou deux astériques les fonctions pour repré—
senter leur valeur prise par continuité lorsque le point tend vers un
point du cercle extérieur ou intérieur. La formule de Green permet
encore d’écrire

21: 21: 21: ….
r d 1 | ôV“ 1 pa d\ !__ *_ «- __ _ a- __ lo—dtV(æ,y)

27rf0 Vdnlobrda 27rfo dnlobrds Mfo (… obr

+ ' f'f"…' 15(') ,v_"ôv
_F'l"d'dä—”p… 0 %,[ e<1 Pd'p) PP :
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d’où l’on déduit
211 ! ‘-’7Ï * 

dp mt 0
dndp 2TE

0
du dp

°7Ï **_& 'fîLî 01
211: ()n dplo°r dt

+2_fi/:[d%l°g;[B(P)<Pv—-P——>——Fllëdëdä.

En faisant tendre dans la première le point (av, y) vers le point 1 a et

tenant compte du fait que fm V*dc=o, grâce au choix de l’axe des ac,

il vient
0

“‘ av* . d 9_0

“‘ av** .
lOO—————— 8— _ 0"———°

d—n. °ru, a;1, s) 71“ 0 dn °f(l,U;Poat)

+2Lf fin logr(—I—————aa)[B(p)(pv_p%)_F]gdëdæp’
Dans la seconde faisons tendre le point (9, «) vers (po, *:), on sait que la
dérivée première du potentiel de simple couche tend vers

271()V‘"‘*(t)â 1lim [ _—
â—Pglo'

_—
quand(p,a l-'>(Po»“l () dn rat,—(PO, ;Pa“)dt

_ «ave ; ‘-“av**

V*(1, a)=—
&

d’où l’équation

dV** dV*‘ : °“dV** , ô= :
_ôÎ=_—dpo=21rfdn—(t)dt+fifmvdnôôp__olŒg r(p…r; l,dS)

_ "d_V*O 1

Tr 0 dn
agr(p…r;_l,s)

&

+%fP° f°MÛ"_P°logr(p…rl; ;?&)lB<P)<PV*?%)—F]Edïzd5.

Enfin si l’on adjoint la condition aux limites
* 27Ï *

(3V + 1) V*— ' dV  
en y remplaçant V* par sa valeur donnée par la troisième équation,
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on a un système de cinq équations dont les parties linéaires donnent

v _«)_v —. d_V* W“
’ dp’ ’ dn’ Î/Î’

mais qui contiennent les termes gênants
‘lfl . 272 “a ds et dV

du0 0
dn dt. 

Comme dans le cas homogène, la formule de Green appliquée à V
d’une part et 1 ou logp d’autre part donne deux relations entre ces
deux quantités

Â1fom{F—B(p)<PV—5%>l'ëdfgfl';+foanîîûds+Pvfomîxjdt=0’

‘/P:l£2nlogp
iF — 13%)

<I'V
_ 5%) }-P-d_PdBE

+ logPoPo
/0\2n dd\;.dt= 0’

relations qui cette fois font intervenir les termes, aP”'0”. linéaires,

ffiVdx, “gi/da;
0 ?

   
 

0

on obtient d’ailleurs pour ces deux nouvellesquantitésdeux équations
en multipliant par doc et intégrant de 0 à 211 les deux membres des
deux premières équations. Mais a prion on peut affirmer que ces
quatre quantités sont du second ordre et par conséquent ne sont pas
gênantes. En effet la partie du premier ordre de ces quantités ne peut
provenirque dela solution V. en première approximation, or V, étant
périodique et continu est développable en série de Fourier et il n’y a
pas de terme indépendant des cosinus, puisque l’on suppose que la
fonction (°?) existe quel que soit/.

On voit encore immédiatement grâce aux théorèmes de Korn et
Dini que le système est résoluble par approximationssuccessives; il
a donc en général une solution unique triviale à laquellene correspond
pas de mouvementd’onde

8. IL EXISTE UNE INFINITÉ DE VALEURS DF. p POUR LESQUELLES LE PROBLÈME

LlNÉARISÉ A DES SOLUTIONS NON NULLES. — NOUS Ch€PChODS encore ces solu—
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tions sous la forme a…(p) cosmoc,a,,,(p) s1nma, a…(p)est encore racine
de l’équation

9*aLt(9) + M! + p'zB<p> ]a'…(P) + [PP’B(9) — m*]am(9)=o, .

mais cette fois au lieu des conditions classiques.

a;n(Po) : o, a…(1)=o

cOmme au problème et, on a les conditions

a…(PO): Or

pam“) _ alm(l): 01

conditions aux limites contenant p. Les transformationsdu para-
graphe 5 remplacent cette équation par

… lÏn(t)+PlP'(Ü’B(P)llmU)=O
et les conditions aux limites, puisque

a'…(p)= mp’”*' !… + p"‘ü…
par

lm(to)= 0,

w…m — l'…<z>=a

Soit l…(t, y.) la solution de cette équationnulle en t, et dont la dérivée
en t est égale à 1 au point t,; on doit avoir

P‘lm(la ("‘) _ l’m(l1 P‘)=o
Montrons que cette équation entière en p. a une infinité de racines
réelles et positives. En effet—soit u. et u.’+1 deux racines consécutives… m.

de l…(1, p.) = 0. Nous savons que la solution l…(t, u.{,,) nulle en t et 1

a v — 1 racines entre t,, et 1 et que l…(t, ;1"“) a v racines entre t, et 1:,In
or les dérivées

dl,,Ît“’(t l"‘m) et
dâ/t’n…t’lIl] 1) 

sont de même signe au point t: t puisqu’elles ont la valeur 1 indé—
pendante de u., elles seront de signes contraires en 1, donc si dans la
fonction entière

f(u)=ulm(r, … — l'…(na)
Jour-n. de Math., tome XVI. — Fasc. 1, 1937.

”
9
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on fait successivementp. = p…‘,',,, p. = p."+' [change de signe etm ’

[“'/'”(I’ P“) ”_ Iin(') P“) = 0

V .
[Il

" >l-lI)!a certainement une racine [J. comprise entre p"'… et p.
(1. Q. F. D.

Comme dans le cas du problème a, toutes les solutions, sauf celle
corre5pondant à la plus petite valeur de {J., ont des plans nodaux; c’est
cette dernière solution qu’il est particulièrement intéressantde consi—
dérer. On montre d’ailleurs facilement que si l’hétérogénéité tend
vers zéro, cette plus petite racine p.‘ tend vers la valeur caractéris-…

! tique ‘ du cas homogène, tandis que toutes les autres valeurs p.‘{nl_U
augmentent indéfiniment.

,, . . A"Pour letude du cas particulier B(p)= ?” nous renvoyons aux
mémoiresdéjà cités de Burnside et Love; ce dernierse donne la vitesse
de propagation c et trouve un nombre fini de valeurs de X pour
lesquelles le problème linéarisé admet des solutions. Avec nos nota-
tions, et en opérant comme pourle problème a on vérifie im médiate—
ment que l’on a

A" + Am” — A’V _pm— ' _4l\‘2
!

A étant soit la racine de
11:11 zk’A”' T “-…

racine qui n’existe que si I: est assez petit, soit iD, où D est une quel—
conque des racines en nombre infini de

… 1rHD_ al.—=DgT _
4m=+o=._ k"

9. Il. YA, EN GÉNÉRAL, UNE ONDE AU VOISINAGE DE TOUTE VALEUR GÉNÉRALEp,‘,',

DE p. — Nous pouvons remplacer le système à discuter par une équa—
tion unique parle procédé classique, ou encore le transformer par
tout autre procédé donnant comme précédemment un système équi—
valent pour lequel il suffit de discuter une seule équation. On montre
comme dans le problème a que la solution est symétrique, et l’on
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forme la condition suffisante Ë(B)# 0 qui permet d’affirmer l’exis—
tence d’une solution unique non triviale au voisinage de toute valeur
générale pÏ,,. :Î(B) n’étant pas identiquement nul comme nous allons
le voir, l’équation &"(B) = o définit les valeurs exceptionnelles de B
pour lesquelles le problème n’admet pas nécessairement une solution
unique.

Supposons en effet B petit, du premier ordre comme V:, alors le
terme av

B(P)[PV—Pgg]
étant du second ordre, on peut le faire passer dans le second membre
et l’on est ramené au même problème que dans le cas homogène,mais
avec une autre valeur de la fonction F au second membre; or la valeur
explicite de F n’intervient pas dans la démonstration de l’existence
d’une solution et la nouvelle fonction possède les propriétés qualita-
tives qui interviennentseules : polynome par rapport aux inconnues,
fonction paire en même temps que V. Donc on est sûr que pour la
plus petite valeur caractéristiquep',‘,,, "?(B) qui tend, lorsque B tend
vers zéro (comme on le voit en conduisantconvenablement les calculs).
vers la quantité analogue non nulle du cas homogène est, quel que
soit B, petit comme V, différent de zéro.

Par conséquent, comme pour le problème &, on peut dire au sens
précisé qu’en général au voisinaged’une valeurcaractéristiquep‘,‘n géné—
rale le problème d ’onde admet une solution unique non triviale fonction
d’un paramètre quelle que soit la fonction arbitraire f continue au sens
de Ho”lder et petite (on suppose qu’elle a en facteur le paramètre carac-
térisant la hauteur de l’onde).


