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SUR LES THEOREMES D EXISTENCE, ETC. 43

Sur les théorémes d’existence relatifs aux ondes perma-
nentes périodiques & deux dimensions dans les liquides

hétérogénes ;

Par M.-L. DUBREIL-JACOTIN.

Introduction.

Nous nous proposons de montrer dans ce mémoire comment la
méthode que nous avons utilisée pour I'étude des ondes permanentes
4 deux dimensions dans les liquides homogeénes (') se généralise et
permet ['étude des ondes également périodiques permanentes a deux
dimensions dans un liquide hétérogéne.

Les mémes changements de fonction inconnue et de variables
permettent de remplacer ce probléme physique par la résolution d’un
probléme aux limites non linéaire, dans une couronne ou un cercle,
pour une équation aux dérivées partielles de type elliptique non
linéaire dont la partie linéarisée est de la forme

Ao+ag—+bg§/+cv_j avec > o.
Du fait que c est positif résulte que le probléme de Dirichlet relatif
a cette équation n'a pas nécessairement une solution unique comme
c’était le cas dans les fluides homogénes ou cette équation était
remplacée par Av =o. C’est de ce fait que résulte la différence essen-
tielle entre le cas homogéne et le cas hétérogéne et I'intérét de ’étude

(*) Journal de Mathématiques, 13, 1934, p. 217-291.
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de ce dernier cas. En particulier dans ce mémoire nous étudierons
complétement et essentiellement le probléme nouveau des ondes a
I'intérieur d’un liquide hétérogéne d’épaisseur H compris entre deux
plans horizontaux fixes (*) (probléme ).

Les résultats obtenus dans ce cas (et a plus forte raison dans le cas
plus compliqué d’un liquide hétérogéne avec surfacelibre, probléme 3)
ne sont pas aussi précis que les résultats obtenus dans le cashomogene.
On arrive & la conclusion suivante : le probléme d’onde n'a pas de

. . ! Ly y .
solution pour p (parametre égal & —=, A longueur d'onde, c vitesse

de propagation) quelconque; mais au voisinage d’une double infinité

de valeurs de p et pour toute fonction f donnée arbitrairement, mais
petite comme ¢ et continue au sens de Hélder, on peut affirmer qu'il
y a « en général » une onde unique non triviale, symétrique, fonction
d'un paramétre.

Le mot « en général » exprime deux restrictions. D’abord la valeur
considérée de p, qui est caractérisée par la propriété que pour cette
valeur une certaine équation intégrale doit avoir deux fonctions fon-
damentales, doit étre telle qu’elle n’en ait pas plus de deux. D’autre
part la fonclion B donnée caractérisant I’hétérogénéité ne doit pas étre
solution d'une certaine équation fonctionnelle #(B)= o. Nous préci-
sons ceci dans le cas particulier intéressant pour les applications
ou B(p)= :— de la fagon suivante : quel que soit #, la fonction-

¢

.2 .
nelle 5(:—) n’est jamais nulle et 'on est sir qu’il y a une onde non

triviale fonctiond’un paramétre au voisinage de toutes les valeurs p; de

la suite doublement infinie de valeurs caractéristiques de p si

est

;‘2

incommensurable; si ;1 est rationnel mais n’est pas de la forme v(v 4 1)

(*) Lorsque I’hétérogénéité consiste simplement en deux fluides superposés
le probléme a été résolu complétement par Kotchine (Math. Ann., 1. 95, 1926).
Le cas de la répartition continue qui nous occupe a déja été considéré dans un
cas particulier et sur les équations linéarisées par Lord Ravirien (Proc. Lond.
Math. Soc, vol. 22, 1891-1892).
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4
d’un paramétre de longueur d’onde effective A et sans plan nodal.

ou

ol v est un entier, on est sar qu'il y a une onde fonction

. A . . . , . .
Si 7; avait une des valeurs exceptionnelles signalées, il y aurait une

équation de ramification de plus a discuter et notre méthode simple
ne permet pas de donner le résultat.

Pour terminer, nous indiquons comment on peut résoudre d’une
maniére analogue le probléme avec surface libre et profondeur finie.
Le cas de la profondeur infinie se traiterait de méme, et méme plus
simplement, mais du fait que B(p) doit rester borné, on ne peut plus
(dans ce cas) considérer le cas particulier intéressant de la répartition

o . . iy kr
de densité exponentielle qui conduit 4 B= = (*).
La méthode utilisée dans ce mémoire a été résumée dans une note
aux Comptes rendus (*).

1. Position pu prosLEME. — Nous étudions le mouvement supposé a
deux dimensions dans un plan vertical. Le domaine fluide y est limité
soit par deux horizontales (probléme @), soit inférieurement par une
horizontale et supérieurement par une ligne / (probléme @3). Nous
ferons sur cette ligne {les mémes hypothéses que dans le cas homogéne,
c’est-a-dire qu’elle n'est pas trés différente d’une horizontale, son
niveau moyen, et qu'elle se déplace sans changement de forme avec
une vitesse constante c. Nous étudions le mouvement comme mouve-
ment supposé permanent dans un systéme d’axes liés 4 ’'onde. Nous
prendrons ’axe des a dans le niveau moyen de / dans le cas de la
surface libre, sur I’horizontale supérieure dans le cas du liquide com-

(*) Dans le cas de cette répartition de densité le probléme a été étudié, en
premiére approximation, par Burnside (Proc. Lond. Math. Soc., 20, 1889,
p- 392), Love (Proc. Lond. Math. Soc., 22, 1891, p. 307); voir aussi Lamb
(Hydrodynamics fifthed., p. 356, Cambridge, 1930). Les conclusions relatives a
la profondeur infinie sont problématiques, en particulier il n’existe pas, quelle
que soit la répartition de densité, d’onde irrotationnelle, voir Rend. R. Acc.
Lincei, t. 15, 1932, p. 814.

(*) Tome 200, 1935, p. 210.
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pris entre deux plans, mais toujours dirigé en sensinverse de la propa-
gation de 'onde, de telle sorte que la composante horizontale de la
vitesse des particules est toujours voisine de la quantilé positive c;
enfin nous prenons I'axe des y vertical descendant.

Nous désignerons encore par ¥'(X, Y)= const. les lignes de cou-
rant, par ¥ =o la courbe / ou I'horizontale Y =0, par ¥'=y¢ le
fond Y = H.

On sait (*) que ¥ est solution de I'équation

! X 2 / 2
0 [ () =

ou f, est une fonclion arbitraire et ou A(W') est la densité qui, grace
a I'hypothése d’'un mouvement permanent sans diffusion, est comme
on I'a montré constante sur chaque ligne de courant. La pression est
donnée par la formule de Bernoulli généralisée, de telle sorte que les
conditions aux limites peuvent s'écrire

) IvF\* av\? .
2gY,— <()_\_) — (W) = const. sur W=o |

(pour le probléwe &)
Y=y sur Y =H (
et naturellement

¥Y—0 sur Y=o ) .
W= swr Y—H ‘ ( pour le probléme Q).

2. TransrorMATION bU PrOBLEME. — Comme dans le cas homogéne, au
lieu de prendre comme inconnue la fonction de courant W(X, Y),
nous cherchons les lignes de courant sous la forme Y =9(W, X) afin
de remplacer le domaine inconnu du probléme @ par une bande et
pour que les fonctions f, et A portent sur une variable et non plus sur

la fonction inconnue. Le probléme sous cette forme est équivalent au

. . o . . , ,
premier puisque S+ toujours voisin de ¢, ne peut s’annuler. D'une
fagon plus précise nous chercherons Y sous la forme

Y=AW+¢(X, V),

(%) Voir par exemple M.-L. Dusrei-JacoTin, Rend. R. Acc. Lincei, t. 21,
1935, p. 344.
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. . . H y . . 1
ou ¢ est petit et ol A = 7 En premiére approximation on a ¢ = &,

mais pour la définition précise de ¢ nous renvoyons & ce qui a é1é
dit dans le cas homogéne (*).
L’équation donnant ¢ peut s’écrire, en posant

AW =3 100h(l}’),

v A O¥ ‘L")‘ﬁ’_”__,ﬁ g O -("_""ﬂ
o A ox: Y|\ 9X) 9% T 0% oW oX oW dqr) ox:

, dv d*v  dv 0%¢ )
() +2A(Wﬁ_o_xawox)
dv
(A+0!P‘)
dv dv\*]’
(A+—>—A?[l+(——>]
A ] AgW — o A 9X
ArfA+ 2
5F)
:_fl(qr)

Cette équation montre que f, doit étre de la forme
SO = A0 [Ag¥ — 5 |+ A,

ou f, est petit du méme ordre que ¢ et arbitraire; nous supposerons
de plus que f; est continu au sens de Holder.
L'’équation (1') se met sous la forme

(1") ;—;,§+Agx‘:+\(W)lvov+;’TFJ+A fo(W)=F,,

ou F, est un polynome du second ordre en ¢, ses dérivées des deux
premiers ordres et f,. La valeur de F, n’a aucune importance pour
les démonstrations qui suivent, il suffit de retenir que F, est pair en X
en méme temps que ¢. Mais la forme actuelle du probléme étant la
plus commode pour le calcul effectif de la solution développée par
rapport 4 un paramétre petit jusqu’atel ordre d’approximation désiré,

(¢) Loc. cit., (1), p. 233.
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nous donnons I'expression effective de F,

F_~[(ﬂ‘)’ﬂ_22'd_v_ oty dv \2 0 ¢
=T |\5X) 9 T 2o% oW dx_d‘lJ‘+(dTF> X

' +2A dv oty dv  0%v
WW—()_XOX()‘FXI

ad | :
—+—f:(‘lf);;—, (:—‘;) +3-‘\(:—;,)+3A=]
8 rr;- de \* v \* dy
S C (CORSNECIREN
N AV A o0\ [ 9o \¥i
(Vi) () =3 () ()

Les conditions aux limites du probléme @ sont naturellement les
mémes que dans le cas homogéne

Arge - 0 AL AN L (0v
e L ~a(d)() 2A \ oW

L a Ov 1 dv
.(ng—A)Alﬁr<A+; d_‘lf) sur ‘l»"_o,
¢=o0 sur YW =g a cause du choix de A,
enfin
r=o0 sur ¥W—o et ¢v=o0 sur W =—=g¢ pour le probleme a.

Nous faisons encore le changement de variables

£ ==pcosa, y=ssina
avec
2A
-=w 2T
p=e L. o — 7—)(

qui permet, en tenant compte dela périodicité supposée, de remplacer
la bande horizontale par la couronne limitée par les cercles de rayons
_rmAg

Po—=e » =—e + el 1.

Du fait que

A
dv dv dtv dv \*d*¢ ﬂ)‘d_‘v
Qcﬁ(d_llfﬁi(—ﬁ—(d_fd v "\ ¥ ) oxX:

2am\* . (.9 dy dv\* gv\?

= () we (=5 ) [(3)+ ()]

IR A
SCRSIP A AL

2 , p 2
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et
oy de v de A (2?4 2)(2_7r>“
JX IXoW  oF oX® YK
dav\? dv\r (dv 0 dv 0 J ad
<[(5)+ (55) 15 a2~ a2y} =3y~ am) ]

résulte que I'équation transformée de (1”) peut s’écrire

dv dy
so+B(p)[po—agt -y 5| ~S)=F
en posant
AW _agAl EZRSNAL S
B“z— Ap* '’ P==% f(p)__<;r>A p?

De I'expression de F il suffit de retenir que c’est un polynome du
second ordre en ¢, ses dérivées des deux premiers ordres et / dont
les coefficients sont des polynomes en x, y et B, et de plus que F est
pair en « en méme temps que ¢.

Les conditions aux limites s’écrivent aprés ce changement de
variables sous la forme finale

v=—o0 sur  p=—p,

% (pour le probléme &)
v—0 sur p=—I

et, comme dans le cas homogéne,

v—o0 sur p=—p, |
dv 1 [T, o (pour le probléme @),
07+PV—E A % s — @ sur p=—I1

—— L —

ou @ a la valeur donnée dans I'étude du cas homogéne et dont il suffit
de se rappeler : que c’est une fraction rationnelle en ¢ et ses dérivées
du premier ordre dont le dénominateur peut étre minoré par une
quantité positive non nulle quand v et ses dérivées sont assez petits et
enfin que ® est pair en méme temps que .

o. Remarques sur La Foncrion B(g). — Cette fonction est toujours
positive. Nous avons posé, en effet,
_k A(p) _d
B(P)—Z—T‘r Ap avec A(p)_&,l—plooh(‘lf),

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. I, 1937. 7
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or h(W'), densité, est positive et croissante vers le bas, la répartition
a I'état d’équilibre étant supposée stable, #’/(4") est par suite positive,
donc B(p) également.

La fonction A(¥') ne peut étre supposée donnée : ce qui est donné
c’est la densité en fonction de la cote avant le mouvement d =d(Y).
Pour en déduire A(W') nous ferons I'hypothése suivante qui semble
légitime et qui d’ailleurs redonne les résultats déja connus en premiére
approximation : la densité des particules sur une ligne de courant est
celle qu’avaient les particulessur le niveau moyen de cette ligne. Dot

1 X+
h(‘F):d(AW+)-f v(X,‘F)dX)
VX

X+
d'(AW+7'f o(X, ‘lf)dx)
1\(W)= X

X+
: d(A\lf+)ff u(x,w)dx>
S §

Orsil'onajoute & B une quantité de 1'ordre de ¢, cela revient seule-
ment & changer la valeur de F sans en changer la forme et toute la
théorie s’applique de méme. Si I'on suppose que la fonction d a une
dérivée seconde continue au sens de Holder on peut prendre pour Bsa
valeur en premiére approximation égale &

1 X+ p)
= — \ .
(A + fo S0 W) dx)

& 1 dflogd(AY)]
B(P)= 7 7~ oAV

Nous étudierons comme application le cas ou la loi de densité est
la loi importante
d(Y)=é€t"Y,
Nous aurons alors

k
B(p)= =
(p) 5

A ¢
en posant k?= 2—7_1:”. En supposant £ donné, nous supposerons, par
3

suite, 'hétérogénéité et la longueur d’onde données.
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II. — Etude du probléme ct.

A. LE PROBLEME (U SE RAMENE A L’ETUDE D’UN SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL
RESOLUBLE PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. — Soit @ la solution de

10+ B(p)| p0— 5 |~ (0 =0

dépendant de p seul et nulle sur le contour. Cette fonction existe quelle
que soit la fonction f'si I'équation

a4z du
(5 —eB@) ) Z B =o

n'a pas de solution nulle en p, et 1, ce qui a lieu en général. Si p est
une valeur caractéristique c’est-a-dire une valeur telle que toute solu-
tion de cette équation nulle en p, soit aussi nulle pour ¢ =1, la déter-
mination de © est impossible, sauf si fsatisfait & une condition et @
est alors défini a une constante arbitraire prés. Nous supposerons que
nous sommes dans le premier cas, c’est-a-dire que p a une valeur géné-
rale, et quand nous particulariserons p pour avoir des solutions, nous
supposerons que ces valeurs ne sont pas caractéristiques pour ce
probléme aux limites, ce qu'il faudra vérifier dans chaque cas
particulier considéré.
Posons alors =V + 0. V satisfait a I'équation

AV 4 B(p)[pV—p?’—:] =F
avec les conditions

V=o sur £ = Po» V=o0 sur p—1.

Pour résoudre ce probléme de Dirichlet nous utilisons la fonction
de Green classique relative au laplacien et a la couronne G. Alors
une fonction V satisfaisant & ’équation intégro-différentielle

v= ! ‘MGB Voo™ \_Flodra
_;1’»/9‘0‘/0‘ (P)(P _‘pd_P)— papaa,

satisfait bien a I'équation donnée et aux conditions aux limites.
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Cette équation est résoluble par approximalions successives : en
effet G est la somme d’une fonction harmonique réguliére et de — logr,
on peut donc, grace aux théorémes de Dini et au fait que F est un
polynome en les inconnues, remplacer cette équation par un systéme
dont les seconds membres satisfont aux deux inégalités fondamentales
permettant la résolution par approximations successives (*). Cette
équation a donc, en général, une solution unique, identiquement nulle
si_f est nul, si non fonction de p seul et par conséquentil n’y a pas, en
général de mouvement d’onde. Il ne peut y avoir d’onde qu’au voisi-
nage de valeurs de p telles que I’équation linéarisée ait des solutions
non identiquement nulles.

8. ON PEUT TROUVER UNE INFINITE DE VALEURS POSITIVES DE P TELLES QUE
LE PROBLEME €l LINEARISE AIT DES soLutions. — L’équation intégro-
différentielle linéarisée est équivalente & la résolution du probléme
de Dirichlet : trouver V nul sur la couronne et satisfaisant a

oV
AV + By [v_ —‘:0.
Y-y

Nous cherchons des solutions non identiquement nulles sous la forme
am(p)cosma, b,(p)sinma;
on a pour déterminer a,, et b, la méme équation
pran(p) +plt—p*B(p)ay(p) + [pp*B(p) — m*]an(p)=o

avec a,,(p,) =0, a,(1)=o0. C’est un probléme aux limites classiques
de la théorie des équations différentielles que ’on raméne a une forme
canonique en posant

p=m—+ an(p) =0bu(p)=p"lu(p)

(") Voir par exemple LicutensTRIN, Vorlesungen iiber einige Klassen nicht-
linearer Integralgleichungen und Integrodifferentialgleichungen, Chap. 1
(Berlin, 1931).
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et en prenant comme nouvelle variable, au lieu de e, ¢ défini par

dp
dr am+1—p*B(p)

N
dt

d .
avec, pour =1, p=1, a? =1; soit , la valeur de ¢ correspondant a

¢ = po, le probléme est équivalent & : trouver les valeurs de p pour
lesquelles I'équation

(C) Ln() + p[(p'(1) ) B ln=0

a des solutions nulles en ¢, et 1; on sait (*) qu’il y a une infinité de
valeurs positives de . telles qu'il en soit ainsi. Nous avons ainsi une
double infinité de valeurs de p : p,, = m —+ i, telles que le probléme
linéarisé ait des solutions non identiquement nulles

an(p)cosma, am(p)sinme,

ce sont toutes les valeurs caractéristiques comme on le vérifie aisément.
Mais a priori rien ne prouve que pour une valeur choisie de p, p;,, on
n'a que les deux fonctions fondamentales écrites; il faut pour qu’il en
soit ainsi que I’équation en nombres entiers m’ et v' : m + ., =m'+ W,
ait la seule solution m'=m, v'=1yv. S’il en est ainsi la valeur considérée
sera « générale » et I'on n’aura a discuter que deux équations de rami-
fication, dans le cas contraire on a un nombre plus grand d’équations
de ramifications a discuter et nous ne pourrons pas donner de résultats.
Pour préciser ceci considérons le cas particulier de la loi d’hétérogé-

néité B(g) = g— L’équation donnant a,, (ou b,,) se réduit a
p*am(p) + p(1— k) ay (p) + (ph*— m¥)an(p)=o
dont la solution générale est

am(P) - C;nPr’ -+ Clﬁn P'A'J

(%) Voir par exemple E. Picarp, Lecons sur quelques problémes aux limites
de la théorie des équations différentielles (Paris, 1930).
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r, et ry étant les racines de

r*—kr +pk*— m*=o.

La solution a,,= ¢(p" — ") est nulle pour p =1, elle sera nulle pour
p = po Si pg'==1py; ceci s’écrit

ol v est un entier; ou encore, en vertu de la valeur de logg,
ry—r,—=— ivﬁ-

Les racines de 'équation en r satisferont a cette condition sil'on a

2
k‘+6m’+v'%‘l—, (A*— am)*+ v*—:{—:
p=p‘,',,=——4k’—=m+ e =m—+ p,

relation qui donne la double infinité de valeurs caractéristiques de p.
Pour qu’a une méme valeur de p puissent correspondre plusieurs
mouvements d’ondesinfiniments petits, il faut que I’équation
2 l!

I
4m’+v"H2=L’;m”+ v”H—!

ait des solutions autres que m’'=m, v'=yv. Celte équation s’écrit
q ) q
f(mr*—m' __ A
Vit T fe
. . 2 .
qui montre que si :—l—, est incommensurable toute valeur p), de p est
. - 2 . .
générale. Soit maintenant %—, = g, ol P et Q sont des entiers premiers
entre eux, on a
4Qm2+ Pvi=4Qm't+ Py,

P, étant choisi on connait donc M = 4Qm?* + Pv? et il s’agit de voir
de combien de fagons le nombre M est représentable par la forme

M—=ax*+ by? (a=4Q, b=P).

(Zest un probléme classique de théorie des nombres; en général M,
a et b étant donnés arbitrairement, le probléme n'a pas de solution, il
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faut pour qu'il soit possible que le discriminant changé de signe de la
forme soit reste quadratique de M (ceci est réalisé évidemment ici par
construction de M) et il y a le procédé classique faisant intervenir les
substitutions modulaires qui donne toutesles solutions. Icile probléme
est trés simple, le nombre des solutions est nécessairement fini, et il

. . . . M
suffit de faire successivementx=1,2,...,u (u plus petit entierg \/;)
et de voir pour quelles valeurs de x

M —ax?
b

2

|

est le carré d'un entier. En général il n’y a que la solution x =m,
y =v mais on peut toujours construire des exemples pour lesquels il
n'en est pas ainsi. Prenons par exemple :

O

—_ = —
H* 10

L’équation est satisfaite également pour m'=1, v'=17, et pour la
valeur ’ R

K +18,7 _

—E 7 = py=p!
on a les quatre fonctions fondamentales

ai(p)cos2a, aj(p)sinaa; al(p)cosa, al(p)sina.

La valeur p], générale étant choisie, la solution correspondante a,
s’écrit
o
a\r'n(p) - CP“(P — l),'

elle s’annule entre g, et 1 pour les v— 1 valeurs de p

logp:——ZT;\HI-g (N=1,...,v—=1).

Le mouvement d’onde infiniment petit correspondant & ce probléme
linéarisé et & cette valeur p!, de p a donc v—1 plans nodaux et le
résultat est général quel que soit B(p) positif, car il est bien connu
que toute intégrale relative & i, de I'équation (C), a, entre ¢, et 1,
v —1 zéros.

La solution infiniment petite correspondant 4 v=1 est doncla seule
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sans plan nodal; si I'on prend de plus m =1, on a la solution particu-
litrement importante de longueur d’onde effective A; pour la valeur
correspondante p; on est sar qu'il n’y a pas d’autres fonctions fonda-
mentales de la forme a,, cosma, a,, sinma; p, sera une valeur générale

si p, = p, n’a pas de solution. En particulier pour B= é— cette équa-

tion s’écrit
14 ﬁ =
ceci n’est possible que si

)‘z—u n—+1u) ou ;\:_471"—!

=" =5

ol n est un entier. Dans ce cas la fonction © n’existe pas nécessaire-
ment ou, sil'on veut, en n’introduisant pas cette quantité, on aurait

dans ce cas trois équations de ramification a considérer. Donc en

)\
résumé si ﬁ; est lncommensurdble tout p,,, est general T rationnel

n'est pas de la forme n(n+1) ou " la valeur particuliérement

importante p, est certainement générale.

6. DiscussioN DES EQUATIONS DE RAMIFICATION bU PROBLEME (L. — Nous
nous proposons maintenant de voir si au voisinage de toute valeur p,
générale de p le probléme d’ondes a, ou non, des solutions. Reprenons
I'équation intégro-différentielle du probléme

v_mff 38(9\)[1;\/490—;];1*“%;@(1;,

d’ot1 'on déduit
1 1 p1d ()G‘ o
?Lf do | (p)[I" —P’“]—I‘}pd,ﬁda.
Considérons le systéme linéarisé
1 1 k34 _ _ dv1 L
__TIL f G B(P)(Pvi“PT)pdpda,
()V f f B(P)<PV —pd—)pdodcx
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Pour p = o ce systéme donne la résolution du probléme de Dirichlet
avec condition nulle sur le contour pour I’équation

av
AV—B(p)pd—p =o.

Cette équation a la seule solution o, puisque le coefficient de V est
nul. Il en résulte que le noyau

1 dG-
27 95 ¢ B

n’admet pas de fonctions fondamentales et par conséquent que la

av,
seconde équation du systéme linéarisé donne umvoquement—— quand

V, est connu. D’autre part, pour la discussion, nous pouvons
remplacer '’équation intégro-différentielle par I’équation équivalente

(E) V—;nff ;ppB(p)G+ Ay B(p)G]’Vdpda

_—ff GFp dp da.

Et il suffit de considérer cette équation pour la discussion, chacune
des autres inconnues que I’on introduit pour avoir un systéme équiva-
lent & cette équation intégro-différentielle étant donnée univoquement
par les parties linéarisées des équations obtenues par le procédé
indiqué.

Or ’équation (E) linéarisée admet pour p}, général les deux fonc-
tions fondamentales a),(p) cosma, a’,(¢) sinma, son équation associée
admet donc également deux fonctlons fondamentales qui sont évidem-
ment de la forme o}, (p) cosma, a) (¢)sinma. Sil'on pose p=p),— x,

ou x est petit comme V, et si I'on remplace le noyau

nm

m

- - dim -
PrpB(p)G+ ()—EIP’B(p)G]
suivant le procédé de Schmidt par

E(p, a; ;;) — a‘,‘n(ﬁ)a‘,',l(p) cosm(& — oz),

ou le noyau E n’admet plus de fonctions fondamentales, 1'équation
Journ. de Math., tome XVI, — Fasc. I, 193~. 8
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obtenue a une solution unique égale en premiére approximation a
roa;,(p)cosma + rod, ( p)sinnez,

ou r, et r, sont deux parameélres; en posant r, = cosm&Q, r,=rsinm(Q,
cette solution en premiére approximation s’écrit

;a",‘,,(p) cosm (o - ).

Elleestdonc paireena—Q ; or,ilrésulteimmédiatementdela propriété
de parité rappelée pour F que toutes les approximations sont égale-
ment paires en « — {2, donc qu’il en est de méme de la solution, la con-
vergence étant absolue et uniforme. Par conséquent notre noyau est
linéaire en p et admet deux fonctions fondamentales dont on sait
a priord qu'une combinaison linéaire & coefficients constants

;‘a‘,',l(p) sinm(a — Q)

est orthogonale a la solution. On sera donc assuré de I'existence d’une
solution non triviale fonction d'un paramétre si (*)

R wm_ _ _ _
flfi / eB(5)G(p, 2;p. 2)a.(p)cosm(z—L)
% Yoo Yo Yo

X &u(p) cosm(a - Q) do dp da dx 7 o.

Ladiscussionn’est donc pas immédiate comme dansle cas homogéne,
ou gréce a des conditions de symétrie on pouvait affirmer a priort que
la quantité analogue n’était pas nulle. Cette cxpression se simplifie
beaucoup en remplagant G par sa valeur. Pour ce calcul pratique nous
n'utiliserons pas pour G l'intéressante formule donnée par M. Villat
au moyen des fonctions elliptiques, maisla formule développée obtenue
par application du théoréme de Harnack (**)

logp logp
logp,
+2:‘ cosn(a—a) p3" [(E)"P"‘ +(p)"p"— (p) P"’] —p"(p)" .

2n

n I —py

G=—logr+

n—=1

(*) Voir M.-L. DusngiL-Jacotin, Sur la discussion des équations de ramifica-
tion relatives d certains problémes d’ondes ( Bull. Soc. Math., 1936).
(') Voir par exemple Gounsar, Cours d’Analyse, t. 3, 3¢ édition, p. 1go0.
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On en déduit immédiatement puisque

si

I
1A
N

I
\\/

o

8.

w

&

R
o
UA
o1

m
f log r(p, &;p, &) cosna do =

)

|
1A

) cosna si p2p,
T ’
f Gcosn(o — Q) da

[

= 7;: cosn(a—Q) I:e1 <g>"+€2 <—_§—)n

(@ G- (o) =Y

21

I—p

ou

g=1, g;—=0 pour g—zgp,

&, =o, &=1I pour p<p.
Et la condition a satisfaire s’écrit

[1 1 _ E m P m
D) f B()| ¢ (—) e (:)
( A (p)[l 5 (5
N p‘:;m((P)mp-—m_'_ (p)—mpm o (5)_"19_’”) . Pm(p)mJ
11— p2™ .

x @y (p)al,(p) dpdp % o,
la fonction a},(¢) étant donnée par
PupB(p) [51 (‘P> + & (g)
P P/

L B @ Grm) G|

2m
1—1po

A 2

GRSt oar R ol B0 || Bore

2mn
I—pPs

1

2
mJ e

et a; (p) par I'équation associée.
Le premier membre de la condition (D) est donc une fonctionnelle
en B qui, si elle n’est pas identiquement nulle quel que soit B, n’est
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nulle que pour certaines valeurs particuliéres de I’hétérogénéité. On
peut donc dire alors que « en général » il y a une onde unique non
triviale fonction d'un paramétre au voisinage de toute valeur géné-
rale p;, de p.

Pour nous assurer que la condition (D) n’est pas identiquement
nulle et pour compléter les résultats précis obtenus déja dans le cas

T \ k* ey
particulier ou B= 5 nous allons calculer cette quantité dans ce cas.

Onavu que I'on a: @],(p)=p"—p"; d’aulre part «,(p) est alors
la solution unique de I'équation

- - k2 3 . m
Pa‘;u(P)— m[[ (Pl'll_'n)<%) a‘;n(P)dP
. p.

‘1 m
+/ (pr,.+m)(§) A
¢

1 QM —m __ i
+f %(p,,,ﬁ—m)&'lp—p-
Po *

FI0
— Po

+ (p ) B o o) | =
L—1p

En dérivant deux fois cette équation intégrale on constate que «”,(p)
est solution de I'équation différentielle

pran(p) + (3 + kpay, (p) + (1 + k* + pj, k* — m¥)a, (p) = o,

dont la solution générale est C, "+ C,p™ avec =, =—1—r,,
Ty=—1—ry;a,, est donc de la forme C, p™~"+ C,z""; pour déter-
miner la relation homogéne qui doit lier les constantes C, et C,, nous
portons cette quantité dans I’équation intégrale et identifions en p; or
nous avons a égaler a o quatre coefficients : les coefficients de p~" et
¢~ ont respectivement C, et C; en facteur et sont identiquement nuls
en vertu de la relation donnant p}, ; en égalant & zéro les coefficients
de ¢™ ou de p~™, on obtient

C, G,

— = 0;

+
pP—r p—nr

d’ou
()= C((p — PP+ (p = rp )
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et la condition a vérifier s’écrit

1 1 “\m N om 2 (Nmpy—m N—mpm __(p)-mp—m) —_ pm(p)m
f f ;[ﬁ(Q) e g) I (O S Ol () mp) —p ®) ]
Po ¥ Po _p f P L—0 ~
< [() — (o) ] (o — r)o="s— (P — ro)p~* "] dp dp = o.

Le calcul de cette quantité est tout a fait élémentaire. On a

f [ <§)+ (;)'"] [~ (7)1 dp
- o

2m " p": R ( Pm P:;H-’.' p——m
= — _ —4- —_ 3
K Lph,—r  pp—r k2 P—m P+ m

\

car )
m—ri=k(ph—r); (ry— m)(ry— m)=~k(py, — m);

(ry+ m) (ry+ m) = k*(p),+ m).

1
D’autre part, puisque f " 'dp=o0,0na
Po

Y om . r ‘ .
‘/Po 3 [P‘r'np_ r Pynp— rz] [(ph—r)p™ ™ — (P — r2)p™ "} dp
= b logp,

k2

et le terme restant s’écrit

r,—r 1 m mery p—m N )
- k2 : v[p‘ (1}‘;”9_ m - : . >[(pm_ "I)P—|_r‘ - (P‘r'u - r‘l)P_l_"] dp

Pmtm
k2 *2
n”n—— n—+4—
_(r,—r,)’l:l—po P 1—py 2]
k* m_Pzn P‘l’n+ m

Enfin il faut ajouter

f‘ f’ P;.:m [(E)m p—m 4 (F_;)—m pn —- (5)—:71 p—m — Pm(a )m]
Po

2
=P

Po
< [t —= () 1 [(ph — r)p— "1 — (P — 1) p~' "] dp dp;

ce terme se calcule de méme sans difficulté et I'on trouve qu'il est égal a

%y I
m—— " 4—
RCETA s el |

k* m— pY, Pm+m .
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de telle sorte que la condition (D) se réduit a

— ('/\_,:1 logp, 7 o.

Elle est donc toujours vérifiée. La fonctionnelle F(B) n’est donc pas

identiquement nulle et de plus dansle cas ot la loi de densité est B—= E

au voisinage de toute valeur générale p,, de p on est str qu'il y a une
onde unique, non triviale, symétrique, fonction d’un paramétre.

.

I11. — Etude du probléme .

7. LE PROBLEME (3 SE RAMENE A L’ETUDE D'UN SYSTEME INTEGRO-DIFFERENTIEL
RESOLUBLE PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. — Soit O la fonction définie
au paragraphe 4, fonction que nous supposons encore exister quel que
soit /5 O étant fonction de ¢ seul satisfait sur p =1 a

m
d—9+pe—if @ds:o
on 2w J, n

et si I'on pose encore v =V + 0, V satisfait a

oV
AV 4+ B V- —):F,
@ (V-5

dva N v‘ I 2T ()V.
on PV T on ,  on

V*—o

do =10,

en affectant encore d’une ou deux astériques les fonctions pour repré-
senter leur valeur prise par continuité lorsque le point tend vers un
point du cercle extérieur ou intérieur. La formule de Green permet
encore d’écrire

r

4 [f‘f“lwl B(p) ,V_'d_v _Fl_d~d3~
) ob,[ p,<1 pd-P) pdpda;

2T 2R 2T T ak

1 /] 1 1 av*. Po f gV 1
—_ — V.— O - —_——— — o — _ 4= (T_d
V(z,y)= 21,;/0‘ o0 lo"rda an), log - ds 2, om log . dt
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d’ou 'on déduit
27T *
ov* 9 log} ds

oV __ 1 MV* o log ! d 1 4
dp T am ), onop BT Ton ) on dp

o [TTOV* 9 ol
—f T 5y log e
R 1. —
/ /‘ ~loa—[B(p)<pV—p—->-—F|pdpda.
Jo |

En faisant tendre dans la premiére le point (, y) vers le point 15 et

b4
tenant compte du fait que f V*do=o, grice au choix de'axe des
0

il vient
P 27
. oV* n o [TOVT e
Vi (1, a')——ﬁ . on IO”I‘U o1, s)ds—E o on loo’(l.-ﬁpo’t)dt

f f log ——— p,a)[B(E)(pV—E%)—F]Ed@dZ.

Dans la seconde faisons tendre le point (p, «) vers (g,, 7), onsait que la
dérivée premiére du potentiel de simple couche tend vers

lim fﬂdv**(” 4 log !
o dn  dp r(po,t,p,a)

quand (p, &) > (@o, T)

_ @Vt ' "‘dv*-

d’ou I’équation
V™ V™ Tgve . 1
W__(—)-ﬁ_a—nf o (Ddt+ o f v dm)po r(po,r I s)ds

_ ndV" 1
=), o gr(pm-x )
"’V) _F]gd‘@da.

+ = —| B V—po—
f f dpo r(po, Tip, & l (P) (P e op
Enfin si 'on adjoint la condition aux limites

A .1 T oVH
an TPV nfo o b=

en y remplacant V* par sa valeur donnée par la troisiéme équation,
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on a un systéme de cinq équations dont les parties linéaires donnent

v,y ov ov
' 9’ *dn’ Ton’

mais qui contiennent les termes génants

b1 * b1:4 o
dl ds el Al
dn

0 [}

on dt.

Comme dans le cas homogéne, la formule de Green appliquée a V
d’une part et 1 ou logp d’autre part donne deux relations entre ces
deux quantités

1 k24 r . 2R 2N
(o ( LSOV = o - av* TV
‘/oi [ lF B(p) py ;'d—5>"PdP’l“+ | on ds—f-p(,‘/o‘ on dt = o,
1 2R : _ . —'()\' )_ _ 2R d\f..
- YV —p— —
‘/p: j; logp {F — B(p) (p P d§> { pdpda + logpopU[ o dt —o,
relations qui cette fois font intervenir les termes, a priori linéaires,

kxg 2T
f V dz, Al da;
o o 0P

on obtient d’ailleurs pour ces deux nouvelles quantités deux équations
en multipliant par da et intégrant de o & 27 les deux membres des
deux premiéres équations. Mais a prior: on peut affirmer que ces
quatre quantités sont du second ordre et par conséquent ne sont pas
génantes. En effet la partie du premier ordre de ces quanlités ne peut
provenir que de lasolution V, en premiére approximation, or V, étant
périodique et continu est développable en série de Fourier et il n’y a
pas de terme indépendant des cosinus, puisque l'on suppose que la
fonction © existe (uel que soit /.

On voit encore immédiatement grice aux théorémes de Korn et
Dini que le systéme est résoluble par approximations successives; il
a donc en général une solution unique triviale a laquelle ne correspond
pas de mouvement d’onde

8. IL EXISTE UNE INFINITE DE VALEURS DF P POUR LESQUELLES LE PROBLEME
LINEARISE A DES SOLUTIONS NON NULLES. — Nous cherchons encore ces solu-
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tions sous la forme a,,(p)cosma, a,,(p)sinma; a,(p)est encoreracine
de I'équation

S M

pran, (p) +p[1 — 2 B(p) ], (p) + [pp*B(p) — m*an(p)=o,
mais cette fois au lieu des conditions classiques.
amn(py) =0, anp(1)=—o
comme au probléme @, on a les conditions

an(po) = o,

[)am(l) - a’m.(') — 0,

conditions aux limites contenant p. Les transformallons du para-
graphe 5 remplacent cette équation par

(0 () + o' (0)*B(p) [lm(8) =0
et les conditions aux limites, puisque

a’m(P) — mpm~l lm + Pml’m’
par
Ilu(tn):Oy

V‘lm(l) — l()=o.

Soit [,,(¢, 1) la solution de cette équation nulle en ¢, et dont la dérivée
en ¢ est égale a 1 au point ¢,; on doit avoir

I"'lm(la P') - l’m([’ P‘):o'

Montrons que celte équation entiére en i a une infinité de racines
réelles et positives. En effet-soit 11 et p** deux racines consécutives

rm
de /,,(1, w) =o0. Nous savons que la solution /,,(¢, 1 Y nulle en ¢, et 1
av—1 racines entre ¢, el 1 et que /,,(¢, u.™) a v racines entre ¢, et 1;

m
or les dérivées

i y
dt (t Ill) et dt (t I Iﬂ )

sont de méme signe au point t=1, puisqu’elles ont la valeur 1 indé-
pendante de ., elles seront de signes contraires en 1, donc si dans la
fonction entiére
S = pln (1, ) — L (1, )
Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. I, 1937. 9
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on fait successivement . = w” , u = w.+', f change de signe et

P‘I'"(l’ P‘) - I,m(" [J‘) =0

e

a certainement une racine ),

v
‘m

comprise entre |1, ety "

“m

C. Q. F. D.

Comme dans le cas du probléme (&, toutes les solutions, sauf celle
correspondant a la plus petite valeur de p, ont des plans nodaux; c’est
cette derniére solution qu’il est particuliérement intéressant de consi-
dérer. On montre d’ailleurs facilement que si I'hétérogénéité tend
vers zéro, cette plus petite racine (), tend vers la valeur caractéris-

m
I

tique

— du cas homogeéne, tandis (ue toutes les autres valeurs p;,
— %

augmentent indéfiniment.
ve T A?
Pour I'étude du cas particulier B(¢)= ;7 DOus renvoyons aux

mémoires déja cités de Burnside et Love; ce dernier se donne la vitesse
de propagation ¢ et trouve un nombre fini de valeurs de A pour
lesquelles le probléme linéarisé admet des solutions. Avec nos nota-
tions, et en opérant comme pourle probléme €L on vérifie immédiate-

ment que I'on a
M4 fhmr— A

Pn= Y
A étant soit la racine de
! 2A*A
R N Y E Yy

racine qui n’existe que si £ est assez petit, soit /D, ou D est une quel-
conque des racines en nombre infini de

tan TrHD_ 24D
g5 V= Gmi+ D - k'

9. IL YA, EN GENERAL, UNE ONDE AU VOISINAGE DE TOUTE VALEUR GENERALE D,
oE p. — Nous pouvons remplacer le systéme a discuter par une équa-
tion unique par le procédé classique, ou encore le transformer par
tout autre procédé donnant comme précédemment un systéme équi-
valent pour lequel il suffit de discuter une seule équation. On montre
comme dans le probléme @ que la solution est symétrique, et I'on
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forme la condition suffisante &(B)=£ o qui permet d’affirmer I’exis-
tence d'une solution unique non triviale au voisinage de toute valeur
générale p.. F(B) n’étant pas identiquement nul comme nous allons
le voir, I'équation & (B)= o définit les valeurs exceptionnelles de B
pour lesquelles le probléme n’admet pas nécessairement une solution
unique.

Supposons en effet B pelit, du premier ordre comme V; alors le
terme

oV’
B(P)[PV—P'JE]

étant du second ordre, on peut le faire passer dans le second membre
et 'on est ramené au méme probléme que dans le cas homogéne, mais
avec une autre valeur de lafonction F au second membre; or la valeur
explicite de F n'intervient pas dans la démonstration de l'existence
d’une solution et la nouvelle fonction posséde les propriétés qualita-
tives qui interviennent seules : polynome par rapport aux inconnues,
fonction paire en méme temps que V. Donc on est sir que pour la
plus petite valeur caractéristique p),, (B) qui tend, lorsque B tend
vers zéro (comme on le voit en conduisant convenablement les calculs).
vers la quantité analogue non nulle du cas homogéne est, quel que
soit B, petit comme V, différent de zéro.

Par conséquent, comme pour le probléme @, on peut dire au sens
précisé qu’en général au voisinage d’une valeur caractéristique p,, géné-
rale le probléme d’onde admet une solution unique non triviale fonction
d’un paramétre quelle que soit la fonction arbitraire f continue au sens
de Holder et petite (on suppose qu’'elle a en facteur le paramétre carac-
térisant la hauteur de 'onde).



