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Sur le syllogisme hypothétique dans la logique intuitioniste ;

Par Gr. C. MOISIL.

1. Dans la logique classique (') on a deux formes de syllogiéme
hypothétique : la forme simple

]l
r—>q
1 A
1 7
et la forme compléte
rP—-q
q—>r
(11) e

Ces deux formes sont assertoriques. Sil'on voulait introduire le mode
problématique, on devrait construire 1'idée de possibilité. On peut le
faire de plusieurs maniéres différentes, par exemple en employant les
logiques a plusieurs valeurs de M. Lukasiewicz. On peut aussi inter-
préter I'idée « il est possible que... » par « il est absurde qu’il soit absurde
que... ». Pour que la double négation ne soit pas équivalente a I'affir-
mation, il faut employer une logique dans laquelle le principe de la
double négation ne soit pas valable. Telles sont les logiques de
MM. Heyting et Kolmogoroff (?).

(') Nous désignons par logique classique la logique telle qu’elle a éLé forma-
lisée par le calcul de Peano-Frege-Russel. Nous employons les signes \/ (ou),
& (et), - (si... alors), — (non); les parenthéses seront employées suivant les
régles du calcul algébrique ordinaire.

(*) A. HeyriNg, Die formale Regeln der intuitionistischen Logik ( Sitzungs-
berichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften. Berlin, 1930, p. 42).
Ce Mémoire sera cité Il.



198 GR. C. MOISIL.

Nous nous proposons de montrer que dans la logique de M. Heyting
il existe, en dehors des types précédents, deux formes nouvelles de
syllogisme hypothétique : la forme problématique simple

""’:ll

(111) r_1,
q
et la_forme problématique compléte
pP—>q
(lv) q — r .
1) —>r

2. Lalogique de M. Heyting a les axiomes suivants :

(1) Ta—>(a&a),

(2) (a&b) > (b&a),

(3) (a—>b)—>((a&e)—>(b&¢)),
(4) (¢ >b)&(b—>c)) > (a—>c),
(5) b—>(a—b),

(6) (a&(a»b))-»l;,

(7) a->(a\ b),

(8) (aVb)—>(bV a),

(9) ((u—)c)&(l)—>c)) — ((qu)—)c),
(10) a—>(a—>b),

(11) ((a—)b)&(a —>7)-))~>Z,
(12) a—(b>(a&b)).

Elle a deux régles de déduction :

A. La régle de substitution (*);
- B. La régle de détachement, qui n’est que de la forme (1) de syllo-
gisme hypothétique (*).

!) La substitution de ¢ a la place de p sera notée p/q.

(*)
(*) M. Heyting introduit les axiomes (1)-(11) et une troisiéme regle, pour la
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3. Rappelons quelques formules utiles, conséquences des axiomes
(1)-(12) et des régles A, B. La loi de transposition est valable sous
les deux formes :

(13) (a—>b)—>(b—>a), (H.k. 2)
(14) (a>b)>(b—>a), (H.k.21)

et I'on a aussi :

(13) (@ —>b)y—>(a->b). (H.k.22)
Le principe d'identité est valable

(16) a—> u, (H.2.21)

mais le principe de la double négation n’est valable que partielle-
ment

(17) a—>u; (H.k. 3)

il existe un principe de la triple négation

(18) «

>

Kill
S

(H.b.31)

Al

et un principe de la quadruple négation

N
8l

(19)

P
~

conjonction, régle qui conduit au schéma suivant :

1)

. 9
((‘) 1}&(/

Ce schéma est une conséquence immeédiate de 1'axiome (12) et du schéma (B).
Réciproquement les axiomes (1)-(11) et le schéma A-C donnent :

((a&b)—»c)»(u,—>(b»+c)); (H.2.27)
en substituant ¢/« & 0 et en détachant (a & &) > (a & b), vraie car
1=

on oblient

(t—r([l*}((t&l))).
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Entre les quatre implications
P9 P4 P Pd

on a les trois implications suivantes :

(20) (p>a)~>p—1),
(21) (1)——>q)——>(p-»7),
(22) (p—>9)—~F—~>9).

Les deux formes problématiques (11I) et (IV) peuvent étre déduites
des formules: :

(23) P &p—q)—>q,
(24) (p—>q&q—+r)—>p->r.

4. DEMONSTRATION DE LA FORMULE (19). — Dans la régle de transposi-

tion (13) faisons la substitution a/p, A/p, on trouve

(pop) 7).

détachant p —»1—; [formule (18)], on obtient

el

>/

Nl

(19")

en substituant p/;) dans la formule (17) on obtient

(19") Pr
(19") et (19") équivalent a (19).
DEmonsTRATION DE LA FORMULE (20). — Dans la formule
M (p~>a)>((q >r) >(p—>r) (11.2.29)

substituons p/p, q/;, r/q et détachons p ff; [formule (17)], on obtient
la formule (20).

DEMONSTRATION DE LA FORMULE (21). — Dans la formule

(! (q—»r)—;»((p-*»q)»(p»r)) (H.2.291)

substituons p/p, q/q, r/;, et détachons g - ¢, on obtient (21).
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DEMONSTRATION DE LA FORMULE (22). — Dans la formule (15) substi-
tuons a/p, bfg, on obtient
(+) (> (F>2);
la formule
(++) (p>(g—>n)>(p&g)—>r), (H.2.27)

en substituant

pr—>4. alp, r'q
et en détachant

=D Fa)
qui est la formule (15), aprés la substitution a/p, b/q, donne

(4 +) (p>&p)—q.

La formule (!), par la substitution

i

pllp~2)&p, a7, i,
et en détachant la formule (+ + + ), donne

(7-7) = ((p~D &7)~7):
en en détachant ; - ; on obtient

(+ 4+ +) ((r=>9)&p) ~q.

Dans la formule

((a&b)—>c)—>((a—>(b~—>c))>, (H.2.27)
substituons

ap—>q, blp, cq
et détachons (+ + —+ +), on obtient (22).
DimonsTrATION DE LA FORMULE (23). — Dans la formule
(0) (P&q7)>(p&q) (H.%.6)
faisons la substitution p/p, ¢/p — ¢, on obtient

(00) (P&p—q), P& p—+q).
Journ. de Math., tome XVII. — Fasc. II, 1933. 26
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Dans la formule (15) substituons

alp&(p—>q), b/q.
et détachons

(p&(p—~>q))—>gq [formule (6)],
nous obtenons

(000) IVEIETE
Dans la formule (!) substituons
pP&p—>9, q4lp&Tp—9),
et détachons la formule (00); on obtient
GETST 1)~ (F&757)~7);
en détachant I'expression (000), nous obtenons la formule (23).

DEMONSTRATION DE LA FORMULE (24). — Dans laformule (o) faisons la
substitution p/p > g, g¢/q — r; nous obtenons

(%) (P—>q&g—r)>p—q)&(g—>r).
Dans la formule (15) substituons
of((p~>9)&(g—>r)), hip—>r,
et détachons la formule
(x%) (p~>q)&(g—>r))—>(p>r), (H.2.3)

nous obtenons

(k%xx) (p—>q)&(qg—>r)—>p—>r.

Dans la formule (!!) substituons

p—>q&q—>r), qlp—>q)&qg—>r), rlp—>r

et détachons (x x x); de la formule obtenue détachons ( %) et nous
obtenons la formule (24).



